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l.1. Osnovni pojmovi

Vremenski niz je niz podataka

-xtl 7-x127 cee 7-xln7
prikupljenih u uzastopnim vremenskim trenucima Tp = {t1,....t,}, 1 <tr < --- <1, i x, € R,
i=1,...,n. Zbog nacina na koji prikupljamo podatke, skup vremenskih trenutaka 7 ¢e najcescée

biti konacan skup pa govorimo o vremenskom nizu u diskretnom vremenu. Moguce je da
vrijednost nekog procesa poznajemo u svakom trenutku pa u tom slucaju govorimo o vremenskom
nizu u neprekidnom vremenu (npr. broj ljudi u trgovini tijekom radnog dana moze biti poznat u
svakom trenutku). U ovom kolegiju prvenstveno se bavimo vremenskim nizovima u diskretnom
vremenu.

Skup Tp moZe oznacavati dane, mjesece, godine, sate, minute, sekunde i sl. Vremenski trenuci
mogu biti rasporedeni:

e ekvidistantno: tp —f; = -+ =t, — l—1,

* neekvidistantno.
Gotovo uvijek ¢emo promatrati samo ekvidistantno rasporedene. U tom slucaju moZemo bez
smanjenja opCenitosti podatke oznaciti kao

XlyeoosXn-
Problem analize niza podataka x1,...,x, ve¢ smo susreli u statistici. Tamo pretpostavljamo da je
niz xi,...,x, realizacija jednostavnog slu¢ajnog uzorka (Xi,...,X,) — n.,j.d. niza slu¢ajnih varijabli.

Ako u tom zahtjevu oslabimo pretpostavku jednake distribuiranosti, tada regresijske metode mogu
biti prikladne za analizu (ocekivanje se mijenja u ovisnosti o drugim varijablama). Klju¢na
karakteristika vremenskih podataka jest da je naruSena pretpostavka nezavisnosti a €esto i jednake
distribuiranost.

Svrha analiza vremenskog niza je

* modelirati i razumjeti stohasticki mehanizam koji dovodi do realizacije kojom raspolaZzemo,

* predvidati buduce vrijednosti na osnovu poznatih podataka.



R) Praktikum. Vremenski nizovi u R-u.

Raspolazemo s vremenskim nizom u diskretnom vremenu {x;, t € Ty} i traZimo model za te
podatke — matematicki objekt koji bi kao rezultat mogao dati opazene podatke. Ako bi primjerice
mogli izvesti model koristeci neke fizikalne zakone (klasicna mehanika — diferencijalne jednadzbe),
tada bi vrlo precizno mogli znati vrijednost promatrane pojave u svakom trenutku (npr. putanja
projektila). Takav model bi bio u potpunosti deterministicki.

Medutim, nijedna pojava nije u potpunosti deterministicka ili postoji toliko nepoznatih ¢im-
benika koja je nemoguée obuhvatiti deterministickim modelom ili mno$tvo ¢imbenika €ini da se
pojava doima slucajnom (npr. trajektorija kamena koji se kotrlja niz padinu, Cestica peludi u Casi
vode). Iz tih razloga promatramo stohasticke modele kojima je moguce procijeniti vjerojatnost da
buduca vrijednost bude unutar nekih granica. Stohasticki model za vremenski niz bit ¢e slucajni
proces.

Definicija I.1.1 Slucajni proces {X;,7 € T}, T C R, je familija slu¢ajnih varijabli definiranih na
istom vjerojatnosnom prostoru (Q,. %, P).

Prisjetimo se

» zasvakit € T, X; je sluCajna varijabla,

» zasvaki 0 € Q, 1 — X;(w) je funkcija na T (trajektorija).

Svaki podatak vremenskog niza x;, i = 1,...,n, smatrat ¢emo realizacijom jedne slucajne
varijable X;,, odnosno vremenski niz {x;, ¢ € Tp} smatramo realizacijom (ili dijelom realizacije)
sluCajnog procesa {X;,t € T}, Ty C T. Slucajni proces {X;, r € T} nazivamo model vremenskog
niza. Cesto éemo i za njega reé¢i samo vremenski niz.

Skup T' moze biti diskretan ili primjerice [0, ). Uglavnom ¢emo promatrati modele kod kojih
jeT CZ.

Modelirati vremenski niz znaci odrediti slucajni proces za kojeg vjerujemo da mu je vremenski
niz jedna realizacija ili njezin dio. Odrediti slucajni proces razmatramo u distribucijskom smislu.
Distribucija slucajnog procesa je odredena svim konacnodimenzionalnim distribucijama, odnosno
distribucijama slucajnih vektora (Xj,,...,X;, ) za svaki izbor {s1,...,s,} C T. Kona¢nodimenzi-
onalne distribucije odreduju sva vjerojatnosna svojstva procesa.

Uoc¢imo da je modeliranje vrlo tezak problem. Na osnovu poznavanje jedne trajektorije ili
njenog dijela treba odrediti slucajni proces. To Ce biti nemoguée bez pretpostavki na strukturu
procesa.

m Primjer 1.1.1 U klasi¢noj statistici niz (xy,...,x,) modeliramo jednostavnim slu¢ajnim uzorkom
(Xi,...,X,), odnosno nizom nezavisnih i jednako distribuiranih (n.j.d.) slu¢ajnih varijabli. U tom
slu¢aju moZemo dosta toga reci o distribuciji iz koja dolazi uzorak jer zapravo imamo n realizacija
iz iste distribucije. Statisticke metode za ovakav problem su dobro razvijene.

S druge strane, ako znamo distribuciju, §to moZemo reéi o X,,1;? Poznavanje Xi,...,X, nam u
tome nikako ne pomaZzu zbog nezavisnosti. Stoga, zavisnost, iako oteZava analizu, moZe dati bolju
predikciju.

Model ¢emo birati tako da proces ima iste karakteristike koje uo¢avamo u podacima. To se
prvenstveno odnosi na zavisnosti i ponasanje kroz vrijeme. Zato prvo prou¢avamo neke standardne
mjere kojima mozemo dobiti uvid u strukturu zavisnosti. Prije toga spomenut ¢emo jo§ dvije
moguce generalizacije prethodnog problema.

= Primjer 1.1.2 Raspolazemo podacima viSedimenzionalnog vremenskog niza {x,, ¢ € Ty}, gdje

jex = (x,(l), . ,x,(k)) € R¥. Model za ovakve podatke je vektorski slu¢ajni proces {X;,t € T} —

familija sluéajnih vektora X, = (X\",...,.x)).
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m Primjer 1.1.3 Zadani su podaci oblika {x;, ¢ € Ty} C R, gdje je Ty C RX. Primjerice, za podatke
o lokaciji i jacini potresa na podru¢ju Hrvatske je k = 2 i ¢ predstavlja koordinatu mjesta potresa.
Modeli za ovakve podatke su slucajna polja.



|.2. Stacionarni procesi

Vaznu klasu modela vremenskih nizova Cine stacionarni procesi — procesi koji u nekom smislu
ne mijenjaju distribucijska svojstva kroz vrijeme. Zasigurno da mnogi vremenski nizovi koje
susreéemo ne izgledaju kao realizacije stacionarnih procesa. Medutim, kasnije ¢emo argumentirati
kako se vecina njih moZe prikladnim transformacijama svesti na nizove koji izgledaju kao realizacija
stacionarnog procesa.

Prvo poopcenje n.j.d. niza koje na neki nacin ostavlja pretpostavku jednake distribuiranost, ali
uz mogucnost zavisnosti, je stroga stacionarnost.

Definicija 1.2.1 Slucajni proces {X;,t € T} je strogo stacionaran (ili stacionaran u uzZem smislu)
ako za svaki h > 0 procesi {X;,t € T} i {X,, ,t € T} imaju jednake kona¢nodimenzionalne
distribucije, odnosno

d
(Xt]a"'aXt,,) = (Xh-‘rll?"'th-‘rln)a
zasvety,...,t, ETin€eN.

Uocimo da su posebno i jednodimenzionalne distribucije jednake pa je X; 4 X;zasvet,seT.

Ogranicit ¢emo se na diskretno vrijeme i to 7 = Z. Naime, strogo stacionarne procese zgodno
je promatrati kao niz s dva kraja koji pocinje u beskonacno dalekoj proslosti i nastavlja se u
beskonacno daleku buduénost. To nee predstavljati problem jer se svaki strogo stacionaran proces
{X;,t € N} moze ukljuiti u dvostrani strogo stacionaran proces {Y;,t € Z} tako da definiramo

P(Yfm <xi, Yo Sx,..., Y, Sxm+n+l) :P(Xl <Xty s Ximgntt Sxm+n+l)-

Na taj nacin dobijemo strogo stacionaran proces {Y;, 7 € Z} takav da su kona¢nodimenzionalne
distribucije od {Y;, r € N} i {X;, t € N} jednake. Proces {X;, t € N} shvacamo kao nastavak procesa
{Y;, t € Z} koji pocinje u beskonacno dalekoj proslosti.

Za provijeriti strogu stacionarnost slu¢ajnog procesa trebalo bi provjeriti sve kona¢nodimen-
zionalne distribucije Sto je Cesto vrlo teSko, pogotovo na osnovu podataka. Stoga se drugi tip
stacionarnosti definira u terminima momentnih karakteristika.
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Definicija I.2.2 Neka je {X;, t € Z} slu¢ajni proces takav da je EX? < c za sve t € Z.
* Funkcija ocekivanja procesa {X, } je funkcija pt : Z — R definirana s

u(t) =EX,.

* Funkcija autokovarijanci (ACV, ACVF) procesa {X;} je funkcija 7 : Z? — R definirana
S

y(t,s) = Cov(X;,X;) =E((X;, —EX;)(X; —EX;)) = E(X,X;) —EX,EX;.
* Funkcija autokorelacija (ACR, ACRF) procesa {X;} je funkcija p : Z> — [—1,1] defini-
rana s

Cov(X;,Xs) ¥(t,s)

= Corr(X;,X;) = - '
p(tvs) Orr( 1 ) \/VarX,VarXs \/y(tat)Y(s7s)

Propozicija I.2.1 Za funkciju autokovarijanci Y vrijede sljedeca svojstva
(i) y(t,t) = Vark,,
(i) ¥(t,5) =v(s,1),

(i) [y(z,5)] < /v(t,1)¥(s,s).

Dokaz. (1)1 (i) je o€ito, dok (iii) slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti

[7(t,5)| = [E((X; —EX;)(X; —EX,))| < \/E(Xr —EX))?E(X; —EX,)? = V/¥(t,0)1(s,5).

Iz prethodnog odmabh slijede i odgovarajuéa svojstva za funkciju autokorelacija:
) p(t,1)=1,

(i) p(t,s) =p(s,1),

Giii) p(1,9)| < 1.
Podsjetimo se da |p(z,s)| govori o jacini linearne veze izmedu X; i X te da je X; = aX; + b za neke
a,b € R, a # 0 ako i samo ako je |p(¢,s)| = 1. Ako su X; i X; nezavisne, onda su i nekorelirane
p(t,s) = 0. Obrat ne vrijedi, ali ako (X;,X;) ima dvodimenzionalnu normalnu distribuciju i
p(t,s) =0, onda su X; i X; nezavisne.

Definicija 1.2.3 Slucajni proces {X;,r € Z} je (slabo) stacionaran (stacionaran u uZem smislu,
invarijantan u smislu korelacije, stacionaran drugog reda) ako vrijedi
(i) EX? < zasvet € Z,
(ii) pu(t) =EX, = c € R za sve r € Z (konstantno ocekivanje),
(iii) y(z,s) =y(t+h,s+h)zasvet,s,h € Z.

S obzirom da ¢emo se ubuduce baviti uglavnom slabo stacionarnim procesima, nadalje pod
stacionaran uvijek mislimo slabo stacionaran.

Uocimo:

e Zat,he Zis =t (iii) glasi

y(t,t) = y(t +h,t +h) <= VarX, = VarX,,

odnosno, stacionaran proces ima konstantu varijancu.
e Stavimo li u (iii) # = —t, tada za sve t,s,€ Z

Y(t7s) = ’}/(O,S—l‘),
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pa y(t,s) ovisi samo o razlici s — i moZemo je promatrati kao funkciju jedne varijable za
koju éemo koristiti istu oznaku. Funkcija autokovarijanci stacionarnog procesa je funkcija
Y: Z — R definirana s

’y(h) — COV (Xt 3 Xt+h) .
Analogno definiramo funkciju autokorelacija stacionarnog procesa p : Z — R s

p(h) = Corr(X;, Xr11) = M

¥(0)

e (iil) moZemo ekvivalentno iskazati kao
(iii’) y(t,t+h) ne ovisio r za sve h € Z.

Iz Propozicije 1.2.1 slijedi da za funkciju autokovarijanci Y stacionarnog procesa vrijedi
(i) y(0) = VarX,,
(ii) y(h) = y(—h) za sve h € Z (7 je parna funkcija),

(iii) |y(h)| < y(0) zasve h € Z.

Analogno za funkciju autokorelacija p stacionarnog procesa imamo

@ p(0)=1,
(i) p(h) = p(—h),

(iii) |p(h)|<1zasveheZ.

Zadatak 1.2.1 PokaZite da ako je {X;, ¢ € Z} strogo stacionaran i EX? < oo za sve t € Z, onda je
{X;} i slabo stacionaran. .

Zadatak 1.2.2 Neka je {X;, t € Z} proces definiran s

P Z,, t =2kzanekik € Z,
TV L(Z2-1), t=2k+1zanekikeZ,

V2

gdjeje {Z,,t € Z} nj.d.niziZ ~ #(0,1). Pokazite da je {X, } slabo stacionaran ali nije strogo
stacionaran. .

Zadatak 1.2.3 Neka je {X;, € Z} Gaussovski proces (sve kona¢nodimenzionalne distribucije
su mu viSedimenzionalne normalne). Pokazite da je {X;} slabo stacionaran ako i samo ako je
strogo stacionaran. n

Zadatak 1.2.4 Mogu li funkcije
(a) y(h) =sinh,

(b)
1, h=0,
Y(h) =42, =1,
0, |h|>2,
biti funkcije autokovarijanci nekog stacionarnog procesa? "
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Zadatak 1.2.5 Je li zbroj dva nezavisna stacionarna procesa stacionaran proces? Vrijedi li isto za
umnoZak dva nezavisna stacionarna procesa? "

Xl‘ ) Xl‘ 1 )

(a) Pokazite da ako je {X;} strogo stacionaran proces, onda je i {¥;} strogo stacmnaran

(b) Akoje {X;} n.j.d niz takavdaje P(X, = 1) =P(X; = —1) = 1/2i g(x,y) =x> —y, je li
{Y;} slabo stacionaran? Odredite funkciju autokorelacija procesa {Y; }.

Zadatak 1.2.7 Nekasu {X;,t € Z} i {Y;,t € Z} dva stacionarna procesa takva da je Cov(X;,Y;) =
Ozasvet,s € Z,tenekasucy,c; € Ria,b € Z. Jeliproces {Z;,t € Z}

Zy =1 Xiyatc2Yiqp

| Zadatak 1.2.6 Neka je {X;} proces, g : R? — R izmjeriva funkcija i {V;} proces definiran s
| stacionaran? Odredite njegovu funkciju autokovarijanci. "



1.3. Primjeri

U ovom dijelu promotrit ¢emo osnovne primjer procesa na koje ¢emo se Cesto vracati. Za svaki
primjer izracunati éemo ACVF i ACRF te utvrditi je li proces stacionaran. Na osnovu podataka
vremenskog niza ACVF i ACRF moZemo samo procijeniti.

Definicija I.3.1 Za niz podataka {xi,...,x,} uzoracka funkcija autokovarijanci je definirana s
n—h
Y(h) = n Z('ijrh —fn)(xj —Xy), za0<h<n,
j=1

.~

iY=%(—h)za—n<h<0,gdjejex, = %Zl'?:] x;. Uzoracka funkcija autokorelacija je zadana
s

~ Y(h

p(h):@ za —n<h<n.

7(0)’

Napomena 1.3.1 (i) Uocimo da je ¥(h) za h > 0 pribliZno jednako uzoratkoj kovarijanci parova

podataka (x1,x144),. .., (X,—n,Xs). Razlika se pojavljuje u dijeljenju s n (umjesto s n— h) i
oduzimanju prosjeka svih — X, (umjesto prosjeka od xi,...,x,_5, odnosno od xj11,...,Xx,).
Dijeljenje s 7 stoji kako bi uzoratka matrica kovarijanci I’ = [¥(i = j)]i.j=1.... bila pozitivno
semidefinitna.

(i1) Procjena ima smisla samo za stacionarne procese jer u suprotnom su ACVF i ACRF funkcije
dvije varijable. Za nestacionarne procese procjenu za ¥(t,s) je opfenito nemoguée napraviti
jer iz distribucije slu¢ajnog vektora (X;,X;) imamo samo podatak (x;,x;). Ipak, nista nas
ne sprje¢ava da izraGunamo 7i p i za vremenske nizove iz nestacionarnih procesa. U tom
slu¢aju, primjerice, sporo opadanje 7ili p u 0 s porastom / ukazuje na nestacionarnost.

(iii) Za velike h postoji malo podataka (n — h parova) da je preporuka procjenu koristiti samo ako
jen>501h<n/4.

(iv) Graf parova (h,p(h)) naziva se korelogram. Zbog parnosti dovoljno je promatrati samo za
h > 0. Obi¢no promatramo samo p kao normiranu verziju od 7.
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1.3.2

1.3.3

1.3.4

14 Poglavlje 1.3. Primjeri

(v) Ako uzorak dolazi iz n.j.d. niza, moZe se pokazati da onda za svaki i > 1
Vap(h) 5 ./ (0,1)
kad n — oo. Iz toga slijedi da je pouzdani interval pouzdanosti 95% jednak

N.j.d. Sum

N.j.d. Sum je niz n.j.d. slucajnih varijabli takvih da je EXI2 < oo, EX; = 0i VarX; = 6. Oznaka
{X;} ~ IID(0,0?). Otigledno se radi o stacionarnom procesu.

Bijeli Sum
Bijeli $um je slu¢ajni proces takav da je EX? < o, EX; = 0, VarX; = 62 za sve t € 7Z, te je

Cov(X;,X;) = 0 za sve t # 5. Oznaka {X,;} ~ WN(0,062). Lako se vidi da je svaki bijeli $um
stacionaran proces.

Zadatak 1.3.1 Neka su {Y,,t € Z} i {Z,t € Z} nezavisni n.j.d. nizovi takvi da je P(Y; =0) =
P(Yy=1)=1/2iP(Z, =—1)=P(Z, = 1) = 1 /2. Pokazite da je proces X; = ¥,(1 - Y,_1)Z,
t € Z bijeli Sum ali nije n.j.d. Sum. "

I Zadatak 1.3.2 Neka je U ~ % (0,2m) i X; = cos(tU), t € N. Pokazite da je {X;} bijeli Sum. =

Zadatak 1.3.3  (a) Ako je {X;} ~WN(0,0?) i Gaussovski, je li tada {X;} n.j.d sum?
(b) Akoje {X;} ~WN(0,06%)iX; ~ .4 (0,06%) zasvet, je li tada {X;} n.j.d Sum?

Slucajna Setnja

Neka je {¥;} ~ IID(0,6?). Slu¢ajna Setnja je proces {X;, t € Ny} definiran s Xy = 0 i

Slucajna Setnja nije stacionaran proces.

Jednostavni pomicni prosjek

Neka je {¥;} ~ WN(0, 62). Jednostavni pomi¢ni prosjek je proces {X;, t € Ny} definiran s

Y+ Y
=T

Jednostavni pomicni prosjek je stacionaran proces.
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1.3.5 Slucajni kosinusni val

Slucajni kosinusni val je proces {X;, 7 € Z} zadan s

X; = cos (27r <;+CI>>>,

gdje je @ ~ % (0,1) i f > 0 (frekvencija).

I Zadatak 1.3.4 Pokazite da je slucajni kosinusni val stacionaran proces. n

1.3.6 AR(1) proces

Autoregresivni proces reda 1 je proces {X;,t € Z} zadan s
X =0Xi1+ 74,

gdje je {Z,} ~WN(0,62) i |¢| < 1. Oznaka {X,} ~ AR(1). Kasnije éemo pokazati da je AR(1)
stacionaran proces.

I Zadatak 1.3.5 Odredite ACVF i ACRF stacionarnog AR(1) procesa. n

R) Praktikum. Simulacije primjera. Procjene ACRF stvarnih podataka.

1.3.7 Zadaci

Zadatak 1.3.6 Neka je {Z;} ~ WN(0,0?) i a,b,c € R. Provjerite koji od sljedeéih procesa su
stacionarni i za svaki odredite funkciju ocekivanja, ACVF i ACRF:

(@) X, =at+bZ;+cZ; 1,

(b) X; = Z, cos(ct) + Z, sin(ct),

(c) X; =Zcos(ct)+Z;—ysin(ct),

(d) X, =a+bZ.

Xe=Z+0Zi 17 >,

gdje je {Z} ~1ID(0,06?) i a € R. Provijerite je li {X;} stacionaran proces i odredite funkcije
autokovarijanci i autokorelacija. Jesu li X; i X;_| nezavisne? n

Zadatak 1.3.8 Neka je x1,...,x, uzorak generiran iz [ID(0, 6?) $uma. Koliki n treba uzeti ako
Zelimo da procijenjeni 95%-tni pouzdani interval za autokorelacijsku funkciju na koraku 1 bude

| Zadatak 1.3.7 Neka je zadan proces
‘ uzi od 0.27 Vrijedi li isto i za procjenu autokorelacijske funkcije na koraku 2? "

Zadatak 1.3.9 —*. Ako je x1,...,x, vremenski niz opaZen u trenucima 1, ...,n iz procesa X; =
a+bt, za a,b € R, pokazite da p(k) — 1 kad n — oo za svaki fiksni k. "



.4. Prostor L*(Q,.7 , P)

Vremenske nizove moguce je proucavati i bez teorije Hilbertovih prostora ali ovaj pristup ima
brojne prednosti koje uglavnom dolaze od geometrijske intuicije iz Euklidskih prostora. Ovdje ¢e
nas konkretno zanimati Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih slucajnih varijabli.

Neka je (Q,.%, P) vierojatnosni prostor. S L?(Q,.%, P) ili krade L?, oznacavat ¢emo skup svih
slu¢ajnih varijabli X definiranih na Q takvih da je EX? < co. Pri tome identificiramo slu¢ajne
varijable koje su jednake g.s. Preciznije, definiramo relaciju ekvivalencije X ~Y <= X =Y gs.1i
L? je onda familija klasa ekvivalencije definiranih ovom relacijom.

Zadatak 1.4.1 Pokazite da je L? (realan) vektorski prostor uz standardne operacije zbrajanja
funkcija i mnoZenja skalarom. n

Na prostoru L? definiramo skalarni produkt
(X,Y) =E(XY) (1.4.1)
uz koji L? postaje unitaran prostor.

I Zadatak 1.4.2 Provjerite da je s (I.4.1) definiran skalarni produkt. "

Svaki unitaran prostor je i normiran uz ||x|| = 1/(x,x). Norma na L? je onda

IX]| = VE(X,X) = VEX?.
Konvergencija niza {X,} prema X u ovoj normi

|X, —X||> =E(X,—X)* =0, kadn— oo,

. .y L?
odgovara konvergenciji u srednjem reda 2. PiSemo X, — X.



1.4.1

I.4.1 Teorem o projekciji 17

Propozicijal.4.1 Ako su {X,}i{¥,} nizoviu L?i X,Y € L? tako da ||X,, — X|| = 0i ||¥, — Y| — 0,
tada vrijedi

W %] - 11,

(i) (X,,Y,) — (X,Y).

Prisjetimo se da je niz {x, } u normiranom prostoru Cauchyjev ako [|x,, —x, || — 0 kad m,n — oo.
Ako u unitarnom prostoru svaki Cauchyjev niz {x,} konvergira prema elementu x iz tog prostora
kaZemo da je prostor potpun. Potpun unitaran prostor nazivamo Hilbertov prostor.

Teorem 1.4.2 L? je Hilbertov prostor.

Dokaz. Vidi [1, Section 2.10]. |

Teorem o projekciji

Neka su x;, x» i y tri vektora u Hilbertovom prostoru R? i pretpostavimo da traZimo linearnu
kombinaciju y = o x; + otx; koja je najbliza y u srednjekvadratnom smislu, odnosno koja minimizira
|y — a1x1 — 0px2 ||3. Geometrijski, ¥ je vektor u ravnini odredenoj s xj i x; takav da je y — y okomito
na tu ravninu:

(y=yx1)=0i(y—y,x)=0

Dakle, y je projekcija od y na ravninu odredenu s x| i x,. Teorem o projekciji garantira da ova
geometrijska intuicija vrijedi u svakom Hilbertovom prostoru pa tako i u L?.

Za potprostor ./ Hilbertovog prostora L? kaZemo da je zatvoren ako svaki konvergentan niz
u .7 ima limes u .#, odnosno {X,} C .# i || X, — X|| — 0 povlaci da je X € .#. Ortogonalni
komplement podskupa .# od L? je skup

M-={Xel*: (X,Y)=0zasveY €.4}.

Teorem 1.4.3 — Teorem o projekciji. Ako je .# zatvoren potprostor Hilbertovog prostora L? i
X € L?, tada postoji jedinstveni X € .# takav da je

X —X| = Yinf |X=Y||.
v/
Osim toga, X je jedinstveno odreden zahtjevima

(i) Xe,
() (X—X,Y)=0zasveY € #.

Dokaz. Vidi [1, Theorem 2.3.1]. [ |

Element X iz Teorema 1.4.3 nazivamo (ortogonalna) projekcija od X na .#. Tako dolazimo
do operatora projekcije IT ; : L*> — .4 definiranog s

I,X=X.

Uocimo daje za X € .#, 11 4X = X, te da zbog (ii) I —I1 , preslikava L? na .#*.
Teorem o projekciji bit ¢e kljucan u svim problemima aproksimacije i predikcije slucajnih
varijabli s kona¢nom varijancom.
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Il.1. Linearni procesi

Klasa linearnih procesa ukljucuje izmedu ostalog i ARMA procese i pruza op¢i okvir za izu€avanje
stacionarnih procesa.

Definicija I.1.1 Kazemo da je {X;,t € Z} linearni proces ako ima reprezentaciju

=Y viz_; teZ, (IL.1.1)

j:—oo
gdje je {Z,1 € Z} ~WN(0,06%) i {y;, j € Z} niz konstanti takav da je ¥5_ .. |y;| < co.

Napomena ll.1.1 (i) Nekad éemo pretpostaviti da je {Z;} ~ IID(0,6?). U tom slucaju reéi ¢emo
da se radi o linearnom procesu uz n.j.d. Sum.
(i1) Desna strana u (II.1.1) je red slucajnih varijabli i definiran je u smislu konvergencije gotovo
sigurno ili u srednjem (L?). Naime, (II.1.1) shvaéamo kao

X, = '}g&j;n vZ_;, teZ,

gdje je limes u smislu konvergencije gotovo sigurno ili u srednjem. Pokazimo da je {X;}
zaista dobro definiran u tom smislu. Kako je E|Z;| < /EZ? = &, po teoremu 0 monotonoj
konvergenciji imamo

n
E|Xt|§E<}g§° Z W’jHZt—j‘> :r}gn Z lW;|E|Z_j| <o Z [y;j| < oo,
j=

j=—n j=—o
paje |X;| < oo g s. Za L?* konvergenciju oznac¢imo S, (1) = t——n WjZi—j iuotimo da je za
m<n,S,(t)—Snu(t) = Zm<|J|§n V;Z;_;. Sada slijedi da
E(S,(t) —Sn(?)) Z Z ViV E(Zi—jZ k) Z I//J —0,
m<|j\<nm<|k\<n m<\j\<n

kad m,n — oo. Stoga je {S,(¢), n € N} Cauchyjev niz pa i konvergentan u L? zbog potpunosti.
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Za jednostavniji zapis linearnih procesa pomo¢i ¢e nam sljedeéi operator.

Definicija I.1.2 Za proces {X;, t € Z} operator pomaka unazad (eng. backward shift) definiran
jes

BX[ = Xl‘—l .
Opcenito za j € Z je
BX, =B'X, 1 =X,_;.

Linearni proces (II.1.1) moZemo zapisati kao

gdieje y(B) =Y . v,;B/. Operator y(B) nazivamo linearni filter (filter u smislu da za ulaz
{Z,} daje izlaz {X;}). Linearni filter stacionarnog procesa je stacionaran proces o cemu govori
sljedeca propozicija.

Propozicija I1.1.2 Neka je {Y;,t € Z} stacionaran proces s ofekivanjem 0 i ACVF . Ako je
V(B) linearni filter takav da je Y7, |y;| < o, tada je proces

X = Z II/]Yl‘fJZW(B)th t€Z,
j:—oc
stacionaran s oc¢ekivanjem 0 i ACVF

wm =Y Y vwwh+k—j), hel. (IL1.2)

J=—ok=—c0

Dokaz. Sli¢no kao za linearne procese mozemo pokazati da je {X;} dobro definiran. Osim toga,
EX? < o jer je L? zatvoren pa je L*-limes opet u L?. Za ostala svojstva stacionarnosti, uo¢imo da je

- Z y;EY, =0,

Jj=—0o

PR

Jj=—0o0

EX; =E

pri ¢emu druga jednakost slijedi iz neprekidnosti norme i skalarnog produkta u odnosu na L>-
konvergenciju. Istim argumentom slijedi da je

oo oo

COV(Xz+haXt)=E[Xr+hXt]=E[ Y vivia Y, vl = Y Y viviw (h+k— ),
. = .

Jj=—o0 Jj=—ok=—c0

Sto ne ovisi o 7 pa je {X;} stacionaran i slijedi (II.1.2). [

Zadatak I1.1.1 Dopunite detalje u prethodnom dokazu, posebno vezano uz dobru definiranost
procesa te ulazak ocekivanja pod beskonacnu sumu. "
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Korolar I1.1.3 Linearan proces {X;,t € Z} je stacionaran s ocekivanjem 0 i ACVF

y(h)=0> Y, Wy, heL. (IL.1.3)
j:—oo

Dokaz. Slijedi iz Propozicije I1.1.2 stavimo li da je {¥;} = {Z;} ~ WN(0,0?) dok (II.1.3) slijedi
iz (IL1.2)

oo =S} oo

v =Y Y wwrlhtk—j)=06>Y vV heL.

jer je

0%, h+k—j=0, [o? j=h+k,
B 0, inace.

Dakle, svaki linearan proces je stacionaran. Osim toga, Propozicija II.1.2 puZa nacin generiranja
stacionarnih procesa. Za svaki stacionaran proces primjenom nekog linearnog filtera dobijemo novi
stacionaran proces.

Iznenadujuca €injenica jest da vrijedi i obrat u odredenom smislu. Naime, svaki stacionaran
proces je (gotovo) linearan uz deterministicki dio. Da bi iskazali ovaj rezultat uvodimo pojmove
kojima ¢emo se detaljnije baviti neSto kasnije.

Za sluéajnu varijablu X i proces {X;,t € Z} najbolji linearni prediktor od X na osnovu
1,X,...,X, je sluajna varijabla

Hm,nX:B0+ﬁme+"'Ban7 BO)BMr"?ﬁnERv

koja minimizira E(X —Y)? po svim linearnim kombinacijama od 1, Xy, ..., X,. Prema teoremu o
projekciji, IT,, ,X je projekcija IT X od X na potprostor .Z, gdje je .# =35p{1,Xy,...,X,} pri
¢emu 5p (eng. span) ozna¢ava najmanji zatvoren potprostor razapet tim vektorima (u L? prostoru).
Najbolja linearna predikcija na osnovu beskonacno duge proslosti je L*>-limes

IL,X = lim II,,X.

Mm—s—oo

Radi se o projekciji na zatvoren potprostor razapet s {X;, ¢ < n}, odnosno .# = sp{X;,t < n}.
Kazemo da je proces {V;, € Z} deterministicki ako je za svakin € Z

E(Vps1 —I,Vp1)? = 0.

Rije¢ima, buduénost je u potpunosti predvidiva na osnovu proglosti (L? greska predikcije je nula).

= Primjer I1.1.1 Sluajni proces {V;, 7 € Z}, V; =V za neku slu€ajnu varijablu V takvu da je EV =0
iEV2 < oo je deterministicki. Zaista, IT,V,+1 =V paje E(V,41 — HnVnH)2 =0.

Zadatak I1.1.2 Neka je {V;,t € Z} slu€ajni proces zadan s V; = Acost + Bsint, gdje su A i B
nezavisne slu¢ajne varijable takve da je EA = EB = 0, EA? < o0, EB? < oo, Pokazite da je {V;}
stacionaran i zatim pokazite da je deterministicki.

[Uputa: izrazite V;,; | pomocu Vj, i V,,_| koristenjem trigonometrijskih identiteta. | [ ]
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Rjesenje. Koristeci
2cosacosfB = cos(a+ fB)+cos(ot—fB)
2sinoccos B = sin(a + B) +sin(a — fB)
zaa=nipf =1 slijedi
Vat1 =Acos(n+1)+Bsin(n+1) = A(2cosncos1 —cos(n— 1))+ B(2sinncos 1 —sin(n— 1))
=2cos1(Acosn+Bsinn) — (Acos(n—1)+Bsin(n—1)) =2cos 1V, = V,_1,
pa je najbolja linearna predikcija IT,V,+1 = 2cos 1V, —V,_; i onda E (V.11 — I1,V,,1 )2 =0.

Sada imamo sve potrebno za iskaz Woldove dekompozicije.

Teorem I1.1.4 — Woldova dekompozicija. Ako je {X;, t € Z} stacionaran (nedeterministicki) proces,
onda se moZe reprezentirati kao

X =Y vizZ_j+V,, te€l, (I1.1.4)
j=0
gdje je
@ yo=1Y7oy; <,
(b) {Z,} ~WN(0,02),
(c) Cov(Z,,V;) =0zasves,t €Z,
(d) Z, =11,Z;, zasvet € Z,
(e) V; =11V, za sve s,t € Z,
() {V;} je deterministi¢ki proces.

Dokaz. Pogledati [1, Poglavlje 5.7]. |

Napomena ll.1.5 (i) Woldova dekompozicija — svaki stacionaran proces je zbroj dva nekorelirana
(nekorelirana zbog (c))) procesa: jednog deterministickog {V; } koji se moZe linearno izraziti
iz proizvoljno daleke proslosti procesa (o tome govori (e)), te jednog potpuno nedeterminis-
tickog koji je (beskonacna) linearna kombinacija sada$nje i proslih vrijednosti nekog bijelog
Suma.

(i) (d) i (e) nije ocito jer je projekcija u odnosu na proces {X;} (ane {Z}, odnosno {V,}).

(iii) MoZe se pokazati da su {y;}, {Z} i {V;} jedinstveni.

(iv) Prvi ¢lan u Woldovoj dekompoziciji (I1.1.4) je pribliZno linearan proces. Razlika je samo u
tome Sto {y;} iz Woldove dekompozicije zadovoljavaju samo Yo llljz < o0, a ne nuZno i

Yoyl <o

Zadatak 11.1.3 Ako je {X;} linearan proces, tada je ACVF apsolutno sumabilna:

Y Iy(h)| <.

h=—c0
Primjerom pokaZzite da ako je {X;} zadan s (IL.1.1) i {y;} takav da je Y7 l[/J2 < oo, t0 Ne mora
vrijediti.

[Uputa: iskoristiti (I.1.3), a za primjer uzmite niz {y;} takav da je ©7_ l[/jz» <ei YT lyj| =] (]

Rjesenje. Ako je {X;} linearan, onda po Korolaru I1.1.3

Y yn=o® ¥ <a* ¥ |y Z |Wjn| < 02 (i \vﬂ)z-

h=—c h=—c0 Jj=—o0 Jj=—o0

Z YiVjtn

]_—oo




23

S druge strane, ako je y; = 1/j tada je Y7, WJZ <oo,ali Y7, lWj| =i X |y(h)| = oo
(moZe se pokazati da je proces ipak dobro definiran i da zaista vrijedi (II.1.3), takvo svojstvo je
poznato i kao svojstvo duge memorije).

Zadatak I1.1.4 — Svaka ACVF se moze replicirati linearnim procesom s IID Gaussovskim sumom. Neka je
{X;} stacionaran potpuno nedeterministicki proces s ACVF y. PokaZite da tada postoji niz { v}
takav da proces

Yt = Z WJVVl—ju
J=0
gdje je {W,} ~ IID(0, 6?) Gaussovski §um, ima ACVF 7. .

Rjesenje. Prema Woldovoj dekompozicija postoje {y;} i {Z} ~ WN(0,0?) takvi da je X, =
Y70 WjZi—j. Prema (11.1.3), {Y;} i{X;} imaju iste ACVFE.

Zadatak 11.1.5 — ACVF ne razlikuje procese. Odredite ACVF procesa:

() X, =7,+0.3Z,_, —0.4Z,_,, gdje je {Z;} ~WN(0,1),

(i) ¥, =Z —1.2Z;_1 — 1.6Z;_5, gdje je {Z,} ~ WN(0,0.25).
Razmislite zasSto je rjeSenje koje Cete dobiti problematicno iz aspekta modeliranja vremenskog
niza. "

Rjesenje. (i) Koeficijenti u linearnoj reprezentaciju su Yo =1, y; =03, yp = -04iy; =0
inace, pa je prema (I1.1.3)

10)=06>Y wiyvio= Y v =124032+(-04)2 =125,
== ===

(1) = o’ Y VWi = Yovi + viys = 03+0.3(-0.4) = 0.18,

Jj=—o0

Y2)=0" Y Wiy =y =-04,

j:—oo

iy(h)=0zah>3,y(h)==1vy(—h)zah <0.
(i1) Istim postupkom se dobije ista ACVF.



I1.2. MA procesi

Woldova dekompozicija (Teorem II.1.4) pokazuje da linearnim procesima moZemo reprezentirati
gotovo svaki stacionaran proces. Svaki linearan proces mozemo prikazati u obliku

1 oo
Xi = Z ViZ—j+ Z YiZ—j,
j =0

J=—0° j=

pri ¢emu prvi Clan sadrZi buduce vrijednosti Suma (j < 0), a drugi ¢lan sadasnje (j = 0) 1 prosle
(j > 0) vrijednosti Suma. Za linearan proces kod kojeg je y; = 0 za j < 0 kazemo da je kauzalan
ili neovisan o buducnosti. UoCimo da je reprezentacija iz Teorema II.1.4 kauzalna. To nam daje za
pravo razmatrati linearne procese oblika

X =YY viZ_; (€l (11.2.1)
Jj=0

Ako trazimo model za vremenski niz u klasi stacionarnih procesa, onda zbog Teorema I1.1.4 ima
smisla razmatrati linearne procese oblika (I1.2.1). Kako je Y7o |y;| < oo, onda y; — O kad j — oo
(za velike j, Z;_; ne doprinosi X;). Stoga, model prvo moZemo traZiti medu procesima (IL.2.1) za
koje je yj=0za j>qzanekig > 1.

Definicija I.2.1 Slucajan proces {X;, t € Z} je proces pomicnih prosjeka reda g € N ako je
Xl :Zt+6]Z[_]+"‘+9th_q, IGZ,

gdje je {Z,,t € Z} ~WN(0,0%)i 6y,...,0, €R, 6, # 0. PiSemo {X,} ~ MA(q) (eng. moving
average).

Napomena I1.2.1
(i) Vrijedi EX; =0 zasvet € Z.
(ii) MA(q) proces je stacionaran jer je linearan (Korolar II.1.3) s koeficijentima u linearnoj
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reprezentaciji X; = Zj-":fw V;Z;_ ;j danim s

y;=0zaj<0Oizaj>gq,
l[/():l, l//jzejzajzl,...,q.

(iii) Proces {X;} definiran s (I1.2.1) zvat ¢emo MA(eo) proces.
(iv) Koristeéi operator pomaka unazad, MA(q) proces mozemo zapisati kao

X, = 0(B)Z,
gdje je

0(z) =1+61z+---+6,27, z€C,
karakteristicni MA polinom.

Zadatak 11.2.1 Pokazite da je ACVF MA(q) procesa jednaka

2y9 g0, h| <
'y(h) _ o Z]:O JYj+|h)> ’ | ~q, (11.2.2)
0, [hl > g,
gdje je By = 1.
[Uputa: iskoristite (I.1.3) i opéenitu &injenicu da je y(h) = y(—h) = y(|h|).] ]

Rjesenje. Prema (II.1.3)
2 v 2 v
Y =06 Y wivin=0"Y Wiy

i izraz slijedi jer je y(h) = y(—h) = Y(|h|) i Wji 5 = 0za j+ || > q.
m Primjer 11.2.1 — MA(1) proces. Za 6 # 0, MA(1) proces je definiran s

X, =7+6Z_,, {Z}~WN(0,5°).

Prema (I1.2.2) je
c}(1+62%), h=0
oY) 06y, Inl <1, ’ ’
Y(h)Z{O J=0 PRI o1 c2#, lh| =1,
’ "o, || > 1,

I,  h=0,
p(h) =1 %, Inl=1,
0, |h>1.

Posebno, korelacija na koraku 1 je pozitivna ako je 8 > 0 i negativna ako je 8 < 0.

Zbog (11.2.2) ACVF (a onda i ACRF) is¢ezava nakon g koraka. Za stacionaran proces {X; }
kaZemo da je g-koreliran ako je y(h) =0 za |h| > q. Dakle, svaki MA(q) proces je g koreliran.
Medutim, vrijedi i obrat o ¢emu govori sljedeci teorem.
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Teorem I1.2.2 Ako je {X;} stacionaran g-koreliran, g € N, s o¢ekivanjem 0, tada se {X;} moZe
reprezentirati kao MA(q) proces.

Dokaz. Pogledati [1, Poglavlje 3.2]. |

Dakle, svaki proces ¢ija ACRF i$¢ezava nakon g koraka moZe se reprezentairati kao MA(q)
proces u smislu da postoji bijeli Sum i koeficijenti 6, j = 1,...,q, uz koje je taj proces MA(q)
proces. Prosirenje prethodnog teorema na slucaj g = oo je u principu Woldova dekompozicija
(linearni proces u Woldovoj dekompoziciji je MA(eo) proces).

R) Praktikum. MA procesi.



I1.3. AR procesi

Ideja AR procesa jest trenutnu vrijednost procesa prikazati kao linearnu kombinaciju nekoliko
proslih vrijednosti uz greSku — Sum (regresija sam na sebe).

Definicija I1.3.1 SluCajan proces {X;,7 € Z} je autoregresivni proces reda p € N ako je staci-
onaran i ako je

Xi=0 X1+ +0,X p+7Z, t€Z, (I1.3.1)

gdje je {Z:,t € Z} ~WN(0,0%) i ¢1,...,9, € R, ¢, #0. Pisemo {X,} ~ AR(p) (eng. autore-
gressive).

Koristeéi operator pomaka unazad, (I1.3.1) moZemo zapisati kao

o (B)X; = 7,
gdje je
o(z)=1—=dprz—-— 2", z€C,

karakteristicni AR polinom.

Za pocetak, nije uopcCe jasno postoji li za dane ¢y,...,¢9, € R proces koji zadovoljava (I1.3.1).
Drugo, nije jasno ni da je takav proces stacionaran, ali ni je i jedinstven za dani bijeli Sum {Z, }.
Ova pitanja razmotrit ¢emo na primjeru AR(1) procesa dok ¢emo opcenite tvrdnje vidjeti kod
ARMA procesa kojih je AR specijalan slucaj.

u Primjer 11.3.1 — AR(1) proces. Promotrimo AR(1) jednadzbu



28 Poglavlje I1.3. AR procesi

Iteriranjem dobivamo
Xi=7Z+ ¢Xt—1
=Z+ ‘Pthl + ¢2X172

=Z+9Zi g+ + 07+ OFTIX

Mozemo naslutiti da bi kao rjeSenje imalo smisla razmotriti MA(eo) proces
X =Y 0'z_; (IL3.3)
j=0

koji ¢e biti dobro definiran ako je || <1 Y7 ||/ < oo (vidi t.IL1).
|¢| < 1 Promotrimo prvo slucaj |¢| < 1. Proces (I1.3.3) je dobro definiran linearan proces pa onda
i stacionaran. Uo¢imo da je zaista rjeSenje jednadzbe (I1.3.2):

X = Z ‘Pthfj =0 Z ¢j_lztfj +Zi=¢ Z ¢th—(j+1) +Zi =¢Xi1 + 7.
J=0 Jj=1 J=0

To je i jedinstveno stacionarno rjeSenje. Zaista, neka je {¥;} drugo stacionarno rjesenje. Onda
isto kao gore moZemo dobiti da vrijedi

Y, =Z+9Z 1+ + 0" Z i+ "V,
paje

k 2 2
Jj=0

Sto konvergira u 0 kad k — oo jer je [¢| < 11 EYf_k_1 je konstanta neovisna o k jer je {Y;}
stacionaran. Slijedi da je {¥;} L*-limes Y7, ¢/Z_;, odnosno {Y;} i {X;}su jednaki u L*
odnosno g.s. smislu.

|¢| > 1 Red u (I.3.3) ne konvergira u ovom slucaju, ali iz (II.3.2) imamo

Xip1 = 0X: + 2111
iz Cega slijedi

X =—0""Z1+ 90X
Iteriranjem dobivamo

X, ==0""Z+0"" (—0'Zy3+ 97X 12)

=0 'Z1— 0 i~ — =02k + 0 Xk

Kao u prethodnom slucaju pokaze se da je

==Y o07Z,;=-Y ¢/z_; (IL3.4)
Jj=1 j=—e

jedinstveno stacionarno rjesenje od (I1.3.2) u slucaju |¢| > 1. Ovakvo rjeSenje je neprirodno

jer sadasSnje vrijednosti ovise o buduc¢im vrijednostima Suma. Za prakti¢ne primjene to je

nedopustivo jer bi takav model bio beskoristan za predvidanje. Zato ¢emo ubuduce promatrati

samo kauzalne AR(1) procese kod kojih je |¢] < 1.
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|¢| =1 U ovom slucaju ne postoji stacionaran proces koji zadovoljava (I.3.2) (posebno, za ¢ = 1
i n.j.d. Sum to je slucajna Setnja). Iteriranjem iz (I1.3.2) slijedi za k € N

Xi— ¢k+1Xsz71 =Z+9Z1+-+ ¢kzsz'
Ako bi {X;} bio stacionaran, onda s jedne strane je

Var (Xt . ¢’<+1Xt,k,1) = VarX, + 022 VarX, 1 — 20" Cov (X, X,__1)

=29(0) — 20" y(k+1)
< 2(0) +2/y(k+1)|
<4y(0),

dok je s druge strane

k
Var (Z ¢f‘zt,> = (k+1)¢* VarZ,_; = (k+1)c?

Jj=0

Iz toga slijedi da je 47(0) > (k+ 1)o? za proizvoljni k € N §to povlaéi da je 7(0) = oo i daje
kontradikciju sa stacionarno$éu.

Zadatak 11.3.1 Pokazite da je ACVF AR(1) procesa s parametrom |¢| < 1 jednaka

y(h) = ¢‘h‘1_¢2, heZ.
i ACRF
p(h)y=0¢" hezZ.
[Uputa: iskoristite (I1.3.3) i (I1.1.3).] [ ]

Rjesenje. Kako je {X;} linearan s reprezentacijom (II.3.3) i koeficijentima y; = ¢/, onda iz (I1.1.3)
slijedi za i > 0 koriste¢i formulu za sumu geometrijskog reda

=) 2

y(h) = o* Z ViV =0~ Z o =c9" Y (¢ )’—¢”

27
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dok za h < 0 iskoristimo y(h) = y(—h) = y(|h|). 1zraz za ACREF slijedi iz p(h) = y(h)/y(0).

Zadatak 11.3.2 Neka je {X; } jedinstveno stacionarno rjeSenje AR(1) jednadzbe za |¢| > 1 defini-
rano s (I1.3.4) i definirajmo

W, =X, — (Pilthl, teZL.

Pokazite daje {W;} ~ WN(0, 6) i izrazite o7, pomoéu 62 i ¢. Zakljucite daje {X; } jedinstveno
stacionarno rjeSenje AR(1) jednadzbe

X =0"'X1+W,.

[Uputa: izraz za ACVF od {W,} slijedi iz izraza za ACVF od {X;} koje se pak dobije iz (II.1.3).] ]
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Rjesenje. Jasno se vidi da je EW? < o0 i EW; =0 za sve ¢t € Z. Prvo uo¢imo da kako je {X;}
linearan s reprezentacijom (II.3.4) i koeficijentima y; = —¢/zaj<0i y;=0za j>0,slijedi iz
1.1.3)zah >0

—h—1 —h—1
y(h) = yx(h) = 6* Z ViV, = 0> Z Yy = 0> Z p2th

_62<¢7h72+¢7hf4+¢7h76+ _ ) ye hz¢ 2 _ g2t ‘P:P .

Sada imamo

Cov(W,, W) = E[( —¢ X, 1)(Xt+h_¢71Xt+hfl>]
=% ()= ¢ i (h—=1) = ¢ (1) + 9y (),

Stodajezah > 1

Cov(W,, W) = (14+0~2)0 2¢h ¢7 — 062" h+1 ¢ I N A o2 —0
ty"Wi+h) — ¢ E—) 1_¢ ) )
izah=0
Cov(W;,W;) = VarW; = (140 72)17x(0) =20 3 (1) = (1+0)7x(0) — 20> (0)
_ 02 a
=(1—¢ 2)621_4;4 =o¢ 2

Slijedi da je {W;} bijeli $um s varijancom o3, = c2¢ 2.

Poruka prethodnog zadatka je da ni$ta ne gubimo promatranjem samo slucaja |@| < 1 jer se
svaki nekauzalan AR(1) proces moZe izraziti kao kauzalan ali uz drugi bijeli Sum.

Zadatak 11.3.3 PokaZite da proces

1 t o 1 J 2
Yt = <2> +]Z()(2> Zt*jv ZEZ, {ZI}NWN(O’G )’

zadovoljava AR(1) jednadzbu Y, = %Yt,l + Z;. Kako je to u skladu s ¢injenicom koju smo
pokazali, a to je da AR(1) jednadzba ima jedinstveno stacionarno rjeSenje? "

Rjesenje. Lako se vidi da je

1 1 /1\"! i 1\’ 1\’ i 1/
Y1 +Z4 = <> + <> Zi-j | +Z4 = () + <> Zi (v tL =Y
2 2 {2 =\2 / 2) "5 \2 )

AR(1) jednadzba ima jedinstveno stacionarno rjeSenje, a {¥;} oCigledno nije stacionaran.

R) Praktikum. AR procesi.
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ARMA procesi predstavljaju kombinaciju AR i MA procesa.

Definicija I.4.1 Slu¢ajan proces {X;,t € Z} je autoregresivni pomicni prosjek reda (p,q),
p,q > 0 ako je stacionaran i ako je

XI = (Plth] + e + ¢[7Xl‘*[7 +Zl‘ + 912;71 + et + qut7q7 t e Z, (1141)
gdje je {Z,t € Z} ~WN(0,6%)i ¢1,...,0p, 01,...,0, ER, ¢,,0, # 0 i polinomi

P(z)=1-¢iz—— 2,
0(z) =1+61z+---+ 6,79,
nemaju zajedni¢kih nultocki. Pisemo {X;} ~ ARMA(p,q).
Koristeci operator pomaka unazad, jednadzbu (I1.4.1) moZemo krace zapisati kao
0(B)X;, =60(B)Z;, te.

Zap=0je ¢(z) =1, Vz€ Ci ARMA(p,q) = MA(q), dok je za ¢ =0, 0(z) =1, Vze C i
ARMA(p,q) = AR(p). Za objasnjenje zahtjeva na nultocke vidjeti Zadatak 11.4.5.
Neka su a(B) i B(B) dva linearna filtera

OC(Z) = i OCij,

Jj=—0o0

B = Y B

J=—0°

takvida je Y7 .|| <ooi Y7 .. [Bj| <eo. Kompozicija ovih operatora je opet linearni filter
vV (B) = a(B)B(B) s koeficijentima {y;} koji se mogu odrediti iz

a(z)B(z) = y(2),
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izjednacavanjem odgovarajucih potencija. Lako je vidjeti da je

vi= Y B (IL4.2)
k=—c0

Pri tome vrijedi i

a(B)B(B) = B(B)o(B). (11.4.3)

| Zadatak I1L.4.1 Pokazite da (IL4.2) i (IL4.3) zaista vrijede. .

Rjesenje. Slijedi iz

a@BE= Y ad Y b= Y ¥ apdt ==Y v

jer uz z/ s lijeve strane stoji (I1.4.2) $to vidimo ako je k+1 = j.

Teorem I1.4.1 Stacionarno rjeSenje {X;} jednadzbe (I1.4.1) postoji, i jedinstveno je u tom slucaju,
ako i samo ako

¢(z) #0 za|z]=1,z€C.

Dokaz. (skica) Ako je ¢(z) # 0 za sve z € C takve da je |z| = 1, onda postoji & > 0 takav da je
1/¢(z) moguée razviti u red

1 — i
— = X7, 1-0<|z7 <1+,
e
1Y 7 _o|xj| <eo. Oznatimo x(B) := 1/¢(B) neka je linearni filter odreden nizom {j;}. Primje-
nom na (I1.4.1) slijedi

X, = x(B)¢(B)X, = x(B)8(B)Z: = y(B)Z,

gdje je w(z) = x(2)6(z) = L7 .. ¥,z red potencija linearnog filtera nastalog kompozicijom  (B)
i 0(B). Po Korolaru II.1.3, {X; } je stacionaran. Jedinstvenost slijedi kao kod AR(1) procesa (vidi
Primjer 11.3.1), a sli¢no se dokazuje i obrat. |

Uvjet stacionarnosti prethodnog teorema moZemo iskazati kao zahtjev da AR karakteristi¢ni
polinom nema nulto¢ki na jedini¢noj kruznici. Cesto kaZemo i da ne postoji jedinicni korijen
(eng. unit root).

1z dokaza prethodnog teorema slijedi da svaki ARMA proces moZemo zapisati kao

X, = y(B)Z = .Z viZ;, (I1.4.4)

Jj=—00

gdje je y(B) linearni filter odreden s y(B) = 6(B)/¢(B).
Ovdje se pojavljuju dva problema:
(1) U linearnoj reprezentaciji (I1.4.4) htjeli bi da je y; = 0 za j < 0 (kauzalnost), odnosno da je
X, izrazen kao linearna kombinacija samo sada$nje i proslih vrijednosti Suma, a ne i buduéih
vrijednosti Suma.
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(ii) U Zadatku II.1.5 navedena su dva MA(2) procesa koji imaju istu ACVF. Ako bi Sumovi
bili n.j.d. Gaussovski to bi bili isti procesi (u smislu jednakosti kona¢nodimenzionalnih
distribucija). To je svakako problem pa ¢emo se ograniciti na jedan od tih procesa tako da
uvedemo pojam invertibilnosti i zahtijevamo da Z; moZe biti izraZen kao linearna kombinacija
samo sada$nje i proslih vrijednosti procesa, a ne i buducih vrijednosti procesa.

Definicija I.4.2 Za ARMA(p,q) proces {X;} kazemo da je kauzalan ako postoji niz konstanti
(v}, X7 | V)| < oo, takav da je

X[:ZWjZ[_j7 tEZ
=0

Teorem I1.4.2 ARMA(p, q) proces je kauzalan ako i samo ako

9(z) #0 zalzf <1,z€C.

Uvjet za kauzalnost mozemo rijeCima opisati kao zahtjev da sve nultocke karakteristicnog AR
polinoma leZe izvan jedinicnog kruga. Dokaz teorema se moZe vidjeti u [1, Teorem 3.1.1]. U
primjeri i zadacima na kraju poglavlja moZemo vidjeti gdje se uvjet pojavi kao bitan za kauzalnu
reprezentaciju.

Definicija I1.4.3 Za ARMA(p,q) proces {X;} kazemo da je invertibilan ako postoji niz konstanti
{7}, X5 o |7j| < oo, takav da je

Z; = Zﬂ'th_j, teZ.
=0

Teorem 11.4.3 ARMA(p, q) proces je invertibilan ako i samo ako

0(z) #0 zalz] <1,z€C.

Dokaz. Vidjeti [1, Teorem 3.1.2]. [ |

m Primjer 11.4.1 Za AR(1) proces karakteristi¢ni AR polinom ¢(z) = 1 — ¢z ima nulto¢ku

1
0(2)=1-¢z=027=—.
o1
Stacionarno rjeSenje postoji ako i samo ako je |1/¢1| # 1 < |¢1| # 1. Stacionarno i kauzalno
rjeSenje postoji ako i samo ako je |1/¢;| > 1 < |¢;] < 1, kao §to smo i pokazali u Primjeru I1.3.1.

m Primjer 11.4.2 Za procese iz Zadatka II.1.5 lako je izraCunati:

(i) nultocke suz; = —1.251zp =2, pa vrijedi |z1| > 11 |z2| > 1 i proces je invertibilan,

(i) nultocke suzy = —1.251z, = 0.5, pa vrijedi |z1| > 1 i |z2| < 1 i proces nije invertibilan.
Ubudude ¢emo se ograniciti na promatranje invertibilnih ARMA procesa $to ée eliminirati situaciju
kao u Zadatku II.1.5.

Racunanje ACVF i ACRF

IzraCunati ACVF ili ACRF konkretnih ARMA procesa nije uvijek jednostavno. Na sljedecim
zadacima ilustrirat éemo dvije osnovne tehnike:

* odrediti reprezentaciju u obliku linearnog procesa i iskoristiti Korolar II.1.3,

* direktno iz ARMA jednadZbe.
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Zadatak 11.4.2 Za proces

1 1
X = EXt—z +7Z+ EZt—I, {Z:} ~WN(0,1),
odredite reprezentaciju u obliku linearnog procesa, te ACVF i ACRF. "

Rjesenje. Uocimo da je radi o ARMA(2, 1) procesu koji moZemo zapisati kao

X, leX—Z+lBZ:> 1 132 X, = 1+lB Z
t 2 t — &t 2 t 2 t — 2 Ty

pri cemu je

0@ =1-52
0(z) =1+ %z.

Za linearnu reprezentaciju treba naci { y;} tako da je

X =Y vz j=vw(B)Z,
j:—oo

zay(z) =Y7 o v,z/. Lako se izratuna da je

0(z) =0z =v2>1,

pa su nultocke AR polinoma izvan jedinicnog kruga Sto znaci da je proces kauzalan. Stoga je
y; = 0za j <0. Formalno moZemo pisati

_ 6(8)
Xl‘ - (P(B)Zl:
i y(z) trazimo tako da je
_ 0@
W(Z) - (P(Z)’ ’Z| S 1.

(S B 1 °°<z>j°°12j
— frd = E— = —Z .
0(zx) 1-32 1_%)2 ,;0 V2 ,-;021

Ovdje smo iskoristili svojstvo geometrijskog reda 1%[1 =Y ¢’. Primijetimo da se tu pojavljuje
uvjet da su nultocke po modulu vece od 1, jer geometrijski red je konvergentan za |g| < 1, a ulogu
g ovdje ima z/+/2 u izrazu

1 1 1
2 1212
(m) e
Naime opcenito bi imali
1 1
1—21—2
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za nultocke 71, 72 od ¢ i mora vrijediti |z/z;| < 1 < |z| < |z;| da bi mogli razviti u (konvergentan)
geometrijski red. Da bi radijus konvergencije reda bio barem |z| < 1 mora biti |z;| > 11 |z2| > 1.)

Koeficijente {y;} traZimo tako da bude

Z ‘VJZJ ﬁ

Z

(gt

1y,
=1
—|—2z +4z+

ey sy
2Z 4Z 82 .

Izjednacimo li koeficijente uz odgovarajuée potencije slijedi

o 1 1 1
IIJO* 9 W1*27 w2*27 W3747

odnosno opéenito

vi— aw  J=2k
T gk J=2k+ L

Sad kad imamo dostupnu linearnu reprezentaciju moZemo iskoristiti Korolar I1.1.3:
() =062 ) ViWjin.
j=0
Zah=0

1

m=Ywi= L v+ L v=YaLam- ()5

J paran J neparan

Ako je h paran, h = 21, onda
Y vivia+ Y, Wi
J paran j neparan

= Z YorYok+21 + Z WVok+1Yok+1+21
k=0 k=0

= 2R QAT T L DT QT
1 1 1
1y )
] I
4)1-1
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a ako je h neparan, h =2l +1,

) =Y, wivia+ Y, Wiy

J paran J neparan

= 2 VaVYokta+1 + Z Y2k 1 Y2k+1420+1
k=0 k=0

S | | 1
=) ok kT T ) k1 DkHi+1

k=0 k=0
_1<1+1> 1
B ACRY Rt
2\2"4)1-1
1
=

Dakle,zah > 0

Drugu metodu ilustrirat ¢emo na sljedecem zadatku. Ona je prikladnija kad nije potrebno imati
linearnu reprezentaciju. Prije toga, vrijedi istaknuti da opCenito za kauzalan ARMA proces {X, }

EX;Z, =0zas <t,

jer koriste¢i neprekidnost skalarnog produkta u L? imamo

EXZ, =EY w;Z,_;Z, =) w,EZ ;7 =0.
j=0 j=0

Zadatak 11.4.3 Za proces

1 1
X = EXt—z +7Z + Ethla {Z;} ~WN(0,1),

provjerite je li kauzalan i invertibilan te odredite ACVFE.

Rjesenje. Iz prethodnog zadatka znamo da je

1
=1— -7
¢(z) 5%

1

:1 _—
0(z) =1+ 5%

i da je proces kauzalan. Za invertibilnost uo¢imo da je
0(z)=0z7=-2

paje |z| > 1 iz Cega slijedi invertibilnost.
Postupak ratunanja ACVF:

(I1.4.5)

(I1.4.6)
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* jednadzbu (I1.4.6) mnoZimo s X; i uzmemo ocekivanje

1 1
EXI2 = 5 EX[,ZXI + EX[Z[ + 5 EXtZlfl

Uocimo da zbog (IL.4.5) iz (I1.4.6) slijedi

1 1
EX[Z[ = EEXI_QZ, +EZIZ+ EEZI_]ZI == 0+1 +0 == 1
i sli¢no
1 1, 1
EX[Z[71 = EExtfzztfl +EZ[Z[71 + 5EZt71 = 0+O+ 5 . 1 =

Konacno, kako je EX; =0, iz (I1.4.7) slijedi

1 1 1 5
7(0) = EY(z) +1+ 1 EY(Z) T

* jednadzbu (I1.4.6) mnoZimo s X;_; i uzmemo ocekivanje
1 1
EXi X1 = 5 EX; 2X; 1 +EZ X1 + EZZ71X171
1 1
1)==y(1)+0+ =
Y1) =57(1)+0+7
iz Cega slijedi
y(1)=1.
* jednadzbu (I1.4.6) mnoZimo s X;_, i uzmemo oc¢ekivanje

72) = 37(0).

* jednadzbu (I1.4.6) mnoZimo s X;_3 i uzmemo ocekivanje

Y3) = 57 = ¥3) = 5.

* jednadzbu (II.4.6) mnoZimo s X;_4 i uzmemo ocekivanje
1 1
14) =57(2) = 1(4) = ; ¥(0).

Kombiniramo li izraz za ¥(0) i y(2)

70) = 37(0) 45 = 7(0) = 3.

Opéenito, dolazimo do izraza kao u prethodnom zadatku.

Zadatak 11.4.4 Odredite ACVF kauzalnog ARMA(1, 1) procesa

X, =0X, 1 +Z+6Z_ 1, {Z}~WN(0,6°)

1

>

(IL4.7)
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Rjesenje. Treba uociti da je ocekivanje O jer je
EX; - ¢EXZ_1 +0

pa zbog stacionarnosti mora biti EX; = 0. MnoZimo ARMA jednadZbu s X; i uzmemo ocekivanje
pa slijedi

EX?=9EXX, | +EX,Z +0EX,Z_ | = ¢y(1)+EX,Z +0EX,Z_,.
Koristeci kauzalnost i (I1.4.5) dobijemo
EX,Z, = 0EX, 1Z+EZ*+0EZ_1Z =0+ 0> +0=0?, (11.4.8)
EX.Z 1 =¢EX, 1Z 1 +EZZ 1 +0EZ: | = ¢c*+0+ 600> = (¢ +6)0?,
tako da iz prve jednadzbe slijedi
¥(0) = ¢y(1) + 6> +6(p +6)c>.
Dalje mnoZimo ARMA jednadZbu s X;_ i dobijemo
y(1) = 07(0) +EZX,_ + OEZ_1X_1 = 0¥(0)+ 0+ 05>

koriste¢i kauzalnost i (IL.4.8) za t — 1 umjesto ¢. UvrStavanjem u prvu jednadzbu za y(0) slijedi

14+6%+2¢06 ,
7(0) = 1_7&0 )
_0+0+9°0+6% ,
MnoZenjem s X;_» slijedi zbog kauzalnosti
Y(2) = ¢7v(1)
iopcenito za h > 2
¥(h) = ¢y(h—1) == ¢"y(1).

Zadatak 11.4.5 Pokazite da je ACVF procesa

1 1
X==X1+Z—=Zi1, {Z}~ WN(0762)7

2 2
jednaka
2, h=0
OEE S
0, h#0.

Rjesenje. Uvrstiti parametre u rjeSenje prethodnog zadatka.

Prethodni zadatak pokazuje da {X;} ima ACVF kao bijeli Sum — ARMA(0,0), iako izgleda kao
ARMA(1,1). Razlog je to §to karakteristi¢ni polinomi imaju istu nultocku (zapravo su jednaki), pa
ih u odredenom smislu moZemo pokratiti

1 1

1z tog razloga smo u definiciji ARMA procesa naveli uvjet da karakteristicni polinom nemaju
zajedni¢kih nultocki. U suprotnom se red modela moZe reducirati.
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Zadatak 11.4.6 — AR(1) + WN = ARMA(1,1). Neka je {Y;, t € Z} proces definiran s
Y =X: + W,

gdje je {W;} ~WN(0,062) i {X,} kauzalan AR(1) proces
X, =0X,_1+7Z, {Z}~WN(0,6%),

pri cemu je EW,Z; =0 za svet,s € Z.
(i) Pokazite da je {Y;} stacionaran i odredite ACVF.
(ii) Pokazite da proces U; = Y; — ¢Y;_; ima korelacije samo na koraku 1.
(iii) Odredite ARMA(1,1) proces koji po svojoj korelacijskoj strukturi odgovara {Y; }.

Rjesenje.
(i) Provjerimo svojstva stacionarnosti:
s EY? <EX?+EW? < oo,
* EY, =EX;+EW; =0.
e ZaheZje

W(t+h,t) =EY Y = E[(Xn + Wesn) (X + W)
=EX; 1 nXs +EXi W + EW, X + EW, W,

Zbog kauzalnosti {X; } moZemo zapisati kao X; = Y7 ¥;Z ;. Po pretpostavci su {Z; }
i {W,} nekorelirani, pa suondai{X;} i {W;} nekorelirani i EX, ,W; =01 EW, X, = 0.
Slijedi

Yx (h), h#0,

t+h,t)=v(h) +EW, ., W, =
Y (t+h,t) = vx(h) i1 Wi {YX(O)M‘%, e

pa je {Y;} stacionaran i mozemo pisati W (h) = ¥ (t + h,t).
(i1)) Racunamo
Yo(t+h,t) =EU Uy =EY, 1Y, —9BY, Y1 — 9 BY, 1Y+ 0°EY, 1Y
= (1+9*)w(h) — ¢ (h+1)— ¢ (h—1),
Sto po (i) daje

(14 62) (1 (0) + 63) — o3 (1) — w(— ) h=0,
arem- > 01 (0) +03) — 0% (~2), h=—1,
WO =0 (1 1 2 (1) — om(2) - 0 <>+cw> h=1,
(1+¢%) % (h) - ¢}’x(h+1) Oyx(h—1), inace.

Uvrstimo li izraz za ACVF AR(1) procesa

dobije se

o7+ (1+¢*of, h=0,
Ww(t+ht) =< —¢poy, |h| =1,

0, inace.
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(iii) Neka je {¥;} opéeniti ARMA(1,1) proces
Y=Y 1 =V, + 6V, {Vi}~WN(0,07).

Treba odrediti ¢, 6 i 62 tako da je Yy (h) = w(h). Prvo, kako je {U;} koreliran samo
na koraku jedan, slijedi ¢ = ¢ i ACVF od {V; + 6V,_, } treba biti jednaka kao ACVF od
Y, — ¢Y;—1 = U;. ACVF MA(1) procesa {V; +6V,_;} je

Yrov, 3 (0) =0v(146%),  Yysov_ 1 (1) = o76.

Izjednacavanjem slijedi
oy(1+6%) =07+ (1+9%)oy, 070 =—¢oy.

Rjesavanjem po 0 i 65 dobijemo odgovarajuce parametre.

Rr) Praktikum. ARMA procesi.

I.4.2 Zadaci
Zadatak 11.4.7 Je li proces

3
X[ :Xzfl —RX172 +Zt; {Zt} NWN(O,O-Z),

stacionaran? Ako da, odredite reprezentaciju u obliku linearnog procesa. Kako bi mogli
reprezentirati proces {Z;} u obliku AR(e0) procesa? .

Zadatak 11.4.8 Odredite stacionaran proces s ocekivanjem 0 ¢ija funkcija autokovarijanci izgleda
kao na slici. Argumentirajte. Sto moZete reci o jedinstvenosti takvog procesa?

10

-10 00

Zadatak 11.4.9 Zadan je proces
Xl - O.5Xt_1 +Z[ - 1.4Z[_1 +0.4SZ[_2,

gdje je {Z,} ~WN(0,52).
(a) Jeli proces kauzalan i invertibilan?
(b) Odredite funkciju autokovarijanci. O kakvom procesu se radi? Argumentirajte tvrdnju.
(c) Odredite reprezentaciju procesa {X;} u obliku linearnog procesa.
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Da bi vremenski niz modelirali nekim ARMA procesom moramo biti uvjereni niz izgleda kao
realizacija stacionarnog procesa. Tu nema egzaktnog odgovora i uvijek bi mogli na¢i argumente
zas$to je neki niz realizacija nestacionarnog procesa. Ali ako nesto Zelimo predvidati, neki oblik
konstantnosti u vremenu mora postojati. Cak i nizovi koji su realizacija stacionarnog procesa mogu
izgledati kao da to nisu. S druge strane, neke oblike nestacionarnosti moZemo ukloniti razlicitim
transformacijama. Ovdje ¢emo obraditi neke nacine pojavljivanja nestacionarnosti i transformacije
kojima mozemo dodi do stacionarnog procesa, odnosno niza koji izgleda kao realizacija nekog
stacionarnog procesa.

Deterministicki trend
Za sluCajan proces {X;} kazemo da ima deterministicki trend ako je
Xi=w+Y, teZ, I1.5.1)

gdje je {Y;} stacionaran proces s oekivanjem 0, a u : Z — R (deterministicka) funkcija koja nije
konstanta. Zbog toga {X; } nije stacionaran, ali {X; — y,, t € Z} jest.

U primjenama oblik trenda pretpostavlja se na osnovu izgleda vremenskog niza, najcesce:

e linearni trend: t, = By + Bit,

+ polinomijalni trend: gy, = Bo + Bit +---+ Btk k €N,

* kosinusni: y, = B cos(2mft + P), B — amplituda, f — frekvencija, ® — faza.
Pretpostavljeni trend mora imati smisla i u okviru problema koji su proucava (primjerice, zasto
vjerujemo da postoji linearni rast zauvijek). Ako uocimo da vremenski niz izgleda kao stacionarne
varijacije oko neke funkcije vremena, onda ima smisla razmotriti postojanje trenda. Postavlja se
pitanje kako procijeniti trend.

Uocimo da (I1.5.1) ima oblik regresijskog modela, gdje je X; zavisna varijabla, y, funkcija
nezavisne varijable 7 i ¥; odgovara greski, ali greSke {Y; } ne moraju biti nekorelirane kao u klasi¢noj
regresiji. Je li onda procjena metodom najmanjih kvadrata jednako dobra?

Klasic¢ni linearni regresijski model matricno mozemo zapisati kao

Y=XB+e, (IL.5.2)
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gdje je
* € vektor grefaka, E€ = 0i Cov e = 6?1, gdje Cov € oznatava matricu kovarijanci slu¢ajnog
vektora

Cove = [Cov(g;,€;)]

ij=1,..n°

* Y vektor zavisne varijable s realizacijama y,
* X je matrica

Xi1 Xi2 o Xip
X1 X e X

X = . . . . 5
Xnl X2 0 Xpp

* B vektor parametara B = [Bi,...,3,]".
Procjenitelj metodom najmanjih kvadrata (LS, eng. least squares)

Bus=(X"X)"'x"y (IL.5.3)

je u tom slucaju najbolji linearni nepristran procjenitelj (eng. best linear unbiased estimator —
BLUE) (vidjeti Gauss-Markovljev teorem).
Pretpostavimo sada da greSke mogu biti korelirane i oznac¢imo

I' = Cove = [Cov(g;, g))]

ij=1,..n"

Takvu situaciju imamo u (II.5.1) ako je trend linearan ili polinomijalan. Matrica I je simetri¢na
pozitivno definitna matrica pa postoji matrica A takva da je

ATAT = 621

za neki 62 > 0 (zbog simetri¢nosti i pozitivne definitnosti postoji U takva da je UTUT = A, A
dijagonalna, iz ega slijedi A~'/2UTUTA~1/2 = = A = A~'/2U). Primijenimo li A na (IL.5.2),
dobijemo transformirani model

AY = AXB + A€,
u kojem je matrica kovarijanci greSaka
CovAg = ACoveA” = ATAT = 6]
pa analogno (II.5.3) moZemo definirati procjenu
Bous = (AX)TAX) "' (AX)TAy = (X"ATAX) ' X7 A" Ay.
Kako je ATAT = %I, ondaje I’ = 62A~! (AT)’l = I'"! = 67247 A pa slijedi
Bows = (6X'T7'X) ' xT o'y = (x"T'x) "' XTT Yy,

Tako dobivenu procjenu nazivamo procjena generaliziranom metodom najmanjih kvadrata
(GLS, eng. generalized least squares). Ako je I' = 61, svodi se na obi¢nu procjenu metodom
najmanjih kvadrata.

Problem je $to u prakti¢nim situacijama nikad ne znamo I', a ne moZemo ni procijeniti I" prije
nego $to oduzmemo trend i dodemo do reziduala. Uobicajeni postupak je onda prvo napraviti
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procjenu metodom najmanjih kvadrata, zatim se na rezidualima procijeni I'i, a onda provede
generalizirana metoda najmanjih kvadrata koristeci fl. To dovodi do nove procjene za I" i postupak
se ponavlja do konvergencije.

Ipak, moZe se pokazati da je procjena metodom najmanjih kvadrata za primjerice linearne
trendove i odredene stacionarne procese {Y;} u (I.5.1) asimptotski efikasna. U svakom slucaju,
treba biti pazljiv sa zakljuccima iz regresijske analize. [z aspekta regresije govorimo o regresiji s
koreliranim greskama pri cemu se greske obi¢no modeliraju nekim ARMA procesom.

R) Praktikum. Deterministicki trend. Primjer modeliranja trenda temperature.

Diferenciranje i ARIMA procesi

Diferenciranjem procesa moZemo eliminirati razne oblike nestacionarnosti. Ideja je jednostavna:
umjesto vrijednosti niza, promatramo promjene po vremenskim trenucima.

Definicija I1.5.1 Za slucajan proces {X;,t € Z} operator diferenciranja A je definiran s
AX; (1 - ) Xt thl .
Primjenom d € N puta imamo A?X, = (1 —B)"X,

Uocimo da se radi o linearnom filteru. Sljedeéi zadatak pokazuje da se uz dovoljno diferencira-
nja svaki polinomijalni trend (posebno i linearni) moZe eliminirati.

Zadatak 11.5.1 Neka je X; = p, +Y;, gdje je {Y, } stacionaran i p, = Z?:o ocjtj polinom stupnja
n € N. Proces {X;} nije stacionaran, ali pokaZite da je {A"X,} stacionaran proces. "

Rjesenje. Prvo uocimo kako diferenciranje djeluje na polinom:

n n —1
Apr=pi—pi1 =) o5t! =} it = 1)) = out" — o (1 — 1)" +Zaﬂ’ Zaj(t—l)f
=0 - polinom stupnjd <n-—1

polinom stupnja <n—1
Dakle, Ap; je polinom stupnja manjeg ili jednakog n — 1 pa je onda A" p; konstanta. Osim toga,
A"=(1-B)" = Z (”) (—1)B*
=0 \K ’

Sto je linearni filter. Prema Propoziciji II.1.2, linearni filter stacionarnog procesa je stacionaran pa
je {A"Y;} stacionaran. Slijedi da je i {A"X,} stacionaran proces.

u Primjer 1.5.1 Neka je {X;} sluCajna Setnja X, = X, | +Z;, {Z;} ~ IID(0,6?). Tada je
AXt — Z

stacionaran proces. Dakle, jednim diferenciranjem od slucajne Setnje dobijemo stacionaran proces i
to n.j.d. Sum.

Zadatak 11.5.2 Definirajmo procese

Xt = Yt+Zt7
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gdje je {Z;} ~WN(0,02) i

Y=Y 14U, Yo =0,
Ut:Utfl_Fvvta UO:07

gdje je {W,} ~ WN(0,06?) nezavisna od {Z;} PokaZite da {X; } nije stacionaran, ali da je {A%X;}

zbroj MA(2) procesa i bijelog Suma pa stoga stacionaran.

[Uputa: za pokazati nestacionarnost izradunajte varijancu, za drugi dio zadatka raspisite. | ]
Rjesenje. Nije stacionaran jer

1

t
VarX; = VarY; + o2 = Var <Z U,-) + 62 =Var < VVi> 4 027
i=1 i=1j=1

1
Sto nije konstanta. Diferenciranjem slijedi
AX, = AX, = Xo1) =AY+ 2~ Y1 —Zt) = AU + 2~ Ziy)
=U+Z 21 —U1 =21 +Z

=Z4-22 1 +Zi 2+ W )
~~

MA(2) proces bijeli Sum

pa je {A%X,} stacionaran jer je zbroj dva stacionarna procesa.
Za procese Cijim diferenciranjem dolazimo do nekog ARMA procesa imamo poseban naziv.

Definicija I1.5.2 Neka je d € Ny. SluCajni proces {X, } je integrirani ARMA proces reda (p,d,q)
ako je

Y, = A%X,
kauzalan ARMA(p,q) proces. Pisemo {X;} ~ ARIMA(p.d,q).
Koristeéi standardne oznake za karakteristi¢ne polinome mozemo pisati
¢(B)(1—B)'X, = 0(B)Z:, {Z}~WN(0,6?). (I1.5.4)

Proces {X;} je stacionaran ako i samo ako je d = 0 kad se svodi na ARMA(p,q) proces.
Uotimo da uz ¢(z) = ¢(z)(1 —z)¢ mozemo (I1.5.4) zapisati kao

3(B)X, = 0(B)Z.

Na prvi pogled to izgleda kao ARMA proces, ali bitna razlika je $to 5 ima nultoc¢ku 1 (jedini¢ni
korijen). Za ARIMA procese kod kojih je d > 1 Cesto kaZzemo da imaju stohasticki trend. Naziv
integrirani dolazi od toga Sto diferenciranjem dobijemo stacionaran proces.

R) Praktikum. Diferenciranje i ARIMA procesi.

S obzirom da diferenciranje efikasno transformira nestacionarne nizove u stacionarne, postavlja
se pitanje zasto ne bismo svaki vremenski niz diferencirali i to viSe puta kako bi eliminirali sve
nestacionarnosti. Odgovor slijedi iz sljedeceg primjera.

m Primjer I.5.2 Neka je X, = X; 1 +Z;, {Z} ~ IID(0, 62) slu¢ajna Setnja. Uocimo da je

VarAX, = VarZ, = o°.
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Diferenciranjem dva puta dobijemo
AZXI - AZt - Z[ —szl

$to je MA(1) proces koji je neinvertibilan (nultocka MA polinoma je 1) i za koji je VarA2X, = 262,
Dakle, dodatno diferenciranje je poveéalo varijancu i stvorilo dodatnu zavisnost (MA(1) —i to
neinvertibilan — proces umjesto n.j.d. Suma). Previse diferenciranja (prediferenciranje) zato nije
dobro.

Problem prediferenciranja posebno je vazan za podatke vremenskog niza jer treba znati kada
stati s diferenciranjem na osnovu podataka. Osim toga, pitanje je treba li uopce diferencirati,
odnosno postoji li jedini¢ni korijen u AR polinomu ako se razmatra ARIMA model.

Pretpostavimo da razmatramo model oblika

P
X =W +oaX, 1+ Z ViAX; j+ 2,
=1

gdje je p, trend, {Z} ~ WN(0,0?), dok Z;’: | W;AX;_; aproksimira ARMA komponentu koja
ostaje nakon diferenciranja. Prosireni Dickey-Fuller test jedinicnog korijena (ADF test) testira
hipoteze

Hy : a =1 (postoji jedini¢ni korijen),
H, : || < 1 (ne postoji jedini¢ni korijen).

Vazno je uociti:

* hipoteza Hy povlaci da proces nije stacionaran,

* hipoteza H; ne povlaci da je proces stacionaran — proces moZe biti nestacionaran i ako nema
jedini¢ni korijen, npr. zbog trenda kao X; = 2t 4 0.5X;_ + Z; koji nije stacionaran ali ni nema
jedini¢ni korijen.

Dakle, ADF test nije test o stacionarnosti ve¢ nam prvenstveno govori ima li smisla diferencirati
niz. Osim ADF testa koriste se joS i Phillips-Perronov test i Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin
(KPSS) koji imaju nesto drugacije hipoteze.

ADF test moZe pomoc¢i pri odlucivanju je li uzrok nestacionarnosti deterministicki ili stohasticki
trend (jedini¢ni korijen). Odgovor nije uvijek jednoznacan i treba imati na umu da to nisu jedine
alternative.

R) Praktikum. Testovi o postojanju jedini¢nog korijena. Deterministicki ili stohasticki trend.

Transformiranje potencijom i logaritmom

Za danu vrijednost A € R niz ili proces moZemo transformirati funkcijom

P+ -1
gl<x>={ poTe

logx, A=0.
Transformacija je poznata i kao Box-Cox transformacija. U prvom izrazu glavni dio je x*, a
oduzimanje 1 i dijeljenje s A stoji kako bi familija transformacija bila neprekidna po A jer g; (x) —
logx = go(x) kad A — 0.
Transformacija se moZe primijeniti samo za pozitivne podatke. Svakako najvaZnija transfor-
macija iz ove klase je logaritmiranje koja odgovara A = 0), a uz nju jo§ se ponekad koriste
i
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* A = 1/2 —korjenovanje koje moZe biti prikladno za brojeée podatke,

* A = —1 —recipro¢ne vrijednosti.
Ipak, osim logaritamske, ostale se vrlo rijetko koriste i treba imati posebno opravdanje za njihovu
primjenu.

Pretpostavimo da imamo proces {X;} takav da je

EXt:[,L, i \/VarX, |,u,|6

odnosno, standardna devijacija proporcionalna je oCekivanju. Primjer procesa koji ima takvo
svojstvo je X; = W;Z;, gdje su {Z} n.j.d. pozitivne takve da je EZ, = 1i VarZ; = 6. Promjenu u
ocekivanju moZzemo eliminirati oduzimanjem trenda, ali to neée eliminirati promjenjivost varijance
u odnosu na vrijeme.

Ako razvijemo go(x) = logx u Taylorov razvoj oko 1, dobijemo

go(x) ~ go(1) + (x—1)go(1) =x— 1.
Ocekujemo da je X, /1, ~ 1 pa je

X X X —
log=~ =L —1 = logX; ~log, + — “t’

e Hy He

iz Cega slijedi
ElogX; ~ log 1,
u’o’ 2

2
X, —
VarlogX; ~E (logX; —logu;)* ~ E (’“’) =—>—=0
My Ky

Dakle, {logX;} ima konstantnu varijancu, i dalje nije stacionaran, ali promjenjivo oCekivanje
moZemo oduzet kao deterministicki trend. Problem promjenjive varijance u ovom primjeru ne treba
mijesati sa svojstvom uvjetne heteroskedasti¢nosti kojim ¢emo se baviti kasnije. Logaritamska
transformacija moze biti pogodna i kad postoji eksponencijalni rast.

Zadatak I1.5.3 Neka je {X;} pozitivan proces takav da je EX; = g, i VarX; = u,62. PokaZite kao
u prethodnom da je tada

X, —1
Var<\rl )zoz.

1

2

Rjesenje. Razvijemo g(x) = \/xoko 1 paje g(x)~1+(x—1)/2=x/2+1/2. Stoga

X; X, 1
— —+ - = VX =
8 (‘ut> 2,“4 + 2 r~ 2 ,— 2 ta
pa onda
EXt

EVX ~

2 1 2 X —w\> o2
Var X, ~ E(vVX - /E7) wE<2f i) —p(3k) -2
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Prethodni zadatak pokazuje u kojim situacijama je pogodna primjena transformacije korijenom
(primjerice, neki brojeci procesi imaju to svojstvo).

Logaritamska transformacija posebno je vazna za financijske podatke. Neka je {X;} model
za vrijednost neke financijske imovine u trenutku 7. Logaritmiranjem dobijemo niz {logX;}, a
njegovim diferenciranjem niz log-povrata {R;} = {AlogX;}

Xi

R, = AlogX; =logX; —logX,_| = logX .
t—1

Alternativno, moZemo definirati i povrate

~ X —X—
Rt — t t—1 )
X1
Umjesto originalnog niza {X; } obi¢no promatramo povrate ili log-povrate jer su neovisni o skali

(primjerice, radi li se o cijeni u kunama ili lipama) i ¢eS¢e imaju svojstva blizu stacionarnosti. Osim
toga, time ne gubimo nikakvu informaciju o X; jer

13
X ‘
R;=logX| —logXy+---+logX, —logX;—1 = logft = X; :Xoe2i=1R",
i—1 0

=

t t t
~ X X Xi Xi ~
1+R;) = =—-- =— = X; =X 14+ R;
,:1( ) gxt—l Xo X1 Xo ' O,-IJ( ),
pa na osnovu Xy, R, ...,R,, odnosno na osnovu Xo,ﬁl yens ,ﬁ, znamo X;.

Prednosti log-povrata u odnosu na povrate:
* simetriCni su, primjerice

X1 X R, R,

100 200 1 (100 %) log2

200 100 -0.5(-50%) —log?2
{R,} aditivno daje X, za razliku od multiplikativnog {R; } §to je jednostavnije,
¢ R, >—15to je neuobicajen zahtjev za distribuciju,
* neke veli¢ine je lakSe izraziti s R, (primjerice tecaj izmedu dvije valute),
* Cesto podaci pokazuju da log-povrati izgledaju kao realizacija stacionarnog procesa, a povrati

ne.

R) Praktikum. Transformiranje potencijom i logaritmom.

I.5.4 Zadaci
Zadatak 11.5.4 Neka je {Y;,t € Z} proces zadan s

Y[ == _2t +Zt +O.SZI_1,
gdje je {Z,} ~WN(0,02).
(a) Odredite funkciju ofekivanja i autokovarijanci procesa {Y; }. Je li proces stacionaran?
(b) Odredite funkciju ocekivanja procesa {X;} definiranog s

Xt = AY}

Je li ovaj proces stacionaran? Usporedite varijancu procesa {X;} i {Y;} i komentirajte.
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Zadatak 11.5.5 Je li proces {X; } definiran s
X, =2X, | —X; 2+2,—05Z_1, t€Z, {Z}~WN(0,0c?%),

stacionaran? Ako nije, kojom transformacijom tog procesa bi mogli dobiti stacionaran proces? =

Zadatak 11.5.6 Zadan je proces {X;}

Xl = 2'5Xl—] —X[_z +Zl - ZZ[_] + 0.7SZt_2,
gdje je {Z;} ~ WN(0,?). Odredite o kojem ARMA, odnosno ARIMA procesu se radi. Je li
{X:}, odnosno njegov ARMA dio, kauzalan i invertibilan? ]
Zadatak 11.5.7 Zadan je proces {X;}

Xo=1,
X :thlzta re Na

gdje je {Z} ~1ID(1,62), 6% > 1i Z; su pozitivne slucajne varijable. PokaZite da {X;} nije
stacionaran. Kako mozemo transformirati {X;} do stacionarnog procesa? "
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Prilagodba je prijevod za engleski termin ,.fitting”. Pretpostavimo da raspolaZzemo vremenskim
nizov xi,...,x, za koji vjerujemo da je realizacija nekog stacionarnog procesa {X;}. Do niza
smo mogli do¢i direktno ili moZda primjenom nekih transformacija iz poglavlja I1.5. Vidjeli smo
da je ARMA klasa vrlo fleksibilna za modeliranje ovakvog niza. U ovom poglavlju Zelimo na
osnovu podataka odrediti konkretan ARMA proces kao model: odrediti p, g, koeficijente i 2.
Metodologija koju ¢emo Koristiti poznata je i kao Box-Jenkins metodologija po njenim tvorcima.

Za pocetak promotrit éemo jednostavan problem procjene koji dobro ilustrira kako zavisnost
moZe utjecati na statisticka svojstva procjenitelja.



lll.1. Procjena konstantnog ocekivanja

Pretpostavimo da vremenski niz izgleda stacionarno, ali nema ocekivanje 0, stoga razmatramo
model

Xt:”+Yl‘7

gdje je {Y;} stacionaran proces s ofekivanjem 0 i i € R, p # 0, konstantno ocekivanje. Kao i za
n.j.d. uzorak za procjenitelja o¢ekivanja 4 moZemo definirati aritmeticku sredinu uzorka

X, = X;.

-

S | =
[

To je nepristran procjenitelj jer

n

— 1
EX, = ;ZE(HJFYi) =u.
i=1

Varijanca procjenitelja (srednjekvadratna greska) je
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jerje EY;Y; = Cov(Y;,Y;) = Cov(X;,X;) = y(i— j) gdje je y ACVF od {X; } odnosno {¥; }. Uo¢imo
da je dalje

VarX, = %(7(0)+Y(—1)+'--+}/(1 —n)

+y(1) +7(0) +---+y(2—n)

Y= 1)+ (1 =2) + - +7(0))

iz Cega slijedi

VarYn=%(n7(0)+(n—1)7/(—1)+'-'+1~Y(1—n)+(n—1)7(1)+-~+1~Y(n—1))

n—1 n—1
— 2 L we-=1 L oy (1-1)

h=—n+1 h=—n+1
1 ! h
= y(0)+22y(h)(1—> (IIL.1.1)
n =1 n
VON 2,,,1 h <1 h) I.1.2
= + h;p() - (I1.1.2)

Ako je {Y;} ~ IID(0,6?), onda znamo da je

_ 1 & 0
VarX,,:—ZZVarYi:M,
n= =~ n

tako da na dodatni faktor

<1+2:Zip(h) (1—Z>>

u (II1.1.2) moZemo gledati kao na korekciju varijance koja postoji zbog zavisnosti.

Propozicija lll.1.1 Ako je {X;} stacionaran proces s ocekivanjem p te ako ACVF y(h) — 0 kad
h — o, onda

VarX, =E (X, —,LL)2 — 0, kad n — oo.

Posebno, X,, je (slabo) konzistentan, odnosno X,, — .

Dokaz. 1z izraza (I11.1.1) slijedi

VarX,,—1< +2Zy (1—h)>gg))+i’ily(h)l-

Pokazimo da i drugi ¢lan ide u 0 kad n — oo. Neka je € > 0. Zbog y(h) — 0 postoji n takav da je
ly(h)| < €/2 za h > ny. Uzmemo li n > max{ng,2nyy(0)/€}, onda
17= 1 np—1 n—1

S L= X ol T <0 1)

h=ngp+1 n

no €
< —y(0)+ = .
ny( )+2<e

l\)\m
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Prethodna propozicija govori da je dovoljan uvjet za konzistentnost da y(h) — 0 kad h — . Ta
pretpostavka je zadovoljena za sve linearne procese (vidi Zadatak II.1.3). Kao primjer kad procesa
za koji ta pretpostavka nije zadovoljena, mozemo uzeti X; = X za sve ¢ i za neku slucajnu varijablu
X, EX? < o. Ovu propoziciju moZemo promatrati i kao slabi zakon velikih brojeva za stacionarne
procese kad moZe postojati zavisnost. Dokaz je jednostavan jer su i pretpostavke jake, prvenstveno
EX? < oo zbog stacionarnosti.

m Primjer lI.1.1 Neka je X, = u+Y;, gdje je {Y;} ~ MA(1) proces Y, = Z, + 07,1, {Z;} ~
WN(0,062). Izradunali smo da je ACVF od {Y;}, aondaiod {X;} (Primjer I1.2.1) jednaka

62(1+92)7 h=0,

v(h) = { o6, h =1,
0, |h| > 1.
1z toga slijedi da je

men:i(?an+2yu)<1—i>>::yf)<1+21f92<1—i)>.

Predznak korekcije u odnosu na n.j.d. slucaj

0 1
R
1+92< n)

ovisi o predznaku 6. Tako pozitivna korelacija (6 > 0) povecava varijancu prosjeka u odnosu
na n.j.d., ali negativna korelacija (6 < 0) smanjuje varijancu prosjeka u odnosu na n.j.d. Dakle,
zavisnost ne mora nuZno implicirati da procjenitelji imaju loSija svojstva.

R) Praktikum. Procjena konstantnog ocekivanja — primjer s MA(1) procesom.

m Primjer 1I.1.2 Neka je X; = u +Y; gdje je {¥;} slucajna Setnja

{Z;} ~1ID(0,6?). Radi se o nestacionarnom procesu, ali oekivanje je konstantno EX; = u za sve
t. MoZemo se pitati kakva bi bila kvaliteta procjene ocekivanja p aritmeti¢kom sredinom koja je i u
ovom primjeru nepristran procjenitelj. Medutim, izra¢unamo li varijancu:

_ 1A B
VarX, = Var (Z(M+Y ) Var( ZY) :VarYn_ Var <Z ZZ>
ni:l i=1j
1
=7Var(Zl+Zl+Zz+-~-+Zl+zz+-~-+Zn)

7Var (Zzzn l+1> - 122": (n—l—l);2n+1) _ 62(n+1621(2n+1)7

gdje smo iskoristili formulu za zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva. Zaklju¢ujemo da VarX,, —
oo kad n — oo, §to je potpuno suprotno situaciji u Propoziciji III.1.1. Proces je nestacionaran i
aritmeticka sredina nije konzistentna, naprotiv, varijanca procjenitelja raste poveéanjem uzorka.

Konstantno ocekivanje razli¢ito od 0 moZemo ukljuciti u ARMA procese na sljedeci nacin.
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Definicija lll.1.1 Za proces {X;} kazemo da je ARMA(p.q) s ocekivanjem 1 ako je {X; —u}
ARMA(p,q) proces.

MozZemo pisati

9(B)(X; —u) = 6(B)Z
Sto daje

¢(B)X; = ¢(B)u+6(B)Z;,
odnosno

Xi=(1=¢0r—¢pr— =) U+0X 1+ + X p+Z+6:1Z 1 +--+6,Z,
jer je Bu = u za svaku konstantu p. Izraz

a=(1=g—g— = g)p

obicno se naziva intercept ili slobodni ¢lan. Ako je p =0, onda je & = u ocekivanje.
Za ARIMA(p,d, q) proces takav da je {A?X; — u} ARMA(p,q) proces piSemo

0(B) ((1-B)'X —p) = 0(B)2,
odnosno

¢(B)(1-B)'X, =(1—¢1—¢y—--— ¢,) i+ 6(B)Z.

Uocimo da u ovom slu¢aju u nije oekivanje od X; nego je EAYX, = u. Za d = 1 primjerice, to
mozemo usporediti s procesom X; = By + ut + Z; za koji je EAX; = .

lll.1.1 Zadaci
Zadatak lIl.1.1 Zadan je proces {X;}

X[ ES 4+ 12Xl‘71 _02Xt72 +Zt - 152171 +0.5Z[72, t 6 Z’

gdje je {Z,} ~ WN(0,6?). Odredite 0 kojem ARMA odnosno ARIMA procesu se radi. Je li taj
proces odnosno njegov ARMA dio kauzalan i invertibilan? "

Zadatak IIl.1.2 Neka je X; razina vode u nekom spremniku u mjesecu . Svaki mjesec 20% vode
iz prethodnog mjeseca se potrosi. Ocekivana koli¢ina vode koja ¢e u spremnik uéi kiSom tijekom
svakog mjeseca je 100 uz gresku (Sum) koja ima varijancu 10 i nezavisna je iz mjeseca u mjesec.
(a) Definirajte proces kojim moZemo modelirati razinu vode u spremniku po mjesecima.
Je li taj proces stacionaran? Kako izgleda njegova funkcija autokorelacija? Odredite
ocekivanje tog procesa.
(b) Pretpostavimo sada da razinu vode ne opazamo direktno ve¢ uz nekakav Sum {W,} ~
WN(0,6?) nezavisan od $uma koji dolazi od punjenja spremnika kigom. Tako je model
zapravo

Y[ = Xt ol VV;, te Z
Odredite funkciju autokovarijanci procesa

Vi=Y,—08Y;_, teZ.
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Zakljucite kakav je proces {V;}. Koriste¢i odgovor pod (a) zakljucite kakav je proces

{x:}.



l1l.2. Identifikacija modela

Pod identifikacijom modela u okviru ARMA mdeliranja smatramo odredivanje reda modela. Neka
jexi,...,x, vremenski niz koji Zelimo modelirati nekim ARMA procesom. Prvi korak je odrediti
red (p,q) ARMA modela. Ako smo do niza dosli diferenciranjem, onda je model za polazni
niz ARIMA(p,d,q) za d broj diferenciranja (najcesée d = 1). U ovom koraku biramo nekoliko
kandidata za model, a tek u koraku dijagnostike odlu¢ujemo se za kona¢ni model.

Postoji nekoliko nacina kako moZzemo odabrati odgovarajuéi red (p,q):

ey
(@)

3

Na osnovu izgleda procijenjene ACRF. Za MA(q) procese ACRF i§¢ezava nakon g koraka,
dok za AR procese opada u nulu. Ovim kriterijem tesko je eksplicitno utvrditi red.
Na osnovu Akaike informacijskog kriterija (AIC) definiranog s

AIC(p,q) = —210gL($,0,0%) +2(p+g+1),

gdje je L@, 0, 02) maksimalna vjerodostojnost ARMA(p,q) modela za dane podatke u kojem
je {Z;} Gaussovski bijeli Sum ($ i6 oznacavaju procjene vektora AR i MA parametara i o2
procjena varijance od {Z;}). Uo¢imo da je drugi ¢lan dvostruki broj parametara modela.
Prema AIC kriteriju biramo model (ili nekoliko njih) koji ima najmanju AIC vrijednost.
Model koji bolje opisuje podatke imat ¢e ve€u maksimalnu vjerodostojnost pa ¢e AIC biti
manji. Dodatni ¢lan u definiciji AIC vrijednosti penalizira modele velikog reda.

Cesto se koristi i sljede¢a verzija s korekcijom za male uzorke

(p+q+1)n

Al — _2l0gL(9.0.62)+2 .
Celp.q) = ~21ogL($.8. %) + 2

Na osnovu Bayesovog informacijskog kriterija (BIC ili Schwarz Bayesov kriterij — SBC)
definiranog s

BIC(p,q) = —2logL(,8,6%) + (p+q+ 1)logn,

gdje su oznake kao kod AIC. BIC nesto jacCe penalizira modele velikih redova. Bolji modeli
imaju manju BIC vrijednost.
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Za oba kriterija postoji nekoliko varijanti. Osim toga, postoje i druge metode procjene reda
modela pomocu: finalne prognosti¢ke greske (FP), Hannan-Quin kriterij (HQC), proSirena ACRF
(EACF), parcijalni autokorelacijski koeficijent (PACF).

Princip kojim se uvijek treba voditi kod odabira modela jest da je jednostavniji model uvijek
bolji (Ockhamova britva ili ,,Everything should be made as simple as possible, but not simpler” —
Albert Einstein.)



111.3.1

lll.3. Procjena parametara

Kada su odabrani p i g preostaje procijeniti parametre modela ¢1,...,¢,, 01,...,60,, o? te even-
tualno pt. Postoje razliCite metode, kroz primjere ¢emo ilustrirati neke od njih bez podrobnije
analize.

Metoda najmanjih kvadrata
Neka je {X;} AR(1) proces s oCekivanjem u
Xt_.u:¢(Xl—1_.u)+Zlv {ZI}NWN(()?GZ)'

Treba procijeniti parametre ¢ i (. Vodeni idejom regresije, traZimo (E i 1 koji minimiziraju

n

Se(o,) =Y (X —p—o(Ximy —p))*.

i=2
Deriviramo, izjednacimo s 0 i dobijemo

Yo (Xi—Xn)(Xio1 —X,)

S IG5
~_ b Ny vy
H= (n_ 1)(1 _¢) (;Xt (P,'—ZéXll) .

Uogimo da je fi priblizno X,, i ¢ priblizno p(1). Sli¢no se moZe napraviti i za AR(p) modele.
Neka je sada {X;} MA(1) proces oblika

Xt — Zl - GZ[_l

(—6 umjesto 40 Ce pojednostaviti neke formule). Ovdje ne moZemo iskoristiti istu ideju, ali ako je
{X:} invertibilan, onda

0(z)=1-0z,



l.3.2

111.3.2 Metoda maksimalne vjerodostojnosti 59

pa je
1

1
= 1407460%2+...
o) 1-6z +60z+072"+

Sto daje
Zt :X[ + 9Xt—1 + 92X[_2 + ML

Sad kad smo izrazili Sum, moZemo parametre procijeniti tako da minimiziramo kvadrate Suma pa
definiramo

Sc(0) = Zzlz = Z (Xi+6X;1 + 0°X; 2+ ")27
i=1 i=1

ali ta je suma beskonacna i nelinearrna u 6. Zato moZemo iskoristiti sljede¢i pristup. S ozbirom da
znamo vrijednosti X1, ...,X,, onda Zi,...,Z, mozemo rekurzivno odrediti iz
Zi =X, +07Z,_,

tako da stavimo Zy = 0. Tako uvjetno na Zy = 0 imamo

Z) =X,
Zp =X, + 07 =X, + 60X,

Zy=X,+0Z, | =X, + 60X, | +---+0"'X.

Sada & mozemo odrediti minimizacijom §c(9) =Y, Z? uvjetno Zy = 0. Zato se metoda naziva
uvjetna metoda najmanjih kvadrata (c u S, dolazi od eng. conditional). Sli¢no se moZe napraviti
i za MA(q) procese.

Ako je {X;} ARMA(1,1) proces
Xi=0Xi1+2+ 07,
onda zbog
Z, =X, — 0Xi_ — 0Zi_,

moramo dodatno promotriti i uvjetno na Xo = 0. Bolji pristup je onda definirati S.(¢,0) =Y} , Zl-2
uvjetno na Zy = 0. Ideja se lako generalizira na ARMA(p,q) modele.

Metoda najmanjih kvadrata puno se rjede koristi od metode maksimalne vjerodostojnosti,
uglavnom samo kao pocetna aproksimacija za tu metodu.

Metoda maksimalne vjerodostojnosti

Vidjeli smo da se prethodna metoda uglavnom oslanja na momente i moZe se pokazati da je
asimptotski bliska procjeni metodom momenata. Za razliku od toga, metoda maksimalne vjero-
dostojnosti (eng. maximum likelihood — ML) koristi sve informacije o distribuciji, ali i zahtijeva
dodatne pretpostavke.

Za slu¢ajan uzorak (Xi,...,X,) funkcija vjerodostojnosti je funkcija @ — L(0;x,...,x,) takva
da je y — L(0;y) funkcija gustoce slu¢ajnog vektora (Xj,...,X;,), a 0 je nepoznati parametar.
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Sjetimo se da je op¢i princip ML metode odrediti parametar 6 takav da je uz tu vrijednost uzorak
X1, ..,Xn RAjvjerojatniji, odnosno

0= argmax L(0;x1,...,x,).
6cO

Za ML metodu treba znati distribuciju od (Xi,...,X,), a to je nemoguce bez dodatnih pret-
postavki na $um. Uobiajeno pretpostavljamo da je $um {Z;} ~ WN(0, 62) Gaussovski, §to onda
povladi da je {Z;} ~ IID(0,0?) (vidi Zadatak 1.1.6). Tada je i {X,} Gaussovski proces.

Neka je {X;} AR(1) proces s o&ekivanjem y uz {Z;} ~ IID(0,5?) Gaussovski:

Xi—p=0X—1—U)+7Z.
Trazimo distribuciju od (Xj,...,X,). Ako zapiSemo

Xi—u=9¢Xo—u)+27,
Xo—pu=0X—u)+2,

Xp— =@ (Xp—1— ) +Zn,

onda vidimo da na za prvu jednadZbu nedostaje Xy. Zato ¢emo promatrati distribuciju od (X1, ...,X,)
uvjetno na X; = x1, odnosno gustocu fx, _ x.(x, (X2,...,Xx | X1).

Zadatak 111.3.1 Pokazite da je

ol [
Py (20250 | 11) = (2m67) 72 exp{—w Y (xi = 1= 9 xi —u))Z}.
i=2

[Uputa: radi se o transformaciji slu¢ajnog vektora (Zs, ..., Z,) ~ 4 (0,62I).] [
Do gustoée od (Xi,...,X,) moZemo doéi preko
FO1s X)) = fxo xax, (02,5 Xn | X1) fx, (x1)-
1z linearne reprezentacije

Xi—u=Y) 0z,
=0

slijedi da je X; ~ A (u,0? Yo 0%) ~ A (1,0%/(1 — ¢?)). Vjerodostojnost na osnovu x =
(xl, cen ,xn) je

=

Lo, 0%x) = (220%) 51— ¢ exp { - Ls(o.m .
sdieje

S(@. 1) =Y (i =i =iy —p))* + (1= 9)* (1 — p)?
i=2
bezuvjetna suma kvadrata. Parametre treba odrediti maksimizacijom L(¢, i, 6%;x) po (¢, i, 6>),
ili ekvivalentno maksimizacijom logL(¢, u, 6%;x). Za ARMA(p,q) modele pojavljuju se dodatne
komplikacije.

Procjenitelj ML metodom je asimptotski normalan i efikasan (to vrijedi i za uvjetnu metodu
najmanjih kvadrata). Procjena ima smisla i ako {Z } nije Gaussovski. Prvo zato §to L moZemo
gledati kao na mjeru prilagodbe modela modela, a drugo zato Sto su procjenitelji asimptotski
normalni i ako je samo {Z} ~ IID(0, 62), ali ne moraju biti efikasni.



lll.4. Dijagnostika modela

U ovom koraku treba kriticki analizirati kandidate za model. Dijagnostika se temelji na analizi
reziduala modela. Prvo ¢emo vidjeti kako doci do reziduala. Reziduali trebaju $to bolje odgovarati
bijelom Sumu koji generira proces.

» Primjer I1.4.1 Neka je {X;} AR(2) proces. Na osnovu procjena ¢1 i ¢ reziduale moZemo
jednostavno dobiti kao

Z =X — $1Xt—1 - azxz—z-

= Primjer 11.4.2 Ako je {X;} MA(1) proces X; = Z; + 0Z,_1, {Z} nije jednostavno izraziti. Ako je
invertibilan, onda imamo

Zt :Xt—eXt71+92X172+ .

Medutim, radi se o beskonacnoj sumi koju ne mozemo izracunati jer nemamo beskona¢no mnogo
podataka o procesu. Kasnije éemo vidjeti kako izracunati reziduale, u ovom primjeru ali i opéenito
u slu¢aju ARMA procesa.

Nacin ra¢unanja reziduala w;, i = 1,...,n u opéenitom slu¢aju napravit ¢emo u kasnijim poglav-
ljima. Neka su w; realizacije sluCajnih varijabli W;, i = 1,...,n. MoZe se pokazati da W; aproksimira
Z; u smislu da E(W; — Z,)2 — 0 porastom veli¢ine uzorka, ako podaci zaista dolaze iz konkretnog
ARMA modela. Svojstva niza w;, i = 1,...,n, stoga trebaju odgovarati svojstvima bijelog Suma:
mora izgledati kao realizacija nekoreliranih slucajnih varijabli s konstantnom varijancom. PoZeljno
svojstvo je i normalnost reziduala $to osigurava da je procjena ML metodom efikasna, a statisticko
zaklju¢ivanje temelji se na egzaktnim, a ne asimptostkim testovima.

Nekoreliranost reziduala je nuzan uvjet prihvaéanja nekog modela. Neka su wy, ..., w, reziduali
modela, realizacije niza Wy, ..., W, koji bi trebao biti bijeli Sum. Neka je r(h) ACRF niza Wy, ..., W,
i 7(h) procjena na osnovu wy,. .., w.

Nekoreliranost moZemo izucavati promatranjem procijenjene ACRF 7. Za podatke iz pravog
n.j.d. Suma, 7(h) su asimptotski normalni s varijancom 1/ni7(h;) i 7(hy) su nekorelirani za h; # h;.
Na rezidualima to ne vrijedi (sli¢no kao §to reziduali regresije nisu nezavisni — ne mogu biti kad
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im je suma uvijek 0). I dalje vrijedi asimptotska normalnost, ali varijanca moZze biti bitno manja i
7(h1) i 7(hy) mogu biti jako korelirani. Za velike korake ipak vrijedi nekoreliranost procijenjenih
korelacija.

Zbog postojanja korelacija izmedu 7(h; ) i 7(h;) nije ih korektno promatrati svaku za sebe nego
zajednicki. Zato Zelimo testirati hipoteze

Hy:r(l)=---=r(K)=0 autokorelacije reziduala su sve jednake nula do koraka K,
Hy:r(i)#0zanekiie {l,...,K}.
Test za ove hipoteze naziva se Ljung-Box test, a koristi test statistiku
K 22

Ok =N(n+2)y

==t

koja u uvjetima kad vrijedi Hy asimptotski ima 2 p—q distribuciju.
Medu modelima za koje ne sumnjamo u pretpostavku nekoreliranosti reziduala treba odabrati
najbolji pomocu informacijskih kriterija, kriterija sloZenosti i varijance bijelog Suma.



1l.5. Predvidanje i prostor L°

Prisjetimo se da smo na vjerojatnosnom prostoru (Q,.%, P) definirali prostor L?(Q,.%,P) = L?
slu¢ajnih varijabli takvih da je EX? < oo (uz identifikaciju jednakih g.s.) koji je uz skalarni produkt
(X,Y) = E(XY) Hilbertov prostor.

Iz vijerojatnosti znamo da ako su X,Z € L?, onda je uvjetno ocekivanje E(X | Z) najbolji
prediktor za X na osnovu Z u srednjekvadratnom smislu, odnosno vrijedi

inf  E(X-Y)?=E(X-E(X|2)).

Y je 0(Z) izmjeriva
To vrijedi opéenito i ako promatramo E(X | .%) uz neku o-algebru .%. Ako je primjerice .% =
o(Z,...,Z,), onda pisemo E(X | Z1,...,Z,).
Moze se pokazati da za X,Zy,...,Z, € L>, E(X | Z1,...,Z,) odgovara projekciji IT ,X gdje je
A potprostor od L? koji se sastoji od svih L? slu¢ajnih varijabli oblika f(Zi,...,Z,) za f Borelovu
funkciju. Odrediti ovu projekciju opéenito nije jednostavno, stoga se puno cesée koristi projekcija
na linearni potprostor.

Definicija lIl.5.1 Nekaje X € L?iZ; € L? za svaki A € A. Najbolji linearni prediktor od X na
osnovu {Z;, A € A} je Y € L? koji minimizira

min  E(X-Y)?,
Yesp{Z,,AeA}

gdje je sp{Z,,, A € A} najmanji zatvoren potprostor razapet s {Z,, A € A}. Prema teoremu o
projekciji (Teorem 1.4.2) najbolji linearni prediktor je projekcija

Mz, 2en)X-

Prema teoremu o projekciji znamo da je primjerice

n
Up12,..20X = ) 0Zi,
i=0
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gdjeje Zp =1aoy,...,q, suodredeni s

(X —Tgz2,..721X,Z;) =0 za j=0,1,...,n,
n
=4 Y z,Z; ) =(X,Z;) za j=0,1,....n,
i=0
n
& Y aE(ZZj) =E(XZ)) zaj=0,1,....n. (I1L.5.1)
i=0

Najbolji linearni prediktor nikad ne moze imati manju srednjekvadratnu greSku od najboljeg
prediktora (uvjetnog ocekivanja), ali ima nekoliko prednosti:

(i) jednostavnije se racuna: na osnovu (II1.5.1) treba odrediti ay, ..., 0,
(ii) (IIL.5.1) ukljucuje samo momente do drugog reda sluc¢ajnog vektora (X,Zi,...,Z,), atoje
nesto $to moZemo procijeniti,
(iii) ako (X,Z,...,Z,) ima normalnu distribuciju, onda je
Usp(1 2, 20X =B(X | Zy,...,Z,). (I11.5.2)

Zadatak I1.5.1 Dokazite (II1.5.2) zan = 1.
[Uputa: za (X, Z) koji ima dvodimenzionalnu normalnu distribuciju izra¢unajte E(X | Z) i zakljucite da je linearno u
Z.] [

Zadatak 11.5.2 Neka je X = Z? +Y gdje su Z i Y nezavisne sa standardnom normalnom distri-
bucijom. Odredite najbolju predikciju za X na osnovu Z i najbolju linearnu predikciju za X na
osnovu Z te izracunajte srednjekvadratne greske. "

Rjesenje. Najbolja predikcija je uvjetno ocekivanje:

E(X |Z)=E(Z*4+Y |Z)=E(Z*|Z) +E(Y | Z) = Z> +EY = Z°.
Najbolji linearni prediktor traZimo u obliku

Mgz X =a+ouZ,
gdje su ap i o odredeni s

X—op—01Z,1) =0,
X—ay—oZ,Z) =0,

Sto daje

0=E(X—ay—Z) =E(Z>+Y) -y —EZ=1— 0,
0=E((X—ay—uZ)Z) =EXZ— EZ—-EZ* =E(Z’+YZ) — oy = —a,

jerjeEY =EZ=0,EZ*>=11iEZ?=0. Zaklju¢ujemo da je op = 1 i at; = 0 pa je
OppzX =1
Greske predikcije (koje su slucajne varijable) su

X-EX|2)=2*+Y-27* =Y,
X -HgpunX =2"+Y -1,
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pa su srednjekvadratne greske (koje su brojevi) jednake

E(X-E(X|Z))?=EY>=1,
E (X — g2 X)* =EZ* 4 2E(Z2(Y — 1)) +E(Y - 1)> =3,

gdje smo koristili ¢injenicu EZ* = 3. Uocimo razliku koja postoji u srednjekvadratnim greikama.
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S obzirom da najbolji prediktor opéenito nije jednostavno izracunati, ogranicit ¢emo se na linearno
predvidanje. Ako je proces Gaussovski to ¢e biti i najbolji prediktor.
Neka je {X;} kauzalan i invertibilan ARMA(p, q) proces

9(B)X, = 0(B)Z;, {Z}~WN(0,0%).
Najbolji linearni prediktor od X, 5, # > 1 na osnovu 1,X1,..., X, je projekcija

Han+h = Hﬁ{l,Xl,..‘,Xn}Xn—i-h-

Za predikciju mozemo promatrati
e greSku: X, —I1,X,,; (slucajna varijabla),
¢ srednjekvadratnu gresku: E (X, ., — Han+h)2 (broj).
Za racunanje predikcije korisno je znati sljedeca svojstva operatora projekcije:
(l) HnXi:Xl' zai= 1,...,]’1,
(ii) I1,Z = EZ za slu¢ajnu varijablu Z takvu da je Cov(Z,X;) =0zasvei=1,...,n,
(iii) IT, je linearan.
Uocimo sli¢nost ovih svojstava sa svojstvima uvjetnog o¢ekivanja E(- | Xi,...,X,).
Primjerice, predikcija jedan korak unaprijed (h = 1) kauzalnog AR(1) procesa
Han+l — Hn((PXn + Zn+1) (g) (PHan + HnZn+1 Q ¢Xn + HnZn+1 (l:l) ¢Xn + EZn+1 — ¢Xn
Problem se javlja s MA procesima jer ne znamo vrijednosti procesa beskonacno u proslost (vi-
djeti Primjer II1.4.2). Zato definiramo najbolji linearni prediktor za X,,,,, h > 1, na osnovu
beskonac¢no duge proslosti

X0 = Wspi1 X, X, 1} Xt

MozZe se pokazati da je
I, X = mg{lm i1 %, X1 X ) Xt

gdje je limes u L? smislu. Za I, vrijede analogna svojstva
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(i) U =UzaU=Y"___ X
(i) I1,Z=EZ za slu¢ajnu varijablu Z takvu da je Cov(Z,X;) =0 za sve i < n,
(ii1) fln je linearan (linearnost vrijedi i za beskona¢ne sume).
Uo¢imo opet da su svojstva sli¢na svojstvima uvjetnog ocekivanja E(- | X, X,—1,...).
Zbog kauzalnosti i invertibilnosti ARMA procesa {X;} postoje {y;}, wo =11 {m;}, my =1,
tako da je

Xoin= Y, ¥iZuinjs (IIL6.1)
j=0

Zoin=Y TXpin—. (I11.6.2)
Jj=0

Primijenimo 1i IT,, na (I11.6.1) slijedi

— (.._) oo — oo
M Xosh = Y YTl Zuin j= Y ViZuin-j, (I11.6.3)
j=0 j=h
jer je
~ EZn+h—ja n+h—j>n, 0, h>j,
UhZyin-j= . = .
ZnJrh*jv n+h—]§n, ZnJrh*j) hS.]

Primijenimo fln na (I11.6.2)

=5}

0= ﬁanz+h = 1TIan-&-h + Z ﬂ:jﬁan-&-h—j

j=1
Sto zbog svojstva (i) daje
L Xpn=— Y Tl Xpnj— Y, TiXpin—;. (111.6.4)
j=1 j=h

Predikciju na osnovu beskona¢no duge proslosti racunamo na osnovu (I11.6.4) prvo za h = 1, pa
dalje za h = 2,3,.... Srednjekvadratna greska slijedi iz (I11.6.3)

2
_ 2 h=1 h—1
v =E (X~ TXon) =B (Z YiZuih- ,-,> =c’ ) vj. (IIL6.5)
Jj=0 Jj=0

Ukoliko {X;} ima ocekivanje u, onda (I11.6.3) ima oblik

oo

ﬁan+h =Hu+ Z lI/jZn-&-h—j-
j=h

~ 2
Stoga, I, X, 11 L U kad h — oo, odnosno dugorocna predikcija konvergira o¢ekivanju. Kada i — oo,
onda srednjekvadratna greska konvergira u

o) vi =),
j=0

odnosno u varijancu procesa. Posebno, greSka je konstantna u buduénosti. Vidjet ¢emo da kod
nestacionarnih procesa to ne mora vrijediti.
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Problem s izrazom (I11.6.4) je §to ukljucuje Xo,X_1,... za j >n-+h—1. Ovaj problem se rjeSava
tako da se promatra odrezana predikcija IT, X, tako da u (II[.6.4) stavimo Z;f’:n 1 TiXnin—j =0,
odnosno

h—1 n+h—1
I Xoen =~ Y, ML Xshj— Y TXun—j, (IIL6.6)
j=1 j=h

Sto raCunamo rekurzivno. Srednjekvadratnu gresku aproksimiramo s (I11.6.5). Primjerice, za h =1,

odrezana predikcija jedan korak unaprijed je

n
H;Xn+1 =0— ﬂanJrl,j, (HI67)
j=1
dok je greska
n
Xn+1 — H;;Xn-‘rh = Z JT]'X”H,J'. (HI68)
j=0

= Primjer I11.6.1 — Predikcija AR(p) procesa. Neka je {X;} kauzalan AR(p) proces. AR(oo) reprezen-
tacija bijelog Suma je onda

Zt — Z ﬂthfj,
Jj=0

uzm=1,n=-¢;,j=1,...,pin;j=0za j > p. Prirodno je pretpostaviti da je n > p. Onda je

* predikcija na osnovu konac¢ne proslosti 1,X7,...,X,
h—1 14
Han+h = ¢1 Han+hfl +- ¢pHan+h7p +HnZn+h = Z (PanXnJrhfj + Z ¢an+hfj’
j=1 j=h
(za h > p ostaje samo prva suma).
* predikcija na osnovu beskonacne proslosti 1,X,,,X,,—1,...
h—1

h
~ (111.6.4)
Han+11 = -

-1 p
il X n—j— Z TiXnih—j=
j=1 j=h

. D
¢anXn+h7j + Z ¢‘/'Xn+h7j‘
1

j= Jj=h

* odrezana predikcija

h—1 )4
(I11.6.6)
H/XnJrh = - ¢jH;1Xn+h*j - Z ¢an+h*j'
=1 i—

J j=h

Dakle, odrezana predikcija je jednaka predikciji na osnovu beskonaéne proslosti i predikciji na
osnovu konacne proslosti — nema aproksimacije.

= Primjer 11.6.2 Neka je {X;} invertibilan MA(1) proces
X, =7, —0Z_,, {Z}~WN(0,0?).
Onda je

1
1-6B

7, = X =Y 6B, =) 0/X_;,
j=0 j=0

paje w; = 6/, j > 0 u AR(=) reprezentaciji (I11.6.2). Promatrat éemo predikcije jedan korak
unaprijed (h = 1).
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* predikcija na osnovu konac¢ne proslosti 1,Xy,...,X,
IL, X, =11,Z,+1 — 01L,Z, = EZy1 — 0117, = —011,Z,

S$to ne znamo $to je. Naime, Z, je predvidiv na osnovu beskonacne proslosti 1,X,,,X,,_1,...,
ali ne nuzno i na osnovu 1,Xy,...,X,. Ipak, za velike n o¢ekujemo da je I1,Z, pribliZzno
Z,. Ovaj problem je razlog zasto smo uvodili predikcije na osnovu beskonacne proslosti i
odrezane predikcije.

* predikcija na osnovu beskonacne proslosti 1,X,,,X,,_1,...

I, X1 = I1,Z,1 — 611,Z, =EZ, ;| — 611,Z, = —6Z,.

S predikcijom na osnovu beskonaéne proslosti znamo $to smo dobili, ali nejasno je kako
izraCunati Z,. Radi se o Sumu, ali Sum ne moZemo opaziti iz podataka.
* odrezana predikcija

IL67) v
H;Xn_;,_] = —Zﬂan+1_j: —QXH—GZXn_l —--~—9nX1.
j=1

To je aproksimacija predikcije na osnovu beskonacne proslosti, no ovo mozemo izracunati iz
podataka jer raspolaZzemo podacima vremenskog niza.
Ako pogledamo odrezanu predikciju dva koraka unaprijed, onda dobijemo

(I1L6.6) 2—1 n+2—1 ntl

! -0 ! !

MXy 2 =" — Z I X0 — Z TiXpi2—j = —0I1, X1 — Z 0/Xni2—;
J=1 J=2 J=2

_ 62Xn+93xn_1 +.”+9n+1X1 o (GZXn+93Xn_1 +...+9n+1X1) =0.

Opcenito, predikcija je jednaka ocekivanju (ovdje u = 0) ve¢ nakon jednog koraka unaprijed.

Uocimo da je u prethodnom primjeru
n—1
X, =10, Xy =X, + 60X, —— 0" X =} 0/X,_;,
j=0
Sto je jedna aproksimacija za

Zy=Y 0'X, ;.
j=0
Opcenito,
(IIL6.8) "
Xl - H;71X[ : Z antfj,
j=0

je jedna aproksimacija za Z;. Odrezane predikcije moZemo rekurzivno izracunati i tako dobiti
aproksimaciju za Z;, a to je onda aproksimacija reziduala procjene parametara. Dakle, greSku
odrezane predikcije jedan korak unaprijed zvat ¢emo rezidual i oznaditi s

u/t:XI_H;—IXl? Zat: 1,...,1’1.

Ako je {X;} invertibilan ARMA proces ,ondajezal <7 <n

" ) t—1 )
I,Z, = Z ﬂ’-th*j = Z ﬂ,l'Xl*j + Z TE./'Xt*.I"
Jj=0 Jj=0 Jj=t
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OdreZemo li predikciju tako da stavimo Y7, ;X ; = 0, slijedi
—1
ILZ =) nX_ j=W.
j=0

Zat >nit <0 stavimo W, = 0. Time dolazimo do jednostavne formule za predikciju ARMA(p,q)
procesa:

L Xon = O IL X1+ + 0pIL X hp + T2+ OILZy 1+ + 010 Z g

h—1 14
= Z ¢jH;1Xn+h*]. + Z ¢an+h7j + Wn+h + 6lvanrhfl +- quthhfqa
=1 j=h

gdje su W, reziduali

W — 7, zat=1,...,n,
t— . v
0, inace.

Reziduale moZemo dobiti kao nusproizvod procjene parametara pa ih onda iskoristiti za predikcije.

Zadatak 111.6.1 Odredite odrezanu predikciju /4 koraka unaprijed kauzalnog i invertibilnog
ARMA(1,1) procesa te aproksimaciju srednjekvadratne greske. "

Rjesenje. Imamo da je

Xpth = 01 Xpsn—1 + Znin + 01 Zyp,
paje

IL,X, 1 h = QI X n 1 + 10200+ 010,201 = OIIL X1 + W+ 01 Woini.
Za h =1 slijedi

I, X1 = 91X +0+ 61 W,
zah=2

H;Xn+2 = ‘PlH:zXnJrl + Wn+2 + 91 Wn+1 = ¢]2Xn + ¢1 91 Wn’
i opéenito

X, = 01X, + 9" 10, W,.
Uocimo da predikcija konvergira u nulu s porastom 4. Za aproksimaciju srednjekvadratne greske
koristimo (I11.6.5)

5 Sl
v =B (Xn — 0 X, 00) =0 ) v
Jj=0

U Zadatku II.4.4 pokazali smo da su koeficijenti y; u linearnoj reprezentaciji

Xl — Z II/JZl‘f]

j=0

dani s w; = (¢1+ 61)¢] ', j > 1 iz Gega slijedi

e 2(h—1)
v, = 07 <1+Z,1(¢1+91) 1j_l> =0’ (H—((1514_61)12(_1(;2(151 )>
J=1 1
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Preciznost predikcije ilustrira se pouzdanim intervalom. Ako je v, aproksimacija varijance po
(II1.6.5), onda pouzdani interval pouzdanosti 1 — & raCunamo u obliku

[H:1Xn+h - CIO(/Z\/‘T/H H;;XnJrh + da/2 \/‘Th] )
gdje je g4/ (1 — a/2)-kvantil distribucije procesa (predikcije). Ako je {Z;} Gaussovski, onda je i
{Xi}izaa=0.05je o/~ 1.96.

R) Praktikum. Predvidanje.

I1.6.1 Predvidanje ARIMA procesa

Neka je {X;} ARIMA(p,d,q) proces i ozna¢imo s {¥;} = {A?X,} odgovarajuéi ARMA(p,q) proces.
Predikciju za {X;} moZemo dobiti na osnovu predikcije za {Y;}. Primjerice, ako je d = 1, onda
odrezanu predikciju moZemo dobiti kao

!/ !/ !
T, X0 n =I5, X0 n—1 + 105, Y0,
$to ra¢unamo rekurzivno i ra¢unamo IT),Y,,;, kao §to smo pokazali. Varijancu greske predikcije je
nesto teze izracunati, ali moZe se aproksimirati kao u (I11.6.5)

h—1
vp=02Y vy, (111.6.9)
j=0

gdje je v} koeficijent uz z/ u razvoju

e
V&= 5ma o

m Primjer 111.6.3 Neka je
X, =X 1 +u+7z, {Z}~WN(0,0%).

Radi se 0 ARIMA(0, 1,0) procesu s konstantnim ¢lanom (ako je Sum n.j.d. to je slu¢ajna Setnja s
driftom). Odrezana predikcija je

X =0 X1+ +0=T0X, o +2U ==X, +hp,
dok je greska predikcije
Xoin =0 X n =Xy ho1 + M+ Zngn — X —hit =Xy n2+ 20+ Zysh1 +Znin —Xn — ik = Zog 1+ Zy s
Srednjekvadratnu gresku predikcije moZemo egzaktno izraunati
E (X,1n—TTX,15)° = ho?.
Aproksimacija u (II1.6.9) je egzaktna u ovom slucaju jer je

1 o
Vi) =——=) 7, <],
11—z =0

paje y; =1za j>0,stogav, = ho?.

111.6.2 Zadaci
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Zadatak 111.6.2 Neka je {X;,t € Z} MA(2) proces s o¢ekivanjem

(a)
(b)

7
Zadatak 111.6.3 Dostupni su podaci vremenskog niza —1.6, —0.86, 0.67, 0.43, 0.74.
(a)
(b)

Xl :“+Zf+elzt—1 +622f—27 {Zt} NWN(O, 62)

Za h > 1 odredite odrezanu predikciju za X, , na osnovu Xi, ..., X, te izracunajte aprok-
simaciju srednjekvadratne greske predikcije.

Na osnovu 1000 podataka vremenskog niza napravljena je procjena parametara za ovaj
model te su dobivene vrijednosti [l =5, 62=1, él =0.5, éz = 0.4. Reziduali w; iznose
w1000 = 0.1 1 wggg = —0.1. IzraCunajte 95%-tni pouzdani interval predikcije za jedan
korak unaprijed ako je Sum Gaussovski.

Na osnovu podataka procijenjeni su parametri AR(1) modela te je dobiven model
X[ — 059Xf—1 +Zla

i reziduali —1.29,0.08,1.18,0.04,0.49. Odredite odrezane predikcije za jedan i dva
koraka unaprijed.
Na osnovu istih podataka procijenjeni su i parametri MA(1) modela te je dobiven model

Xi =2, +17,_4,

ireziduali —1.13,—0.05,0.61,—0.09,0.75. Odredite odrezane predikcije za jedan i dva
koraka unaprijed. Ako je varijanca bijelog Suma procijenjena na 0.558, izraCunajte
aproksimaciju srednjekvadratne greske predikcija za & > 1 koraka unaprijed. Odredite i
odgovarajuée 95%-tne pouzdane intervale ako pretpostavimo da je Sum Gaussovski.

Zadatak 111.6.4 Izraunajte predikcije za jedan i dva koraka unaprijed ARIMA(1,1,0) procesa te
aproksimacije srednjekvadratne greske. "
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U ovom poglavlju najprije éemo definirati sezonalne modele koji su korisni kada podaci
vremenskog niza pokazuju jasnu sezonalnost (primjerice mjeseCne temperature, mjesecna stopa
nezaposlenosti). Ovakvi modeli jednostavno se uklapaju u opcu teoriju ARMA donosno ARIMA
procesa. Nekada ipak nije jasan period sezonalnosti koji se pojavljuje u podacima kao Sto je
to primjerice period 12 za mjesecne podatke. U drugom dijelu ovog poglavlja bavit ¢emo se
spektralnom teorijom koja omogucava karakterizaciju stacionarnih procesa na osnovu perioda.

Pretpostavimo da traZimo model za podatke vremenskog niza koji pokazuju jasan sezonalni
period s (primjerice s = 12). Sezonalna komponenta moZe se ukljuciti u model kao deterministicki
trend, primjerice

Xl‘ = ut + Yl‘7
gdje je {Y;} stacionaran proces a trend moze biti
B, t=1,s+1,2s5+1,...,

He =4
Bs, t=1s,253s,...,

ili kosinusni trend
W = Bcos(2mft+ D).

Medutim, nije uvijek dobro pretpostaviti da se sezonalna komponenta precizno ponavlja iz ciklusa
u ciklus. Sezonalni ARIMA modeli dozvoljavaju slucajnost u sezonalnom uzorku iz ciklusa u
ciklus.



IV.1. Sezonalni ARMA procesi

Generalizacijom ARMA procesa dobivamo sljedecu definiciju.

Definicija IV.1.1 Za proces {X;} kazemo da je sezonalni ARMA proces reda (p,q) x (P,Q); za
P,q,P,0 € Ny, s € N ako je stacionaran i

¢(B)®(B’)X; = 6(B)O(B’)Z;, 1€,

gdje je {Z;} ~WN(0,0?), s je period i

¢(z2) =1—diz—-— 92",
D) =1-@iz——@pz’,
0(z) = 1+61z+ -+ 6,27,
O(z) = 14 Dz +--- + 922

PiSemo {X,} ~ SARMA(p,q) x (P,Q)s.

Uoc¢imo da se zapravo radi o ARMA procesima ali kod kojih je veci broj parametara jednak
nuli. Uvjeti za egzistenciju stacionarnog rjesenja su analogni kao kod ARMA procesa s tim da je
karakteristi¢ni polinom ¢ije nultocke promatramo sada ¢ (z)®(z*). Sjetimo se i da linearni filteri
komutiraju pa poredak polinoma u jednadzbi niSta ne mijenja.

m Primjer IV.1.1 Neka je X; = O(B*)Z;, ©(z) = 1 + 9z, odnosno

Xl - ZI + 1912[75'

Radi se o sezonalnom MA(1) procesu $to Cesto oznacavamo kao SMA(1); = SARMA(0,0) x (0,1),.
Uoc¢imo da ga moZemo promatrati i kao obi¢ni MA(s) proces kod kojeg su svi koeficijenti osim
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posljednjeg jednaki nula. Lako izra¢unamo da je ACVF

V(h) =E(Z+0Z—s) (Zisn+ 1 Ziins)
=EZZn+NEBZZin+NEBZZip s+ O EBZZns

o2, h=0, %o, h=—s, ho?, h=s, vic?, h=0,
0, h#0, |0, h+#—s, |0, hts, |0, h+#0,
(1+ 902, h=0,

= 1.9102, ’]/l| =3,

0, inace.

Dakle, korelacija postoji samo na koraku 0 i s. Opcenito, SMA(Q); = SARMA(0,0) x (0,Q);
proces ima korelacije samo na koracima 0, s,2s, ..., Qs.

m Primjer IV.1.2 Neka je {X;} zadan s
O(B)X; =7, {Z}~WN(0,0%),

gdje je ®(z) = 1— @1z, |¢;] < 1, odnosno
X =0 Xi—s+ 7.

Proces je poznat i kao SAR(1); = SARMA(0,0) x (1,0), i moZemo ga promatrati i kao AR(s) proces
kod kojeg su svi koeficijenti osim posljednjeg jednaki nula. ACVF moZemo izracunati slicno kao
kod ARMA procesa. MnoZenjem s X;_j 1 uzimanjem ocekivanja slijedi za & > 1 zbog kauzalnosti

(er |@1| < 1)
Y(h) =E(X:X;—n) = @1 E(X;—sX;—n) +E(Xi1Z;) = @ry(h—s).

1z toga dobijemo y(1) = @17(1 —s) = @1y(s — 1) = (1) §to povlaci daje y(1) =0i y(s— 1) =0.
Isto dobijemo za y(2) = 01 y(s —2) = 0 i dalje. MnoZenjem s X; i uzimanjem oCekivanja slijedi

EX’ = @17(s) +E(X,Z),
Sto zbog E(X,Z,) = @1 E(X,_,Z,) +EZ? daje
7(0) = @1¥(s) + 0.
Iz prethodnog je 7(s) = ¢1Y(0) iz Cega slijedi y(0) = @?7(0) + 6% odnosno

(72

¥(0) = 1_7%2

Nadalje, 7(s) = @17(0), y(2s) = ¢17(s) = @?7(0) i zakljucujemo

1-¢7

(h) o (Plk‘, ako je h =ks zaneki k € Z,
’}/ =
0, inace.

Opéenito, SAR(P)s; = SARMA(0,0) x (P,0), proces ima korelacije samo na koracima 0, s,2s, ...
koje opadaju u nulu eksponencijalno brzo.
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Zadatak IV.1.1 Neka je
X, =0.5X,_1 +0.5X;_12 —0.25X,_ 13+ Z +0.8Z,_12, {Z} ~WN(0,0?).

O kojem SARMA procesu se radi?
(Uputa: zapisite pomocu polinoma u B i faktorizirajte, rjesenje je SARMA(1,0) x (1,1)15.)



IV.2. Sezonalni ARIMA procesi

Nestacionarnost u sezonalnom smislu moze se pojaviti kada je proces gotovo periodican.

= Primjer IV.2.1 Pretpostavimo da promatramo prosjecne mjesecne temperature kroz godine te da
su temperature u istim mjesecima priblizno jednake. U tom slucaju ima smisla razmatrati model
oblika

Xi=8+74,

gdje je {Z} ~WN(0,6?) §um a {S,} sezonalna komponenta koja se sporo mijenja od godine do
godine sli¢no kao slucajna Setnja

St = Stflz +VVt

gdje je {W;} bijeli Sum nezavisan od {Z;}. Podaci iz ovakvih modela mogu se prepoznati po
sporom opadanju uzoratke ACRF na koracima 12,24,36,.... {S;} nije stacionaran pa onda ni
{X;}. Promotrimo li proces

U =Xi — Xi—12,
vidimo da je
U=S+Z—-S-1n—2Zi-n= Wi +Z—Z 1,
bijeli Sum SMA(1)12
iz Cega slijedi da je {U;} stacionaran. Za h > 1 dobijemo
Cov(Up,Uppn) =E(W,+Z = Zi—12) Wish +Zish — Zysn—12))
—o?, || =12,
=—E[ZZ 1214 —ElZi—12Zi 4| +E[Zi—12Zi—1244] = 0. Ih| £ 12,
Dakle, {U, } ima korelacijsku strukturu SMA(1);, procesa.

Kao §to vidimo iz prethodnog primjera, sezonalnu nestacionarnost ovakvog tipa moZemo
eliminirati sljede¢im operatorom.
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Definicija IV.2.1 Za proces {X;} operator sezonalnog diferenciranja na koraku s € N definiran
jes
ASXI - Xt _ths - (1 - Bs)Xt.

Definicija IV.2.2 Neka je d,D € Ny. KaZzemo da je {X;} sezonalni ARIMA proces reda
(p.d,q) x (P,D,Q); ako je { AYAPX, } SARMA(p,q) % (P,Q); proces. PiSemo {X,} ~ SARIMA(p,d,q) x
(P,D,Q)s.

SARIMA model moZemo zapisati kao

0(B)D(B)(1 - B (1 - B)°X, = 6(B)O(B")Z,, 1€,

Zadatak IV.2.1 Neka je {X;} proces definiran s

X, =Y+ St + Zt,

Y, =Y + W,

St =S8-s+Vi,
gdje su {Z;}, {W; } i {V;} nezavisni bijeli Sumovi ({¥;} daje stohasti¢ki trend, a {S;} sezonalnu
nestacionarnost). Pokazite da je {AAX, } stacionaran i odredite korelacijsku strukturu.

[Uputa: raspisati i zakljuciti stacionarnost jer je zbroj stacionarnih. Korelacijska struktura odgovara SARMA(0,1) x

(0,1)5 procesu. ] ]

R) Praktikum. Simulacije i primjeri.



IV.3. Prilagodba SARIMA modela i predvidanje

Cijeli postupak prilagodbe modela je isti kao kod ARIMA modela. Kod identifikacije modela treba
najprije razmotriti stacionarnosti. Postojanje sezonalne nestacionarnosti moZe se uociti kao sporo
opadanje procijenjene ACRF na koracima s,2s, . ... U tom slucaju treba primijeniti diferenciranje na
koraku s. Ako tako diferencirani niz i dalje ima obiljeZja nestacionarnosti, onda se moZe razmatrati
i diferenciranje na koraku 1. Time se odrede d i D. Postupak identifikacije je nesSto sloZeniji jer
treba odrediti dva dodatna reda P i Q. Mogu se koristiti isti kriteriji kao u ARIMA slucaju (AIC,
BIC, ...).

Procjena parametara funkcionira jednako te u koraku dijagnostike treba provjeravati iste krite-
rije.

R) Praktikum. Prilagodba SARIMA modela.

Predvidanje je takoder ekvivalentno predvidanju ARIMA procesa. Ako je d > 01ili D > 0, onda
se rauna predvidanje SARMA procesa {¥;} = {AYAPX,} koriste¢i odrezane predikcije. Primjerice
zad =D =1 imamo

Y, = AAKX, = A(Xt —X,,x) =X X1 =X s+ X 51

Zadatak 1V.3.1 Odredite odrezane predikcije SARMA(0,0) x (1,0);, procesa te aproksimaciju
srednjekvadratne greSke predikcije. n

Rjesenje. Radi se o procesu

Xi =01 Xi—12+7Z,
pa je

0. X0 = QUL X n-12 +10,Z0n = UL Xy 12 4+ Wan = @10 X412,
iz Cega slijedi

H;Xn—s—h = (pIXn—',-h—lZa zah= 1, ceey 12,
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i opCenito
X h =0 X, 12,
gdjejek=|(h—1)/12] 10 <r < 12takav daje h = 12k+r+ 1. To bi mogli intepretirati primjerice
kao: predikcija u sije¢nju sljedece godine je sijeCanj ove godine pomnoZen s ¢, u sijeCnju za dvije
godine je sijeCanj ove godine pomnoZen s (plz.
Za gresku uocimo da je linearna reprezentacija procesa

1
1—¢B"

t =

Z = Z(an12 'z, = Zcplzt 125
J= J=

pa su koeficijenti dani s
o/, j=0,12,24,...,
Viji= oy
0, inace.
Stoga po (II1.6.5) je srednjekvadratna greska
h1 L-1y12) 1 — 2l=1/12)+2
Vh:gzz%;zcz (pljchz 1 .
=0 =0 1=

Uocimo da predikcija konvergira u ocekivanje (ovdje nula), a greSka konvergira u konstantu.

Zadatak IV.3.2 Odredite odrezanu predikciju SARIMA(0,0,0) x (0,1, 1), procesa te aproksima-
ciju srednjekvadratne greske. "

Rjesenje. Radi se o procesu

ApX, = (1+9B2)Z = X, =Xi_1n+Z +0Z_12,

0 Xon = 0, X0 12 + 10, Zpn + 010, Zy 12 = T, X - 12 + 010, Zy 12
Sto daje

h=1 H;,Xn+l =Xp-11+ 19an11>
h=2 H;Xn+2 =Xu-10+ 19an10>

h=12 H;Xn+12 =X, + W,
h=13 H;Xn+l3 :H;XnJrl :anll_'_ﬁanllv
odnosno, predikcija je konstantna na koraku 12 (primjerice, predikcije 1,13,25,...su jednake,

2,14,26.,. .. su jednake itd.)
Srednjekvadratnu gresku aproksimiramo s (I11.6.9). Prvo uo¢imo da je

W*(Z) _ > (1 + 19212) _ ZZIZJ(I +19212) — ZZ12] 4+ ZZ12(]+1)’
N Jj=0 i=0 j=0
pajeonda yjg =1, yj, =149, y5, =1+, ... i y; =0 inace. Stoga je aproksimacija
srednjekvadratne greske
el L(h—1)/12]
wm=0>Y yi’=0c1+ Y (1+0)?|=0"(1+[(h—1)/12)(1+0)%).
j=0

J=1

Uocimo da se aproksimacija srednjekvadratne greske svakih 12 koraka poveéava i raste u oo (to je
posljedica nestacionarnosti).
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R) Praktikum. SARIMA predvidanje.

Zadaci

Zadatak 1V.3.3 Odredite transformaciju kojom od procesa
X=X 1+(1+0)X; 6—(1+0)Xi7— 90X, 12+0X,-13+7Z;, {Z}~WN(0, c?), o] <1,

mozemo dobiti stacionaran proces. "

Zadatak I1V.3.4 Neka je X; razina vode u nekom spremniku u mjesecu #. Svaki mjesec 20%
vode iz prethodnog mjeseca se potrosi. Voda u spremnik ulazi oborinama koje se ne mijenjaju
znacajno u istim mjesecima kroz godine. Stoga je koli¢ina vode koja ¢e uéi u spremnik u nekom
mjesecu jednaka kolicini koja je usla u spremnik u istom mjesecu prosle godine uz gresku (Sum)
koja ima ocekivanje 0, varijancu 1 i nezavisna je iz mjeseca u mjesec.

(a) Definirajte proces kojim moZemo modelirati razinu vode u spremniku po mjesecima. O
kojem procesu se radi? (uputa: izrazite priljev vode u istom mjesecu prosle godine i to
iskoristite)

(b) Kojom transformacijom od tog procesa moZemo dobiti stacionaran proces? Odredite
funkciju autokorelacija tako dobivenog procesa.

(c) Razina vode u lipnju ove godine je 100, u srpnju prosle godine je bila 110, a u lipnju
prosle godine 90. Izracunajte (odrezanu) predikciju za srpanj ove godine.

Zadatak 1V.3.5 Vremenski niz diferenciran je na koraku 12, zatim na koraku 1 te je dobiven niz
za koji je procijenjena autokorelacijska funkcija. Dobivene su vrijednosti

p(12j) ~0.8/, jez,
p(12j+1)~0408/, jez,
p(12j—1)~ 0408, jez,
p(h) ~0, inace.

Na osnovu toga predloZite odgovarajuéi kauzalan i invertibilan SARIMA model i pri tome
specificirajte sve parametre. ObrazloZite svoju tvrdnju tako da usporedite teorijsku funkciju
autokorelacija tog procesa s gore dobivenim procijenjenim vrijednostima. "



IV.4. Spektralna analiza

Analiza vremenskih nizova razlikuje se od klasi¢ne statistike zbog toga Sto vremenski nizovi
pokazuju ponavljajuée ponasanje. Do sada smo procese promatrali regresijski u odnosu na proslost
i na taj nacin reprezentirali proces kao linearnu kombinaciju proslih vrijednosti Suma. Sada ¢emo
promatrati dekompoziciju procesa na komponente regularnosti. Regularnost ¢emo promatrati kao
periodicke fluktuacije procesa.

Osnovni cilj spektralne analize jest identificirati dominantu frekvenciju u procesu odnosno nizu.
Spektralna analiza Cesto se naziva analizom u frekvencijskoj domeni za razliku od dosadasnjeg
pristupa analize u vremenskoj domeni. Promatrat ¢emo neku vrstu Fourierove transformacije
strukture zavisnosti i njena svojstva.

Definicija IV.4.1 Neka je {X;} stacionaran proces s ACVF yte nekaje Y5 |y(h)| < oo. Spek-
tralna gustoca procesa {X;} (odnosno ACVF 7) je funkcija f: R — C definirana s

= Y ey Z cos (2mAh) y(h) —i Z sin (27AR) y(h).

Napomena IV.4.1
(i) Kako je |e 2"*"| =1, ondaje |[f(A)| < L5 .. |e 2™ | |y(h)| < oo po pretpostavci.
(i) Kako su 71 cos parne funkcije, f mozemo raCunati kao

fA) = +2Zcos (2mAh) y( (Z sin (2wAh) y +Zs1n —2mAh)y(— ))

0)+2 Z cos (2mAh) y(h). (IV.4.1)
h=1

(iii) Kako je cos periodi¢na s periodom 27, f(A) je dovoljno promatrati za A € [—1/2,1/2]. S
obzirom da je zbog (IV.4.1) f(—A) = f(A), dovoljno je promatrati primjerice A € [0,1/2).
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Propozicija IV.4.2 Spektralna gusto¢a ima sljedeca svojstva
(i) f(A)>0zasve A € (—1/2,1/2],
(i) zasve h € Z

1

v = [ p(a)dn.

1
2

Skica dokaza. (i) je tehnicki dok (ii) slijedi iz

1

/ thl C”L / Z 2mi(h—k)A dﬁ,— Z }/ / 2mi(h— )ldl ,y( )

2 S k=—oo

I\J\

Jerjef2 eXih=K)Ag) =1 za h = ki0 inade. [

Svojstvo (ii) prethodne propozicije govori da je spektralna gustoca f Fourierova transformacija
ACVF 7, odnosno 7 je inverzna Fourierova transformacija od f. Spektralna gustoéa moZze se defini-
rati kao funkcija f koja zadovoljava (i) i (ii) iz Propozicije IV.4.2 bez pretpostavke Y ;> |y(h)| < eo.
Tako definirana f je jedinstvena skoro svuda (proizlazi iz svojstava Fourierove transformacije,
sli¢no kao kod karakteristi¢nih funkcija).

U izrazima y(h)cos(2nAh) u (IV.4.1), A predstavlja frekvenciju — broj ciklusa u jedinici
vremena, a y(h) amplitudu ili visinu. Trajanje ciklusa je 1/A, primjerice A = 1/4 znaci da su
potrebna 4 trenutka za ciklus. Dakle, manja frekvencija znaci dulji ciklus i obratno.

m Primjer IV.4.1 — Spektralna gustoca ne mora uvijek postojati. Neka je {X;} zadan se

X; = Acos(myt) + Bsin(wot),
gdje su A i B nezavisne slucajne varijable EA = EB =0, VarA = VarB = 62 i ay € (0,1/2). {X;}
je stacionaran (vidi Zadatak 1.3.6.) i ACVF je

y(h) = 6% cos(2mawyh).
Uocimo da je 1/ @y period procesa — potrebno je 1/@y vremenskih trenutaka za puni ciklus, odnosno
ay je frekvencija (i to jedina frekvencija). Ovdje spektralna gustoca ne postoji jer se ¥ ne mozZe
zapisati kao [ : 1 €™ £(A)dA za neku f (sva masa bi morala biti koncentrirana u ay). Ipak, ako
stavimo za A ;[—1/2, 1/2]

05 A<*CO(),
FA)=1%, —ay<A<a,
o2, A >,

1 1
/z1 AT GE (L) = 62/21 AT GE (L) = 62E [ezmhz} — o2 (;e—zmhwo + ;ezmhwo)
T2 T2

2
% (cos(2mhamy) — isin(2mwhay) + cos(2mwhay) + isin(2whay))
o’ cos(2mhay) = y(h).
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Dakle, ne postoji funkcija gustoce ali postoji generalizirana funkcija distribucije F na [—1/2,1/2]
(generalizirana u smislu da moZe biti F(e) # 1, ali A — F(A)/F () je vjerojatnosna funkcija
distribucije).

Moze se pokazati da prethodno vrijedi i opcenito u smislu sljedeceg teorema.

Teorem IV.4.3 — Spektralna reprezentacija ACVF. Ako je Y ACVF stacionarnog procesa, onda
postoji zdesna neprekidna, neopadajuca, ograniCena funkcija F definirana na [—1/2,1/2],
F(—1/2) =0, takva da je

y(h) = / : P AR (2,).

_1
2

Funkcija F naziva se spektralna funkcija distribucije. Ako F ima gustocu, kaZemo da je
spektar neprekidan. Ako je F diskretna, kazemo da je spektar diskretan.

Vazna Cinjenica jest da se svaki stacionaran proces moZze predstaviti kao (beskonacna) linearna
kombinacija procesa iz Primjera IV.4.1. Primjerice, kona¢na linearna kombinacija ima oblik

k
Z (Ajcos(mjt) + Bjsin(wjt)),

dok generalizacija ima oblik stohastickog integrala

/ eZﬂ:ih?LdZ(A)’
(-1/2,1/2]

gdje je {Z(A)} proces s nezavisnim prirastima i kompleksnim vrijednostima. Takav rastav procesa
na komponente regularnosti naziva se spektralna reprezentacija procesa.

Procjena spektra

Sli¢no kao §to y(h) procjenjujemo uzoratkom ACVF ¥(h), spektralnu gustoéu f moZemo procijeniti
periodogramom. Za podatke xi,...,x, periodogram je funkcija

2
. Ae[-1/2,1)2].

—2miAt
t

Periodogram mozemo shvatiti kao uzoracku spektralnu gustocu iako negdje postoje razlike u
definiciji ta dva pojma. Radi se o modulu diskretne Fourierove transformacije. MoZe se pokazati da
je
h=n—1 )
_ Z e—27rz/lh:};(h)
h=—n+1

gdje je ¥ uzoracka ACVF. Ovaj procjenitelj se moZe zna¢ajno unaprijediti tako da daje zagladenije
procjene, no neCemo se time detaljnije baviti.

Primjeri
u Primjer 1V.4.2 — Bijeli $um. 1z (IV.4.1) za {X;} ~ WN(0, 6) imamo
f(A) =v(0) = o>

Spektralna gustoca je konstanta. Ime bijeli Sum dolazi od bijele svjetlosti — svjetlost koja sadrZi sve
boje spektra elektromagnetskog zracenja.
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m Primjer IV.4.3 — MA(1) proces. Za X, = Z, + 6Z,_; imamo y(0) = o2(1+62), y(1) = 6?0 i
y(h) =0zah > 2.1z AIV.4.1) slijedi

f(A) = 7(0) +2cos(2wA)y(1) = 6% (1+ 6% + 26 cos(27A)) .

Razlikujemo dvije situacije koje nose nazive po vidljivom spektru boja (boje ide crvena — Zuta —

zelena — plava — ljubicasta, od manje ka vecoj frekvenciji, odnosno od veée prema manjoj valnoj

duljini).

0 > 0 prevladavaju niske frekvencije §to odgovara duljim ciklusima, $to je povezano s pozitivnom
korelacijom (crveni spektar),

0 < 0 prevladavaju visoke frekvencije (kradi ciklusi) zbog negativne korelacije (plavi spektar).

u Primjer IV.4.4 Za AR(1) proces je 7(0) = 6%/(1 — ¢?) i y(h) = y(0)¢. Spektralnu gustocu

mozemo naci direktno iz definicije

oo

f(/l _ Z 7271717Lh}/(h) _ }/(0) + i 6727rilh,)/(h) + i eZn’ilh,y(_h)
h=1 h=1

1+ ie 277:17Lh¢h_|_ ZeQEtlh(p )

h=1 h=1

7271711 ¢62ml
(l 17¢e 2mid + 17¢62m7t

+

I+

q)eme?L (PZ + ¢62ml ¢2

e —2Til ¢e2ml + (PZ
2¢ cos(2mA) — 292
1 —2¢cos(2wA) + ¢2

1—¢2
1 —2¢cos(2mA) + ¢
o2

T 1—2¢cos(2aA) + 92

1+

gdje smo koristili
e + ¢ = cosx+isinx+ cosx —isinx = 2cosx.
Zadatak 1V.4.1 Odredite spektralnu gustoéu MA(2) procesa.
[Uputa: iskoristite (IV.4.1) i izraz za ACVF.] [
Rjesenje.

f(A) =0% (14 6]+ 67 +2(6; + 66,) cos(2TA) + 26, cos(47A)) .

Zadatak 1V.4.2 Odredite spektralnu gustoéu ARMA(1,1) procesa.
[Uputa: po definiciji koriStenjem izraza za ACVF poznat iz Zadatka 11.4.4.] ]

Rjesenje.

cos(4mA) — ¢pcos(2mA)

f(l) :Y(O)—|—2'}’(1)COS(27M’)+2¢Y(1) 1+¢2_¢cos(27t7t)
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I Zadatak 1V.4.3 Odredite spektralnu gustoéu SARMA(0,0) x (0,2);, procesa. .

Zadatak IV.4.4 Neka je {X;} linearan proces s reprezentacijom

X =Y wiz_; {z}~WN(0,0%).

Jj=—o
Pokazite da je spektralna gustoéa od {X; }
f()L) _ GZlP(e—Zn:il)lP(eZﬂ:il)’

gdje je ¥(2) = L7 _. /. .

R) Praktikum. Spektralna analiza.
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U ovom dijelu razmotrit ¢emo neke druge modele vremenskih nizova koji su ¢esti popularni u
praksi.



V.1. Visedimenzionalni vremenski nizovi

Cesto je vremenske nizove dobro promatrati kao komponente jednog visedimenzionalnog vremen-
skog niza kako bi se osim povezanosti svakog od njih sa svojom proslosti proucavala i njihova
medusobna povezanost.

Nakon razvoja Keynesijanske teorije u makroekonomiji 50-ih godina proslog stoljeca, popularni
su bili tzv. simultani modeli koji koriste jednodimenzionalne modele (jednadZbe), ali kao skup. U
sedamdesetima taj je pristup bio jako kritiziran jer nije uzimao u obzir interakcije izmedu razlicitih
varijabli.

Christopher A. Sims osamdesetih predlaZe novu strategiju na nacin da svaku varijablu razmatra
kao endogenu (zavisnu). Tako svake dvije varijable mogu biti u interakciji. Za taj je pristup, izmedu
ostalog, 2011. godine dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju. U klasi linearnih modela posebno su
vazni VAR (vektorski AR) modeli na osnovu kojih je cilj promatrati kako Sokovi djeluju na sustav
kroz vrijeme. To je u makroekonomiji posebno vazno jer je nemoguce provoditi eksperimente.

Pretpostavimo da raspolazemo s m > 2 vremenskih nizova x; 1,...,X;,, i = 1,...,m. Model
za ovakve podatke je viSedimenzionalni slucajni proces {X;, r € Z} — familija slucajnih vektora
X: = (Xi4,...,Xm,) definiranih na istom vjerojatnosnom prostoru. Posebno, za i =1,...,m je

{Xis, t € Z} slucajni proces.
Za ovakav proces momente drugog reda predstavljaju:
 vektor ocekivanja

EXi,
“(I)ZEXZZ ) IEZ7
EX
* matrica kroskovarijanci
nitss) o Yim(,s)
ril,s 0 Pemllys
[(z,s) = ( ) . m(, ) eR™"  t,se,

yml(t7s) T ’}/mm(t,s)
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gdje je
%j(tvs) = COV(Xi,hvaS)'

Zai= j, ¥ je ACVF procesa {X;,}, dok za i # j, ¥, nazivamo funkcija kroskovarijanci
(CCVF) procesa {X;} i {X;;}. MoZemo pisati i

F([,S) =E [(Xt _“(Z»(Xs —IJ(S)>T] ’

pri ¢emu ocekivanje matrice racunamo po elementima. Treba uoditi da I'(¢,s) opCenito ne
mora biti simetri¢na te da to nije matrica kovarijanci slucajnog vektora. Naime, vrijedi

%j(tvs) = COV(XI'WXLS) = COV(XLS’XiJ) = in(S,l),

ali ne nuzno i y;;(z,s) = ¥;i(t,s).
Kao i u jednodimenzionalnom slucaju vaZznu ulogu imaju stacionarni procesi.

Definicija V.1.1 ViSedimenzionalni slucajni proces {X;, r € Z} je (slabo) stacionaran ako vrijedi
@) EXI»%, <oozasvetcZ,i=1,...,m,
(i) p(t) =p R zasvet € Z,
(iii) I'(t+h,t) ne ovisi ot za sve h € Z.

Za stacionarne procese moZemo definirati T'(h) := I'(t + h,t) = E[(X,4 — 1)(X, — p)"].
Uocimo da je za h = 0 radi o matrici kovarijanci

I'(0) =E[(X, —p)(X, - I‘)T]

slucajnog vektora (Xj;,...,Xn,). Ako je {X,} stacionaran, onda je {X;,} stacionaran za sve
i=1,...,ms ACVF ¥;. Uotimo da je opCenito ¥;; # ¥;i, ali vrijedi sljedece

Yij(h) = Yij(t+h,t) = Cov(X4n, X)) = Cov(X;,, Xir4n) = Vji(t,t +h) = ¥ji(—h).

Analogno moZemo definirati matricu kroskorelacija za stacionarne procese

pu(h) -+ pim(h)
R(H) = le.(h) Pzrrf(h) hez
pui(h)  Prn(h)
gdje je
%i(h)

pij(h) = 070

Zai= j je p;; ACRF procesa {X;,}, dok za i # j, p;; nazivamo funkcija kroskorelacija (CCRF)
procesa {X;,; } i {Xj,}.

m Primjer V.1.1 ViSedimenzionalni bijeli Sum s o¢ekivanjem 0 i matricom kovarijanci X je staci-
onaran slucajan proces {Z,,t € Z} takav da je

S, h=0,
F(h)_{o h+0.

Pisemo {Z,} ~WN(0,X).
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Sli¢no kao i ACVF, funkciju kroskovarijanci mozemo procijeniti na osnovu nizova podataka
Xily--+9Xin ixj71,. .. ,ij, S

1 n—h

5/\1](]1) = ; Z (xi7k+h —fl'ﬂ)(x]"k —fjJ,), za0<h< n,
k=1

%i(h) =7i(=h), za—n<h<O0.
Funkciju kroskorelacija procjenjujemo s
%i(0)755(0)

Ubuduce ¢emo uglavnom promatrati dvodimenzionalne procese (m = 2) za §to ¢emo koristiti
jednostavnije oznake
* proces

pij(h) = za —n<h<n.

« olekivanje
wo = [0 = [53].

* kroskovarijance

() wer(s)
Ls) = [m(r,s) W(t5) ]

gdje su %((tas) = }’11(1‘,5‘) i }/Y(tas) = YZZ(IaS) ACVF te ’)/X,Y(tas) = y12(tas) i %’X(t?s) =
7121(t,s) CCVF (analogne oznake koristimo za ACRF i CCRF).

Zadatak V.1.1 Odredite funkcije o¢ekivanja, ACVFE, CCVF, ACRF i CCRF za proces {[X;,Y]7,t €
Z}, gdje je {X,} ~ I1ID(0,0?) i

th — Xl + 0.8Xt71.
Radi li se o stacionarnom procesu? "

Rjesenje. Lako se izraCuna:
* funkcija oCekivanja

wo-[5]-f] e

« ACVF
2
c°, t=s,
t,s) =
Y (t,s) {0’ (s,
1.6402, t=s,

¥(t,s) =4 0802, |t—s|=1,
0, [t —s| > 1,
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e ACRF

0, t#s,

1, t=s,
pY(tvs): %a ’t_slzla

0, [t —s| > 1,

* CCVF

Yy (t,5) = Cov(X,,Y,) = EX,Y, —EX,EY,
= E[X,(X,+0.8X,_1)] = EX,X, + 0.8 EX,X,_,

2 1= 2, t=s5-1
— 0-7 s’—|—0.8 G? N 9
0, t#s, 0, t#£s—1,

2

(O t=s,
== 0.862, [=5— 1’
0, inace,
Wx(t,5) = Cov(¥;, Xs) = Cov(Xs, i) = Wy (5,1)
627 r=s,
= 0.862, s=1— 1’
0, inace,
* CCRF
! ¢
pxy(t,s) = Yey(t,5) _ Yxy(t,8)
Vi n)w(ss) V16404
l —
\/m: t S,
— ¢ 08 f—s—1
V164’ )
0, inace.

Uoc¢imo da yx (t + h,t), w(t+h,t), yxy(t +h,t) i Y x(t +h,t) ne ovise o pa

_ %((t+h7t) W,Y(t+h71)
PUARD) = | v ht) Wl +hi)
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ne ovisi o ¢ i proces je stacionaran. Stoga mozemo definirati te funkcije kao funkcije jedne varijable

)= pl+hpy =00 "=0
’yX - ’}/X ’ - 07 h 7& 07
1.646%, h=0,
¥(h) =Ww(t+ht)=<¢080%  |h=1,
0, inace,
o2, h=0,
Yy (h)=vy(t+ht)=<0802 h=-1,
0, inace,
o2, h=0,
Yx(h)=1wx(t+ht)=1<0.806% h=1,
0, inace.

Uocimo da ¥y y (h) nije parna, ali vrijedi ¥x y (h) = Cov(X;4p,Y;) = Cov(¥;, Xi4n) = Yx (—h).
Rr) Praktikum. Primjer.

Zadatak V.1.2 Odredite funkciju kroskorelacija dvodimenzionalnog procesa

m:[ Z+ 37 ]
Y, Xio1+3X-10)

gdje je {Z,} ~WN(0,02). .

Rjesenje. Prvo odredimo CCVF. Kako je EX; =0, ondai EY; =0 pa
1 1 1 1
Yy (t,s) =EXY; = EE[Zth—l] +5 E[Z: X, 10] + ZE[ZI—IXS—I] + ZE[ZI—IXS—IO]-

Uocimo da je

o2, u=v,
EZ,X, = %627 u=v—1,
0, inace,
iz Cega slijedi
(%62, t—s=-2,
%GZ, t—s=—1,
%62, t—s=20,
Yxy(t,s)= %62, t—s=-9,
202, t—s=-10,
102, t—s=—11,

0, inace.
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Lako se izracuna da je

5
VarX, = 162,

5
VarY; = goz,

iz Cega slijedi

pxy(ts) = Wr(ts) (L)
Y Vv VarX; VarY, 4%/50'2'

Zadatak V.1.3 Neka su A i B nezavisne sluéajne varijable s oéekivanjem 0 i varijancom 62 i {X;}
i {Y;} procesi definirani s

X, = Acost + Bsint,
Y, = Bcost + Asint.

Pokazite da su {X;} i {¥;} stacionarni, ali proces {[X;,¥;]” } nije.
[Uputa: da su {X;} i {¥;} stacionarni je Zadatak 1.3.6, pa treba samo izra¢unati CCVF.] (]

Prethodni zadatak pokazuje da stacionarni procesi ne tvore nuzno dvodimenzionalan stacionaran

proces.

VARMA procesi
Generalizacijom ARMA procesa dolazimo do vektorskih ARMA (VARMA) procesa.

Definicija V.1.2 Slucajan proces {X,, € Z} je m-dimenzionalan VARMA(p,q) proces ako je
stacionaran i ako je

X —PX 11— —PX, ,=2Z,+01Z;, 1 +---+0,Z,_,, 1€,
gdje je {Z;} ~WN(0,X) i ®y,...,P,, Oy,...,0, matrice dimenzije m X m.
JednadZbu moZemo zapisati kao
®(B)X, = ©(B)Z,,
gdjeje BX; =X, i

qD(Z) ZI—q)lz—"'q)pr,
O(z) =1+0O1z+---+0,7%,

su karakteristi¢ni polinomi s vrijednostima u skupu matrica dimenzije m x m. MoZe se pokazati
da vrijede analogni rezultati kao u jednodimenzionalnom slucaju. Od ove klase u primjenama se
obicno koriste vektorski autoregresivni model (VAR) koje dobijemo za ¢ = 0.

VAR procesi
VAR(p) proces je VARMA(p,0) proces {X,}, odnosno

X,:¢1X,71—|—"'+¢‘pX;,p+Zt, tEZ
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; , onda i-ta od m jednadZbi ima oblik

Ako oznacimo ®; = [(]).@

77777

1 1 1
Xis =¢l~(1 X, i1+ ¢,-(2 )Xz,t—l +- ¢i(m)Xm,t—l

+ ¢i(1p)X17tfp + ‘Pi(zp)XZ,tfp +oet ‘Pigﬁ)xm»tfp +Zi.
m Primjer V.1.2 — VAR(1) proces i m = 2. Neka je {X,} ~ VAR(1) proces
X, =®X, 1+Z
im=2
o S I e AR A
JednadZbe moZemo zapisati na sljedeéi nacin

Xy = 0uXi—1+012X0,1+2Z1y,
X0 = 00X1-1+00X0,1+ 2.

Karakteristi¢ni polinom VAR(p) procesa je polinom s vrijednostima u skupu matrica dimenzije
mxm

D(z) =1—P1z—--- Py’

Uvjeti za postojanje stacionarnog i kauzalnog rjeSenja analogni su jednodimenzionalnom slucaju.
Primjerice, ako je

det®(z) #0 zalz| < 1,z€C,

onda VAR(p) jednadzba ima jedinstveno stacionarno rjeSenje koje je kauzalno. Kauzalnost ovdje
znaci da je X, mogucle reprezentirati kao

oo

X, =Y ¥z,
J=0

za neki niz matrica {'¥;} koji je apsolutno sumabilan u smislu }.7_ ||'¥/;|| < o za neku matri¢nu
normu || - ||.

Zadatak V.1.4 Provijerite je li proces {[Xi,X2,]" } zadan s

1 1
Xy, = §X1,:71 T ZXZ,tfl +Ziy,
1 1
Xp, = ZXl,tfl T §X2,t71 +2Zay,
kauzalan. n

Rjesenje. Radi se o VAR(1) procesu pri cemu je

11
B(e) = I— Dz, Dy — {% ]
)
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Iz uvjeta

1 _1
det®(z) = ‘1 2° ar

dobijemo da z; =4 iz, =4/3. Kako je |z;| > 11 |z2| > 1, proces je kauzalan (i stacionaran).

Koraci izgradnje VAR modela sli¢ni su kao kod ARMA proces. Ulazni nizovi moraju izgledati
kao realizacije stacionarnih procesa $to znaci da ih treba diferencirati, oduzeti trend ili transformirati
ako je potrebno. Time se moZe izgubiti dio informacija o vezi komponenata pa postoje modeli i za
nestacionarne nizove (nesto o tome ¢emo spomenuti kasnije).

Predikcija za VAR modele je jednostavna kao i za AR i predikcije na osnovu konacne i
beskonacne proslosti te odrezane predikcije su jednake. Primjerice za jedan korak unaprijed je

Han+1 =P X, +--- +q)anfp+l'
Za h > 1 koraka unaprijed definiraju se rekurzivno.

Zadatak V.1.5 Odredite funkcije autokovarijanci i kroskovarijanci stacionarnog VARMA(0, 1)
procesa

il = ]+l
gdie je {(U, V)" } ~ WN(0,) i

2 1 05 0.5
Z_[l 2}’ G_{o 0.5]'

Rr) Praktikum. Primjer.

V.1.3 Granger uzroc¢nost

Jedno od najvaznijih pitanja vezanih uz VAR modele je koliko su neke varijable korisne u predvida-
nju drugih. S druge strane, regresijske metode reflektiraju samo postojanje korelacija, a klju¢no bi
bilo pokazati uzro¢nost u varijablama (jedna varijabla uzrokuje drugu).

Za uzrocnost je potrebno imati teorije (primjerice, ekonomsku teoriju), a jednu vrstu uzrocnosti
uveo je Clive Granger (dobitnik Nobelove nagrade za ekonomiju 2003. godine). Osnovna ideja jest
da uzrok ne moZe do¢i nakon posljedice i ako jedna varijabla (velic¢ina) uzrokuje drugu, onda bi
ona trebala poboljsati predikciju te druge varijable. Za pocetak promotrit ¢emo uzro¢nost izmedu
dvije varijable (procesa).

Neka su {X;} i {Y;} dva procesa. Kazemo da {¥;} Granger uzrokuje (ili uzrokuje u smislu
Grangera) {X;} ako je zaneki h > 1

2 2
E (Xsn =TT x, %, 1t} X)) < B Xon =TT x,x, 1) Xnen) (V.1.D)

Rijecima, to bi znacilo da je srednjekvadratna greska predikcije na osnovu proslosti od {X;} i {Y;}
strogo manja od srednjekvadratne greske predikcije na osnovu samo proslosti od {X; }. Dakle, {Y,}
ja informativan u predvidanju buduénosti od {X;}. Ovdje IT oznacava linearnu predikciju, ali Cesto
se u definiciji koristi i uvjetno ocekivanje i filtracije.
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Postavlja se pitanje kako provjeriti Granger uzro¢nost. Pretpostavimo da su {X;} i {Y¥;} dva
procesa takva da je {[X;,Y;]” } stacionaran proces opisan VAR(p) modelom
1
o 0

(p)
xt] [x} [% 0 {x] H
[Yr o3 95| L o) 0| Yp] |22

22
Predikcija jedan korak unaprijed je

1
Han-H = ¢1(1)Xn +--+ ¢1(117)Xn+1—p

Sto je isto kao Iy x, x, ..., % ...} Xn+1 Pau (V.1.1) imamo jednakost. Stoga {Y;} ne uzrokuje
{X;} u smislu Grangera. Dakle, za m = 2 ako su matrice koeficijenata donje trokutaste, onda nema
Granger uzro¢nosti {¥; } na {X; }. MoZe se pokazati i obrat.

Ova Cinjenica moze se iskoristiti za konstrukciju statistickog testa koji testira

Hy : (7)1(;) =...= (1)1(5) =0 ({¥;} ne uzrokuje {X;} u smislu Grangera)

Sto se moZe testirati odgovarajuéim F-testom. Ostaje pitanje kako na osnovu podataka odabrati
prikladan p. MoZe se pokazati da je test osjetljiv na izbor p.

Kada imamo viSe od dva procesa, Granger uzrocnost nije jednostavno identificirati. Primjerice,
ako je {X,;} VAR(1) proces, m =3 i

o1 ¢ O
P = [P ¢ 03
031 02 933

onda je
I[,X1 001 = 011 X100+ 912X2.

pa X3, nije relevantan za predikciju jedan korak unaprijed od {X;,}. Medutim, {X3,} je vezan
uz {Xp,} ako je ¢o3 # 0, a {Xz,} je vezan uz {X;,} ako je @12 # 0 pa ¢e {X3,} indirektno biti u
predikciji od {X; ;} za h > 2 koraka unaprijed.

Za vise varijabli uzro¢nost se moZe promatrati tako da grupiramo varijable. Primjerice, moZemo
promatrati uzrokuje li {X3,} procese {Xi,} i {X2,} zajedno. Hipoteza je u tom slucaju ¢13 = ¢o3 =
0 (matrica je blok donje trokutasta).

Granger uzro¢nost ne mora nuzno odgovarati pravoj uzroc¢nosti zato se ¢esto koristi i pojam
prediktivna uzro¢nost. Osim toga, smjer uzroCnosti treba uzeti s oprezom. Naime, u nekim
slucajevim moguce je transformacijama posti¢i drugi smjer uzrocnosti i opéenito smjer ovisi o
dobroj specifikaciji modela.

R) Praktikum. Primjeri.

Kointegracija
Pretpostavimo da imamo podatke iz dvije nezavisne slucajne Setnje

Xi=Xi_1+U,
Y=Y +‘/17
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tako da su {U; },{V;} ~ IID(0,6?) nezavisni. Promatramo regresijski model

Ocekivali i da porastom veli¢ine uzorka Bl — 0 i koeficijent determinacije R*> — 0 jer su {X;} i
{Y;} nezavisni. Medutim, to nije istina. Ova pojava je poznata kao lazna ili prividna korelacija
(eng. spurious correlation), a posljedica je nestacionarnosti promatranih procesa ili ¢injenice da
korelacija ne povlaci uzro¢nost.!

Rr) Praktikum. Primjer.

Odgovarajuéi koncept za regresiju dva nestacionarna procesa je kointegracija.

Definicija V.1.3 KaZemo da su dva procesa {X, } i {¥;} kointegrirana ako vrijedi
(i) {X;}1{Y;} nisu stacionarni, ali {AX;} i {AY;} jesu,
(ii) postoji B # 0 takav da je {¥; — BX,} stacionaran proces.

Dakle, kointegrirani procesi su nestacionarni, postiZu stacionarnost jednim diferenciranjem,
a njihova linearna kombinacija je stacionarna (ponistavaju medusobnu nestacionarnost ili imaju
zajednicki stohasticki trend). Za kointegrirane procese postoje posebni vektorski modeli. Naime,
diferenciranjem svakog niza posebno mozemo ukloniti informaciju o povezanosti pa postoje modeli
koji direktno uzimaju nestacionarne procese.

m Primjer V.1.3 Nekaje S, = S; | + 7, {Z} ~ IID(0,6?), slu¢ajna Setnja i
X =S+U,
Y, =8+V,

gdje su {U,} i {V;} nezavisni bijeli Sumovi. Tada vrijedi (i) iz Definicije V.1.3 i
i —-X =V, - U

je stacionaran pa vrijedi i (ii)) uz g = 1.
R) Praktikum. Primjer i kointegracijski testovi.

Zadatak V.1.6 Neka je {X;} kauzalan AR(2) proces
X =0 X1+ 9Xi2+7,

{Z} ~WN(0,0?%)i
Y, =X1.

(a) PrikaZite dvodimenzionalni proces {(X;,¥;)”} kao odgovarajuéi VAR proces. Je li
{(X;,Y;)T} stacionaran i kauzalan? Jesu li {X,} i {¥;} stacionarni procesi? Obrazlo-
Zite odgovore.

(b) Izrazite funkciju kros-kovarijanci procesa { (X;,Y;)” } u terminima funkcije autokovarijanci
Yx procesa {X;}.

(c) Pretpostavimo sada da je u prethodnom ¢; = —1 i ¢, = 2. Jesu li procesi {X;} i {¥;}
kointegrirani?

IBrojni apsurdni primjeri mogu se vidjeti na http://tylervigen. com/spurious-correlations
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V.2. Modeli uvjetne heteroskedasticnosti

Ovakvi modeli posebno su vazni za financijske podatke, posebno za log-povrate neke financijske
imovine koje kroz vrijeme pokazuju promjenjivu volatilnost. Za pocetak ¢emo zato razmotriti neke
tipicne karakteristike log-povrata na neku financijsku imovinu.

V.2.1 Tipiéna svojstva log-povrata financijskih vremenskih nizova

Ve¢ smo objasnili prednosti log-povrata nad samim nizom i obi¢nim povratima. Za log-povrate
financijskih podataka karakteristi¢na su sljedeca tipicna svojstva (eng. stylized facts):

* gotovo da ne postoji korelacija (bijeli Sum),

e kvadrati ili apsolutne vrijednosti log-povrata pokazuju koreliranost,

* volatilnost se mijenja u vremenu (pod volatilno§¢u mislimo opéenito na stupanj varijacije
niza u vremenu, no to ne zna¢i nuzno da se i varijanca mijenja i model i dalje moZe biti
stacionaran),

* prijelazi visokih razina dogadaju se u klasterima (eng. volatility clustering),

* distribucija log-povrata je asimetri¢na i to negativno (eng. negatively skewed), odnosno masa
je koncentrirana desno od nule, ali lijevi rep je dulji (padovi su veéi od rasta),

* imaju teSke repove.

Rr) Praktikum. Primjer.

Posljednje svojstvo treba detaljnije objasniti.

Definicija V.2.1 KaZemo da distribucija slucajne varijable X ima teSke repove (eng. heavy tails)
s repnim indeksom « > 0 ako je

P(|X| > x) = L(x)x™ %,

gdje je L sporo varirajuca funkcija, odnosno funkcija sa svojstvom L(rx)/L(t) — 1 kad t — o
zasvex > 0.
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Primjeri sporo varirajucih funkcija su L(x) = ¢, L(x) = logx i svaka funkcija takva da je
lim, 0o L(x) = ¢ # 0.

Rep distribucije s teskim repom opada u beskonacnosti pribliZzno kao opéa potencija. To
moZemo usporediti sa Z ~ .47(0,1) za koju P(|Z| > x) opada kao ¢™'/2 kad x — oo. Dakle,
za distribucije s teSkim repovima vjerojatnosti ekstremnih vrijednosti opadaju u nulu sporo kao
opca potencija. Stoga su realizacije ekstremnih vrijednosti vjerojatnije u odnosu na uobicajene
distribucije kao Sto je primjerice normalna. Takvu stvar je klju¢no uzeti u obzir u modeliranju (crni
labud).

Posebno, za distribucije s teSkim repovima vrijedi

ElX|?"<ezag<a,

E|X|?=0czag> a.
Tipicno je za log-povrate o u intervalu (3,5). Procjena repnog indeksa je opcenito tezak problem.
Distribucije teSkim repovima imaju brojne primjene u financijama, aktuarstvu, hidrologiji, ... .

m Primjer V.2.1 Pareto distribucija s parametrima o > 01 x,, > 0 ima funkciju distribucije

X\ &
F(x):{l(x) Y xem7

0, X < X,

i teZak rep s indeksom «.

m Primjer V.2.2 Studentova distribucije s v > 0 stupnjeva slobode ima gustocu

v+l

GO
f(x)_m<l+v> , x€R,

ima teSke repove s indeksom o = v.

= Primjer V.2.3 Slucajna varijabla X ima stabilnu distribuciju s parametrima a € (0,2], o > 0,
Be[-1,1]iueRakoje

E[e™] = exp{—0®r|* (1 —ifsign(r)tan () +iut}, a#1,
exp{—olt| (1+iBsign(r)log|t|) +iut}, o=1.
Funkcije gustoée i distribucije ne mogu se eksplicitno izraziti osim u nekim specijalnim slucajevima.
Za o < 2, stabilne distribucije imaju teske repove s indeksom a. Uocimo da je za & =2 to

N (u,6?) distribucija. Ova klasa distribucija posebno je zanimljiva iz sljede¢ih razloga:
* X ima stabilnu distribuciju ako i samo ako za sve n > 2 postoje C, > 01 D, € R takvi da je

d
Xl ++Xn :CnX+Dn7

gdje su Xi, ..., X, nezavisne i jednako distribuirane kao X. Primjerice, za X ~ .4 (u,c?) je

X1+-.-+XniJV(nu,n62)i\/ﬁX-HJH—IJ\/ﬁ-

* Vrijedi sljedeci grani¢ni teorem: ako su (X,) n.j.d. s teSkim repovima s indeksom a < 2,
onda postoje nizovi (a,) i (b,) takvi da vrijedi
Z?:] Xi - bn d

— Ya,
an

gdje je Y stabilna s indeksom o. Za uobi¢ajeni centralni grani¢ni teorem je a, = \/n = n'/?
i by = nEXj, dok je ovdje opéenito a, = n'/*L(n) za neku sporo varirajuéu funkciju L.
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U kontekstu financijskih vremenskih nizova, trazimo model na osnovu cijena Py, Py,..., Pr.
Primjerice, Black-Scholes(-Merton) model je P, = Pyet ™95 gdje je {B;} Brownovo gibanje. Radi
se o0 modelu u neprekidnom vremenu. Log-povrati su n.j.d. Gaussovski i nemaju gotovo nista
od tipi¢nih karakteristika koje smo naveli (osim nekoreliranosti). U tom smislu takav model nije
zadovoljavajudi.

V.2.2 ARCH(1) proces

ARCH (1) proces bit e stacionaran model u diskretnom vremenu koji pokriva veliku veéinu tipi¢nih
karakteristika financijskih log-povrata. Razvijen je 1982. godine u radu Roberta Englea koji je za
to 2003. godine dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju.

Definicija V.2.2 Proces {X;, t € Z} je autoregresivni uvjetno heteroskedasticni proces reda 1
ako zadovoljava jednadzbu

X =\/a+ouX2 &, teZ, (V.2.1)

gdjeje o >0, ¢ € (0,1) i {g} ~I1ID(0,1) takav da je & nezavisna od X;_| za svaki r € Z (pa
ondaiodX; ,zah > 1). PiSemo {X,} ~ ARCH(1). Niz {&} nazivamo niz inovacija.

Uobicajeno pretpostavljamo da je & ~ .47(0, 1), ali Cesto se koristi i Studentova distribucija.

Teorem V.2.1 JednadZba (V.2.1) ima jedinstveno strogo stacionarno rjesenje takvo da je EX? < oo,

Skica dokaza moZe se vidjeti u [2]. Za ARCH (1) proces vrijede sljedeca svojstva:
(i) ocekivanje je

EX,=E [,/aoqtochfl] Elg] =0,

(ii) ACVFzah>0je

EXX, iy =E [\/ 0o+ 0uX2 & /oo + X7, m]

=El[g4]E [81\/060+ uX? \/oco+ alX,ihl] =0,
(iii) varijanca je
VarX, = Ee2E [ao + uX? ;] = oo + ot EX? |

i Cega slijedi zbog stacionarnosti da je VarX; = ap/(1 —oy).
Iz prethodnog zakljucujemo da je ARCH (1) proces bijeli Sum i to strogo stacionaran, ali daleko od
IID Suma.

ARCH (1) proces ima svojstvo uvjetne heteroskedasticnosti — uvjetna varijanca procesa
uvjetno na proslost se mijenja u vremenu. To nije u kontradikciji sa stacionarnosc¢u, (bezuvjetna)
varijanca procesa je zaista konstantna.

Uvjetna varijanca slucajne varijable X uvjetnona Y je

Var(X |Y)=E[(X—E[X |Y])*|Y].
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Za ARCH (1) proces vrijedi

E[X |Xi-1,X2,...] =E [\/ 0‘0+051Xt2_1£t ’Xl‘—laxl—27"':|

=4/ OCO‘*‘OCIXIZ,IE[Q | X1, X 2,...]
=1/ + X Elg] =0,

Var (X, | X,—1,Xi—2,...) =E[X? | X,—1,X1—2,...]
= (a0 + X’ |)E[]
=ap+ X2 .
Dakle, uvjetna varijanca se mijenja u vremenu. Velika volatilnost u proslosti (X,{l), daje veliku
volatilnost u buduénosti i to rezultira klasteriranjem volatilnosti. Takvo svojstvo odstupa od ARMA
procesa. Primjerice, za kauzalan AR(1) proces X, = ¢X,_| +Z;, {Z;} ~ IID(0,6?), imamo
E[Xt ’ Xi—1,X-2,.. ] =0Xi— +E[Zt | Xi—1,X1-2, - ] =0Xi—1,
Var (X, | X1, X—2,...) = E [ (X, — 0X,—1)% | Xi—1,X,_, .. ] —E[Z X 1. 2,...]
=EZ’ =07,
pa je uvjetna varijanca konstantna.

Ako niz inovacija ima normalnu distribuciju, {X;} nema, StoviSe, vrijedi sljede¢e pomalo
nevjerojatno svojstvo.

Teorem V.2.2 Neka je {X;} ARCH (1) proces takav da & ~ .4#°(0,1). Tada {X;} ima distribuciju
s teSkim repovima s indeksom 2k, gdje je k rjeSenje jednadzbe
(2061 )u
VG

Tako svi sastojci w ARCH (1) procesu imaju kona¢ne momente, rezultirajuéi proces ima teske
repove. Dokaz se moze vidjeti primjerice u [3].

I'u+1/2)=1, u>0.

V.2.3 Generalizacije ARCH(1) procesa

Definicija V.2.3 Proces {X;, r € Z} je autoregresivni uvjetno heteroskedasticni proces reda p
ako zadovoljava jednadzbu

X, = 0,8,

o) = o+ X |+ X

t—p> tGZ’

gdje je aj >0, {&} ~1ID(0,1) i & nezavisna od X,_;, j > 1, za svaki t € Z. PiSemo {X;} ~
ARCH p).

Kako je {X;} bijeli $um, u ARCH (p) modelu proces volatilnosti {7} sli¢i MA(p) procesu
(moZe se tako zapisati).

I Definicija V.2.4 Proces {X;,t € Z} je generalizirani ARCH proces reda (p,q) ako zadovoljava
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jednadzbu

Xt = O1&,
2 _ 2 2 2 2
O; —O‘0+ﬁ161—1+"’+ﬁqct—q+a1Xt—l+"'+aPXt—pa 1€,

uz oznake kao kod ARCH procesa. Pisemo {X;} ~ GARCH (p,q).

Potrebna su ogranic¢enja na koeficijente kako bi 6> bio pozitivan. MoZe se pokazati da postoji
strogo stacionarno rjesenje konacne varijance ako i samo ako Zi-’:l o+ Zﬁ-’ Bj < 1. GARCH (p,q)
je takoder bijeli Sum i ima teSke repove.

Uoc¢imo da kod GARCH procesa velika volatilnost moZe doéi od velikih apsolutnih povrata, ali

i velike volatilnosti u prethodnom periodu.

R) Praktikum. Primjeri.

Predvidanje i VaR
Radi jednostavnosti promotrimo posebno {X;} ~ GARCH(1,1) proces

X, = 01,

o =ao+piot +auXr,, tc.

Oznadit éemo s IT,, najbolju predikciju na osnovu beskonaéne proslosti X, X, 1, ..., odnosno
IL,X=E[X | X\, X-1,...]-

Za h > 1 imamo
0, X0 = E[Cnsn€nsn | Xy Xn—1,---] = E[Cnan | Xus Xn—1,- -] E[€110] =0,

pa Ce predikcija jednostavno biti O (ili konstantno ocekivanje ako je razlicito od 0).
Za pouzdani interval predikcije koristimo predikcije procesa volatilnosti 6. Za h = 1

0,0, =a+PBE[0; | X0 Xu1,... | + W E[X] | X, X1, |
= ay+ P16 + oy X2,

Uocimo da je

Gt2+1 = o+ P Gt2 + OC]X,Z
= oo+ B0’ + 67} £ i 67
= o+ (0 + B1)07 + ou o} (g7 — 1)
azat=n+1

Gr%+2 =+ (a +/31)an+1 + 06163+1(83+1 —1),
pa slijedi

0,0, = oo+ (a1 + B1 )0y .
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Opcenito,

0,0, = &+ (on + Bi)IL,05
— a0 Y (o1-+ B+ (e + )3

_oo(l—(ar+p)"")
l—a—pBi

(o)) _ (o))
- 1—a1—ﬁ1+(al+ﬁl)h 1<631—061 ﬁl)

pa predikcija konvergira u og/(1 — a; — 1) kad h — o §to je (bezuvjetna) varijanca procesa.
Predikcija volatilnosti pada ili raste ovisno o predznaku drugog ¢lana.

Nekoliko puta naglasili smo da cilj modeliranja nije samo predikcija nego upravljanje rizikom
na osnovu modela. U tom smislu promotrit ¢emo value at risk (VaR) ili rizicnu vrijednost —
maksimalni gubitak (u apsolutnoj vrijednosti ili postotku) koji se moze dogoditi s vjerojatno$éu
« u razdoblju trajanja h. Primjerice, ako je ¢ = 0.05, A =1 i VaR = 100, to znaci da postoji
vjerojatnost 0.05 da u jedan dan vrijednost padne viSe od 100.

Dakle, radi se o a-kvantilu povrata u periodu n do n+ h na osnovu poznatih X, X, _1,...,
odnosno

+(on+B1)" oy

VaRnnJrh_lnf{xER P( n+h<x|XnaXn IP )Za},

gdje je X, log-povrat od n do n+h, ato je

— P P
Xn+h = IOg nP+h = IOg P —,:l_hl +---+lo 0g n+l ZXn+t
n n

Za GARCH (1,1) proces i korak 2 = 1 imamo X, .1 = X,+1 = O+1&:+1. Uvjetno na proslost,
X,,+1 ima normalnu distribuciju s o¢ekivanjem 0 i varijancom O',f 1 koju dobijemo predikcijom
10, G ;- Stoga, VaR?, | racunamo kao a-kvantil normalne distribucije s o¢ekivanjem 0 i varijan-

com HnGnJrl

n,n+

Rr) Praktikum. Primjer.

Zadatak V.2.1 Pokazite da GARCH(1,1) ima svojstvo uvjetne heteroskedasti¢nosti. Pokazite da
kauzalan i invertibilan ARMA(1,1) proces nema to svojstvo. n
Zadatak V.2.2 Neka je {X;} strogo stacionaran proces definiran s

X; = 0:&,
2

9

2
Gzl

gdje je {&} ~1ID(0,1) i & nezavisna od X;_; za j > 1 i nezavisna od o;.
(a) Izracunajte

Var (Xn+1 | Xn,anl,. . )

Ima li {X;} svojstvo uvjetne heteroskedasti¢nosti?
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(b) IzraCunajte
Var (Xn+2 ’ Xan—l 9000 ) o

Koriste¢i dobiveni rezultat, odgovorite: ako je {X;} model za dnevne log-povrate fi-
nancijske imovine, hoce li veliki pad (ili rast) danas imati efekta na volatilnost za dva
dana?

(c) Rijesite (b) dio za {X; } ARCH (1) proces. Usporedite i komentirajte.



V.3.1

V.3. Modeli u osiguranju

Osiguravajuca drustva moraju planirati svoje poslovanje tako da u svakom trenutku imaju dovoljno
sredstava za isplatu dospjelih Steta. Iznose Steta u vrijeme njihova nastanka nemogucde je predvidjeti
sa sigurnos$éu. Stoga je i visSak (kapital) osiguravatelja slucajan proces. U nastavku pretpostavljamo
da promatramo portfelj polica sli¢nog rizika. Modeli ¢e biti u neprekidnom vremenu.

Cramér-Lundbergov model

Kapital osiguravatelja krece od nekog pocetnog kapitala x > 0. Prihodi dolaze od prikupljanja
premija na osnovu prodanih polica, a rashodi od isplate dospjelih Steta.
Lundberg (1903) i Cramér tridesetak godina kasnije uvode sljedece pretpostavke:
(i) premije su deterministicke i dolaze po konstantnoj stopi ¢ > 0 (ukupne premije u intervalu
[0,7] su ct),
(ii) Stete (zahtjevi za isplatu) dolaze u vremenima 0 < 7} <7, < --- koja su sluCajne varijable —
dolazna vremena,
(iii) Steta u trenutku 7; ima iznos &; i {&;, i € N} su n.j.d. nenegativne (homogenost),
(iv) nizovi {T;,i € N} i{¢&;, i € N} su nezavisni,
(v) brojeci proces Steta

N=Y Ygen={ieN:T;<t}|, 1>0,
i=1

(broj Steta do trenutka ¢) je Poissonov proces s parametrom A.

Poissonov proces s parametrom A > 0 je proces {N,,t > 0} sa stacionarnim nezavisnim
prirastima, P(Ng =0) = 11 N, ~ &2(At). Prisjetimo se, za sluCajan proces {X;, r > 0} kaZzemo da
ima stacionarne priraste ako je X; — Xj 4 Xi+n—Xsrnzasve h > 01s <t. KaZemo da ima nezavisne
priraste ako je za sve s <, X; — X, nezavisna od {X,,, u < s}. Procese sa stacionarnim i nezavisnim
prirastima nazivamo Lévyjevi procesi (uz jo$ neke uvjete regularnosti, konkretno stohasticka
neprekidnost u nuli). Poznato je da je {N;} Poissonov proces ako i samo ako su W; = T; — T;_;
n.j.d. s eksponencijalnom distribucijom s parametrom A. Uz uvedene oznake imamo sljedecu
definiciju.
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Definicija V.3.1 Cramér-Lundbergov proces rizika je proces {X;, r > 0} zadan s
N
Xl =x-+ct— Zél
i=1

Uocimo da se radi o driftu i slozenom Poissonovo procesu $to je opet Lévyjev proces. Distri-
bucija Steta nije specificirana ve¢ se moZe odabrati ovisno o podacima. Ovdje vaZnu ulogu imaju
distribucije s teskim repovima (primjerice Paretova) jer su iznosi Steta uglavnom tako distribuirani.
U upravlajnju rizikom ekstremni dogadaji su posebno vazni — Paretov princip — 20% Steta uzrokuje
80% ukupnih isplata. Primjerice, pogledamo li 30 najvecih prirodnih katastrofa po broju Zrtava od
1970. do 1995. godine, uragan u BangladeSu 1970. i potres u Kini 1976. godine odnijeli su vise
Zivota nego preostalih 28 katastrofa zajedno.

___Ep:__

o

Slika V.3.1: Primjer trajektorije Cramér-Lundbergovog procesa

Za a € R definiramo
Th =inf{t > 0: X, > a},
1, =inf{r >0:X, <a},

prvo vrijeme prijelaza iznad i ispod razine a, redom. Vrijeme propasti je onda 7, . Kljuno pitanje
u teoriji rizika u osiguranju je izracunati

lP(x) :PX(TO_ < 00)7

vjerojatnost propasti za proces koji krece iz x. ¥(x) je openito vrlo tesko izracunati. Eksplicitna
rjeSenja poznata su samo za neke izbore distribucija Steta.

Opcenito, ako je EgX; =c—AE&; <0,0ondaX; — —co g.s.kadt — i ¥(x) =1 zasvex >0
(sigurna propast). Stoga, vjerojatnost prezivljavanja 1 — ¥ (x) moze biti pozitivna samo ako vrijedi
uvjet neto profita

c—AE& >0.

= Primjer V.3.1 Ako &; ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom p i ako je EgX; =c—A4/p >
0, onda je
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Moze se pokazati da ako vrijedi uvjet neto profita, onda ¥(x) = 1 — EoX;W(x), gdje je W
tzv. funkcija skale — funkcija za koju vrijedi
1

= —AX g,
/OW(x)e dx_K(?L)’ A >0,

gdje je k(1) = logE [¢*X1] karakteristi¢ni eksponent.
Na osnovu ¥(x) mozemo odrediti x (ili moZda c) tako da drzimo vjerojatnost propasti ispod
neke razine, primjerice 0.01.

Oznac¢imo
X, = inf X
o< Y
X; = sup X;
0<s<t

Osim vjerojatnosti propasti, u upravljanju rizikom vazne su i distribucije nekih drugih veli¢ina
vezanih uz propast:
. _XTE — deficit u propasti

ol

Slika V.3.2: Deficit u propasti

O . N

. XT(;_ — kapital neposredno prije propasti

} X
2

Slika V.3.3: Kapital neposredno prije propasti

* X oo~ minimum prije propasti
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e N

A N

Slika V.3.5: Maksimum prije propasti

. YT& — maksimum prije propasti
* X, je maksimalna ozbiljnost propasti — minimum od X; na intervalu [ty ,n] gdje je n vrijeme
oporavka n = inf{r > 7, : X, > 0}

Slika V.3.6: Maksimalna ozbiljnost propasti
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V.3.2 Poopcenja i drugi problemi

Jedno poopcenje Cramér-Lundbergovog modela je zamijeniti {N, } s nekim procesom obnavljanja
— brojeéi proces za koji W; = T; — T;_; mogu imati neku drugu distribuciju osim eksponencijalne.
Ovakav model poznat je kao Sparre-Andersenov model i model viSe nije Lévyjev proces $to oteZava
situaciju.
Drugo poopcenje je dodati Sum u Cramér-Lundbergov proces. Perturbirani Cramér-Lundbergov
proces je zadan s
N
X, =x+ct—) &+0B;,
i=1

gdje je 0 > 01 {B,} Brownovo gibanje. Ovaj model spada u klasu spektralno negativnih Lévyjevih
procesa (Lévyjevih procesa koji mogu imati samo skokove prema dolje) za koje se mogu izvesti
relativno eksplicitni rezultati.

Slika V.3.7: Perturbirani Cramér-Lundbergov proces: X; = ct + 6B; — Zﬁvz’l &; s parametrima: ¢ = 3,
intezitet od {N;} A = 0.2, & ~ Exp(0.1), {B;} Brownovo gibanje i ¢ = 10

600 -

500

o AR

200
100 -

200 400 600 800 1000

Jedna nerealnost vezana uz prethodne modele jest §to X; — oo ako je Eg X; > 0. Za ocekivati je
da se kapital ne akumulira unedogled ve¢ da se ispladuje kao dividenda. Jedna moguca strategija
isplate dividendi jest ispladivati sav kapital iznad neke fiksne razine b (barijera) — barijerna strategija.

Oznacimo neka je

D[: (Y[—b) :maX{Yt—b,O}

+
akumulirani iznos prijelaza iznad b (dividenda isplacena do trenutka ).

Sada mozemo definirati proces reflektiran u b kao X, bl _ X; — D;.

D, predstavlja akumulirane dividende do trenutka ¢. Jedno od zanimljivih pitanja jest kako
odabrati razinu b? Primjerice, to mozemo napraviti tako da maksimiziramo po b ocekivanu
diskontiranu dividendu do trenutka propasti

_
g/ [ / " e%dD,
0
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Slika V.3.8: X;

Slika V.3.9: X,

b 7

L~

Slika V.3.10: Dy,

P

Ako nema diskontiranja to je jednostavno

b
E [DTJ .
Ovdje Ef] oznacava ocekivanje u odnosu na proces reflektiran u .
Nadalje, ako kapital zavrsi ispod nule, ne mora nuZno doc¢i do propasti, moguce je spasiti
kompaniju injekcijama kapitala — bailout. Ako je

B, = (_Xt)+
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Slika V.3.11: X!

ukupna koli¢ina kapitala injektirana do trenutka ¢, onda je proces reflektiran u 0 zadan s X,[0 =
X; + B;. o
Moguce je uvesti i dvostruko reflektirani proces X,[ ’

]

, uvesti oporezivanje dividendi i sl.
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