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Poglavlje 1

Vektori u ravnini i prostoru

Neka je E skup toc¢aka u prostoru, a A, B € E dvije proizvoljne tocke. Tada
skup svih tocaka na pravcu odredenom tockama A, B, a koje leze izmedu
tocaka A i B zovemo duZinom i oznac¢avamo s AB. Ako primjerice, tocku
A proglasimo pocetnom, a tocku B zavrsnom, onda takvu duzinu nazivamo

usmjerenom duzinom i oznac¢avamo s AB.

—
Definicija 1.1. KaZemo da su dvije usmjerene duZine fﬁ, A’'B’ ekviva-
lentne i pisemo AB ~ A'B onda ako postoji translacija prostora koja tocku
A prevodi u A, a tocku B u B’.

Primjedba 1.1. Primijetimo da za dvije ekvivalentne usmjerene duZine zﬁ
i A'B" vrijedi
e
o« AB i A'B su paralelne;

—
° A§ i A’B’ imaju istu orijentaciju, odnosno imaju isti vizualni smisao

kretanja od pocetne prema zavrsnoj tocki;
T
« AB i AR imagu istu duljinu', koju emo oznaciti s HEH, odnosno s

—
|4 B[

Primjedba 1.2. Primijetimo jos da je ekvivalencija usmjerenih duzina jedna

relacija ekvivalencije, tj. da vrijedi

U literaturi se za duljinu usmjerene duzine pojavljuju jos i izrazi: norma, intenzitet,
modul.
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1. AB ~ AB (refleksivnost)
9. AB ~ CD — CD ~ AB (simetri¢nost)
3. AB ~ CDNCD ~ EF = AB ~ EF (tranzitivnost)

Sada mozemo definirati osnovni pojam — pojam vektora:

Definicija 1.2. Vektor d je klasa ekvivalencije svih medusobno ekvivalentnih

usmjerenth duzina,
i = [AB] = {PQ : PG ~ AB)

Svaku usmjerenu duzinu ]@ ekvivalentnu usmjerenoj duzing ﬁ nazivamo
reprezentant vektora d. Pritome pod normom vektora podrazumijevamo
duljinu bilo kojeg reprezentanta, a oznacit éemo ju s ||d||.

U daljnjem tekstu ¢esto ¢emo govoriti o vektoru, a crtat ¢emo neki njegov

reprezentant.

Primjer 1.1. Nulvektor je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina koje

imaju istu pocetnu i zavrsnu tocku. Oznacavat éemo ga s 0, pri cemu je
0] = o.

Jedini¢ni vektor zvat éemo svaki vektor € za koga je ||€]] = 1.

Suprotni vektor wvektora @ je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina
koje imaju suprotnu orijentaciju od orijentacije usmjerenih duzina vektora

a i oznacavamo ga s (—a).

Primjedba 1.3. Ako je O proizvoljna, ali fiksna tocka u prostoru E, a d
dani vektor, onda postoji jedinstvena tocka P € E, takva da je d = [O?]
(vidi Sliku 1.1).

Sl
e

O
Slika 1.1:
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Navedimo jos nekoliko ¢esto koristenih pojmova.

e kazemo da su dva ili vise vektora kolinearni ako njihovi reprezentanti

leze na istom ili na paralelnim pravcima;

e kazemo da su tri ili viSe vektora komplanarni ako njihovi reprezentanti

leze u istoj ili u paralelnim ravninama.

U daljnjem tekstu koristit ¢emo sljedeée oznake [7]:

X (F) — skup svih vektora u prostoru F;
X (M) — skup svih vektora u ravnini M;
X (p) — skup svih vektora na pravcu p.

Ako izaberemo jednu fiksnu tocku O € FE, onda svakoj tocki P € E
pripada jedinstvena usmjerena duzina OT%, koju zovemo radijvektor ili
vektor polozaja [1, 5, 7] (vidi takodjer Dodatak: Vektori u [14]). Skup svih

ovakvih radijvektora oznacit ¢emo s
Xo = Xo(E) := {OP : P € E}.
Ocigledno postoji bijekcija (obostrano jednoznacéno preslikavanje) izmedu
skupova F i Xj.
Zadatak 1.1. Napisite definiciju realacije ekvivalencije.
a) U skupu Z definirana je relacija ,,djeljivosti” na sljedeéi nacin: Cijeli broj

a je u relaciji p s cijelim brojem b i pisSemo apb ako je a djeljiv s b. Zasto

relacija p nije relacija ekvivalencije?

b) Koje od sljedecih relacija nisu relacije ekvivalencije u skupu Xo(E)? Za-
sto?

a) paralelnost b) okomitost c¢) kolinearnost d) komplanarnost

1.1 Operacije s vektorima
1.1.1 Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora je binarna operacija, tj. funkcija dviju varijabli + : X (E)x
X(E) — X(E). Za dva vektora @, b € X (E) definiramo novi vektor @ := a+b
pravilom trokuta (vidi Sliku 1.2.a) ili pravilom paralelograma (vidi Sliku 1.2.b).
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a) Pravilo trokuta b) Pravilo paralelograma

b

T

Slika 1.2: Pravila za zbrajanje vektora

Binarna operacija zbrajanja vektora ima svojstvo zatvorenosti ili grupo-
idnosti, tj. rezultat operacije zbrajanja dva vektora opet je jedan vektor.

Pored toga,

(i) vrijedi svojstvo asocijativnosti, tj. za svaka tri vektora a, b,Ce X(E)
vrijedi:
(@+b) +c=a+ (b+0);

(ii) postoji neutralni element 0, tako da za proizvoljni vektor @ € X (E)

vrijedi: @+ 0 = @;

(iii) za svaki vektor @ € X(F) postoji inverzni element — suprotni vektor
(—a), takav da vrijedi:
a+(—a) =0;

(iv) vrijedi zakon komutacije, tj. za svaka dva vektora @,b € X (E) vrijedi:
G+b="b+a

Navedena svojstva lako se mogu ilustrirati. Primjerice, svojstvo asocija-
tivnosti ilustrirano je na Slici 1.3.

Skup svih vektora u prostoru snabdjeven racunskom operacijom zbraja-
nja i prethodno navedenim svojstvima nazivamo komutativna ili Abelova
grupa? i oznacavamo s (X (E), +).

Zadatak 1.2. Definirajte binarnu operaciju zbrajanja na skupu Xo(E) i na-

vedite njena svojstva.

*Niels Abel (1802-1829), norveski matematicar.
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Slika 1.3: Tlustracija svojstva asocijativnosti zbrajanja vektora

Primjer 1.2. Odaberimo reprezentante vektora d, g,c" tako da oni leZe na
stranicama trokuta i da bude @= G+ b (vidi Sliku 1.4.a). Kako je u svakom
trokutu duljina jedne njegove stranice manja od zbroja duljina preostale dvije,
vrijedi tzv. nejednakost trokuta

1€l = lla@ + ol < flafl + [[b

Pri tome jednakost vrijedi u slucaju ako su vektori Ei,g kolinearns.

a) Nejednakost trokuta b) Oduzimanje vektora

Slika 1.4: Tlustracija nejednakosti trokuta (lijevo) i oduzimanja vektora (desno)

Primjedba 1.4. Oduzimanje vektora mozZemo definirati preko zbrajanja, ko-
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risteci inverzni element (suprotni vektor — vidi Sliku 1.4.b):
a—b=a+ (—b).

Primjedba 1.5. MnoZenje vektora prirodnim brojem mozZemo definirati in-
duktivno:
n-a=Mm-1)-ad+d, 1-a=a.

Zadaci’

Zadatak 1.3. Zasto skup NU{0}, snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja

i skup cijelih brojeva snabdjeven binarnom operacijom mnozenja nisu grupe?

Zadatak 1.4. Neka je G skup svih kompleksnih brojeva razli¢itih od nule
oblika a + ibv/2, gdje su a i b racionalni brojevi, tj. G = {z € C : z =
a+ibyv2, a,becQ)\{0}}. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem
kompleksnih brojeva kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u
ovoj grupi? Sto je inverzni element elementa z = a + i by/2 ?

S T _ ;b
Rjesenje: e =1; 27" = 5 — Za2+2b2\/§

Zadatak 1.5. Neka je G = {1, —1, i, —i} C C podskup u skupu kompleksnih
brojeva. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem kompleksnih brojeva

kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u ovoj grupi ? Napravite
tablicu mnozenja za ovu grupu.

Rjesenje: e =1

Zadatak 1.6. Zadan je trapez Cije su stranice usmjerene duzine E, B.C>', D?, E
kao na slici, pri ¢emu je ﬁ =2 l% . Prikazite usmjerenu duzinu B? po-

mocu usmjerenih duzina AB i AD. [B—C)” — AD - %E]

Zadatak 1.7. Matematickom indukcijom dokazite generaliziranu nejednakost

trokuta

n n
> dil[ < > llall.
=1 =1

3Studenti trebaju pisati Domade zadade koje ¢e dobivati na Vjezbama iz ovog
predmeta i Domacde zadale za studente koji preferiraju bolju ocjenu koje mogu
preuzeti sa web-stranice predmeta http://www.mathos.unios.hr/index.php/nastava/
preddiplomski-studij-matematika/182 Zadade se piSu koriStenjem KXTEX [18] i Salju
voditelju Vjezbi u pdf-formatu
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D C

Kada ¢e u ovoj nejednakosti vrijediti jednakost?

1.1.2 MnozZenje vektora sa skalarom

Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija dviju varijabli - : R x X(F) —
X(F). Za realni broj A € R i vektor @ € X(F) definiramo novi vektor
b:= \-d kao na Slici 1.5.

Q

b
[Se ] A

b=\d (A <0)

Slika 1.5: Mnozenje vektora sa skalarom

Primijetite da se analogno moze definirati mnozenje vektora sa skalarom
na skupu Xo(E).

Zadatak 1.8. Za zadane vektore @,b € X (M) nacrtajte vektor @ — 2b.

Zadatak 1.9. Pokazite da se dijagonale paralelograma medusobno raspolav-

ljaju.

Primjer 1.3. Treba dokazati da postoji trokut sa stranicama koje su jednake

i paralelne s teZisnicama bilo kojeg zadanog trokuta (vidi Sliku 1.6).
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Slika 1.6: Slika uz Primjer 1.3

Koristeéi prethodni zadatak, dobivamo:

f, = L(AB+40),
i, = L(BA+BO),
i, = LCA+CB),

odakle zbrajanjem dobivamo , + &, + . = 0.
U kontinuitetu sa svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora, navedimo

i svojstava koja vrijede za mnozenje vektora sa skalarom:

(v) za dva vektora @,b € X(E) i A € R vrijedi distributivnost obzirom na
vektorski faktor: A(@+ b) = A@ + Ab;

(vi) za dva skalara A\, u € R i vektor @ € X (FE) vrijedi distributivnost obzi-
rom na skalarni faktor: (A + p)@ = Ad + pa;

(vii) za dva skalara A\, € R i vektor @ € X (E) vrijedi svojstvo kvaziasoci-

jativnosti: (Ap)ad = A(ud);
(viii) za bilo koji vektor @ € X (E) vrijedi: 1-ad = a.

Svojstvo (v) proizlazi iz sliénosti trokuta i ilustrirano je na Slici 1.7.
Svojstva (vi) i (vit) dokazuju se posebno za svaku kombinaciju predznaka
skalara A i g (vidi [7]).
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Slika 1.7: Tlustracija distributivnosti mnoZenja sa skalarom

Skup X(F) snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja i operacijom
mnozenja sa skalarom, koje imaju navedenih osam svojstava nazivamo vek-
torski prostor i oznacavamo s (X(FE),+,-) [1-11, 16, 17, 19]. Analogno
se definiraju i vektorski prostor (X (M), +,-) u ravnini i vektorski prostor
(X(p),+,+) na pravcu. Kako je X(M) C X(F), reéi ¢emo da je vektorski
prostor (X (M), +,-) vektorski potprostor u (X(F),+,). Nadalje ¢emo
ove vektorske prostore oznacavati samo s X(E), X (M), X (p).

Primjedba 1.6. Ako su Ei,g dva kolinearna vektora, tada postoji pravac p
—
i tocke O, A, B € p takve da je d = OA,b= Og, pri cemu je

HE’H/H@’H, ,5 imaju 1stt smjer
b

- a
b= M\d, gdje je = { S R
—loll/llall, a,

su suprotnog smjera
Matematicku strukturu (X, +, -) zovemo vektorski prostor radijvek-
tora (detaljnije vidi [1]), pri ¢emu je + : X x Xo — X zbrajanje sa svoj-

stvima?

-,

(i) (Va,b,ée Xo) (@+b)+é=d+ (b+¢&) [asocijativnost]

(i) (30€ Xo) (Vae Xo) @a+0=0+a=a [0 je neutralni element za

zbrajanje]

Q

(iii) (V@ € Xo)(Ad € Xo) d@+a +d@ =0 [inverzni element:

—

a'=—al]

(iv) (Va,be Xo) @+b=>b+a [komutativnost]

“Prije toga uvesti univerzalni (V) i egzistencijalni (3) kvantifikator t. 6.1
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-1 R x X9 — X¢ mnozenje sa skalarom sa svojstvima

(v) (Va@,be Xo) (VA ER) ANa@+b)=Ad+Ab [distributivnost u vektor-
skom faktorul]

(vi) (Vae Xo) VA, peR) (A+p)d =X d+ud [distributivnost u skalar-
nom faktorul]
(vii) (Vad € Xo) (VA ueR) (Ap)d = Aud) [kvaziasocijativnost]
(vil) (Vade Xy) 1-a=a
Primjeri vektorskih prostora
* X(E)7 X(M)v X(p), Xo;
e Skup R"” = {(ay,...,a,): a; € R}, mn=1,2,... s racunskim opera-
cijama
(a1y...,an) + (b1,...,bn) = (a1 +b1,...,an + by) (zbrajanje)
AMaty ... an) = (Aag, ..., Aay) (mnozenje sa skalarom)

e Skup C" s odgovarajuéim racunskim operacijama zbrajanja i mnoZenje

sa skalarom;

e Skup polinoma P, stupnja manjeg ili jednakog n s realnim koefici-
jentima (uklju¢ujuéi i polinom nultog stupnja) snabdjeven ra¢unskim
operacijama
zbrajanja:

(a4 art + - + ant™) + (bo + byt + - - - + byt™)

= (ap +bo) + (a1 +b1)t + -+ + (an + by )t",
mnozenja sa skalarom:
Maog +ait+ -+ ant™) = (Aag) + (Aar)t + - - - + (Aay)t".

e Skup C([a,b]) svih neprekidnih funkcija definiranih na segmentu [a, b]
snabdjeven racunskim operacijama

(f+9)t)=f@1)+g(t), te]a,b] (zbrajanje)
(AN)(t) = Af(t), t€E[a,b] (mnoZenje sa skalarom)
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1.1.3 Potprostor

Definicija 1.3. Neka je X vektorski prostor nad poljem R 1Y C X, Y # ().
Ako je (Y,+,-) vektorski prostor nad poljem R s istim operacijama iz X,
onda kaZemo da je'Y potprostor u X ¢ pisemo Y C X.

Primjerice Xo(M) i Xo(p) su potprostori u Xo(E).

Sli¢no, za @ € Xo(M) njegova linearna ljuska L(@) = {\d: A € R} je
potprostor u Xo(M).

Trivijalni vektorski potprostori vektorskog prostora X su {0} i sam X.

Lako se moze provjeriti da vrijedi:

Propozicija 1.1. Neka je X wektorski prostor nad poljem R 1Y C X,
Y # 0. Tada je' Y potprostor uw X onda i samo onda ako vrijedi

(i) a+beY, VabeY
(i) \a€Y VaeY,VAXeR

Korolar 1.1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem R i Y C X, Y # ().

Tada je Y potprostor u X onda i samo onda ako vrijeds

(i’) Me +puy €Y, Vr,yeY, Vi\ueR

1.2 Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Definicija 1.4. Ako su dy,...,d, € Xg vektori, a A1..., A, € R skalari,
tada vektor @ = Mdy + - + M@n € Xo nazivamo linearna kombina-
cija vektora ay,...,d,. KaZemo jos da je vektor d rastavljen (razvijen) po

vektorima d1, . .., dy.

Pogledajmo dva jednostavna fizikalna primjera (vidi Sliku 1.8):

e na tijelo na kosini djeluje sila teza F , koju po pravilu paralelograma
rastavljamo na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + ﬁg;

e na tijelo u vodi djeluje vucna sila ﬁ, koju takoder rastavljamo po

pravilu paralelograma na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + ﬁg;

Navedene rastave mozemo zapisati kao 1- F + (—1) - Fy + (=1) - Fy = 0.
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iyl
A
F
N EEE—— ]
| A N )
j2) F
Slika 1.8: Rastav sile
Definicija 1.5. KaZemo da je skup vektora dy,...,d, € Xo linearno neza-

visan ako njihova linearna kombinacija iscezava jedino na trivijalan nacin:

U protivnom kazZemo da je skup vektora linearno zavisan, tj. postoji barem

jedna njihova linearna kombinacija koja iscezava na netrivijalan nacin, tj.
M@+ -+ Mdn =0 pricemu I\ £0.

Primjer 1.4. Ako skup vektora di,...,d, sadrzi nulvektor, on je linearno

zavisan.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je bas prvi vektor

a1 nulvektor. Tada mozemo utvrditi da vrijedi:
1-0+0-dg+---+0-d, =0,

pa smo na taj na¢in pronasli jednu linearnu kombinaciju vektora dy, ..., d,,
koja isCezava na netrivijalan nacin.

Primijetite da su sile ﬁ, ﬁl, F, iz fizikalnih primjera s pocetka odjeljka
takoder linearno zavisne. Sljedeéi teorem ukazuje nam kako se na jedan
operativniji na¢in moze ustanoviti® je li skup vektora linearno zavisan ili

nezavisan.

Teorem 1.1. Skup vektora dy,...,d, € Xg je linearno zavisan onda i samo
onda ako se barem jedan od njih mozZe prikazati kao linearna kombinacija
ostalih.

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti pojam: nuzno i dovoljno t. 6.2
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Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je skup vektora di,...,d, € Xo
linearno zavisan. Po prethodnoj definiciji to znaci da postoji njihova linearna
kombinacija koja iSCezava na netrivijalan nac¢in. Bez smanjenja opéenitosti

pretpostavimo da je \@; + - -+ + Andp = 0, a da je pri tome A\, # 0. Tada

i —(—AQ)a - +<—A”)a
1= )\1 2 )\1 n -

mozemo pisati

(Dovoljnost) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je d; =
Bods + - - - + Bndy iz Cega slijedi
1-@ 4 (—B2)a@z + -+ (—Bn)@n = 0.

Po definiciji to znaci da su vektori aq,...,d, € Xy linearno zavisni. &

Primjer 1.5. Bilo koja dva vektora @,b € Xo(p) su linearno zavisna (mak-

simalni moguéi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(p) je jedan).

2y
<
=

@

Slika 1.9: Linearna zavisnost dvaju vektora @,b € X (p)

Primjer 1.6. Bilo koja tri vektora @,b,¢ € Xo(M) su linearno zavisna

(maksimalni moguéi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(M) je dva).

Slika 1.10: Lincarna zavisnost triju vektora @, b, € Xo(M)

Primjer 1.7. Bilo koja cetiri vektora d, 5,5, de Xo(E) su linearno zavisna

(maksimalni moguci broj linearno nezavisnih vektora u Xo(E) je tri).
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Zadatak 1.10. Pokazite da su dva vektora @,b € Xo(M) kolinearna onda i

samo onda ako su linearno zavisna.

Zadatak 1.11. Pokazite da su tri vektora @,b, & € Xo(E) komplanarna onda

i samo onda ako su linearno zavisna.

Teorem 1.2. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora u rav-
nini, tada se svaki vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin® moZe prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @, b.

Dokaz. Prema Primjerul.6 vektori a, 5, € su linearno zavisni pa prema
Teoremu 1.1 vrijedi
= \a+ pb. (1.1)

U svrhu dokaza jedinstvenosti ovog rastava, pretpostavimo suprotno, tj.
pretpostavimo da se vektor ¢ barem na jos$ jedan nacin moze prikazati po-
moéu vektora @ i b:

c=Na+u'b (1.2)

Oduzimanjem jednakosti (1.1), (1.2) dobivamo
(A= X)d+ (u— )b = 0.

Kako su vektori @, b linearno nezavisni, slijedi: A = X & p =4/, &
Na slican nac¢in moze se dokazati i sljede¢i teorem.

Teorem 1.3. Ako su d, 5, ¢ € Xo(FE) tri linearno nezavisna vektora u pros-

toru, tada se svaki vektor d € Xo(E) na jedinstven nacin moze prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @,b,c.

Zadatak 1.12. Neka je O € F fiksna tocka i neka tocka C' € F dijeli duzinu
AB u omjeru 3 : 1, tj. d(A,C) : d(C,B) = 3 : 1. Vektor oC prikazite kao
linearnu kombinaciju vektora OA i OB.

Rjesenje: O? = i0_1>4+%0?.

Zadatak 1.13. Provjerite jesu li vektori: @ = 5i — j+ 312, b=>5i+ 25 —
E, = —5i—8j + 9k linearno zavisni.

Rjesenje: Jesu, ¢ = 2d — 3b.

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti princip kontradikcije, t. 6.3
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1.3 Baza vektorskog prostora. Koordinatni sustav
Definicija 1.6.

Uredena trojka (€1, €a,€3) linearno nezavisnih vektora iz Xo(E) zove

se baza vektorskog prostora Xo(F).

Ureden par (€1, ) linearno nezavisnih vektora iz Xo(M) zove se baza

vektorskog prostora Xo(M).

Svaki nenul vektor (€) iz Xo(p) ¢ini bazu vektorskog prostora Xo(p).
Neka je @ € Xo(E), a (€1,€&,¢€3) baza u Xo(F). Tada vektor @ na

jedinstven nacin mozemo zapisati
a = a1€] + as€s + asés.

Brojeve a1, az, az zovemo koordinate (komponente) vektora @ u bazi (€1, €2, €3).
Sada prirodno slijede pravila za zbrajanje vektora i mnozenje vektora sa

skalarom ako su oni zadani sa svojim koordinatamas:

@+b= (a1 +b1)& + (az + ba)& + (a3 + b3)&3  [zbrajanje]

Ad = (Aa1)€1 + (Aag)éa + (Aas)és [mnozenje vektora skalarom]

Definicija 1.7. Par (O; (€1, €2, €3)) fiksne tocke O i baze (€1, €2, €3) zovemo

Kartezijev’ koordinatni sustav u prostoru E.

Posebno je pogodno ako za bazu prostora Xo(E) izaberemo uredenu
trojku medusobno okomitih i jediniénih (dugackih 1!) vektora, koje obi¢no
oznacavamo s (;, f, E) Tako dobivamo pravokutni Kartezijev koordi-
natni sustav (O; (i, ], k)). Pravac odreden vektorom i oznacavamo sa i
zovemo oS apscisa, pravac odreden vektorom j oznacavamo sa ¥y i zovemo
os ordinata, a pravac odreden vektorom k oznacavamo sa z i zovemo os

aplikata.

"Rene Descartes (1596-1650), francuski filozof i matematic¢ar. Njegovo latinizirano ime
je Cartesius
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Slika 1.11: Pravokutni Kartezijev koordinatni sustav

Primjedba 1.7. Ranije smo utvrdili da postoji bijekcija (obostrano jednoz-
nacno preslikavanje) izmedu skupova E i Xo. Primijetite da takoder postoji
bijekcija izmedu skupa svih wredenih trojki realnih brojeva R3 i vektorskog
prostora Xo(E) jer svakoj uredenoj trojki (z1,x9,73) € R® na jedinstven
nacin mozemo pridruziti vektor a = z1i+ :Ugj+ IL‘3E iz prostora Xo(F) i obr-
nuto. Zato éemo cesto po potrebi povezivati, pa meki puta i poistovjecivats

pojmove: skup E, vektorski prostor Xo(E) i R3.

—

Zadatak 1.14. Provjerite ¢ine li vektori @ = 31 + 2}, b=—i+ 2} bazu u
vektorskom prostoru Xo(M). Ako &ne, vektor @ = —117 + 6] prikazite u toj
bazi.

Rjesenje: ¢ine, ¢ = —2d + 5b.

1.4 Norma vektora

Pretpostavimo da je u ravnini M definiran pravokutni Kartezijev koordi-
natni sustav (O; (i,7)) i neka je @ = a17 + azj. Sada mozemo izracunati
(vidi Sliku 1.12a) duljinu ovog vektora ||@|| = y/a? + a3.

Primjetite da za ovako definiranu duljinu vektora vrijedi
(i) llal >0 & (|al =0« a=0),
(i) [[A@ll = Al flall, XxeR.
(iii) [|@+ b]| < [|@]| + [|b]| (vidi Sliku 1.12b)

Duljina (norma, intenzitet) vektora moze se i opéenito definirati:



1.4. NORMA VEKTORA 17

() Norma vektora (b) Nejednakost trokuta

[0 e

QL
o

O ai O

Slika 1.12:

Definicija 1.8. Neka je X vektorski prostor. Funkciju || - || : Xo — [0, 00),
koja svakom vektoru @ € Xy pridruzuje nenegativni realni broj (koji éemo

oznaciti s ||d|| ili jednostavno a) zovemo norma vektora d ako vrijedi
(i) ||@|| =0 < @ =0 [pozitivna definitnost],
(i) |[A@|| =| X | ||@]| za svaki A € R @ za svaki @ € X,

(iii) ||@+ b|| < ||@|| + ||b]| za svaki @, b € Xo [nejednakost trokuta].

Najcesée koristene vektorske norme su®
ldll, =l a1 |+ | a2 |+ | a3 |, (I; norma)
llall, = \/m, (I Euklidova ili euklidska norma)
lldll . = max{| a1 |,| a2 |,| a3 |}, (lo morma ili Cebigevljeva norma)

Zadatak 1.15. Pokazite da spomenute norme imaju sva svojstva navedena u

prethodnoj definiciji.

1.4.1 Udaljenost dviju tocaka

Udaljenost dviju to¢aka A = (z1,y1), B = (z2,y2) € M u ravnini M u kojoj
je uveden pravokutni Kartezijev koordinatni sustav mozemo izrac¢unati (vidi
Sliku 1.13) po formuli

d(A, B) = /(22 — 21)? + (12 — )2 (1.3)

Ako definiramo radijvektore 74,75 € Xo(M),

8U programskom sustavu Mathematica la-normu vektora @ dobivamo naredbom
Norm[al, gdje je a lista
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B(%sz)

Slika 1.13: Udaljenost todaka u ravnini

Fa = 210+ Y17, g = 221 + Y2,
onda udaljenost zapisanu formulom (1.3) mozemo zapisati kao
dy(A,B) = ||fp—7all2, gdjeje Tp—ia=(x2—a1)i+(y2—y1)j. (1.4)

Na slican nacin moze se definirati i udaljenost dviju toc¢aka preko {; ili

lso norme sljede¢im formulama:
di(A,B) = ||rB — Tall1 doo(A, B) = ||F'B — T4l co- (1.5)
Koji je geometrijski smisao dy, do 1 do udaljenosti dviju tocaka A, B €
M?
Primjer 1.8. U realnom vektorskom prostoru R™ do udaljenost dviju tocaka

A= (21,...,20), B= (y1,...,Yn) definira se kao d2(A, B) = | Zn: (x; — yi)2.
Kako bi se definirale odgovarajucée dy i do udaljenosti?

Zadatak 1.16. Pokazite da funkcije d;, i = 1,2,00 definirane s (1.4)—(1.5)

zadovoljavaju sljedeéa svojstva

(i) di(A,B)>0, VA,BeM,

(i) di(A,B)=0 < A=B,

(ii) di(A,B) =di(B,A), VA,B¢€M,

(iv) di(A, B) < di(A,C) +d;(C, B), VA,B,C € M.

Zadovoljava li funkcija dps(A, B) = ||7s — 74]|3 navedena svojstva?
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Zadatak 1.17. ,Jedini¢na kruznica” sa sredistem u O € R? definira se kao
skup 0K = {T' € M : d(O,T) = 1}. Nacrtajte jedini¢ne kruznice ako se

udaljenost definira s di, dg ili doo.

Zadatak 1.18. Zadan je trapez ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4),
C(5,2,—3). Odredite ¢etvrti vrh D ako vrijedi AB =3DC.

Rjesenje: 7p = fo — 37 + 574, D(3,3,—4).

Zadatak 1.19. Zadan je trokut ABC s vrhovima: A(-3,2,1), B(3,-2,2),

C(5,2,—4). Odredite duljinu tezisnice iz vrha A.
— . . 5
RjeSenje: P4(4,0,—1), APy =T7i—2j — 2k, d = \/5T.
Zadatak 1.20. Zadan je paralelogram ABC D s vrhovima: A(-3,2,1), B(3,—1,4),
C(5,2,-3), D(—1,5,—6). Izracunajte udaljenost tocke A do sjecista njego-
vih dijagonala.

RjeSenje: S(1,2,—1), F's = 3(Fc — 7a) = 3(7p — 7p), d(A, S) = 2V/5.

Zadatak 1.21. Dokazite da vektor d =

ima vrh u polovistu duzine AB.

%((Tzl + O?) s pocetkom u tocki O

1.5 Cauchy — Schwarz — Buniakowsky (CSB) ne-
jednakost

Cauchy — Schwarz — Buniakowsky (CSB) nejednakost, vrlo je vaznau raz-
li¢itim primjenama, a moZe se naé¢i u brojnoj literaturi (vidi primjerice
[1, 6, 7, 12, 15]). Pokazimo najprije sljede¢u jednostavnu lemu (vidi [7])
pomodu koje ¢emo dokazati CSB nejednakost.

Lema 1.1. Neka je f : R — R, f(z) = az®? +2bx +¢, a,b,c€R, a >0

kvadratna funkcija. Tada vrijedi:

(i) V¥¥—ac<0 < f(z)>0 VreR
(ii) b*—ac=0 <= f(-2)=0 & f(z)>0 VxeR\{-L}.

Dokaz. Nultocke kvadratne funkcije f dobiju se iz dobro poznate formule

_ —b+VD

a

1,2 D =b% — ac.
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Bududi da je a > 0 graf ove kvadratne funkcije (parabola) okrenut je prema

gore i ocigledno vrijedi
D=0 —ac<0+< f(z) >0.

Ako je D = b?> — ac = 0, onda je f(—g) =01 f(x) >0V ER\{—g}i
obrnuto. &

Teorem 1.4. (Cauchy — Schwarz — Buniakowsky). Za proizvoljne realne bro-

jeve at,...,an, by,...,bn € R vrijedi

n

n 2 n
(z b) <Yy (1.6
k=1

k=1 k=1

pri cemu jednakost vrijedi onda © samo onda ako postoji A € R, takav da je
by =MXar Vk=1,...,n.
Dokaz.

1. Ako je a; = --- = a, = 0 (odnosno by = --- = b, = 0), teorem

ocigledno vrijedi.

2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0 i definirajmo pomoénu

funkciju
n

f(l‘) = Z (akx + bk)Q ,

k=1
koju mozemo zapisati u obliku

n

n n
fx) = az? + 2bzx + ¢, a = Zaz, b= apbp, = Zb%
k=1 k=1 k=1

Kako je zbog a; # 0, a > 01 f(z) > 0Vx € R, onda prema prethodnoj
lemi mora biti

b —ac <0, (1.7)

sto je zapravo nejednakost (1.6).

Jos je preostalo dokazati da u (1.6) stoji jednakost onda i samo onda
ako postoji A € R, takav da bude by = Aay, Vk=1,...,n.
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(=) Pretpostavimo da u (1.6), odnosno (1.7), stoji jednakost. Prema
prethodnoj lemi tada je f(—g) =0, tj. vrijedi

()5 bwrn) o

iz cega slijedi

b b
—aak—i—bk:() Vk=1,....,n = bk:aak Vk=1,...,n.

(«<=) Pretpostavimo da postoji A € R, takav da bude by = \ay Vk =

1,...,n. Tada je specijalno

n n n
a:Za%, b= > arby = > apiap = Aa,
k=1 k=1 k=1

c= i b7 = i (Aax)? = N2a,
k=1 k=1

pa imamo
D=V —ac=(Na)>—a-\-a=0,
sto daje jednakost u (1.7), odnosno (1.6).

&

Korolar 1.2. (Holderova nejednakost). Za proizvoljne realne brojeve ay, . .., an,
bi,...,bn € R vrijedi

k=1

\li(ak—i—bk)zg\lia%—i—dilﬂ, (1.8)
k=1 k=1

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0!, takav da
bude by, = Xay, Vk=1,...,n.

Dokaz. 1. Akojea; =---=a, =0 (odnosno by = --- = b, = 0), korolar
ocigledno vrijedi.
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2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0. Buduéi da uz ranije

oznake iz (1.7) slijedi b?> < ac, odnosno b < |b| < \/a \/c, imamo

Z ak+bk Zak—l—QZakbk—l-Zbk (19)
k=1
:a+2b+c§a+2\/5ﬁ+c: (Va+ve)?,

sto daje (1.8).

JoS je preostalo dokazati da u (1.6) stoji jednakost onda i samo onda
ako postoji A > 0, takav da bude by, = Aa, Vk=1,...,n

(=) Pretpostavimo da u (1.8), stoji jednakost. To znaci da i u (1.9)
stoji jednakost, a to znaci da je b = \/a +/c, odnosno b? — ac = 0.

Prema Lemi 1.1 vrijedi
D=3 o (-4)+u)"
k=1

iz cega slijedi by = Aay, za svaki k = 1,...,n, pri ¢emu, zbog
a>01ib>0, vrijedi A =2 >0.

(«<=) Pretpostavimo da postoji A > 0, takav da bude by = Aay, Vk =
1,...,n. Kako je

i VA2 =\ (za A > 0) vrijedi:

b

sto znadi da u (1.8) vrijedi jednakost.

||Mz

(ar + by) —J zn: \lzn:bQ = (1+X)Va—+va—X V/a=0
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Korolar 1.3. (Nejednakost trokuta). Ako definiramo vektore a = (ay, ..., ay),
b= (b,...,bn) € R™, onda Holderovu nejednakost (1.8) mozZemo zapisati
kao

lla+ 0l < |lall + [[b]], (1.10)
gdje je || - || euklidska €3 norma. Pri tome u (1.10) jednakost vrijedi onda i

samo onda ako su vektori a,b linearno zavisni.

C

Slika 1.14: Nejednakost trokuta

Primjedba 1.8. Primijetite specijalno ako su zadane tocke A,B,C € R3
i ako se udaljenost dviju tocaka definira sukladno formuli (1.83), odnosno
(1.4), onda nejednakost (1.10) daje nejednakost trokuta u R3:

d(A,B) <d(A,C)+d(C, B),

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako tocka C lezi na spojnici
AB. Naime, vrijedi:

d(A, B) = ||[fp — 7all =[(Fs — 7c) + (fc = 7a)
<|Irp = el + 7c — ralll
—d(C, B) + d(A, C).

Primjer 1.9. Neka su x iy realni brojevi takvi da je 3x + Ty = 1. DokaZite
da je
1
2 2
Yyt > .
Y =58
Primjenom CSB nejednakosti uz n = 2 i primjerice a1 = x, as = v,

b1 =31 by =7, dobivamo da je

Bz +Ty)? < (2® +y°)(3° + 77),
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tj.
242> 1
— 58’
Zadatak 1.22. Neka su x,y, 2z € [—%, +00) takvi da je z4+y+2z = 1. Odredite

maksimalnu vrijednost izraza

Var +1+ Ay + 1+ Vdz + 1.

Zadatak 1.23. Neka su z1, s, ..., T, nenegativni realni brojevi takvi da je
r1 + xo + -+ + x, = 1. Dokazite:

VL + T2+ 4 I, < Vi
Zadatak 1.24. Dokazite da za svaki a € R\{1} vrijedi nejednakost
(1+a+a?)? <3(1+a*+a").

Zadatak 1.25. Neka su dana dva trokuta: trokut 7} sa stranicama a,b,c i
trokut T, sa stranicama x,y, z. Dokazite da su trokuti 77 i T3 sli¢éni ako i

samo ako vrijedi
(Vaz + by 4+ Vez)? = (a+ b+ c)(z 4y + 2).
Zadatak 1.26. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite:

abc(a+b+c¢) < a®b+bc+ Aa.

Zadatak 1.27. Neka su a, b, ¢ duljine stranica pravokutnog trokuta (a,b -

katete, ¢ - hipotenuza). DokaZite:

ab + be + ca < 2¢2.

1.6 Skalarni produkt

Motivacija za uvodenje pojma skalarnog produkta vektora je fizikalna defi-
nicija rada sile F na putu 8. Ako rad obavlja sila F koja djeluje u smjeru
puta s, onda je rad zadan s (vidi Sliku 1.15 (lijevo))

W= |[F[|-[[5]] = F's,
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a ako sila F' ne djeluje u smjeru puta s, onda rad obavlja samo komponenta
F, sile u smjeru puta 5 (vidi Sliku 1.15 (desno)), tj.

—

F:ﬁs+ﬁn>
W = ||E||- 5] = (Fcosp)s = Fscoss

F
g

Slika 1.15: Rad sile F na putu §

Primijetite da je sila F, ortogonalna projekcija sile Fu smjeru vektora puta
5.

Opdenito éemo projekciju vektora @ u smjeru vektora b oznaditi s @,. Pod
skalarnom projekcijom vektora @ u smjeru vektora 5podrazumijevamo (uz
oznaku a := ||d|)?

ay=acosp, 0<p<lm.

Primijetite da broj a cos¢ moze biti nula (a = 0 ili ¢ = 7), pozitivan

(¢ < %) ili negativan (¢ > 7).

a

S

Slika 1.16: Projekcija vektora @ u smjeru vektora b

Zadatak 1.28. Pokusajte geometrijski opravdati nize navedena svojstva pro-

jekcije vektora

9U nekim knjigama se broj aj naziva ,projekcija vektora @ u smjeru vektora b (B)”
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a) Projekcija produkta skalara s vektorom jednaka je produktu tog ska-

lara i projekcije vektora

b) Projekcija zbroja dva vektora jednaka je zbroju projekcija tih vektora
(6+5) = .+ be.
C

Definicija 1.9. Skalarni produkt u Xo(E) je operacija - Xo x X9 — R koja
paru vektora a, b e Xo priduzuje broj (skalar), kojeg éemo oznaciti s @ - I;,

tako da je

L - [0eR, ako je @ =0 ili b =0,
a-b= - o
abcosp € R, akojed,b#0, 0<¢ <m,

pri cemu je obicaj da se i rezultat operacije naziva skalarni produkt.”

Koristeci ranije uveden pojam projekcije vektora, skalarni produkt mo-
zemo zapisati kao
- a(b cosp) = ab,, ili
a-b=abcosyp =
b(a cos ) = bay.

Navedimo neka svojstva skalarnog produkta:
1.(@+b)-¢=ad-c+0b-¢ [slijedi iz Zadatka 1.28b)
2. (@) -b=A(@-b), [slijedi iz Zadatka1.28a]
3.8-b=b-a,
4.3 -@d=a>>0 i d-da=0<=a=0.

Svojstva 3. i 4. slijede direktno iz Definicije 1.9.

Primjer 1.10. Lako se na osnovi Definicije 1.9 vidi da vrijedi:

-,

L (@+b)>=(@+0b)-(@+b) =a®>+2ad-b+b

2. (@—b?=(@—b) - (@—b)=a>—2a b+

-,

3. (@,b#0) cosZ(a,b) = %,

&>y

4.(@b#0) @a-b=0<alb.
Yengl.: scalar (dot) product, njem.: Skalarprodukt (Ineresprodukt)
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Primjer 1.11. (Poucak o kosinusima). Dokazimo Poucak o kosinusima. Oz-
nacimo vektore d, l;, ¢ 1 kut ¢ u kosokutnom trokutu kao na Slici 1.17. Mno-
zeci skalarno vektor
Z=d—b
s vektorom ¢ dobivamo
2 = (@—b)2=a2—2ad b+ b
a®? — 2abcos  + b

Sli¢no pokusajte izvesti formule i za druge stranice kosokutnog trokuta.

QU

A

B

Slika 1.17: Slika uz Primjer 10 (lijevo) i Primjer 11 (desno)

Primjer 1.12. Dokazimo da se dijagonale romba raspolavljaju i da su me-

dusobno okomite.

1. DokaZimo da se dijagonale romba raspolavljaju, tj. da vrijedi: |CS| =
SB| i [45| = [SC.
Primijetite da su trokuti AASB i ASDC sukladni jer su im najdulje
stranice sukladne, a kutovi uz njih jednaki. (Sto zna¢i da su dva
geometrijska lika sukladna? Uz koje uvjete su dva trokuta sukladna?)
Zato su im i odgovarajuce stranice sukladne iz Cega slijedi trazena

tvrdnja.

2. Pokazimo da su dijagonale romba medusobno okomite. Iz slike se vidi
da je dy =d+bid,=a—b. TraZena tvrdnja slijedi iz ¢injenice Sto
skalarni produkt

- -, -,

dy-dy=(G@+0b)-(@—b)=a?—b>=0
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iScezava (duljine stranica a, b romba su jednake).

Primjer 1.13. Nacinimo tablicu skalarnog mnoZenja za ortonormiranu bazu

i 7, k vektorskog prostora Xo(F)

Direktnom provjerom uz koriStenje tablice mnozenja iz Primjera 1.13

dobivamo

Teorem 1.5. Za vektore

a ari+ agj—l— agE
b = byi+byj+bsk
vrijedi formula't
652 a1by + asbs + asbs. (111)

Iz definicije skalarnog produkta i norme vektora koristenjem formule

(1.11) dobivamo
@] = Va-a=1/a? + a3 + a3, (1.12)

N by + asby + ash Lo
cos Z(d@,B) = &2 — @01t as%a + ashs @540 (1.13)

b\ Ja3 + a3 + a3\ /03 + 03 + 03

Primjer 1.14. PokazZimo da su dijagonale cetverokuta ABCD s vrhovima
A(1,-2,2), B(1,4,0),
C(—4,1,1), D(-5,—5,3) medusobno okomite.
Kako je AC = i — 74 = —5i+3f —k i BD = 7'p — i'g — —67 — 9] + 3k,
imamo /ﬁ . ﬁ = 0.
Primjer 1.15. Zadan je trokut ABC' s vrhovima A(—1,—-2,4), B(—4,—-2,0), C(3,—-2,1).

Treba odrediti unutrasnji kut tog trokuta pridruZen vrhu B.

17 programskom sustavu Mathematica skalarni produkt vektora @ - b dobivamo nared-
bom a.b ili Dotla.b], gdje su a, b liste
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— o 5 . .
Kako je BA:FA—FB:32’—1—4/4:137:7:’0—77]3:72'—%& dobivamo

H
BA - BC 25 V2o 5

P = BAIBe]  VAvE | 2

Zadaci

T
T

Zadatak 1.29. Pokazite da je zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelo-
grama jednak dvostrukom zbroju kvadrata duljina njegovih stranica.
Uputa: stranice i dijagonale paralelograma orijentirajte tako da bude: dy =
a+b, dy=a—b.

Zadatak 1.30. Pokazite da su nasuprotni bridovi pravilnog tetraedra ABC'D
medusobno okomiti.

Uputa: primijetite da je kut izmedu susjednih bridova 60°.

Zadatak 1.31. Odredite kut nasuprot osnovice jednakokracnog trokuta ako
su tezisnice na krakove medusobno okomite.

Rjesenje: a = 37°.

Zadatak 1.32. Ako je vektor d@ + 3b okomit na vektor 7@ — 5b i vektor @ — 4b
okomit na vektor 7d — 25, odredite kut izmedu vektora @ i b.

Rjesenje: o1 =%, 1= %77.

Zadatak 1.33. Odredite kut izmedu jedini¢nih vektora a i b ako se zna da su
vektori @ + 2b 1 5@ — 4b medusobno okomiti.

Rjesenje: ¢ = %.

Zadatak 1.34. Pokazite da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki (ortocen-
tar).

Zadatak 1.35. Pokazite da su vektori @ (b-&)—b (@-¢) i & medusobno okomiti.

1.6.1 Kosinusi smjerova

Promatrajmo najprije vektor @ = ari + agj € Xo(M), a+# 0, u ravnini, koji
u pravokutnom koordinatnom sustavu zatvara kut a s pozitivnim smjerim

osi x, a kut 8 s pozitivnim smjerom osi y.



30 POGLAVLJE 1. VEKTORI U RAVNINI I PROSTORU

7S R g

)

«

—
-
-

: Gy
?

Slika 1.18: Kosinusi smjerova

Ocigledno je

a1 = aCcos «,

az = acos 3, (odnosno zbog B =7 —a, az=asina),

iz Cega slijedi
a? + a3 = a*(cos® a + cos? f3),

odnosno zbog (1.12)
cos? a + cos® f = 1.

Primijetite da je @ -i = a cosa, pa je a1 = @ - i.

Neka je sada @ = aqi + asj + ask € Xo(FE) proizvoljni vektor u prostoru,

koji u pravokutnom koordinatnom sustavu zatvara kut « s pozitivnim smje-

rom osi z, kut 8 s pozitivnim smjerom osi y i kut v s pozitivnim smjerom

osi z. Mnozeéi redom vektor @ s baznim vektorima 4, j, k dobivamo

-
— 7

a-i=aq, a-j=as, a-k=as,

iz ¢ega koristeéi definiciju skalarnog produkta dobivamo

al = acos cosa = <

as = acosf e cos B = 2

_ _ a3

a3z = acos~y cosy = 2

odnosno ) ) )
a a a

cos? a + cos? § 4 cos? y = %4—%4—%
a a a

=1.

(1.14)
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1.6.2 Vektorski prostor R"

Skup uredenih n-torki realnih brojeva R™ mozemo interpretirati kao tocke u
n dimenzionalnom prostoru ili kao radij-vektore. Za dvije uredene n-torke
realnih brojeva x = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,.--,yn) € R™ mozemo definirati

sljedece racunske operacije.
e Zbrajanje 4+: R" x R" — R"”,
r+y:=(r1+ Y1, s T+ Yn).

e Mnozenje sa skalarom -: R x R” — R”

Az = (AT, ..., ATy);

Provjerite da skup vektora R"™ snabdjeven ovakvim zbrajanjem i mnozenjem
sa skalarom ima strukturu vektorskog prostora.
U vektorski prostor R™ mozemo uvesti skalarni produkt (,): R xR" — R

dva vektora z,y € R",

<.T, y> = T1Y1 + -+ TnYn,

¢ime vektorski prostor R™ postaje unitarni vektorski prostor.
Euklidska norma || - ||: R™ — R4 vektora € R™ definira se kao

]2 = \/<m,m) = \/x%—i-—i-x%

Euklidsku udaljenost d: R™ x R™ — Ry dviju tocaka a = (a1,...,a,), b =
(b1,...,by) € R™ definiramo kao,

d(a,b) = Ilb—all = /(b1 = a1)2 + - + (bp — an)2.

U ovom kontekstu Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost mozemo za-
pisati na sljede¢i nacin.

Teorem 1.6. Za proizvoljne vektore a,b € R™ vrijeds
[{a, b)] < [[alll|o]],

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori a,b € R™ linearno

2aV1SN4.
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Zadatak 1.36. Direktno dokazite Teorem 1.6 i navedite njegovo geometrijsko

znacenje.

Zadatak 1.37. Primjenom Teorema 1.6 dokazite sljede¢i korolar i navedite

njegovo geometrijsko znacenje.

Korolar 1.4. (Holderova nejednakost) Za proizvoljne vektore a,b € R™ vri-
jedi
lla =+ bl < [lall + [|b]],

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0 takav da je
b= Aa.

Zadatak 1.38. Primjenom Teorema 1.6 i Korolara 1.4 dokazite sljedec¢i koro-

lar i navedite njegovo geometrijsko znacenje.
Korolar 1.5. (Nejednakost trokuta) Za proizvoljne tocke a,b,c € R™ wvrijedi
d(a,b) < d(a,c) +d(c,b),

pri cemu jednakost vrijedi onda © samo onda ako postoji A > 0 takav da je

b= \a.

1.7 Projekcija vektora na pravac i ravninu

1.7.1 Projekcija vektora na pravac

Na pravcu p izaberimo fiksnu tocku O, vektor @ i odgovaraju¢i jedini¢ni
vektor #. Ortogonalnu projekciju OB’ vektora b = OB na pravac p

dobit ¢emo tako da ortogonalno proiciramo tocku B na pravac p.

Sl

Y

o i B
Slika 1.19: Projekcija vektora na pravac

Ako je vektor b linearno zavisan s vektorom d, onda se projekcija vektora

b podudara sa samim vektorom b i vrijedi b = (b - @).
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- —
Ako su vektori bi @ linearno nezavisni, onda su vektori OB’ i @ kolinearni,

pa postoji A € R, takav da bude

—
OB’ = \i.
1z slike se vidi da vrijedi
- —_—
b = OB + B'B odnosno
. (1.15)
= \Ni+DB'B.

Mnozeéi skalarno ovu jednakost s vektorom # i koristeéi Cinjenicu da su

i S . .
vektori B'B i @ medusobno okomiti, dobivamo

A=b-d
— -
Dakle, ortogonalna projekcija OB’ vektora b na pravac p odreden vektorom

a zadana je s

|

—

OB' = (b- ). (1.16)

—
Primijetite da je vektor B’B okomit na pravac p, a da iz (1.15) slijedi

_ — = -
¥:=BB=b-(b 7). (1.17)

Primijetite da ako su @,b € Xo(M) linearno nezavisni vektori, onda
vrijedi
(i) ¥ #0,
(ii) ¥ L @,
(iii) veb> 0, tj. kut izmedu vektora ¥/ i b je Siljasti.

Prve dvije tvrdnje lako se mogu provjeriti. Treca tvrdnja slijedi iz

V-b=b—(b-7)?* =0 sin’a,
gdje je a kut izmedu vektora @ i b.
Drugi nac¢in dokaza tvrdnje moze se pokazati i tako da jednadzbu (1.17)
pomnozimo s . Tada je 0 < |[V/||2 =b- ¥/, a zbog (i) b > 0.
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Treéi nacin dokaza tvrdnje moze se pokazati i tako da jednadzbu (1.17)

pomnozimo s b i iskoristimi CSB teorem. Naime, tada je
o o - (CSB)
V-b=0—(b-@)? > b —b>=0.
Zbog linearne nezavisnosti vektora a i b vrijedi stroga nejednakost.

Primjer 1.16. Treba odrediti ortogonalnu projekciju vektora b=2i+ ; na

pravac odreden vektorom @ = 3i + 45.

w ES
U

£l

il @)

Slika 1.20: Projekcija vektora b na pravac odreden vektorom @

Dobivamo:
) = 5, 7= &= 3+ 4]
bil =2 OB = (b- @) =2ii=8{+8
U =2, = (b-u)u=2u=zi+zj,

—

V=0b—(b-d)d =4~ 2j.

—
|B'B||.

Primjedba 1.9. Neka je (O; (4,)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini

M. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora, onda postoje

Izracunajte |

ortonormirani vektori i, v € Xo(M),

llall~
5 O, 1.18
R~ S )
lIo"1l
pri cemu vrijedi
(i) @ = (a-u)d, a-u>0,
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(ii) b= (b-@) i@+ (b -0)T, b-7>0.

Jednakost () slijedi iz (1.18) i ¢injenice da su @ i @ kolinearni vektori
jednake orijentacije, pa je @ - @ = ||@||. Osim toga vrijedi @ - @ = ||@|| > 0 jer
a+0.

Jednakost (i) slijedi iz (1.18) i ¢injenice da b moZemo gledati kao pro-

jekciju vektora b na vektor . Nadalje, nejednakost b-7>0 slijedi iz (1.18)

-~ _ . CSB - S,
)(b-@) > (817 = Bl (1a)?) = o,

boie L (55— (5 ]
v ( ( 167l

&1l

£y

jer su b i i linearno nezavisni. Istu nejednakost moze se pokazati i tako
da jednadzbu o = b — (l_; - U) 4 pomnozimo s V i iskoristimo ¢injenicu da je
b L.

Primjer 1.17. Zadan je pravac p: ax +by+c =0, a®? +b% # 0 i tocka T.
Odredimo udaljenost tocke T' do pravca p © projekciju tocke T na pravac p.

Najprije éemo pravac p napisati u normalnom obliku

— _ a _ b _ c
awt+fy+y=0, a=7rmm b=Uam 7T Ve

Time je ujedno odreden jedinicni vektor @ = —Bi + ozf u smjeru pravcea p.
Dokazimo ovu tvrdnju. Neka su Py = (x1,y1), Po = (x2,y2) dvije razlicite

tocke na pravcu p. To znaci da je
ox; + Pyi+v=0, =12
Oduzimanjem ove prve od druge jednadzbe, dobivamo

a(zz —z1) + B(y2 —y1) = 0.

To znaci da je vektor i1 = i + ﬁ]_' okomit na vektor ]TP; = (z9 — xl);—i—
(y2 — yl)f. Zato je vektor i = —B’f—i— ocf jedinicni vektor uw smjeru pravca p.
Nadalje, izaberimo proizvoljnu tocku Py = (xo,yo) na pravcu p tako da
za xg € R odredimo yy = —(O‘:IJO‘%W). Oznacimo ¢ := p—7p, i T' — projekcija
tocke T na pravac p. N
Projekcija vektora € na pravac p zadana je s (¢ - @)u, a vektor T'T s

¢— (G- u)u. Zato je udaljenost tocke T do pravca p zadana s

—
d(T,p) =TT,
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25

2. o ¢ T
15 (¢-u)u
o ¢— (¢-u)u
a R
osf T T
Lo
-1 O 1 2 3 4

Slika 1.21: Udaljenost tocke do pravca i projekcija tocke na pravac.

a projekcija T' tocke T' ma pravac p zadana je radijvektorom
L L
o =71p —TT.

Primgjerice za pravac p : x +y —2 = 0 i tocku T = (3,2) dobivamo
u = —%f—i— %]ﬁ Ako izaberemo xo = 1, dobivamo tocku Py = (1,1) na
pmvcuive/@gé’:fﬁp—?po:%%—j. .
Zato je T'T' = ¢ — (¢-@)id = §i+ 3j; do(T.p) = |T'T| = 5
— - -
i, =i —T'T =3i+1j; T,=(3,%). (MoZe se koristiti modul Proj[] iz
Udaljenost ¢ Projekcija. nb)

1.7.2 Projekcija vektora na ravninu

Sli¢no kao u prethodnoj toc¢ki, u ravnini M izaberimo fiksnu tocku O i dva
linearno nezavisna. vektora da, b. Time smo u ravnini M uveli koordinatni
sustav s baznim vektorima d, b. Ortogonalnu projekciju OC’ vektora
= 07 na ravninu M dobit ¢emo tako da ortogonalno projiciramo tocku C'
na ravninu M.
s R . ,
Ortogonalnu projekciju OC” vektora ¢ prikazat éemo pomoéu vektora

a, bic U tusvrhu prema Primjedbi 1.9 od vektora @, b nacinit ¢emo novu
ortonormiranu bazu , v. Vektor OC” prikazimo kao linearnu kombinaciju
vektora i, U

__% _ .

OC" = ati + BU

Iz slike se vidi da vrijedi

¢ = OC'"+C'C odnosno
K (1.19)
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o) %AO

Slika 1.22: Projekcija vektora na ravninu

Mnozeci skalarno ovu jednakost redom s vektorima @, ¥ i koristeéi ¢injenicu

—
da je vektor C'C' okomit na vektore 4 i ¥, dobivamo

a=¢id B=¢ 7

. . H — . v
Dakle, ortogonalna projekcija OC’ vektora ¢ = (% na ravninu M moze se

odrediti iz formule

_z o o
OC" = (¢-u)u + (¢- V). (1.20)
e
Primijetite da je vektor C'C' okomit na ravninu M, a da iz (1.19) slijedi
- —
d=0C=c— (¢ -a)i— (¢ 0)v. (1.21)

Sli¢no kao u prethodnoj tocki, ako su @, b, ¢ € X (E) linearno nezavisni

vektori, onda vrijedi
(i) & #0,
) dLad & L7,
(iii) ¢ - &> 0, tj. kut izmedu vektora ¢ i & je Siljasti.
U cilju dokaza tvrdnje (iii) mnozeéi (1.21) s ¢, dobivamo

g.zW | ||? 20,

Primjer 1.18. Odredimo ortogonalnu projekciju vektora d=1i+ 2}—{— 3k na

ravninu odredenu vektorima @ = 2i + j, b=2i+ 4;.
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Dobivamo:
Il =5, 7=y = &+ i
l=b—(b-a)d =57+ 2]
Ji| — 6 g U _ _ 17,27
—> b= TN - -
OD' =(d- )i+ (d-0)0=1i+2j

Primjedba 1.10. Neka je (O;Z;, E) pravokutni koordinatni sustav u pros-
toru. Na osnovi razmatranja v prethodnoj tocki moZemo ustanoviti da je
za dani skup linearno mezavisnih vektora @, 5,6' € Xo(F) mogude definirati

ortonormiranu bazu (i, U, W) u Xo, gdje je

S G
= T

A S S

U= b=0b—(b-1u)d, (1.22)

@ W d=c— (G )i (¢ 7)7

Zbog toga i vektore (a, 5,6) mozemo prikazati u bazi (i, T, W), pri cemu su

kutevi izmedu vektora Z(@, @), Z(b,7), Z(¢,%) iljasti i vrijedi

a=(a-u)i, (@ @) >0
b= (b-a@)d+ (b-7)7, (b-7)>0 (1.23)

c= (- w)u+(¢-0)v+ (¢-w)dd, (¢-w)>0.
Prva formula w (1.23) slijedi iz prve formule uw (1.22) i cinjenice da su
a i u kolinearni vektori jednake orijentacije, zbog cega je
(@-u) =|al > 0.
Druga formula u (1.23) slijedi iz druge formule u (1.22) ¢ ¢injenice da
je v projekcija vektora b na u smjeru vektora v. Nadalje,
b-v=0-7=|V|>o0.

Treéa formula u (1.23) slijedi iz trece formule u (1.22) i ¢injenice da je
J projekcija vektora ¢ u smjeru vektora . Osm toga,

5 - (idd)
S = 1/ c-c¢ > 0.
lle’l 'l

c-w=c-
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Drugu moguénost za dokaz tvrdnje dobivamo iz (1.22):

0<|d|?=¢c-d=c (- D)= (¢ ©)°
U programskom sustavu Mathematica nac¢init ¢emo modul GS[a b c] koji

¢e prethodno opisanim Gram — Schmidtovim postupkom ortogonalizacije od
zadanih linearno nezavisnih vektora (@, b, ¢) sagraditi ortonormirani sustav

- =

(u, v, W)
In[1]:= GS[a_, b_, c_]:= Module[{u, v, w},
u = a/Norml[a];
v=b- (. u u; v=v/Norm[v];
w=c-( .u u-(c. v) v;
w = w/Norm[w];

{u, v, w}l
Tako primjerice za vektore
a=2i, b=3i+4j, Z=i+2j+ 3k,
modul GS daje

a za vektore

G=2i+3f, b=6i+j, &=2j+4k,

modul GS daje

2 T4 3 -
— i —7,
V13 \/13j

3 - 2 -
= —1 — — y
V13 \/13J

U=

1.8 Gram — Schmidtov postupak ortogonalizacije

u R"
Neka je ap,...,a;r € R™ skup linearno nezavisnih vektora. Tada postoje
ortonormirani vektori vy, ...,vy € R"
b b )
_ a
U1 T
A /
v2 = A vy = ag — (ag, v1)v1
V! ’
vz = ||UZ||’ vy = az — (as,v1)v; — (as, v2)vy (1.24)
v, /
Vg = F v, = ag — (ag, v1)v1 — - — (A, Vp—1)Vk—1
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Pri tome vrijedi

ar = (a1, v1)v1, {a1,v1) >0 [er je (a1, v1) = (a1, II%H> = [la1]| > 0]

az = <a2,v1)v1 + <a’27 1)2>'l)2, <CL2,’U2> >0 [jer je <a2,’()2> = ||v1§|| (<a27a2> - O) > O]
az = (az,v1)v1 + (as, v2)ve + (a3, v3)vs, (as,v3) >0

ak = (ak, v1)v1 + -+ + {ag, vg)vk,  (ak, vg) >0

Sljede¢i Mathematica-program ortonormira k < n vektora aq,...,ar € R™.

In[1]:= GSn[A_, eps_] := Module[{v = Table[0, {j, Length[A]}]},
v[[11] = A[[1]1]1/Norm[A[[111]1;

Do[
v[[3j1] = AL[31] - Sum[(AL[j1].v[[s]11) vIlsl], {s,j-1}1;
v[[j1] = v[[j1]1/Norm[v[[j11] // N;
, {j, Length[A]}];
Round[v, -epsl] ]

Primjer 1.19. Za vektore a1 = (6,7,7,2,6), az = (0,2,1,5,—6),
as = (3,1,5,3,-4), agy = (—7,1,-5,7,—=5) primjenom modula GSn odredit
éemo ortonormirane vektore s tocnoséu na 2 decimale.

Stavimo k = 4; eps=.005; A = Table[a[[7]], {7, k}] i dobivamo
GSn[A,eps]=

{{0.455, 0.53, 0.53, 0.15, 0.455}, {0.02, 0.27, 0.15, 0.625, -0.72},
{0.355, -0.565, 0.61, -0.275, -0.32}, {-0.575, -0.365, 0.405, 0.495, 0.36} }
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Matrice

Definicija 2.1. Neka je F € {R,C} polje, a m,n > 1 prirodni brojevi.
Preslikavanje

A A{l,...om} x{l,...,n} = F
zovemo matrica tipa (m,n), a vrijednost A(i,j) € F element (koeficijent)
matrice. Element matrice A neki puta éemo oznacavati s a;; ili [A;;.

Uobicajeno je da se skup svih vrijednosti preslikavanja A takoder zove

matrica i oznacava kao

ail aig ... Aln
a1 a2 ... Q2 .

A= " i A=layl (2.1)
aml Am2 ... Gmn

Skup svih matrica tipa (m,n) oznacavamo s M,,,. Specijalno ako je m = n,

govorimo o skupu kvadratnih matrica M,,.

Primjer 2.1. Nul matrica O je matrica ¢iji su svi elementi jednaki O;
Jedinicna matrica I € M, je kvadratna matrica koja se zapisuje pomocu
1, akoi=3j

0, akoi##j

Glavnu dijagonalu matrice A cine elementi a1y, ass,. .. ;

Kroneckerovog simbola 6;; = {

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica D € M, kojoj svi elementi izvan
glavne dijagonale isc¢ezavaju. Pisemo je kao D = diag(dy, ..., dy);
Za matricu U kaZemo da je gornjetrokutasta (donjetrokutasta) ako svi njeni

elementi ispod (iznad) glavne dijagonale iscezavaju;

41
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A je simetricna matrica ako vrijedi a;; = aj;;

A je antisimetrina matrica ako vrijedi a;; = —aj;;

Matrica koju dobijemo od matrice A zamjenom redaka ¢ stupaca naziva se
transponirana matrica i oznacava s AT. Za simetricnu matricu A vrijedi
AT = A, a za antisimetricnu AT = —A;

Kazemo da su dvije matrice A, B € My,,, jednake, ako su istog tipa i ako su

im svi odgovarajuci elementi jednaki a;; = by, i=1,...,m, j=1,...,n.
2.1 Racunske operacije
a) Zbrajanje matrica
Za dvije matrice A, B € M, zbroj A + B je matrica C € M, s

elementima

cij = ajj + bjj, 1=1,....m, j5=1,...,n.

b) MnozZenje matrice sa skalarom
Za matricu A € M, i skalar A € F produkt AA je matrica D € M,,,

s elementima

dij = Aajj, i=1,....m, j=1,...,n.

Primjer 2.2. (M, +, ) je vektorski prostor dimenzije m - n.

Zadatak 2.1. Odredite barem jednu bazu u vektorskom prostoru Mass.

c) MnoZenje matrica
Kazemo da su matrice A € M,,,, B € My, ulanane ako je r = s. Za
dvije ulancane matrice A € M,,,., B € M,, njihov produkt A - B je

matrica C € M,,,, s elementima

.
Cijzzaikbkj7 t1=1,....m, j=1...,n.
k=1
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Primjer 2.3. Navest éemo nekoliko primjera koji se najcescée pojav-

ljuju:
2 -1 ., . [2
A-B= (2 =2 -[0 _1]: -2 0| =0
0 2 0 -2
3
-5
A-B=[2 5 3 =3]-| | =[-22] =
5
3 -3 6 -3
AB=|-1]-[-1 2 ~1]=|1 -2 1]|=C
0 0 0 0
Svojstva.

(a) MnozZenje matrica opéenito nije binarna operacija, ali na skupu kva-
dratnih matrica M,, mnozenje matrica -: M,, x M,, — M, je binarna

operacija;

(b) Za mnoZenje matrica (ako je izvodivo) opéenito ne vrijedi zakon ko-

mutacije;

(c) Za svaku matricu A € M, i odgovarajuée ulanc¢anu nul-matricu O
vrijedi: A-O=010-A=0;

(d) Za svaku matricu A € M,,,, i odgovarajuée ulanc¢anu jedini¢nu matricu
Ivrijedi: A-I=Ail-A=A.

Teorem 2.1. Skup svih kvadratnih matrica M, snabdjeven binarnom ope-
racijom mnozenja je asocijativna algebra s jedinicom, tj. za sve A, B,C € M,

i za svaki o € F vrijedi:
(1) A-(B+C)=A-B+A-C;
(2) (A+B)-C=A-C+B-C;
(3) (¢A)-B=A-(aB)=a(A-B);

(4) (A-B)-C=A-(B-C);
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(5) 1-A=A-T=A.

Dokaz. Dokazat ¢emo samo svojstvo (1). Ostala svojstva dokazuju se ana-
logno.

[AB+CO)ij =Y au[B+Clij =Y awbrj + cry) = Y airbrj + Y aikcrj
P k=1 k=1 k=1

O

Zadatak 2.2. Matematickom indukcijom pokazite da za kvadratne matrice
Ay, ..., A € M, vrijedi

(Ay - AT = AL ... AT,

2.2 Svojstva mnoZenja u algebri M,

e Moguce je pronaci matrice A, B € M,,, A, B # O, takve da je AB = O.

Primjerice, A = {g 8], B = B g],

e Za neku matricu A € M,, moguce je pronadi takvu matricu B € M,
tako da bude: AB = BA = I. Primjerice, za I € M, I -1 = 1.

Navedimo i jedan netrivijalni primjer. Za matrice A = B g} i B=
3 5] ..o , . . 0 1
{_1 9 ] vrijedi spomenuta jednakost, ali za matricu A = [0 2} takva

matrica B ne postoji.

Definicija 2.2. Za matricu A € M,, kaZemo da je regularna (nesingularna,

invertibilna) ako postoji matrica B € M, takva da je
AB=BA=1. (2.2)

KazZemo da je matrica C' € M, singularna ako nije regularna.

Primjerice, jedini¢na matrica I € M, je regularna jer vrijedi I - I = I.
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Propozicija 2.1. Za regularnu matricu A € M,, postoji jedinstvena matrica
B € M, za koju vrijedi (2.2).

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje provest ¢emo kontradikcijom. Pretpostavimo da

postoji jos jedna matrica D € M, takva da vrijedi
AD=DA=1.

Tada je
D=D-1=D-(AB)=(DA)B=1-B=0B.

O]

Bududi da sukladno Propoziciji 4.1 za regularnu matricu A € M,, postoji
jedinstvena matrica B € M, sa svojstvom (2.2), tu matricu oznacavat ¢emo

s A~! € M, i zvati inverzna matrica matrice A € M,,. Dakle,

AA =A"1A=1T (2.3)

Skup svih regularnih matrica reda n oznacit ¢emo s GL,. Skup GL,
nije prazan jer je I € GL,, ali GL,, # M, jer O ¢ GL,,.

Sljededi teorem pokazuje da je skup G L, snabdjeven binarnom operaci-
jom mnozenja grupa, koju zovemo [1] op¢a linearna grupa reda n.

Teorem 2.2.
(1) Produkt dviju regularnih matrica A, B € GL,, je reqularna matrica;
(2) Vrijedi asocijativnost;
(3) Jedinicna matrica je u skupu GLy, i za nju vrijedi

ATl =TA=A, VA& GLy;

(4) Za svaku reqularnu matricu A € GL,, postoji jedinstvena inverzna
matrica A~ € GL,,.
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Dokaz.

(1) Za dvije regularne matrice A, B € GL,, njihov produkt AB je takoder
regularna matrica. Naime, lako se moze pokazati da je (AB)™! :=
B71A71 jer vrijedi:

(B'AYAB)=B ' (A'A)B=B"'B=1
(AB)(B'A ™YY =ABB YA 1 =447 =T

(2) Vrijedi asocijativnost na ¢itavom skupu M,, pa onda i na skupu GL,,.

Pri tome za proizvoljne A, B,C € GL,, i matrice (AB)C, A(BC) su

regularne.

(3) Jedini¢na matrica I € M, je regularna, a njena inverzna matrica je

ponovo 1.

(4) Za regularnu matricu A € GL,, njena inverzna matrica A~! je takoder

regularna i vrijedi (A71)~! = A.

O]

Zadatak 2.3. Matematickom indukcijom pokazite da je za regularne matrice
Ay, ..., A, € GLy, njihov produkt takoder regularna matrica. Sto je inverzna

matrica matrice (Aj - -- Ag)?

2.3 Elementarne transformacije nad stupcima i ret-
cima matrice

Uvedimo najprije zapis matrice A € M,,,, pomocu njezinih stupaca:

a11 ain
A =lai] = [a1,...,ay], gdjejear = | 1 |, ,ap =

am1 Gmn,

ili redaka

A = [a] = (al,...,am), gdje je a' = (@11, -y a1n)y -, @™ = (Aml, -+ Qmn)-
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Sada mozemo stupce (odnosno retke) promatrati kao vektore, ispitivati

njihovu linearnu zavisnost i pomoc¢u njih uvesti vektorske prostore:

R(A) = L(ay,...,a,) : vektorski prostor razapet stupcima matrice;

R*(A) = L(a',...,a™) : vektorski prostor razapet retcima matrice.

Definicija 2.3. Maksimalni broj linearno nezavisnih stupaca matrice zo-
vemo rang matrice po stupcima (dim R(A)), a maksimalni broj linearno ne-

zavisnih redaka matrice zovemo rang matrice po retcima (dim R*(A))
Rang matrice A € M,,,, po stupcima jednak je rangu matrice po retcima

i oznacava se jednostavno s r(A) [1, 6, 7].

* ok k% ok

Pod elementarnim transformacijama nad stupcima i retcima matrice po-

drazumijevamo:
(1) Izmjena (permutacija) dvaju stupaca (odnosno redaka) matrice;
(2) Mnozenje jednog stupca (odnosno retka) matrice brojem A # 0;

(3) Dodavanje nekom stupcu (odnosno retku) nekog drugog stupca (od-

nosno retka) prethodno pomnozenog nekim brojem A € R.

Poopéenje svojstva (3) znaci da se nekom stupcu (odnosno retku) dodaje
proizvoljna linearna kombinacija ostalih stupaca (odnosno redaka).

Ako uvedemo tzv. elementarne matrice, onda se prethodno spomenute
elementarne operacije s matricama mogu formalno zapisati kao mnozenje

matrice s nekom elementarnom matricom.

Definicija 2.4. Neka je I = [eq,...,e,] € M, jedinicna matrica sa stupcima
et,...,en. Kvadratna matrica P;; € My, i # j je matrica koja se iz jednicne
matrice I dobiva permutacijom i-tog i j-tog stupca.

Ako neku matricu A € M,,, zdesna pomnozimo nekom matricom F;; €

M,, u matrici A zamijenit ¢e mjesta i-ti i j-ti stupac

APj=Al--ej--ei--] =] Aej---Aej---]=[+-a;--a;--].
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. . 12 -1 3 2 3 -1
Primjer 2.4. Neka je A = 1 2 _s3l 1 _3 9 ]

matrica koja je od matrice A dobivena zamjenom drugog i treceg stupca.

Tada je APs3 = [

Zadatak 2.4. Kako treba postupiti s matricom A € M,,, da se od nje dobije

matrica u kojoj su i-ti i j-ti redak zamijenili mjesta? Ilustrirajte primjerom.
Zadatak 2.5. Koliko ima svih matrica P;; € M,? Sto je Pigl(?

Definicija 2.5. P;(\) € M,, A\ # 0, ¢ = 1,...,n je matrica koja se od

jedinicne matrice I dobije tako da stupac e; pomnozimo brojem A

P(A) = Aes--].

Mnozenjem zdesna matrice A € M,,,, matricom P;(\) € M, i-ti stupac
matrice A bit ée pomnozen brojem A
AP(N) = Al Xej--]=[-Ae;---]=[Aa;---].

2 -1 3

1 9 _31 € Moz zdesna pomnozimo ma-

Primjerice, ako matricu A = [

1 2x -3

Zadatak 2.6. Je 1i matrica P;(\) regularna? Ako jest, Sto je njena inverzna

tricom P(\) € M3, dobivamo AP,(\) = [2 3 ]
matrica?

Definicija 2.6. P;()\;j), i # j € My, je matrica koja se od jedinicne matrice

I dobije tako da stupcu e; dodamo stupac ej prethodno pomnoZen brojem X

Bi(Ng) =1-eitAej---ej--].

Mnozenjem matrice A € M,,, zdesna matricom P;(};j), i-tom stupcu

matrice A bit ée dodan j-ti stupac prethodno pomnoZen brojem A

2 -1 3

Primjerice, ako matricu A = ll 9 _3

] € Moz zdesna pomnozimo ma-

tricom P5(\;3) € M3, dobivamo AP,();3) = E _21_+3?:\)‘ _33]

.
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Zadatak 2.7. Je li matrica P;(\; j) regularna? Ako jest, Sto je njena inverzna

matrica?

Primjedba 2.1. S Q;;, Qi()\), Qi();j) redom oznacimo kvadratne matrice
reda m koje se dobiju transponiranjem matrica Pij, P;(X), P;(\;j) € Mp,.
Primijetite da su matrice P;j i P;(\) simetricne, pa je Qi = Pij © Qi(\) =
Pi(X). MnoZenje matrice A zdesna matricama Pij, P;(X), Py(\;j) € M,
odgovara elementarnim transformacijama nad stupcima matrice A, a mno-
Zenje matrice A slijeva matricama Qij, Qi(X\), Qi(A;5) € My, odgovara ele-
mentarnim transformacijama nad retcima matrice A. Matrice tipa P: P;j,
Pi(X), P;i(X\;7) @ matrice tipa Q: Qij, Qi(N), Qi(X;j) su regularne matrice i

zovu se elementarne matrice.

Definicija 2.7. Za dvije matrice A, B € My, kaZemo da su ekvivalentne
ako se jedna iz druge dobiva primjenom konacno mnogo elementarnih tran-
sformacija ili preciznije, matrice A, B € My, su ekvivalentne ako postoje

elementarne matrice Py, ..., P., Q1,...,Qs takve da vrijedi

B=Q,---Qs - A-P - P, (2.4)

Rangovi dviju ekvivalentnih matrica su jednaki.

4 —4
Zadatak 2.8. Za matricu A = | -5 —3| odredite matrice Q1(—5)A1Q1(—5;2)A.
-2 4
1 -5 1
Zadatak 2.9. Mnozenjem matrice A = |0 3 1 | odgovaraju¢im ele-
4 2 =3
mentarnim matricama konstruirajte ekvivalentnu gornjetrokutastu matricu
X X X
B=|0 x x
0 0 x

2.4 Prakticno odredivanje ranga matrice

Kao $to smo naveli ranije, retke matrice A € M,,,, mozemo promatrati kao

skup od m vektora, a stupce kao skup od n vektora. Pri tome broj linearno
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nezavisnih redaka jednak je broju linearno nezavisnih stupaca. Taj broj
nazivamo rang matrice A i oznacavamo s r(A) (vidi Definiciju 2.3).

Mnozenjem matrice A € M,,,, zdesna nekom elementarnom P-matricom
ili slijeva nekom elementarnom (-matricom rang matrice nece se promi-
jeniti. Na taj nacin elementarnim transformacijama nad retcima i stup-
cima matricu A € M,,, moguée je svesti na dijagonalnu matricu oblikal
A ~ diag(1,...,1,0...,0). Broj jedinica ove dijagonalne matrice odgovara
rangu? r(A) matrice A. Specijalno, matrica A € M,, je regularna onda i
samo onda ako je r(A4) = n.

Primjer 2.5. Sukcesivnom primjenom elementarnih transformacija nad ret-

cima 1 stupcima matrice dobivamo

2 1 11 2 1 2 11 2 1 2 11 2
A |1 0 4 —1fpp |0 1 4 1fQan |0 1 4 -1
11 4 5 5 4 11 56 5 0 3 12 -3
2 -1 5 -6 1 2 5 -6 -1 2 5 -6
12 11 2 12 11 2 1 2 11 2
Qi1;1) |0 1 4 —-1]@Qs5(-32 |0 1 4 —1|Qa-42 |0 1 4 -1
T o312 =3 7 oo o0 o0 “ oo 0 o0
0 4 16 —4 0 4 16 —4 00 0 0

Nadalje, sukcesivnim primjenama elementarnih transformacija nad stup-
cima moguce je postici A ~ diag(1,1,0,0). Dakle, r(A) = 2.

Primjer 2.6. Primjenom elementarnih transformacija nad retcima i stup-

ctma matrice moze se pokazati da vrijeds

-2 1 -3 4 1 100 00
A -2 1 -1 0 0 01000
0 1 0 -4 -3 00100
-4 1 0 0 2 0 00 O0O

Dakle, r(A) = 3.

U tu svrhu koristite Mathematica-program E1Matrice.nb http://www.mathos.unios.
hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb.

2U programskom sustavu Mathematica rang matrice A odreduje se naredbom
MatrixRank [A]


http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
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Zadatak 2.10. Odredite rang matrice

2 1 1 1
0 4 10 1 4 12 6 8 2 1 3 11
) 4 8 18 7 b) 6 104 21 9 17 ) 11 4 1
“ 110 18 40 17| 7 6 3 4 1|0 Y1115
1 7 17 3 35 30 15 20 5 1 2 3 4
11 1 1]
RjeSenje: a) r=2; b) r=2; ¢) r=4.
Zadatak 2.11. Ispitajte regularnost sljedeé¢ih kvadratnih matrica
-2 -2 3 -1 4 3 ; _31 g _12
a) |3 3 0 b) |-4 0 -1 c) 1 4 92 3
—4 —4 -1 -3 2 -3

-4 2 -4 =2

RjeSenje: a) singularna jer je r = 2; b) regularna jer je r = 3; c¢) singu-

larna jer je r = 2.

2.5 Invertiranje regularne matrice

Teorem 2.3. Neka je A € GL,, i D € M,, Tada se primjenom elemen-
tarnih transformacija samo nad retcima blok-matrice [A; D] moZe se dobiti
blok-matrica [I; R1|, gdje su I,Ry € My, tj. postoji elementarne matrice
Q1,...,Q, takve da je Q1,...,Q.[A; D] = [I; Ry].

Dokaz ovog teorema je konstruktivan (vidi primjerice [7, str. 179]) i
ne¢emo ga navoditi.
Korolar 2.1. Ako je A € GL,,, onda postoje elementarne matrice Q1, ..., Q,

1 elementarne P-matrice Py, ..., Py takve da je
A=Q1--Q, A=P---P,. (2.5)

Dokaz. Za regularnu matricu A~! Teorem 2.3 daje elementarne (-matrice
Q1,...,Q, takve da je

Qi QAT =1,



52 POGLAVLJE 2. MATRICE

odakle slijedi A = Q1 --- Q.
Specijalno, za matricu A7 postoje elementarne Q-matrice Q1 ..., Qs

takve da je AT = Q1 Q. Transponiranjem dobivamo
A= QZ e QIT’
sto je prikaz matrice A kao produkt elementarnih P-matrica. ]

Specijalno, samo primjenom elementarnih transformacija nad retcima
blok matrice [A;I], A € GL,, mozemo dobiti blok matricu [I; R;], Sto daje
matricu A~! = R;. Naime, prema Teoremu 2.3 za regularnu matricu A

postoje elementarne Q-matrice @1, ..., Q, takve da je
Q1 Qr [A 1] = [I; Ry,

odnosno
Q1 QrA;Q1---Qr I = [I; Ry],
odakle slijedi

Primjerice,
r2 2 3 | 1 00 Lo—10 |01 0], -1
AN=1]1 -1 0 | 0 1 of% |2 2 3| 10 0@ 0 14
-1 2 1 | 0 0 1 -1 2 1] 00 1 -1 2
-t oo 10 1 -1 0 ] 0 1 » -1
BEV 0 4 3 ] 1 20 ®lo 1 1] 0 1 1|0 1
o 1 1] 0 1 1 0 4 3 | 1 —20 0 0
Lo 1o 1 Sfro1 o0 21 Lo
Q890 1 01 o0 o1 1Y o1 1] o 1 1T o 1
0 0 -1 | 1 -6 -4 00 1 ] -1 6 4 00
oy [ OO |1 -4 3
Y0 10 ] 1 -5 =3
0 0 1 | -1 6 4

1 -4 -3 2 2 3
Provjerite da je A™* = | 1 —5 —3| inverzna matrica matrice A= | 1 -1 0
-1 6 4

o MO O ORO

|
—
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Zadatak 2.12. Ako postoji, odredite inverznu matricu matrice:

1 1 1 1 2 1 0 0
a b 1 1 -1 -1 3 2 0 0
“)[C d]’ D1y o1 a9 1 340 D
1 -1 -1 1 9 -1 2 3

—_

—
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Poglavlje 3

Determinanta matrice

3.1 Uvod i motivacija

Promatrajmo sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice

aney + ajpry = by
(3.1)
2171 + a92x2 = ba.
Koeficijente uz nepoznanice a;; mozemo zapisati u obliku tablice, koju na-

zivamo matrica sustava — u ovom slucaju matrica drugog reda

ail a2
A= .
az1 a2

Primijetite da prvi indeks ¢ koeficijenta a;; oznacava redak matrice (redni
broj jednadzbe), a drugi indeks j oznacava stupac matrice (redni broj ne-
poznanice) u kome se element nalazi.

Sustav ¢emo rijesiti metodom suprotnih koeficijenata. Mnozeéi prvu
jednadzbu sustava (3.1) brojem age, a drugu brojem (—aj2), nakon zbrajanja

tako pomnozenih jednadzbi dobivamo

(a11a22 — az1a12) 1 = bragy — baaga. (3.2)

Ako sada proizvoljnoj matrici A pridruzimo broj det A na sljedeéi nacin

a b
A—[ ] det A =
c d

b
‘ = ad — be, (3.3)
c

95
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onda (3.2) mozemo zapisati

ai; a2 b1 a2
] = , odnosno Dxp = Dx, (3.4)
as1 a9 ba ag
. ) ailr  a12 ) ..
pri ¢emu broj D = zovemo determinanta sustava. Pokusajte
az1  a22

sami slicno dobiti da je

ain b

D:Eg = D2 gdje je D2 = (35)

ag bz
Ureden par (z1,72) € R? je rjesenje sustava (3.1). Iz (3.4) i (3.5) mozemo
zakljuciti:
e ako je D # 0, sustav (3.1) ima jedinstveno rjesenje
(3.6)
e akoje D =01 D; = Dy =0, sustav je rjesiv i ima beskona¢no mnogo
rjesenja;

e ako je D = 0, a pri tome barem jedan od brojeva D1, Do razli¢it od

nule, sustav nema rjesenja.

Zadatak 3.1. Prethodno navedene tvrdnje u literaturi su poznate kao Cra-
merovo pravilo. Pokusajte dati njihovu geometrijsku interpretaciju. Sve

ilustrirajte primjerima.

Primjer 3.1. Primjenom Cramerovog pravila diskutirat éemo sljedeci sustav

jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R

Ax1 4+ 3z9 =1
3x1 + Axo = 1.

Dobivamo

D=X-9, D =X—3, Dy=X\-3.
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Prema Cramerovom pravilu sustav ima jedinstveno rjesenje z; = z9 = /\%_3
za A € R\ {-3,3}, za A\ = 3 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja koja

leze na pravcu 3z1 4+ 3z2 = 1, a za A = —3 sustav nema rjesenja.

Pokazat ¢emo da vrijedi i opéenitija tvrdnja (vidi Teorem 3.4). Neka je

zadan sustav od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica

3

n
Zaikwk:bi, izl,...
k=1

Neka je nadalje, A = [ay,...,a,] matrica ¢iji su stupci sastavljeni od odgo-
varajucih koeficijenata uz nepoznanice.
Ako je determinanta matrice A (D=det A) razli¢ita od nule, onda, vri-
jedi:
Dy Dy D,
=5 2=t =
gdje je Dy = det[b, ag, ..., a,]|, D2 = detla1,b,as,...,a,], ...

I

X %k %k % X

Pod determinantom matrice drugog reda mozemo podrazumijevati funk-
ciju koja svakoj kvadratnoj matrici A drugog reda pridruzuje realan broj
det A definiran s (3.3). Uobicajeno je da se i vrijednost te funkcije takoder
naziva determinanta matrice.

Funkciju A — det A definirat ¢emo induktivno:

ai;  aja| _
= a11a22 — @12021;
a1 a2
ail; a2 ai13
. azs Q23 a1 3 a1 a22|
a1 a2 G23| = a1 — a2 + a3 ;
az2 as3 as1 asr  as2

az1 asz2 ass

det A = a1 det A1 —ajpdet Ajg +--- + (—l)nilaln det Ay,

= (1) tay, det Ayy, (3.7)
k=1
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gdje je Ay kvadratna matrica (n — 1)-og reda koja se dobiva iz matrice
A ispustanjem prvog retka i k-tog stupca. Posebno za A = [a] definiramo
det A = a.

Primjer 3.2. Na osnovi prethodne definicije dobivamo

4 3 -1 =5

3 2 0 3
11 5 =%
-4 -2 4 -1

3.2 Svojstva determinanti

Navedimo osnovna svojstva determinante koja ¢e nam posluziti u teorij-
ske svrhe, ali i kod prakti¢nog izracunavanja. Prilikom dokazivanja veéine
pravila koristit ¢emo princip matematicke indukcije. To znaci da pravilo naj-
prije treba dokazati za determinantu nizeg (primjerice drugog) reda. Nakon
toga uz pretpostavku da pravilo vrijedi za determinantu (n — 1)-og reda,

pravilo ¢emo dokazati za determinantu n-tog reda.

Pravilo 1. Ako svi elementi nekog stupca matrice A = [ay,...,a,] € M,

iscezavaju, onda je det A = 0.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Pretpostavimo da r-ti stupac ma-
trice A iscezava, tj. a, = [a1r,. .., ans]’ = 0. Tada suma i (—=1)*Lay, det Ay,
iz (3.7) iScCezava jer je aj, = 0, a sve submatrice Ay, kk:ilyé r, imaju jedan
nul-stupac pa po induktivnoj pretpostavci njihove determinante is¢ezavaju.
Dakle, det A =0 O

4 0
Primjer 3.3. Na osnovi definicije provjerite da je |3 0 0 | =0.
10

Pravilo 2. Determinanta trokutaste matrice A € M, jednaka je produktu

dijagonalnih elemenata, tj. det A = ai1 - anp-
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Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup trokutastih matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za trokutastu matricu A € M,. Ako je A donjetro-
kutasta matrica, onda prema (3.7) vrijedi det A = aj; det A11, a kako je
det A1; donjetrokutasta determinanta (n — 1)-og reda, tvrdnja je dokazana.

Ako je A gornjetrokutasta, onda prema Pravilu 1 vrijedi det A1o = --- =
det A1, = 0 pa je

det A = a1 det Aqq.
Kako je det Aj; determinanta gornjetrokutaste matrice (n — 1)-og reda, po

induktivnoj pretpostavci je
det A11 = a2 -+ - ann,

sto zajedno s prethodnom jednakoséu daje trazenu formulu. O

Primjer 3.4. Vrijedi li:

det I =1;

det P = —1, det Pg =—-1;
det Pi(\) = ), det PT(\) = X;
det Pi(\;j) =1, det PT(X\;5) = 1.

Pravilo 3. Ako dva stupca determinante zamijene mjesta, determinanta

mijenja predznak, tj. ako r-ti i s-ti stupac zamijene mjesta, vrijedi

det(AP,s) = —det A. (3.8)

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,.

Najprije ¢emo razmotriti slu¢aj zamjene dva susjedna stupca a,,a,q1

matrice A. Neka je

B=AP,, 1 =" 1,05 "]
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Elementi prvog retka nove matrice B su
bir = 1,41, biy41 = a1y, bij=ai; zajé¢{r,r+1}.
Pripadne submatrice elemenata b, i b1 41 su:
By, = A1p41, Bipr1 = Aug,
a njihove determinante
det By, = det Ay ,41, det By,41 = det Ay,.

Za j ¢ {r,r + 1} submatrica By; € M,_; se od submatrice A;; € M,y
razlikuje u elementima dva susjedna stupca pa po pretpostavci indukcije
vrijedi

det Byj = —det Ay; za j ¢ {r,r+1}.
Zato prema (3.7) vrijedi
n

det B = (—1)""'by, det By
k=1

n

= > (=D)"'bypdet By + (—1)" by, det By + (—1)"b1p41 det By i
k#r,r+1

n
- — Z (—1)k_1a1k det Alk + (—1)T_1a17r+1 det A17r+1 + (—1)Ta1r det Alr
k#r,r+1
n
= — Z (—l)k_lalk det Alk - (—1)7”_1@1,,« det Alr — (—1)7“@177-_._1 det A1,7‘+1
k#ror+1

= = Y (-1 laydet Ay, = —det A
k=1

Razmotrimo nadalje sluc¢aj zamjene stupca a, i a,+2 matrice A
B=AP, ;o0 =1[ " ary2,0r11,0r -]
Vrijedi
det(AP;,42) = det[- - ary2, arp1,ar -] = (=)' @ri2, ar, Grg1, - |

= (1%} ar,ar12,ar11,- -] = (=1)°[ - ar, ary1, arpn -]
= —det A.
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Primijetite da je u ovom slucaju izmedu stupaca koji se zamjenjuju nalazio
jedan stupac i da je bilo potrebno provesti 3 = 2-1+ 1 sukcesivnih zamjena.

Ako bi se izmedu stupaca koji se zamjenjuju {a,,a,4+3} nalazila dva
stupca

B = AP, ;3= [ ©Gpg3, Qrg1y Apg2, Ay - ']a

bilo bi potrebno provesti 5 = 2 -2 4 1 zamjena pa bismo opet imali trazeni
rezultat.

Opéenito, u slucaju ako se izmedu stupaca koji se zamjenjuju nalazi p
stupaca, bilo bi potrebno provesti 2p + 1 zamjena i opet bismo imali trazeni
rezultat. O

Primjer 3.5. Provjerite da vrijedi

ap az ag ap az az
b1 b2 b3|=—1|b1 b3 0byf.
1 2 ¢3 1 €3 C2

Primjer 3.6. Buduci da se matrica P;; dobije od jedinicne matrice I zamje-
nom i-tog i j-tog stupca, detP;; = —1. Buduci da se matrica AP;; dobiva od
matrice A zamjenom i-tog i j-tog stupca, vrijedi det(AP;;) = —det A. Zato

formalno mozZemo pisati
det(AP;;) = det A - det Py,

sto znaci da je u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu de-

terminanti!

Pravilo 4. Ako matrica A € M, ima dva jednaka stupca, njena determi-

nanta iscezava, tj. det A = 0.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Pretpostavimo da su r-ti
i s-ti stupac matrice A jednaki. Tada je A = AP, sto prema Pravilu 3
povlaci

det A =det(AP,s) = —detA = detA=0.
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ap az ai
Primjer 3.7. Na osnovi definicije provjerite da vrijedi |by by by| = 0.
1 C2 (1

Pravilo 5. Ako je stupac a; matrice A € M, linearna kombinacija nekih

vektora stupaca b, c € My, vrijedi svojstvo linearnosti determinante:

det A =det[---Nbo+ pc---] = Adet[---b--- ]+ pdet[---c--]. (3.9)

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M,,_.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opéenitosti (te-
meljem Pravila 3) pretpostavimo da je prvi stupac a; linearna kombinacija

vektora b, ¢ € My1. Naime, u tom bi slucaju vrijedilo

Aby +per ap o ain br a2 -+ aip c1 a2 - Gin

Abg + pes  asy -+ asy by azx -+ azy Cc2 ax - a2y
) =X. . . R

)\bn + HCpn  Ap2 - - Ann bn ap2 - Ann Cn Qp2 - Ann

Ako bi primjerice, treci stupac bio ag = Ab 4+ uc, onda bi primjednom Pra-

vila 3 lako pokazali da vrijedi Pravilo 5 i za tre¢i stupac:

det A = —detlagazayas---] = —det[Ab+ pcagarayg - - |
= —Adetlbagsayas---] — pdetfcazaag-- -]

= Adetlayagbag- -]+ pdetlayagcayq---].

Dokazimo zato Pravilo 5 za prvi stupac a;. S ax (K > 2), oznacimo
k-ti stupac matrice A kome je ispusten prvi element. Sli¢no oznacimo i 5, c.

Razvojem determinante det A po elementima prvog retka (definicija (3.7)!)

det A = (\by + pcy) det[ag - - - ay)

Aby + pca -+ Ggk—1 G2kl Aon

k=2
Abn +pcn - Op k-1 Qnk+1 " QAnn
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Kako prema induktivnoj pretpostavci determinantu (n — 1)-og reda u

prethodnoj sumi mozemo pisati kao
Adet[b---ag_1ags1 -~ dn] + pdet]é- - dp_1dpr1 - an),
imamo

det A = (\by + ucl) det[dQ e dn]

XY (=D ey det[b- - aggagrr ]+ Y (=) ay det[E - @y agg
k=2 k=2
=\ (b1 det[dQ s dn] + Z(—l)k_lauc det[l; e dk—ldk+1 B ])
k=2

i (er detfas - an] + Y0 (~1)F Targ det[e - g 1gy ---])
k=2

=\det[b,az- - a,] + pdet[c,as - - ay).

O
1 2 1
Zadatak 3.2. Koristenjem Pravila 5 pokazite daje [A+1 1 1| = A
1 31

Korolar 3.1. Lako se vidi da vrijedi poopéenje Pravila 5 za slucaj kada je

neki stupac linearna kombinacija v stupaca iz My :
T T
det["'ZAkbk“'} = ZAkdet["'bk"-]-
k=1 k=1

Kao specijalni sluc¢aj Pravila 5 dobivamo sljedece pravilo za mnozenje

determinante brojem.

Korolar 3.2. Determinanta se mnozi brojem A tako da bilo koji njezin stu-

pac pomnozimo brojem .

Dokaz.
det[--- Aaj---] Z Adet[---a;---] = Adet A.
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Primjer 3.8. Prema Primjeru 3.4, str.59, det P;(\)) = A. Buduéi da se
matrica APj(\) dobiva od matrice A mnoZenjem j-tog stupca s X\, vrijedi
det(AP;(N)) = Adet A. Zato formalno mozZemo pisati

det(AP;(N)) = det A - det P;()),

sto znact da je i u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu

determinanti!

Pravilo 6. Ako nekom stupcu determinante dodamo linearnu kombinaciju

ostalih stupaca, determinanta ne mijenja vrijednost.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M,_.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opéenitosti mo-
zemo pretpostaviti da smo prvom stupcu a; dodali linearnu kombinaciju

ostalih stupaca. Tada koristenjem Pravila 5 i Pravila 4 dobivamo

(P4)

det[aﬁ-z AkQpy @2« + Q)] o det[ay,ag - - an]—i-z A det[ag, ag -« - ay) det A.

k=2 k=2
L]

Korolar 3.3. Ako i-tom stupcu determinante dodamo j-ti stupac prethodno

pommnozen brojem X, determinanta ne mijenja vrijednost, tj.

Dokaz.
det[...ar_i_)\as...as...]1;5det[...ar...as...]+)\det[...as...as...] :detA

O]

Primjer 3.9. Prema Primjeru 3.4, str.59, vrijedi det P;(\;j) = 1. DBu-
duci da se matrica AP;();j) dobiva od matrice A tako da i-tom stupcu do-
damo j-ti stupac prethodno pommnoZen brojem A, prema Korolaru 3.3 vrijedi
det(AP;(A;j)) = det A. Zato formalno moZemo pisati

det(AP;(A;j)) = det A - det Pi(X; 7),

sto znaci da je i u ovom slucaju determinanta produkta jednaka produktu

determinanti!
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Zadatak 3.3. U cilju odredivanja vrijednosti determinante iz Primjera 3.2,
koristenjem Korolara 3.3 matricu svedite na donjetrokutastu i primijenite

Pravilo 2.

Pravilo 7. Ako je neki stupac determinante linearna kombinacija ostalih

stupaca, vrijednost determinante jednaka je nuli.

Dokaz. Tvrdnja se lako dokaze za n = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za skup matrica M, _1.

Dokazimo tvrdnju za matricu A € M,,. Bez smanjenja opéenitosti pret-
postavimo da je a1 = kﬁé Arag. Koristenjem Korolara 3.1 i Pravila 4 dobi-

vaimo:

detla; -+ - an] = det[z AiQey @2 - -+ )] Cor 31 Z A det[ag, az - - - ay) )

k=2 k=2

O]

Primjer 3.10. Dokazimo sljedecu tvrdnju: ,Ako su u nekoj determinanti

dva stupca linearno zavisna, njena vrijednost jednaka je nuli”.
Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da su prva dva stupca linearno za-
visna, tj. da vrijedi a; = Aage. Tada vrijedi:

det A = det[ay, as,. .., a,] = det[Aag, ag, . .., ay] £

Cor 3.2 Adet[ag, ag, ..., a,] = 0.

Pravilo 8. Ako je A singularna matrica, onda je det A =0 i det AT = 0.

Dokaz. Ako je A singularna matrica, njeni stupci su linearno zavisni pa je
prema Pravilu 7 det A = 0. Takoder, i retci matrice A (stupci matrice AT)
su linearno zavisni pa je det AT = 0. O

3.3 Binet-Cauchyjev teorem

Teorem 3.1. (Binet-Cauchy)
Za bilo koje dvije matrice A, B € M, vrijedi

det(A B) = det A - det B.
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Dokaz. Ako je jedna od matrica A, B € M, singularna, tvrdnja vrijedi.
Primjerice, ako je B singularna matrica, onda je i A - B singularna, pa je
det B =101 det(A- B) = 0. Dakle, tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo da je B regularna. Na osnovi Primjera 3.6, 3.8, 3.9 za-
kljucujemo da za svaku matricu A € M, i za svaku elementarnu P-matricu,
P € M, vrijedi

det(A P) = det A - det P. (3.10)

Prema Korolaru 2.1 postoje elementarne P-matrice Pi,..., P, takve da je
B =P, ---P,. Zato prema (3.10) dobivamo

det B = det(Py--- P,_1) - det Py,

det B = det P; - - -det P._q - det P,.
Takoder prema (3.10) dobivamo

det(A-B) =det(A-P,---P,_1) - det Py,

det(A-B) =det A-det P, ---det P._; - det P,

= det A - det B.
O
Teorem 3.2. Za svaku matricu A € M, vrijedi
det AT = det A. (3.11)

Dokaz. Tvrdnja ocigledno vrijedi za svaku singularnu i svaku simetri¢nu
matricu, pa tako i za elementarne matrice Pj; i P;(\). Tvrdnja vrijedi i za
elementarnu matricu P;(A;j) jer je prema Primjeru 3.9 det Pj(\;7) = 11
det PT'();j) = 1. Zato tvrdnja vrijedi za svaku elementarnu P-matricu.
Pretpostavimo da je A regularna matrica. Prema Korolaru 2.1 postoje
elementarne P-matrice Py, ..., P, takve da je A= P, --- Py, odnosno A” =

PT ... Pl'. Na osnovi Teorema 3.1 dobivamo

det AT = det PT...det PL = det P, ---det P, = det(P; - -- P,) = det A.
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O]

Primjedba 3.1. Prethodno dokazani Teorem 3.2 pokazuje da sva pravila
kod izracunavanja determinanti koja vrijede za stupce matrice A, vrijede i

za njezine retke.

3.4 Izracunavanje vrijednosti determinante

Primjer 3.11. Promatramo problem polinomijalne interpolacije skupa po-
dataka (zi,y;), i = 1,...,n (vidi primjerice [5][str. 287], [153][str. 19]). Uz
pretpostavku
<22 < < Iy (3.12)
treba odrediti koeficijente polinoma P,_1(x) = ap+ajz+- - A ap_12" 1 tako
da bude
Pnfl(xi) = Yi, 1= 1,...,”. (313)

Geometrijski, to znaci da treba pronaci polinom P,_1 ciji graf prolazi
tockama T; = (x3,y:), i« = 1,...,n. Koeficijente polinoma P,_1 mogli bi

odrediti iz uvjeta (3.13) rjesavajuci sustav od n jednadzbi s n nepoznanica:

ao + a121 + asw} + -+ ap_12f T =y
a0+a1332+a233%+ +an_1x’§_1 = Y2 (3 14)
ag + a1y + asx? + -+ ap_12 =y,

Uz uvjet (3.12) ovaj sustav je uwvijek rjesiv i ima jedinstveno rjesenje (de-
terminanta matrice sustava je poznata Vandermondova determinanta, koja

je uz wvjet (3.12) razlicita od nule. Izracunajmo vrijednost Vandermondove

determinante

2 .3 n—1

1z 27 2y - ) X
2 3 n—

1 z2 x5 x5 -+ =4

V(zy,...,zn) =1 x3 23 x5 - a3 (3.15)

2 .3 n—1

1 =z, =z, = Ty
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Najprije ¢emo od elemenata svakog stupca (osim prvog) oduzeti odgovarajuée
elemente prethodnog stupca pomnozene s 1. Dobivamo

1 0 0 0 0

1 xo—x1 xo(wo—21) 23(w0—71) - xg_z(xg — 1)
V(@y,...,wp) =1 a3 -2 a3(rz—x1) a3(x3—x1) - x§*2(x3—x1) :

1 zp—21 vy —21) 22(T0 —21) -+ 2" (3 — 21)

Razvojem po elementima prvog retka i redom u dobivenoj subdeterminanti izluci-
vanjem faktora (zo — 1), (x5 —21), ..., (xn — 1) iz drugog, treceg, .. .1 posljednjeg
retka dobivamo

1 xo 23 - xg_2
- 1 x5 22 - P2 -
V(xl,...,xn):H(xi—xl) e =H(xi—x1)V(x2,...,a:n),
=2 1 =z, x% e 3:2_2 =2
gdje je V(xa,...,2,) opet Vandermondova determinanta, ali (n — 1)-og reda.

Ponavljanjem postupka dobivamo

Vizg,...,xn) = 1_[(337 —x2)V(x3,...,%y),

1=3
i konac¢no
n n 1 Tr1
V(tn_2,2n 1,2,) = ‘_Hl(fi —Tp2)V(Tp_1,2,) = ‘_Hil(xi —Tn-2) |, .,
=\Tn—1 — xn72)(xn - xn72)(xn - xnfl)
Konac¢no dobivamo
V(xlv v :mn) = ($2 - .%'1)(373 - 371) e ([Bn - 5131)
(r3 — x2) (x4 — x2) -+ (Tn — 22)
: (l‘nfl - $n72)(l‘n - $n72)
n
(X —xp—1) = H(azl — xp).
i>k
Primjedba 3.2. Linearnu zavisnost vektora ay, . ..,a, € R"® na vektorskom

prostoru R™, na kome je definiran skalarni produkt, mozZemo ispitati na slje-

deéi nacin. MnoZenjem jednakosti

Aaq+ -+ A\a, =0
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redom vektorima ay, k =1,...,n dobivamo sustav linearnih jednadzbi s ma-
tricom sustava
<a17a1> <a17an>
Glay, ... an) =
<an7 al) T <ana a?’l>

Matricu G zovemo Gramova matrica. MoZe se pokazati da je skup vektora
ai,...,an € R™ linearno nezavisan onda i samo onda ako je det G # 0.

Obrazlozite ovu tvrdnju za slucaj n = 2, odnosno n = 3.

Zadatak 3.4. Na osnovi Primjedbe 3.2 ispitajte linearnu zavisnost vektora
i=—1+2]+3k b=1i+2k é=—2i+] € Xo(E).

Rjesenje: Bududi da je det G =9, vektori su linearno nezavisni.

3.4.1 Kako izracunati vrijednost determinante n-tog reda

Vrijednost determinante matrice A € M,, mozemo pokusati odrediti primje-
nom prethodno navedenih pravila. Pri tome izabrat ¢emo jedan reprezentant
promatrane matrice nizeg reda, ali koji dovoljno dobro predstavlja zadanu
matricu A € M,. Obi¢no postupamo na jedan od sljedeéih nacina (vidi
takoder [? ]):

e svodenjem na gornjetrokutastu ili donjetrokutastu matricu;

e primjenom Pravila 5 determinantu razbijemo na zbroj vise determi-

nanti ako ocekujemo da ¢e se one modéi jednostavnije izracunati;

e primjenom definicije (3.7), str.57 razvijemo determinantu po elemen-
tima prvog retka (ili ako prethodno matricu transponiramo, po ele-
mentima prvog stupca) i na taj nacin dobijemo vise determinanti ni-
zeg reda ako ocekujemo da ¢emo na taj nacin dobiti determinante koje

¢emo lakse rijesiti.

Primjer 3.12. Sve éemo ilustrirati na primjeru determinante n-tog reda
1z Zadatka 3.8a pri cemu céemo se koristiti programskim sustavom Mathe-
matica. Matricu, c¢iju determinantu Zelimo izracunati, definirat éemo na

sljedeci nacin:
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In[1]l:= n = 5; A = Table[a, {i, n}, {j, n}];
Do[A[[i, 111 = x, {i, n}]

Matrica reda n = 5 dovoljno dobro reprezentira zadanu matricu. Koriste-
njem modula iz http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.
nb, a uz primjenu elementarnih transformacija, pripadnu matricu A svest
¢emo na gornjetrokutastu formu.

Najprije ¢emo, primjenom elementarnih transformacija nad retcima ma-
trice svakom retku (osim posljednjeg) dodati redak ispod njega prethodno
pomnozen s (—1) (tj. od svakog retka (osim posljednjeg) oduzet é¢emo redak

ispod njega). Tako dobivamo novu matricu B; s pripadnom determinantom

B1 =Qa(-1;5) - Q3(—1;4) - Q2(~1;3) - Q1(—1;2) - A
r a a a a r—a a—=x 0 0 0
a r a a a 0 r—a a-—x 0 0
detA=detBi=|a a x a a|=]| 0 0 r—a a—=x 0
a a a x a 0 0 0 r—a a—=x
a a a a <x a a a a T

Nakon toga, iz svakog retka (osim posljednjeg) izlu¢ujemo faktor (z — a).
Tako dobivamo matricu By s pripadnom determinantom

By =Qa(75) - Qs(75) - Q2(75) - Qi(55) - B
1 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0
det A=(x—a)®'detBa =10 0 1 -1 0
0 0 1 -1
a a a a x

Konacno, sukcesivno i-ti redak (osim posljednjeg) pomnozim s (—ia) i do-
damo posljednjem retku. Tako dobivamo matricu Bs s pripadnom determi-
nantom

B3 =Qs(—4a;4) - Q5(—3a;3) - Q5(—2a;2) - Qs(—a;1) - B2
det A = (z — a)® " det B3

1 -1 0 0 0 1 -1 0 0 0
01 -1 0 0 0 1 -1 0 0
=z—-a)®"0 0 1 -1 O0|l=--=@-a’"'0 0 1 -1 0 |,
00 0 1 -1 0 0 0 1 -1
0 2a a a T 0 O 0 0 4da+=x

sto konacno, uz primjenu Pravila 2 (determinanta gornjetrokutaste matrice)
daje
det A= (z—a)* t(z+ (5—1a).


http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
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Sada mozemo pretpostaviti da je determinanta matrice iz Zadatka 3.8a jed-
naka det A = (z — a)" '(z + (n — 1)a), a dokaz moZemo provesti matema-
tickom indukcijom.

Zadatak 3.5. Transponiranjem polazne determinante i koriStenjem Vander-
mondove determinante pokazite da vrijedi

1 1 1 1
1 2 3 n+1
1 22 3 ... (n+1?2=1-2.3...n!
1 2m 37 (n+1)"
Zadatak 3.6. Odredite vrijednosti determinanti
sin?a cos’a  cos2a 1 a a® x Y x+y
a) |sin? 3 cos?B cos2B|, b)|1 b B, ¢ | vy T+y T
sin?y cos?y cos2y 1 ¢ ¢ r+y x Y
Rjedenja: a) 0, b) (b—a)(c—a)(c—b), c) —2(z*+y?).
Zadatak 3.7. Odredite vrijednosti determinanti n-tog reda
1 2 3 n—1 n
1 2 3 - n 1 2 2 2
-1 0 3 - n i;’:; "j” 2 2 2 2
a)|-1 =2 0 -+ n|,b) " "oz 2 3 2].
1 2 3 2n—3 n
-1 -2 -3 --- 0 1 2 3 n—1 2n—1 2 2 2 n
RjeSenja: a) n!, b) (n—1)I, ¢) —2(n—2).
Zadatak 3.8. Odredite vrijednosti determinanti n-tog reda
x a a a a ar - —az 0 0 0
xr a a a 0 a2 —as 0 0
—a x a a a 0 0 a 0 0
a)a roa a,b) —-a —-a =z a al,c) 3
a a a x a4 —a —-a —a 0 0 0 Ap—1 —an
11 1 1 1+an

Rjesenja: a) [z + (n — Da](z — a)" 1,
(=1D)™(n+ 1)ajaz - - - ay.

Zadatak 3.9. Pokazite da vrijedi

b) 3((z +a)" + (z — a)"),

b+c c+a a+b a b
bi+c1 co+ar ar+bi|=2lar b
by +co ca+ax ax+bo az by

cl|.
C2
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3.5 Laplaceov razvoj determinante

Definicija 3.1. Minor (subdeterminanta) elementa a;; matrice A € M, je
broj'
det Aik7

a kofaktor (algebarski komplement) elementa a;, matrice A € M, je broj
(—1)7"* det Ay,

gdje je A; submatrica koja se iz matrice A dobiva ispustanjem i-tog retka i

k-tog stupca.

Teorem 3.3. Za svaku matricu A € M, vrijedi Laplaceov razvoj determi-
nante po elementima i-tog retka

n
det A =" (—1)""ay, det Ay, (3.16)
k=1
1 po elementima j-tog stupca

det A = Z(—l)ﬁkakj det Ag;. (3.17)
k=1

Dokaz. Pomoéu i — 1 permutacija susjednih redaka matrice A matricu A =
(a',...,a") prevodimo u matricu

Vrijedi
n

(—1)"'detA=det B =Y (=1)" by det By, = > (—1)"'ay det Ay,
k=1 k=1

jer je bix = ap i By, = Aj. Mnozenjem s (—1)"! dobivamo (3.16)
itk— —1)itk i
[(—1)ith—2 = ((_)1)2 = (=1)i+H].
Laplaceov razvoj (3.17) dobiva se iz (3.16) i Teorema 3.2. O

!Prilikom ispitivanja definitnosti kvadratne forme posebnu ulogu imaju glavni minori
koji se dobiju izdvajanjem proizvoljnih k redaka i k stupaca matrice (ali tako da su skupovi
indeksa odabranih redaka i stupaca identi¢ni) i vodeéi glavni minori: Ay = a11, As =
ail a2
a1 a22

s Ap =det(A) (vidi [5, str. 284]).
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Primjer 3.13. Laplaceovim razvojem po elementima 2-og retka sljedece de-
terminante, dobivamo

2 -1 3

1 0 -3 |=1(-1)7 -3 0-(~1)* 209 (—3)-(—1)° S
_ =1-(— +0-(— +(=3)-(— = 6.

9 ) 3 1 3 -2 3 —2 1

Provjerite da bi se isti rezultat dobio ako bi primijenili Laplaceov razvoj
determinante po nekom drugom retku ili stupcu.

Primijetite da bi se racunanje vrijednosti determinante znatno pojed-
nostavilo kad bi se u nekom retku ili stupcu pojavilo vise nula, sto mozemo
posti¢i primjenom spomenutih svojstava. Tako primjerice ako bi u pret-
hodnoj determinanti tre¢i redak dodali prvom retku, determinanta ne bi
promijenila vrijednost, ali bi izracunavanje njene vrijednosti razvojem po
elementima prvog retka ili drugog stupca bilo puno brze

2 -1 3 6
1 0 0 6

1 0 -3|=]1 0 -3|=6 = | odnosno (—1)-1 =6.
-2 1 1 -3

-2 1 3 -2 1 3

Pravilo 9 Vrijedi poopéenje Teorema 3.3:

[elementi m-tog retka, a algebarski komplementi iz s-tog retka:]

n

> (=1)"Fa,y, det Agp = 6,5 det A, (3.18)
k=1
[elementi r-tog stupca, a algebarski komplementi iz s-tog stupca:]

n

> (1) Fay, det Aps = 0ps det A. (3.19)
k=1

Dokaz. Pokazimo formulu (3.19) u slucaju r # s. Neka je C' matrica koja
se od matrice A dobije tako da njezin r-ti stupac zamijenimo s-tim. Dakle,
¢r = s = ag, pa je zato det C' = 0 (dva jednaka stupca).

S druge strane, iz (3.17) slijedi

n

0=detC = Z(—l)”kckr det Cy, = Z(—l)”kaks det Ay,
k=1 k=1

jer je Crr = Apr 1 Cpr = Qs 0
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Primjedba 3.3. Kvadratnoj matrici A € M, mozemo pridruZiti matricu
A € M,, s elementima

flij = (—1)i+j det Aji. (3.20)

Primijetite da elementu a;; odgovara kofaktor (algebarski komplement) ele-
menta aj; matrice A (vidi Definiciju 3.1)).
Jednakost (3.19) tada moZemo zapisati kao

n
Z Agrls, = Ops det A,
k=1

odnosno u matricnom obliku kao

A-A=detA-I (3.21)

Korolar 3.4. Matrica A € M, je reqularna onda i samo onda ako je det A #
0.

Dokaz. Ako je A regularna matrica, postoji A~! takva da je A- A~1 = I.
Prema Binet-Cauchyjevom teoremu je det A - det A=! = 1, odakle slijedi

det A # 0.
Obratno, ako je det A # 0, iz (3.21) slijedi regularnost. Nakon dijeljenja
s det A dobivamo eksplicitnu formulu za inverznu matricu

-1 It
At =LA (3.22)

O

Primjer 3.14. Ako je A = CCL
1 d -b

ad=bc | _o g |°

Zadatak 3.10. Primjenom formule (3.22) odredite inverznu matricu matrice

2 2 3
A=|1 =1 0f.
-1 2 1

1 -4 -3
RjeSenje: det A=—-1, A '=|1 -5 -=-3|.
-1 6 4

Z], det A = ad — bc # 0, onda je A™! =
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3.6 Cramerova metoda

Sljededi teorem uvodi poznatu Cramerovu metodu za rjesavanje sustava li-
nearnih jednadzbi Az = b, gdje je A € GL,, regularna matrica. Metoda ima
uglavnom teorijski znacaj jer pretpostavlja izracunavanje n—+ 1 determinanti
n-tog reda, a to za nesto veéi n moze uzeti znacajnu koli¢inu vremena rada
racunala.

Promatramo sustav linearnih jednadzbi Ax = b koji mozemo zapisati
kao

3

n
Z AT = bi, 1= 1, e (3.23)
k=1

Teorem 3.4. (G. Cramer)
Ako je A € GL,, regularna matrica, onda je rjesenje sustava (3.23) dano s

.1'1:6, x2:6,...,$n:6, (324)
gdje je D = detlay,...,a,] =det A, a
D, = det[b,ag,...,a,], Ds=detlar,b,as,...,a,],...,D, =det[ar,as,...,an_1,b].

Dokaz. Sustav (3.23) mozemo zapisati u matri¢nom obliku kao Az = b.
Kako je A regularna matrica postoji njen inverz kojim slijeva pomnozimo
jednadzbu i dobivamo rjesenje x = A~'b. Koristenjem (3.22) dobivamo

(A-0); 1 <~
YT et A :ﬁkz::l“jkb’“

S

= L3 (~ 1)t det Ay by, = 22,
k=1

n .
jer je . (—1)7t* det Apjby Laplaceov razvoj po j-tom stupcu determinante
k=1

dobivene od determinante D zamjenom j-tog stupca vektorom slobodnih
koeficijenata b. [Napisite determinantu D; i napravite njezin razvoj po ele-
mentima j-tog stupca] O

Korolar 3.5. Sustav linearnih jednadzbi Ax = b, A € M,,, ima jedinstveno

rjesenje onda i samo onda ako je det A # 0 (matrica sustava je reqularna).

Specijalno, homogeni sustav Az = 0 ima samo trivijalno rjesenje x1 =

- = x, = 0 onda i samo onda ako je det A # 0 (matrica sustava je
reqularna).
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Ako je D =01 Dy = --- = D, = 0, sustav je rjesiv i ima beskonacno
mnogo rjesenja.

Ako je D =0, a pri tome barem jedan od brojeva D1, ..., D, razlicit od
nule, sustav nema rjesenja.

Primjer 3.15. Primjenom Cramerovog pravila diskutirat cemo sljedeci sus-
tav jednadzbi u ovisnosti o parametru A € R

A1+ 20+ 23=1
T1 4+ Ao + 23 = A
l‘l—i—l’z—l-)\l‘g:)\z

sy . A+1)2
Rjesenje: Ako je (A—1)(A+2) #0, z; = —f\‘—ié, To = /\%rQ’ x3 = ()\:2) . Ako
je A =1, sustav ima rjesenje koje ovisi o dva parametra. Ako je A = —2,

sustav nema rjesenja.

Prethodni primjer mozemo rijesiti i primjenom nize navedenog Mathe-
matica-programa.

In[1]:= (* Unos podataka *)
A={{lam,1,1}, {1,lam,1}, {1,1,lam}}; b={1,lam,lam”2}; n=Length[A];
Print["A=", MatrixForm[A], "; b=", MatrixForm[b]];

(* Radun *)
Print["D=", det = Factor[Det[A]]]
B = Transpose[A];

Do[

Dj = Replace[B, Association[{B[[jl] -> b}], 1];

Print["A", j, "= ", MatrixForm[Transpose[Dj]]];

Print["D", j, "= ", detl = Factor[Det[Djl], "; x", j, "=",
detl/det // Simplify];

, {j, n}]

Zadatak 3.11. Primjenom Cramerovog pravila rijesite sljedeéi sustav
1 —x2+3x3=9
3x1 —bxo+ 23 =—-4
4x1 —Txo+ 23 =25
RjeSenje: D = —2, Dy =168, Dy = 93, D3y = —31, 2y = —84, 2o = -2, a3 = 2.
Zadatak 3.12. Primjenom Cramerovog pravila diskutirajte sustav jednadzbi
(A +3)x1 + 22 + 223 = A
Ary + (A — 1)z + 23 = 2A
3A+ 1)z +Axea + (A +3)z3 =3



3.6. CRAMEROVA METODA 7

Rjesenje: D = \2(\ —1).

Zadatak 3.13. Primjenom Cramerovog pravila diskutirajte sustav jednadzbi

Azp+ Az + (A4 1Dxg = A
Azp+ Az + (A —1xg = A
()\ + 1):E1 + A9 + (2)\ + 3)%3 =1

Rjesenje: D = —2X. Akoje A # 0,29 =1 — X, 29 = A, z3 = 0. Ako je A = 0,
x1 =1, z3 = 0, x5 proizvoljan.

Cramerovo pravilo moze se analogno primijeniti i za rjesavanje veéih
kvadratnih sustava linearnih jednadzbi. Pri tome ova metoda ima samo
teorijsku vrijednost jer je njena efikasnost vrlo niska.

Nize navedenim Mathematica-programom mozemo rijesiti sustav linear-
nih jednadzbi ako je matrica sustava regularna [odredeni sustav].

In[1]:= (x Definiranje sustava *)
SeedRandom[13]; n = 4;
A=RandomInteger [{-10,10}, {n,n}]; b=RandomInteger[{-10,10},{n}];
x = Table[0, {i, n}];
Print["A=", MatrixForm[A], "; b=", MatrixForm[b]l];
If[Det[A] !'= 0, Print["D= ",det=Det[A]],
Print["Sustav nije odrden jer je det A=0"]]
(* Radun *)
B = Transpose[A];

Do[

Dj = Replace[B, Association[{B[[j]] -> b}], 1];

Print["A", j, "= ", MatrixForm[Transpose[Djl1];

Print["D",j,"= ",det1=Det[Djl,"; x",j,"=",x[[jl]=detl/det //N];
, {j, n}]
Print["RjeSenje= ", x]
Print ["Kontrola= ", A.x]

Nize navedenim Mathematica-programom izra¢unava se vrijednost veli-
kih determinante ¢iji su elementi slu¢ajni realni brojevi na intervalu [0, 100]
i pri tome se mjeri vrijeme rada rac¢unala (tzv. CPU-time).

In[1]:=n = 10000;
A = RandomReal[{0, 100}, {n, n}];
Timing[Det [A]]

Out[1]={9.95313, -1.980808127726937%10732434}
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Poglavlje 4

Sustavi linearnih jednadzbi

Primjer 4.1. Tri radnika A, B,C radeéi zajedno obave neki posao za 10
dana. Isti posao radnici A i B obavili bi za 12 dana, a radnici B i C' za 15
dana. Koliko dana je potrebno svakom radniku da sam obavi cijeli posao?

Uvedimo oznake:
x: broj dana potreban radniku A da sam obavi cijeli posao;
y: broj dana potreban radniku B da sam obavi cijeli posao;
z: broj dana potreban radniku C' da sam obavi cijeli posao;

rr =4, T2=, I3=

1 1 1
x Yy z°

Primjerice, x; je dio posla koji radnik A moze obaviti za 1 dan. Zato
problem mozemo postaviti ovako:

10z7y + 10x9 + 10z3 = 1
1227 + 12x9 =1
1529 4+ 1bz3 = 1

Rjesenje ovog sustava je: x1 = %, To = %, T3 = %, a rjesenje postavljenog

problema: z = 30, y = 20, z = 60.
Opéenito, sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica nad poljem
R je
ani + ajpxs + -+ a1pry, = by
a911 + a22T2 + -+ - + 2Ty = bg (4‘1)

Am1T1 + Ama®2 + -+ ATy = by,

Brojevi a;; zovu se koeficijenti sustava, a brojevi b; slobodni koeficijenti. Ko-
eficijenti sustava mogu takoder biti i kompleksni brojevi i tada govorimo o
sustavu linearnih jednadzbi nad poljem kompleksnih brojeva C.

79
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Definicija 4.1. KaZemo da je sustav (4.1) rjesiv ako postoji (&1,...,&,) €
R" tako da zamjenom

331(—51,...,3371(—571,,

zadovoljavamo sve jednadzbe u (4.1).

Uvodimo sljede¢e oznake: matrica sustava, vektor nepoznanica, vektor
slobodnih koeficijenata i proSirena matrica sustava:

aix - Qin T by aixz - Qin \ by
a e a T b a e a b
A= |02 2n Cor= 2 b= .2 LA, = 21 2n } .2
am1 *°°  Qmn LTn b, aAm1  *°°  OGmn ‘ b,
Sustav (4.1) mozemo zapisati u matricnom obliku
Az =b. (4.2)

U nastavku razmotit ¢emo:
e problem egzistencije rjesenja sustava (4.1);
e opce rjesenje sustava (4.1);

e Gaussovu i Gauss-Jordanovu metodu za rjeSavanje sustava (4.1).

4.1 Egzistencija rjesenja

Direktnom provjerom moze se ustanoviti da vrijedi

Propozicija 4.1. Uredena n-torka (&1, ...&,) € R™ je rjesenje sustava (4.1)
onda i samo onda ako vrijedi

b= &ar + &a + - + Enan,

gdje je A = a1, az,...,a,| stupéana reprezentacija matrice A.

Teorem 4.1. (Kronecker—Capelli)
Sustav Ax = b je rjesiv onda i samo onda ako vrijedi

r(A) = r(4p).
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Dokaz. Kako je L(ay,...,ay) potprostor u L(ay,...,an,b), vrijedi
r(A) < r(Ap).
Nadalje vrijedi:

r(A) =r(4,) <= L(ai,...,an) = L(ai,...,an,b)

< beL(ay,...,an)
<~ d&,...,& €R, takoda je b= &ay + - + Epay
et (&1,...,&) je rjesenje sustava.

4.2 Opce rjesenje sustava linearnih jednadzbi

Definicija 4.2. KaZemo da je sustav (4.1), odnosno (4.2), homogen ako
vrijedi by = - -+ = by, = 0, odnosno b =0 ¢ pisemo

Az = 0. (4.3)

Propozicija 4.2. Homogeni sustav (4.3) uvijek je rjesiv. Skup svih rjesenja
Q homogenog sustava (4.3) je vektorski prostor.

Dokaz. Homogeni sustav (4.3) uvijek je rjesiv jer ima barem trivijalno rjesenje
&, ..., &) =(0,...,07.

Bududéi da za ui,us € Q vrijedi Auq = 0, Aug = 0, za linearnu kombina-
ciju Aup + pug vrijedi

A(Auy + pug) = AA(ur) + pA(uz) =0,

iz Cega slijedi Auj + pug € €2, sto prema Korolaru 1.1 znaci da je € vektorski
prostor. O

Propozicija 4.3. Neka je A € My, b € M1, xo rjedenje sustava Ax =
b i Q wvektorski prostor rjeSenja pridruzenog homogenog sustava Ax = 0
(fundamentalni skup rjesenja).

Tada je xo + Q = {xo + u: u € Q} skup svih rjesenja nehomogenog
sustava Ax = b.
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Dokaz. Kako je Axg =b1i Au =0, Yu € €, vrijedi
A(a:o+u) =Axg+Au=0b+0=0>,

iz Cega slijedi da je xo + u rjeSenje nehomogenog sustava Ax = b.

Obratno, pretpostavimo da je x; neko rjesenje nehomogenog sustava
Az = b. Tada je Az; = b. Oduzimanjem jednakosti {Azg = b, Ax; =
b} dobivamo A(x; — z9) = 0 iz ¢ega zakljucujemo da je x; — z¢ rjeSenje
pridruzenog homogenog sustava, pa postoji u €  takav da je u = 21 — x,
odnosno x1 = xg + u. ]

4.3 (Gaussova metoda eliminacije

Razmotrimo sustav!

r1 + x2 + 2z3 = -1
201 — x99 + 223 = —4 (4.4)
dry + x2 + 4dxz3 = -2
Ako iz prve jednadzbe izrazimo x1 = —1 — 29 — 223 i uvrstimo u drugu i
tre¢u jednadzbu, dobivamo
x| + To + 2x3 = -1
- 33:2 - 2%3 = -2 (45)
- 3{L‘2 — 41’3 = 2
Ako sada iz druge jednadzbe izrazimo xs = % — %1’3 i uvrstimo u treéu
jednadzbu, dobivamo
x| + To + 2x3 = -1
— 3z — 223 = -2 (4.6)
- 2$3 = 4

Ovaj postupak doveo je do gornjetrokutaste forme, a u literaturi je poz-
nat pod nazivom Gaussova metoda eliminacije. Nakon toga, postupkom
rjeSavanja unazad redom dobivamo: z3 = —2, z9 = 2, 1 = 1, odnosno
r=(1,2,-2) € R3.

Primijetimo da smo sustav (4.5) mogli dobiti od sustava (4.4) i tako
da prvu jednadzbu pomnozimo s (—2) i dodamo drugoj jednadzbi te prvu

U programskom sustavu Mathematica modul za rjeSavanje sustava Az = b Gaussovom
metodom eliminacije je LinearSolve[A,b]. Ovaj modul daje partikularno rjesenje zo
sustava Ax = b.
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jednadzbu pomnozimo s (—4) i dodamo treé¢oj jednadzbi. Sli¢no, sustav
(4.6) mogli smo dobiti od sustava (4.5) i tako da drugu jednadzbu pomno-
zimo s (—1) i dodamo trecoj jednadzbi. U ovim operacijama prepoznajemo
elementarne transformacije.

Formalno, mogli bismo promatrati prosirenu matricu Ap, na nju primi-
jeniti elementarne transformacije nad retcima i tako dobiti gornjetrokutastu
matricu. Prakti¢no, prosirenu matricu A, slijeva treba mnoziti odgovaraju-
¢im @-elementarnim matricama:

O I IPPRURU § U S T S IR § S
Ay= 12 —1 2 | —a| ®EEREE g 3 9 | o T o 3 2
4] -2 0 -3 —4 | 2

4.3.1 Gauss-Jordanova metoda

Nastavljanjem primjene ()-elementarnih matrica nad retcima posljednje ma-
trice, matrica sustava prelazi u dijagonalnu formu:

S o N & S S B PSP | S I
0 -3 —2 | —2|@0IRE g 3 o | 6| WP |0 3 0 |
0 0 -2 | 4 0 0 -2 | 4 0 0 -2 |
odakle direktno ¢itamo vrijednosti nepoznanica: x3 = —2, x9 = 2, 1 = 1.

Zadatak 4.1. Rijesite sustav linearnih jednadzbi iz Primjera 4.1.

Zadatak 4.2. Kirchoffovi zakoni.

4.3.2 Trazenje opceg rjesenja sustava (4.1) Gaussovom meto-
dom eliminacije

Definicija 4.3. Dva sustava linearnih jednadzbi su ekvivalentna ako imaju
jednaki broj nepoznanica 1 isti skup rjesenja.

Primjedba 4.1. Primijetite da primijenimo konacno mnogo elementarnih
transformacija nad jednadzbama sustava (4.1) dobivamo sustav koji je ekvi-
valentan polaznom.

Primjer 4.2. Gaussovom metodom eliminacije potrazimo opce rjesenje nize
navedenog sustava.

z1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 7
3r1 + 2z + r3 + re — 3xz = =2
xo + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 23

517 + 4z + 3xz3 + 314 — r5 = 12
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Primjenom elementarnih transformacija nad retcima prosirene matrice
dobivamo

1111 1 | 7 11 1 1 1 ] 7
L3211 =3 —2lecsecsy [0 -1 -2 -2 -6 | -23
P lo001 2 2 6 | 23 o 1 2 2 6 | 23

5 4 3 3 -1 | 12 0 -1 -2 -2 —6 | -—23

11 1 1 1 | 7 1 0 -1 -1 =5
Q-n |0 1 2 2 6 | 23| @(-12@s(-120s1:2) |0 1 2 2 6
~ jo 1 2 2 6 | 23 ~ 00 0 0 0
0o -1 -2 -2 -6 | -23 0 0 O 0 0

Ako za vrijednost nepoznanice x3 uzmemo proizvoljni parametar A; € R,
za x4 parametar Ao € R i za x5 parametar A3 € R, onda iz zadnje matrice
¢itamo

1= —16+ A + Ag + 5As,
Tog = 23 — 2A1 — 2Xo — 63,

Zato opce rjeSenje sustava u skladu s (?7) mozemo zapisati kao

T = x9+ A1uqp + Aous + Agus,

gdje je
—16 1 1 5
23 -2 -2 —6
To = 0 5 uy = 1 s U2 = 0 ) usz = 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Primjer 4.3. Gaussovom metodom eliminacije potrazimo opce rjesenje nize
navedenog sustava.

r1 + 22 + 4x3 + 34 = 5
+ 222 4+ x3 4+ 2x24 = 3
r1 + z2 + 4dxz + 3xa = 5

Opée rjesenje sustava u skladu s (??) mozemo zapisati kao

T = xo + Atu1 + Aqua,
gdje je
-3 —1

o =

O O wWwN
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Zadatak 4.3. Gaussovom metodom eliminacije pokazite da je opce rjesenje
sustava

2r1 — 2ry  + r3 — T4 + rs = 1
r1  + 2ry  — xr3 + T4 — 2rs = 1
4y — 1022 + bxs — bdxys + Trs = 1
2¢7 — 14z + Tzz — Tzgy + 1lzs = -1
zadano s x = zg + Aru1r + Aug2 + Asus, gdje je zg = (%, %,O,O,O)T, up =

(07 %7 17070)T7 Ug = (07 _%707 170)T7 us = (_%7 %)0707 ]-)T

Opéenito, ako je A € Myp, b € My,1 i 7(A) = r < n, onda primjenom
elementarnih transformacija nad retcima proSirene matrice A, dobivamo
ekvivalentnu matricu

[1 0 0 [ appr - @, | by ]
0 1 0 | al2,r+l al2n | b/2
, A P
Ap: 00 - 1 | a’;“,r-f—l a;“n | b;
00 --- | 0 e 00 ] by
: I I
0 0 0 | 0 0o | b, ]
i sustav
T1 +eeet + all,r+1$7"+1 +ot ayT, = 1
To 4+ 4 —+ al27r+1xT+1 —+ -4 aénl‘n = 12
T+ ATy Aotz = b
O-21+ O0-29 +---4+ 0.2, + 0 2041 +.--4+ 0.z, = ;’—&-1
0-z1+ 0-29 +---4+ 0-z, + 0- 241 +--4+ 0.z, = b;n

(4.7)
Sukladno Kronecker-Capellijevom teoremu sustav (4.7) je rjesiv onda i
samo onda ako je

1 =-=b,=0. (4.8)

Ako je barem jedan od brojeva b 1, ..., by, razli¢it od nule, sustav nema
rjeSenja jer bi u tom slucaju bilo 7(4,) =r+1 > r =r(A).

Razmotrimo detaljnije slucaj (4.8). U tom slucaju prosirena matrica A]’D
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postaje

(1 0 -+ 0 ‘ all,r-l-l T alln | bll_
0 1 0 ‘ a/2,r+1 e a,2n | bl2

: \ : N

00 - 1 ‘ a;',r-i-l T a‘;“n | b{r )

00 - 0 | 0 o0 |0

A T N
00 - 0 | 0 o0 | 0]

odakle odmah dobivamo partikularno rjesenje nehomogenog sustava g =
(b, by, 0,0, ..., 0) T

y Yrs
U cilju pronalazenja baznih vektora uq,...,u,—, pripadnog vektorskog
prostora €2, razmotrimo matricu ekvivalentnu odgovarajucoj prosirenoj ma-

trici pripadnog homogenog sustava

[1 0 -+ 0 | aj,yq -+ ayy, | O]
0 1 0 | a’/Q,rJrl a‘/2n | 0

: | )
00 -+ 1 | a;nﬂ,_,_l ceeal, 100
00 - 0 | 0 B )
SR
oo - 0] 0 - 0 | 0

Direktnom provjerom moze se utvrditi da su vektori

- / - - / - — -
—a1,r41 —Q1 r42 —Q1n
! ! !
—a2 r41 —ag r42 —Qa2p
a, a, a
—Urr+1 W r42 _ —Urn
U = 1’ , U2 = d 5 Y Un—r = 0
0 1 0
L 0 | L 0 L 1 |

rjesenja pripadnog homogenog sustava. Zasto su ovi vektori linearno neza-
visni?
Opce rjesenje sustava sada mozemo zapisati kao (vidi takoder (?7))
n—r
a;::co—i—Z/\iui, Ayeoor Ap_r ER. (4.9)

=1

Sto je opée rjeSenje homogenog sustava Az = 0, A € M, ako je r(A) = n?
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Zadatak 4.4. Odredite opée rjeSenje sustava

r1 — 2x2 + x3 — T4 + x5 = 0
2x1  + ro — x3 + 2x4 — 3xz5 = 0
) 3v1 — 22 — 3 + x4 — 225 = 0’
201 — Dbxo + w3 — 224 + 225 = 0
227 + x2 — x3 — x4 + x5 = 1
b) xrT — T2 + xr3 + x4 — 2x5 = 0
31 + 3x2 — 3x3 — 3x4 + 4dxs = 2
4y + bxes — bxrs — dbxy + Txs = 3

RjesSenje: a) © = xo+Aiui+Aauz, o =0, u1 = (—%7 —%, §7I7O)T, Up = (%, %7—%70, nT,
A1, A2 € R

b) T = xo + AMu1 + Xous + Asus, xo = (%,%,Q&O)T, Uy = (0,1717070)T7 Uy =
(07170717O)T7 U3:(1 7%50707 1)T7 )\17)\27A3€R-

3

4.4 (Gaussova metoda kao LU-dekompozicija

Kao sto smo pokazali u prethodnoj tocki, konacnom primjenom elementar-
nih transformacija samo nad retcima matrice A € M,,,, mozZe se odrediti njoj
ekvivalentna gornjetrokutasta matrica. Naravno, slicno moze se odrediti i
njoj ekvivalentna donjetrokutasta matrica.

Nadalje, detaljnije éemo razmotriti sluc¢aj kvadratne matrice A € M,,.
U nekim slucajevima moze se odrediti njoj ekvivalentna gornjetrokutasta
(donjetrokutasta) matrica kona¢nom primjenom elementarnih transforma-
cija samo nad retcima matrice A € M,,, a da pri tome ne koristimo izmjenu
redaka.

Primjer 4.4. Navedimo primjer matrice A € Ms za koju to nece biti moguce

T L N FO I
11 g U g o
121 10

o O =

Nadalje, bez izmjene drugog i treceg retka nije moguce dobiti gornjetrokutastu
matricu.

Zadatak 4.5. Konstruirajte primjer kvadratne matrice koji ée pokazati da
bez izmjene redaka nije uvijek mogucée dobiti ekvivalentnu donjetrokutastu
matricu.

Pretpostavimo dakle, da smo kvadratnoj matrici A € M, uspjeli odrediti
njoj ekvivalentnu gornjetrokutastu matrica U € M, kona¢nom primjenom
elementarnih transformacija samo nad retcima te matrice, a da pri tome



88 POGLAVLJE 4. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

nismo koristili izmjenu redaka. To znaci da postoje (Q-elementarne matrice
Q1,...,Q, takve da je
U=Qr---Q1-A. (4.10)

Pri tome lako se vidi da se to moze posti¢i samo primjenom elementarnih
matrica oblika Q;(A; j) i da je pri tome ¢ > j (neki redak pomnozimo brojem
A i dodamo nekom drugom retku ispod njega). Zato je matrica Q;(X;j),
1 > 7, donjetrokutasta s jedinicama na glavnoj dijagonali. Primijetimo da
je i njena inverzna matrica Q;(—\;j) takoder donjetrokutasta s jedinicama
na glavnoj dijagonali. Zato iz (4.10) dobivamo

A=Qr Q7 (4.11)

T
pri éemu su sve matrice Ql_l, ..., Q! donjetrokutaste s jedinicama na glav-
noj dijagonali.
Lema 4.1. Produkt dvije kvadratne gornjetrokutaste (donjetrokutaste) ma-
trice A, B € M, je ponovo gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica.

Dokaz. Dokazimo lemu za slucaj gornjetrokutastih matrica (a;; = b;; = 0
zai>j)

ail a2 - GQlp bir b2 -+ bip
A— 0 ax - am . B= 0 by -+ boy
0 0 - an, 0 0 - by,

Oznac¢imo C' := A - B. Treba pokazati da je ¢;; = 0za i1 > j. Zai > j
dobivamo

n i—1 n
Cij = Y bk = Y airbr; + aibij + Y airby;.
k=1 k=1 k=it1

i—1
Prva suma ) a;;by; iS¢ezava jer je u njoj k < i —1 < i pa su svi a;; u

toj sumi jedn_aki nuli. Drugi ¢lan jednak je nuli jer je ¢« > j pa je b;; = 0.

n
Konacno, i druga suma ) a;;by; iSCezava jer je unjoj k > i+1>14 > j
k=it+1
pa je u toj sumi by; = 0. O

Zadatak 4.6. Pokazite da je produkt dviju kvadratnih gornjetrokutastih (do-
njetrokutastih) matrice A, B € M,, s jedinicama na glavoj dijagonali ponovo
gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica s jedinicama na glavoj dijago-
nali.
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Primjedba 4.2. Koristeéi Lemu 4.1, odnosno rezultat Zadatka 4.6, zaklju-
cujemo da je produkt matrica L = Qfl Q7Y iz (4.11) donjetrokutasta
matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali. Time (4.11) prelazi u

A=L-U, (4.12)

gdje je L donjetrokutasta matrica s jedinicama na glavoj dijagonali, a U gor-
njetrokutasta matrica. Rastav A = LU nazivamo LU-dekompozicija matrice
A.

U opéem slucaju moze se pokazati (vidi primjerice [T ]) da postoji (mo-
guce je konstruirati) LU-dekompozicija kvadtatne matrice A € M, ako su
svi njezini glavni minori

ail  ai2

Ay =ay, A=
as a2

, ..., Ap=detA

razliciti od nule.
Ako ovaj uvjet nije ispunjen, onda je moguce naciniti L U-dekompoziciju
matrice PA, gdje je P matrica permutacija redaka (vidi primjerice [1, str.117]).

Primjer 4.5. Provjerimo je li LU-dekompozicija matrice A provediva i ako
jest, pronadimo matrice L ¢ U

1 1 0

A=13 0 5

-3 0 —4
- . 1 1 .
Bududi da je Ay = 1, Ay = ‘3 0‘ = =3, Az = det A = —3, postupak je

provediv.

1 1 0
Dobivamo U = Q3(1;2) - Q3(3;1) - Qa(—3;1) - A = [0 -3 5] i

1 0 0
L=0Q>(3;1)-Q3(—3;1)-Q3(-1;2)= [ 3 1 0].
-3 -1 1

Provjerite je li LU = A.

Zadatak 4.7. Ustanovite je li moguéa LU-dekompozicija nize navedenih ma-
trica te ako je moguca, pronadite odgovaraju¢e matrice L i U.

1 -1 2 =2

1 1 -2 1 -1 2
a)444,b)—202,c)8_21_41:;
—4 2 —4 -1 -1 0

4 -1 -1 -1
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Rjesenje: a) LU-dekompozicija ove matrice nije moguéa jer je Az = 0,

oo Lo 1o 0o
b)L = |-2 1 0|, U = [0 -2 6,c)L:0_1/2 L ol U=
-1 1 1 0 0 -4

4 3/2 -15/7 1
1 -1 2 -2
0 2 -1 -1
0 0 7/2 —7/2|
0 0 0 1

* %k ok ok ok

Razmotrimo ponovo problem rjesavanja sustava linearnih jednadzbi
Ax = b, (4.13)

gdje je A € M, kvadratna matrica za koju je moguée provesti LU-dekompoziciju
A= LU. U tom slucaju sustav (4.13) glasi

LUz =b. (4.14)

Uz supstituciju
Uz =z, (4.15)

sustav (4.14) prelazi u donjetrokutasti s jedinicama na glavnoj dijagonali
Lz=b. (4.16)

Ovaj sustav se lako rjesava supstitucijom unaprijed (vidi [13]) pocevsi s z1
(Forward Supstitution). Oznacimo njegovo rjesenje sa z*.

Ako sada vektor slobodnih koeficijenata sustava (4.15) zamijenimo sa z*,
dobivamo gornjetrokutasti sustav koji se lako rjesava supstitucijom unazad
(vidi [13]) pocevsi s x, (Back Supstitution). Oznac¢imo njegovo rjesenje s

z*.

Primjer 4.6. Rijesimo sustav Ax = b, gdje je A matrica iz Zadatka 4.7.0,
a vektor slobodnih koeficijenata b = (5,2, —1)T.

Najprije supstitucijom unaprijed rijeSimo donjetrokutast sustav Lz = b. Dobivamo
z* = (5,8, —4)T. Nakon toga supstitucijom unazad rijesimo gornjetrokutast sustav Uz =
z*. Dobivamo z* = (2,-1,1)7.
Zadatak 4.8. Rijesite sustav Ax = b, gdje je A matrica iz Zadatka 4.7.b, a
vektor b jedan od vektora by = (7,2, —7)7, by = (0, —4,4)T, b3 = (2, -8, —6)T.
Rjesenje: 2' = (3,4,4)7, 2* = (0, -4, -2)T, 2® = (4,2,0)".



Poglavlje 6

Dodatak

Neke vazne matematicke pojmove, kao sto su ,pojam nuzno i dovoljno”,
,princip kontradikcije” i ,,univerzalni i egzistencijalni kvantifikator”, a koje
¢emo Cesto koristiti, pokusat éemo objasniti na nekoliko jednostavnih pri-
mjera.

6.1 Egzistencijalni i univerzalni kvantifikator

Egzistencijalni kvantifikator (3) ¢itamo ,,postoji barem jedan” ili ¢esée samo
»postoji”. Primjerice, ¢injenicu da postoji prirodan broj p > 1 koji dijeli
broj 9 pisemo: (Ip € N) p|9.

Univerzalni kvantifikator (V) ¢itamo ,za svaki” ili ¢eSée samo ,,svaki”. Pri-
mjerice, ako s P ozna¢imo skup svih prim-brojeva, a s Q skup svih slozenih
brojeva, onda vrijedi N = P U Q U {1}, a ¢injenicu da je svaki slozeni broj
g > 1 djeljiv s barem jednim prim-brojem pisemo: (Vg € Q) (Ip € P) plg.

6.2 Nuzni i dovoljni uvjeti

Primjer 6.1. Iz osnovne skole poznata nam je definicija cetverokuta:
Cetverokut je zatvoren geometrijski lik koji ima Getiri kuta i ¢etiri stranice.

Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki cetverokut bio kvadrat ?

Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu sve cetiri stranice
jednako dugacke. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i svaki
romb kvadrat.

Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu kutevi pravi. Je li
to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je ¢ svaki pravokutnik kvadrat.

Sustav nuznih 1 dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio kvadrat je:

91
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(i) sve njegove stranice jedanako su dugacke;
(ii) svi njegovi kutevi su pravi.

Zato kazemo:

Cetverokut je kvadrat onda i samo onda ako su sve njegove stranice jednako
dugacke i ako su svi njegovi kutevi pravi.

Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio
kvadrat? Pokusajete definirati neki drugi sustav nuznih i dovoljnih wvjeta da
bi neki cetverokut bio kvadrat.

Primjer 6.2. Iz srednje skole poznata nam je definicija prim-broja (prostog
broja):
Prosti brojevi ili prim-brojevi su svi prirodni brojevi djeljivi bez ostatka
samo s brojem 1 i sami sa sobom, a strogo su veéi od broja 1.
Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki prirodni broj bio prim-broj?
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka s
brojem 1. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 8 prim-broj.
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka
sam sa sobom. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 4
prim-broj.
Nuzni ¢ dovoljni uvjeti da bi prirodni broj p € N bio prim-broj su:

(i) broj p djeljiv je bez ostatka s 1;
(ii) broj p djeljiv je bez ostatka sam sa sobom;
(iii) broj p nije djeljiv bez ostatka ni s jednim drugim prirodnim brojem;

(iv) p > 1.

Zato kazemo:
Prirodni broj p > 1 je prim-broj onda i samo onda ako je djeljiv samo s 1 i sam
sa sobom.

Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta koji odreduje skup prim-
brojeva?

6.3 Princip kontradikcije

Princip kontradikcije zasniva se na Aristotelovom principu iskljucenja treéeg;:
»Neka tvrdnja je istinita ili lazna, a tre¢a moguénost ne postoji”.
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Primjer 6.3. U prostoriji se nalazi 400 studenata.

Tvrdnja T: Barem dva studenta imaju na isti dan rodendan.

Tvrdnja T: Svi studenti imaju rodendan na razlicite datume.

Buduéi da godina ima 365 (ili eventualno 366) dana, tvrdnja T nije
istinita. Zato je prema principu kontradikcije tvrdnja T istinita.
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