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Uvjetno ocekivanje

o Zelimo prosiriti pojam uvjetnog ocekivanja i uvjetne vjerojatnsoti.
@ Poznate definicije
@ Ovdje ¢emo definirati

E[X|F]

za slu€ajnu varijablu X i neku o-algebru F
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o-algebra

Definicija 1.

Familiju F podskupova nekog nepraznog skupa Q) naziva o-algebra ako je

(i) 0eF
(i) Ae F=>A°eF
(iii) A,‘E}—,I‘EN:>U,-€NA,'E.7:. |

@ Za bilo koju familiju C podskupova od Q postoji o(C) najmanja
o-algebra koja sadrzi C.
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Zadaci

Zadatak 1.

(a) Neka je Q # ). Odredite o(C) za

C=0
C ={A};
C=P(Q).

(b) Neka je Q = {1,2,3}. Odredite o(C) za za C = {{1},{1,2}}.
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o-algebra generirana slu¢ajnom varijablom

@ o-algebra generirana funkcijom X : Q — R je familija
o(X)={{X € B} : B e B},
gdje je Br Borelova o-algebra i
{(XeB}=X"1B)={weQ: X(w)eB}.

e Uocimo da je to najmanja o-algebra uz koju je X izmjeriva (dakle,
slucajna varijabla).

o Ako je F o-algebra ona je X F-izmjeriva ako i samo ako
o(X)C F.
@ Za proizvoljnu familiju {Xy, A € A} funkcija definiramo

o(Xn,AeN)=c({Xx€B}: AXe A\ Be Bg).
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Zadaci

Zadatak 2.

Odredite o-algebre generirane sljede¢im slucajnim varijablama na (Q, F):

(a) X(w) = c,Vw € Q za neki c € R.
(b) X diskretna slucajna varijabla sa slikom {y1,...,yn},yi € R.
() Q=[0,1],F = Bjp,3) i X(w) = w,w € Q.
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Interpretacija

@ U kontekstu vjerojatnosnih modela, na o-algebru F gledamo kao na
skup informacija.

e o(X) - informacije o slucajnoj varijabli X.
e o(X) C F - informacija o Y je sadrzana u F.
e 0(X1) C o(X2) - Xz sadrzi vise informacija od X;.
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Uvjetno ocekivanje u odnosu na o-algebru

Definicija 2.

Neka je (2, Fo, P) vjerojatnosni prostor, X slucajna varijabla na njemu,
E|X| <0 i F C Fo.

Slucajna varijabla Z je uvjetno ocekivanje od X uz danu F ako vrijedi

(i) Z je F-izmjeriva, tj. o(Z) C F,
(ii) za sve A € F vrijedi

E[Z14] = E[X1,].

Pisemo Z = E[X|F].

e E[X|F] - najbolje sto mozemo re¢i o X na osnovu informacije iz F.

@ Dodatno definiramo
E[X|Y] = E[X|o(Y)],

P(A|F) = E[1a|F].
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Zadaci

Zadatak 3.

Uvjetno ocekivanje je jedinstveno g.s.
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Zadatak 4.

Pretpostavimo da su sva uvjetna ocekivanja dobro definirana (u smislu
E|X| < o0) i F o-algebra. Svojstva uvjetnog ocekivanja:
Q za Xy, Xy slucajne varijable i ¢;,c; € R

E[61X1 aF CQXZ‘.F] = ClE[Xl‘]:] a4 C2E[X2‘.F],

(2]
E[E[X|F]] = E[X],

@ Ako je X F-izmjeriva tada je E[X|F] = X
Q Ako su X i F nezavisne (u smislu P({X € B} N A) =
P({X € B})P(A) za sve B € B i A € F), tada je
EIXIF] = EIX],
@ Ako je X F-izmjeriva i E|Y| < oo, E|XY| < oo, onda
E[XY|F] = XE[Y|7].
Q Ako su Fy,F, o-algebre i F1 C F, onda

E[E[X|F]|F2] = E[X|F],

E[E[X|F]|F1] = E[X|F]-
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Zadatak 5.

Ako je g : R — R izmjeriva i E|g(X)| < oo izracunajte E[g(X)|X].
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Zadatak 6.

Neka je X slucajna varijabla i Y diskretna slucajna varijabla s

vrijednostima {y, ..., yn}, obje na istom vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P). Tada je

~ EX1yoyyl

EX|YI(@) = gy zaw e {Y =y}
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Zadatak 7.

Neka su X i Y nezavisne Bernoullijeve slucajne varijable s parametrom p,
Z =1¢xyy—oy i F =0(Z). Izracunajte E[X|F] i E[Y|F]. Jesu li one
nezavisne?
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Filtracije

@ Za teoriju slucajnih procesa, pogodno je prosiriti klasicnu strukturu
(22, F, P) objektom koji opisuje informacije o ponasanju procesa
kroz vrijeme.

Definicija 3.

Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Familiju o-algebri {F,,n € No} takvih
da je F, C F i Fy C Fuu1 za sve n nazivamo filtracija.

U neprekidnom vremenu promatramo filtracije {F;, t > 0}, za koje je
Ft CFiFs CFrzas<t.

| A\

Definicija 4.

Za slucajan proces {X,,n € No} kazemo da je adaptiran na filtraciju
{Fu,n € No} ako je za sve n € Ny slucajna varijable X,, F,-izmjeriva, tj.
o(Xn) C Fn.

Analogno u neprekidnom vremenu.
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@ Prirodna filtracija procesa {X,,n € Ng} je niz o-algebri

.7:0 = 0’()(0)7
F1 = o(Xo, X1),

]:n :O'(Xo,‘..,X,,),

@ Dodatno definiramo
Foo =0 U X,
n=0

@ Ocigledno je svaki proces adaptiran na svoju prirodnu filtraciju.

o Filtraciju interpretiramo kao rastu¢i niz informacija o procesu.
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Martingali

Definicija 5.
Slucajan proces {X,,n € No} je martingal (u diskretnom vremenu) s
obzirom na filtraciju {F,,n € No} ako vrijedi:

(i) E[|Xal] < oo, za svaki n € Ny,
(it) {X,} je adaptiran na {F,},
(i) za svaki n € Ny vrijedi

E[Xnt+1|Fn] = Xa-

Ako umjesto = u gornjoj definiciji vrijedi <, odnosno > onda govorimo o
supermartingalu, odnosno submartingalu.
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@ Svojstvo (iii) nazivamo martingalno svojstvo. Ekvivalentna
formulacija je da za sve k € Ny vrijedi

E[Xn+k‘-7:n] = E[E[Xn+k|}—n+k71”}—n] = E[Xn+k71|}—n]
— = E[Xas1|F] = Xa.

@ Najbolje sto mozemo re¢i o buduénosti na osnovu proslosti i
sadasnjosti je sadasnjost.

e Martingale mozemo shvatiti kao model za pravedne igre. Naime, ako
X, opisuje iznos novca kojeg igra€ ima u trenutku n, tada
martingalno svojstvo kaze da ocekivani iznos njegovog bogatsva
nakon sljedece igre jednak trenutnom bogatsvu, uvjetno na poznate
ishode prethodnih igara.
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@ Ako ne preciziramo filtraciju u definiciji martingala, onda smatramo
da radi o prirodnoj filtraciji.

o U tom slucaju svojstvo (iii) je

E[Xp41] X0, X1, .-+, Xa] = Xa-
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Zadaci

Zadatak 8.

Neka je {X,, n € N} niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli, E|X,| < oo i oznacimo EX1 = u. Neka je {S,, n € No} slucajna
Setnja, tj.

So=0, S,= ZH:X,-.
i=1

Odredite uvjete pod kojima je slucajna Setnja
martingal /supermartingal /submartingal uz filtraciju Fo = {0,Q} i
Fon=0(X1,...,Xy) zaneN.
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Zadatak 9.

Neka je {X,, n € N} niz nezavisnih slucajnih varijabli sa svojstvima

E[[Xa] < 00, E[Xa]=1, ¥neN.

Pokazite da je slucajan proces {M,, n € Ng}, gdje je

My=1, M, = ﬁx,-
i=1

martingal uz filtraciju Fo = {0,Q} i Fp = o(X1,...,Xn) zan €N,
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Zadatak 10.
Neka je {S,, n € No} jednostavna slucajna Setnja na 7, tj.

So=0, S,=S+X1+...+X,,

gdje je {Xn, n € N} niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli s razdiobom

P(Xi=1)=p, P(Xi=-1)=1-p, pe(01).

Pokazite da je slucajan proces

{Z,, neNp} = {<1pp>s",neNo}

martingal uz filtraciju Fo = {0,Q} i F = o(X1,...,X,) zan € N.
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Zadatak 11.

Neka je {X,,n € No} niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
varijabli s ocekivanjem 0 i varijancom o2. Neka je

50:0, SH:XH:X,-,nGN.

i=1
Provyjerite je li slucajan proces

Y, =52 —no? neNy,

martingal uz svoju prirodnu filtraciju.
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Zadatak 12.

Neka je {X,,n € No} jednostavan proces grananja, tj.

anl
Xn - § Zn,ka
k=1

gdje su {Z,j,n € N,j € N} nenegativne nezavisne jednako distribuirane s
ocekivanjem . Pokazite da je sljedeéi slucajan proces martingal

X
{Y,,,nGNO}: {E,HEN()}.

uz filtraciju Fo = {0,Q} i Fo =0(Zxj: k <n,jeN)zaneN.




Martingali u diskretnom vremenu
00000000e

Zadatak 13.

U pocetnom trenutku posudi se nalazi jedna bijela i jedna crna kuglica. U
diskretnim vremenskim trenucima n =1,2.3. ... iz posude se izvlaci
Jjedna kuglica i vraca se u posudu zajedno s jos jednom kuglicom iste
boje. Neka je {Y,,n € No} omjer broja bijelih kuglica i ukupnog broja
kuglica nakon n izvlacenja. Pokazite da je {Y,,n € No} martingal (u
odnosu na prirodnu filtraciju).
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Martingali u neprekidnom vremenu

Definicija 6.
Slucajan proces {X;,t € [0,00)} je martingal (u neprekidnom vremenu)
s obzirom na filtraciju {F;,t € [0,00)} ako vrijedi:
(i) E[|X¢]] < o0, za svaki t > 0,
(it) {X¢} je adaptiran na {F:},
(i) za svaki 0 < s < t vrijedi

E[Xe| Fs] = Xe.

Ako umjesto = u gornjoj definiciji vrijedi <, odnosno > onda govorimo o
supermartingalu, odnosno submartingalu.
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Zadaci

Zadatak 14.

Pokazite da je Brownovo gibanje martingal u odnosu na svoju prirodnu
filtraciju.
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Zadatak 15.

Pokazite da je slucajan proces {B? — t>,t > 0} martingal u odnosu na
prirodnu filtraciju Brownovog gibanja {B;,t > 0}.
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Zadatak 16.

Provjerite je li slucajan proces {B; + t,t > 0} martingal u odnosu na
prirodnu filtraciju Brownovog gibanja {B;,t > 0}.
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Zadatak 17.

Pokazite da je za svaki t > 0 EB? =0, ali da {B2,t > 0} nije martingal
u odnosu na prirodnu filtraciju Brownovog gibanja {B;,t > 0}.
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