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Uvjetno o£ekivanje

�elimo pro²iriti pojam uvjetnog o£ekivanja i uvjetne vjerojatnsoti.

Poznate de�nicije

Ovdje ¢emo de�nirati
E [X |F ]

za slu£ajnu varijablu X i neku σ-algebru F
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σ-algebra

De�nicija 1.

Familiju F podskupova nekog nepraznog skupa Ω naziva σ-algebra ako je

(i) ∅ ∈ F
(ii) A ∈ F ⇒ Ac ∈ F
(iii) Ai ∈ F , i ∈ N⇒

⋃
i∈N Ai ∈ F .

Za bilo koju familiju C podskupova od Ω postoji σ(C) najmanja
σ-algebra koja sadrºi C.
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Zadaci

Zadatak 1.

(a) Neka je Ω 6= ∅. Odredite σ(C) za

C = ∅;

C = {A};

C = P(Ω).

(b) Neka je Ω = {1, 2, 3}. Odredite σ(C) za za C = {{1}, {1, 2}}.
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σ-algebra generirana slu£ajnom varijablom

σ-algebra generirana funkcijom X : Ω→ R je familija

σ(X ) = {{X ∈ B} : B ∈ BR} ,

gdje je BR Borelova σ-algebra i

{X ∈ B} = X−1(B) = {ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B}.

Uo£imo da je to najmanja σ-algebra uz koju je X izmjeriva (dakle,
slu£ajna varijabla).

Ako je F σ-algebra ona je X F-izmjeriva ako i samo ako

σ(X ) ⊆ F .

Za proizvoljnu familiju {Xλ, λ ∈ Λ} funkcija de�niramo

σ(Xλ, λ ∈ Λ) = σ ({Xλ ∈ B} : λ ∈ Λ,B ∈ BR) .
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Zadaci

Zadatak 2.

Odredite σ-algebre generirane sljede¢im slu£ajnim varijablama na (Ω,F):

(a) X (ω) = c,∀ω ∈ Ω za neki c ∈ R.
(b) X diskretna slu£ajna varijabla sa slikom {y1, . . . , yn}, yi ∈ R.
(c) Ω = [0, 1],F = B[0,1] i X (ω) = ω, ω ∈ Ω.
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Interpretacija

U kontekstu vjerojatnosnih modela, na σ-algebru F gledamo kao na
skup informacija.

σ(X ) - informacije o slu£ajnoj varijabli X .

σ(X ) ⊆ F - informacija o Y je sadrºana u F .
σ(X1) ⊆ σ(X2) - X2 sadrºi vi²e informacija od X1.
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Uvjetno o£ekivanje u odnosu na σ-algebru

De�nicija 2.

Neka je (Ω,F0,P) vjerojatnosni prostor, X slu£ajna varijabla na njemu,
E |X | <∞ i F ⊆ F0.
Slu£ajna varijabla Z je uvjetno o£ekivanje od X uz danu F ako vrijedi

(i) Z je F-izmjeriva, tj. σ(Z ) ⊆ F ,
(ii) za sve A ∈ F vrijedi

E [Z1A] = E [X1A] .

Pi²emo Z = E [X |F ].

E [X |F ] - najbolje ²to moºemo re¢i o X na osnovu informacije iz F .
Dodatno de�niramo

E [X |Y ] = E [X |σ(Y )],

P(A|F) = E [1A|F ].



Uvjetno o£ekivanje i �ltracije Martingali u diskretnom vremenu Martingali u neprekidnom vremenu

Zadaci

Zadatak 3.

Uvjetno o£ekivanje je jedinstveno g.s.
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Zadatak 4.

Pretpostavimo da su sva uvjetna o£ekivanja dobro de�nirana (u smislu
E |X | <∞) i F σ-algebra. Svojstva uvjetnog o£ekivanja:

1 za X1,X2 slu£ajne varijable i c1, c2 ∈ R

E [c1X1 + c2X2|F ] = c1E [X1|F ] + c2E [X2|F ],

2

E [E [X |F ]] = E [X ],

3 Ako je X F-izmjeriva tada je E [X |F ] = X
4 Ako su X i F nezavisne (u smislu P({X ∈ B} ∩ A) =

P({X ∈ B})P(A) za sve B ∈ BR i A ∈ F), tada je

E [X |F ] = E [X ],

5 Ako je X F-izmjeriva i E |Y | <∞,E |XY | <∞, onda

E [XY |F ] = XE [Y |F ].

6 Ako su F1,F2 σ-algebre i F1 ⊆ F2 onda

E [E [X |F1]|F2] = E [X |F1],

E [E [X |F2]|F1] = E [X |F1].
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Zadatak 5.

Ako je g : R→ R izmjeriva i E |g(X )| <∞ izra£unajte E [g(X )|X ].
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Zadatak 6.

Neka je X slu£ajna varijabla i Y diskretna slu£ajna varijabla s
vrijednostima {y1, . . . , yn}, obje na istom vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P). Tada je

E [X |Y ](ω) =
E [X1{Y=yi}]

P(Y = yi )
, za ω ∈ {Y = yi}.
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Zadatak 7.

Neka su X i Y nezavisne Bernoullijeve slu£ajne varijable s parametrom p,
Z = 1{X+Y=0} i F = σ(Z ). Izra£unajte E [X |F ] i E [Y |F ]. Jesu li one
nezavisne?
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Filtracije

Za teoriju slu£ajnih procesa, pogodno je pro²iriti klasi£nu strukturu
(Ω,F ,P) objektom koji opisuje informacije o pona²anju procesa
kroz vrijeme.

De�nicija 3.

Neka je (Ω,F) izmjeriv prostor. Familiju σ-algebri {Fn, n ∈ N0} takvih
da je Fn ⊆ F i Fn ⊆ Fn+1 za sve n nazivamo �ltracija.
U neprekidnom vremenu promatramo �ltracije {Ft , t ≥ 0}, za koje je
Ft ⊆ F i Fs ⊆ Ft za s ≤ t.

De�nicija 4.

Za slu£ajan proces {Xn, n ∈ N0} kaºemo da je adaptiran na �ltraciju
{Fn, n ∈ N0} ako je za sve n ∈ N0 slu£ajna varijable Xn Fn-izmjeriva, tj.
σ(Xn) ⊆ Fn.
Analogno u neprekidnom vremenu.
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Prirodna �ltracija procesa {Xn, n ∈ N0} je niz σ-algebri

F0 = σ(X0),

F1 = σ(X0,X1),

...

Fn = σ(X0, . . . ,Xn),

...

Dodatno de�niramo

F∞ = σ

( ∞⋃
n=0

Xn

)
.

O£igledno je svaki proces adaptiran na svoju prirodnu �ltraciju.

Filtraciju interpretiramo kao rastu¢i niz informacija o procesu.
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Martingali

De�nicija 5.

Slu£ajan proces {Xn, n ∈ N0} je martingal (u diskretnom vremenu) s
obzirom na �ltraciju {Fn, n ∈ N0} ako vrijedi:

(i) E [|Xn|] <∞, za svaki n ∈ N0,

(ii) {Xn} je adaptiran na {Fn},
(iii) za svaki n ∈ N0 vrijedi

E [Xn+1|Fn] = Xn.

Ako umjesto = u gornjoj de�niciji vrijedi ≤, odnosno ≥ onda govorimo o
supermartingalu, odnosno submartingalu.



Uvjetno o£ekivanje i �ltracije Martingali u diskretnom vremenu Martingali u neprekidnom vremenu

Svojstvo (iii) nazivamo martingalno svojstvo. Ekvivalentna
formulacija je da za sve k ∈ N0 vrijedi

E [Xn+k |Fn] = E [E [Xn+k |Fn+k−1]|Fn] = E [Xn+k−1|Fn]

= · · · = E [Xn+1|Fn] = Xn.

Najbolje ²to moºemo re¢i o budu¢nosti na osnovu pro²losti i
sada²njosti je sada²njost.

Martingale moºemo shvatiti kao model za pravedne igre. Naime, ako
Xn opisuje iznos novca kojeg igra£ ima u trenutku n, tada
martingalno svojstvo kaºe da o£ekivani iznos njegovog bogatsva
nakon sljede¢e igre jednak trenutnom bogatsvu, uvjetno na poznate
ishode prethodnih igara.
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Ako ne preciziramo �ltraciju u de�niciji martingala, onda smatramo
da radi o prirodnoj �ltraciji.

U tom slu£aju svojstvo (iii) je

E [Xn+1|X0,X1, . . . ,Xn] = Xn.
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Zadaci

Zadatak 8.

Neka je {Xn, n ∈ N} niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih
varijabli, E |Xn| <∞ i ozna£imo EX1 = µ. Neka je {Sn, n ∈ N0} slu£ajna
²etnja, tj.

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi .

Odredite uvjete pod kojima je slu£ajna ²etnja
martingal/supermartingal/submartingal uz �ltraciju F0 = {∅,Ω} i
Fn = σ(X1, . . . ,Xn) za n ∈ N.
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Zadatak 9.

Neka je {Xn, n ∈ N} niz nezavisnih slu£ajnih varijabli sa svojstvima

E [|Xn|] <∞, E [Xn] = 1, ∀n ∈ N.

Pokaºite da je slu£ajan proces {Mn, n ∈ N0}, gdje je

M0 = 1, Mn =
n∏

i=1

Xi

martingal uz �ltraciju F0 = {∅,Ω} i Fn = σ(X1, . . . ,Xn) za n ∈ N.
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Zadatak 10.

Neka je {Sn, n ∈ N0} jednostavna slu£ajna ²etnja na Z, tj.

S0 = 0, Sn = S0 + X1 + . . .+ Xn,

gdje je {Xn, n ∈ N} niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih
varijabli s razdiobom

P(X1 = 1) = p, P(X1 = −1) = 1− p, p ∈ 〈0, 1〉.

Pokaºite da je slu£ajan proces

{Zn, n ∈ N0} =

{(
1− p

p

)Sn

, n ∈ N0

}

martingal uz �ltraciju F0 = {∅,Ω} i Fn = σ(X1, . . . ,Xn) za n ∈ N.
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Zadatak 11.

Neka je {Xn, n ∈ N0} niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih
varijabli s o£ekivanjem 0 i varijancom σ2. Neka je

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi , n ∈ N.

Provjerite je li slu£ajan proces

Yn = S2

n − nσ2, n ∈ N0,

martingal uz svoju prirodnu �ltraciju.
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Zadatak 12.

Neka je {Xn, n ∈ N0} jednostavan proces grananja, tj.

Xn =

Xn−1∑
k=1

Zn,k ,

gdje su {Zn,j , n ∈ N, j ∈ N} nenegativne nezavisne jednako distribuirane s
o£ekivanjem µ. Pokaºite da je sljede¢i slu£ajan proces martingal

{Yn, n ∈ N0} =

{
Xn

µn
, n ∈ N0

}
.

uz �ltraciju F0 = {∅,Ω} i Fn = σ(Zk,j : k ≤ n, j ∈ N) za n ∈ N.
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Zadatak 13.

U po£etnom trenutku posudi se nalazi jedna bijela i jedna crna kuglica. U
diskretnim vremenskim trenucima n = 1, 2, 3, . . . iz posude se izvla£i
jedna kuglica i vra¢a se u posudu zajedno s jo² jednom kuglicom iste
boje. Neka je {Yn, n ∈ N0} omjer broja bijelih kuglica i ukupnog broja
kuglica nakon n izvla£enja. Pokaºite da je {Yn, n ∈ N0} martingal (u
odnosu na prirodnu �ltraciju).
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Martingali u neprekidnom vremenu

De�nicija 6.

Slu£ajan proces {Xt , t ∈ [0,∞)} je martingal (u neprekidnom vremenu)
s obzirom na �ltraciju {Ft , t ∈ [0,∞)} ako vrijedi:

(i) E [|Xt |] <∞, za svaki t ≥ 0,

(ii) {Xt} je adaptiran na {Ft},
(iii) za svaki 0 ≤ s < t vrijedi

E [Xt |Fs ] = Xs .

Ako umjesto = u gornjoj de�niciji vrijedi ≤, odnosno ≥ onda govorimo o
supermartingalu, odnosno submartingalu.
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Zadaci

Zadatak 14.

Pokaºite da je Brownovo gibanje martingal u odnosu na svoju prirodnu
�ltraciju.
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Zadatak 15.

Pokaºite da je slu£ajan proces {B2

t − t2, t ≥ 0} martingal u odnosu na
prirodnu �ltraciju Brownovog gibanja {Bt , t ≥ 0}.
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Zadatak 16.

Provjerite je li slu£ajan proces {Bt + t, t ≥ 0} martingal u odnosu na
prirodnu �ltraciju Brownovog gibanja {Bt , t ≥ 0}.
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Zadatak 17.

Pokaºite da je za svaki t ≥ 0 EB3

t = 0, ali da {B3

t , t ≥ 0} nije martingal
u odnosu na prirodnu �ltraciju Brownovog gibanja {Bt , t ≥ 0}.
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