Rjesenja nekih zadataka s vjezbi

1. Dokazite da polja Q(v/2) i Q(+/3) nisu izomorfna.

Rjesenje. Pretpostavimo da je ¢ : Q(v/2) — Q(v/3) izomorfizam. Kako je ¢ homomor-
fizam mora vrijediti

ola+bv2) = ¢(a) + p(b)p(V2), Va,be Q.

Analogno kao na vjezbama se pokazuje, jer je ¢ izomorfizam, da mora vrijediti

pla) =q¢, YgeQ (1)
Stoga je
ola+bV2) = a+bp(v2), Ya,be Q.
Zanima nas, dakle, to moze biti p(v/2). Kako je p(v/2) € Q(v/3), postoje a,b € Q
takvi da vrijedi ¢(v/2) = a + bv/3. Koristeéi (1) dobivamo sljedeéi niz jednakosti
2=p(2) = (V2 V2) = p(V2)p(V2) = (a+bV3)* = a® + 3 + 2abV/3.

Baza vektorskog prostora Q(v/3) je {1,v/3} pa (iz linearne nezavisnoti vektora baze)
dobivamo sljedeéi sustav jednadzbi

2ab =0, a®+3b%=2.
Kako ovaj sustav nema rjesenja, zaklju¢ujemo da polja ne mogu biti izomorfna. O

2. Odredite n = [Q(+v/3,v2) : Q(v/2)).
Rjesenje. Oznacimo s a = /3. Kako je o> = 3, a je nultocka polinoma p(x) =
22 —3 = (x — v/3)(x + /3). Pitanje je je li ovaj polinom ireducibilan nad Q(v/2).
Ako pretpostavimo suprotno, onda je v/3 € Q(v/2) tj. postoje a,b € Q takvi da je
V3 = a+bv2. Kvadriranjem dobivamo jednakost istog tipa kao u prethodnom zadatku
i, sasvim analognim zaklju¢ivanjem, dolazimo do zakljucka da v/3 ¢ Q(v/2) tj. p(x) je
ireducibilan nad Q(v/2) i p = t3- Kako je deg 5 =2, dobivamo da je n = 2. O

3. Odredite n = [Q(+/2,7) : Q(V/2)].
Rjesenje. Ozna¢imo s a = i i dokazimo da je polinom p(z) = 22 + 1 = (z —i)(z + 1)
ireducibilan nad Q(+/2). Ako pretpostavimo suprotno, onda je i € Q(v/2) pa postoje
a,b,c,d € Q takvi da je
i=a+bV2+cVi+ V8

§to je nemoguce, bududi je ¢ imaginaran broj, a s desne strane imamo realan broj. Stoga
jen=2. O

4. Odredite n = [Q(v/ -2 +v2,v2) : Q(vV—2 + V2)].

Rjesenje. Uotimo da je v2 € Q(v/ =2+ v/2) jer je v2 = (v =2+ v/2)? + 2. Stoga je
V2eQ(V-2+V2)pajen=1
O



5. Odredite n = [Q(v—3 +v3,v2) : Q(v =3 + V3)].

Rjesenje. Pretpostavimo da je v/2 € Q(v/ —3 + v/3). Kada se odredi baza za Qv -3+ \/§)
dobiva se da mora vrijediti sljedeé¢a jednakost

V2=a+b\/-3+V3+c(-3+V3)+d(—3+V3)\/ -3+ V3.

V2 —a—c(=34+V3) = (b+d(—3+V3)\y/ -3+ V3.

Kako s lijeve strane imamo realan, a s desne strane imaginaran broj, jednakost ce
vrijediti ako i samo ako su i lijeva i desna strana jednaka 0. Dobivamo sljedeéi sustav
jednadzbi

Stoga je

V2—a+3c—cV3 = 0
b—3d+dvV3 = 0

koji nema rjeSenja. Stoga je n = 2.



