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Sazetak. Zadane su tocke T;(x;,y;), ¢ = 1,...,m, u ravnini. Treba procijeniti optimalne parame-
tre b, ¢ opéenito nelinearne funkcije-modela = — f(x;b, c), tako da suma ortogonalnih L,(p > 1)
udaljenosti tocaka T;, ¢ = 1,...,m, do grafa funkcije f bude minimalna, tj. treba minimizirati
funkciju

Fy(b,c) = de;(T(xm F(xa30,0)), T),

gdje je
v, = argmindp (T'(z, f(z;b,¢)), T;).

Problem ¢e se posebno razmatrati za linearnu, eksponencijalnu i logisticku funkciju za najvaznije
slucéajeve: p = 1,2,00. Ako (z;,¥:), ¢ = 1,...,m, shvatimo kao neke eksperimentalne ili empiri-
jske podatke, onda se ovdje radi o procjeni parametara opéenito nelinearne regresije u smislu L,
ortogonalnih odstupanja, $to ima Siroku primjenu u razli¢itim primijenjenim istrazivanjima.
Buduéi da je ovdje rije¢ o problemu nediferencijabilne minimizacije nelinearne funkcije F', prob-
lem ¢emo rjesavati primjenom Nelder-Meadove Downhill Simplex metode, a za izrac¢unavanje L,
udaljenosti to¢aka T; do grafa funcije f koristit ¢emo metodu jednodimenzionalne minimizacije, §to
¢e biti razradeno u radu I.Soldo i K.Sabo, takoder prijavljenom za ovu konferenciju. Svi programi
i potprogrami bit ¢e izradeni primjenom programskog sustava Mathematica. Pri tome koristit ¢e
se graficke moguénosti i animacija iterativnog procesa. Software koji ¢e za ovu priliku biti izraden
modi ¢e se koristiti za konstrukciju ilustrativnih primjera u nastavi, ali takoder i za prakti¢ne ap-
likacije u raznim podruéjima primjena, kao primjerice u poljoprivredi, medicini, ekonomiji, biologiji

itd.
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Abstract. (A method of parameter estimation in L, orthogonal distance regession)
Points T;(x;,y:), ¢ = 1,...,m, are given in the plane. Optimal parameters b,c of a nonlinear
function-model = +— f(x;b,c) should be estimated, such that the sum of orthogonal distances
L,(p>1) from points T}, i = 1,...,m, to the graph of function f is minimal, i.e. function

m

Fp(b7 c) = ng(T(xﬂ'vf(x‘fr;bv ), T;),

i=1
should be minimized, where

Ty = argmwindg(T(x,f(x;b,c)),Ti).

The problem will be considered for the linear, the exponential and the logistic function, respectively,
for the most important cases: p = 1,2,00. If (z;,9;), 4 = 1,...,m, are considered to be some
experimental or empirical data, then we deal here with the estimation of parameters of a generally
nonlinear function in the sense of L, orthogonal deviations, which is widely used in applied research.

Since the problem in question is the problem of nondifferentiable minimization of nonlinear
function F', it will be solved by using the Nelder-Mead Downhill Simplex Method, and for the
calculation of L, distances from points 7; to the graph of function f the method of one-dimensional



minimization will be used, which will be elaborated in the paper by I.Soldo and K.Sabo, that will
be also presented at this conference. All programs and subprograms will be done by using the
Mathematica software system. We will thereby use graphic options and animation of the iterative
process. Software that will be created for this purpose can be used for designing illustrative
examples used in the teaching procress, but also for practical applications in various fields, such
as agriculture, medicine, economics, biology, etc.
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1 Uvod

U primjenjenim istrazivanjima matematicki model ¢esto je definiran funkcijom-modelom:

t— f(t;a), (1)
gdje je a = (ay,...,a,)T € R™ vektor nepoznatih parametara, kojeg treba odrediti na osnovi
zadanih podataka: (w;, x;,9:), ¢ = 1,...,m, gdje su x; vrijednosti nezavisne varijable, y; odgo-

varajuce izmjerene vrijednosti zavisne varijable, a w; tezine podataka. Obi¢no je m>>n.
Navedeni problem ¢esto se javlja u biologiji ([16]), kemiji ([20]), ekonomiji ([15], [20], [22]),
poljoprivredi ([8]) itd. Za ilustraciju navodimo nekoliko klasi¢nih modela iz matematicke biologije.
Za opisivanje prirasta veli¢ine neke populacije (ili mase zivog organizma) navest ¢emo neke najcesce
koristene modele s dva parametra jer se za taj slucaj problem procjene parametara moze zgodno

graficki ilustrirati uz primjenu moguénosti koje pruza programski sustav Mathematica:

e Ako pretpostavimo da je brzina porasta populacije u svakom trenutku ¢ konstantna, dobivamo

model opisan diferencijalnom jednadzbom

dy
~Z=b beR
dt b b)

¢ije je rjeenje linearna funkcija-model (vidi primjerice [13], [15], [18], [26]):
ft;b,¢) = bt + c. (2)

e U modelu opisanom diferencijalnom jednadzbom
1dy
ydt
stopa rasta populacije u svakom trenutku ¢ je konstantna. RjeSenje te diferencijalne jed-
nadzbe je eksponencijalna funkcija-model (vidi primjerice [10], [11], [20], [22], [24], [25], [26]):

f(t;b,c) = be. (3)

e Logisticka funkcija (Vidi primjerice [8], [10], [12], [15], [16], [20], [22])

A
f(t7b7c):m7 A,b7C>O, (4)



rjeSenje je poznate Verhulstove diferencijalne jednadzbe iz 1836. godine:

5% =c(A-vy), Ac>0,
kojom je iskazana pretpostavka da je stopa rasta populacije u nekom trenutku ¢ propor-
cionalna veli¢ini bioloskog potencijala A — y(¢) u tom trenutku. Pri tome konstante A > 0
predstavlja razinu zasi¢enja, tj. bioloski maksimum populacije nekog ograni¢enog zivotnog
prostora i obi¢no se zadaje unaprijed na bazi prethodnih istrazivanja. Postoje razlicite gen-

eralizacije Verhulstove diferencijalne jednadzbe (vidi [15], [20], [28]), kao primjerice

y
1dy—c[1—<A> }, A b,c >0,
y dt Yy

Cije je rjeSenje asimetricéna S-funkcija:

A

f(t;b,c) = At beon)in’

A b,c,y > 0. (5)

Ako je konstanta v = 1, onda se radi o logistickoj funkciji. ViSe o znacenju konstanti A i vy

moze se naéi u radu [15].

Ako pretpostavimo da se pogrske mogu pojaviti samo u izmjerenim vrijednostima nezavisne
varijable y i da su normalno distribuirane s matematickim ocekivanjem 0, onda se parametri
ai,...,anm, funkcije (1), u praksi najéesée odreduju obi¢nom metodom najmanjih kvadrata (OLS
— Ordinary Least Squares) (Slika 1.a) minimizirajuéi funkcional

m

2
S(a) = > wilyi — flzsa)”. (6)
i=1
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Slika 1. OLS i TLS pristup
Ako je funkcija f linearna u parametrima aq, ..., a,, onda se radi o linearnom problemu naj-

manjih kvadrata koji ima jedinstveno rjesenje (vidi primjerice [1]). To rjeSenje moze se dobiti na

viSe na¢ina. Spomenimo samo QR dekomporziciju i dekompoziciju na singularne vrijednosti (vidi



primjerice [1], [5], [26]). Ako je funkcija f nelinearna u parametrima ai,...,a,, onda se radi o
nelinearnom problemu najmanjih kvadrata koji se moze rjesavati metodama navedenim u [4], [5],
[26]. Problem egzistencije optimalnih parametara u smislu OLS razmatra se u radovima [9], [10],
[11], [12], [25].

U mnogim prakti¢nim situacijama pogreske su sadrzane i u vrijednostima nezavisne varijable z;
(primjerice trenuci izvodenja mjerenja u eksperimentu). Ako pretpostavimo da x; sadrzi nepoznatu

aditivnu pogresku d;, a y; nepoznatu aditivnu pogresku ¢;, onda je
yi = flzi+da)+e&, i=1,...,m.

Prihvatljiv na¢in za procjenu parametara u ovom slu¢aju je minimizirati tezinsku sumu kvadrata
udaljenosti d; od podatka (x;,;) do krivulje f(¢;a) (vidi [2], [6], [7]). Kako je d? = 62 + &2 (vidi

Sliku 1.b), onda treba minimizirati

m m
> widi = 3 wilef +67)
i=1 i=1
(7)
uz ogranicenja y; = f(z; + d;a) +¢;, i=1,...,m.

Buduéi da su ograni¢enja u (7) linearna u ¢;, eliminacijom &; i svih ograni¢enja dobivamo problem

minimuma bez ogranicenja:

. 2
%7HT(a7 6)3 T(a7 6) = Zl Wi [f(xz + 517 a) - yz] + Z; w2537 (8)
gdje je 6 = (81,...,0,)T € R™. Primijetimo da funkcional 7" ima n + m nezavisnih varijabli

i da je kvadrat vrijednosti funkcionala T suma kvgadrata udaljenosti tocaka (z;,y;) do tocaka
(@i + 0;, f(z; + 9;)) na grafu I'y.

Ova metoda u statistickoj literaturi poznata je pod nazivom in variablesili orthogonal regression
(vidi primjerice [2]), a u numerickoj analizi pojavljuje se pod nazivom metoda potpunih najmangih
kvadrata (TLS — Total Least Squares). Na Slici 1. vidi se razlika izmedu obi¢ne i potpune metode
najmanjih kvadrata.

Bududi da se u slucaju TLS problema moze pojaviti veliki broj nezavisnih varijabli, razvijene
su specijalne numericke metode za procjenu optimalnih parametara (vidi [2], [10], [21]). Dobar
pregled dosadasnjih rezultata o TLS metodi moze se naéi u [6] i [7]. Problem egzistencije optimalnih
parametara u smislu TLS razmatrao se u radovima [9], [10], [12], [13], [25].

U ovom radu predlaze se jedna metoda za procjenu parametara model-funkcije f za slucaj
pojavljivanja pogresaka u izmjerenim vrijednostima nezavisne i zavisne varijable, koja se zasniva

na ideji iznesenoj u radu [23]. Metoda se pokazala efikasnom i prikladnom za primjene.



2 Opis metode

Pretpostavimo da su zadani podaci mjerenja (z;,y;), ¢ = 1,...,m, pri ¢emu se pogreske mogu
ocekivati u izmjerenim vrijednostima nezavisne z; i zavisne y; varijable. Zbog jednostavnosti
nadalje pretpostavljamo da su tezine podataka w; = 1 za sve ¢ = 1,..., m. Razmatra se problem
procjene vektora parametara a € R™ model-funkcije t — f(¢;a) u smislu potpunih najmangih L,

odstupanga (T'Ly):

s TP 0) )
gdje je
m m
> lyi = flwi+ 6i;2)[7 + 3 |67, 1<p<oo
Tp(a,6) = q i=1 i=1
max{|f(x1 +617a) - y1|a RN |f($m +6m7a) - ym|7 |61|a ey |6m‘}a p=

Primijetimo da je u sluéaju 1 < p < oo funkcional T}, diferencijabilan, §to nije slucaj za p = 1.
Medutim, problem procjene parametara u smislu 7Ly je i najinteresantniji zbog toga Sto se na taj
nacin najbolje eleiminira utjecaj jako strsec¢ih podataka — tzv. outliers. Primijetimo da se za p = 2
problem (9) podudara s TLS problemom opisanom u prethodnom poglavlju.

Lako se moze provjeriti da je

m

i T, = mi (T, T ; 1<
okt 1720 = 20 2 (T T o frma)) - A s p<o0

gdje je dp(T;, T(zr, f(zr;a))) L, udaljenost tocke T;(z;,y;) do grafa funkcije f(¢;a). Na taj nacin
nas problem svodi se na odredivanje nepoznatog vektora parametara a* model funkcije ¢t — f(¢; a)
koji minimizira funkcional
m
Fy(a) := ng(Ti,T(xﬂ,f(a:ﬂ;a))), 1<p<x. (10)
i=1
gdje je
Ty = argmxindg(T(x,f(x;b,c)),Ti).
Funkcional F}, ima n varijabli, dok odgovaraju¢i funkcional T}, ima n + m varijabli, pri ¢emu broj
podataka m moze biti velik. Zbog toga se moze ocekivati da ¢e minimizacija funkcionala Fj, biti
znacajno efikasnija nego minimizacija funkcionala Tj,.
Izra¢unavanje L, udaljenosti tocke T;(z;,y;) do grafa funkcije f svodi se na problem jednodi-

menzionalne minimizacije funkcije

|z; — z|” + ly; — f(z;a)|", 1<p<oo
p(z) = (11)

max {|z; — z|,|y; — f(z;a)|}, p=o0
§to se moze provesti nekom od metoda navedenih u [4], [5], [19]. U ovom radu za rjeSavanje

problema jednodimenzionalne minimizacije funkcije ¢ koristit éemo metodu i Mathematica-modul
iz rada [27].



Za rjeSavanje problema viSedimenzionalne minimizacije opcenito nediferencijabilne funkcije £},
zadane s (10) mogu se koristiti razne metode navedene u [3], [14], [17], [19]. U ovom radu u
tu svrhu koristit ¢e se Nelder-Meadova Downhill Simplex metoda [17] za 8to je izraden vlastiti

Mathematica—modul.

3 Numericki eksperimenti

Pretpostavimo da su zadani podaci (x;,y;), 4 = 1,...,m, i funkcija model t — f(¢;b,c) s dva
parametra b,c. Promatramo modele s dva parametra kako bi graficki mogli ilustrirati iterativni
proces!. Nepoznate parametre b, c procijenit ¢éemo u smislu minimizacije sume ortogonalnih L,
udaljenosti minimizirajuéi funkcional F}, zadan s (10) pri ¢emu se L, udaljenost tocke T;(z;,y;) do

grafa funcije f dobiva jednodimenzionalnom minimizacijom:

dP(TiaT(xﬂ'v f(xw; b, C))) = min

x

lz; — " + |y — fz;b,¢)[", I1<p<oo
(12)

max {|z; — x|, |y; — f(x;b,0)[}, p=oo

Jednodimenzionalnu minimizaciju provest éemo metodom navedenom u radu [27], a visedimenzionalnu
minimizaciju funkcionala F,, zadanog s (10) primjenom vlastitog Mathematica-modula.
Na bazi poznate funkcije ¢ — f(¢; b, ¢) najprije generiramo podatke (z;,y;), i = 1,...,m, tako
da je:
m=20, z; =14, 1=1,...,m,
yi = fla; + ;) +ei, i85 ~ N(O,.8).
Nakon toga, jedan od podataka y; znac¢ajnije pokvarimo, ¢ime dobivamo set podataka medu kojima

se pojavljuje “outlier”.

Primjer 1 Neka je zadana linearna funkcja f(t) =t + 1 4 podaci generirani na prethodno opisan

nacin.

Ilustracija iterativnog procesa minimizacije odgovarajuéeg funkcionala Fj, uz primjenu Nelder—

Meadove metode prikazana je na Slici 2.

=~

Slika 2. Animacija minimizacije funkcionala F,

1Sva izraéunavanja, ilustracije i animacije izradene su u programskom sustavu Mathematica [29]



Na Slici 3. prikazan je graf dobivene linearne funkcije-modela (tamnija linija), generirani podaci

(tamne tockice) i graf linearne funkcije f(t) = t+ 1 pomocu koje su generirani podaci. Primijetimo

da L; aproksimacija ignorira jako strseée podatke — “outliers” (Slika 3.a), Lo aproksimacija je

osjetljiva na njih (Slika 3.b), a Lo je jako osjetljiva na njih (Slika 3.c).

a) Ly aproksimacija

14
12
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14
12

=
N b O 00O

b) Ly aproksimacija

¢) Lo, aproksimacija

Slika 3. L1, Lo i Ly aproksimacija linerane funcije-modela

Primjer 2 Neka je zadana eksponencijalna funkcja f(t) = 0.1e%2% i podaci generirani na prethodno

opisan nacin.

Na Slici 4. prikazan je graf dobivene eksponencijalne funkcije-modela (tamnija linija), generirani

podaci (tamne tockice) i graf eksponencijalne funkcije f(t) = 0.1e%-2% pomoéu koje su generirani

podaci. Primijetimo da L; aproksimacija ignorira jako strseée podatke — “outliers” (Slika 4.a), Lo

aproksimacija je osjetljiva na njih (Slika 4.b), a Ly je jako osjetljiva na njih (Slika 4.c).

a) Ly aproksimacija

PN WSO

] Y
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b) Ly aproksimacija
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¢) Lo, aproksimacija
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Slika 4. T Ly, TLy i T Lo aproksimacija eksponencijalne funcije-modela



Primjer 3 Neka je zadana logisticka funkcja f(t) = ﬁ © podaci generirant na prethodno

opisan nacin.

Na Slici 5. prikazan je graf dobivene logisticke funkcije-modela (tamnija linija), generirani

podaci (tamne tockice) i graf logisticke funkcije f(t) =

10
T+18e—0-8¢

pomocu koje su generirani podaci.

Primijetimo da L; aproksimacija ignorira jako strseée podatke - tzv. “outliers” (Slika 5.a), Lo

aproksimacija je osjetljiva na njih (Slika 5.b), a Lo je jako osjetljiva na njih (Slika 5.c).

a) L, aproksimacija

b) Lo aproksimacija

¢) Lo, aproksimacija
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Slika 5. TLy, T Ly i T Lo, aproksimacija logisti¢ke funcije-modela

Uz svaki primjer priredena je animacija prilagodavanja L, aproksimacije zadanim podacima.

To je takoder jedan od nacina grafickog pracenja iterativnog procesa.
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