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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik temelji se na predavanjima koje smo posljednjih godina drzali
na prvoj godini tehnickih fakulteta Sveucilista “J. J. Strossmayera” u Osijeku, kao i
na pristupu slicnih udzbenika kod nas, te zapadnoeuropskih i americkih sveucilista,
a koji su navedeni u popisu literature. Pri tome nastojalo se napraviti cjeloviti
materijal, koji se odnosi na funkcije, diferencijalni ra¢un i linearnu algebru, ali tako
da pristup svim vaznijim pojmovima bude maksimalno pojednostavljen. Dokazani
su samo jednostavniji teoremi, a za slozenije dokaze preporucena je odgovarajuca
postojeca literatura na nasem jeziku (posebno knjiga [3]). Neki vazni, a slozeniji
pojmovi dani su u Dodatku na kraju knjige.

Svi pojmovi objaSnjavaju se brojnim primjerima, ilustracijama i zadacima,
pa ¢e koristenjem ove knjige i slabiji studenti, kao i oni koji su orijentirani na
samostalan rad, mo¢i uspjesno savladati predvideno gradivo. Sve vazne definicije,
teoremi i korolari u tekstu su istaknuti uokvirivanjem. Pri tome posebno su nave-
dene i numerirane Primjedbe, koje poblize objasnjavaju neki pojam ili daju njegovo
prosirenje.

Udzbenik zadrzava ukupno 264 primjera, 202 slike i 482 zadatka. Kao i cijeli
tekst, tako su i veéina slika napravljene u BTEX-u. Manji dio slika (uglavnom
slike uz rjesenja zadataka), kao i slozenija izra¢unavanja uradena su programom
Mathematica 3.0. U zaglavlju svake slike koja predstavlja graf neke funkcije izradene
ovim programom, analiticki izraz funkcije napisan je pripadnom sintaksom.

Veéina zadataka su elementarni i prate osnovni tekst, a njihova rjesenja, ¢esto
ilustrirana odgovaraju¢om slikom, dana su na kraju knjige. Uz rjesenja dane su i
upute za rjesavanje slozenijih zadataka, koji su u funkciji prosirenja znanja iz nekih
podrucja, a koji se studentima mogu davati kao seminarski radovi.

Oznaka svakog poglavlja, kao i svakog pripadnog elementa (definicija, teo-
rem, korolar, formula, primjedba, primjer, zadatak) po¢inje s jednim ili dva velika
Stampana slova, koja aludiraju na naziv poglavlja. Na kraju knjige nalazi se indeks
osnovnih pojmova.

Zahvaljujemo se recenzentu prof.dr.Simi Ungaru na korisnim sugestijama i
prijedlozima u cilju popravljanja i pojednostavljivanja teksta. Takoder, zahvalju-
jemo se studentu Elektrotehni¢kog fakulteta Alfonsu Baumgartneru za unos veéeg
dijela teksta u TEX-u, kolegici Renati Sotirov za izradu vecine slika, te kolegi
mr. Tomislavu Marosevic¢u za korekciju cijelog teksta.

U Osijeku, 6. sije¢nja 1998. Dragan Jukié
Rudolf Scitovski
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U. UVOD: PRIPREMNI MATERIJAL

U ovom poglavlju navest ¢emo neke osnovne matematicke pojmove koji se koriste u
daljnjem tekstu, a za koje se inace pretpostavlja da su citatelju poznati iz srednje
skole.

U.1 Skup realnih brojeva R

Prirodni brojevi. S prirodnim brojevima 1,2,3,... upoznali smo se u ranom
djetinjstvu. Skup svih prirodnih brojeva oznacavamo s N. Zbroj, kao i umnozak
dva prirodna broja opet je prirodan broj, tj. zbrajanje “+” i mnozenje “-” prirodnih
brojeva su funkcije sa NxN u N; obi¢no kazemo da se radi o algebarskim operacijama
definiranim na N.

Definicija U.1 Neka je S neprazan skup. Pod binarnom ili algebarskom
operacijom na skupu S podrazumijevamo svaku funkciju o: S xS — S.
Ureden par (S, o) nepraznog skupa S i binarne operacije o : S x S — S
zovemo grupoid.

Primjedba U.1 Binarnu operaciju oznacenu simbolom “+7, wobicajeno je zvati
zbrajanje, a binarnu operaciju oznacenu sa “” wobicajeno je zvali mnozenje.

Primjer U.1 (N,+) i (N,-) su grupoidi.

Cijeli brojevi. Kao sto znamo, razlika dvaju prirodnih brojeva ne mora biti priro-
dan broj. Zbog toga se uvode 0 (nula) i negativni prirodni brojevi: —1,—-2,-3,....
Brojeve ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,... nazivamo cijelim brojevima, a skup svih ci-
jelih brojeva oznacavamo sa Z, tj. Z =1{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,.. .}.

Cijeli se brojevi mogu prikazati na pravcu pomocu pravilno rasporedenih
tocaka, kao na slici.

Slika U.1.



2 U.1 Skup realnih brojeva R

Uoc¢imo da su (Z,+) i (Z,-) grupoidi, gdje su+:ZxXZ —Z, - :ZLXZ — Z
uobicajeno zbrajanje, odnosno mnozenje cijelih brojeva.

Definicija U.2 Grupoid (G, o) nazivamo grupom ako on ima svojstva

(G1)-(G3):

(G1) Binarna operacija o je asocijativna, tj.
(Vo,y,2€ G)  (zoy)oz=wo(yoz),

(G2) U G postoji tzv. neutralni element e takav da je
(Ve € G) roe=eoxr=u,

(G3) Za svaki x € S postoji element ' € G, tzv. inverzni element od x
takav da je
zox' =2’ ox=e.

Za grupu (G,o) kazemo da je komutativna ili Abelovalako vrijedi zakon
komutacije, tj.

(G4) (Vz,y € G) Toy=1you.

Grupu (G, -) kojoj je grupna operacija ozna¢ena pomoc¢u znaka mnozenja nazi-
vamo multiplikativna grupa. Njezin neutralni element uobicajeno je zvati je-
dinica i oznacavati s 1, te inverzni element od a € G pisati u obliku a~!. Sli¢no,
grupu (G,+) kojoj je grupna operacija oznacena simbolom “+” nazivamo adi-
tivnom grupom. Njezin neutralni element uobic¢ajeno je zvati nula i oznacavati s
0, a inverzni element od a € G oznacava se sa —a i zove suprotnim elementom.

Primjer U.2 (Z,+) je komutativna aditivna grupa. Njezin neutralni element je
broj nula, a suprotni element od m je —m.

Primjer U.3 Grupoid (Z,-) je asocijativan, komutativan i njegov neutralni element
je broj 1. Medutim (Z,-) nije grupa, jer ni jedan m € Z \ {—1,1} nema inverzni
element, tj. jednadzba m-x =1, m € Z\ {—1,1}, nema rjesenja u skupu Z.

Zadatak U.1 Zasto (N, +) nije grupa?
Zadatak U.2 Dokazite sljedece dvije tvrdnje:
a) u svakom grupoidu neutralni element je jedinstven ako on postoji,

b) u svakoj grupi inverzni element je jedinstven.

Zadatak U.3 Za aditivnu grupu (G, +) definira se binarna operacija —: G X G —
G koja uredenom paru (z,y) € G x G pridruzuje element a —b := a+ (—b) (oznaka

INiels Henrik Abel (1802-1829) norveski matematicar. S 19 godina dokazao je da se opéa
jednadzba stupnja veéeg od 4 ne moze rijeSiti algebarski. Umro je u siromastvu u 26. godini
zivota nekoliko dana prije nego sto je stigla obavijest o prihva¢anju njegove profesure u Berlinu.
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“A := B” znaci da je A po definiciji jednako B). Ta binarna operacija zove se
oduzimanje u G. PokaZite primjerom da oduzimange cijelih brojeva (u grupi (Z,+))
nije niti asocijativna niti komutativna operacija.

Racionalni brojevi. Kao $to znamo, jednadzba ax = b, a € Z \ {0},b € Z,
nema uvijek rjesenje u skupu Z. Zbog toga se skup Z prosiruje skupom racionalnih
brojeva. Skup svih racionalnih brojeva oznac¢ava se s Q i definira na sljedeé¢i nacin:
Q= {2 |meZneN}. Cijeli broj m moZe se reprezentirati razlomkom Z*, pa

racionalni brojevi sadrze cijele, a ovi prirodne brojeve, tj. N C Z C Q.

Racionalni brojevi se zbrajaju i mnoze prema formulama:

m1+m2 M1 ng+mo-n1 M Mg My Mma

ni1 no ny - Ny ’ ni n9 ny - Ny '
Primjedba U.2 Primijetimo da je (Q, +) komutativna aditivna grupa, a (Q\{0}, ")
komutativna multiplikativna grupa.

Primjer U.4 Pokazimo da \/2 nije racionalan broj:

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje m € Zin € N, takvi da je v2 = - ida je njihova
najveéa zajednicka mjera 1 (pisemo M(m,n) = 1). Kvadriranjem dobivamo 2n? = m?
odakle zakljuéujemo da je m? pa i m paran broj. To znaci da postoji k € Z takav da je

m = 2k. Sada imamo
on® =m®> = 2m’=(2k)? = n®=2%

odakle zakljuéujemo da su n? i n parni brojevi. Dakle, m i n su parni brojevi pa prema
tome djeljivi s 2, §to je u suprotnosti s pretpostavkom da je M(m,n) = 1. Prema tome,
V/2 nije racionalan broj.

Iracionalni brojevi. Jednostavni primjeri kao $to je primjerice duljina dijagonale
kvadrata (1/2) stranice jedan govore nam da postoje brojevi koji nisu racionalni.
To su iracionalni brojevi. Skup svih iracionalnih brojeva oznatavamo s I.

Osim broja v/2 dobro su nam poznati i iracionalni brojevi m = 3.14159265... i
e = 2.718281828459....

Realni brojevi. Racionalne i iracionalne brojeve nazivamo zajedno realni bro-
jeviioznacéavamo s R. Dakle, R = QUI. Osim togajelNQ=0iNCZ C QCR.

Realne brojeve znamo zbrajati i mnoziti. Pri tome (R,+) je komutativna
aditivna grupa. Mnozenje je asocijativno i komutativno na cijelom skupu R. Pri
tome je (R\ {0}, ) komutativna multiplikativna grupa, dok (R, -) nije jer 0 nema
inverzni element (0-x = 0 # 1 za svaki x € R). Osim toga, mnozenje je distributivno
u odnosu na zbrajanje:

(Vz,y,z € R) z-(y+z)=z-y+z- 2
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Definicija U.3 Uredenu trojku (S, +, ) nepraznog skupa i binarnih ope-
racija +,-: S x S — S, takvu da je:
(P1) (S,4) komutativna aditivne grupa,

(P2) mnozenje komutativno na S, a (S \ {0},-) komutativna
multiplikativna grupa i

(P3) mnozenje distributivno u odnosu na zbrajanje, tj.

(Vx,y,z € S) z-(y+z)=z-y+az-z

zovemo polje.

Primjedba U.3 U polju (S, +,) je
z-0=0-z=0, (Vxebl).
Naime, iskoristimo li distributivnost mnozZenja prema zbrajanju dobivamo:
z-0=2-(040)=2-0+2-0 = x-0=0.

Zbog komutativnosti mnoZenja je 0-x =0 za svaki x € S.

Sada je lako pokazati da je mnoZenje asocijativno na cijelom skupu S, a ne
samo na skupu S\ {0}, te da je 1 (neutralni element za mnoZenje u skupu S\ {0})
ujedno neutralni element za mnoZenje na cijelom skupu S.

Zadatak U.4 Provjerite da je (Q,+,-) polje, te da (N,+,-) i (Z,+,+) nisu polja.

Brojevni pravac. Na pravcu p odaberimo toc¢ku O. Na taj na¢in pravac p raspada
se na tri dijela: na skup tocaka koje su lijevo od O, tocku O i na skup tocaka koje
se nalaze desno od O. To je slitno kao §to se skup R realnih brojeva raspada na
skup R_ strogo negativnih realnih brojeva, nulu i skup R strogo pozitivnih realnih
brojeva. Ta analogija omogué¢ava nam smjestanje skupa R na pravac. U tu svrhu,
desno od totke O odaberimo bilo koju tocku F € p. Tocki O pridruzimo realan
broj 0, a tocki E broj 1.

X 0] E Y p
T 0 1 Yy
Slika U.2.

Svakoj tocki Y € p koja se nalazi desno od tocke O pridruzimo strogo pozitivan
realan broj y takav da je d(OY) = yd(OFE). Na slican nacin, tocki X € p koja
se nalazi lijevo od tocke O pridruzimo strogo negativan realan broj x takav da je
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d(OX) = —xd(OE). Tako je uspostavljena bijekcija izmedu skupa svih tocaka
pravca p i skupa realnih brojeva R. Pravac p na kome su ovako naneseni realni
brojevi zovemo brojevni pravac. Strelicu na desni kraj pravca stavljamo samo iz
razloga da se istaknu pozitivni realni brojevi.

Uredaj na R. Bilo koja dva realna broja mozemo usporediti. Realan broj = je
manji od realnog broja y (piSemo z < y ili y > z) onda i samo onda ako se na
brojevnom pravcu x nalazi lijevo od y. Ako jeili x < y ili z = y, piSemo =z < y.
Relacija uredaja “<” ima sljedeca svojstva:

(Ul) Za svaki z € R je x < z (refleksivnost),

(U2) Akoje x <yiy <z onda je z < z (tranzitivnost),

(U3) Akojex <yiy <z, ondajez =y,

(U4) Za bilo koja dva realna broja z,y € Rjexz <y ili y < z.

U.1.1 Intervali

Cesto upotrebljavani skupovi u matematickoj analizi jesu intervali. To su
skupovi realnih brojeva koji imaju svojstvo da njihovi elementi zadovoljavaju odre-
dene nejednakosti.

Otvoreni interval realnih brojeva (a,b), odreden s dva realna broja a,b,
a < b, je skup svih z € R za koje vrijedi a < z < b, tj.

(a,b)={z €R | a<z<b}.
Zatvoreni interval ili segment realnih brojeva [a,b], odreden s dva realna
broja a,b, a < b, je skup svih x € R za koje vrijedi a < z < b, tj.
[a, 0] ={z €R | a<z<b}.

Pored otvorenih i zatvorenih intervala definiraju se poluotvoreni intervali

(a,b)]={x €R | a<z<b}, [a,b)={x €R | a <z <b},
i beskonaéni intervali
(—o0,a)={zeR | z<a}, (—o0,al={zeR | z<a},
(a,00)={x eR | z>a}, [a,00)={z€eR | z>a}.

Otvorenom okolinom realnog broja a nazivamo svaki otvoreni interval re-
alnih brojeva koji sadrzi broj a. Simetri¢na otvorena okolina realnog broja a
je otvoreni interval kome je a sredina (Slika U.8). Sve simetri¢ne okoline broja a su
oblika (a —e,a + ¢), € > 0, i nazivamo ih e-okolinom broja a. Duljina e-okoline je
2¢. Zamijetite da realan broj x pripada e-okolini broja a onda i samo onda ako je
|z —al<e.

A~
~

Slika U.3.
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U.1.2 Supremum i infimum

Definicija U.4 KaZemo da je skup S C R je odozgo omeden ili ograni-
&en, ako postoji realan broj M takav da je x < M za svaki x € S. Svaki
broj M s navedenim svojstvom nazivamo majoranta ili gornja meda skupa
S. Ako skup S nije odozgo omeden kaZemo da je odozgo neomeden.

Kazemo da je skup S C R je odozdo omeden ili ograniten, ako
postoji realan broj m takav da je x > m za svaki x € S. Svaki brojm s
navedenim svojstvom nazivamo minoranta ili donja meda skupa S. Ako
skup S nije odozdo omeden kaZemo da je odozdo neomeden.

Skup S C R je omeden, ako je i odozgo i odozdo omeden. U protivnom
se kazZe da je S neomeden.

Primjer U.5 Skup N svih prirodnih brojeva nije odozgo omeden jer za svaki realan
broj M postoji prirodan broj veéi od M. Skup N je omeden odozdo; za minorantu je
dovolyno wuzeti bilo koji realan broj mangi ili jednak jedan.

Primjer U.6 Skupovi (a,b), [a,b], (a,b], [a,b) su omedeni. Skupovi (—oo,a) (—o0,al
su omedeni samo odozgo, dok su skupovi (a,o0),[a,0) omedeni samo odozdo.
Primjer U.7 Skup S = {HLH 'n € N} je omeden i odozdo (primjerice s 0) i
odozgo (primgerice s 1). Skup B = {ﬁ tx € R} takoder je omeden i odozdo
(primgerice s 0) i odozgo (primjerice s 1).

Svaki odozgo omeden skup S ima vise majoranti, pa se postavlja pitanje
pronalazenja najmanje majorante skupa S. Analogno se moze postaviti i pitanje
pronalazenja najvec¢e minorante odozdo omedenog skupa.

Definicija U.5 Najmanju majorantu skupa S nazivamo supremum i
oznacavamo sa supS. Ako je sup S € S, nazivamo ga maksimalnim
elementom skupa S i oznac¢avamo s max S.

Najveéu minorantu skupa S nazivamo infimum i oznacavamo s inf S.
Ako je inf S € S, nazivamo ga minimalnim elementom skupa S i ozna-
¢avamo s min S.

Primjedba U.4 Primijetimo:

(i) Svaki odozgo omeden skup S C R ima supremum, a svaki odozdo omeden skup
S C R ima infimum.

(ii) M je supremum skupa S onda i samo onda ako je M majoranta od S i ako za
svaki € > 0 postoji xg € S takav da je M —e < xg < M,

(ii) m je infimum skupa S onda i samo onda ako je m minoranta od S i ako za
svaki € > 0 postoji xg € S takav da je m 4+ > xg > m.
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M—¢ To M

Slika U.4.

Primjer U.8 sup (a,b) = b ¢ (a,b), inf(a,b) = a & (a,b), supla,b] = b =
max [a, b], inf [a,b] = a = min [a, b].

Iz prethodnog primjera se vidi da sup S i inf S mogu ali ne moraju pripadati skupu
S.

Primjer U.9 Skup S iz PrimjeraU.7 je omeden ¢ inf S = %, sup S = 1. Kako je

% € S, onda je % ujedno i minimalni element skupa S. Skup S nema maksimalni

element. Nacinite slicnu analizu skupa B iz istog primjera.

Zadatak U.5 Pokazite da je:

a) max{1 | neN} =1 b)inf{l | neN}=0¢&{L | neN}
¢) max{sinz | z € R} =1 d) min{sinz | z € R} = -1
e) max{z € R | 22 <2} =2 f)min{z € R |22 <2} = —V/2.

U.2 Apsolutna vrijednost realnog broja

Za svaki realan broj x € R definira se apsolutna vrijednost |z| broja x
formulom:
| = z, >0
]l -z, x<0.
y

Slika U.5: Graf funkcije x — ||

Primjedba U.5 Geometrijski, |x| znadi udaljenost tocke na brojevnom pravcu,
koja predstavlja realan broj x, od ishodista.

a) x <0 b) x>0
x 0 —z =z 0 z=]|z
Slika U.6.
Iz definicije apsolutne vrijednosti vidi se da je | — 2| = |z| i < |z|. Nadalje,

uoc¢imo da je |z| = Va2
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Pomoc¢u jednakosti || = Va2, z € R, lako je provjeriti sljedeca svojstva
apsolutne vrijednosti:

T
1) fay| = o]l 2 [§] -
3) & +yl < ] + |y] 4) o =yl < |z] +Jy]
Dl <ae—ase<aa>0 6 llal—lyl < o=yl

Tlustracije radi, pokazimo tre¢e svojstvo apsolutne vrijednoste, koje je poznato pod
nazivom nejednakost trokuta:

lz+yl = V(@+y)? = a2+ 2zy +y? < Va2 + 2allyl +y2 = /(2] + [y])?
= |zl +1yl-

Zadatak U.6 Dokazite preostala svojstva apsolutne vrijednosti.

Primjer U.10 Rijesimo jednadzbu | 3x — 1 |= 2z + 5.

a) za 3z — 1 > 0 vrijedi b) za 3z — 1 < 0 vrijedi
3r—1=2x4+5 1-3z=2x+5
z=6 r=—12

5
Primjer U.11 Rijesimo nejednadzbu | 3z — 1 |< 2z + 5.

Zamijetite da mora biti 2 + 5 > 0. Pomoc¢u svojstva 5 dobivamo
. 4
|3z —1|<2z+5<& —2x—-5<3z—-1<2z+5& —4<briz<b6&zce —g,6 .

Zadatak U.7 Rijesite jednadzbe i nejednadzbe:

a)|z+1|=3x-9 b)|x—1]|=3x—-9

¢)|3r+1|<2x+5 d)|3x+1|>2z+5.

Zadatak U.8 Pokazite da vrijedi:

)z € [2,4] = 22+ 3 € [7,11] b)w € [2,4] = 5t € [1/11,1/7)
c)x—5€e[-22]=ux€[3,7 d)zezg—a,zo+al <lx—xz|<a
e)lz—3l<l=6<z+4<8 fllz—=3]<1=1/8<1/(x+4)<1/6

g)lr—1<2=0<22-3| <5 h)|lz—1]<1=2¢c(-1,3).

Greske. Pri mjerenju neke velicine dolazi do pogresaka zbog nesavrsSenosti
mjernih instrumenata i nasih osjetila.

Neka je a stvarna (prava) vrijednost neke veli¢ine, a a* njezina aproksimacija
(priblizna vrijednost). Razliku (@ — a*) nazivamo greska aproksimacije. Apso-
lutnu vrijednost greske aproksimacije nazivamo apsolutna greska aproksimacije
1 oznac¢avamo s

Aa* = |a — a*|.

Primjer U.12 a* = 1.412 je aproksimacija broja a = /2 s apsolutnom greskom
aproksimacije Aa* = |v/2 — 1.412| < 0.00222.
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Ako je |a — a*| < ¢, onda vrijedi:
—e<a—a"<e=a —ec<a<a +e,

pa ¢esto pisemo a = a* L €.

Omjer izmedu apsolutne greske Aa* i apsolutne vrijednosti |a*| aproksimacije
a* (a* # 0) nazivamo relativna greska aproksimacije i ozna¢avamo s da*, tj.

Aa*

oo = —.
|a*|

Ako relativnu gresku pomnozimo sa 100 dobivamo relativnu gresku u postocima.

Primjer U.13 Relativna greska u prethodnom primjeru iznosi a* =~ 0.002 odnosno
0.2%.

Sve znamenke nekog aproksimativnog broja obi¢no nisu pouzdane — ne moze-
mo sa sigurnoséu s njima rac¢unati. Zato navodimo sljede¢u definiciju (detaljnije vidi
u [12]):

Signifikantne znamenke nekog broja su one znamenke koje su razlicite od
0, ili su 0, ali se nalaze izmedu znamenki razli¢itih od 0.

Kazemo da su prvih n signifikantnih znamenki aproksimativnog broja a*
korektne ako vrijedi

Aa* < £ 10m "

)

N =

gdje je m mjesto prve signifikantne znamenke broja a*.

U Primjeru U.12 prve tri znamenke su korektne jer je

1 1
Aa* < 0.00222 < 5 1072 = 5 1003+

U.3 Matematicka indukcija

Talijanski matematicar G. Peano (1858 — 1931) izlozio je 1889. godine sustav
aksioma koji u cijelosti karakterizira i omogucéava aksiomatsku izgradnju algebre
skupa prirodnih brojeva N. Mi navodimo samo jedan aksiom, poznat pod nazivom
princip matematicke ili potpune indukcije:

Neka M C N podskup od N s ova dva svojstva:
(i) 1e M
(ii)) "neN)neM = n+leM.
Tada je M = N.

U primjenama, kada zelimo dokazati da neka tvrdnja 7,, koja ovisi o n € N
vrijedi za sve n € N, s M ozna¢imo skup svih prirodnih brojeva n za koje vrijedi
tvrdnja T,,. Zatim napravimo sljedeca tri koraka:
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1° baza indukcije (n = 1): Pokazemo da tvrdnja vrijedi za n = 1,

2° induktivna pretpostavka (n = k): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
prirodan broj k,

3° korak indukcije (n = k + 1): Koristeéi induktivnu pretpostavku pokazemo
da tvrdnja vrijedi i za prirodan broj k£ + 1.

Tada prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je M = N, tj. da
tvrdnja T, vrijedi za svaki n € N.

Primjer U.14 Pokazimo matematickom indukcijom da za svakin € N wvrijedi for-
mula:
n(n+1)

1424... =
+2+---+n 5

1° (n=1): Budué¢ida je 1 = 1(1—;”, formula vrijedi za n = 1.

2° (n =k): Pretpostavimo dadajel+2+ -+ k= @

U tre¢em koraku treba pokazati da formula vrijedi i za prirodan broj k + 1, tj. da je
(kD [(k+1)+1
1+24... 4+ k+ (k+1) = EHELDH]

3° (n =k +1): Pomoéu induktivne pretpostavke dobivamo

K D) gy = DI+ D +1]

Q+2+-4+k)+(k+1)= 5

Dakle, prema principu matematicke indukcije formula vrijedi za svaki n € N.

Primjer U.15 DokaZimo da za svaki realan broj x > —1 ¢ za svaki prirodni broj n
vrijedi Bernoullijeva nejednakost:

(1+2z)" > 1+ nz.

n =1): Kako je (1 +z)' = 1 + 2, nejednakost vrijedi za n = 1.
2° (n=k): Neka je (14 ) > 1+ kz.
n

=k + 1): Mnozenjem induktivne pretpostavke s brojem 1+ x > 0 dobivamo

A+2)"" > A 4kx)14+2) =1+ (k+Dz+kz®> > 1+ (k+ 1)z

Dakle, principom matematicke indukcije dokazana je Bernoullijeva nejednakost.

Primjedba U.6 Cesto je potrebno pokazati da tvrdnja T, wvrijedi, ne za svaki
prirodni broj n, veé za sve cijele brojeve n koji su veci ili jednaki od mekog ci-
jelog broja ng. U tu svrhu, bazu indukcije (n = 1) treba zamijeniti s novom bazom
(n =nyp), tj. u prvom koraku umjesto za n =1 treba pokazati da tvrdnja vrijedi za
n=mng.

Zadatak U.9 PokaZite da za sve x > —1, x # 0 i za sve n € N, n > 2, vrijedi
stroga Bernoullijeva nejednakost.
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Primjer U.16 Pokazimo matematickom indukcijom da je broj 5™ + 2"+t djeljiv s
3 za svaki cijeli broj n > 0.
1° (n=0): Za n = 0 tvrdnja je istinita, jer je 5° + 2°F! = 3,

2° (n = k): Pretpostavimo da je broj 5 + 28*1 djeljiv s 3, tj. da postoji prirodni broj
[ takav da je 5% + 2F+1 =31

3° (n =k +1): Sada pomoéu induktivne pretpostavke dobivamo:

shtly okt +l — 5.5k L 9. ok+l — 9.5k 4 3.5k 4 9. ok+1 — 9(5k 4 ok+1) 4 3. 5k
=2-3-143-5"=3(2-1+5").

Dakle i broj 58+ 4 2(k+D+1 g6 djeljiv s 3.
Primjer U.17 PokaZimo da je 2™ > 2n + 1, za svaki prirodni broj n > 3:
1° (n = 3): Kako je 2° =8 > 2-3 + 1, tvrdnja vrijedi za n = 3.
2° (n=k): Neka je k> 312" > 2k + 1.
3° (n =k + 1): Iz induktivne pretpostavke dobivamo:
P —2.9F S92k +1) =4k +2=2k+2k+2>2k+3=2(k+1) + 1.

Zadatak U.10 Pokazite metodom matematicke indukcije da su sljedece tvrdnje
tocne za svaki prirodni broj n:

1. 2+4+6+-~-+2n:n(n+1)

2.1434+5+---+2n—-1)=
3. 1+54+9+---+ (4n— )—n(2n—1)
4. 3+445+--+(n+2)=3in(n+5),

_ n(n+1)(2n+1)
512422432 ... 4 p2 = DAl

2

6. 19428438+ pd = 2],
7.1-242-343-4+- +n(n+1)—%n(n+1)(n+2),
8 1:243-445-6+--+ (2n—1)(2n) = n(n+1)(4n — 1),
9.1+x+x2+~-~+x":1’1””_n:1, #1,

1 1 1 1

10, 2+ B+ L+ + = >m,

11. n! > 271 gdje jen! =1-2-3-4---(n—1)-n (Funkciju n — n! éitamo en -
faktorijela ).

Zadatak U.11 Pomocu kalkulatora pronadite najmangi prirodni broj ng za koji je
logng! > ng i zatim dokaZite da je logn! > n za svaki n > ng,

Zadatak U.12 Pokazite da se za tvrdnju
2+4+6+ - +2n=n>+n+2

moze dokazati korak indukcije. Unato¢ tome, ova tvrdnja nije istinita niti za jedan
n € N (vidi Zadatak U.10). Owaj primjer pokazuje da dokaz samo koraka indukcije
nije dovoljan za dokaz turdnje.
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U.4 Kompleksni brojevi

Mnogi matematicki problemi, kao primjerice jednadzba z? + 1 = 0, nemaju
rjeSenje u polju realnih brojeva (R, +,:). Zbog toga se javlja potreba za njegovim
prosirenjem do novog polja (C,+,:) — polja kompleksnih brojeva u kojem ¢e
svaka jednadzba oblika

anx™ + -+ ar1x +ap =0,

gdje su a,, ...,a1,aq bilo koji realni brojevi, imati rjesenje.

Primjedba U.7 Potrebu za prosirenjem polja realnih brojeva medu prvima je wocio
talijanski matematicar G. Cardano (1501-1576). On je rjeSavajudi jedan geometri-
jski problem dobio jednakost

(54+v=15) - (5—v—15) =40

iz koje se vidi da je produkt “nerealnih brojeva” realan broj.

Definicija U.6 Skup R? := RxR = {(a,b) : a,b € R} u kome je defini-
rano zbrajangje:

(V (a,b),(c,d) € R?) (a,b) + (¢c,d) := (a4 ¢, b+ d) (U.1)
1 mnozenge:
(V (a,b), (c,d) € R*) (a,b) - (¢,d) == (ac — bd,ad +bc)  (U.2)

zovemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo sa C, a njegove elemente
zovemo kompleksnim brojevima.

Za dva kompleksna broja (a,b) i (¢,d) kaZemo da su jednaka i pisemo
(a,b) = (¢,d) onda i samo onda ako je a =c & b= d.

Na prvi pogled definicija mnozenja u C je dosta neprirodna. Medutim postoje
vrlo duboki razlozi za upravo takvu definiciju.

Zadatak U.13 Provjerite da je (C,+,-) polje u kome je kompleksan broj Oc =
(0,0) neutralni element za zbrajanje (nula), kompleksan broj 1c = (1,0) neutralni
element za mnoZenje (jedinica), a inverzni element kompleksnog broja z = (a,b) #

(0,0) da je kompleksan broj z—* = (ﬁ, ﬁ)

Kompleksan broj ¢ = (0,1) zovemo imaginarna jedinica. On je rjeSenje

jednadzbe: 22 = —1¢:

i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1¢.

Nije tesko provjeriti da je skup R’ = {(a,0) : a € R} C C zatvoren s obzirom
na operacije zbrajanja “+” i mnozenja “” kompleksnih brojeva te da je (R',+,")
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polje. Preslikavanje ¢ : R — R’, definirano formulom ¢(a) = (a,0), je bijekcija
sa skupa realnih brojeva R na R’ i prevodi algebarsku strukturu polja (R, +, ) na
algebarsku strukturu polja (R, +,-), tj.

pla+b)=pla)+ebd) i @lab)=p(a)p(d).

Na taj nacin je polje realnih brojeva (R, +,+) “uronjeno” u polje kompleksnih bro-
jeva (C,+,-). Zbog toga polje realnih brojeva (R,+,-) identificiramo s poljem
(R',+,"), a kompleksan broj (a,0) krac¢e oznacavamo s a. Sada kompleksan broj

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1)
mozemo pisati u tzv. algebarskom obliku:
z=a+ bi,
gdje je ¢ = (0,1). Broj a zovemo realni dio i ozna¢avamo s Re z, a broj b zovemo

imaginarni dio kompleksnog broja z = a + bi i oznacavamo s Im z.

Primjer U.18 2z =2 — 44, Rez =2, Imz = —4;
z2=—/2+4i,Rez=—v2, Imz =4.

Primjedba U.8 Treba primijetiti da su dva kompleksna broja z = a+bi, w = c+di
jednaka onda i samo onda ako je a = ¢ & b = d, tj. ako su im jednaki i realni i
imaginarni dijelovi.

U skladu s navedenim dogovorom, definicije zbrajanja (U.1) i mnozenja (U.2)
kompleksnih brojeva mozemo zapisati u obliku:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i .
Nemojte memorirati pravilo za mnozenje, veé zamijetite da se dva kompleksna broja
mnoze kao dva binoma (“svaki sa svakim”), imajuéi na umu da je i2 = —1.
Primjer U.19 Izvr§imo naznacene operacije: a) (243i)+(4—5i), b) (2+31)(3—2i).
a) (24+3i)+(4—-5)=(2+4)+(3-5)i=6—2i
b) (2+3i)(3—2i)=(2-3—-3-(-2))+(2-(=2)+3-(3))i =12+ bi.

Primjer U.20 U ovom primjeru Zelimo ukazati na cestu gresku. Naime, formula

Vavb = Vab koja vrijedi za realne brojeve a > 0 i b > 0 nije tocna kada su oba
broja (a i b) negativna. Evo primjera:

Pravilno: VA4 = 2i2i = 4i® = 4(—1) = —4,
Nepravilno: v/ —4v/—4 = /(—4)(—4) = V16 = 4,

Pri tome kod racunanja korijena uvijek smo uzeli predznak “+”.

Zadatak U.14 Odredite realan i imaginaran dio kompleksnog broja:
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a) z=(3+2i)+ (=5 + 41) b) z=(8—"5i) + (2 —3i)

¢) z=(—4+5i)—(2—1) d) z=—(5—-3i) — (=3 — 4i)
e) z= (4+32)( 1+ 24) f) z=(5—3i)(3 +4i)

9) z = (=3i)(50) h)z=(1—i)(1+1)
z)z—z2 j) z =i

k) z = il57 1) 2= (=)

m) z = V12 + /=50 n) z =+/—3v—6.

Kompleksno-konjugiran broj kompleksnog broja z = a + bi je 2 = a — bi
(Citaj: ze potez ili ze nadvuceno).

Primjer U.21 2z =2+ /5i, 2 =2 — V/5i;
z=-2—+/5i, z=—-2+/5i.

Primjer U.22 Produkt kompleksnog broja z = a+bi s njemu kompleksno konjugi-
ranim brojem Z = a — bi je realan broj:

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®+ abi — abi — b*i* = a® — b*(—1) = a® + b*.

Zadatak U.15 Pokazite da za sve z,w € C vrijedi:

a) Rez=3(2+2), Imz = (2 — 2),

b) z=z,

) =

)

SN

¢) zFtw=z+w,zw=zw, (
d) 7" = (2)", Yn € N,
e) 2+ zZw = 2Re(zw).

g Jn

Vrijede li jednakosti: Re(z-w) =Rez-Rew, Im (z-w) =Imz - Imw ?

Realan broj | z |= va? + b? nazivamo modul, norma ili apsolutna vrijed-
nost kompleksnog broja z = a + bi (vidi Slkiku U.7). Primijetite da je |z|? = 2Z.
Primjer U.23 Odredimo one kompleksne brojeve z za koje je |z| + 2z = 2 + 4.

Potrazimo rjesenja u obliku z = a + bi. Tada zadana jednadzba glasi Va2 + b2 + a + bi =

2+1, odakle prema definiciji jednakosti kompleksnih brojeva dobivamo: v/a? + b2+a = 2

i b = 1. Uvrstavanjem u prvu jednadzbu b = 1 dobivamo va? + 1+ a = 2, odakle je
3 4 _ 3 .

a=3,t. z=37+1

Zadatak U.16 Pokazite da za sve z,w € C vrijedi:

a) |Zw|:|'z||w|7 |%|_|w|7w7é0
b el <Rez<ld,  —|dl <Tmz <,
o) lz+wl <zl +wl,  |z—w| < 2]+ [wl,

d) ||z] = Jwl| < |z = wl,

e) |z —w* = |2]? + |w|? — 2Re (2 - w).



U.4 Kompleksni brojevi 15

Dijeljenje kompleksnih brojeva definira se formulom

1

gdje je z7! inverzni element kompleksnog broja z = a + bi (z # 0). Kako je

(provjerite) 271 = p i z a2_+bb2i =z/(z-2),t0je ¥ =w-z/(z- z). Dakle, da

bi se nasao kvocijent 7, dovoljno je pomnoziti brojnik i nazivnik sa z.

b) 35t 2’; ;

Primjer U.24 Zapisimo u algebarskom obliku kompleksne brojeve: a) ﬁ,

a)l 11— _ 1—i  __ 1
T+i T+i1—i  12+12 — 2

1. 342 _ 342 54i _ 1543i410i42:2 _ 1 | 1
3, b) 55 =55 54i 251 =3t 3%

Svakom kompleksnom broju z = a + bi odgovara jedinstvena tocka (a,b) rav-
nine i obrnuto svakoj tocki (a,b) ravnine odgovara jedinstveni kompleksan broj
z = a + bi. Ravninu u kojoj se svakom kompleksnom broju pridruzuje tocka nazi-
vamo Gaussova ili kompleksna ravnina (Slika U.7).

Y

b

Slika U.7.

Brojevi z i Z simetri¢no su smjesteni u odnosu na realnu os.
Primjer U.25 Odrediti skup to¢aka (x,y) ravnine koje zadovoljavaju jednadzbu
yi+ (5i —22)i+5=0.

Jednadzbu mozemo zapisati u ekvivalentom obliku (y — )i = 0, odakle je y = 2. Dakle,

trazeni skup tocaka je parabola s jednadzbom y = z2.

Zadatak U.17 Skicirajte dio ravnine za koji vrijedi:
a) |lz—1—-1 <2 & |z=1]<1,b) |z+1]=|z—-1], ¢) |z + 2| < |z + 4.



16 U.4 Kompleksni brojevi

U.4.1 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Sa Slike U.8 vidimo da je x = rcosp, y = rsinp, gdje je r = |z|, a ¢ kut §to
ga spojnica od ishodista O do tocke (x,y) u Gaussovoj ravnini zatvara s pozitivnim
smjerom realne osi.

Im # B )
y ________z_?_alc + 1y
|
|
|
r |
|
i
|
¥ :
O r Rez
Slika U.8.

Prema tome, kompleksan broj z = x 4 7y mozemo zapisati u tzv. trigonometrij-
skom obliku:
z =r(cosp + ising).

Kut ¢ zovemo argument kompleksnog broja z i oznacavamo ga s arg z.

Primijetite da je parom (r,¢) potpuno odreden kompleksan broj, kao sto je
to ranije u algebarskom obliku bilo odredeno parom (z,y). Primijetite takoder da
je argument ¢ kompleksnog broja z odreden do na 2kw, k € Z, jer su funkcije sin i
cos periodi¢ne s temeljnim periodom 27.

Primjer U.26 Provjerite da vrijedi:

. ™ .. T . ™ ... T
1+Z—\/§<COSZ+ZSHIZ>, 1—2—\/§(cosz—zsmz>,

\/§+i:2(c0s%+isin%>, \/g—i:2<cos%—isin%>.

Jednakost kompleksnih brojeva zapisanih u trigonometrijskom obliku opisana
je sljede¢im teoremom.

Teorem U.1 Dwa kompleksna broja z1, 22, zadana u trigonometrijskom
obliku

z1 =711(cos @y +ising), 2o = ro(cosys + isings),
jednaka su onda i samo onda ako je
rm=ry & @1 =+ 2km,

gdje je k neki cijeli broj.
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Pomocu dobro poznatih adicionih formula iz trigonometrije:

cos(p1 £ pa) = €os p1 cos @2 F sin s sin s,

sin(p1 £ p2) = sin 1 cos p2 + cos 1 sin pa,
lako je provjeriti pravila za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva zadanih u
trigonometrijskom obliku, dana ovim teoremom (vidi i Sliku U.9)

Teorem U.2 Neka je
z1 =711(cos 1 +ising), 22 =ra(cosys + isings).
Tada vrijedi:

21+ R2=1T1-T2 (COS(QOl + (pQ) —|—isin(<p1 + @2)) s

21 T ..
— = — (cos(p1 — p2) +isin(p1 —p2)), 22 #0.
22 T2
a) Mnozenje b) Dijeljenje
Im z Im z
2122
21
22 <2
T1ire v Y T
T2
P2y
O Rez O r g p1—v2 Rez
[ z_;
Slika U.9.

Koriste¢i se metodom matematicke indukcije lako je dokazati sljedeéi korolar.

Korolar U.1 Neka je z = r(cos p+ising). Tada za svakin € N vrijedi
z" = r"(cosny + isinngp).
Specijalno za v = 1 vrijedi Moivreova formula:

(cosp +isinp)” = (cosnp + isinny).
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Primjer U.27 Odredimo trigonometrijski oblik kompleksnog broja z = (E/lgz)l;

Kako je (vidi Primjer U.26) 1 +i = v2(cos 3 +isinZ), vV3+i = 2(cos Z +isinZ),
potenciranjem dobivamo:

(1 +’L)6 = 23(COS 3?71- + ¢ sin 3771-), (\/§+’L)5 = 25 (COS 5% + 7sin 5%) .

Koristeéi Teorem U.2 dobivamo:

Z*g cos Sl—Sl + ¢sin 3—7r—5—7T *1 cosz—ﬂ-—&—isinQ—7T
T2 2 6 2 6 T4 3 3 )

Zadatak U.18 Matematickom indukcijom pokaZite da za kompleksan broj z =
r(cosp +ising), r # 0, vrijedi formula

27" =7r""(cos(—ny) +isin(—ny)), (¥n eN).

Definicija U.7 Za kompleksan broj z kazZemo da je n-ti korijen iz kom-
pleksnog broja w ako je 2" = w.

2T

Primjer U.28 Ako u Moievreovu formulu stavimo ¢ = <=, dobit éemo jednakost

2 2\ "
(cos “T 4 isin —W> = (cos 27 + isin 27)
n n

ali "
2r .. 2w
COS — + 281N — =1,
n n

jer je cos2m = 1, sin 2w = 0. Prema tome, kompleksan broj z = cos 27” + i sin 27” je

n-ti korijen iz jedinice. Tada je i svaki od brojeva 2°, 21,22, ..., 2", tj. brojeva
2k 2k
cos—7T —i—isin—w7 k=0,1,...,n—1,
n n

takoder n-ti korijen iz jedinice.

Sljedeéi teorem govori nam da kompleksan broj w # 0 ima tocno n razli¢itih
n-tih korijena.

Teorem U.3 (Moivreov teorem) Neka je w = r(cosp+ising), r #
0, kompleksan broj zapisan u trigonometrijskom obliku. Tada jednadzba
Z" =w, n €N, ima toéno n razlicitih rjesenja

2k 2k
zk:{L/F<cos<p+ W—i—isinsp—’— 7T>7 k=0,1,...,n—1.
n n
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Dokaz. Neka je z = p(cos® + isin). Da bi bilo [p(cost) + isin)]™ = r(cos ¢ + isin @),
tj. 0" (cosni + isinny) = r(cos ¢ + isin ) mora biti " = r & nY = ¢ + 2kw, odnosno

+ 2k7
o= r & yp=2T"F —

gdje je k bilo koji cijeli broj. Prema tome, rjeSenja jednadzbe z" = w glase

2 2k
zk:ﬁ<cos¢+nkﬂ+isin@+n W), ke Z.

Sada pokazimo da postoji tocno n razlicitih rjeSenja. Svaki cijeli broj £ mozemo zapisati
u obliku k = ng + s, gdje je 0 < s < n. Kako je “H’sk" = "+2(T:Lq+s)” = “‘H'j” + 2¢gmr,
a funkcije sin i cos periodi¢ne s temeljnim periodom 27, zaklju¢ujemo da je zx = zs. To

znaci da imamo to¢no n razlicitih rjeSenja koja dobivamo za k =s=0,1,...,n—1. 0O

Primijetimo da argumenti korijena

p p+2m p+dm o+2n—1)m

n n n n

Cine aritmeticki niz s diferencijom 27“ i da je modul svakog korijena jednak {/r.

To znaci da korijeni zg, 21,...,2,—1 ¢ine vrhove pravilnog n-terokuta upisanog u
kruznicu sa sredigtem u ishodistu i radijusa /7.

Primjer U.29 Odredimo sve 6-te korijene kompleksnog broja w = 1.

Trazeni korijeni su

2 = %<COSO+2]W +isin0+2’”>, k=0,1,2,3,4,5.

6 6
Lako se moze pokazati da su to brojevi z0 = 1, 21 = % + @i, 20 = —% + @i, zz3 = —1,
2= —1 — L4 25 =L — By (vidi Sliku U.10).
Im = |
22 ...................................................... ?1
/’/ \.\‘\
s
I// \\\
23 20
| '; Rez
\\\\ //I
A '/
Z‘4 ........................................................ 5
Slika U.10

Zadatak U.19 Izracunajte sve 4-te korijene kompleksnog broja w = —16.
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Zadatak U.20 Rijesite jednadzbe u skupu C :
a) 22 =1-1,
b) 224+ (3 —i)z+2—i=0,
¢) 22 —2iz—1-8i=0.

U.5 Binomna formula

Binomna formula sluzi za ra¢unanje n-te potencije binoma (a+0b). Za razumi-
jevanje ove formule potrebno je poznavati faktorijele i binomne koeficijente. Kren-
imo redom.

Faktorijeli. Umnozak prvih n prirodnih brojeva zovemo en-faktorijela i oznaca-
vamo s nl. Dakle, n!l =1-2---(n —1)-n. Po dogovoru se uzima da je 0! = 1.
Primjer U.30 Provjerite:

nlo 1 2 38 4 5 6
|1 1 2 6 24 120 720

Zamijetite da je n! = (n—1)!-n. Tako je primjerice 7! = 7-6! = 7-720 = 5040.
Faktorijeli rastu veoma brzo. Tako primjerice 70! ima 101 znamenku:

70! = 11978571669969891796072783721689098736458938142546425857555362
864628009582789845319680000000000000000

Binomni koeficijenti. Za cijele brojeve n i k, 0 < k < n, definiramo binomne
koeficijente (}) (¢itaj: n povrh k) formulom

(1) =mowr

Primjer U.31 Navedimo nekoliko primjera:

3 ! ! 2.
a) (1) = 1!(3371)! = 11 = 13(22-11) =5=3

3 ! !
b) (2) = 2!(33—2)! = % = (352)11 = % =3

4 I _ 24 _
c) (3) = 2!(44—2)! = o1 = (24 3)(2211) =2=6

Zadatak U.21 Pokazite da je (}) = M

Binomni koeficijenti imaju sljede¢a dva svojstva:
_ (n+1 _
L)+ G0 =%, k=12n

2. (Z) = (nﬁk) k=1,2,...,n (stimetrija binomnih koeficijenata).



U.5 Binomna formula 21

Drugo svojstvo slijedi iz definicije binomnih koeficijenata. Dokazimo prvo svojstvo:

n n n! n!

W+ = (n ot T == = GO [% + n7i+1]
_ n!(n+1) (n+1)! _ (n+1
= O REE = Foaem = ()

Binomni se koeficijenti mogu zapisati u obliku tzv. Pascalovog trokuta:

n Binomni koeficijenti

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Svaki red zapocinje i zavrsava brojem 1. U bilo kojem redu, drugi broj jednak je
zbroju prvog i drugog broja iz prethodnog reda, tre¢i broj se dobiva zbrajanjem
drugog i treceg broja iz prethodnog reda itd. Ta pravilnost slijedi iz prvog svojstva
binomnih koeficijenata.

Zadatak U.22 Dokazite matematickom indukcijom po n da n-célani skup S ima
(}) k-clanih podskupova, k =0,1,...,n

Teorem U.4 (Binomna formula?) Neka sua,b€ C in € N. Tada

I
NE

(CL + b)n (Z)anfkbk

k=0
= e () Qa2 ()

n

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom.
1° (n =1): Buduéidaje (a+b)* = (é)albo +(})a’" = a +b, formula vrijedi za n = 1.
2° (n = k): Pretpostavimo da binomna formula vrijedi za n = k.

3° (n = k+ 1): Ako iskoristimo induktivnu pretpostavku i prvo svojstvo binomnih
koeficijenata dobivamo:

(a+ b)kH: (a+b)(a+ b)k
— (a4 8) [()a 10+ ()0 10 ()0 2+ Jalb ()]

= (0)a" "+ [() + (D] 0" + [()) + (5)] a" 710 +

[0+ (]t + (atets

_ (kgl)akﬂbo + (k—fl)akbl + (k;—l)ak—le bt (ﬁﬁ)aoka,

2Binomna formula za n = 2 bila je poznata veé¢ Euklidu (300 god. prije Krista). Mnogi su ljudi
radili na njezinom dokazu, a prvi ga je nacinio Abel oko 1825.
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odakle vidimo da formula vrijedi i za n = k + 1.

Time je dokazana binomna formula. |

Primjer U.32
(@ +2)° = (2% + ()22 + (5)2°2° + (5)2°2° + (§a22* + (3)2°

=1-254+5.-2*-24+10-2%-410-22-8+5-2-16+1-32
= 2% + 10z* + 4023 + 8022 + 80z + 32.

Primjer U.33 Odredimo koeficijent uz x* u izrazu (y/z + 2%)".

(k+1)-viclan (k= 0,1,...,n) je (vz)"* (xQ)k = z("F3R)/2 7Zahtijeva se da je ntsk — 4,

odakle dobivamo k = 527,

n>8ilin=76431|n=8(k=0) |n=>5(k=1) | n=2(k=2)
koef. uz z* 0 1 5 1

5
Zadatak U.23 Odredite koeficijent uz 8 u izrazu (2333 — i) .

Zadatak U.24 DokaZite:
a) (5) = (1) + () +-+=1)"() =0,
) () + () + 5+ () =2
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F. FUNKCIJE

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih matematickih pojmova, koji se uvodi i
izucava ve¢ krajem osnovne i tijekom cijele srednje skole. Zato bi veéina materijala
ovog poglavlja c¢itatelju trebala biti poznata veé¢ od ranije. U ovoj knjizi razmatrat
¢emo samo realne funkcije jedne realne varijable.

F.1 Pojam funkcije

Definicija F.1 Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Postupak
f koji svakom elementu x € D pridruzuje tocno jedan element y € K
zovemo funkcija ili preslikavanje sa D u K i piSemo

f:D—-K ili x~ f(x), z€D.

Primjedba F.1 Izraz “toc¢no jedan” iz Definicije F.1 znaci da svakom elementu
x € D mora biti pridruzen jedan, ali ne smiju biti pridruzena dva ili vise elemenata
1z skupa K.

b) D

SlikaF.1: a) Postupak f je funkcija
b) Postupak g nije funkcija (Zasto?)

Skup D iz Definicije F.1 zovemo domena ili podrucje definicije, a skup
K kodomena ili podrucje vrijednosti funkcije f. Domenu D funkcije f Cesto
oznacavamo i s D(f). Svakom z € D odgovarajuéi (jedinstveni) pridruzeni element
y € K oznatavamo s f(x) i zovemo slika elementa z ili vrijednost funkcije f u
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tocki z. Skup svih vrijednosti funkcije f, tj. skup
R(f)={f(z):2 € D}

zovemo slika funkcije f. Prema Definiciji F.1 je R(f) € K. Simbol z, koji
oznacava proizvoljni element iz D zovemo nezavisna varijabla ili argument, a
f(x) zavisna varijabla.

Graf I'y funkcije f : D — K je skup svih uredenih parova (z, f(z)), € D, tj.

Iy={(z, f(z)):x € D} C D x K.

Funkcija f : D — K moze biti zadana na razli¢ite nac¢ine: graficki (tj. pomoéu
grafa ili dijagrama), tablicom, formulom, itd.

Primjer F.1 Na SliciF.2 funkcije su zadane grafovima. SlikaF.2.a prikazuje go-
disnje stanje pocetnog kapitala od 100 Kn uz godisnju dekurzivnu kamatnu stopu
od 5%. SlikaF.2.b prikazuje mjeseénu realizaciju prodaje piva. SlikaF.2.c prikazuje
tjedni rast jedne vrste kokica, a SlikaF.2.d koli¢inu jo$§ neraspadnute tvari nekog
radioaktivnog materijala.

a) Stanje kapitala b) Realizacija prodaje piva
A
200
100
t (godine) t (mjeseci)
5 10 15
¢) Prirast tezine kokica d) Kolicina neraspadnute materije

A

Slika F.2: Grafovi nekih funkcija

Primjer F.2 Svakom prirodnom broju n € N pridruzit ¢emo broj prostih brojeva
mangih ili jednakih n. Tako dobivamo funkciju f : N — N, koju moZemo prikazati
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tablicom

n_|

1
fn) |0

ili grafom u pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu. Inace, nije poznata
formula kojom bi bila opisana ova funkcija.

2 8 4 5 6
7 2 2 3 3

f(n)
5 .
4 . .
3 . .
2 .
1 .
\\n
oOF 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Slika F.3: Broj prostih brojeva mangih ili jednakih n

Zadatak F.1 Izradi program na racunalu, koji ée za zadani n € N izracunati vri-
jednost ove funkcije.

Primjer F.3 Povrsina S kruga je funkcija njegovog radijusa r. Svakoj vrijednosti
r € (0,00) pridruzena je toéno jedna vrijednost povrsine S(r) € (0,00) zadane
formulom S(r) = mr?.

Primjer F.4 Promotrimo funkciju ip : D — D, zadanu formulom ip(x) = .
Ona svakom elementu iz domene D pridruzuje taj isti element. Funkciju ip zovemo
identiteta /i identi¢ko preslikavanje.

Funkciju f : D — K zadanu formulom f(xz) = ¢, € D, nazivamo kon-
stantno preslikavanje ili jednostavno konstanta. Ona svakom elementu iz domene D
pridruzuje jedan te isti element c iz kodomene K.

Neka je f : D — K funkcija. Ako je D C R onda kazemo da je f funkcija
jedne realne varijable, a ako je K C R kazemo da je f realna funkcija.

Ako je realna funkcija realne varijable zadana formulom x +— f(z), bez isti-
canja njezine domene i kodomene, onda se za njenu kodomenu uzima skup R, a za
domenu se uzima skup svih realnih brojeva x za koje je f(x) realan broj. U tom
slu¢aju domenu ovakve funkcije ¢esto jos nazivamo prirodno podrudje definicije.

Primjer F.5 Slobodan pad tijela u vakuumu opisan je funkcijom

s(t) = %tQ, g~ 9.8lms ?,
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gdje je t vrijeme (u sekundama), a s(t) put (v metrima) koji tijelo prijede od pocetka
padanja (zat=0).

U matematickom smislu domena funkcije s je D(s) = R. Medutim, iz fizikalnih
razloga za domenu treba uzeti skup [0,00) (Zasto?).

Zadatak F.2 Tijelo u vakuumu slobodno pada s visine hg = 490.5 m od trenutka
t = 0. Njegova udaljenost od zemlje u trenutku t zadana je funkcijom

h(t) = ho — %tz.

a) Kada ée tijelo pasti na zemlju? b) Sto je fizikalno smislena domena funkcije h?

Definicija F.2 KaZemo da su funkcije f : A — B ig:C — D jednake
1 pisemo f = g onda i samo onda ako vrijedi: A=C, B=D1i
f(z) = g(z) za svaki x € A (odnosno C).

Prema navedenoj definiciji funkcije f i g nisu jednake ako se ne podudaraju
u domeni ili ako se ne podudaraju u kodomeni ili ako postoji barem jedan z, takav

da je f(z) # g(z).
z2-16

Primjer F.6 Funkcije f i g definirane formulom f(x) = £3°, g(z) = z — 4 nisu
jednake jer je D(f) = R\{—4}, a D(g) = R, bez obzira sto je f(x) = g(x) za svaki
x € R\{—4}. Za razliku od toga funkcije u i v zadane formulama

u(x):%x2+x—27 v(x)z%(m—i—l—l—\/g)(x—kl—\/f_))

su jednake. Dokazite!

1

Primjer F.7 Odredimo domene funkcija f, g i h zadanih formulama f(z) = —,

g(x) =4 — 22, h(z) = m.

Za x = 2 funkcija f ne postize realnu vrijednost pa je prirodno podruéje definicije ove
funkcije D(f) = R\{2}.

Prirodno podruéje definicije funkcije g odredeno je zahtjevom da argument korijenske
funkcije mora biti nenegativan: 4—z> > 0. Crtanjem grafa funkcije z — 4—x? (Slika F.4.a)
vidimo da je to ispunjeno za svaki x € [—2,2]. Dakle D(g) = [-2,2].

Prirodno podrucje definicije funkcije h odredeno je svojstvima i oblikom logaritamske
funkcije z — log(z—3) (vidi Sliku F.4.b). Zato moraju biti ispunjena sljede¢a dva zahtjeva:

z—3>0 & log(z—3)#0,

iz ¢ega zaklju¢ujemo da mora biti z > 3 i x # 4. Dakle, D(h) = (3, 00)\{4}.
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a) Konstrukcija domene funkcije b) Graf funkcije x — log(x — 3)
g(x) = V4 — 22
Y Y
1 4
T
0 3 /4
| I N o | x 1,
79 0 2

Slika F.4: Graficko odredivanje domene funkcije
Zadatak F.3 Odredite prirodno podrucje definicije sljedeéih funkcija:

o) f@) =V 1 b) f(1) = 458, o) ()= L=
DI@ =5tz O @)= )=

F.1.1 Kompozicija funkcija

Definicija F.3 Neka su f : A — B ig: C — D dvije funkcije, takve
da je R(f) C C. Tada funkciju h: A — D definiranu formulom

h(z) = g(f(x)), z€A

oznacavamo s g o f i zovemo kompozicija funkcija f i g.

A B D

Slika F.5: Kompozicija funkcija

Primjer F.8 Prihod od prodaje ulaznica za nogometnu utakmicu ovisi o broju navi-
jaca. Broj navijaca ovisi o broju pobjeda domacina u prethodnim susretima. Dakle,
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prihod od prodaje ulaznica je funkcija broja pobjeda u prethodnim utakmicama.

Ovdje smo funkciju prihoda dobili “slaganjem” dviju funkcija: funkcije koja
pokazuje broj navijaca u ovisnosti o broju pobjeda i funkcije koja pokazuje prihod
od prodanih ulaznica u ovisnosti o broju navijaca.

Primjer F.9 Zadane su funkcije:

[AR{0} >R, f(2) =3
g:R—R, g(x) =2x — 1.

Kako je R(f) = R\{0} C R, definirana je kompozicija go f : R\{0} — R:

(QOf)(x)=g(f(x)):g<1) SPL

x
Nasuprot tome, kompozicija f o g nije definirana. Naime, kako je R(g) = R, a
0 & D(f), ne moze se definirati kompozicija f o g.
Primjer F.10 Zadane su funkcije:

JiR—E, flr)=c+1
g:R—R, g(z)=2x.

Lako se vidi da su definirane kompozicije fog i go f, te da je
(fog)(x) = flg(x)) = f(22) =22+ 1,
(g0 f)(@) = g(f(2)) = glw + 1) = 2z +1) = 20+ 2,

I u Primjeru F.9 i u Primjeru F.10 vidi se da opcenito ne vrijedi zakon ko-
mutacije za kompoziciju funkcija (¢ak i u slucéaju ako su obje kompozicije defini-
rane).

Primjer F.11 Zadan je konacan skup S = {1,2,3,4,5} i funkcija f : S — S, tako
da je f(1) =2, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =1, f(5) =3, sto krace pisemo

po(L 23405

—\2 5 41 3 )

Neka su zadane jos dvije takve funkcije g,h: S — S
(12345 Lo (12345
97\ 3 41 2 5 ) ~\4 153 2)

Tada mozZemo definirati sve moguce kompozicije: fo f, fog, foh,gof, goy,
goh, hof, hog, hoh. Primjerice

fo,_12345 (12345
9=\V4 1 25 3 ) 9°" =23 51 4 )

Primijetite da je f oh =ho f =1ig. Pronadite ostale kompozicije.
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Zadatak F.4 Odredi prirodno podrucje definicije funkcije zadane formulom:
o) flz) = o) p) f(a) = AR ¢) f(z) =
4) £(t) = Y=, ¢ Fs) = =3, ) FO) = 5o

F.1.2 Inverzna funkcija

Primjer F.12 Razmotrimo jednostavnu funkciju f : R — R, f(x) = |z|. Vidi
PoglavljeU.2 i Sliku U.5, str. 7. Za svakia > 0 jednadzba f(x) = a nema jedinstveno
rjeSenje jer za 1 = —a i To = a vrijedi

f(x1) = f(x2) = a.

Ova funkcija ima svojstvo da razlic¢itim vrijednostima argumenata pridruZuje istu
vrijednost. Nasuprot tome, funkciju koja razlicitim vrijednostima argumenata pri-
druzuje razlicite vrijednosti zovemo injektivna funkcija.

Definicija F.4 KazZemo da je funkcija f:D — K injekcija (ili 1-1 pre-
slikavange), ako

T 75 T = f(.’tl) 75 f(xg) (V!L‘l,{L‘Q S D)

Primjedba F.2 Prema Definiciji F.4 funkcija f : D — K je injekcija onda i samo
onda ako

f(a:l) = f(xg) = T = I3 (Vl‘l,l‘Q S D) (Fl)
Zapis (F.1) cesée koristimo za ispitivanje injektivnosti funkcije.

Zadatak F.5 Neka je D skup svih studenata u dvorani, a K skup svih ngjihovih
imena. Funkciju f : D — K definirat éemo tako da svakom studentu pridruzimo
njegovo ime. Da li je tako definirana funkcija nuzno injekcija? Kada je, a kada
nije?

Definicija F.5 Kafemo da je funkcija f : D — K surjekcija'ako je
R(H)=K.

Primjer F.13 Funkcije f, g, h iz PrimjeraF.11, str. 28 su injekcije i surjekcije.

Primjedba F.3 Iz Definicije F.5 vidljivo je da neka funkcija f : D — K nije
surjekcija onda i samo onda ako je K\R(f) # 0, tj. ako postoji neki y € K, takav
da je f(x) £y za svaki x € D.

Ifrancuski: sur=na
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Definicija F.6 KaZemo da je funkcija f : D — K bijekcija (ili obostra-
no jednoznatno preslikavanje) ako je ona i injekcija i surjekcija.

Primjer F.14 Funkcije f, g, h iz PrimjeraF.11, str. 28 su bijekcije sa S na S.

Zadatak F.6 Bijekciju f : S — S konacnog skupa S na sama sebe zovemo per-
mutacija skupa S. Koliko razlicitih permutacija ima skup S iz PrimjeraF.11?2 Poka-
Zite da je skup svih permutacija skupa S snabdjeven binarnom operacijom o grupa.

Zadatak F.7 Zadane su funkcije:
a) f:N—=N, f(z):=22
b) g:R—[0,+00), g(z):=a?
¢)h:R—R, h(z):=2x+3.
Koja od njih je injekcija, koja surjekcija, a koja bijekcija?
Neka je f : D — K bijekcija. Tada zbog surjektivnosti za svaki element

y € K postoji element = € D, takav da je f(x) = y. Zbog injektivnosti funkcije f
taj element z je jedinstven.

Definicija F.7 Neka je f : D — K bijekcija. Tada postoji funkcija
f~t: K — D definirana formulom f~'(y) := x, gdje je x € D jedin-
stveni element takav da je f(x) = y. Funkciju f~' zovemo inverzna
funkcija funkcije f.

SlikaF.6: Inverzna funkcija

Prema definiciji, za funkciju f i njenu inverznu funkciju f=! vrijedi:

fHf@) == VzeD

[ W) =y, VyeK. (F.2)
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To znaci da je

flof=ip & fof'=ig.

Teorem F.1 Funkcija f : D — K je bijekcija onda i samo onda ako
postoji funkcija g : K — D, takva da je

(i) fog=riK, tj f(g(x)) =z za svaki x € K i
(i) go f =ip, tj. g(f(x)) =z za svaki x € D.

Pri tome, funkcija g nuino je jednaka funkciji f=1.

Dokaz. (=). Dovoljno je uzeti g = f~*.

(«<). Neka funkcija g : K — D ima svojstva (i) - (ii). Iz (i) zakljuéujemo da je
f surjekcija. Pokazimo da je f i injekcija. Neka je f(x1) = f(x2). Tada je takoder
g(f(z1)) = g(f(x2), odakle je zbog svojstva (ii) z1 = x2. Dakle, f je bijekcija.

Preostaje pokazati daje g = f~'. Za svakiz € K iz (i) dobivamo f~'(f(g(z))) = f~*(z),

odakle slijedi g(z) = f~*(x). O
Primjer F.15 Funkcije f i h iz PrimjeraF.11, str. 28 medusobno su inverzne funk-
cije jer je
foh= 1 2 3 4 5 o 1 23 45\ (12 3 4 5\ .
“\2 5 41 3 415 32)"\12345)7"
hof = 1 2 3 4 5 o 123 45\ (12 3 4 5\ .
“\4 1 5 3 2 254 13)°\12345)7"

Na slican nacin pronadite inverznu funkciju g iz istog primjera.

Primjer F.16 Zadani su konacni skupovi A = {1,2,3,4,5}, B = {6,7,8,9,10} i
funkcija f: A — B sliéno kao u PrimjeruF.11, str. 28:

(123 45
—\7 86 10 9 )

a) Graf 'y b) Graf T'y— c¢) Grafovi Ty i L'ps
w0’ . Y w0’ .
sf - ’ 81 L
6 5 . o (55 // . o
K T T
x 1 ° T 1 ° z
o1 3 5 0 6 8 10 001 3 56 8 10

SlikaF.7: Grafovi 'y i Ty
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Graf I'y funkcije f prikazan je na Slici F.7.a. Kako je f bijekcija sa A na B, onda postoji
inverzna funkcija f~! : B — A, a njezin graf prikazan je na Slici F.7.b. Ako oba grafa
prikazemo u jednom koordinatnom sustavu (Slika F.7.c), mozemo primijetiti da su tada
grafoviI'y i T'y—1 osno simetri¢ni obzirom na simetralu I. i ITI. kvadranta. Zato poznavajuci
graf funkcije f mozemo skicirati i graf funkcije f~! bez izraGunavanja njenih vrijednosti.
Ovo geometrijsko svojstvo grafova I'y i ;-1 kasnije ¢emo ¢esto koristiti. Nacrtajte grafove
funkcija f i h iz prethodnog primjera.

Navedimo postupak pomocu kojeg u veéini slu¢ajeva mozemo ispitati da li je
funkcija f : D — K bijekcija i tada pronaéi njenu inverznu funkciju f—!:

Jednadzbu f(z) =y, y€ K, gdje je x = f~1(y) rjesavamo po .
1) Ako za neki y € K rjesenje ne postoji, onda f nije surjekcija.
2) Ako za neki y € K rjeSenje nije jedinstveno, onda f nije injekcija.

3) Ako rjeSenje postoji i jedinstveno je za svaki y € K, onda je f bijekcija a
y— = f"1(y) je inverz od f.

Primjer F.17 Odredimo inverznu funkciju funkcije f: R — R, f(z) = 2z + 3.

Rjesavanjem jednadzbe 2z + 3 = y po z, za svaki y € R dobivamo jedinstveno rjesenje

T = nys Dakle, f je bijekcija, a njena inverzna funkcija zadana je formulom f~*(y) = %

Provjerite da za navedene funkcije f i f~' vrijede formule (F.2).

F.2 Neka svojstva realnih funkcija

U daljnjem tekstu razmatrat ¢emo realne funkcije jedne realne varijable
f:D—K (D,K CR).

Za takve dvije funkcije mozemo definirati:

(i) zbroj funkcija f +g: D — R:
(f +9)(x) = f(z) + g()
(i) razliku funkcija f —g: D — R:
(f = 9)(x) = f(z) — g()
(iii) produkt funkcija f-g: D — R:
(f - 9)(x) = f(z) - g(=)

(iv) kvocijent funkcija f/g: D* - R, D*:={x € D: g(zx) # 0}:

()=
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Prilikom prouc¢avanja toka funkcije promatrat éemo njene promjene pri Ce-
mu ¢emo pretpostaviti da se nezavisna varijabla kre¢e od najmanjih do najvecih
vrijednosti iz domene. Pri tome, bit ¢e potrebno uvesti neke Ceste pojmove: a)
nul-to¢ke, b) parnost i neparnost, ¢) konveksnost, konkavnost i tocke infleksije, d)
monotonost, e) lokalni ekstremi, f) ograni¢enost, infimum i supremum, g) globalni
ekstrem, te h) periodi¢nost.

a) Nul-tocke funkcije

Definicija F.8 Neka je f : D — R funkcija. KaZemo da je xg € D
nul-totka funkcije f, ako je f(xzo) = 0.

Ako je xo nul-tocka funkcije f, onda graf funkcije I'y ima zajednicku tocku s
apscisom (' sijece ili dodiruje apscisu u tocki o).

0 ﬁl\/m

Slika F.8: Nul-tocke funkcije

Ako funkcija na nekom intervalu prima pozitivne [odnosno negativne] vrije-
dnosti, njezin graf je na tom intervalu iznad [odnosno ispod] apscise.

b) Parnost funkcije. Ovo svojstvo razmatra se samo u slu¢aju ako je domena D
funkcije skup simetri¢an obzirom na ishodiste, tj. ako ona ima svojstvo: x € D =
—x € D.

Definicija F.9 KazZemo da je funkcija f: D — R, parna ako je
f(=z) = f(x) za svakiz € D.
Funkcija f: D — R je neparna ako je

f(=z) = —f(z) za svakiz € D.

Primjer F.18 Funkcije x — |z|, x — sinz, x — e® definirane su na céitavom R.
Funkcija x — |z| je parna jer je | — x| = |z|, funkcija x — sinx je neparna jer je
sin(—z) = —sinz, a funkcija T — e* nije ni parna ni neparna.
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a) x—| x| b) x +— sinx c) x—e*
Yy Y Y
-7 z 1
x 0 m x
0 0l
Slika F.9

Primjedba F.4 Graf parne funkcije osno je simetrican obzirom na ordinatu (vidi
SlikuF.9.a), a graf neparne funkcije centralno je simetrican obzirom na ishodiste
koordinatnog sustava (vidi SlikuF.9.b).

c) Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije

Definicija F.10 Kazemo da je funkcija f : D — R konveksna na inter-
valu (a,b) C D ako je

f (m HQ) < Sl + @) zosvema € @) (F3)

2

Ako u (F.3) stoji znak “>7, kaZemo da je funkcija f konkavna na in-
tervalu (a,b). Ako u (F.3) umjesto znaka “<” stoji znak “<”, onda
kazemo da je funkcija f strogo konveksna na intervalu (a,b). Analogno
se definira i pojam stroge konkavnosti funkcije na intervalu.

Primjedba F.5 Moze se pokazati da je funkcija f konveksna [konkavna/ na inter-
valu (a,b) onda i samo onda ako je podrucje iznad [ispod] grafa funkcije konveksan
skup? (vidi SlikuF.10).

a) Konveksna funkcija b) Konkavna funkcija

Y Yy
_____________ B

fz)+f (o) . ()
P |

) . fla1)+f(xa) 9

f (z 1—2|rm2) ‘i : S | %
________________ AT
Jljl IlI‘;—m ‘%2 x €T

Slika F.10: Konveksna i konkavna funkcija

Prilikom skiciranja grafa funkcije f : D — K vazne su i tocke u kojima se
“mijenja konveksnost”. To su tzv. tocke infleksije. Preciznije, kazemo da je tocka

2Za podskup ravnine S kazemo da je konveksan ako ima svojstvo: (VA,B € S) = (AB C S)
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¢ € D tocka infleksije funkcije f ako postoji realan broj § > 0, takav da je f strogo
konveksna na (¢ — 4, ¢) i strogo konkavna na (¢, c+9) ili da je f strogo konkavna na
(¢ — 4, ¢) i strogo konveksna na (c, ¢+ 9).

Primjer F.19 Funkcija f(z) = sinx, x € [—m, 71|, ima tocku infleksije u ishodistu
koordinatnog sustava jer je konveksna na segmentu [—m, 0], a konkavna na segmentu
[0, 7] (vidi SlikuF.9.b).

d) Monotonost funkcije

Definicija F.11 KazZemo da je funkcija f : D — R monotono rastuca
na intervalu (a,b) C D ako

(x1,22 € (a,0)) & (1 < x2) = f(x1) < f(22). (F.4)

Ako u (F.4) umjesto znaka “<” stoji znak “>”, kaZemo da je funkcija
f monotono padaju¢a na intervalu (a,b).

Ako u (F.4) umjesto znaka “<” stoji znak “<”, kaZemo da je funk-
cija f na intervalu (a,b) strogo monotono rastuéa. Analogno se definira
1 pojam strogo monotono padajuce funkcije na intervalu.

Primjer F.20 Funkciju [ ] : R — R definiranu formulom
[x] := najveéi cijeli broj < x.
nazivamo “najvecde cijelo”. (tako je primgerice [1] =1, [1.2] =1, [-2.3] = =3 itd.).

Zbog oblika njezinog grafa ovu funkciju zovemo jos i stepenasta funkcija jer njezin
graf podsjeca na stepenice (vidi SlikuF.11). Funkcija najveée cijelo je monotono
rastuca, ali ne i strogo monotono rastuca funkcija.

Y

SlikaF.11: Graf funkcije x — []

Primjer F.21 Funkciju f(x) = Z;J_ts, ¢ > 0 nazivamo razlomljena linearna funkcija.

Njezino prirodno podrucje definicije je D(f) = R\{—%}. Oznacéimo A := ad — bc.
Vrijedi:
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(i) ako je A =0, funkcija je konstantna;

(i)  ako je A <0, funkcija je strogo monotono padajuc¢a na intervali-
ma (—oo,—2) i (=4, 400);

(ii) ako je A >0, funkcija je strogo monotono rastuda na intervalima
(00, %) i (£, +00).

(i) Pokazimo najprije da je u slu¢aju A = 0 funkcija konstanta. Uvjet A = ad —bc = 0,

mozemo pisati kao & = g. Oznagimo m = % = g. Tada je a = mc i b = md, pa
vrijedi
ax+b mcx+md
fa) = £ = -
cx+d cx+d
Yt
!
|\
|
ad—bc <0 |
|
1 1 I
X1 X2 O |—% €z

Slika F.12: Graf razlomljene linearne funkcije: hiperbola
(ii) Uotimo najprije da A < 0 = bc — ad > 0. Dokaz ¢emo rastaviti na dva dijela.

e Ako su z1,z2 € (—oo,—g), takvi da je 1 < 2, onda zbog cr1 +d < 0 i
cx2 + d < 0 vrijedi:

ar1 +b axe+b  (bc—ad)(x2 — 1)

flx1) — f(z2) = cr1+d - cro+d (cx1 + d)(cx2 + d)

>0, (%)
pa je f(x1) > f(z2). Dakle funkcija je padajuéa na intervalu (—oo, —%) (vidi
Sliku F. 12).

e Ako su z1,x2 € (—%7—1—00), takvi da je z1 < z2, onda zbog cx1 +d > 01
cr2 + d > 0 takoder vrijedi (x) pa je opet f(z1) > f(z2). Dakle funkcija je
padajuéa na intervalu (—¢,+o0) (vidi Sliku F.12).

(iii) Ova tvrdnja dokazuje se analogno. Pokusajte!
Zadatak F.8 Nacrtajte grafove sljedecih razlomljenih linearnih funkcija:
a) f(z) = 533, b) f(z) = =25, c) fx) = 555

Zadatak F.9 Koje su od sljedecih funkcija monotono rastuce, monotono padajuce,
strogo monotono rastuce, strogo monotono padajuce?
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<
a)z— —3x+9, r€R, b)rx— 13 xR, c)xl—>{(1)’ i;g,
—x, r < —1
d) x — 2%, v €R, e)x'—>%7x>0, f) flz)= 1, -l<zx<l1

-+ 2, x> 1.

Teorem F.2 Ako je funkcija f : D — R strogo monotona, onda je ona
injektivna.

Dokaz ovog teorema neposredno slijedi iz Definicije F.4 i Definicije F.11. Pri-
mijetite, medutim, da obrat ovog teorema ne vrijedi. U tu svrhu skicirajte graf

funkcije
z+1, r<—1

f(z) = —z, —-1<2<0
41, x> 1.

e) Lokalni ekstremi funkcije

Definicija F.12 KazZemo da funkcija f : (a,b) — R u tocki xo € (a,b)
postize lokalni minimum ako postoji okolina O(xg) broja xo takva da je

f(z) > f(xo) za svakixz € O(xyp).

Funkcija f u toéki xo € (a,b) postize lokalni maksimum ako postoji
okolina O(xg) broja xo takva da je

f(z) < f(xo) za svakixz € O(xyp).

Ukoliko vrijede stroge nejednakosti za x # xg, onda govorimo o
strogom lokalnom minimumu, odnosno strogom lokalnom maksimumu.

Primjer F.22 Funkcija x — |z|, © € R, postiZe samo jedan lokalni minimum u
tocki 0 (Slika F.13.a). Funkcija x — 1 — (z —2)2, x € R, postize samo jedan lokalni
maksimum u tocki 2 (SlikaF.13.b). Funkcija x — sinz, x € R, postize beskonacno
mmnogo lokalnih minimuma i lokalnih maksimuma (SlikaF.13.c).
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a)z—|z|, t€R b) z +— 1—(z —2)?

0]

¢)xz—sinz, z €R

Y

Slika F.13: Lokalni ekstremi funkcije

Primjedba F.6 Bududi da u svaku okolinu O(zq) broja xo moZemo smjestiti jednu
simetricnu okolinu (uvijek postoji 6 > 0, takav da je (xo — 0,20+ 6) C O(xo)), onda
Definiciju F.12 mozemo i ovako preformulirati:

Funkcija f : (a,b) — R u tocki xg € (a,b) postize lokalni minimum ako postoji
d > 0, takav da za svaki x € (xg — 6,20 + 0) vrijedi: f(x) > f(zo), t.

|z — x| <0 = f(x) > f(xo) (F.5)

Slicno se moze definirati i lokalni maksimum.

Primijetimo jos da ako funkcija f wu tocki xg ima lokalni minimum, onda
funkcija — f w istoj tocki ima lokalni maksimum (vidi SlikuF.14).

Y

SlikaF.14:  Lokalni maksimum funkcije —f postize se u tocki u
kojoj funkcija f postize lokalni minimum
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f) Ograniéenost, infimum i supremum funkcije

Definicija F.13 KaZemo da je realna funkcija f: D — R

(i) ograni¢ena odozdo, ako postoji broj m € R takav da je
f(z) >m za svakix € D (F.6)

(i) ogranitena odozgo, ako postoji broj M € R takav da je
flx) <M za svakixz € D (F.7)

(iii) ograniena, ako je ogranicena i odozdo i odozgo.

Svaki takav broj m za koji vrijedi (F.6) zovemo donja ograda, a svaki
takav broj M za koji vrijedi (F.7) zovemo gornja ograda funkcije f.

Primjer F.23 Funkcija © — e~ %, x € R, ogranicena je odozdo ali ne i odozgo.
Njena donja ograda je svaki nepozitivan realan broj (SlikaF.15.a).

Funkcija x — 1 —e™", x € R, ogranicena je odozgo, ali ne i odozdo. Njena
gornja ograda je svaki realan broj M > 1 (SlikaF.15.b).

Funkcija ©x — e*IQ, z € R, ogranicena je i odozdo (svakim mnepozitivnim
realnim brojem) i odozgo (svakim realnim brojem M > 1). Dakle, ova funkcija je
ogranicena (SlikaF.15.c).

a)r—e " reR b)zr—1—e* zeR c)x»—>e’w2,x6R
Y Y4 Y
o
P
0 1
N . .
S R

Slika F.15: Ogranicene i neogranicene funkcije

Primjedba F.7 Ako je funkcija f : D — R odozdo ogranicena brojem m € R, a
odozgo brojem M € R, onda je

m < f(z) <M, za svakixz € D.
Ako oznacimo R := max{|m/|,|M|}, onda vrijedi

—R< f(x) <R, zasvakiz € D,
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Sto mozZemo pisati kao (vidi SlikuF.16).

|f(x)] <R, za svakiz € D. (F.8)

/N :
VARV

Slika F.16: Ogranicena funkcija

-R

Teorem F.3 Suma i produkt ogranicenih funkcija ponovno je ogranice-
na funkcija.

Dokaz. Neka su f,g : D — R ogranicene funkcije. Tada prema PrimjedbiF.7 postoje
brojevi R1, Rz € R, takvi da je

|f(x)] < R & |g(x)| < R2 zasvakiz € D.
Koristedi nejednakost trokuta imamo:
I(f +9)@)| = |f(z) + 9(@)] < |f(@)|+ [9(2)| < R1 + Ra, (za svakiz € D).
Uz oznaku R := R + R2 dobivamo
(f +9)(x)] <R zasvakiz € D.

Dokaz za produkt funkcija je analogan. O

Definicija F.14 Ako je funkcija f: D — R
(i) ogranicena odozdo, onda njenu najveéu donju ogradu na-
zivamo infimum i oznacavamo i%ff.

(i) ogranicena odozgo, onda njenu najmanju gornju ogradu

nazivamo supremum i oznacavamo sup f.
D

Uoc¢imo da je

i%ff:inf{f(x):xeD} i s%pf:sup{f(x):xeD}.
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Primjer F.24 Infinum funkcije x — e™*, x € R, iz PrimjeraF.23 je 0, a supre-
mum ne postogi. Supremurg funkcije x — 1—e™", x € R, je 1, a infimum ne postoji.
Infimum funkcije v — e™® , x € R, je 0, a supremum 1.

g) Globalni ekstrem

Definicija F.15 Kazemo da funkcija f : D — R u tocki xg € D postize
globalni minimum na D ako je f(zo) < f(z) za svaki z € D.

Analogno se definira i globalni maksimum na D. Ukoliko za svaki x # xg
vrijede stroge nejednakosti, govorimo o strogom globalnom ekstremu.

Primjer F.25 Nijedna od funkcija iz Primjera F.232 ne postize globalni minimum.
Globalni maksimum postiZe jedino funkcijo x — e™* , x € R, i to u tocki 0.

Primjedba F.8 Ako funkcija f : D — R u toc¢ki xg € D postize globalni minimum,
onda vrijedi f(xo) = lggf(x)

Ako funkcija f : D — R u tocki o € D postize globalni maksimum, onda
vrijedi f(xzo) = sup f(x).
reD

h) Periodiénost

Definicija F.16 Kazemo da je funkcija f : D — R periodi¢na ako po-
stoji pozitivan broj T € R, takav da je

flz+T)=f(z) za svakix € D. (F.9)

Najmangi od brojeva T' za koji je ispunjeno (F.9) nazivamo temeljni pe-
riod funkcije f.

Primjer F.26 FElasticna kuglica v vakuumu bez prisustva sile teZe udara u dvije
paralelne stijenke postavljene na udaljenosti h (SlikaF.17.a).

a) b)

Y Y
h h

]

l T t
0 0 T 2T

Slika F.17: Periodi¢na funkcija

Funkcija koja daje trenutnu udaljenost kuglice od donje stijenke je periodicna
funkcija ¢iji graf je prikazan na SliciF.17.b.
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F.3 Elementarne funkcije

Mnoge funkcije koje se javljaju u razli¢itim primjerima sastavljene su na neki
nacin od tzv. osnovnih elementarnih funkcija:

a) opc¢a potencija z — z%, a € R,

=3

eksponencijalna funkcija x +— a®, a > 0,

d

)
)
¢) logaritamska funkcija x — log, x, a > 0,
) trigonometrijske funkcije: sin, cos, tg, ctg,
)

e) ciklometrijske funkcije: arcsin, arccos, arctg, arcctg,

Definicija F.17 Elementarnim funkcijama nazivamo one funkcije koje
se dobivaju iz osnovnih elementarnih funkcija pomocéu konacnog broja
aritmetickih operacija (zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i dijeljenja) i
konacnog broja komponiranja osnovnih elementarnih funkcija.

Primjer F.27 Navedimo nekoliko primjera elementarnih funkcija:

flz) = M%V%W, g(x) =In(x + V1 + 22),

h(z) = 2051077 k() = arctg,/i=ns.

Detaljnije ¢emo proanalizirati neke elementarne funkcije.
F.3.1 Opéa potencija
Opc¢om potencijom zovemo funkciju
r—z% x>0 ack (F.10)
U nekim slu¢ajevima (kao primjerice: o = 2) domena opée potencije moze se
prosiriti na ¢itav skup R. Specijalno, ako je
e a € N, opca potencija moze se prosiriti na ¢itav skup R,
e a € Z\N, opéa potencija moze se prosiriti na skup R\{0},
P

ca=g¢€ Q, prirodno podrugje definicije ovisi o tome da li su p, g parni ili

neparni. Tako je primjerice opé¢a potencija x +— z2 definirana za = > 0, a
, . 2 .
opca potencija x +— =3 za svaki x € R.

Na Slici F.18.a prikazano je nekoliko opéih potencija za razli¢ite vrijednosti ekspo-
nenta .
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a) Opda potencija b) Funkcije v +— 12 iz +— ++/T
Y e
/ sy=z
A\ /s
1 [T /T
7
/
/ 1 *

Slika F.18: Grafovi nekih opéih potencija
Primjer F.28 Odredimo inverznu funkciju kvadratne funkcije f(x) = 22, x € R.

Ova funkcija nije injekcija jer je primjerice f(—2) = f(2) i po Definiciji F.7, str. 30 nema
inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati novu funkciju F : [0, +00) — R, F(z) = 2°.
Funkcija F je restrikcija (suZenje) funkcije f na skup [0, 4+00) C R i ona je injekcija (pa i

bijekcija). Njena inverzna funkcija je F~': R — [0, 4+00), F~'(z) = /z, jer je

FYF(z) = F'(2*) = Va2 = z.

Grafovi funkcija F' i F~! prikazani su u jednom koordinatnom sustavu na SliciF.18.b.
Sli¢no kao u Primjeru F. 16, str. 31 vidi se da su grafovi I'r i I'—1 osno simetri¢ni obzirom
na simetralu I. i ITI. kvadranta, tj. obzirom na pravac y = x.

F.3.2 Polinomi
Funkciju P, : R — R definiranu s
P,(x) =apz™ + -+ a1x+ag, n€Ng, a; €ER, a, #0 (F.11)

nazivamo polinomom n-tog stupnja nad R. Brojeve a; € R nazivamo koeficijenti
polinoma. Specijalno broj a,, nazivamo najstariji ili vodeéi, a ag slobodni koeficijent.
Ako je a, = 1, kazemo da je polinom normiran. Navedimo bez dokaza sljedeéi
teorem (vidi [3]):
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Teorem F.4 Dva polinoma P,(z) = Y a;x i Ryp(x) = 3 bz su
i=0 i=0
jednaki onda i samo onda ako je

(i) m=mn, te
(ZZ) aizbi,i:0,1,~-~,n.

n .
Primjedba F.9 Polinom P,(z) = Y a;x* kome su svi koeficijenti jednaki 0 naziva
i=0
se nul-polinom. Ako je samo slobodni koeficijent razli¢it od nule, govorimo o poli-
nomu 0O-tog stupnja. Polinom stupnja 1 naziva se jos i linearna funkcija®, polinom

stupnja 2 kvadratna funkcija, itd.

Primjer F.29 Polinom prvog stupnja ili linearna funkcija f(x) = kx + 1 cesto se
koristi u raznim primjenama. Njezin graf je pravac. Koeficijent k naziva se koefici-
jent smjera ¢ predstavija tangens kuta sto ga pravac I'y zatvara s pozitivnim smjerom
apscise. Ako je k > 0 taj kut je Siljasti, a ako je k < 0 taj kut je tupi (SlikaF.19).
Slobodni koeficijent | predstavija odsjecak pravca T'y na ordinati (SlikaF.19).

a) k>0 b) k<0

y y
/ -

l

Slika F.19: Rastuca i padajuca linearna funkcija

Primjedba F.10 Linearna funkcija je jedina funkcija koja ima svojstvo da je pro-
mgena (prirast) zavisne varijable y proporcionalna promijeni nezavisne varijable x.
Koeficijent proporcionalnosti je bas koeficijent smjera k. Naime, ako se nezavisna

varijabla x promijeni za Ax, onda ée se zavisna varijabla promijeniti za Ay, pa ée
biti (Slika F.20.a)

y+ Ay =k(z+ Az) + 1.

Kako je y = kx + 1, odavde dobivamo Ay = kAx.

3U matematickoj literaturi pod linearnom funkcijom obi¢no se podrazumijeva funkcija flx) =
az jer ona ima svojstvo linearnosti f(az + By) = af(z) + Bf(y). To svojstvo nema tzv. afina
funkcija g(xz) = kxz + I. Ipak, tradicionalno u primjerima za ovu funkciju rabi se naziv “linearna
funkcija” pa ¢emo i mi dalje koristiti ovaj termin.
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a) Ay=kAz, k=tga b)

Y4 )

/

Slika F.20

Zadatak F.10 Pokazite da je inverzna funkcija linearne funkcije f(x) = kx+1,
k # 0, zadana s

Eol

J @) = 2 (e - 0).

Inverzna funkcija linearne funkcije f(x) =1 (za k = 0) ne postoji. Zasto? Grafovi
[y i I'¢p-1 prikazani u jednom koordinatnom sustavu medusobno su osno simetricni
obzirom na simetralu I. i III. kvadranta (pravac y = x) (SlikaF.20.b).

Zadatak F.11 Odredite udaljenost proizvoljne tocke To(xo,yo) do praveca y=ka+l,
k # 0. Odredite normalu (pravac okomit na zadani pravac) kroz tocku Tp.

Primjedba F.11 Osim eksplicitno y = kx + [, jednadzbu pravca cesto zapisujemo
u tzv. implicitnom obliku:
ax+by+c=0
ili segmentnom obliku

£ Y

—+==1

m n
Owvdje je broj m odsjecak na osi x, a broj n odsjecak na osiy (vidi SlikuF.21.a).

Primgerice, pravac y = 2x+ 3 ima implicitne oblik: 2z —y+3 = 0 ¢ segmentni

oblik %/2 + % =1, a graf mu je prikazan na SliciF.21.b

a) b)
Y Y

N

n

T

0 T
m\ va % -

SlikaF.21: Segmentni oblik jednadzbe pravca
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Primjer F.30 Polinom drugog stupnja
f(x)=ar* +bx+e, a#0

najce$ée nazivamo kvadratna funkcija. Njezin graf je parabola s tjemenom u tocki

2
T(—%,—b Z;lac)'

Nul-tocke kvadratne funkcije mogu se dobiti rjeSavanjem pripadne kvadratne
jednadzbe
ar’ +br+c=0, a#0

¢ija se rjesenja eksplicitno mogu izraziti formulom
-b£ VA
2a

Rjesenja 1,29 mogu biti realna i medusobno razlicita (A > 0), realna i medusobno
jednaka (A = 0) ili kompleksno-konjugirana (A < 0). Broj A nazivamo diskrimi-
nanta kvadratne jednadzbe.

A = b — 4ac.

1,2 =

Ako je a > 0 kvadratna funkcija je konveksna, a ako je a < 0, konkavna. Na
Slici F.22 prikazani su svi mogucéi poloZaji koje mozZe zauzeti graf kvadratne funkcije
u koordinatnom sustavu.

Y

>
AV
oo

>a
IV
o<

/.
e
v VvV
oo
~——_

/N :
\/ a<0
A>0

a<0
A=0 .

Slika F.22: Moguéi poloZaji grafa kvadratne funkcije

a<0
A <O

Zadatak F.12 Za zadanu funkciju f : R — R skicirajte graf I'y i odredite skupove
St={zeR: f(zx) >0}, S ={zxeR: f(z) <0}.

a) f(x) =2* — 423 + 322, b) f(z) =23 + 2% — 4o — 4,

c) flx) =32% - 120+ 16, d) f(z) = 2° — 62* + 2222 + 152,

Zadatak F.13 Ako je kvadratna jednadzba normirana: x? + px + q = 0, pokaZite
da vrijede Viéteove* formule:

r1+zo=—-p & x1-22=4q.
4Frangois Viete (1540-1603) frncuski matematicar
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Kako izgledaju Vieteove formule za nenormiranu kvadratnu jednadzbu ax? +bx+c =
0,a#0?

Primjer F.31 Cesto je potrebno kvadratnu funkciju f(x) = ax? + bz + ¢ svesti na
tzv. potpuni kvadrat (kanonski oblik)

f(z) =a(z —h)* + k.

Tocka T (h, k) tada je tjeme odgovarajuée parabole. Primjerice za kvadratnu funkciju

f(x) =222 — 22 + 3 bilo bi
3 N> 1 3 1\ 5
= 2 _ — = — = — = — | = — — —
f(x)—?(x x+2) 2[(% 2) 4+2 2(36 2) +2

Zadatak F.14 Svedite na potpuni kvadrat i skicirajte grafove sljedeéih kvadratnih
funkcija. Odredite njihova tjemena i nul-tocke.

1 7
a) f(x)=—22%>—-22—-2, b) g(z)= gxz —2z+ 2’ ¢) h(x) =52% — 10z — 2.
Opcenito za polinom n-tog stupnja najcescée se vezu sljede¢i problemi:
e moguénost jednstavnog racunanja vrijednosti polinoma u nekoj tocki;
e odredivanje nul-to¢aka polinoma;

e problem interpolacije: zadano je (n+1) tocaka T;(z;,y;), i = 0,1,---,n; treba
odrediti polinom n-tog stupnja P,, tako da bude P, (z;) =y;, i =0,1,---,n.

Prva dva problema detaljnije ¢emo razmotriti u ovom poglavlju, a o tre¢em
problemu mozete vidjeti u Dodatku 1.

F.3.2.1 Hornerova shema

Pretpostavimo da je zadan polinom
Ps(z) = 22° — 32* + 52° + 2% — 4w + 1
i da treba izracunati njegovu vrijednost u tocki a € R. Mozemo pisati
Ps(a) = ((((2a —3)a+5)a+1)a —4)a + 1.

Treba dakle, najstariji koeficijent pomnoziti s a i tome dodati sljedeéi koeficijent
polinoma. Tako dobiveni rezultat ponovno treba pomnoziti s a i tome dodati sljede¢i
koeficijent itd. Cijela procedura moze se zapisati u obliku tablice (Hornerova®
shema), koja za a = 3 izgleda ovako

a=3]2 -3 5 1 4 1
-6 9 42 129 375
2 3 14 43 125 376

Dakle, P5(3) = 376.

5William Georg Horner (1786-1837) njemacki matemati¢ar, objavio je ovaj algoritam 1819.
godine, ali je jos 1804. talijanski matematicar Paolo Ruppini (1765-1822) dao sli¢an postupak
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Primjer F.32 Treba izracunati vrijednost polinoma Ps(x) = 2° —22*+ 323 —52—1
zox=—112=2.

11 0 2 3 0 -5 -1 21 0 -2 3 0 -5 -1
- 11 1 4 4 1 - 2 4 4 14 28 46
1 -1 -1 4 4 -1 0 1 2 2 7 14 23 45

Dakle, Ps(—1) = 0, Ps(2) = 45. Broj —1 ujedno je i nul-tocka polinoma Fs.
Zadatak F.15 [zracunajte vrijednost polinoma
Ps(x) = 32° — 4a* + 22° — Tz — 16

zar=2,—3,12.

Zadatak F.16 Pokazite da Hornerova shema za polinom P daje (posljednji redak
w tablici) koeficijente polinoma @ koji predstavlja kvocijent pri dijeljenju polinoma
P s polinomom 1. stupnja (x — a), kao i ostatak r pri tom dijeljenju, tj.
Pz T
@) Q)+ ——, st

r—a r—a

Izradite kompjuterski program koji ée ucitati stupanj n polinoma P, njegove koefi-
cijente ag, a1, -, ay t broj a, te dati vrijednost polinoma P u tocki a.

Primjedba F.12 Ako je Q kvocijent, a r ostatak pri dijeljenju polinoma P s poli-
nomom 1. stupnja (x — a), onda vrijedi

P(x) =Q(x)(x — a) + . (F.12)

Lako se vidi da je pri tome ostatak r jednak vrijednosti polinoma P u tocki a. Tako
za polinom Py iz Primjera F.32 vrijedi

Ps(x) = (x5 + 22* + 22% + 72 + 14z + 23)(z — 2) + 45, Ps(2) = 45.
Ako je r =0, onda je x = a nul-tocka polinoma P i vrijedi
P(z) = Q(z)(z — a). (F.13)

U tom sluéaju polinom 1. stupnja x +— (x — a) nazivamo korijen faktor.

F.3.2.2 Nul-to¢ke polinoma

U Primgeru F. 30, str. 46 vidjeli smo da rjesenja kvadratne jednadzbe mogu biti
i kompleksni brojevi. Tako su primjerice rjeSenja kvadratne jednadzbe x? + 1 = 0
kompleksni brojevi 1 = —i, x5 = i. To moze biti motivacija za prosirenje funkcije-
polinoma (F.11) nad polje kompleksnih brojeva. Funkciju P, : C — C, definiranu
formulom

2= Py(2)=ap2"+---+a1z+ag, n€Ng, a; €ER, a, #0
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nazivamo polinomom n-tog stupnja nad poljem C. Opcenito se i koeficijenti polinoma
mogu uzimati iz C, ali mi ¢emo se zadrzati samo na razmatranju polinoma s realnim
koeficijentima.

Sada mozemo reéi da je kompleksni broj zp € C nul-to¢ka polinoma P, ako
vrijedi P, (z0) = 0.

Teorem F.5 (Osnovni teorem algebre®) NekajeneNiP,:C—C,

P, (z2) := E apz* polinom n- tog stupnja. Tada postoje ne nuzno razliciti
k=
kompleksni broyem 21,7, 2n € C takvi da je
P, (z)=an(z —z1) (2 —2zn) za svaki z € C. (F.14)

Primjedba F.13 Owaj teorem daje egzistenciju n nul-tocaka polinoma n-tog stup-
nja. Prikaz (F.14) zovemo faktorizacija polinoma P,. Ako je primjerice zy = zo # z;
za svaki j > 2, onda kaZemo da je z1 dvostruka nul-tocka. Opéenito, kaZemo da je
zp € C k-struka nul-tocka, ako postoji neki polinom q takav da je

q(z0) #0 & P(z) = (2 — 20)"q(z) za svaki z € R (F.15)
tj. ako je polinom P djeljiv s (x — 20)*, a nije djeljiv s (x — z)*T1.

Primjer F.33 Polinom Py(z) = x* — 42% mozZemo zapisati u faktoriziranom obliku
Py(x) = (x—0)%(x — 2)(z+2). Dakle, x1 = 0 je dvostruka nul-tocka ovog polinoma
s q(z) = (z — 2)(x + 2). Istovremeno xo = 2 i x5 = —2 su jednostruke nul-tocke.

Teorem F.6 Ako je z1 € C nul-toc¢ka realnog polinoma P, ()= E apx®

onda je i kompleksno-konjugirani broj z, € C takoder nul- tocka tog poli-
noma. Nadalje, izraz (x—z1)(x—Z1) moZe se zapisati u obliku kvadratnog
trinoma s realnim koeficijentima.

Dokaz. 1z 3 axzf = 0 konjugiranjem dobivamo
k=0

0= Zakz Zakzl = Zakzl = Zakz’l = P,(Z1).

6Njemacki matematicar Carl Friedrich Gauss (1777—1855) prvi je dokazao ovaj teorem u svojoj
disertaciji i to kao mladié¢ od 22 godine. Mnogi smatraju Gaussa najveéim matematicarem svih
vremena. Osim toga bavio se fizikom i astronomijom, pa je tako s 18 godina uveo metodu najmanjih
kvadrata za proracun putanja kometa i asteroida na osnovi podataka mjerenja. Takoder u toj dobi
pokazao kako konstruirati pravilni sedamnaesterokut. Upravo to je bio motiv da mu se u njegovom
rodnom gradu Braunschweigu postavi spomenik s postoljem u obliku pravilnog sedamnaesterokuta.
S 24 godine publicirao je knjigu “Disquisitiones arithmeticae” koja je imala duboki utjecaj na
razvoj teorije brojeva. Carl Friedrich Gauss takoder je dao vazan doprinos razvoju diferencijalne
geometrije, teorije kompleksnih funkcija, otkriéu neeuklidske geometrije, a moderna statisticka
teorija ne moze se zamisliti bez pojma Gaussove normalne slucajne varijable.
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Dakle, z; je takoder nul-tocka polinoma P,. Ako je 21 = a + i3, a,8 € R, onda je
Z1 = o — if pa vrijedi

(x—zl)(w—El):xQ—(zl +El)x+zl-51:x2—2aaz+a2+ﬂ2.
Od

Primjedba F.14 Na osnovi TeoremaF.6 zakljucujemo da svaki realni polinom mo-
zZemo opcenito faktorizirati kao

P,(z) = an(x — 1) -+ (x — 25)* (x2 +prx+ q1)>‘1 e (x2 + psx + qs)>‘57

gdje je (a1 + -+ ag) +2(M\1 + -+ Xs) = n,

axs,s=1,---,k, surealne nul-tocke visestrukosti As. Svaki od faktora x*+p;x+q¢;
je ireducibilan nad R, tj. nijedan od njih ne moZe se prikazati v obliku produkta dva
polinoma nad R takvih da je stupanj svakog od njih barem 1.

Mi ¢emo se zadrzati samo na problemu odredivanja realnih nul-tocaka poli-
noma. U tim tockama graf polinoma sijece ili dodiruje apscisu. To opéenito veé za
polinom treéeg stupnja nije jednostavan posao. U veéini slucajeva numerickim meto-
dama (vidi Primgjer D.8, str.129 ili detaljnije [12]) mozemo dobiti aproksimaciju
nul-tocke. Ipak za neke specijalne slu¢ajeve moguce je dobiti egzaktne vrijednosti
nul-tocaka algebarskim putem. Vrijedi:

Teorem F.7 Ako normirani polinom s cijelim koeficijentima ima ra-
citonalnih nul-tocaka, one su djeljitelji slobodnog koeficijenta.

Primjer F.34 Treba pronaéi sve nul-tocke polinoma

P(x) = 2® — 42 — 31z + 70.

Prema Osnovnom teoremu algebre ovaj polinom ima 3 nul-tocke. Najprije ¢emo koriste¢i
Teoremu F.7 pronadi sve racionalne nul-tocke. Kandidati za njih su djeljitelji broja 70:
+1, +2, +5, £7, +10, £14, +35, £70. Prema Hornerovoj shemi izra¢unat éemo P(2):

21 4 31 70
2 -4 -70
2 -3 0

—_

Dakle P(2) = 0 i prva nul-tocka je 1 = 2. Osim toga prema (F.13) vrijedi
2 — 42 — 31z + 70 = (z — 2)(z® — 22 — 35).

Ostale dvije nul-tocke pronaéi ¢emo rjesavajuéi kvadratnu jednadzbu z? — 22z — 35 = 0.
Dobivamo x2 = —5, x3 = 7. Faktorizirani oblik polinoma P glasi

P(z) = (z—2)(x +5)(z — 7).
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Primjer F.35 Treba pronaéi sve nul-tocke polinoma

P(x) = 623 + 112 — 32 — 2.

Kao i u prethodnom primjeru najprije éemo potraziti racionalne nul-tocke. Ovaj polinom
ne zadovoljava uvjete Teorema F.7 (nije normiran). Zato ¢emo jednadzbu

6z° + 112> =3z —2=0 (%)
pomnoziti sa 6 ]
6°2z° +11-6%2> —3.-6°2—6>-2=0
i uvesti supstituciju 6z = y. Tako dobivamo jednadzbu
v+ 11y° — 18y — 72 =0 ()

Sada korijene jednadzbe (xx) trazimo izmedu djeljitelja broja 72: +1, +2, £3, £4, £6,
+8, +9, £12, £18, £24, +36, +72. Prema Hornerovoj shemi izracunat ¢emo vrijednost
lijeve strane jednadzbe (xx) za y = —2

2]1 11 -18 -72

- -2 -18 72
1 9 -36 O

Dakle, jedan korijen jednadzbe (xx) je y1 = —2. Ostala dva pronaéi éemo rjesavanjem
jednadzbe y? + 9y — 36 = 0. Dobivamo y» = —12, y3 = 3. Nakon toga iz supstitucije
6z = y dobivamo sve nul-tocke polinoma P: x; = —%, To = —2, x3 = % Faktorizirani

oblik polinoma P glasi

P(z) =6 (x + %) (@ +2) (x _ %) — (32 + 1)(z +2)(22 — 1).

Primjer F.36 Treba pronaéi sve nul-tocke polinoma

P(z) = 2° — 22* — 4w + 8.

Prema Osnovnom teoremu algebre ovaj polinom ima 5 nul-to¢aka. Kao i u prethodnom
primjeru najprije ¢emo koriste¢i Teoremu F.7 potraziti racionalne nul-tocke. Kandidati za
njih su djeljitelji broja 8: £1, £2, £4, £8. Prema Hornerovoj shemi izra¢unat ¢emo P(2):

2]1 2 0 0 4 8
- 2 0 0 0 -8
1 0 0 0 4 0

Dakle P(2) = 0 i prva nul-tocka je 1 = 2. Osim toga prema (F.13) vrijedi
2’ — 22" — 4z + 8= (z —2)(a" —4).

Ostale dvije nul-tocke pronaéi ¢emo rjesavajuéi bikvadratnu jednadzbu 2* —4 = 0, odnosno
(w2 —2) (w2 + 2) = 0 Dobivamo z2 = —v/2, z3 = V2, x4 = —i/2, x5 = i\/2. Faktorizirani
oblik polinoma P glasi

P(z) = (z — 2)(2* — 2)(z® + 2).
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Zadatak F.17 Odredite realne nul-tocke sljedeéih polinoma i napisite njihov fak-
torizirani oblik:

a) P(z)=2%— 42 — 11z + 30, b) P(x)=a*+ 523 — 382% — 168z,

c) P(z)=30x3—232% — Tz +6, d) P(x)=24x* — 3823 + 322 + 172 — 6.
Zadatak F.18 Matematickom indukcijom pokaZite da svaki polinom n-tog stupmja
(n € N) ima najvise n realnih nul-tocaka.

Primigetite da to znaci da se mozZe dogoditi i da polinom nema nijednu realnu
nul-tocku.

F.3.3 Racionalne funkcije

Funkciju

Po(x)  bpa™+ -+ bix+bo
= = Fol
Q@) Py(x)  apa"+---+arx+ao’ (F.16)

nazivamo racionalna funkcija. Ako je m < n onda govorimo o pravoj racionalnoj
funkciji, a ako je m > n o nepravoj racionalnoj funkciji. Ako je n = 0, funkcija @
postaje polinom.

Primjer F.37 Funkcija

ar+b
f(x)—m,

je neprava racionalna funkcija. Nazivamo je razlomljena linearna funkcija. Veé ranije
u Primjeru F.21, str. 35 pokazali smo da je u ovisnosti o predznaku broja A = ad—be
ova funkcija po dijelovima rastuéa, padajuéa ili stacionarna (konstantna). Njena
domena je D(f) = R\{—g}, ima jednu vertikalnu asimptotu x = —g i jednu hori-
zontalnu asimptotu y = %. Njezin graf prikazan je na SliciF.12, str. 35.

c>0

Svaku nepravu racionalnu funkciju mozemo zapisati (dijeljenjem) u obliku
zbroja jednog polinoma i prave racionalne funkcije:

s <n.

Za pravu racionalnu funkciju Q(z) = (=) (k > 1) kazemo da je parcijalni razlomak

— plx)F
ako je p ireducibilan polinom nad R. Vrijedi:

Teorem F.8 Svaku pravu racionalnu funkciju moguce je na jedinstven
nacin prikazati kao zbroj parcijalnih razlomaka.

U kojem obliku treba traziti parcijalne razlomke neke prave racionalne funk-
cije, kao i dokaz ovog teorema moze se naéi u [3]. Ovdje navodimo samo nekoliko
ilustrativnih primjera.



F.3 Elementarne funkcije 53

Primjer F.38 Pravu racionalnu funkciju

322+ 2+ 1
Q)= 36 11e 6

treba rastaviti na parcijalne razlomke.

Najprije treba pronaéi realne nul-tocke polinoma u nazivniku koristeéi Teorem F.7. Do-
bivamo 1 = 1, x2 = 2, 3 = 3. Sada nazivnik funkcije 7 mozemo faktorizirati:
2% — 622 + 11z — 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3). Rastav na parcijalne razlomke trazit ¢emo u
sljede¢em obliku:

322 4+ 2z + 1 A B c

(z—1)(z—2)(z —3) :x—1+x—2+x—3'

Mnozenjem ove jednadzbe s (z — 1)(z — 2)(x — 3) dobivamo
(VzeR) 32° +20+1=A(z—2)(z —3)+ Bz —1)(z —3) + C(z — 1)(z — 2).

Uvrstavajuéi u prethodnu jednadzbu redom nul-tocke nazivnika, dobivamo:

r=1: 6=A41-2)1-3) = A=3
r=2: 17=B(2-1)(2-3) = B=-17
x=3: 34=C(B-1)3-2 = C=17
Dakle:
3z2 +2z+1 3 17 17

@ 62 +1le 6 z-1 z-2 z-3
Primjer F.39 Pravu racionalnu funkciju

22 —3x+2
Q(x)_x3+2x2+x+2

treba rastaviti na parcijalne razlomke.

Polinom u nazivniku ima samo jednu realnu nul-tocku xg = —2. Zato ga mozemo faktori-
zirati kao x® 4 22% + 2 4+ 2 = (2 + 1)(z + 2). Rastav na parcijalne razlomke trazit ¢éemo
u sljedec¢em obliku:
z? — 3z 42 A Bz +C
3+202 4z +2 T +2 + z2+1"7
Mnozenjem prethodne jednadzbe s 22 4 222 + z + 2 = (z + 2)(2? 4 1) dobivamo:

2 =3z +2=A("+1)+ (Bx+ C)(z+2) zasvakiz e R.

Dalje ne¢emo moéi postupiti kao u prethodnom primjeru. Umjesto toga iskoristit ¢emo
teorem o jednakosti dva polinoma ( Teorem F.4, str.44) i izjednaciti koeficijente uz jednake
potencije. Dobivamo:

A + B =1
2B + C =-3
A + 2C =2
Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobivamo A = %7 B = —%, C= —%, Dakle,
22— 31+ 2 _ % %CU + %

B 4+222+r+2 x+2 a2+1°
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Zadatak F.19 Rastavite na parcijalne razlomke

2r + 1 1 r+1 2% +Tr 4+ 1

2) (z—1D(z+1)’ b) x3 — 522 + 6z’ ©) x4+ 223 — 22 + 42 — 6’ d)

x4 — 2

F.3.4 Eksponencijalna funkcija

Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Funkciju f : R — R, definiranu
formulom
flz)=a" a>0 (F.17)

nazivamo eksponencijalna funkcija s bazom a.

Primjedba F.15 Ako bi bilo a < 0, onda bi primjerice za x = % funkcija definirana
s (F.17) primala kompleksne vrijednosti. Za a = 1 ova funkcija bi degenerirala u
konstantu x +— 1.

Eksponencijalna funkcija je bijekcija iz R na R , ¢iji graf uvijek prolazi tockom
(0,1).

Ako je a > 1, eksponencijalna funkcija (F.17) je rastuca, a ako je 0 < a < 1,
ona je padajuca funkcija (vidi Sliku F.23).

a)a>1 b)0<a<1

Slika F.23: Graf eksponencijalne funkcije

Istaknimo jo$§ osnovna svojstva eksponencijalne funkcije. Za svaki z1,z9 € R
vrijedi:
(1) f(z1+22) = f(21) - f(22), tj. a1 tr2 = g% . "2
.o . — €z
(i) flz1—22) = f(21)/f(x2), tj. " =
(iii) (a®1)*2 = g*1*2,
Primjer F.40 Prema Malthusovoj teoriji neogranicenog rasta, broj Zivih bi¢a raste
eksponencijalno po zakonu t — bet, gdje su b, c (¢ > 0) parametri.

Pod idealnim uvjetima broj bakterija u kultur: raste eksponencijalno. Rast
tumora takoder je eksponencijalan. Kolicina neraspadnute materije nekog radioak-
tivnog materijala opisana je takoder eksponencijalnom funkcijom. Stanje kapitala
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prilikom sloZenog ukamadivanja takoder se opisuje eksponencijalnom funkcijom (vidi
[3])-

Primjer F.41 Takozvana logistitka funkcija f(t) = H_b% cesto se koristi u pri-
myenjenim istraZivangima: rast broja Zivih bica u uvjetima ogranicenih resursa,
prirast Zive mase (kokica, svinja), difuzija novog proizvoda u marketingu itd. Njen
graf prikazan je na Slici F.24.

Y
A

Slika F.24: Graf logisticke funkcije
Zadatak F.20 Skicirajte grafove sljedeéih funkcija:

a) f(z) =27, b) f(z) =277, ¢c) f(x) =4-277,
d) f(x) = 21", e) flz) =2"%2,  f) flx) =27 + 277,
g9) f(x)=2*-27%h) f(x):#, i) f(z) = 5=5=-

Zadatak F.21 Rijesi eksponencijalne jednadzbe:
a) 92a:+5 =97. 3m71, b) 3a:+l —4- 39:71 — 457 C) 32w71 + 329:72 _ 32m74 = 315.

F.3.5 Logaritamska funkcija

Eksponencijalna funkcija
fTR=Ry, f(z)=d" a>01a#1
je bijekcija pa prema tome ima inverznu funkciju f~! koju oznacavamo s log,:
log, : Ry = R, a>0, a#1l (F.18)

Pri tome log,(z), © > 0, piSsemo kao log, i zovemo logaritam broja x po bazi a.

Poznavajuéi graf eksponencijalne funkcije, graf funkcije log, mozemo dobiti
tako da napravimo osno simetri¢nu sliku grafa eksponencijalne funkcije obzirom
na simetralu I. i III. kvadranta, tj. pravca y = x (vidi Sliku F.25 i usporedi s
Primjerom F.16, str. 31) Iz slike se vidi da je logaritamska funkcija za a > 1 strogo
rastuca, a za 0 < a < 1 strogo padajuca funkcija. Jedina nul-tocka logaritamske
funkcije x — log, = je wgp = 1 jer je a” = 1.
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a)a>1 b)0<a<1

Y Y

Sy=x

/
1 /x|—>logax
e

/ 0 1 x /

Slika F.25: Graf logaritamske funkcije
Primjedba F.16 Primjenjujuéi formule (F.2) na eksponencijalnu funkciju f(z)=

a® i logaritamsku funkciju f~'(z) = log, x dobivamo korisne formule:
a8 = gz >0 (F.19)
log,a® = =z, z€R (F.20)

Iz formule (F.19) vidimo da je log, « eksponent kojim treba potencirati bazu
a da se dobije broj x. Tako je primjerice

logy32 =5 jer je 2% =32,

*’* w

:L

logi 81=—4  jerje (3)
573 =

logs % =-3 jerje
Koristedi osnovna svojstva eksponencijalne funkcije f, dobivamo osnovna svoj-
stva logaritamske funkcije f~1:
(D) N we) = f @) + N (@2), ti logg (a1 - a2) = log, @1 + log, 22
(i) fHE) = @) = f T (@2), log, ($+) = log, 1 — log, x>
(iii) log, z1? = z2log, z1
(iv) logyz =log, x - log, a
Evo kratkog obrazlozenja navedenih svojstava.

(i) Ako oznacimo y; = log, x1, y2 = log, x2, onda prema (F.19) vri-
jedi: 1 = a¥', o = a¥2. Zato je z1 - 19 = a¥11Y2, odakle je prema
(F.20) log,(z1 - x2) = y1 + Y2

(ii) Ova jednakost dokazuje se analogno (i).

(iii) Kako je x7? = (al°8*1)¥2 = g®2198. %1 pomoéu (F.20) dobivamo
trazenu jednakost.
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(iv) Logaritmiranjem jednakosti x = a'°8«® po bazi b i primjenom (iii)
dobivamo trazenu jednakost.

Primjer F.42 Treba rijesiti logaritamsku jednadzbu
log,(x + 6) — logy(x — 1) = log, 10 — log, 2.

Koristeéi prethodno navedena pravila, dobivamo

z+6
10g4m—10g45 = 7 —1

Zadatak F.22 Pronadite realna rjesenja jednadzbi:

a) logs 12 = —2, b) logg(2x — 3) = logg 12 — logg 3,

¢) log, 10 = 10, d) 3logs(z — 2) = 3logs 2 — 3 logs(z — 2),

¢) logy V& = \/logyz, f) log,(x —4) —log,(3z — 10) = log,(3).
Zadatak F.23 Ako je log, 7 = 0.8 ilog, 3 = 0.5, izrazite kao decimalni broj:

7
a) logag, b) log, V3, ¢) log, 63.

Zadatak F.24 Skicirajte grafove funkcija

a) f(z) =logg(x —2), b) f(z) =logy(3 —x), ¢ f(z)=logya?,
d) f(z) =log, |x|, e) f(x) = [log, x|, f) f(x) =2 +logg(z —1).
Primjedba F.17 Najcesce se koriste:

o dekadski ili Briggsovi logaritmi (a = 10). Odgovarajuca logaritamska funkcija
jednostavno se oznacava s x — logx;

e prirodni ili Napierovi logaritmi (a = e). Odgovarajuéa logaritamska funkcija
jednostavno se oznacava s x — Inx;

e diadski logaritmi (a = 2). Odgovarajuéa logaritamska funkcija jednostavno se
oznacava s x +— ldx.
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F.3.6 Trigonometrijske funkcije

Najprije ¢emo kazati nekoliko rije¢i o pojmu kuta i mjeri kuta. U srediste
O pravokutnog Kartezijevog koordinatnog sustava postavimo kruznicu radijusa 1
(jedini&na kruznica). Uocimo dva polupravca: a (podudara se s pozitivnim smjerom
osi ) i b (vidi Sliku F.26). Dio ravnine omeden polupravcima a, b nazivamo kut
s vthom u O i kracima a, b 1 oznacavamo s ¥(a,b). Ako se od polupravca a do
polupravca b dolazi rotacijom u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke na
satu (pozitivan smjer), onda govorimo o pozitivnom kutu. U suprotnom govorimo o
negativnom kutu. Kuteve obi¢no oznacavamo malim grékim slovima: «, 3,7, .. ..

Y
b
kT
e ~7
/ N\
/ \
[/ e XA z
\ 0 J1 e
\ /
\ /
\\\\_d// e

Slika F.26: Jediniéna kruZnica

Kutna ili geometrijska jedinica za mjeru kuta je jedan stupanj (°). Za kut do
Cijeg se drugog kraka dolazi rotacijom u pozitivnom smjeru za 360-ti dio “potpunog
okreta” kazemo da ima mjeru od jednog stupnja (1°).” Tako primjerice pravi kut
ima 907, ispruzeni kut 180°, a puni kut 360°. Stupanj se dijeli na minute ('), a
minute na sekunde () prema odnosu:

1°=60, 1 =60".

Lugna ili analiticka mjera kuta je jedan radijan. Svakom pozitivno [negativno]
orijentiranom kutu pridruzuje se pozitivan [negativan] broj koji odgovara duljini
luka jedini¢ne kruznice. Tako primjerice pozitivno orijentiranom pravom kutu odgo-
vara 4 rad, ispruzenom kutu m rad, a punom kutu 27 rad. Veza izmedu kutne i luéne
mjere kuta je:

360° = 27 rad.

Zadatak F.25 Sljedece kutne mgjere pretvorite u luéne, a luéne u odgovarajuce

kutne mjere: 1°, 30°, 45, 60°, 62°, 73°, & rad, {5rad, 1.3rad, 1rad.

U svrhu definiranja trigonometrijskih funkcija na jedini¢nu kruznicu naslonimo
brojevni pravac tako da ishodiste koordinatnog sustava na pravcu padne u tocku

7Stari Babilonci uoéili su da se otprilike svakih 360 dana pojavljuju godisnja doba. Vjerovali
su da se Zemlja nalazi u srediStu svemira koji se za 360 dana okrene oko Zemlje. Vjerojatno od
tuda dolazi stupanj za jedinicu mjere kuta.
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(1,0). Pravac namatamo na kruznicu kao na Slici F.27.a. Na svaku tocku kruznice
padne beskona¢no mnogo tocaka brojevnog pravca. Jedini¢nu kruznicu na koju
su na navedeni nacin naneseni realni brojevi nazivamo trigonometrijska kruZnica.
Realnom broju z prilikom namatanja pravca na kruznicu pripada toc¢ka T'(z) na
kruznici. Apscisu tocke T'(z) ozna¢imo s cosz, a ordinatu sa sinz. Na taj naéin
definirali smo dvije funkcije koje ovise o x. Funkciju koja realnom broju x pridruzuje
apscisu tocke T'(x) nazivamo kosinus i pisemo x — cosz. Uocite da je za svaki
x € R, cosz € [—1,1]. Analogno, funkciju koja realnom broju z pridruzuje ordinatu
tocke T'(x) nazivamo sinus i pisemo = +— sinx. Takoder je sinz € [—1, 1], za svaki
z € R. Buduéi da za svaki ¢ € R tocka T'(z) pripada trigonometrijskoj kruznici
vrijedi (Pitagorin poucak!):

sin? z 4 cos®z = 1. (F.21)
a) b)
y A A
—
1| T@ 17 i
’ — 1 I
s x | |
| Xl
' sin 1 | otgx
|
. 0 ] o ! T
_ cos T 5|
1 : - e cosr T :
| |
|
I I
- 1 !
-1 T(-=) 2 S B :

Slika F.27: Definiranje trigonometrijskih funkcija

Pomocu funkcija sin i cos definiraju se i funkcije tangens i kotangens for-

mulama:
sin x . CcoS X
tgx = 1 ctgx = —
cos T sin x

Primjer F.43 Treba odrediti prirodno podrudje definicije funkcije tg.

Funkcija tg, prema prethodnoj definiciji, ne prima vrijednost realnog broja u onim tockama
u kojima funkcija cos ima nul-to¢ke. To su svi oni x koji namatanjem brojevnog pravca na
trigonometrijsku kruznicu padnu u tocke (0, 1) ili (0, —1). Dakle, funkcija tg nije definirana
zax =% +2kn (k€ Z).

Zadatak F.26 Odredite prirodno podrucje definicije funkcije ctg.
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Cesto puta je korisno “zamijeniti” domenu trigonometrijskih funkcija (skup
R) sa skupom svih kutova. To je lako uéiniti tako da kutu « pridruzimo njegovu
mjeru x u radijanima. Tada pod sinusom kuta « podrazumijevamo sinus njegove
mjere x u radijanima. Slicno se definira kosinus, tangens i kotangens kuta a. Sa
Slike F.27.b vidi se da vrijedi

. duljina suprotne katete TT' duljina susjedne katete OT’
sin o = cosa = ,
sma duljina hipotenuze OT duljina hipotenuze OT

duljina suprotne katete TT' duljina susjedne katete OT'
tga = ctga =

 duljina susjedne katete OT"’  duljina suprotne katete TT'"

Za neki realni broj x (odnosno kut «) zbog sli¢nosti trokuta na Slici F.27.b
vidi se da je tangensu kuta « jednak ordinati tocke B u kojoj drugi krak kuta «
sijeCe pravac = 1. Analogno znacenje ima kotangens realnog broja x, odnosno
kuta a.

Navedimo sada neka osnovna svojstva trigonometrijskih funkcija.
a) Funkcija z — sinz

Funkcija sin : R — [—1,1] je neparna, periodi¢na (temeljni period je 2m)
funkcija ¢iji graf je prikazan na Slici F.28.a.

a) ¢ — sinx

Slika F.28: Trigonometrijske funkcije sin i cos
b) Funkcija x +— cosz

Funkcija cos : R — [—1, 1] je parna, periodi¢na (temeljni period je 27) funkcija
¢iji graf je prikazan na Slici F.28.0.

Iz Slike F'.28 mozemo naslutiti vezu koja postoji izmedu funkcija sin i cos:

sinz = cos(z — g), cosz = sin(x + g) (F.22)
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Primjer F.44 SloZena funkcija
f(t) = Asin(wt + )

opisuje tzv. harmonijske oscilacije. Broj A > 0 naziva se amplituda. A je najveca,
a (—A) nagmanja vrijednost koju postize funkcija f. Broj ¢ naziva se fazni pomak,
a w kruzna frekvencija. Ova funkcija ima temeljni period T = 27“ jer je 21 temeljni
period funkcije sin. Naime,

f(t+T)= Asin <w (t—i— 2%) +g0) = Asin(wt + ¢ + 2m) = Asin(wt + @) = f(¢).

Broj % = 5= naziva se frekvencija i pokazuje broj perioda funkcije f u jedinici
vremena. Primijetimo da se graf funkcije f dobije pomicanjem grafa funkcije t —
Asinwt ulijevo za .

Primjedba F.18 Cesto puta se prilikom proucavanja periodicnih funkcija razma-
traju samo funkcije perioda 2w jer jednostavnom transformacijom funkciju proizvolj-
nog perioda L lako transformiramo u funkciju perioda 27 i obratno. Naime, vrijedi:

(i) Ako je f perioda 27, onda je g(x) = f(%“x) perioda L:
2m 2m 27
glx+L)=7f (T(JH—L)) =f (Tx+27r> =f <fx) = g(x).
(it) Ako je ¢ perioda L, onda je (x) = ¢(Zx) perioda 27:

w(ac+27r):g0<2L (x+27r)> :<p<£ac+L) :<p<%x> — ().

27 2
Zadatak F.27 Skicirajte grafove funkcija sekans (sec) i kosekans (csc)
1
sinx’

1
secx = ——, CSCx =
cos T

Pokazite da vrijedi

1+tg?er =sec?z, 1+ ctg?z = csc’x.
¢) Funkcija z — tgz

Funkcija x — tgx neparna je, po dijelovima rastuca i periodi¢na s temeljnim
periodom 7. Njezin graf prikazan je na Slici F.29.a.

d) Funkcija z — ctgx

Funkcija x +— ctgx neparna je, po dijelovima padajuca i periodi¢na s temelj-
nim periodom 7. Njezin graf prikazan je na Slici F.29.b.
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a) r— tgx b) x +— ctgx
i A i i : Y i i

T 0
2

B

VARV AN AN AN

Slika F.29: Trigonometrijske funkcije tg i ctg

F.3.7 Ciklometrijske funkcije

Ciklometrijske funkcije su funkcije inverzne trigonometrijskim. To su funkcije:
arkus sinus (arcsin), arkus kosinus (arccos), arkus tangens (arctg) i arkus kotangens
(arcctg).

a) Funkcija z — arcsinz.

Buduéi da funkcija sin : R — [—1,1] nije injekcija jer je primjerice sin0 =

sin 27 = 0, ona nema inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati bijektivnu funkeciju:
Sin : [—g, g] — [-1,1] formulom Sin(z):=sinz
Funkciju Sin zovemo restrikcija funkcije sin na [—7, 7], §to simbolicki pisemo:

Sin = sin\[f1 x-
272

Funkcija Sin ima inverznu funkciju (koju zovemo arkus sinus):
T
“2g)
Graf funkcije arcsin dobiva se kao osno-simetriéna slika grafa funkcije Sin u odnosu
na pravac y = x (Slika F.30.a).

arcsin : [—1,1] — |

a) x — arcsinz b) z +— arccosx

Yy _
L __agcsin/
_ _5____ /Sin
" 1

(S|

Slika F.30: Konstrukcija grafova ciklometrijskih funkcija arcsin i arccos
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Primijetimo da je arcsina kut® (ili luk) ¢iji je sinus jednak a. Tako je prim-
jerice

arcsin) =0 jer je sin0 =0,
m s

arcsinl = — jer je sin — = 1.

resin 5 Jerje sing

b) Funkcija z — arccosz.
Buduéi da funkcija cos : R — [—1,1] nije injekcija jer je primjerice cos0 =
cos 2w = 1, ona nema inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati bijektivnu funkciju:
Cos : [0,7] — [-1,1], Cos = cos|(g .+
koja ima inverznu funkciju (koju zovemo arkus kosinus):

arccos : [—1,1] — [0, 7].

Graf funkcije arccos dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije Cos u odnosu
na pravac y = x (Slika F.30.b).

Primijetimo da je arccosa kut (ili luk) ¢iji je kosinus jednak a. Tako je
primjerice

arccosl =0 jer je cos0 =1,

T s
arccos0 = — jer je cos— =0.
r 5 jer j 5

c) Funkcija z — arctgz.

Buduéi da funkcija tg:R — R nije injekcija jer je primjerice tg0 = tgm = 0,
ona nema inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati bijektivnu funkciju:

m™ T

_> _>R7 Tg = tg|(—%,%)a

T :(——7
8723

koja ima inverznu funkciju (koju zovemo arkus tangens):

™ T

arctg R — <—§, 5) .

Graf funkcije arctg dobiva se kao osno-simetriéna slika grafa funkcije Tg u odnosu
na pravac y = x (Slika F.31.a).

8lat.: arcus=kut
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a) x — arctgx b) x — arcctgx

Slika F.31: Konstrukcija grafova ciklometrijskih funkcija arctg i arcctg

Primijetimo da je arctga kut (ili luk) ¢iji je tangens jednak «. Tako je prim-
jerice
arctg0 =0 jer je tg0 =0,
T ™
arctgl = — jer je tg— = 1.
retg 1 Jer je ig 1
d) Funkcija z — arcctgz.

Buduéi da funkcija ctg:R — R nije injekcija jer je primjerice ctg (—%) =
ctg 5 = 0, ona nema inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati bijektivnu funkciju:

Ctg: (0,7) — R, Ctg = ctgl g >
koja ima inverznu funkciju (koju zovemo arkus kotangens):
arcctg : R — (0, 7).

Graf funkcije arcctg dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije Ctg u odnosu
na pravac y = x (Slika F.31.b).

Primijetimo da je arcctga kut (ili luk) ¢iji je kotangens jednak a. Tako je
primjerice

arcctgQ = g jer je ctgg =0,

. ™
arcctgl = — jer je ctg 1= 1.

Zadatak F.28 Skicirajte grafove sljedecih funkcija

a) x — arctg <, b) x+— zsinz, c)f(x):{ 1" ’ izég ,

d) x — |sinz], e) x+— |z|sinz, f)x— 27%sin2z.
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Zadatak F.29 Pokazite da vrijedi:

a) tg (arcctgz) =1, 2#£0  b) ctg(arctgz) =1, 2 #£0

T _

c) arctg (ctgr) = § — , d) arcctg (tgx) = § —x,
e) sin(arccosz) = 1 — a2, f) cos(arcsinz) = /1 — 22,
g) cos(arctgz) = ﬁ, h) sin(arctgz) = =

T T
1—x?
1422

i) sin(2arctgz) = %7 j) cos(2arctgzx) =

F.3.8 Hiperbolne funkcije

Hiperbolne funkcije: sinus hiperbolni (sh), kosinus hiperbolni (ch), tangens
hiperbolni (th) i kotangens hiperbolni (cth) definiraju se pomoéu esponencijalne
funkcije na sljedeéi nacin:

xT

e —e€

2

—xT T —xT
she = chx:%

(F.23)

e —e ”
thxzi_
et +e "

ef +e’ "
Cthl’: —_—
et —e "

a) Funkcija 2 — shz

Funkcija sh: R — R je neparna monotono rastuca funkcija ¢iji graf se do-

bije tako da od grafa funkcije x — %em “oduzmemo” graf funkcije z — Le=®

2
(Slika F.32.q).
a) x — shz b) x +— chx

sh Yy

Slika F.32: Konstrukcija grafova hiperbolnih funkcija sh i ch

b) Funkcija z — chz

Funkeija ch: R — [1,+00) je parna funkcija. Njezin graf naziva se lan€anica

(jer ima oblik koji poprima lanac objesen na dva kraja) i dobije se tako da se

“zbroje” grafovi funkcija  +— 1e® i x> Se=® (Slika F.32.b).
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Sliéno kao kod trigonometrijskih funkcija, za hiperbolne funkcije vrijedi

ch?z — shz =1,
(F.24)

thy = shz cthe = Lz,
cha shx

Zadatak F.30 PokaZite da vrijede sljedece formule

a) sh (z £y) =shachy £ chashy, b) ch(z +y) = chachy £ shashy,
¢) sh(2z) = 2shz chz, d) ch (2x) = ch®z + sh’z.

c) Funkcija z — thz
Funkcija  — thz je neparna monotono rastuéa funkcija s domenom D(th) =

R za koju vrijedi
[the| <1, zasvez eR

paje R(th) = (—1,1). Pravciy = 1 iy = —1 su horizontalne asimptote ove funkcije.
Njezin graf prikazan je na Slici F.533.a.

a) x — thz b)  +— cthz
Y Y
_________ 1 I ¥
x 1 x
0 0
R ERERREEEE
e \

Slika F.33: Grafovi hiperbolnih funkcija th i cth
d) Funkcija z — cthz

Funkcija z — cthz nije definirana za ¢y = 0. Ona je neparna po dijelovima
monotono padajuéa funkcija za koju vrijedi

lctha| > 1, zasvex €R

pa je R(cth) = (—o0,—1) U (1,400). Praveiy = 1 iy = —1 su horizontalne
asimptote ove funkcije. Njezin graf prikazan je na Slici F.33.0.
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F.3.9 Area funkcije

Area funkcije su funkcije inverzne hiperbolnim. To su funkcije: area sinus
hiperbolni (arsh), area kosinus hiperbolni (arch), area tangens hiperbolni (arth) i
area kotangens hiperbolni (arcth).

a) Funkcija z — arshz

Buduéi da je funkcija sh: R — R bijekcija, ima inverznu funkciju koju ozna-
cavammo s
arsh : R — R.

Graf funkcije arsh dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije sh u odnosu na
pravac y = z (Slika F.34.a).

a) ¢ — arshz b) x — archzx
Y sh Y

arsh ch/ /arch
J . | g
’ v
/ x
0

Slika F.34: Konstrukcija krafova area funkcija arsh i arch
b) Funkcija z — archz
Buduéi da funkcija ch:R — [1,400) nije injekcija jer je primjerice ch(—1) =
ch1, ona nema inverznu funkciju. Zato ¢emo definirati bijektivnu funkciju:
Ch: [0,400) — [1, +00), Ch = ch|[0’oo),
koja ima inverznu funkciju (zovemo je area kosinus hiperbolni):
arch : [1, +00) — [0, +00).

Graf funkcije arch dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije Ch u odnosu
na pravac y = x (Slika F.34.b).

c) Funkcija z — arthz

Buduéi da je funkcija th:R — (—1,1) bijekcija, ima inverznu funkciju koju
oznacavamo s
arth: (=1,1) - R.

Graf funkcije arth dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije th u odnosu na
pravac y = z (Slika F.35.a).
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d) Funkcija z — arcthz

Buduéi da je funkcija cth:R — R\[—1, 1] bijekcija, ima inverznu funkciju koju
oznacavamo s

arcth : R\[-1,1] —» R.

Graf funkcije arcth dobiva se kao osno-simetri¢na slika grafa funkcije cth u odnosu
na pravac y = x (Slika F.35.b).

a) ¢ — arthz b) x — arcthz
1 y 1
l arth |,
L /+"th
I I z
-1, 0 11

Slika F.35: Konstrukcija grafova area funkcija arth ¢ arcth

Primjedba F.19 Bududi da su area funkcije inverzne hiperbolnim funkcijama, o
hiperbolne funkcije su sastavljene od eksponencijalnih funkcija tipa x — €%, za
ocekivati je da se area funkcije mogu napisati pomocu logaritamske funkcije x —
Inx.

Tako primjerice, ako na funkciju y = arshx djelujemo (nacinimo kompoziciju)
s funkcijom sh, dobivamo
Y — eV )
shyzxéac:iz = eV—eV=2r = Y —22e -1=0.
Uvodeéi supstituciju u = €Y i rjesavajuéi kvadratnu jednadzbu u? — 2xu — 1 = 0,
dobivamo
U172 = (ey)l,g =+ 1‘2—|—1.

Kako je €V > 0, u prethodnom izrazu moramo se odluciti za predznak “+7, pa
dobivamo
y =arshz =In(z + Va2 + 1). (F.25)

Analogno dobivamo
arche = In(z + a2 — 1), (F.26)

1+

1
arthz = §ln , lxl <1, (F.27)

1. z+1
hz=-In—— 1. F.2
arcthz 2nx—1’ |x| > (F.28)
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F.4 Nacini zadavanja krivulja u ravnini

Navest ¢emo sljedete nacine zadavanja krivulja u ravnini: krivulje zadane
parametarski, krivulje zadane u polarnim koordinatama i implicitno zadane krivulje.

F.4.1 Parametarsko zadavanje krivulje

Pretpostavimo da se materijalna tocka giba u ravnini i da u svakom vremen-
skom trenutku ¢ € [0,T] poznajemo njene koordinate x = p(t), y = (t). Skup

T = {(p(t),v(t)) : t € [0,T]},

je krivulja u ravnini i predstavlja putanju materijalne tocke.
Opcenito, kazemo da je sustavom funkcija

x = p(t)
y=1(t), teD, DCR.

zadana parametarska jednadZba krivulje I'. Varijablu ¢ nazivamo parametar. Para-
metar t je najcesée vrijeme ili kut.

Ako postoji inverzna funkcija funkcije ¢, onda je t = ¢~!(z), a kompozicijom

y =~ (2)),
zadana je neka funkcija f : D — R, ¢&iji graf se podudara krivuljom s T'.

Primjer F.45 Koordinate teZista balistickog projektila ispaljenog u vakuumu u tre-
nutku t = 0 1z ishodista koordinatnog sustava pod kutem « ¢ pocetnom brzinom vg
ovise o vremenu t na sljedeéi nacin

z(t) = (vg cos a)t, y(t) = (vosina)t — %gt27 (%)

gdje je g =~ 9.81m/s? akceleracija sile teZe. Dakle, u svakom vremenskom trenutku
t iz formula (%) poznata je udaljenost x(t) projektila od ishodista i njegova visina
y(t). Ako Zelimo dobiti funkcijsku zavisnost y = f(z), iz prve jednadzbe moramo

izraziti t = Uocﬁ 1 uvrstiti v drugu jednadzbu. Tako dobivamo

g 2

=rtge — —5——5—7
Y g 203 cos?

Zadatak F.31 Puscani metak ispaljen je pocetnom brzinom vg = 900m/s.

a) Odredite maksimalni domet projektila, koji se postize za o = 45°. Koliko je
tada vrijeme leta tog projektila?

b) Za zadani kut «, odredite maksimalnu visinu projektila.
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Zadatak F.32 Pronadite trajektoriju (putanju) tijela izbacenog iz zrakoplova, koji
leti horizontalno na visini H brzinom vy (Slika F.36). Jednadzbu trajektorije najprije
izrazite parametarski, a zatim pronadite funkcionalnu zavisnost y = f(x). Odredite
tocku pada tijela na zemlju.

0

Slika F.36: Trajektorija tijela izbacenog iz zrakoplova

Primjer F.46 Kotrljanjem po ravnoj podlozi fiksna tocka M na obodu kotaca radi-
jusa a opisuje krivulju prikazanu na SliciF.37. Njezin naziv je cikloida, a prvi luk
zadan je parametarski s

x =a(t —sint), y=a(l—-cost), te|0,2n].

Y

0 2ma

Slika F.37: Cikloida — parametarski zadana funkcija

F.4.2 Krivulje zadane u polarnim koordinatama

Neka tocka T u pravokutnom koordinatnom sustavu s ishodistem O zadana je
svojim Kartezijevim koordinatama x i y. Polozaj iste tocke T' potpuno je odreden
ako poznajemo kut ¢ (3to ga spojnica OT zatvara s pozitivnim smjerom osi x)
i udaljenost r od ishodista O do tocke T' (vidi SlikuF.38.a). Ureden par (z,y)
nazivamo Kartezijeve koordinate tocke T, a (¢, ) polarne koordinate. Izmedu njih
postoji sljedeca veza:

T =1Cos, Yy = rsingy,

odnosno
SRCETCINES P
Neka je D C R, a f: D — Ry U {0} funkcija. Tada je jednadzbom
r=[f(p), ¢€D,
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zadana krivulja u ravnini u polarnom koordinatnom sustavu. Tako je primjerice
jednadzbom r = a, ¢ € [0, 27| zadana kruznica radijusa a sa sredistem u ishodistu.

a) Tocka u polarnim koordinatama b) Arhimedova spirala
Y
T
r
7 x
0

Slika F.38: Polarni koordinatni sustav

Primjer F.47 Jednadzbom r = ap, a > 0 zadana je Arhimedova® spirala u po-
larnim koordinatama.

Na Slici F.38.b prikazana je Arhimedova spirala za a = 0.1. Neki parovi (p,r) dani su u
nize navedenoj tablici:
plo 3 3 = a = = m o
r | 0 0.078 0.157 0.236 0.314 0.392 0.471 0.55 0.628 0.707

Zadatak F.33 Skicirajte sljedeée krivulje zadane u polarnim koordinatama
a) Kruznica: r =1, ¢ € [0,27],
b) Kardioida: r =1 —cosp, ¢ € 0,27],
¢) Konhoida: r =2 — L wE [—%%],

cosp’
T __ 3sinp cosy Tz
d) Descartesov list: r = 32052 STt $PE [ 5 2],

e) Lemniskata: v = coskyp, ¢ €[0,2n] za k =2,3,5,6,

F.4.3 Implicitno zadane krivulje

Funkcije koje smo do sada razmatrali bile su zadane u tzv. eksplicitnom
analitickom obliku: direktno je bio zadan “propis” kako se od vrijednosti nezavisne
varijable = dolazi do vrijednosti funkcije y = f(z). To ne mora uvijek biti tako.

Primjer F.48 Jednadzbom 2x — 3y + 1 = 0, zadan je pravac u ravnini. Buduéi da
za svaki x € R rjesavanjem prethodne jednadzbe dobivamo jedinstveni y = %x + %,
kazemo da je na taj nacin implicitno zadana funkcija f: R — R, f(x) = %x + %

9 Archimedes (287-212 prije Krista) vrlo cijenjeni gréki matematéar. Dao je znacajne priloge
u geometriji. Prica se da je otkrivsi poznati zakon hidrostatike gol tréao ulicama i uzvikivao
“Eureka”. Njegovim ubojstvom od strane rimskog vojnika zavrsilo je jedno razdoblje matematike
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Primjer F.49 Jednadzbom kruinice x* + y?> = 1, definirane su dvije implicitno

zadane funkcije: y1 = +v1 — 22 i yo = —V/1 — 22, a svaka od njih definirana je na
2

segmentu [—1,1] (SlikaF.39.a). Na slican nacin elipsa i—; + ¥ = 1 predstavlja dvije

funkcije y1 = —|—§\/a2 —x22 Yy = —gx/a2 — 22 (Slika F.39.b).

. 2 2
a) Kruznica 22 +y* =1 b) Elipsa & + ¥ =1

Nz y=+2va? a7t

b
x x
—1 0 1 0 a

ygz—\/l—xQ
y2:_§ a2 — 2

Slika F.39: Kruznica i elipsa
Primjedba F.20 Navedimo jednadzbe nekoliko vrlo éesto koristenih krivulja.
Jednadzba kruznice sa sredistem u tocki S(p,q) i radijusom R zadana je s

(x—p)?+ -9’ =R (F.29)
Jednadzba elipse sa sredistem u tocki S(p,q) i poluosima a i b zadana je s

(z ;213) L ;261) _

1. (F.30)

Jednadzba parabole kojoj je (0s) simetrala paralelna x-osi, s tjemenom u tocki
T(h,k) zadana je s
r—h=a(y—k)> (F.31)
Ako je a > 0 parabola je otvorena prema desno, a ako je a < 0 parabola je otvorena
prema lijevo.
Jednadzba hiperbole kojoj je os paralelna s x-osi, a asimptote yi o = :I:gx +q
se sijeku u tocki S(p,q) zadana je s
(z—p)? -0?
P 1. (F.32)

Sve ove krivulje mogu se dobiti kao presjeci stoSca i ravnine.

Primjedba F.21 Desna [odnosno lijeva] grana hiperbole 2—2 — z—j = 1 moZe se
zadati parametarski s
x =acht, y=>bsht, teR

(odnosno  x = —acht, y =0bsht, t € R)

pa otuda za funkcije sh, ch naziv hiperbolne funkcije.
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Zadatak F.34 Ispitaj koja krivulja je zadana jednadzZbom, odredi njene parametre
(a,b,p,q,h, k) te nacrtaj krivulju.

a) 22 +y? —2r — 4y =0, b) 222 + 2y? — 2x — 6y + 3 = 0,
c) 2? +y? + 6y =1, d) 22 +y? — 4r = 12,
e)r=y*+4y+1, f)x=—2y*+4y,

g) 2% + 5y? = 25, h) 922 + y? = 81,

i) 2522 + y? = 16, j) 92% — 25y% = 225,

k) 162% — 9y? = 144, 1) y* — 2% =4,

m) 4x% + 9y? — 160 — 54y + 61 =0, n) 22 — 25y? — 22 + 100y — 124 = 0.

Cesto puta je tesko (a vise puta nemoguée) iz implicitnog oblika prije¢i na
eksplicitni oblik funkcije, kao primjerice u sljedeéim sluc¢ajevima

v — 3y +2° =0, y+a2¥ =1.
Neki puta je krivulje zadane implicitno podesnije prikazati u parametarskom

obliku ili u polarnim koordinatama. Tako je primjerice kruznica s jednadzbom
22 + 3% = R? parametarski zadana s

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,2n],
a u polarnim koordinatama s

r=R, p€l0,2n]

Elipsa 2—2 + Z—j = 1 parametarski se moze zadati s
x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0,27].
To nije jedini nacin parametarskog zadavanja elipse. Drugi nacin je

1—¢2 2t

w) =0 (D)= b,

t € (—o0,00).

Sto je u ovom slu¢aju znacenje parametra t7

Jednadzba Descartesovog lista y® — 3xy + 2° = 0 u polarnim koordinatama
moze se eksplicitno napisati:
3sin p cos ¢

re=—"_—7
sin® o + cos3 ¢
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F.5 Skiciranje grafova nekih slozenih funkcija

Ako je poznat graf funkcije, njezino ponaSanje i neka svojstva navedena u
Poglavlju F.2 mogu se naslutiti veé iz crteza. Tako primjerice nul-tocke i lokalni
ekstremi funkcije mogu se uz zadanu to¢nost prona¢i nekim numeri¢kim metodama
(vidi Primjer D.8, str.129 1 [12]), koje obi¢no pretpostavljaju poznavanje kvalitetne
pocetne aproksimacije, a koje se dobro mogu procijeniti na osnovi crteza grafa
funkcije.

Graf neke funkcije f moze se dovoljno kvalitetno skicirati poznavanjem vri-
jednosti funkcije u dovoljno velikom skupu toc¢aka x4, - -, z, iz domene D(f).

Poznavajuéi graf funkcije f, lako je skicirati i grafove sljedeé¢ih funkcija:
gdje su b, a, A, k zadani brojevi.

Graf funkcije x — f(x) + b dobije se tako da graf funkcije f pomaknemo za b
po osi y (Slika F.40).

a)b>0 b)b<0

/x\Hﬂx);b e f

Slika F.40: Translacija u smjeru osi y

Graf funkcije z — f(z — a) dobije se tako da graf funkcije f pomaknemo za a
po osi x (Slika F.41).

a)a>0 b)a<0

z— f(z—a)

Slika F.41: Translacija u smjeru x o0si
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Graf funkcije x — Af(z) za A > 0 dobiva se tako da sve ordinate grafa funkcije
f uvetamo A puta. Ako je A < 0, onda skiciramo graf funkcije z — |A|f(x) i
nacinimo njegovu osno-simetri¢nu sliku obzirom na os x (Slika F.41).

a) A>0 b) A<O

v Af(x)

Slika F.42: Istezanje u smjeru y osi

Graf funkcije z +— f(kz) tvorimo tako da apscise svih tocaka grafa I'y uma-
njimo (uveéamo) |k| puta ako je |k|] > 1 (Jk| < 1). Ako je k < 0 onda jo$ treba
napraviti osno-simetri¢nu sliku dobivenog grafa u odnosu na os y (Slika F.43).

a) k>1 b)0<k<1
(kx) ........
z — f(kx) ‘ e f - ‘ f. .

Slika F.43: Stezanje — istezanje u smjeru x 0si

Zadatak F.35 Poznavajuéi graf funkcije f(x) = |x|, skicirajte grafove funkcija
x|zl +b, x|z —al, x— Alz|, x — |kz| za razlicite vrijednosti parametara b,
a, A, k.

Primjer F.50 Treba skicirati graf funkcije

o(z) =14 2sin <2x— g)
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Osnovna funkecija je f(x) = sinz. Funkciju ¢ napisat ¢emo u obliku ¢(z) = 14+2sin 2(z—7)
i najprije skicirati graf funkcije fi(z) = sin(xz — §) (Slika F.44.a), pa graf funkcije f2(z) =
sin2(x — &) (Slika F.44.b), pa graf funkcije f3(z) = 2sin2(z — ) (Slika F.44.c) i konacno
graf funkcije ¢ (Slika F.44.d).

a) Grafovi funkcija f i f1 b) Grafovi funkcija f1 i fo
y ............ .
1 Lﬁ e 1
0 T " 21
S

¢) Grafovi funkcija fa i f3
Y

Slika F.44: Generiranje grafa funkcije o(x) =1+ 2sin (2 — )
Zadatak F.36 Skicirajte grafove funkcija

1 1
a) f(z) =sin(x + %)7 b) g(z) = 3 cos(2z + ), ¢) h(z) =1+ 5(&0 — 1)
Zadatak F.37 Skicirajte grafove funkcija

a) f(z) =2z — 1| + %|a:+ 2 +1, b) f(z) = 2sin(z — g) — cos2a.
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N. NIZOVI REALNIH BROJEVA

N.1 Pojam niza

Pojmovi niza realnih brojeva i njegove konvergencije jedni su od najvaznijih
matematickih pojmova koji svoju primjenu nalaze u raznim podrué¢jima matematike
kao $to su primjerice teorija neprekidnih funkcija, diferencijalni i integralni rac¢un,
itd.

Definicija N.1 Funkciju a : N — R nazivamo niz realnih brojeva.

Vrijednost a(n) miza a na prirodnom broju n oznaéava se s a, i naziva
n-ti ili opéi &lan niza a. Sam niz a oznacéava se s (ay,) ili jednostavno s

A1,02,...,0pn,....

Nizovi realnih brojeva najcesée se zadaju opéim ¢lanom.
Primjer N.1 Opéi ¢lan niza je: a) ap, =n, b) a, =1/n, ¢)ap =3+4(n—1),
d) a, = 23" L. Ispigimo prvih pet clanova tih nizova:

a) 1,2,3,4,5, b) 1,1/2,1/3,1/4,1/5, ¢) 3,7,11,15,19, d) 2,6,18,54,162. Na
Slici N.1 prikazani su grafovi funkcija-nizova navedenih pod a) i b).

a) an =n b) an =1
a(n) : a(n)|
1 . 1 .
1 2 3 4 5 n 1 2 3 4 5 n
SlikaN.1.
Zadatak N.1 Odredite opéi élan niza: a) —1,1,—-1,1,—1,... 5)0,2,0,2,0,2,...

¢) 1,4,7,10,13,... d) —1,2,7,14,23,34,47,... i nacrtajte pripadne grafove
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Osim opéim ¢lanom, niz moze biti zadan i rekurzivnom formulom, kao Sto
pokazuju sljede¢a dva primjera.

Primjer N.2 Promatrajmo niz zadan rekurzivnom formulom

1 3
ay =3, an+1:§ an+a_ .

Pruih pet ¢lanova ovog miza glase: 8, 2, 1.75, 1.732142857, 1.73205081. Poslije
¢emo pokazati da je a, sve blize broju \/3 $to je veéin (vidi Primjer N.34).

Primjer N.3 (Fibonaccijev niz) Leonardo od Pise, poznat jo§ kao Fibonacci,
postavio je 1202. g. u svom radu ,Liber abaci” tzv. ,problem zeceva”. Shema
razmnoZavanja zeceva je sljedeca: par zec-zecica (starih barem 2 mjeseca) tijekom
svakog sljedeéeg mjeseca dobiju par mladih (zeca i zecicu). Ako smo poceli s jednim
novorodenim parom, koliko ée biti ukupno parova zeceva nakon n mjeseci?

Nakon prvog mjeseca e biti jo§ uvijek jedan par zeceva, jer oni jo§ nisu zreli za oplodnju.
Nakon dva mjeseca imamo dva para. Nakon tri mjeseca imamo tri para (originalni par i
njihovi potomci nakon drugog i treéeg mjeseca).

Neka je Fy, broj parova zec-ze¢ica nakon n mjeseci, tj. tijekom (n + 1)-og mjeseca.
Prema pretpostavci je Fop = 11 F; = 1. Da bismo dobili F,, treba broju parova F,_1 koji
su zivjeli prethodni mjesec dodati novorodene parove koji mogu doéi samo od Fj,_2 parova
zivih prije dva mjeseca. Stoga za svaki n > 2 vrijedi:

Fn =Fn-1+ Fn72-
Napisite prvih 20 ¢lanova Fibonaccijeva niza.

Zadatak N.2 Kuglica padne na elasticnu podlogu s visine hg i odskoci nazad na
visinu %ho. Odredite visinu h,, kuglice nakon sto se n puta odbila od podloge.

N.2 Neki specijalni nizovi

a) Aritmeticki niz.

Definicija N.2 Neka su a1,d € R. Niz realnih brojeva definiran formu-

lom
an=a1+(n—1)d, neN (N.1)

nazivamo aritmeti¢ki niz s diferencijom d.

Iz definicione formule dobivamo:

_ —2)d d
an1+an+1:[a1+(n )]+(a1+n)=a1—|—(n—1)d=an, n>2,
2 2
odakle vidimo da je svaki ¢lan niza (osim prvog) aritmeticka sredina! neposredno

susjednih ¢lanova. Od tuda i dolazi ime tog niza.

IBroj A(a,b) = (a + b)/2 nazivamo aritmetickom sredinom brojeva a i b.
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Primjer N.4 Zadan je aritmeticki niz 2,7,12,17,.... Odredimo aspop-

a1 =2, d=az—a1 =7-2=5. Opéiélan je an, = 2+ (n—1)5, a az000 = 2+ (2 000—1)5 =
9 997.

Primjer N.5 Interpolirati izmedu dva zadana broja a © b aritmeticki niz od r cla-
nova znaci odrediti v brojeva, koji zajedno s a i b ¢ine konacan aritmeticki niz od
(r +2) clana, kome je a prvi i b posljednji élan. Za primjer interpolirajmo izmedu
10 i 34 aritmeticki niz od 5 clanova.

a1 = 10,a7 = 34. Buduéi da je a7 = a1 + 6d dobivamo d = 4. Trazeni niz glasi:
10, 14, 18, 22, 26, 30, 34.

Suma s,, prvih n ¢lanova aritmetickog niza iznosi

:E[

Sp = g(al +a,), odnosno s, 5 2a1 + (n — 1)d]. (N.2)

. . . . L . . . n +1)
Dokaz. Zaista, iskoristimo li formulu za zbroj prvih n prirodnih brojeva: k= n(n

(vidi Primgjer U.14) dobivamo:

bn = éak - é[al ¥ (k—1)d = éal +k§::1(k— 1)d = nay +d(k2::1k - él 1)
= nar+d {w —n} — a1+ (n - 1)d] = Blas + a1 + (n— 1)d]
= %(a1+an).

Primjer N.6 Odredimo zbroj prvih 30 élanova aritmetickog niza 24,20, 16, . ...

a1 =24, d = —4, aso = a1 + (30 — 1)d = 24 + 29(—4) = —92. s30 = %Q(cu =+ ago) =
15(24 — 92) = —1 020.

Primjer N.7 Odredimo aritmeticki niz (a,) za koji je s, = 14n — 2n2.

Iz 14n — 2n® = %[Qal +(n—1)d] = an +n(ar — %) usporedivanjem koeficijenata uz iste

potencije od n dobivamo: 14 = a1 — %7 -2 = %, odakle je d = —4, a1 = 12. Dakle, opéi
¢lan trazenog niza je an =12 — (n — 1)4 = 16 — 4n.

Zadatak N.3 Odredite aritmeticki niz kome zbroj pruih pet ¢lanova iznosi 10, a
njithov umnoZak 320.

Zadatak N.4 Koliki je zbroj prirodnih brojeva koji su djeljivi s 19 i mangi od 5000 2
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b) Geometrijski niz.

Definicija N.3 Neka su a1,q € R. Niz realnih brojeva definiran for-
mulom
an=ay-¢""', neN (N.3)

naziwamo geometrijski niz s kvocijentom q.

Dakle, geometrijski niz je na jedinstven nacin odreden svojim prvim ¢lanom
a1 1 kvocijentom q. Iz definicione formule dobivamo:

Van—1-ap=ay,, n2=>2,

odakle se vidi da je svaki ¢lan (osim prvog) geometrijska sredina? neposredno sus-
jednih ¢lanova.

1

=5(=73

Primjer N.8 Odredimo opéi ¢lan geometrijskog niza 2, %7 %7 2—277 ..
q ).

wino
Wi

/2=

25

Prvi ¢lan zadanog geometrijskog niza je a1 = 2, a kvocijent je

Prema prethodnoj formuli je an, = 2(%)"‘1.

Zadatak N.5 UmnozZak prvog i petog ¢lana geometrijskog niza je 144, a zbroj dru-
gog, treceg i ceturtog ¢lana je 18. Odredite opéi ¢lan ovog niza.

Suma s,, prvih n ¢lanova geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom
q iznosi:

1—4g"
Sn:{all_qa q#l (N4)

nay, q=1.

Dokaz. Ako od jednakosti s, = a1+ a1q+ -+ +a1¢" 2 4+ a1¢" ! oduzmemo jednakost
gsn = a1q + a1¢> + - + a1¢" " 4 a1¢™ imamo s, (1 — q) = a1(1 — ¢"), odakle za g # 1
dobivamo trazenu formulu. O¢igledno, za ¢ =1 je s, = na1 a

Primjer N.9 Tri broja c¢ine konacan geometrijski niz, komu je zbroj 65. Ako se
srednjem ¢lanu doda 10, dobivamo konacan aritmeticki niz. Kako glasi taj niz?

Neka je a1, a1q, a1¢® trazeni niz. Niz a1, a1q + 10, a14> je aritmeticki. Buduéi da je a1q +

10 —a1 =a1¢*> —a1g—10 (=d) i 65 = a1 11—_qq =ai(1+ g+ ¢*), dobivamo sustav:
ai1(g® —2¢+1) =20
a1(1+q+ ¢°) = 65.

Izlu¢imo li iz druge jednadzbe a; i uvrstimo u prvu, nakon sredivanja dobivamo jednadzbu
3¢®> — 10¢ 4+ 3 = 0, &ija rjeSenje su 1 = 3 i g2 = L1z druge jednadzbe za a1 imamo dva

rjeSenja: a; = ﬁ- =5, a1 = ﬁ— = 45. Za trazeni geometrijski niz

dobivamo dva rjesenja: a) 5,15,45, b) 45,15, 5.

2Broj G(a,b) = v/ab nazivamo geometrijskom sredinom nenegativnih brojeva a i b.
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Primjer N.10 Zadan je pocetni kapital Cy i godisnja kamatna stopa p. Uz pri-
mjenu sloZenog ukamacivanja izracunajmo vrijednost tog kapitala na kraju bilo koje
godine.

Vrijednost kapitala Cp na kraju prve godine sastoji se od vrijednosti pocetnog kapitala Co
i kamata Co 55, tj.

_ po_ _
C1 = Co+ Coges = Co (1+ Cor,

L)
0 100
gdjesr =1+ 16;0 oznacavamo tzv. godiSnji kamatni faktor. Analogno, na kraju druge
godine vrijednost kapitala je

- P _ Py _ = Cor?
Co=C1+C 100 Ch (1+ 100) Cir = Cor”.

Opéenito, na kraju n-te godine vrijednost kapitala je
C, = Cor™.

To je dobro poznata osnovna formula financijske matematike za vrijednost pocetnog kap-
itala Cp na kraju n-te godine uz primjenu dekurzivnog slozenog godisnjeg ukamadivanja.
Niz (Ch) je geometrijski niz s kvocijentom 7 i prvim ¢lanom Cp.

Zadatak N.6 Nakon koliko godina ée se meki pocetni kapital udvostruciti prim-
jenom sloZenog ukamadivanja uz godisnju kamatnu stopu p = 5%%

¢) Harmonijski niz

U nekim slu¢ajevima u primjenama se koristi i harmonijska sredina H(a, b)

brojeva a, b:
2

+

H(a,b) :=

=
=

Definicija N.4 Niz kome je svaki ¢lan (osim prvog) harmonijska sre-
dina dvaju neposredno susjednih clanova nazivamo harmonijski niz.

Primjer N.11 Niz zadan opéim clanom a, = % je harmonijski niz. Provjerite!

N.3 Osnovna svojstva nizova

Niz realnih brojeva (a,) je stacionaran ako postoji prirodan broj ng takav
da je ay, = ap, za svaki n > ng. Drugim rije¢ima, niz je stacionaran ako su pocevsi
od nekog c¢lana pa nadalje svi ¢lanovi toga niza medusobno jednaki.

5

Primjer N.12 Niz s opéim clanom a, = 1 + [ﬁ] je stacionaran. Naime, buduci

da je [%] —0zan>6, on glasi: 6,3,2,2,2,1,1,1,1,....1,....



82 N.3 Osnovna svojstva nizova

Za niz realnih brojeva (a,) kazemo da je monotono rastuéi ako postoji
no € N takav da je:
an < g1 (Y > ng).

Niz realnih brojeva (a,) je monotono padajuéi ako postoji ng € N takav da je:
an > any1 (V1 >ng).

Drugim rije¢ima, niz realnih brojeva je monotono rastuéi [monotono padajuéi] ako
je pocevsi od nekog ¢lana pa nadalje svaki sljedeéi ¢lan veéi [manji] od prethodnog.

Zamijetite da je niz (a, ) monotono padajuéi onda i samo onda ako je niz (—a,,)
monotono rastuci. Ukoliko u prethodnim definicijama vrijede stroge nejednakosti,
onda govorimo o strogo rastuéem odnosno strogo padajuéem nizu.

2 —n strogo rastuci:

Primjer N.13 Pokazimo da je niz a, =n
anp1=Mm+1)°—m+1)=n*+n>n"-n=a,, neN.

Primjer N.14 Ako je ¢ > 0, onda je niz a,, = ¢"~* strogo rastuci za q > 1 i strogo

padajuéi za 0 < q < 1. Zaista, ako je ¢ > 1 mnoZenjem te nejednakosti s ¢"~ "

dobivamo ¢" > ¢"" 1, tj. Gny1 > an za svaki n € N. Na slican nacin se provodi

dokaz za 0 < ¢ < 1.

Za niz realnih brojeva (a,,) kazemo da je omeden odozgo [omeden odozdo]
ako je skup {a, | n € N} omeden odozgo [omeden odozdo] (vidi Poglavije U.1.2).
Za niz koji je omeden i odozgo i odozdo kazemo da je omeden.

Primjer N.15 Pokazimo da je niz:
1 z
ay =z >0, an+1=§ an + —

omeden i monotono padajuci:

Moze se pokazati da je aritmeticka sredina dvaju brojeva veéa ili jednaka od njihove
geometrijske sredine. Za brojeve a,, i % to znaci da je:

1 /
an+1:§(an+a£)2 an.G,i:\/E’ n € N.

Iz gornje nejednakosti imamo: a, > /x (Vn > 2), odakle slijedi da za donju medu niza
(an) mozemo uzeti broj m = min {z, /z}. Nadalje, za n > 2 zbog a, > \/z vrijedi

An+1 1 X 1 1 .

Dakle, ovaj niz je monotono padajuéi. Primijetimo jos da je jedna gornja meda ovog niza
broj M = max {a1,a2} = max {z, (x +1)/2}.

Zadatak N.7 Pokazite da je niz a, =1 — % omeden i monotono rastuci.
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N.4 Limes niza realnih brojeva

Definicija N.5 KaZemo da je realan broj a gomiliste ili tocka gomilanja
niza realnih brojeva (a,) ako svaka e-okolina broja a sadrzi beskonacno
mnogo clanova niza (ay,).

Primjer N.16 Pokazimo da je O gomiliste niza (%)

Za zadani € > 0 u e-okolini (—e&,e) oko nule nalazi se beskona¢no mnogo ¢lanova ovog
niza: to su svi oni ¢lanovi za koje je % < g, tj. za koje je n > % Zamijetite da je 0 jedino
gomilis§te danog niza.

Primjer N.17 Gomiliste (jedinstveno) stacionarnog niza 4,3,2,1,1,1,...,1,... je
realan broj 1.

.. ) . P 1+ (-1)" . s .
Primjer N.18 Niz kome je opci ¢lan a, = ——y—— ima dva gomalista: 0 i 1.
Zamijetite da se radi o nizu 0,1,0,1,0, 1, .... Clanovi niza s parnim indeksom su 1 (agr =
1, k € N), a ¢lanovi s neparnim indeksom su 0 (az2x—1 = 0, k € N). U svakoj e-okolini nule
nalaze se svi ¢lanovi niza s neparnim indeksom, a u svakoj e-okolini broja 1 nalaze se svi
¢lanovi niza s parnim indeksom.

askp—1 =0 azk =1

—€ 0 3 11— 1 1+4¢

SlikaN.2.

2

Primjer N.19 Niz kome je opéi ¢lan a, = n® nema gomiliste.

Opéi ¢lan an, = n? je sve vedi 5to je n vedi pa se u svakoj e-okolini proizvoljnog realnog
broja a moze naci najvise kona¢no mnogo ¢lanova niza.

Zadatak N.8 Odredite gomilista nizova:

a) a, = n(=1)" b) a, = cos(nm)
¢)a, =((-1)"+1)-27 d) an :].—COS%.

Za teorijska razmatranja vazan je sljedeci teorem kojega navodimo bez dokaza.

Teorem N.1 (Bolzano — Weierstrass) Svaki omeden niz realnih
brojeva ima barem jedno gomiliste.

Ako postoji realan broj a takav da se u svakoj njegovoj e-okolini nalaze skoro
svi ¢lanovi niza (a,), tj. svi ¢lanovi osim eventualno konaéno mnogo njih, onda
kazemo da je niz (a,) konvergentan, a broj a zovemo limes niza (a,) i pisSemo a =
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lim a, ili a,, — a kada n — oco. Ovu definiciju limesa mozemo operacionalizirati

n—oo

(uéiniti primjenjivom) na sljedeéi nacin:

Definicija N.6 Kazemo da je niz (a,) konvergentan ako postoji realan
broj a takav da za svaki realan broj e > 0 postoji prirodan broj ng takav
da (vidi Sliku N.3):

(n>ng) = (lan, —a| < e). (N.5)
Broj a zovemo limes ili grani&na vrijednost niza (a,) % pisemo:

a= lim ap; ii a, —a kada n — co.

n—oo

Za niz koji nije konvergentan kaZemo da je divergentan.

no n a—e a a+e

Slika N.3.

Teorem N.2
a) Svaki konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.

b) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedno gomiliste. To je
ujedno i njegov limes.

Dokaz. Neka je (an) konvergentan niz realnih brojeva, a = lim a, i b(b # a) proizvoljan
realan broj. Odaberimo disjunktne e-okoline brojeva a i b, primjerice (a — ¢,a + ¢€) i
(b—e,b+¢), gdjejee = ‘ajT—b‘. Prema (N.5) u e-okolini broja a nalaze se svi ¢lanovi niza
(an) osim mozda kona¢no mnogo njih pa ti ¢lanovi ne mogu biti u e-okolini (b —€,b + ¢)
broja b. Prema tome, b ne moze biti niti grani¢na vrijednost niti gomiliste toga niza. O

n
Niz kome je opéi ¢lan a, = ¢, ¢ € R, je konvergentan ¢ lim c = c.
n—oo

Primjer N.20 Niz a,, =1 je konvergentan i vrijedi lim 1L _y (vidi Primjer N.16).
n—oo

n?4+1

3n?—1°
Sto je n veéi to su i brojnik n? + 1 i nazivnik 3n? — 1 sve veéi. Tu se javlja tzv. neodredeni
oblik % (vidi Primjedbu N.1, str.87). Podijelimo 1i i brojnik i nazivnik s najveéom

Primjer N.21 Ispitajmo konvergenciju niza zadanog opéim clanom a, =
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potencijom od n (n?) dobivamo:

n+1 /:n®  1+41/n?
3n*—1/:n? 3-1/n°

anp =

odakle mozemo uogiti da je brojnik 1 + 1/n? sve blizi broju 1, a nazivnik 3 — 1/n? broju
2
3, ako n raste. Naslu¢ujemo da je lim Snj+—11 = 31; Dokazimo tu pretpostavku.
n—oo N~ —
Neka je € > 0 proizvoljan realan broj i odredimo prirodan broj no takav da je
lan — 31;| < e za svaki n > ng. Provjerite da je:

2
1 1
nt ——|<6<:>

1
<ege=n> = _E+1

3n? -1 3 3(3n% — 1) 3

L <e<=
an — -
3

Za trazeni broj no = no(¢) mozemo uzeti bilo koji prirodan broj veéi od :1; (3% + 1).

Najmanji takav broj je upravo {1 /% (gl_s + 1) + 1, gdje [z] oznacava najveéi cijeli broj
manji ili jednak od z (vidi Primjer F.20, str. 35).

Primjerice za € = 0.1 i no(0.1) = 3 izvan te € okoline broja % nalaze se samo prva

dva ¢lana, dok su ostali unutar te e-okoline (vidi Tablicu N.1 1 Sliku N.4.a).

n an lan — al
|1 2/3=06
2 | 5/11 =045 4/33 = 0.12
3 [ 5/13~038 | 2/39 ~0.05
4 | 17/47 ~ 0.36 | 4/141 ~ 0.028
5 | 13/37~0.35 | 2/111 =~ 0.018
Tablica N.1
2 _1\n
) an = 3] b) ay = 5
a(n) E]‘aﬁn_) ____________
1 0 ll ) n
3 ES=============}2¢ B
0 1 2 3 4 4, -1
Slika N.4
Primjer N.22 Pokazimo da je niz a, = (;12)71 konvergentan i da mu je limes
jednak nuli (vidi SlikuN.4.b).
Za £ > 0 imamo
lan — 0| < e & (b <s<:>n>i
n n2 \/g

Dovoljno je uzeti ng = [%} + 1.
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Primjer N.23 Ispitajmo konvergenciju niza a, = vn +1—/n:

Sto je n vedi tosuivVn+1i /1 sve vedi pa ne moZemo nista zakljuciti o ponaSanju
njihove razlike (opéeg Clana an) kada n tezi u beskona¢no. Javlja se tzv. neodredeni oblik
0o — oo (vidi Primjedbu N.1, str.87). Zamijetite da je:

an:\/ﬁ—\/ﬁ:(\/n+ _\/ﬁ)(\/n+1+\/ﬁ): 1 ’
Vnt+14n Vnt+1+yn
odakle naslu¢ujemo da je a, sve blizi nuli §to je n veéi. Pokazimo da je lim a, = 0. Za

zadani realan broj € > 0 treba pronadi prirodan broj no takav da za svaki n > ng vrijedi
lan — 0| = \/n7+++\/ﬁ < g, tj. % < v/n+ 1+ +/n. Iz posljednje nejednakosti vidimo da je
za no dovoljno uzeti bilo koji prirodan broj takav da je \/ng > 2—15 Naime, tada za n > ng
imamo:

1
vVn+14++vn>vVno+14+/no > 2/no > =
Tako smo dokazali da je lim (vn+1—/n) = 0.

Primjer N.24 MoZe se pokazati: a) lim ¥/n =1, b) lim a = 1 za svaki
a>0 (vidi [3])).

Zadatak N.9 Pomocu definicije limesa pokaZite da je lim a, = a, gdje su
n—oo

a)an:2—1—32:22,a:% b)anzz—%a:Q
c)anzilnggng,a:—Q d)an = 32=} a=

_ _2n _ _2-3n> _ _3
e)an—n3_2,a—2 f)an—4+5n2,a— £

Definicija N.7 Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da divergira k +oo
1 ptSemo lim a, = 400, ako za svaki broj M > 0 postoji prirodan broj

n—oo

ng, takav da (n > ng) = (a, > M)

Niz realnih brojeva (a,,) divergira k —oo i pisemo lim a,, = —o0, ako za

n—oo

svaki broj m < 0 postoji prirodan broj ng, takav da (n > ng) = (an <
m).

Primjer N.25 Niz a,, = n? divergira k +00, a niz b, = —n prema —oo.
Primjer N.26 Pokazimo da je

0, za0< |g| <1
lim ¢" = 1, za q =1
e 400, zagq>1.

e Ako je ¢ = 0, onda je ¢" = 0 za svaki n. Zato prvo pretpostavimo da je 0 < |¢| < 1.
Za proizvoljan realan broj € > 0 treba pronadi prirodan broj ng takav da:

(n>mno) = (I¢" — 0] = lg" <e).
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Bududéi da je:
loge

q|" <e < nloglq| <loge & n > ,
g “ Tog

treba pronaéi takav prirodan broj no da (n > ng) = <n > log e > . Dovoljno je

log |q]
uzeti ng = {13)—05—2'} .

e Zag=1ljeq"=1paje lim ¢" = lim 1= 1.

n—oo

e Za g > 1 prema Bernoullijevoj nejednakosti (vidi Primger U.15, str.10) imamo:
¢" =1+ (q-D]" 21+n(¢g—1).

Za proizvoljan realan broj M > 0 mozemo odabrati takav no € N da je 14+no(¢g—1) >
M, odakle za n > no dobivamo:

" >14+n(g—1)>1+4+no(g—1) > M.
Prema definiciji je lim ¢" = 4o0.
Primjer N.27 Za q < —1 niz (¢"™) je divergentan.

Za q¢ = —1 dobivamo niz —1,1,—1,1,—1,1,.... On ima dva gomilista 1, —1 pa je stoga
divergentan. Ako je ¢ < —1, ¢lanovi niza (¢") s parnim indeksom postaju sve veéi §to je n
vedi, a clanovi s neparnim indeksom sve manji. To znaci da se u svakoj e-okolini realnog
broja a moze naéi najvise kona¢no mnogo ¢lanova niza pa taj niz nema limes.

Primjedba N.1 Neka su (an) i (by) bilo koja dva niza realnih brojeva takvih da
je lim a, = lim b, = oo i diskutirajmo konvergenciju pomocu njih oformljenih

n—oo n—oo

nizova a) <z—:> ,b) (an —bp):

a) U ovom slucaju kazemo da se radi o tzv. neodredenom obliku 22. Naime, i
brojnik i nazivnik divergiraju prema oo kada n tezi u co. Pokazimo jednostavnim
primjerom da neodredeni oblik £ u limesu (ukoliko on postoji) moze dati bilo koji
pozitivan realan broj:

Neka je ap = c¢-n, ¢ > 01 b, = n. Tada je nlingo an = lim b, = co. Bududi da je

g—::c,tojenlin;OZ—Z:c.

b) Ovdje se radi o tzv. neodredenom obliku co — co. Ovaj neodredeni oblik u limesu
moze dati bilo koji realan broj, kao §to se vidi na primjeru nizova: a, = ¢+ n,
bn, = n. Vrijedi nllnéo(an —bp) = lim c=c.

n— oo

Osim ova dva neodredena oblika postoje i tzv. meodredeni oblici %, 0- o0, 0°,
1%°, 00,

Za teorijska razmatranja od velikog je znacenja tvrdnja sljede¢eg teorema.

Teorem N.3 Svaki konvergentan niz realnih brojeva je omeden.
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Dokaz. Neka niz (an) konvergira broju a. Tada se u proizvoljnoj e-okolini njegova limesa
a nalaze skoro svi ¢lanovi niza, a izvan te okoline ima ih najvise konatno mnogo. Zbog
toga mozemo odabrati brojeve m, M € R (m < M) takve da su svi ¢lanovi niza sadrzani
u segmentu [m, M]. O

Obrat prethodne tvrdnje nije istinit, tj. postoji niz koji je omeden ali nije

_1\n
konvergentan. Takav je primjerice niz a, = 1——'—(21—) Medutim, vrijedi sljedeca

tvrdnja:

Teorem N.4 Svaki omeden i monoton niz realnih brojeva je konvergen-
tan.

Dokaz. Neka je (an) rastuéi niz. Prema pretpostavci skup {a. | n € N} je odozgo

omeden i prema tome ima supremum a = sup{a, | n € N}. Pokazimo da je niz (an)

konvergentan i da je lim a, = a. Za svaki € > 0 iz definicije supremuma slijedi da
n—oo

postoji ng € N takav da je a — e < an, < a. Niz (an) je rastuéi pa za n > ng dobivamo

a—¢ < an, < an < a, odakle dobivamo |a, — a| < € za svaki prirodan broj n > ng. Time

je pokazano da je niz (an) konvergentan i lim a, = a. Ako je niz (a») padajudi, tada je
n—oo

niz (—an) rastuéi, i prema tome konvergira.

Primjer N.28 Niz iz PrimjeralN.15, str. 82 je monotono padajuci i omeden, pa je
prema prethodnom teoremu konvergentan.

Broj e. Moze se pokazati (vidi Dodatak 2) da je niz (e,) realnih brojeva, definiran

formulom
1 n
en = <1+—) , neN,
n

strogo rastuéi i omeden niz (2 < e,, < 3) pa prema prethodnom teoremu ima limes
koji zovemo broj e. Dakle,

1 n
e= lim (1+ —) . (N.6)
n— o0 n
Broj e ima vaznu ulogu u matematickoj analizi. Naziva se Eulerov® broj Cesto i
prirodno uzima se za bazu logaritma (prirodni logaritam In). Broj e je iracionalan, a
njegova priblizna vrijednost na 15 decimalnih mjesta je e = 2.718281828459045. . ..

3Leonhard Euler (1707-1783) roden je u Svicarskoj, ali se razdoblja njegova najplodnijeg rada
povezuju s Berlinom u vrijeme Fredericka Velikog i Sant Petersburgom u vrijeme Katarine Ve-
like. Uz Lagrangea smatra se najveéim i najplodnijim matematicarem 18. stolje¢a. Objavio je
brojne radove iz teorijske i primijenjene matematike. Njemu se pripisu danas standardne oznake:
7, e,% te oznake za sumaciju X i vrijednost funkcije f(x). Njegova knjiga “Introductio in analysin
infinitorum” smatra se najkompetentnijim matematickim tekstom 18. stoljeca.
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Nadalje, moze se pokazati da je

a Ban

lim (1 + —) =e*P (N.7)

n—oo an
za sve o, f € R 1 za svaki niz (a,) realnih brojeva takav da je je lim |a,| = oo.

n—oo
2n 2n 2n"
Tako je primjerice lim (n_—!—?)) = lim (1—|— §> =e32=1¢5, lim (1—|- 17) =
n— 00 n n—00 n n—00 n

e32= eb.

Primjer N.29 lim (2£1) = Iim

- n— o0 (17

Zadatak N.10 Odredite sljedece limese:

o) lim (2)'5) tim (2"+3)n+1 ¢) lim (—”2—1)3"2 d) lim ("—+3)n+4
n—1/7 nes 2n+1 ’ n? ’ n+5 :

n—oo oo n—oo n—oo

N.5 Algebarske operacije s nizovima

Primjeri iz prethodne tocke pokazuju da je nalazenje limesa niza realnih bro-
jeva po definiciji tezak posao. Stoga ¢emo u ovoj tocki navesti i ilustrirati neka
pravila za nalazenje limesa.

Neka su (ay), (bn) bilo koja dva niza realnih brojeva. Pod zbrojem, ra-
zlikom, produktom i kvocijentom tih nizova podrazumijevamo redom nizove:
(an+by), (an—"0by), (an-by), Z—". Kod kvocijenta treba biti b,, # 0 za svakin € N.

Sljedeéim teoremom iskazana su osnovna pravila za rac¢unanje s limesima.

Teorem N.5 Neka su nizovi realnih brojeva (an) i (by,) konvergentni i
neka je a = lim a,, b= lim b,. Tada:

n—oo
1. niz (a, £ by,) je konvergentan i vrijedi:
lim (a, £b,) = lim a, £ lim b, (4. limes zbroja (raz-
n—oo n—oo n—oo
like) jednak je zbroju (razlici) limesa).
2. niz (an - by) je konvergentan i vrijedi:
lim (an-b,) = lim a,- lim b, (. limes produkta jednak
n—oo n—oo n—oo

je produktu limesa,).
3. ako je by, # 0 za svakin € N i b #£ 0, niz (a,/b,) je kon-
vergentan i vrijedi:

a lim a,

. ) noo o . ) . i

nan;o <_bn> = Tim b, (tj. limes kvocijenta jednak je kvo
n—oo

cijentu limesa).
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Dokaz. Dokazimo samo prvo pravilo i to za slu¢aj zbrajanja. Dokaz preostalih pravila
zainteresirani Citatelj moze nac¢i u Dodatku N.

Neka ay, — a i b, — b. Za svaki € > 0 postoje prirodni brojevi ni i ns takvi da

& (n>n2)= (Jbn—bl <

(n>n1) = (Jan —a| < = 2).

5)
Tada za no = max {ni,n2}

(n>no):>(|an—a\<% i |bn—b|<%).

Nadalje, za n > ng vrijedi |(an + bn) — (@ + )| < |an —a| + |bn — b < % + % =e. O
Primjedba N.2 Stacionaran niz s opéim clanom b, = ¢, gdje je ¢ bilo koji realan
broj, konvergira broju c. Primijenimo li pravilo za limes produkta dobivamo da za
svaki konvergentan niz realnih brojeva (ay,) vrijedi:

lim (¢-a,) =c- lim a,.

n—oo n—oo

Primjer N.30 lim (6” 10):2 lim ( - %):2 (3— lim %) 2(3-0) = 6.

n—oo n—oo n—oo

Primjer N.31 Odredimo lim w
n—oco n? +7Tn —4

U ovom primjeru ne smijemo primijeniti pravilo za limes kvocijenta, jer nizovi u brojniku i
nazivniku nisu konvergentni. Izlué¢ivanjem najvece potencijom od n u brojniku i nazivniku
dobivamo:

2 5 2 5 2
3> —5n+2 " (3—ﬁ+,7) 3-nta
5 = = .
n®+7Tn —4 n2(1+%_n%) 1+%_n%
Prema navedenim pravilima je:
lim <3—E+%):lim 3 — limé—&—lim %:3,
n—oo n n n—oo n—oo M n—oo n,
lim <1+Z—%):lim 1—|—limz—lim %:1.
n—oo n n n—oo n—oo N n—oo n,

Sada pomocu pravila za limes kvocijenta dobivamo:

lim = = =

n— oo

; 5 2
st iz M (-R+Z) 4
7

Primjedba N.3 Opdenito, limes niza (R(n)) kome je opéi ¢lan racionalna funk-
cija R u varyjabli n moZemo lako odrediti izlu¢imo li u brojniku i nazivniku najvecu
potenciju od n.

Neka je R = 5 racionalna funkcija, P(1) = apmax™+am_12™ 4 -+a1z+ag
i Q(z) = bpa® +bp_12" 1 4+ -+ by + by. Buduéi da je

m Um—1 ag
p amn™ (14 G22d 4oy 00
R(n) = (n) _ At amn

Q(TL) k bkfl bo




N.5 Algebarske operacije s nizovima 91

i da svaki od ¢lanova %Tn;bl ey a,ﬁ%m’ bbkk;zl ey b:%k konvergira nuli, dobivamo:
0, m<k
lim A + Q1™ - ain + ag _ Z—::, m=k
n=oo  bpnk + bp_1nF 1 4+ - 4 bin + by oo, m>k& §=>0
—00, m>k& (Z_:L <0

Primjer N.32 llustrirajmo primjerima receno u prethodnoj primjedbi:

odnd 4+ n—2 . 4n® . Ap
R T S TR T S

oo =4n4+n—2 _ . =4n°® _ i —4n _
b) lim — 5Tt —= = lim 7 = lim —= = —o0
c) i wlen s o 222 L

n—00 3n3 —2n o n— o0 3n3 o n—oo 3n

Primjer N.33 Neka je s,, zbroj prvih n-élanova geometrijskog niza a, = a1 -q" .
Odredimo (ukoliko postoji) lim s, :
n—oo

oo, a1 >0
Za q=1 je s, = a1 - n, odakle je lim s, = —o0, a1 <0
e 0, a1=0.
Neka je g # 1. Tada je s P Sk Y (R S Zalgl <1lje lim ¢" =0
Je q . Je Sn = IT=¢g =@M \T—¢q " T—-¢g/)- q J n_woq =

(vidi Primgjer N.26, str.86) pa dobivamo

n

lim s, = a1 lim 1 — g - a1 lim a4 _ @
n—oo 1n~>oo l—q 1—q 1—q 1n~>001—q 1—q'
n o0, a1>0
Za ¢ > 1je lim qu = —co (Primgjer N.26, str.86), pa je lim s, =< —oco, a1 <0 ,

dok je za ¢ < —1 niz (sy) divergentan (vidi Primjer N.27)

Primjer N.34 Ispitajmo konvergenciju niza ap41 = % <an + d%) , ap =2z >0.

Ovaj niz je omeden i monotono padajuéi (Primgjer N.15) i prema tome konvergentan i ima
limes @ = lim a,. Prijelazom na limes dobivamo:
n—oo

odakle je a® = z. Bududi da je a, > v/ za svaki n > 2, to je a > 0 pa je a = \/=.

Primjedba N.4 Ukoliko treba ispitati konvergenciju niza realnih brojeva definira-
nog rekurzivnom formulom, prije prijelaza na limes prethodno treba utvrditi da je
taj niz konvergentan. Ilustrirajmo primjerom:

Niz (a,) definiran je rekurzivnom formulom: a; = 2, a, = an27 T Brzopletim prijelazom na

limes (bez prethodne provjere konvergencije) uz pretpostavku da je a = lim a, dobili bi

n—oo
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a= %7 odakle bi slijedilo da je a = v/2. Medutim, raspisivanjem ¢lanova niza zakljuéujemo
da se radi o divergentnom nizu (ima dva gomiligta): 2,1,2,1,2,....

Zadatak N.11 Odredite limese:

_ N (9 . \4
o BoEGEn T, oo
. 6 —n)? 6+ n)? . 3 _
¢) nh—{go E6 + n;Q El — ngQ ’ d) nh—{go (n+ 181?4 — (27?— )Y
¢) lim (n+2)° 4+ (n —2)° /) lim (n+1)°+(n—-1)°
nooo ni42mZ-—1 "’ n—o0 n® —3n '
Zadatak N.12 Odredite limese:
3 3
a) lim Vn2 — 1+ 7n® b) lim 6n” —vno+1
n—o00 n12+n—|—1—n n—oo 4n6+3_n

¢) lim Vn+2—+vn?+2 d) lim vVt +2+vn—2
n—>oo{4/n4—|—1—\?/n4_1’ n_’0°<4/n5+2+\/n_2

Zadatak N.13 Ispitajte konvergenciju nizova zadanih rekurzivnom formulom:
a)an:\/2+an 17041:\/57 b)an:an2_17a1:17
¢) apy1 = —(an +1), a1 =0, d) ant1 = V2an, a1 = 1.

Ponekad o konvergenciji niza mozemo zakljuciti iz konvergencije odgovarajuceg
niza apsolutnih vrijednosti, o ¢emu nam govori sljedeéi teorem.

Teorem N.6 Ako je lim |a,| =0, onda je lim a, = 0.

Dokaz. Neka je hm lan| = 0. Tada za svaki € > 0 postoji prirodan broj no takav da je

|lan| — 0] < e, tj. |an — 0] < € za svaki n > no, $to nam govori da je lim a, = 0. a
e . . . . (=)™
Primjer N.35 Odredimo limes niza a, = o
lan| = L1 i |an| = lim 1 _ 0. Prema prethodnom teoremu je lim (=D" =0
n n7 n—s 00 n oo n . oo n .

Primjedba N.5 U prethodnom teoremu bitno je da odgovarajuéi niz apsolutnih vri-
jednosti (|ay|) konvergira nuli. U suprotnom polazni niz (ay,) ne mora konvergirati,
Sto se lako vidi na primjeru niza a, = (—1)™.

Cesto puta niz kome treba ispitati konvergenciju mozemo “stisnuti” izmedu
dva konvergentna niza. Ako pri tome ta dva niza konvergiraju istoj grani¢noj vri-
jednosti, onda i polazni niz konvergira toj vrijednosti, kao $§to nam govori sljedeci
teorem.
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Teorem N.7 Neka su (an), (bn), (¢n) nizovi realnih brojeva i neka pos-
toji prirodan broj ni takav da je

an <bp <cp (N >m).

Ako je lim a, = lim ¢, = a, onda i niz (b,) konvergira prema a, tj.
n—oo n—oo

lim b,, = a.

n—oo

Dokaz. Za svakie > 0 postoje prirodni brojevi ng(a), no(c) takvi da je a—an < |a—an| <

ezan>ng(a)icn—a<]a—cn| <e zan>ng(c). Neka je no = max {no(a),no(c),n1}.

Zamn >mnoimamo a —e < anp <bp, < cn < a+e, tj. |bn —al <e, odakle je lim b, = a.
n—oo

Primjer N.36 Pokazimo da je lim %nr =0,a€cR.

Tvrdnja je ocigledna za a = 0. Neka je a > 0. Tada postoji ng € N takav da je no > a, pa
je
nl=nn—-1)---(no+ 1L)no(no —1)---2-1 > ngl - ng "°

za svaki n > ng. Stoga je

n n n . ng
0 —— 0= (=) 2 nzn
n! no! g 0 no no!

Bududi da je 0 < & < 1, to je lim (nio)n = 0 (vidi PrimjerN.26, str.86). Primjenom

prethodnog teorema dobivamo lim % = 0.
Ako je a < 0, onda je |a] > 0 i prema ve¢ dokazanom je lim )a_' = lim # =0,
n—oo | T n.

n— oo

n
odakle je prema prethodnom teoremu lim %r =0.
n—oo ]

Zadatak N.14 Dokazite da je lim 2n_n =0.
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R. REDOVI REALNIH BROJEVA

Kao motivaciju za uvodenje pojma reda i njegove konvergencije razmotrimo problem
zapisa periodickog decimalnog broja u obliku razlomka.

Radi odredenosti, neka je 7 = 0.135135135 - - - periodi¢an decimalni broj, koji
krace pisemo kao r = 0.135. Kako taj broj zapisati u obliku razlomka? Kao prvo,
uocimo da je

135 i 135 i 135 T 135 i
r=— - - e - P
10 1032 1033 103"
oo 135 o . _ 135
te da pribrojnici a, := 103 ™ € N, ¢ine geometrijski niz s prvim ¢lanom a; = 103
i kvocijentom ¢ = %3 < 1. Buduéi da pribrojnika ima beskona¢no mnogo, ne

mozemo ih sve zbrojiti. Kako odrediti njihov zbroj? Pokusajmo ovako. Sa s,
ozna¢imo sumu prvih n pribrojnika, tj. neka je s, = a; +as+---+a,. Sto je n veéi
to s, predstavlja bolju aproksimaciju broja r (zbrojili smo vise ¢lanova). Stoga je
za ocekivati da s, konvergira broju r. Prema Primjeru N.33, str.91, je

lim s S —7135 —i
nmoe ' 1—gq 103—1 37

Dijeljenjem je lako provjeriti da je lim s, = 35—7 =r.
n—oo

R.1 Pojam reda

Neka je (ay) niz realnih brojeva. Pomocu njegovih ¢lanova induktivno defini-
rajmo niz parcijalnih suma (s,) :

S1 = aq

So = ap + az
83 = aj +az + as

Sp=a1+taz+---+ay
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Uocimo da s, predstavlja sumu prvih n ¢lanova niza (a).

Definicija R.1 Uredeni par nizova realnih brojeva ((ar), (sn)) zovemo
red realnih brojeva i oznacavamo s 3 a,. Pri tome a, zovemo opéim
n>1
&lanom, a s, zovemo n-tom parcijalnom sumom reda > a,.
n>1

Definicija R.2 Za red > a,, kaZemo da je konvergentan ako je njegov

n>1
niz parcijalnih suma (s, ) konvergentan. Pri tome lim s, zovemo suma
n—oo
o0
ili zbroj reda > a, i oznacavamo s Y. an, tj.
n>1 n=1

o0

E ap := lim s,.
n—oo

n=1

Za red Y. an kaZemo da je divergentan ako je mjegov niz parcijalnih
n>1

suma (sy,) divergentan.

Primjedba R.1 Za red Y a, u literaturi se cesto koristite i oznake:
n>1

Zak i ag+as+---+ap,+---

k>1
Primjer R.1 Ispitajmo konvergenciju geometrijskog reda > alqk*1 .
k>1

Za m-tu parcijanla suma s, vrijedi: s, = a1(1—|—q—&—q2 +¢3+-- ~+q"_1) = —la_—lq —a1 _quq

Prema Primjerima N.26 i N.27 str. 86 limes lim ¢" postoji onda i samo onda ako je |g| < 1
i pri tome je lim ¢" = 0. Dakle, geometrijski red je konvergentan onda i samo onda ako

3 ; : : = k—1 _ a1
je |g| < 1. Pri tome njegova suma je 1;1 aiq =T—q

Zadatak R.1 Ispitajte konvergenciju i nadite sumu (ako postoji) redova:
_ n—1
a) Z 2"%1’ b) Z (21 a) B C) Z 2m,
n>1 n>1 n>1
Primjer R.2 Ispitajmo konvergenciju reda

1—141—141—1+--

Kako je niz (s,) parcijalnih suma:

1,0,1,0,1,. ..
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divergentan (ima dva gomilista: 01i 1), ovaj red je divergentan i nema smisla traziti njegovu
sumu.

Primjer R.3 Harmonijski red ) % je divergentan:
E>1

1

Niz parcijalnih suma kome je n-ti ¢lan s, = 1 + % +3 1

+ -+ 7 je rastudi niz. Mate-
matickom indukcijom lako se pokaze da je san > 1+ % za svaki n > 2, odakle dobivamo
lim s, = oco.

n— oo

Primjedba R.2 Moze se pokazati (vidi [3]) da hiperharmonijski red ) L@
>

J

3

3
[t

a > 0, konvergira onda i samo onda ako je o > 1. Tako primjerice redovi Elg,
n>1

1 o . 1 1 .
> 7 konvergiraju, dok redovi T > pm) divergiragu.

n>1 n>1 n>1

.. ‘ 1
Primjer R.4 Odredimo sumu reda 1;2:1 ACESE

Bududi da je ar, = m = % — %_’_1, k € N, za n - tu parcijalnu sumu dobivamo:

_ 1 .
1, red 1;2:1 REFT) ° konvergentan i suma mu

Kako je lim s, = lim (1 _ #I)
1

iznosi 7 = 1.
1;::1 k(k+1)

Primjedba R.3 Zapis reda moZe imati opéenitiji oblik: > a,, gdje je k € Z.
n>k

o0 o0
Tako primgjerice zapisi > a1q"~ 1, Y. a1q" predstavijaju jedan te isti red:
n>1 n>0

a1+ arg+aig® +-Fag"

Nadalje, uoc¢imo da redovi >, an i Y. an, k € Z, istovremeno oba konvergiraju
n>1 n>k
ili oba divergiraju iako im se, u slucaju da konvergiraju, sume razlikuju za zbroj
prvih k — 1 élanova. Naime, ako je s, n-ta parcijalna suma reda Y an,a oy, n-ta
n>1
parcijalna suma reda Y an, onda je o, = ap + ag41 + -+ Qptn—1 = Sktn—1 —
n>k
(a1 + -+ + ax—1), odakle se vidi da lim o, postoji onda i samo onda ako postoji
n—oo

o0 o0
lim sgpin—1 = lim s, te da je u tom slucaju > anp =a1+ - +ag_1+ Y. an.
n— oo n—oo n=1 n=k

sk ; 45k
Primjer R.5 Odredimo sumu reda kzz::s Ry T
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Najprije rastavimo op¢i ¢lan na parcijalne razlomke:

4—5k  _ 4 — 5k _A__B C _ _
Bt ok Rh—Dk=2 kT E-1tr_g /Hk-DE-2)

4—5k= A(k—1)(k—2)+ Bk(k —2) + Ck(k — 1).

Zamjenjujuéi k u prethodnoj jednakosti redom s 0,1, 2 dobivamo A =2, B=1, C = —3.
Dakle,

4—5k 2,13
kk—1)(k-2) k k-1 k-2
odakle dobivamo:
n+2 n+2 n+2 n+2 n+42
2 1 3 1 1 1
Sp = ap = 2412 )=23 143 235 ==
Sa=3 (Frptrple) =2l bt L T 3L pi
n+2 n+1 n n n
_ 1 1 1 _ 1 1 1 1 1 1
1 S _ 3 2
_3<1+7+k§3 =4+ 11+ o

1
k
Kako je lim s, = lim (—4 + %1— + %2) = —4, zadani red je konvergentan, a nje-

n—oo n—o00

; ; R 4 — 5k
gova suma iznosi —4, tj. Sy = 4.
=3 k® — 3k + 2k

Primjer R.6 Konstruirajmo niz geometrijskih objekata na sljedeéi nacin: Podimo
od istostranic¢nog trokuta sa stranicom a =1 (SlikaR.1.a)

a) b) c)

SlikaR.1: Generiranje “snjezZne pahuljice”

Podijelimo svaku stranicu trokuta na tri jednaka dijela i nad srednjim dijelom kon-
struirajmo jednakostranican trokut (sa stranicom %§). Dobivamo lik prikazan na
SliciR.1.b, kome svaku stranicu dijelimo na tri jednaka dijela i nad srednjim di-
jelom konstruiramo jednakostranicni trokut. Ponavljajuci ovaj postupak dobivamo
niz likova Ly, Lo, ... kojima se opsezi O1,0a, ... i povr§ine Py, P, ... poveéavaju.

e Razmotrimo najprije opsege O1, 02, . ... Kako se u svakom koraku broj stranica
poveéava Cetiri puta, lik L, ima 3 -4"~' stranica duljine 1/3"~1. Stoga je

4 n—1

Niz (Oy,) je geometrijski niz s kvocijentom q = % > 1 pa je divergentan.
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e Sada razmotrimo povrsine Py, Py, . ... Lik L, (n > 2)ima 3-4"=2 malih trokuta
iste povrsine ? (371%1)2 Zato je
\/g 1 2 \/g 4 n—2
P, =P, qn—2 Y2 =P,_ — | = , > 2,
43 : (3) 1+ Y (9) n>

odakle nije tesko vidjeti da niz (P,) predstavlja niz parcijalnih suma konver-
gentnog geometrijskog reda

V3, V3 (4)

4 12 = 9

éija suma iznosi \/Tg + § 1_1/9 = % ~ 0.69282.

Dakle, povrsine likova konvergiraju, dok njihovi opsezi divergiraju.

U literaturi je limes ovog niza “krivulja snjeznih pahuljica” poznat pod nazivom
Kochova krivulja, i to je jedan od bajjednostavnijih fraktalnih skupova.

Teorem R.1 (Nuzan uvjet konvergencije reda) Ako je red > an
n>1

konvergentan, onda je lim a, = 0.
n—oo

Dokaz. Neka je s = lim s, suma reda ) an. Iz an = sn — Sp—1 prijelazom na limes
n—oo

n>1
dobivamo lim a, = lim (sp — sSp—1) = lim sp, — lim sp—1 =s—s=0. O
n— oo n— oo n—o0 n— oo

Obrnuto, ako je lim a, = 0, ne mozemo zakljuciti da je red > a,, konvergen-
n— 00 n>1

tan. Primjer, koji potvrduje ovu tvrdnju, je harmonijski red. Dakle, nuzan uvjet
nije i dovoljan uvjet da bi red konvergirao.

2
Primjer R.7 Red ) 22 ii je divergentan jer nije ispunjen nuZan uvjet konver-
n>1

.. . . 2
gencije: lim an = lim Zﬂ%i =1#£0.
Zadatak R.2 Za svaki od navedenih redova odredite opéi ¢lan a.,, n-tu parcijalnu
Sumu Sy, sumu reda:

1 1 1 1 1 1 1 1
o) T3ty sttt b)rgatrrtrotom o

1 1 1 1 1 1 1

Jratzstystrrt ) ro3tryatyos

e) g+ 33+ S+ Tagg + -
Zadatak R.3 Za svaki od navedenih redova nadite n-tu parcijalnu sumu s, © sumu
reda:

dn — 2 3n —95 2

a — b —2l 2 c —
RN e ) R T ey )y n® =)

n>3 n

8 1 6
Y 2 67 —sn— 15 =2 D2 s
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R.2 Kriteriji konvergencije

Racunanje sume nekog reda obi¢no je slozen matematicki problem, koji u
veéini prakti¢nih sluc¢ajeva nismo u moguénosti rijesiti. Ako ipak, na neki nacin
ustanovimo da je promatrani red konvergentan, u primjenama ¢emo se zadovoljiti
aproksimacijom sume reda. Zbog toga u ovoj tocki navodimo nekoliko osnovnih
kriterija za ispitivanje konvergencije redova.

Za red Y a, kazemo da je red s nenegativnim ¢lanovima ako je a, >

n>1
0 za svaki n € N. Takvi redovi ¢esto se javljaju u primjenama, a sluze takoder
kod izucavanja redova s ¢lanovima proizvoljnog predznaka. Redovi s nenegativnim
¢lanovima imaju svojstvo da im je odgovarajuéi niz parcijalnih suma monotono
rastuéi.

Teorem R.2 Red s nenegativnim clanovima je konvergentan onda i
samo onda ako mu je niz parcijalnih suma omeden.

Dokaz. (=) Neka red konvergira. Tada je po definiciji njegov niz parcijalnih suma
konvergentan, a svaki konvergentan niz je i omeden (vidi Teorem N.3, str. 87).

(<) Neka je niz parcijalnih suma omeden. Buduéi da je taj niz i monotono rastudi,
on konvergira (vidi Teorem N.4). O

Kazemo da je red ) b, majoranta reda ) a,, ako postoji prirodan broj
n>1 n>1
ng takav da je a, < b, za svaki n > ng. U isto vrijeme kazemo da je red > a,
n>1
minoranta reda Y b,.
n>1

Dokaz sljedeéeg teorema moze se naéi u [3].

Teorem R.3 (Poredbeni kriterij) Red s pozitivnim clanovima je kon-
vergentan [divergentan] ako ima barem jednu konvergentnu majorantu
[divergentnu minorantu).

N o . 1 1
Primjer R.8 Ispitajmo konvergenciju redova: a =, b .
) nzz:l n! ) nzz:l n \/ﬁ

a) Usporedivanjem prvog reda s konvergentnim geometrijskim redom 2n1_1 za-

n>1
klju¢ujemo da je on konvergentan, jer je % < 2,%1 za svaki n € N.
b) Drugi red je divergentan. Iz n < 2" slijedi {/n < 2, odakle je - 3/7_7, > % Prema

1

tome, harmonijski red ). 7 je minoranta naseg reda. Kako je harmonijski red

n>1
divergentan, i na§ red je takoder divergentan.
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Zadatak R.4 Poredbenim kriterijem ispitajte konvergenciju redova:

DO e s b)Y 2 ¢) Y 3T

n>1 n>1

1 1 [ n
d) ngl n2_4n+5 6) nZZ:l /—’I’L2+2’I’L f) nzz:l ’I’L4+1
9) Y (Va—vn—1) By LveFi-va=1) )Y

n>1 n>1 n>2

Teorem R.4 (D’Alembertov'kriterij) Neka je > a, red s pozitiv-
n>1
nim clanovima.

a) Ako postoje prirodan broj ng i realan broj ¢ < 1 takvi da je

Ap+1
an

< q (n>no),

onda je red Y a, konvergentan.
n>1

b) Ako postoji prirodan broj ng takav da je

An+41

>1 (n>ng),
—— (n > ng)

onda je red »_ a, divergentan.
n>1

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti neka je ng = 1 (vidi PrimjedbuR.3, str.97).
a) Iz ag—jl < g (n € N) dobivamo a» < gai1, a3 < qaz < ¢%as,. .., tj.
ar < ¢ 'ar (k€N).
Za zadani red pronasli smo jednu konvergentnu majorantu (geometrijski red s kvo-

cijentom ¢ < 1). Dakle, prema Teoremu R.3 red > an je konvergentan.
n>1

b) Ako je agil > 1 za svaki n € N, onda je

0<ar<az<az<---<ap< -,

odakle vidimo da nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije: lim a, # 0. a

Primjer R.9 PokaZimo da red Lll konvergira.

= 2"(n —1)
4o ; __n+1 - s Ont1l . n+2 1 |
Opéi ¢lan je a, = T (n = )T Provjerite da je U = a1 1) <3 (za n > 2)! Dakle,

red konvergira.

1J.le R.D’Alembert (1717-1783) francuski matematicar i filozof.
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Teorem R.5 (D’Alembertov kriterij u formi limesa) Neka je
> an red s pozitivnim clanovima. Ako postoji hm g—nﬂ = L, tada je
n>1

red Y an konvergentan za L <1 i divergentan za L > 1.
n>1

Dokaz. Neka je L < 1 Tada prema definiciji limesa niza za € = % postoji nop € N

takav da je —e < dntl [, < ¢ za svakin > no, odakle imamo

an+l

<e+L=1—-e<1, n>no.
an

Ako u D’Alembertovom kriteriju uzmemo ¢ = ¢ + L, dobivamo da red ) a, konvergira.
n>1

Neka je L > 1. Zae = L —1 > 0 prema definiciji limesa niza postoji no € N takav da

je —e < agzl L < € za svaki n > no, odakle je 1 = L — ¢ < a"“ (n > ng). Prema

D’Alembertovom kriteriju red divergira. o

Primjedba R.4 Ilustrirajmo primjerima da za L = 1 ne moZemo zakljuciti nista
o konvergenciji reda. Za harmonijski red % je L =1, a kao $to vam je poznato
n>1
1

taj red je divergentan. Za red s je L =1, a taj red je konvergentan.
n>1

Primjer R.10 Ispitajmo konvergenciju redova: a) %7;7 (a>0) b) Z
n>1 """ n>1

4. . . An4+1 . a"+1 i n_' _ _
a) Bududi da je: TLILH;O e = nli»nolo {7(71—&—1)! a"] = nlingo—f 0 < 1, prema

D’Alembertovom kriteriju zakljuéujemo da je red konvergentan.

b) Red je konvergentan prema D’Alembertovu kriteriju:

n . 1! " . 1 1
lim 22— fim {%"_']: lim = = < L.
n—o0 Qn n—oo n! n—oo e
(n+1) (1 + ﬁ)
Zamijetite da iz nuznog uvjeta konvergencije dobivamo: lim ﬁ =0, (a > 0),
lim 2 = 0.

n— oo

Zadatak R.5 D’Alembertovim kriterijem ispitajte konvergenciju redova:

0 3 30 b ¥ Iy ) X 7

n>1 2" \/n n>1
n" 72n 2
Y 2 Tyt )Xo VX (n+2)
3n n!l¥n
9 nzzjl (n+2)l4" h) ngl R ) nZ>:1 \/2n—
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Teorem R.6 (CauchyjevZkriterij) Neka je > a, red s nenegativ-
n>1
nim ¢élanovima.

a) Ako postoje prirodan brojng i realan broj q < 1 takav da je {/a, < q

za svaki n > ng, onda je red > an konvergentan,
n>1

b) Ako je ¢/ay, > 1 za beskonacno mnogo indeksa n, onda je red > an
n>1

divergentan.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti neka je ng = 1 (vidi Primjedbu R.3, str.97).

a) Iz /a, < g dobivamo a, < ¢", n € N. Prema poredbenom kriteriju red > an
n>1
konvergira jer smo mu pronasli jednu konvergentnu majorantu (geometrijski red

> ¢" < 1 s kvocijentom ¢ < 1 je konvergentan).
n>1

b Ako je /a, > 1 za beskonaéno mnogo indeksa n, onda je a, > 1 za beskona¢no
mnogo indeksa n pa opdi ¢lan a, ne konvergira nuli. ]
Primjer R.11 Ispitajmo konvergenciju reda 2%
n>1

Provjerite metodom matematicke indukcije da je n < (%) za svaki prirodan broj n.

Odavde je ¥/n < % Za svaki ¢lan reda a, dobivamo /a, = %/ 2% = HT\/H < % Red je

konvergentan prema Cauchyjevu kriteriju.

Teorem R.7 (Cauchyjev kriterij u formi limesa) Neka je > a,
n>1
red s menegativnim clanovima. Ako postoji lim /a, = L, onda red
n—oo

> ap konvergira za L < 1 i divergira za L > 1.
n>1

Dokaz. Shema dokaza ove tvrdnje istovjetna je dokazu D’Alembertova kriterija u formi

. o Q 1 . sps
limesa. Potrebno je Z: zamijeniti s Yan,. O

2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) je veliki francuski matematicar. Njegov veliki matema-
ticki talent u ranom djetinjstvu prvi su uocili Laplace i Lagrange. Svoje prve znanstvene radove
napisao je u periodu 1810-1813, radeéi kao vojni inzenjer u luci Cherbourg koju je Napoleon
smatrao kljuénim mjestom za invaziju na Englesku. Godine 1815 poceo je predavati matematicku
analizu i mehaniku na Ecole Polytechnique, a sljedeée godine postao je ¢lan Akademije nauka u
Parizu. Predavo je algebru na Sorboni i matematicku fiziku na Collége de France. Do 1830. godine
Cauchy je objavio veéinu svojih znanstvenih radova iz matematike (ukupno 789 radova). Izmedu
ostaloga, osnovao je kombinatoriku koja ga je dovela do kona¢nih grupa i dao je fundamentalne
priloge realnoj i kompleksnoj analizi. Spomenimo samo racun ostatka i precizne definicije limesa
i neprekidnosti funkcije na “e-6” jeziku koje se i danas koriste u udzbenicima.
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Primjedba R.5 Kao i kod D’Alembertova kriterija, za L = 1 ne moZemo zakljuciti
nista o konvergenciji reda. U to se moZemo lako uwvjeriti na primjerima iz Primgje-
dbe R.4.

Primjer R.12 Ispitajmo konvergenciju reda kome je opéi clan reda zadan s:

1

oM n paran
ap = 4
o7 n neparan.

Pokazimo da je lim /a, = % Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Zamijetite da je

n—oo

n paran

1
n, P— 27
Ya, =
{ 5 \/_ neparan.

Buduéi da je hm /4 = 1, postoji prirodan broj no takav da je 1 —2e < ¥4 < 1+ 2¢ za

svaki n > ng. Mnozenjem tih nejednakost s % dobivamo % —e< % Y4 < % + £, odakle je
% —e < Yan < % +¢, (n > ng). Dakle, nh~>nolo Yan, = % i prema Cauchyjevu kriteriju u
formi limesa red je konvergentan.

Konvergenciju ovog reda ne mozemo ustanoviti D’ Alembertovim kriterijem u formi limesa.
Naime, imamo

Gni1 { 2 n paran

Gn % n neparan,
§to znaci da nlirr;o Cbgzl ne postoji.
_1\n
Primjer R.13 Ispitajmo konvergenciju reda (;T)Liﬂ""?’
n>1

. . (=)™ +3 o . o (=) +3 o
Opéi ¢lan reda je an, = o Zamijetite da iz 1 < ey < Yn slijedi
lim { (_1)% = 1. Sada dobivamo

_1'”
i an = lim 2n+1+3 anlamv()%zrl

Prema Cauchyjevom kriteriju (u formi limesa) red je konvergentan.

Zamijetite da je

ant1 1 (=)™ +3 [ 1/4, n paran
an 2 (-)"+3 1, n neparan,

n+1

§to nam govori da limes lim ne postoji. D’Alembertov kriterij (u formi limesa) nije

n— oo

primjenjiv na ovaj red.

An41

Primjedba R.6 Ako postoji a = lim , onda postogi © lim /a, i pri tome
n— o0 n—oo
je lim t/a, = a (vidi [3]). Dakle, Cauchyjev kriterij u formi limesa daje kon-
n—00

vergenciju odnosno divergenciju reda kad god to daje D’Alembertov kriterij u formi
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limesa. Takoder, ako nema odluke o konvergenciji reda D’Alembertovim kriterijem
(1 a"“ = 1), onda nede biti odluke ni prema Cauchyjevu kriteriju (lim /a, =
n—oo

).

Obrat nije istinit, tj. limes lim /a, moZe postojati a da ne postoji limes

n—oo

lim agzl. U to se mozZete uvjeriti na prethodna dva primgjera. Stoga je Cauchyjev

n—oo

kriterij ,,jaci” od D’Alembertova kriterija.

Zadatak R.6 Cauchyjevim kriterijem ispitajte konvergenciju redova:

cn(n 1) 24 9\™ "

o zz (5 n&(%ﬁ AT R
on n3"+?

d) nzzjl n e) nz>:2 (ln Tl) f) nz>:1

DB R % e

Red Y a, nazivamo alterniranim redom ako je za svaki n € N,
n>1

a2p—1 >0, a2, <0 ili  a2y—1 <0, a2, >0.

Primjerice red 1 — % + % — % +...+ # + ... je alternirani red.

Konvergencija alterniranih redova moze se ispitivati pomoc¢u Leibnizova kri-
terija (dokaz vidi u [3]).

Teorem R.8 (Leibnizov3kriterij) Neka je > a, alternirani red.

n>1
Ako niz realnih brojeva (|a,|) pada i konvergira nuli, onda je red > an
n>1
konvergentan.
.. (—=1)nt o 1 .
Primjer R.14 Red ) ~—}—— je konvergentan jer je niz |a,| = 3 je padajuci i
n>1

konvergira nuli.

Zadatak R.7 Leibnizovim kriterijem pokaZite konvergenciju redova:

a) 3 (—1)n+! 2n+1 b)Y (-1t ) sin(m/2 + nw)

n=t n(n+1) n23 m n>2 ns3
) LETm O Eere(ed) o Lorety

Koristedi se pravilima za racunanje limesa nizova realnih brojeva i definicijom

3Q. W. Leibniz-njemacki matematicar i filozof (1646-1716).
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konvergencije reda nije tesko dokazati sljedece tvrdnje:

Teorem R.9 Neka su Y a, © Y. by bilo koja dva konvergenina reda
n>1 n>1
realnih brojeva. Tada su redovi:

Dan+bn), D (an—bn), Y Aan AER)

n>1 n>1 n>1

konvergentni i pri tome za njihove sume vrijedi:

Yo(an+bn)= 2> an+ > by
n=1 n=1 n=1

8
=
3

|
s

I
8
S
3

|
=

3
Il
-
3
Il
-
3
Il
-

18
>
)

3
I
>

18
2
s

3
Il
-
3
-

Primjer R.15 2&%—!—%)22 3%4-2 2&”:22 3%4—32 2%21%1/34—
_ = =
—iz

<
3
Il
<
3
Il
<
3
Il
<

Primjedba R.7 Uoc¢imo da u opéem slucaju, konvergencija reda >, (an + by) ili
n>1
reda Y (an — by) ne povlaci konvergenciju redova Y an i Y, by. Tako primjerice
n>1 n>1 n>1
red: 0+04+ 040+ --- je konvergentan, dok su redovi: > 1 > (—1) divergentni.
n>1 n>1

Redovi s nenegativnim ¢lanovima mogu posluziti za ispitivanje konvergencije
redova s ¢lanovima bilo kakvog predznaka. Kazemo da je red Y. a, apsolutno
n>1
konvergentan ako je red Y |ay| konvergentan. Red > a, je uvjetno konver-
n>1 n>1
gentan ako je red Y a, konvergentan, a red Y |a,| divergentan.
n>1 n>1

Teorem R.10 Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan

Primjer R.16 Red ). (—1)"% je apsolutno konvergentan.

= 2"(n —1)
Bududi da je |an| = #—’_—11)" treba pokazati da konvergira red ; #_11),, sto je
1 = 1

ucinjeno u Primjeru R.9, str. 101.

Primjer R.17 Pokazali smo da red (—1)"*1% konvergira i da red % diver-
n>1 n>1
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gira. Dakle, red (—1)"‘1% je uvjetno konvergentan.
n>1

Zadatak R.8 Ispitajte koji od redova konvergira apsolutno, koji uvjetno, a koji
divergira:

D M e I
s v o x 58 f) S -1

n>1
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L. LIMES FUNKCIJE. NEPREKIDNOST

Primjer L.1 Cijena jednog telefonskog razgovora svake minute povecava se za 1kn.

Graf funkcije koja daje cijenu telefonskog razgovora u svakom trenutku t prikazan
je na SliciL.1.a.

Primijetite da vrijednost ove funkcije ima trenutne skokove nakon svake mi-
nute. Ovakvu funkciju ne bismo htjeli zvati neprekidnom funkcijom.

a) Prekidna funkcija b) Neprekidna funkcija
Y4 (kn Yy (lit
Y (k) - vy
31 — 31
21 . 21
10— 1
: : : & (min) : : : £ (min)
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

SlikaL.1: Prekidna i neprekidna funkcija

Primjer L.2 U cisternu utjece voda. Graf funkcije koja u svakom vremenskom
trenutku daje kolicinu vode w litrama prikazana je na Slici L.1.b.

Primijetite da ova funkcija nema nagle trenutne skokove. Owakvu funkciju
hijeli bismo zvati neprekidnom funkcijom.

Pojam “neprekidnost funkcije u toc¢ki” vrlo je vazan pojam za daljnje razu-
mijevanje izloZene materije, a definirat ¢emo ga preko pojma graniéne vrijednosti ili
limesa funkcije.
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L.1 Limes funkcije

Definicija L.1 Neka je

(i) zo € [a,b] i

(i) f: D — R, gdje je D =[a,b] ili D= [a,b]\ {0}
Tada kazemo da je grani¢na vrijednost [ili limes/ funkcije f u tocki xo
jednaka L i pisSemo

lim f(z) =1L,

T—xT0

ako za svaki niz (x,) iz D (xn, # o) koji konvergira prema xo, niz
funkcijskih vrijednosti (f(xy)) konvergira prema L.

Primjedba L.1 Iz Definicije L.1 vidi se da funkcija u tocki xo ne mora biti defini-
rana, a i ako je, njezin limes u tocki xo ne ovisi o vrijednosti te funkcije u tocki x,
veé samo o njenim vrijednostima u okolini tocke xy. Nadalje, Definicija L.1 vrijedi
1 u slucaju ako je D = R.

Primjer L.3 Ispitajmo limes funkcije f : R — R, f(z) := 2z u tocki zg = 1.
Neka je (zr) bilo koji niz takav da =, — 1. Tada f(z,) = 2z, — 2. Dakle, limes funkcije
f u tocki o = 1 jednak je 2.

U principu niz (z,) koji konvergira prema 1 mozemo izabrati na tri nacina:

(i) tako da njegovi ¢lanovi slijeva teze prema 1, primjerice:

1238 o n
273747 7n+17

Tyt - — 1

(ii) tako da njegovi ¢lanovi zdesna teze prema 1, primjerice:

3 4 n+1
n - 27_3_7'“7 y 1
w 2°3 n -
(iii) tako da njegovi clanovi teze prema 1 “malo slijeva - malo zdesna”, pri-
mjerice:
32514 1
n 07_7_7_7_7"'71 _171_7 1
v 2'3°4'5 FEDT 2

Nizovi funkcijskih vrijednosti u sva tri slu¢aja teze prema 2, Naime,

2n

: 2 4 6
(1) 293 20 "oy — 2
(H) 47%7%7 "7%,"' — 2
(111) 07g’%7%a§a"'72+(_l)n%,"' — 2

Primjer L.4 Ispitajmo limes funkcije sgn : R — R u tocki xo = 0, gdje je
1, >0
sgnax = 0, =0
-1, x<0.



L.1 Limes funkcije 111

Uzmimo ponovno tri niza: jedan koji tezi prema 0 s lijeva:

(4) _1’_%7_%7...7_%’... — 0,
jedan koji tezi prema 0 zdesna:
(id) 17%’%’...7%7... — 0,
i jedan niz ¢iji ¢lanovi osciliraju oko 0, ali ipak teze prema O:
(iit) 1,5 =54 (D", = 0.
Odgovarajuéi nizovi funkcijskih vrijednosti razli¢ito se ponasaju:
(%) -1,-1,-1,---,—-1,--+ — —1,
(41) 1,1,1,---,1,--- — 1,
(47) -1,1,—-1,1,--- divergira.

Prema tome funkcija sgn nema limes u tocki 0 (vidi Sliku L.2.a).

a) T — sign x b) o + sign?® x
Y yI
T T
0 0

Slika L.2: Limes funkcija  — sgnx i x — sgn?z
Primjer L.5 Ispitajmo limes funkcije f(x) = sgn?z u tocki xo = 0.
Neka je () bilo koji niz takav da @, # 01z, — 0. Tada f(z,) = sgn?(z,) = 1 — 1.

Dakle, limes funkcije f u tocki zo = 0 jednak je 1. Primijetite da je istovremeno f(0) =0
(vidi Sliku L.2.b).

vVe—1-—1
=9

Primjer L.6 Odredimo: lim2 -

Neka je f(z) = VZ—1-1 pomena funkcije f je skup D = [1,00) \ {2}. Neka je (an)

Tz —2
bilo koji niz za koji je an € D, an # 21 lim a, = 2. Treba odrediti lim f(an) =
lim %_7_12_1. Bududéi da se javio tzv. neodredeni oblik (8), funkciju f malo ¢emo
preurediti. Za svaki x # 2 vrijedi:
f(x):\/x—l—lz\/x—l—l(\/x—1—|—1>: 1
xr—2 xr—2 vVe—1+1 V=141
T 1 _ 1 _1 . : 1 _1
Kako je T}LII;O Wz s Wiy s e 3, imamo il—%ﬁ =3. Dakle,

lim2 f(z) = lim L 1

=2 /x — 141 T2
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Primjedba L.2 Kao i limes niza realnih brojeva, tako je i limes funkcije (ako

postoji) jedinstven.

Primjedba L.3 Ekvivalentna definicija Definiciji L.1 je tzv. Cauchyjeva definicija

limesa funkcije:

Realan broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f : D — R u tocki xg ako za

svaki € > 0 postoji § > 0 takav da

(x € D\{zo}: |z — x| < 0) = (|f(x) —L| <e)

Vise o ovakvom pristupu pojmu limesa funkcije moze se vidjeti primjerice u [3].

Definicija L.2 Neka je

(i) zo € [a,b] i

(i) f: D — R, gdje je D =[a,b] ili D= [a,b]\ {zo}.
Tada kaZemo da je grani¢na vrijednost (ili limes) funkcije f u tocki xq
slijeva jednaka L~ i pisemo

lim f(z)=L",
T—To—

ako za svaki niz (z,) iz D (z, # x0) koji slijeva konvergira prema xo,
niz funkcijskih vrijednosti (f(xy)) konvergira prema L~ .

Aanalogno se definira i granicna vrijednost funkcije zdesna i ozna-

éava s LT = lim f(x). Takve limese zovemo jednostranim limesima.
r—xo+

Primjer L.7 Za funkciju sgn iz PrimjeraL.4 lako se vidi da vrijedi

li =—1 li =1.
im sgnz , Jim sgna

z—0—

Zadatak L.1 Odredi vrijednost sljedecih limesa:

2

. z—\/T . _ 7+ 1a T > 1 . z2—b5z

a) g;li%lJr N b) mlifﬂ_f(x), flz) = { 2r—3, <1 ¢) IIEE_ z?—4
I | 2244 i 3 _ 1
d) LM ¢) lim ﬁ’ 1) S, (5 -

Primjedba L.4 Analogno Definiciji L.2 moZemo definirati i

lim f(z) ¢ lim f(2)

T——00 r— 400

Zbog jednostavnosti, zapis x — oo oznacavat ¢e nam da xr — —oo ili x — +00.
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Primjer L.8 Pokazimo da je lim % =0.

Neka je (zr) bilo koji niz realnih brojeva takav da je lim z, = oo, primjerice:

Ty : 1,2,3,---,n,--- — o0.

Oznacimo: f: R\ {0} — R, f(x) = =. Niz funkcijskih vrijednosti (Ii) tezi prema nuli:

n

1 1
— . 1.z
Tn 72’

) ’ ) — 0.

1
n

Wl

Na osnovi prethodno navedenih definicija i odgovarajué¢ih pravila za limes
nizova realnih brojeva vrijede sljedeta pravila za racunanje s limesima:

Teorem L.1 Neka
(i) xo € [a,b],
(i) f,g: D — R, gdje je D =[a,b] ili D = [a,b]\ {x0},
(iii) postoje lim f(zx) i lim g(x).
T—x( T—x(

Tada:
(i) postoji lim (f(x) £ g(z)) i vrijedi
T—x

lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z)+ lim g(z),

T—x0 T—x0 T—x0

tj. limes zbroja [ili razlike] dviju funkcija jednak je zbroju
[ili razlici] ngihovih limesa;

(i) postoji lim (f(x) - g(x)) i vrijedi
T—x

lim (f(z) - g(2)) = lim f(x)- lim g(a)

T—x0 T—xT0 T—x0

tj. limes produkta dviju funkcija jednak je produktu nji-
hovih limesa;
(iii) ako je lim g(x) # 0 i ako je g(x) # 0 u nekoj okolini
T—x0

f(z)
9(x)

broja xqg, tada postoji lim 1 vrijeds
T—x0

lim f@) = zh_{go f)
w—wo g(z)  lim g(z)’

T—x0

tj. limes kvocijenta dviju funkcija jednak je kvocijentu
ngthovih limesa.
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Primjer L.9 Izracunajmo sljedece limese:

m2__1! b) lim Y2122 o) lim (VZ—1—+z+1),
! z—0 z r—400
1 M 3 3—x x +I+1
@) Jim S o) Jim g, f) i

a) Kako je lirnl(x —1) = 0, ne mozemo direktno primijeniti pravilo (iii) iz Teorema L.1.
Zato ¢emo funkciju pod znakom limesa malo preurediti:
-1 (z—1(x+1)

lim lim
z—1 x — 1 z—1 x—1

= liml(x—|—1) =2

b) Iz istog razloga kao i u prethodnom primjeru ne mozemo direktno primijeniti pravilo
(iii) iz Teorema L.1.

lim ¥2ti=2  _ iy VEdi-2 Veddi? gy (edd) 4
z—0 z z—0 @ Vz+a+2 g0 o(Votd +2)

_1
_ili%\/ﬁm_zl'

¢) Kako je hm vr—1l=+4o00i hm v + 1 = +00, ne mozemo direktno primijen-

iti pravilo () iz Teorema L. 1. Zato ¢emo funkciju pod znakom limesa preurediti na
sljededi nagin:

(E-——(z+1) _
IHTOO VeTrvert = e = 0

d) lim 2=%5 = lim =2 ==1=1
) z—o0o L 222 T—00 ;12'_2 -2 27
_32__l
e) lim 3% = lim 222 = (1)78 =0,
z—o00 1 z—o0 1— 22 -
f) lim e?totl _ iy TataE _ 1s0s0 _ 00
r—oo TT1 T—00 _% -0 ™ ’

Primjedba L.5 Funkcija oblika

amx™ + -+ + a1z + ag
bpx™ + -+ bz + by

Qz) =
naziva se racionalna funkcija. Na osnovi nekoliko prethodnih primjera mozZemo naslu-
titi da vrijedi

2 m=n

. 0, m<n
A Q@) =9 o msn & 9 > ()
—o00, m>n & 92 <0

bn

Zadatak L.2 Izracunajte vrijednosti sljedecih limesa:

: 7—5x2 - 1423 — 722 - 42%/3 72
a) lim 52X b) lim 2% c¢) lim —/A—F4%.
)mﬂoc 343z’ )934)700 8z3+4x 7 )mﬂoc /24 45/4 4
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L.2 Asimptote funkcije

Definicija L.3 KaZemo da je pravac y = kx + | desna kosa asimptota
funkcije f: (¢c,00) — R, ako vrijedi (SlikaL.3.a)

lirf [f(z) — (kx + D] = 0. (L.1)
Analogno se definira i lijeva kosa asimptota. Specijalno, ako je k = 0,
pravac y = | nazivamo horizontalna asimptota (vidi SlikuL.3.b). Pravac
x = a je vertikalna asimptota funkcije f ako je (SlikaL.3.c)

lim f(x) =00 di lim f(x)=oc.

r—a— r—a+

a) Kosa asimptota b) Horizontalna asimptota  c) Vertikalna asimptota

Y Y Y

[0 - 0 : /%

SlikaL.3: Kosa horizontalna i vertikalna asimptota

Primjedba L.6 Iz (L.1) slijeds

lim x[m—k—i}:o;» lim [M—k—i}:o,

T—+00 xT x r—+00 x x
odakle dobivamo koeficijent smjera desne kose asimptote.

k= lim @

L.2
r—+00 €T ( )
Nakon toga iz (L.1) mozZemo izracunati koeficijent | desne kose asimptote.

l= lim [f(z)— kz]. (L.3)

r——+00

I obrnuto, ako postoje limesi (L.2) i (L.3), onda je pravac y = kx + 1 desna kosa
asimptota funkcije f. Analogno se dobivaju i formule za koeficijente k il lijeve kose
asimptote.

Primjer L.10 Odredimo asimptote funkcije f(x) = 3;3352, x # 1. Prema (L.2) i
(L.3) imamo:

k= lim ——— = -2 =1
zLIIolo z(x —1) ’ l an;o

3 — 222 ) {3—23:2
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Dakle, obostrana (i lijeva i desna) kosa asimptota ove funkcije je y = —2z — 2. Prema
Definiciji L.3 ova funkcija ima i vertikalnu asimptotu = = 1 jer je 111{1 flx) = —c0 i

Jim, J(@) = +oc

L.3 Neprekidnost funkcije

Definicija L.4 Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R neprekidna u tocki
xo € (a,b) ako ona ima limes u tocki xo koji je jednak f(zo), tj. ako je

lim f(z) = f(x0) (L4)

T—xTo

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna na intervalu (a,b) ako je ona
neprekidna u svakoj tocki intervala.

Primjedba L.7 Ako je funkcija f : (a,b) — R neprekidna u tocki zg € (a,b), onda
za proizvoljni niz (z,,) u (a,b) koji konvergira prema xq, odgovarajuci niz funkcijskih
vrijednosti konvergira prema f(xo). Zato je

Jim @)= lim f(2) = [(w0), (L5)
Primjer L.11 Funkcija f : R — R, f(x) = 2z, iz PrimjeraL.3 neprekidna je za
svaki x € R, a funkcija sgn iz Primjera L.4 nije neprekidna u 0.

Primjedba L.8 Neka je f : (a,b) — R neprekidna funkcija v zo € (a,b) i neka je
(zn,) proizvoljni niz iz (a,b) takav da je lim x, = xo. Tada je prema (L.4)

lim () = f(z0) = f( lim @), (L.6)
n—oo n—oo

tj. ako je f meprekidna funkcija, limes i funkcija “komutiraju”. Owvo svojstvo

neprekidnih funkcija kasnije ée imati znacajne primjene.

Ako funkcija f : (a,b) — R nije neprekidna u tocki 29 € (a,b), kazemo da je xq
tocka prekida funkcije f. Specijalno, ako funkcija f u tocki prekida ima limes slijeva
i zdesna i oni su jednaki, onda kazemo da se radi o uklonjivom prekidu (Slika L.4.a).
Ako ima limes slijeva i zdesna, ali oni nisu jednaki, kazemo da se radi o prekidu prve
vrste (Slika L.4.b), a ako nema limes slijeva ili zdesna, kazemo da se radi o prekidu
druge vrste (jedan primjer takvog prekida prikazan je na SliciL.4.c).
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a) Uklonjivi prekid b) Prekid 1. vrste ¢) Prekid II. vrste

Yy ! Y ! Yy |
‘u’\ I
| |

|
|

. U

0] T x 0] T 0] Lo

SlikaL.4: Vrste prekida

Na osnovi Teorema L.1, neposredno slijedi:

Teorem L.2 Neka su f,g: (a,b) — R neprekidne funkcije u tocki xo €
(a,b). Tada su i funkcije f+g, f-g neprekidne u xo. Ako je g(xg) # 0,
onda je takoder i funkcija f/g neprekidna u xq.

Primjer L.12 Funkcija f(x) = |z|, © € R, je neprekidna na citavom skupu R. Za
z < 0 ona se podudara s funkcijom x — —x, a za x > 0 s funkcijom x — x, pa je
neprekidna za sve x # 0. Sto je u tocki xg = 0%

Kako je liI(I)l |z| = lir(r)lJr |z| = |0| = 0, prema (L.5) ona je neprekidna i u
tocki xg = 0.
Zadatak L.3 Da li je funkcija f definirana s

12241, z< -1
flx)=< 8-3z, —-1<z<2
22 x> 2

)

neprekidna v tockama: —1 i 27

Navest ¢emo bez dokaza jos nekoliko vaznih svojstava neprekidnih funkcija.

Teorem L.3 Kompozicija dviju neprekidnih funkcija takoder je nepre-
kidna funkcija.

Odavde i na osnovi (L.6) slijedi jedno vazno pravilo za ra¢unanje s limesima:
ako su f i g neprekidne funkcije i ako je lim g¢(z) konacan, tada vrijedi
r—xQ

lim f(g(z)) = f( lim g(z)) = f(g(x0)) (L.7)

T—xTo T—x0

Formula (L.7) pod navedenim uvjetima vrijedi i u slucaju ako zy zamijenimo s co.

Teorem L.4 Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b], ona je
na tom intervalu ogranicena i postiZe svoj infimum i supremum.
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Primjedba L.9 Pretpostavimo da je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i da u
tockama x1, - - -, Ty, tma lokalne minimume. Tada je globalni minimum ove funkcije
na segmentu [a,b] zadan s:

min{f(a), f(b), f(z1),- -, fan)}-
Analogno vrijedi i za globalni maksimum neprekidne funkcije f na segmentu [a, b].

Primjer L.13 Funkcija f : [-2,2.5] — R, f(x) = 2 — 3z je neprekidna funkcija
(polinom). U tocki x1 = —1 ima lokalni maksimum f(—1) = 2, a u tocki xg =1
lokalni minimum f(1) = —2. Kako je osim toga f(—2) = —2 i f(2.5) = 8.125,
globalni maksimum ove funkcije na segmentu [—2,2.5] je 8.125 4 postiZe se na rubu
u tocki 2.5, a globalni minimum je (—2) i postiZe se u dvije tocke —2, 1.

y
2
| x
—2[ -1 o\ 1 [2 25
-1
—2

SlikaL.5: Graf funkcije f : [-2,2.5] = R, f(x) = 23 — 3z

Korolar L.1 Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija koja na rubovi-
ma ima suprotne predznake (f(a)- f(b) <0). Tada postoji barem jedna
nultocka funkcije f na tom segmentu (vidi SlikuL.6.a).

a) b)
Y

SlikaL.6: Svojstva neprekidnih funkcija

Zadatak L.4 Da li nize navedene funkcije imaju barem jednu realnu nul-toéku na
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zadanom intervalu I?
a) f(z)=2%-522+22+6, I[=[-1,5]
b) flx)=a2*+32x3+z+4, 1=][-2,0]
¢) f(z)=2>—4x+5 = [—4,4].
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Zadatak L.5 Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija za svaki x € [a,b]. Koja

od navedenih tvrdnji je istinita, a koja lazna?

a) Ako je f(a) = f(b), onda jednadzba f(x) = 0 nema rjesenja u [a,b).

b) Ako je f(a)- f(b) < 0, onda jednadzba f(x) = 0 ima toc¢no jedno rjesenje u

[a, b].

¢) Ako je f(a)- f(b) < 0, onda jednadzba f(x) = 0 ima barem jedno rjesenje u

[a, b].

d) Ako je f(a)- f(b) >0, onda jednadzba f(z) =0 nema rjesenja u [a,b).

da je m = f(xo) (vidi SlikuL.6.b).

Korolar L.2 Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i neka je
fla) < m < f(b). Tada postoji barem jedna tocka x¢ € [a,b], takva

Zadatak L.6 Temperatura zraka izrazena u °C' u nekom gradu od ponoéi (t
mijenjala se kao funkcija c(t) = —%tQ + 4t + 10, gdje je t vrijeme u satima.

a) Kolika je bila temperatura u 14" ¢

b) Za koliko °C' je temperatura porasla ili opala izmedu 18" i 21" ?

¢) Kada ée temperatura biti 21°C'?

=0)

Primjer L.14 Treba izracunati limes funkcije f(z) = 2+,  # 0 kada © — 0—,

z— 0+, z — o0.

i 2 DS g g
Ji 23 0 g g o,
Jim 27 = 9:im T — 90 = 1,
Na Slici L.7 prikazan je graf ove funkcije.
Y
- .o T
x
0

SlikaL.7: Graf funkcije x — 2v
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Zadatak L.7 Neka je

r—>5

2z — 4, x < 5.

fz) =

2
{ z—4m—57 r>5

a) Odredi mlirgl_ f(z), zligl-}- f(x).
b) Da li je f neprekidna u tocki xo =52 Zasto?
¢) Da li je f neprekidna funkcija? Zasto?

Zadatak L.8 Neka je

|z|+z _
fo={ o TE

Da li je f neprekidna u tocki xog = —17? Zasto?

Cesto puta koristit éemo neke vazne limese (vidi Dodatak 3):

lim 2ot =1 (L.8)
z—0 X
: 1\*
lim (1 + —) =e (L.9)
T—00 x

Primjer L.15 Koristeéi (L.9) treba pokazati da je

lim 7111(1 +2)
x—0 €T

=1. (%)

Uvodenjem supstitucije x = i, limes (*) prelazi u

lim

z—0

Yy—00 y

n(14 L
s gy 2O gy yln(l—&—%) = lim In (1+5)
y—00 y—00

D 10 lim (1 n %)y D e =1.

Yy—00

Pri tome smo koristili pravilo (L.7) i formulu (L.9).

Zadatak L.9 Koriste¢i (L.8) i (L.9) treba izracunati vrijednost sljedeéih limesa:

. sin 3z sin 2x tg 2z : l—cosx
a) lim =05 b) lim Sosp ) lim g5,  d) lim ==

z—0 z—0 z—0 - x—0 41

lim(2— — ) f) lim cosz—sinz lim (% h) lim (1+ 1)~
e) po\sinz tgx ) /4 cos 2x g) o0 \ 1tz ) m%oc( + m)

x 2z . z_

i) lim (%) j) lim ne=Ll k) lim &1 1) lim €=

r—oo \ T7 r—e TT€ z—0 z z—1 T—

Primjer L.16 Koristeéi Primjer L.15 treba pokazati da vrijedi

w_q
lir%a — =lna, a>0,a#1. (L.10)
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Ako uvedemo supstituciju (1 + x) = a*, onda limes () iz Primgjera L.15 prelazi u

In(1 Ina" 1
1 = lim n( +x):lim na = lim uma =Ina lim .
z—0 xT u—0 g% — 1 u—0 g% — 1 u—0 g% — 1
Dakle,
Ina lim =1— lim v :L.
u—0a* — 1 u—0 a% — 1 Ina

Uzimajuéi recipro¢ne vrijednosti lijeve i desne strane dobivamo (L.10).
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D. DERIVACIJA

D.1 Pojam derivacije funkcije

Pojam derivacije funkcije u tocki xy uvest ¢emo preko problema linearne
aproksimacije — aproksimacije linearnom funkcijom. Tu je osim toga sadrzana i
ideja na kojoj se zasniva veliki dio primijenjene i numericke matematike. Realizacija
te ideje kroz primjenu danasnjih racunala omogucuje rjeSavanje slozenih problema
iz raznih podrucja primjena.

Problem aproksimacije funkcije u okolini toc¢ke zy nekom jednostavnijom funk-
cijom prirodno se javlja u vise situacija kada:

e je izratunavanje vrijednosti funkcije komplicirano;
e nul-tocke funkcije nije moguce egzaktno odrediti;
e trazenje lokalnih ili globalnog ekstrema nije jednostavno.

Prije nego §to pokusamo rjeSavati problem aproksimacije, potrebno je odgo-
voriti na barem dva pitanja:

e koje su to ”jednostavne funkcije” s kojima ¢emo aproksimirati zadanu funk-
ciju?
e 5to uopce znaci ”aproksimirati” funkciju u okolini tocke x(?

U ovom poglavlju pod ”jednostavne funkcije” podrazumijevat ¢emo polinome,
pri cemu ¢emo se ograniciti na polinome prvog stupnja - linearne funkcije. Za njih
dobro znamo rac¢unati funkcijske vrijednosti, nul-tocke, kao i opée ponasanje ovakvih
funkcija.

Primjedba D.1 Kod tzv. Fourierovih' aproksimacija kao ”jednostavne funkcije”
koriste se trigonometrijske funkcije x +— sinkx, x — coskz, k € N.

Inace se kao "jednostavne funkcije” mogu koristiti i mnoge druge klase funk-
cija, kao Sto se to koristi u novim matematickim podrucjima: spline-aproksimacije
i wavelets.

1Jean Baptiste Fourier (1768-1830), francuski matematicar najvise je poznat po svojoj studiji
o trigonometrijskim redovima, koji su nezamjenjivi u fizici, tehnici i drugim disciplinama
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Jos treba razjasniti i pitanje:

— Sto to znac¢i da éemo funkciju f : R — R u okolini tocke xg
aproksimirati linearnom funkcijom l(x) = ax + b, x € R?
Sasvim opcenito, ali jo§ uvijek nedovoljno precizno to znaci da se funkcijske
vrijednosti f(x) i l(x) ”$to je moguée manje” razlikuju u okolini tocke xg. Slika D.1
ilustrira razne moguénosti izbora linearne funkcije {. Koja je najbolja?

Y

Zo
I

SlikaD.1

Prirodno je postaviti zahtjev da se u promatranoj tocki xg, funkcija f i aproksi-
macija [ podudaraju:

flxo) = azo + b,

iz ¢ega mozemo odrediti slobodni koeficijent b, pa aproksimirajuca funkcija [ glasi
l(z) = f(zo) + a(z — x0),

gdje za « jos uvijek imamo potpunu slobodu izbora. Izabrat ¢éemo ga tako da se f
i [ u okolini tocke x( relativno $to je moguée manje razlikuju, tj. trazit ¢emo da,
$to smo blize tocki xg, relativna odstupanja

f(@) = f(xo) — afw — o)

Tr — X9

budu to manja. Na taj nac¢in uzimamo u obzir brzinu rasta ili pada funkcije f u
okolini tocke xg. Preciznije rec¢eno:

Definicija D.1 Neka je f : (a,b) — R. KaZemo da je funkcija f dife-
rencijabilna u tocki xg € (a,b), ako postoji a € R, takav da je

lim f(z) = f(x0) — a(z — x0)

T—xo xr — Xo

—0. (D.1)

Pri tome funkciju (x — o) — a(x — x9) zovemo diferencijal funkcije f u
tocki xg, a funkciju l(x) = f(xo)+ oz —x0) 2zovemo linearni aproksimant
od f u okolini tocke xg.
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Sljededi teorem daje nam nuzan i dovoljan uvjet za diferencijabilnost funkcije
u tocki, govori nam da su odgovarajuéi diferncijal i linearni aproksimant jedinstveni
(ukoliko postoje) i daje nam formulu (formula (D.2) pomoc¢u koje ih mozemo odre-
diti.

Teorem D.1 Realan broj a iz Definicije D.1 postoji onda i samo onda
f(@)—f(x0)

— - Pri tome takav « je jedinstven i vri-

ako postoji limes lim
jedi:
a= lim M. (D.2)

T—Io Tr — X9

Dokaz. Limes (D.1) mozemo zapisati u obliku

lim (M _a) o,

Tr—xQ X — o

odakle vidimo da broj a € R takav da vrijedi (D.1) postoji onda i samo onda ako postoji

lim £&=7@0) 5 ako je pri tome o = lim £&=1&0)  Jedinstvenost broja a slijedi iz
T—xQ —Zo T T—x0
jedinstvenosti limesa funkcije o

Definicija D.2 Ako je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna u tocki
xo € (a,b), onda jednoznacno odredeni realan broj o za koji vrijedi (D.1)
zovemo derivacija funkcije [ u tocki xo i oznadavamo s f'(xg) (¢itaj: f
crtica od xo). Dakle,

f(xg) == lim —————=, (D.3)

Zato se za funkciju f diferencijabilnu u tocki o kaZe jos da je derivabilna
u tocki xq.

Primjedba D.2 Prema TeoremuD.1, funkcija f : (a,b) — R je derivabilna (1.
diferencijabilna) u tocki zo € (a,b) onda i samo onda ako postoji limes (D.3). Pri
tome je linearni aproksimant funkcije f u okolini tocke x¢ zadan formulom

I(x) = f(x0) + f'(xo)(x — o). (D.4)
Primjer D.1 Konstantna funkcija f(z) = ¢, ¢ € R, derivabilna je u svakoj tocki
zg € R ¢ njena derivacija jednaka je nuli.

Naime, lako se vidi da za svaki z¢ € R vrijedi

lim f(@) = fzo) _ lim £—¢
T—x( T — Xo r—z0 T — X0

=0.
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Primjer D.2 Ispitajmo derivabilnost funkcije f(x) := x?® u proizvolinoj fiksnoj

tocki T € R.

Kako je

2 2
lim fz) = flzo) = lim =0 = Jim (z 4+ z0) = 2o,
T—xT(Q X — o r—x9 T — X0 T—xT(Q

funkcija f(x) = x? je derivabilna u svakoj tocki o € R i vrijedi f'(z0) = 2x0.

Zadatak D.1 PokaZite da je funkcija f(x) = %, x # 0 derivabilna za svaki xg # 0
i da je f'(x0) = — .

Zo
Zadatak D.2 PokaZite da je za proizvoljni n € N funkcija
a) f(x) = a" derivabilna za svaki o € R i da je f'(x0) = nazj !,
b) f(z) = m%, x # 0 derivabilna za svaki xg # 0 i da vrijedi f'(xo) = =24.
To

Primjer D.3 Odredimo linearni aproksimant funkcije f(x) = \/z, © € [0,00), u
okolini tocke xq := 1.

a) Okolina tocke xo=1 b) Okolina tocke 100
Y Y
() =to 41 1(100.2) | ---------
100)=10F---~ !
flay=va  T00 o
Ir--— , : |
i z L z
0 1 0 100 100.2

SlikaD.2: Linearna aproksimacija funkcije f(x) = +\/x
Za x # 1 vrijedi
f@) = f) _ VE-1 Vi1 I

v 1 r-1  (e-DWetl) va-1

f/(1) = lim f@) = FA) _ (

z—1 x—1 z—1

pa je

1) 1
VT + 1) T2
Prema (D.4) linearni aproksimant funkcije z + 1/ u okolini totke zo = 1 glasi (vidi
Sliku D.2.a):

1 1 1
=14+ (z—-1)= = -,
I(x) —|—2(w ) 2w+2

Primjedba D.3 Ako uvedemo supstitucije Ax := x — xo @ Af := f(xo + Ax) —
f(xo0), onda formula (D.3) prelazi u ekvivalentnu formulu:

L Af o f(wo+ Az) — f(xo)
Fizo) = Jim 7= lim Au

(D.5)

Veli¢inu Ax nazivamo prirast nezavisne varijable x u tocéki xo, a Af prirast funkcije
f u tocki zp.
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Primjer D.4 Na osnovi Primjedbe D.3 ispitajmo derivabilnost funkcije f(x) = %,

x # 0 u tocki xg = 2.

Kako je prema (D.5):
1 1

. fH+AT)—-f(2) .. Az T3 .. -1 1
Al A A T AT AN e A T T
funkcija je derivabilna u zo = 2 i vrijedi f'(2) = —1.

Primjedba D.4 Primijetimo da je funkcija f : (a,b) — R diferencijabilna (odnos-
no derivabilna) u tocki xo € (a,b) onda i samo onda ako postoji jedinstveni o € R
takav da je

r(x — xo)

f(@) = f(xo) = aw — x0) +r(x —x0) pri demu  lim =0,

rT—To X — X
gdje je r tzv. funkcija ostatka. Pri tome je a = f'(x¢).

Pojam derivacije funkcije uveli smo tako da smo funkciju f : (a,b) — R u
okolini tocke zg € (a,b) aproksimirali linearnim aproksimantom.

I(z) = f(xo) + f'(z0)(z — x0),
¢iji graf je tangenta u tocki zg na I'y (vidi Sliku D.3.q).

)
Yy

Slika D.3: Diferencijal funkcije

Prirast Af = f(zo + Az) — f(zo) funkcije f kad nezavisna varijabla naraste
od zg na xo + Az prema Primgjedbi D.4 mozemo pisati kao:

Af = f(xo+Az) = f(w0) = f'(@o)Aa +r(Az),  lim T(AA; )

=0. (D.6)

Ako je Az maleno, onda je
Af = f'(xo)Az tj. f(zo+ Az) ~ f(xo) + f'(x0)Ax = (2o + Az), (D.7)

odakle vidimo da u okolini tocke x( prirast funkcije Af mozemo aproksimirati s
vrijednoséu diferencijala x — f'(xo) x u tocki Az, a funkciju f s linearnim aproksi-
mandom.
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Primjedba D.5 Sto je Ax mangji to ée i Af biti mange, a aproksimacija (D.7) e

biti bolja. Pri tome, kako je Alim0 % = 0, ta aproksimacija u limesu prelazi u
xTr—>

jednakost.

To je opravdange $to se u tehnici i fizici jako maleni prirasti Ax i Af ozna-
cavagu redom s dx i df, a aproksimacija (D.7) pise u obliku jednakosti®.

df = f'(xo)dz (D.8)
Primjer D.5 Treba izrac¢unati pribliznu vrijednost velicine A = 1/100.2.

Postupajudi slicno kao u Primjeru D.3 za linearnu aproksimaciju funkcije  — /x u okolini

tocke zo = 100 dobivamo: )
l(x)=5— 0%
Prema (D.7) pribliznu vrijednost A* broja +/100.2 dobit ¢emo tako (vidi Sliku D.2.b) da

izraCunamo 100.2

A" =1(1002) = 54 —= = 10.0L,
Kako je (10.01)? = 100.2001, aproksimaciju A* = 10.01 mozemo smatrati dobrom jer je
apsolutna i relativna (u %) pogreska malena:

AA*

= =100 ~ 1%.
A%

AA* =[V/100.2 — 10.01] = 0.09, A"

Zadatak D.3 Na slican nacin kao v PrimjeruD.3 pronadite linearni aproksimant
funkcije f(x) := 22, x € R, u okolini tocke xo = 1.

Primjer D.6 Za f(z) = %/Z je f'(z) = L& (vidi str. 138) pa je prema (D.7)

m xX
priblizna vrijednost funkcije f u tocki xo + Ax

1 m,
Voot Br~ va+ L A,
Zg

m

odnosno za xg =1,
A
VIt Az ~14 2
m

Primjer D.7 Za funkciju x — sinz je f'(x) = cosz (vidi str. 138) odakle prema
(D.7) za pribliznu vrijednost funkcije sin u tocki xo + Az dobivamo

sin(zg + Ax) & sinzg + Az - cos xp.
imieri —3]0=17 4 T ;
Tako primjerice za o = 31° = & + 155 dobivamo

. L (T s .om T T
sin o = sin (E—l—@) Nsmg—l—ﬁ-cosg ~ 0.5+ 0.01745 -

Tocna vrijednost (na 9 decimala) je sin31° = 0.51504.

2Na ovom mjestu treba skrenuti paznju na jos jednu nesuglasnost izmedu stroge matematcke
definicije diferencijala i onoga $to se u tehnici i fizici podrazumijeva pod tim pojmom, gdje se
vrijednost diferencijala z — f’(xo)z u tocki dz jednostavno zove diferencijalom funkcije f u tocki
zo i oznacava s df

~ 0.5151.

>
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Zadatak D.4 Analogno PrimjeruD.7 nadite formule za izracunavange pribliznih
vrijednosti funkcija cos, tg, ctg u toéki xg + Ax.

Zadatak D.5 Primjenom formule (D.7) procijenite za koliko treba produziti uZe
nategnuto oko ekvatora Zemlje da bi u svakoj tocki ekvatora bilo 0.5 m iznad povrsine
Zemlje?

Primjer D.8 (Newtonova metoda tangenti). Trazimo nultocke derivabilne funkcije
f:I=/la,b] — R. Pretpostavimo da je f'(x) #0,Vx € I i da je f(a)- f(b) <O0.
Prema Korolaru L.1 postoji £ € I, tako da je f(§) = 0.

Y 4

Slika D.4: Newtonova metoda tangenti

Izaberimo pocetnu aproksimaciju zo € I i funkciju f u okolini x¢ aproksimiramo
linearnim aproksimandom

I(z) = f(wo) + f'(z0) (2 — o).

Sljede¢u aproksimaciju 1 nultocke £ birat ¢emo tako da odredimo nultocku linearnog
aproksimanda:

f(zo)
T1 = To — .
[ (o)
Ponavljajuéi postupak dobivamo niz zo, 1,1, Zn, - - -, zadan rekurzivnom formulom
f(@n)
Tn4+1l = Tn — fl(il»'n)7 n:03172a""

koji uz neke uvjete (vidi [12]) konvergira prema &.

Primjer D.9 Treba pronaéi realnu nultocku funkcije f(x) = 2% —1+1In(x + 1), ¢iji
graf je prikazan na SliciD.5.a.

Elementarnim putem ovaj problem nije moguce rijesiti. Najprije moramo lokalizirati in-
terval u kome se nalazi nul-tocka. Tu si mozemo pomoéi tako da jednadzbu f(z) = 0
napisemo u obliku 1 — 22 = In(z + 1) i potrazimo sjeciste grafova funkcija o1 (z) = 1 — 22
i pa(z) = In(z + 1) (vidi Sliku D.5.b). Bududéi da se jedina nultocka funkcije f nalazi u
segmentu [0, 1] (vidi Sliku D.5), za pocetnu aproksimaciju uzet ¢emo xo = 1. U nize nave-
denoj tablici mozemo pratiti iterativni proces. Vise detalja o ovoj i drugim metodama za
rjeSavanje jednadzbe f(x) = 0 moze se vidjeti u [12].

Tn f(zn)

1 0.693147
0.722741  0.066271
0.690031  0.000887
0.68958  1.67x10~7

w N = O3
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a) f(x) =22 —1+In(zx+1) b)z—1—2% x—In(z+1)
RL y
9 1
/0./5 1 15 2 —1-0.5 05 1\ 1.5 2
—1+
_9l
-3+

SlikaD.5
Zadatak D.6 Pronadite realne nultocke sljedecih funkcija

a) f(x) =e ™ +a -2, b) f(z) =a® — 4z — 1,
¢) fla)=e"sin(BBz+2)+z—3, >0 d) flx)=e"—L(x—-1)2+1.

Tangenta i normala. Prema (D.4) linearni aproksimand funkcije f u okolini
tocke xq je

l(x) = f(zo) + ['(0)(z — z0).
Graf I'; linearnog aproksimanda je pravac koji zovemo tangenta na graf I'; funkcije
f utoeki (zo, f(zo). Koeficijent smjera tangente u tocki s apscisom z¢ je derivacija
f'(zo) funkcije f u tocki zp. Zato jo§ mozemo pisati i

f'(x0) = tg o, (D.9)
gdje je ap kut $to ga tangenta na graf funkcije f u tocki (zo, f(zo) zatvara s pozi-
tivnim smjerom osi x.

Normala na graf funkcije f u tocki (xo, f(xo) je pravac okomit na tangentu
koji prolazi tockom (xq, f(xg)) (vidi Sliku D.6.a). Njegova jednadzba je dakle:

1
y = f(zo) — m(x—xo)y (D.10)

ako je f'(xg) # 0. Ako je f'(xzo) = 0, onda jednadzba normale glasi z = z( (vidi
Sliku D.6.b).
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a) f'(zo) #0 b) f'(zo) =0
Y4 Y
Tr = X
[4
t
(zo, f(z0))
0 . n T 0 To x

Slika D.6: Tangenta i normala

Primjer D.10 Odredimo tangentu i normalu na graf funkcije f(x) := 2%, x €R u
proizvoljnoj tocki s apscisom .

Prema Primjeru D.2 vrijedi f'(z¢) = 2o za svaki zo € R. Zato je tangenta na graf 'y
funkcije f u proizvoljnoj tocki zg € R zadana jednadzbom

Y=o+ 2z0(x — x0), odnosno y = 2zor — za.

Normala na graf funkcije f(z) := 22, € R u proizvoljnoj tocki zo # 0 zadana je s

R DR
Y= Tt T Ty
Ako je zo = 0, onda jednadzba normale glasi x = 0 (vidi Sliku D.6).

Navedimo jedno vazno svojstvo derivabilnih funkcija u tocki:

Teorem D.2 Ako je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki xo € I,
onda je ona i neprekidna u toj tocki.

Dokaz. Prema Definiciji L.4 (str. 116) funkcija f je neprekidna u tocki zo ako je lim f(x)
T—x(
= f(zo). Kako je

lim [f(2) = f(zo)] = lim (HELE0) @ —a)) =
T—xQ T—XTo
= lim %ﬁ:ém‘)) lim (x — o) = f'(x0)-0=10,
T—x( T—T0
to je lim f(x) = f(zo). O
T—xQ

Primjedba D.6 Obrat ovog teorema ne vrijedi. Primjerice, funkcija f(x) = |z| je
neprekidna u tocki xo = 0, ali u toj tocki nije derivabilna.

Za proizvoljni niz (x,) iz (—o0,0) takav da x, — 0 imamo
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S druge strane, za proizvoljni niz (z,) iz (0, +00) imamo

O 0 B (0 N o S

xn—0+ T, —0 zn,—0+ 2, — 0 Tn—0+ Ty,

=1

Dakle, prema Primjedbi L.7, str. 116 ierlo Ll)‘ ne postoji pa funkcija f(x) = |z|

o
nije derivabilna u z¢p = 0.

Graf funkcije x — |z| (vidi Sliku F.12.a, str.7) ima $iljak (8pic) u zg = 0, pa se
u toj tocki ne moze "postaviti” tangenta na graf ove funkcije. Kazemo da funkcija
x +— |z| "nije glatka” u xo = 0.

Zadatak D.7 Da li je funkcija f(x) = V22, x € R derivabilna u tocki xo =07
Primjedba D.7 Utemeljitelji diferencijalnog racuna su Leibniz® i Newton®.

e Leibniz je proucavao problem odredivanja tangente u tocki To(xo, f(xo)) grafa
I'y neke funkcije f. Za to je bilo potrebno odrediti koeficijent smjera tangente.

a) Leibnizov problem tangente b) Newtonov problem brzine

Slika D.7: Leibnizov i Newtonov pristup pojmu derivacije funkcije

Ako w blizini tocke xg izaberemo meku drugu tocku x, onda je lako odrediti
koeficijent smjera sekante s kroz tocke Ty i T(x, f(x)) (vidi SlikuD.7.a):

(@) = f(zo)

Tr — X9

Moze se smatrati da koeficijent smjera sekante teZi prema koeficijentu smjera
tangente kada x tezi prema xg. Pri tome treba istrazZiti egzistenciju granicne

vrijednosti lim Lfézo), odnosno derivabilnost funkcije f u tocki xg.

T—T0 T—T

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) njemacki matematicar, filozof i pisac. U vezi primata
na autorsko pravo o diferencijalnom racunu upao je u zestoke rasprave s Newtonom, koje su trajale
sve do njegove smrti. Newton je otkrio diferencijalni racun 10 godina ranije od Leibniza, ali je
Leibniz nezavisno od Newtona 1684. godine to prvi objavio. Struc¢na komisija Royal Society
(London) na osnovi jednostrano izabranih pisama dodijelila je (1712) prioritetno autorsko pravo
Newtonu. Inace, od 1703. godine predsjednik Royal Society bio je I. Newton...

48ir Isaac Newton (1642-1727) engleski fizicar i matematicar, koji je svojim revolucionarnim
otkri¢ima dominirao matematikom i fizikom 17. stolje¢a. Spomenimo samo: formuliranje ak-
sioma mehanike, otkri¢e jednadzbi gibanja i zakona gravitacije, teorija o kretanju planeta, bi-
nomni teorem, Newtonova metoda u numeri¢koj analizi i mnoge vazne rezultate o jednadzbama.
Najznacajnije djelo mu je ”Philosophiae Naturalis Principa Mathematica”.
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o Newton razmatra problem odredivanja trenutne brzine nekog tijela koje se krecée
po praveu. Oznacimo s t — s(t), t > 0 funkciju koja u svakom vremenskom
trenutku pokazuje prijedeni put. Ako je s linearna funkcija s(t) = vt + b, onda
je gibanje jednoliko. U tom slucaju u svakom intervalu [t1,ts] prijedeni put
proporcionalan je duljini intervala to — t1, .

S(tQ) - S(tl) = U(tQ - tl),
a brzina ima konstantnu vrijednost

= S(t2) —s(t)
to — 11

Ako gibanje nije jednoliko (funkcija s nije linearna), brzinu u trenutku to
odredit éemo tako da pretpostavimo da je gibangje jednoliko u ”okolini” trenutka
to, tj. funkciju s u okolini tocke to aproksimirat ¢emo linearnom funkcijom.
Znamo da je to moguce samo onda ako postoji v, tako da bude

s(t) — s(to) —v(t —to)

P t—to =0
Priblizno linearno gibanje dano je tada s
t — s(to) +v(t —to),
pri ¢emu je brzina u trenutku to
v(tg) =v = lim 5(t) = s(to) _ s'(to).

t—to t—to

Primjedba D.8 Derivaciju funkcije f u tocki xg prema Leibnizu mozZemo jos pisati
kao:

. %(Io) (¢itaj: de ef po de iks u tocki xg);

. % s (¢itaj: de ef po de iks za z = x¢);

. g—z (¢itaj: de ipsilon po de iks za © = xq ), ako je f(z) =y.
=0

Specijalno, iz povijesnih razloga, ako je nezavisna varijabla vrijeme, onda brzinu v
(?drsosno derivaciju puta s po vremenu t) u trenutku to pisemo v(to) = % (to) =
$(to)-

Definicija D.3 Kazemo da je realna funkcija f : (a,b) — R derivabilna
ili diferencijabilna na intervalu (a,b) ako je derivabilna u svakoj tocki
xo € (a,b).

Funkciju f': I — R definiranu s x — f'(x) nazivamo derivacija od f.
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Primjer D.11 Funkcija f'(z) = na"! je derivacija funkcije f(z) = 2", n € N
(vidi Zadatak D.2). Obicno skradeno pisemo

(z") =nz"", neN (D.11)
Primjer D.12 Odredimo derivaciju funkcije f(x) :=e*, x € R.
Kako je za proizvoljni zo € R prema (L.10), str.120

I flxo + Az) — f(x0) . emotAT _ g0 0 | |
1m = 1um — = 1m
Az—0 Az Az—0 Az AT Az

=e"%lne =",

onda je funkcija f derivabilna u svakoj tocki xg € R i njena derivacija je ponovno ta ista
funkcija. Obi¢no skraceno pisemo

() =e¢" (D.12)
Zadatak D.8 Pokazite da je
o) (VI) =552, @40, ) (7)) =5 =#0.

D.2 Deriviranje realnih funkcija

D.2.1 Pravila za deriviranje funkcija

Teorem D.3 Neka su f,g : I — R funkcije derivabilne u toc¢ki x € I.
Tada vrijedi

(i) f+ g je derivabilna u x i vrijedi
(f+9) (@) =f'(z) + () (D.13)
(ii) f— g je derivabilna u x i vrijedi
(f —9)(z) = f'(z) — g'(x) (D.14)
(iii) - g je derivabilna u x i vrijedi
(f-9) (@) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x) (D.15)
(iv) ako je g(x) # 0, onda je f/g derivabilna u x i vrijedi

AN o = I@)g() — f@)g'(x)
(9) (=) 9% () (D-16)

Dokaz ovog teorema moze se vidjeti u Dodatku 4.1.
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Ako su funkcije f i g derivabilne u svakoj tocki skupa I, onda su i funkcije
f+g, f—gif-g takoder derivabilne funkcije na I i njihove derivacije su redom
f'+d, f =4, flg+ fg. Ako je g(x) #0,Vx € I, onda je i f/g derivabilna na I i
njena derivacija je %.

Primjer D.13 Funkcije f(x) = 22 i g(z) = e su derivabilne na ¢itavom skupu R
i njihove derivacije su f'(x) = 2z, ¢'(x) = e*. Kako je osim toga e® # 0, Yz € R,

vrijedi
(22 +e®) =2z + €*, (22 —e®) = 22 — €%,
2 / x 2 x
(IL‘2 .ew)/ = 2re® +.’IJ2€$7 (%) — Qmee;mm e’

Primjedba D.9 Ako u (iii) specijalno stavimo g(x) = ¢ VY € R, onda koristeéi
da je (¢)) = 0 (vidi Primjer D.1), dobivamo pravilo za derivaciju produkta konstante
i funkcije

(v)  (cf)(x) =cf'(2). (D.17)
Primigetimo takoder, da na osnovi TeoremaD.3 slijedi da su svi polinoms i racio-
nalne funkcije derivabilne.

Zadatak D.9 Na osnovi TeoremaD.3 pokazite da je:

!
a) (22°— 223 4+ 7w — 1) = 102" — 222+ 7, b) (I(I%H)) = m;(?;gizl)% x #0,
c) (e*/x) = em%, z # 0.

D.2.2 Derivacija slozene i inverzne funkcije

Teorem D.4 Neka su f i g realne funkcije, takve da je kompozicija fog
definirana. Neka je takoder g derivabilna u xo, a f u tocki g(xo). Tada
vrijedi

(vi)  (fog)(z0) = f'(9(x0)) - g' (o) (D.18)

Dokaz ovog teorema moze se vidjeti u Dodatku 4.1.
Primjer D.14 Funkcija x — o(x) = V1 — 22 je kompozicija sljededih funkcija:
fy) =y, y=0,
g(w) =1-2, |o| <1.

Ako je |z| < 1, g(z) > 0, pa je f derivabilna u g(x). Funkcija g je polinom, pa je
derivabilna za svaki x € R. Zato je kompozicija fog derivabilna za |x| < 1 i vrijedi

1 -z
lx: (e} I{I;:I x-/xzi-—2x:7.
¢ = (709 @) = o) -g'(@) = g (-20) = Sy
Za xo =1 1ili zop = —1 je g(xo) =0, a kako funkcija f nije deriabilna u 0, pravilo

(vi) ne moze se primijeniti.



136 D.2 Deriviranje realnih funkcija

Primjer D.15 Nadimo derivaciju funkcije p(x) = eVt = f(g(h(x))), gdje je
h(z) = 2% + 1, g(y) = /¥, f(u) = €. Funkcija h je derivabilna za svaki x € R
i osim toga je h(x) > 0, za svaki x € R. Zato je g deriabilna za sve h(z). f je
takoder derivabilna za sve g(y). Zato je kompozicija f o g o h derivabilna za svaki
z € R i vrijeds

¢'(x) = (fogoh)(x) =f((goh)(x)) g (h(x)) I(x)=

1
— plgoh)(=) z2+1
e . 2xr =e —_—
2+/h(x) x?+1

Zadatak D.10 PokazZite da vrijedi
!
o) ((+1)"™) =100 (x+ 1) (1= &), 40,
b) (sha) =che, ¢) (chz) =shw,

Primjedba D.10 Pravilo (vi) za derivaciju sloZene funkcije prema Leibnizovom
nacinu pisanja bilo bi

d(f o g)(x) _ df(y) dg(x)
dx e—z0 dy y=g(20) dx w=zo
Oznacimo liy := g(x) i z :== f(y) dobivamo
d|_de|
dx o=z0 dy y=g(z0) dx o=z0
ilt jos krace:
dz dz dy
o2 D.1
de dy dx (D-19)

Teorem D.5 Neka je f : (a,b) — R neprekidna i strogo monotona
funkcija. Neka je nadalje f derivabilna u xg € (a,b), tako da je f'(xo) #
0.

Tada postoji f~* : f((a,b)) — R, derivabilna je u yo := f(xo) i
vrijeds
1

(vii)  (f7) (o) = T o)

(D.20)

Primjedba D.11 Kako iz yo = f(x0) slijedi £~ (yo) = wo, formulu (vii) mozemo
pisati 1 kao

1
vii’ —by = , D.21
(i) (7 0) = s (D.21)
ili u Letbnizovoj notacigi
wiy 92 L dnosno % ! (D.22)

dy - dy/dx’ dr dx/dy’
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Dokaz Teorema D.5 neéemo izvoditi. Zainteresirani ¢itatelj dokaz moze pogle-
dati u [3], str. 177.

Primjer D.16 Logaritamska funkcija y — Iny, y > 0 je inverzna funkcija ekspo-
nencijalne funkcije exp : © — e*, x € R, koja je neprekidna, strogo monotono
rastuca i derivabilna u svakoj tocki x € R. Zato prema (vii):

W) =—t =+ 1
V= oap/ny) ~ exp(iny) oy

Dakle, y — Iny je derivabilna funkcija za svakiy > 0 i vrijedi
, 1
(Iny) = ; (D.23)

Zadatak D.11 Pokazite da vrijedi:
_ 1
a) (In(z+ Va2 +1)) = = TER,

!
b) <ln,/}f—”;> :ﬁ, |z] <1,

Primjedba D.12 Prema TeoremuD.5 da bi funkcija f=* : f(I) — R u tockiyo bila
derivabilna, medu ostalim u tocki xo = f~(yo) mora biti f'(xo) # 0, tj. tangenta
na graf 'y u tocki (zo, f(z0)) ne smije biti paralelna s osi x. Geometrijski je to
odmah jasno jer osnom simetrijom obzirom na pravac y = x horizontalna tangenta
na L'y prelazi u vertikalnu tangentu na I'y-1 (vidi SlikuD.8) (pa derivacija funkcije
f7Y u tocki f(xo) nije definirana).

Y

SlikaD.8: Derivacija funkcije f~! nije definirana u tocki f(xq) jer je
tangenta na graf I'y u tocki (xo, f(xo)) paralelna s osi

Tako je primjerice inverzna funkcija od f(z) = 2, x € R funkcija f~'(y) = ¢y,
y € R. Funkcija f je derivabilna za sve x € R, ali bududi da je f'(0) =0, funkcija
f~1 nije derivabilna za yo = 0, iako je svuda neprekidna.
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D.2.3 Derivacije elementarnih funkcija

Vrijede sljedece formule za derivacije osnovnih elementarnih funkcija:

()’

(log, =)’

(arcsin )’
(arccos )’
(arctg x)’

(arcctgz)’

/

)
(shz)
(chx)’
(thz)’

(cthx)’
(arshz)’
(archx)’

(arth )’

(arcth z)’

az®t, aeR, zeR

1
—log,e, x>0

e’, xeR
cosxz, x€R

—sinz, x € R

cos? x
-1
5 Jf?é ]fﬂ', kelZ

sin“ x

Dokaze ovih formula mozete vidjeti u Dodatku 4.2.

: x;é(%_ug, keZ

(D.42)
(D.43)

(D.44)

Primjer D.17 U PrimjedbiF.19, str.68 pokazali smo da funkciju arsh moZemo
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zapisati u obliku
y:arshlen(x—f— x2+1>

Direktnim deriviranjem

1

139

/2
y/=;~<l+¥-2x) 1 ztvei+1l
T4+ Va2 +1 2vz? 4+ 1

takoder dobivamo formulu (D.41).

:x—l—\/x?—I—l. V2 +1 V2241

Zadatak D.12 Direktnim deriviranjem funkcija (F.26) — (F.28) na strani 68 iz-

vedite formule (D.42) — (D.44).
Zadatak D.13 Izracunajte derivacije sljedecih funkcija:

a) y = xarctg /x, b) y = xarccos\/1— 3z, ¢)y=xarcsinz +v1— a2,
d)y= %lnﬁ—i — %arctgx, e)y= %th% — %thgg, f)y = sh?z + ch’z.

D.2.4 Derivacije viSeg reda

Ako je prva derivacija f’ derivabilna na I C R onda njenu derivaciju nazi-
vamo drugom derivacijom funkcije f i oznacavamo s f” ili f). Dakle, f” = (f')’.

Derivacije viseg reda definiraju se induktivno:

M = (f=DY neN,

gdje je f() oznaka za n-tu derivaciju funkcije f, a po dogovoru je f(©) = f.

(D.45)

Prema Leibnizovoj notaciji, n-tu derivaciju f( (n > 1) funkcije f oznacavamo

Sdf

dzn

Primjer D.18 Navedimo nekoliko primjera izracunavanja n-te, n € N, derivacije

funkcije.
o Ako je f(z) = €*, x € R, onda je f'(x) = €*, ..., f™(z) = e®.
o Ako je f(x) =sinz, z € R, onda je f'(x) =cosz, f’(x) = —sinz,
f"(x) = —cosz, f® =sinz i opéenito
FE D (z) = (=1)" ' cosx, f@(z) = (=1)"sinz, neN.
Provjerite da takoder vrijedi: (sin)(™ (x ), neN

) =sin (z +n3
e Ako je f(z) =Inz, x>0, onda je f'(z) = L, f"(x) = —% i oplenito
)

(_1 n+1
f (@) = , neN
xn
Zadatak D.14 Odredite n-tu, n € N derivaciju funkcija
o) fl)=cosz, x € R, b) fla) =t a1,

c) flx) =x-€%, x €R, d) f(z) =z, z>0.
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Primjer D.19 Pokazimo da funkcija y(x) = Asin(wx + ¢), ¢ € R zadovoljava
jednadzbu (diferencijalna jednadzba):

y' + Wy =0.
Kako je iy = Awcos(wz + @) i ¢y’ = —Aw?sin(wz + @), to je
Yy +wly = —Aw?sin(wz + @) + w?Asin(wz + @) = 0.
Zadatak D.15 Pokazite da
a) funkcija y(z) = C1e® + C2e?* zadovoljava jednadzbu y’ — 3y’ + 2y = 0
b) funkcija y(x)=sin(2 arcsinz) zadovoljava jednadzbu (1—x2)y" —xy’ +4y=0
¢) funkeija y(x) = x+vx2 + 1 zadovoljava jednadzbu (1+x2)y" +xy' —4y =0

Primjedba D.13 Ako funkcije f,g : I — R, I C R imaju derivaciju svakog reda
na I, onda vrijedi (Leibnizova formula):

(f-9)™=>" <Z> FE gk, (D.46)

k=0
Dokaz ove formule provodi se matematickom indukcijom i moZe se vidjeti u
[3], str. 184.
Zadatak D.16 PokaZite da vrijedi

(22 sin 2)199) = 22 sin z — 200z cos z — 9900 sin .

D.2.5 Deriviranje implicitno zadane funkcije

Pojam implicitno zadane funkcije uveli smo u Poglaviju F.4.3, str. 71. Mogu
se postaviti sljede¢a pitanja:
e Pod kojim je uvjetima u nekoj okolini tocke xy jednadzbom F'(z,y) = 0
implicitno zadana funkcija y = f(z)?
e Koji su dodatni uvjeti potrebni da bi ta implicitno zadana funkcija y = f(x)
bila derivabilna na toj okolini tocke x(?
Odgovor na ovo pitanje daje Teorem o implicitnoj funkciji (vidi [15]). Zbog
njegove slozenosti ne¢emo ga navoditi. U sljede¢ih nekoliko primjera ilustrirat ¢emo
samo kako odrediti derivaciju implicitno zadane funkcije.

Primjer D.20 Odredimo derivaciju implicitno zadane funkcije
P =3y +a2®=0. (%)

Na y treba gledati kao na funkciju od « i primijeniti pravilo za deriviranje slozene funkcije
(vi). Pri tome derivacija lijeve strane jednakosti (x) treba biti jednaka derivaciji desne
strane. Dakle,

(") = 3(zy) + () = (0)
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3y2~y'—3y—3x~1~y'+3x2:0,

odakle dobivamo 3’ = yyz__zzzz-

Primjer D.21 Treba odrediti tangentu na kruznicu 2 + y? = 1 u tocki To(%, @)

a) b)

E
N

To D

Slika D.9: Tangenta na kruznicu i elipsu

Derivacija implicitno zadane funkcije 22 + 32 = 1 je
2w+2y =0 = y ==,
Y

pajey/(3) = —%?2 = —@. Jednadzba tangente je

\/§1<1) V3 . 2V3

=———|x—=), odnosno y=——x+ —.
Yy B /3 Yy

2 3 3
Zadatak D.17 PokaZite da je jednadzba tangente na kruinicu x2+y? = r2 u tocki
To(z0,y0) opéenito zadana s xxo + yyo = r%, a jednadzba tangente na kruinicu
(z—p)*+(y—q)? = r? u tocki To(wo, yo) 2adana s (vo—p)(z—p)+(Yo—a)(y—q) = r*.
Zadatak D.18 Odredite jednadzbu tangente na elipsu 4z + 9y?> = 36 u tocki
To(—2, 20).

Primjer D.22 Pokazimo da implicitno zadana funkcija z* + y? = 1 zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu
1 4 y12
y// - _-TJ
Y
Direktnim uvrstavanjem prve i druge derivacije
prva derivacija: z+y-y =0
druga derivacija: 1+1-y -y +y-9y”" =0
ove implicitno zadane funkcije mozemo ustanoviti da ona zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu.

Zadatak D.19 Napisite diferencijalnu jednadzbu cije je jedno rjeSenje implicitno

zadana funkcija
y® — 3azy + 23 =0, a > 0.
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Primjedba D.14 Ako je poznata derivacija funkcije f i ako postoji derivacija in-
verzne funkcije, ona se moZe dobiti primjenom derivacije tmplicitno zadane funkcije.

Tako primjerice derivaciju funkcije y = arthz mozemo dobiti poznavajuéi
derivaciju (thu) = 5.

Djelujuéi (kompozicija) funkcijom th na y = arthz, dobivamo thy = z, Sto
mozemo derivirati kao implicitno zadanu funkciju:

1
E-y'zl = ¢y =ch?y =
J (F.24) ch?y / : ch?y B 1 1

ch®y —sh’y /:sh®y 1—th%y T 12
Primjedba D.15 Ponekad treba odrediti derivaciju funkcije oblika
y(z) = @), ul@)>0, (%)
gdje su u i v zadane funkcije. Logaritmiranjem dobivamo:
Iny = v(z) Inu(x),

Sto mozZemo derivirati kao implicitnu funkciju

1’—1/:10 nu(z vxiu'x
Ly =) nate) + o) 0),
odakle dobivamo
V= W@ V@) + 50 @] (e

Ovaj postupak nazivamo logaritamsko deriviranje. Primjerice za y = %, x > 0 je

1
Iny=zlnhz= -y =lnr+1=1y =2"lnr+1]
Y

D.2.6 Derivacija parametarski zadane funkcije

Nagin parametarskog zadavanja krivulja opisali smo u Poglavilju F.4.1. Pret-
postavimo da je neka krivulja I' parametarski zadana sustavom funkcija

z = p(t)
Y= 1/1@)» le (avb)7

pri éemu su ¢ i ¢ derivabilne funkcije na (a,b), a ¢ je jos i monotona. Tada je s
y = (¢~ (r)) zadana funkcija, ¢iji graf se podudara s krivuljom I'. Primjenom
pravila za derivaciju slozene (vi) i inverzne (vii) funkcije za xg = ¢(to), to € (a,b),
dobivamo )

Y(to)

$(to)

y'(z0) = . o = ¢(to), (D.47)
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gdje ¢, (odnosno w) oznacava derivaciju funkcije ¢ (odnosno 1) po parametru ¢ ili
u Leibnizovom zapisu

dy
d dat |,_
ol =T wo=elt). (D48)
Tlocmy Gl
T=To dt lt=tg

Primjer D.23 Treba odrediti jednadzbu tangente na kruZnicu: x = cost, y = sint,
t € [0,27] u tocki To(2 V3 koja se dobije zat =T

2072 3
Imamo
/(l)_ [ cost } _cosy 1/2 ﬁ
L) —sint -z sin & V3/2 3’
pa jednadzba tangente glasi y = —?w + % (Usporedi rezultat i postupak s Primje-

rom D.21, str. 141).

Primjer D.24 § podacima iz Primjera F.45 ¢ Zadatka F.31, str. 69 treba izracunati
trenutak u kome ce projektil biti u najvisem poloZaju. Jednoliko gibanje projektila
zadano je parametarski:

1
x=(vpcosa)t i y= (vosina)t— §gt2.

Projektil ée biti u najvisem polozaju (tjeme parabole) u trenutku to, za koje mora biti
y(to) = vosina — gto = 0,
odakle je
1
to = —vp sin .
g
Za vo = 900m/s, g = 9.81m/s* i a = 45°, dobivamo to = 64.87s.

Zadatak D.20 Pokazite da je druga derivacija parametarski zadane funkcije
z = o(t)
y=1(t), te(0,b)
u tocki xo = p(to), to € (0,b), zadana s
W (to)(to) — P(to)$(to)

y//(xo) — ¢3(t0) ,  Xo = go(to).

Nadite drugu derivaciju parametarski zadane funkcije za xo = @(to)

a) x =rcost, y=rsint, te[0,2n], (kruznica radiusa )

b) x =t —sint, y=1—cost, te(0,2r), (cikloida)
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Teorem D.6 (Fermatov®teorem) Neka funkcija f : [a,b] — R u tocki
xo € (a,b) ima lokalni ekstrem. Ako je f derivabilna u tocki xo, onda

je f'(zo) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f u tocki zg € (a, b) postize lokalni maksimum. Prema
Primgedbi F.6, str. 38 to znaci da postoji § > 0, takav da
|t — z0] <6 = f(x) < f(z0).

Derivacija funkcije f u tocki zo je prema (D.3)

f'(zo) = lim f(@) = f(zo) f(wo)
T—xT( X — Xo
Ako je |z — mo| < 9§, onda je f(x) < f(zo). Buduéi da je to unutrasnja tocka intervala,

onda  — o moze biti pozitivan ili negativan. Ako je x — xo > 0, onda je

@)= fao) o g f@ =S
Tr — X0 T—To+ Tr — X0
a ako jex —x0 <0,
@) = fao) Lo g L@ S0
Tr — X0 r—xTo— T — To
Kako je funkcija f derivabilna u zo, ta su dva limesa jednaka, pa je f'(zo) = 0. a

Primjedba D.16 Geometrijski smisao Fermatovog teorema odmah je jasan: tan-
genta na graf derivabilne funkcije u tocki lokalnog ekstrema paralelna je s osi x, pa
joj je koeficijent smjera jednak nuli (vidi SlikuD.10).

Y4 )

o
8

Slika D.10 SlikaD.11

5Pierre de Fermat (1601-1665) francuski pravnik kome je matematika bila hobi. Posebno se
bavio teorijom brojeva. Poznat je tzv. Fermatov problem:
- da li postoje prirodni brojevi x,y,z € N koji zadovoljavaju jednadzbu

" 4yt =2", neN?

Za n = 1 postoji beskonatno mnogo rjeSenja, za n = 2 rjeSenja su tzv. Pitagorini brojevi (prim-
jerice: 3,4,5). Dugi niz godina ovaj problem privla¢io je paznju mnogih matematicara. Poznato je
da su neki vazni matematicki rezultati nastali bas prilikom pokusaja rjeSavanja ovog problema. Tek
1993. godine engleski matemati¢ar A. Weils uspio je dokazati da Fermatov problem nema rjesenja
za n > 2. Dokaz je toliko kompliciran da ga moze razumjeti samo vrlo uski krug matematicara
koji se bave tom problematikom
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Definicija D.4 KaZemo da je xg € (a,b) kriti¢na (ili stacionarna) tocka
derivabilne funkcije f : (a,b) — R onda ako je f'(x) = 0.

Primjedba D.17 Prema Fermatovom teoremu ako derivabilna funkcija f ima lo-
kalni ekstrem u tocki xg, onda je xo kriticna tocka funkcije f. Zato se kazZe da
Fermatov teorem daje nuzZne uvjete za egzistenciju lokalnog ekstrema derivabilne
funkcije. To, medutim, nije i dovoljan uvjet. Primjerice, kriticna toc¢ka derivabilne
funkcije x — x3 je xg = 0, ali u toj tocki ova funkcija nema lokalni ekstrem, veé
tocku infleksije (vidi SlikuD.11).

Funkcija x — |x| u tocki zo = 0 ima lokalni minimum, ali u toj tocki nije
derivabilna, pa nema smisla govoriti o kriticnoj tocki ove funkcije, niti se na nju

moZe primijeniti Fermatov teorem na segmentu koji sadriava tocku xo = 0 (vidi
PrimjedbuD.6, str. 131 i Sliku F.12.a, str. 38).

Sljededi teorem daje uvjete uz koje postoji kriti¢na tocka neke funkcije.

Teorem D.7 (Rolleov®teorem) Ako je funkcija f : [a,b] — R
(i) neprekidna na [a,b];
(i) derivabilna na (a,b);
(iii) f(a)= f(b);

onda postoji xo € (a,b), takva da je f'(xo) = 0.

Dokaz. Ako je funkcija f konstanta, tj. ako je f(z) = f(a) = f(b) za sve = € [a, b], onda
je f'(z) = 0 za svaki = € (a,b).

Ako funkcija f nije konstanta, onda zbog neprekidnosti prema Teoremu L.4, str. 117
na intervalu [a, b] prima svoju najveéu i najmanju vrijednost. To se, medutim, ne moze
postiéi na rubovima a ili b jer bi tada funkcija f bila konstanta. Dakle postoji zo € (a,b)
u kojoj funkcija f prima ekstremnu vrijednost. Zbog derivabilnosti funkcije, a prema
Fermatovom teoremu, mora biti f’(zo) = 0. ]

Primjedba D.18 Geometrijska interpretacija Rolleovog teorema prikazana je na Sli-
ciD.12. Ako graf neprekidne funkcije sijece pravac y= f(a) u dvije tocke Ty (a, f(a)),
To(b, f(b)) i ako ima tangentu u svakoj medutocki, onda postoji barem jedna medu-
toc¢ka u kojoj je tangenta paralelna s x osi.

Takoder, uvjet derivabilnosti funkcije f na intervalu (a,b) ne smije se ispustiti
u teoremu. Ilustrirajmo primjerom. Funkcija [ zadana formulom x — V22 na seg-
mentu [—1, 1] udovoljava svim uvjetima Rolleovog teorema, osim §to nije derivabilna
u nuli, tj. na graf te funkcije u tocki s apscisom x = 0 ne moZemo povuci tangentu

6Michel Rolle (1652-1719) - francuski matematicar formulirao je ovaj teorem 1690. samo za
polinome
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paralelnu s osi x (vidi SlikuD.13). Zato za ovu funkciju na segmentu [—1,1] ne
vrijedi Rolleov teorem.

Y
z — Va2
T
0
SlikaD.12 SlikaD.13

Zadatak D.21 PokazZite pomocéu Rolleovog teorema da se izmedu dviju razlicitih
nultocaka neke derivabilne funkcije nalazi barem jedna nultocka prve derivacije te
funkcije.

Teorem D.8 (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti) Ako je funk-
cija f :a, b)) = R

(i) neprekidna na [a,b];

(i) derivabilna na (a,b);
onda postoji barem jedna tovka xo € (a,b) takva da je

f(0) = f(a)

2 o) (D.49)

0 d Zo l;
Slika D.14: Geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema

Dokaz. Na segmentu [a, b] funkciju g definirajmo formulom

o) = f(@) — f(a) - LO W g,

7Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematicar, pored Eulera najveéi matematicar
18. stoljeca. Vecinu svojih vaznih radova napravio je u Berlinu, gdje je nasljedio Eulera u Akademiji
Vrlo su poznati njegovi rwzultati iz teorije brojeva, algebre, teorije vjerojatnosti, ali takoder i iz
podrucja teorijske mehanike




D.3 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna 147

Deriviranjem dobivamo:

g@) =) - L@,

Funkcija g na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleova teorema (provjerite!). Stoga
postoji totka xo € (a,b) takva da je g'(xo) = 0, tj.

8to povlaci (D.49). O

Primjedba D.19 (Geometrijska interpretacija Lagrangeovog teorema.) Pomicemo
li paralelno sekantu s odredenu tockama (a, f(a)) i (b, f(b)) u jednom trenutku ona
postaje tangenta u nekoj tocki (xo, f(xg)). Koeficijenti smjerova spomenute sekante
1 tangente su jednaki.

Primjer D.25 Provjerimo Lagrangeov teorem za funkciju f definiranu na seg-
mentu [1,3] formulom f(z) = —z* + 6x — 6.

Funkcija f je restrikcija polinoma na segment [1, 3], pa je stoga neprekidna na
segmentu [1, 3] i derivabilna na intervalu (1, 3). Dakle, ispunjene su sve pretpostavke
Lagrangeovog teorema. Pronadimo tocku zg € (1, 3) za koju vrijedi:

fB) = f(1) = f'(z0)(3 - 1).
Buduéi da je f(1) = -1, f(3) =31 f'(x9) = —2x0 + 6, dobivamo zg = 2.

Primjedba D.20 Formulu (D.49) moZemo zapisati u drugom obliku tako da sta-
Vimo

h:=b—a, vo=a+9h, (0<I<1).

Tada (D.49) prelazi u
fla+h)— f(a) = f'(a+ Ih)h. (D.50)

Primjedba D.21 Kao sto je ranije spomenuto v PrimjedbiD.7, str.132 kod New-
tonovog pristupa derivaciji funkcije prosjecna brzina tijela u segmentu [t1,t2] je

s(t2) — s(t1)
to — 1

Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti u ovom slucaju osigurava egzistenciju (naj-
mange) jednog vremenskog trenutka to € (t1,t2) u kome je trenutna brzina tijela
jednaka prosjeénoj brzini na segmentu [t1,ts].

Zadatak D.22 Interpretirajte smisao Rolleovog teorema prema Newtonovom pris-
tupu derivaciji funkcije.



148 D.3 Osnovni teoremi diferencijalnog ra¢una

Korolar D.1 Ako je funkcija f :[a,b] = R
(i) neprekidna na [a,b),
(i) derivabilna na (a,b),
(i1i) f'(x) =0 za svaki x € (a,b),

onda je [ konstanta.

Dokaz. Neka je z € (a,b) proizvoljan. Tada prema Lagrangeovom teoremu postoji
zo € (a,z) tako da je

f(x;z = i:(a) = f'(xo0).
Kako je f'(z0) = 0 (jer se f’ ponistava u svim totkama intervala (a,z) C (a,b)), onda je
f(z) — f(a) =0, pa je f(z) = f(a). o

Primjedba D.22 Funkciju G : [a,b] — R zovemo primitivnom® funkcijom funkcije
f:a,b] = R ako vrijedi:

G'(z) = f(x) za svex € [a,b].
Tako su primjerice funkcije x v 223 + 1 i x +— 223 — 5 primitivne funkcije od
f(x) = 622

Zadatak D.23 Na osnovi KorolaraD.1 pokaZite da se dvije primitivne funkcije Gy
i Gy funkcije [ razlikuju za konstantu.

Zadatak D.24 Odredite primitivne funkcije sljedeéih funkcija
a) f(x) =322 —5/r+ 7 b) f(x) = 2sinx + cosx
¢) f(z) =Inz flx) =e"

Primjedba D.23 Neka je ¢ € R. Problem pronalaZenja funkcije y = f(x), koja
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

y-—y=0 (%
uz uvjet

y(0) =c  (xx)

nazivamo problem poletne vrijednosti® ili Cauchyjev problem. Uuvjet (x%) zovemo
pocetni uvjet.

Na osnovi KorolaraD.1 moZe se pokazati da problem pocetne vrijednosti (x) —
(*%) ima jedinstveno rje¥enje

f(z) =ce®, ceR. (% * %)

8Lat.: primus = prvi, onaj koji je bio prije.
9Eng.: initial value problem, Njem.: Anfangswertproblem
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1. Da je funkcija f(z) = ce® rjesenje Cauchyjevog problema (%) — (xx) lako se
vidi jer je

fllx)— f(x)=ce® —ce® =0V eR i f(0)=ce’=c

2. Da je (x % %) i jedino rjeSenje pokazat éemo na osnovi KorolaraD.1. Pret-
postavimo zato da je g neko drugo rjesenje problema (x) — (xx), tj. da je

gx)—glx)y=0VereR i g(0)=c
Definirajmo pomoénu funkciju h : R — R s
h(z) :=e “g(x).
Tada je h(0) = e %g(0) = c i 2a sve z € R vrijedi
B (z) = —e "g(x) + e "¢ (z) = —eg(x) + e “g(z) = 0.

Prema KorolaruD.1 funkcija h je konstanta, a kako je h(0) = ¢, onda je
h(x) = ¢ za svaki x € R. Dakle,

c=h(x)=e"g(x) Ve e R = g(z) =ce®” Vx €R.

Zadatak D.25 Pokazite da je funkcija f jedinstveno rjesenje Cauchyjevog prob-

lema:
(EB

a) y =32y =0, y(0)=2;  f(z)=2e",
b) wy'+y=0, y(l)=¢  flx)=%

[\

Korolar D.2 Neka je f : [a,b] = R
(i) neprekidna na [a,b),
(i) derivabilna na (a,b).
Tada
a) funkcija f raste [strogo raste] na [a,b] onda i samo onda

ako je f'(x) > 0 za sve x € (a,b) [ako je f'(x) > 0 za sve
z € (a,b)];

b) funkcija f pada [strogo pada] na [a,b] onda i samo onda
ako je f'(x) <0 za sve x € (a,b) [ako je f'(x) <0 za sve
z € (a,b)].

Dokaz. 1. Pretpostavimo da funkcija f raste na [a,b] i da je zo € (a,b) proizvoljna ¢vrsta
tocka. Treba pokazati da je f'(zo) > 0. Vrijedi:

fzo + Az) > f(zo) za Az >0

flxo+ Az) < f(xo) za Az <0
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pa je kvocijent W nenegativan bez obzira kakvog je znaka Ax. Zato je f'(zo) =

lim f@otAn-fze) 3
A0 Az =

2. U svrhu dokaza obrata pretpostavimo da je f'(z) > 0 za svaki z € (a,b). Neka su
z1,%2 € [a,b] takvi da je 1 < x2. Prema Lagrangeovom teoremu postoji zo € (z1,z2) C

(a,b), takav da je
flzg) = Jo) _ (),
Kako je po pretpostavci: f'(xo) > 01 x2 —x1 > 0, mora biti f(x2) — f(z1) > 0, odnosno
flx2) = f(z1).
Ostali slucajevi dokazuju se analogno (vidi Sliku D.15). O

Y f'<o f'>0 f'<o0

—~

~

0 N—— N——

funkcija funkcija raste funkcija
pada pada

Slika D.15: Intervali rasta i pada funkcije

Primjer D.26 Treba odrediti intervale rasta i pada funkcije

2
f($)=§x3—2{1:2—6(£+37 x eR.

Derivacija od f je f'(z) = 222 — 42 — 6 = 2(x + 1)(z — 3)

a) Funkcija f b) Funkcija f'

/—\ 5 \

TN 5 ;
—54 —AbH+
~101 -5
~157 —7.514

SlikaD.16: Funkcija f(z) = 22® — 22 — 6z + 3

Kako je f'(z) > 0 za svaki x € I) = (—o0, —1) U (3, 4+0), onda funkcija f na
skupu I raste. Buduéi da je f'(x) < 0 za svaki x € I = (—1,3), funkcija f pada
na I (vidi Sliku D.16).
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Zadatak D.26 Na osnovi KorolaraD.2 odredite intervale monotonosti sljedecéih
funkcija

a) flz)=e7* xeR, b) f(z) =22° - 322 +6, z€R,
c) f(ac)zl_lmg, x e R\ {-1,1}, d)f(x):x—i-%, x #0.

Teorem D.9 (Cauchyev teorem o srednjoj vrijednosti) Ako su funkcije
fig:[a, 0] = R
(i) neprekidne na [a,b),
(i) derivabilne na (a,b),
(iii) ¢'(x) # 0 za svaki x € (a,b),

onda je g(a) # g(b) i osim toga postoji xo € (a,b) takav da je

- (D.51)

Dokaz. Bududi da je ¢'(z) # 0 za svaki z € (a,b), to je g(b) # g(a). U suprotnom bi
funkcija g definirana formulom g(z) = g(x) — g(b) na segmentu [a, b] ispunjavala sve uvjete
Rolleova teorema pa bi postojala tocka zo € (a,b) takva da je §'(z0) = g(z0) = 0.

Funkcija h definirana formulom:

na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleovog teorema (provjerite!). Stoga postoji tocka
xo € (a,b) takva da je h'(x0) = 0, tj.

(wo) — —ot——
O

Cauchyev teorem je poopéenje Lagrangeovog teorema (jer za g(z) = x (D.51)
postaje (D.49)).
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D.4.1 L’Hopitalovo pravilo

Na osnovi Cauchyevog teorema dokazat ¢emo tzv. L’Hopitalovo'? pravilo

sinx

pomocu kojeg je moguce jednostavno izracunati slozene limese, kao $to su: lim 7%,

x—0

lim (1 + 2)*, lim 2= itd. Opéenito, ovim pravilom izracunavaju se tzv. neo-
— 00 z z—0
dredeni oblici: %, 2 50 — 00, 000, 1°, 000, 0°.

o0

Teorem D.10 (L’Hépital) Neka funkcije f,g : I — R, I C R, imaju
neprekidne derivacije na I i neka je g(x) #0 & ¢'(x) # 0 za svakixz € I.
Ako je a € I i ako je

lim f(z) = lim g(x) =0 il

r—a r—a

lim f(z) = lim g(z) = +00

i ako postoji lim g:gg, onda postoji i lim zg; i vrijedi
!
T ACO Y ,(x) (D.52)
e—a g(x) a—a g'(2)
Turdnja vrijedi i u slucaju ako je a = —oo ili ako je a = +00, kao i za

limes slijeva i zdesna.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati samo u slucaju ako je a konacan. Potpuni dokaz ovog
teorema moze se vidjeti u [3].

Zbog derivabilnosti funkcija f i g u tocki a, one su i neprekidne u tocki a, pa vrijedi:
fla)=1lim f(z)=0 1 g(a)= lim g(z)=0.

Zbog toga za x # a vrijedi

f@) _ fl@) - flo) _ R
g(x)  g(x)—g(a) g(z)—g(a)’

r—a

odakle prijelazom na limes i zbog pretpostavke da je ¢g'(a) # 0 dobivamo

lim £@)=f(a)
hm £@) 2T e f(@) o @)
e—ag(z)  lim 2@ g'(a)  o—a g/(z)

r—a

O

0Guillaume Franqgois Antoine Marquis de L’Hopital (1661-1704) francuski matematicar. Ovo
pravilo bi se zapravo trebalo zvati Bernoullijevo pravilo. Nedavno su, naime, otkrivena pisma koja
pokazuju da je Johann Bernoulli za mjese¢nu novcanu naknadu 1694. godine ustupio ove i neke
druge matematicke rezultate L’Hopitalu s dozvolom za objavljivanje.
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Primjer D.27 Treba izracunati

In(1 inb
a) lim ) b) lim u, ¢) lim S¥n ay
r—0 T x—0 z z—m sin 2z

a) Ovdje je f(z) =sinz, g¢(z) = z. Lako se vidi da su za a = 0 ispunjeni
svi uvjeti Teorema D.10. Zato vrijedi
sinT L'H .. COST 1

li 1 =-=1

b) Ovdjeje f(z) =In(l+z), g(z)==. Za a =0 svi uvjeti Teorema D.10
su ispunjeni pa vrijedi
1
lim In(l +2) r'n lim 1= — 1.
z—0 T z—0 1
¢) Ovdje je f(z) = sinbz, g(x) = sin2z. Za a = w svi uvjeti Teo-
rema D.10 su ispunjeni pa vrijedi

lim sindx r'H lim S5cosbr E
z—msin2x  a—w 2c082x 2

Zadatak D.27 Primjenom L’Hopitalovog pravila pokaZite da vrijedi

e L (14w —1
a) lim “=L =Ina a >0, b) hm%:a,
z—0 2z u—0 u
: z°—bx+6 __ : z—arctgxr _ 1
¢) lim SHegits = —1, d) lim =8 = o

Ako je f'(a) = ¢’(a) = 0, onda treba ponavljati formulu (D.52) potreban broj
puta kao u sljedeéem primjeru.

Primjer D.28 Treba izracunati a) lim Z=288L b) lim i=cosz,
r—0 Tr—sinx wHOJF Tr—sinx

. ; L'H . . 5i L'H .. 5 s

ZT—T COST 4 l—cosxz+xsinxy &1 2sin z+x cos ¢
a) ﬂllino r—sinx - ﬂllino l—cosx - ilino sin z

L'H : Jcosx—xsinx
- 21711)% cosx - 3’
. —cos L'H . 5i L'H .. ,

b) lim i=cosz "=t iy = COST — 1 0.

o—04 T—sinw z—04 1—cosz r—0+ SinT

Primjer D.29 U sljedeéim primjerima javlja se slucaj f(x) — oo i g(z) — oo.

xT

. Inz .a
a) lim — a>0, b) lim — neN, a>1
r—+oo % z—o00 M
. Inz L'H ;. 1 . 1
a) lim 22°= lim —z—+ = lim — =0,
r—+oo T r—o00 AT r—o00 AT
. e L'H .. “ing L'H . a®(Ina)? L'H ..  a®(lna)”
b) lim & = 1 g me =" lim ——~4—=-- = lim —F—* = .
) z ngn—1 n(n—1)zn—2 0o n!

xr—00 Tr— 00 xr— 00
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Zadatak D.28 Primjenom L’Hopitalova pravila izracunajte:

. Inz . In sin 2%
a) lim - lim ——
z—0+ Insinz z—0+ Insinx

Primjer D.30 Primjenom L’Hépitalovog pravila, uz odredene transformacije, po-
red neodredenih oblika %, >, mogu se rjesavati i neki drugi slucajevi, kao primjerice:
00 — 00 ili 0 - 0o.

3 1 _ 1 11—z _ (0 L . —1
o) lim (55 - my) = (00 —o0) = lim 3= = () = lim T =-1
im 2 — — lim Inz _ (0 T
b) ilmox Inz = (0-00) = ilmof =(3) = ilmo — = 0.
Zadatak D.29 [zracunajte: a) lim (—f - = ) b) lim wsin 2.
1 \T nx z T

Primjer D.31 Neodredeni oblici 1°°, oo®, 00 rjesavaju se logaritmiranjem. Tako
se primjerice kod limesa

a) A= lim (1+ 1)* javlja tzv. neodredeni oblik (1°°). Budu¢i da je funkcija

u +— Inwu, u > 0 neprekidna, primjenom formule (L.7), str. 117 dobivamo

InA = ln<lim (1—|—%)I> = lim (ln(l—!—%)z) = lim xln(l—k%)

n(14+1 / (=)
= (00-0)= mh_{ﬂo% = (9) 1A zlinéouj :mlinéoﬁ =1
Dakle, In A = 1. Odavde je A =lim(1 4+ 1)* =e.
0

b) A = lim (%)tgz. Ovdje se javlja tzv. neodredeni oblik oc®. Ako najprije

logaritmiramo, dobivamo:

InA = Inlim (1)®" = lim I (1) = lim tgzln d = (0- oc)
_ : —lnz _ (%) = lim *% = lim sin? @ = lim 25inzlcosm =0.

z—0 ctgx z—0 T 5nZ. z—0 T x—0

Dakle, In A = 0. Zato je A = lim0 (%)tgw =1.

c) A= lir&xl*‘(e;*l) Ovdje se javlja tzv. neodredeni oblik 0°. Ako najprije
r—

logaritmiramo, dobivamo:

1
. Inz L'H .. = . (e®*=1) m .. e’
InA=1lim —— =" lim = = lim ( ) = lim ——
z—0 ln(ez — 1) z—0 eTTem z—0 ret z—0 eT + xe®

Dakle, In A = 1. Zato je A = limoxm(e%ﬂ) =e.
Zadatak D.30 Izracunajte

a) m%(cosx)%z, b) lima™e ) lim(1—x)®"

r—1
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D.4.2 Lokalni ekstremi

U Poglavlju F.2.e, str. 38 definirali smo pojam lokalnog minimuma i lokalnog
maksimuma neke funkcije f.

SlikaD.17: Lokalni ekstrems

Na Slici D. 17 prikazan je graf jedne funkcije koja u tockama x; i x3 ima lokalni
maksimum, a u tockama xo i x4 lokalni minimum. U toc¢kama lokalnih ekstrema
funkcija ili iz podrucja rasta prelazi u podrué¢je pada ili obrnuto. Primjenom dife-
rencijalnog racuna istrazivat ¢emo samo lokalne ekstreme derivabilnih funkcija. To
znaci da se ne¢emo baviti istrazivanjem onih lokalnih ekstrema u kojima derivacija
funkcije ne postoji (primjerice tocka xo sa Slike D.17). Na osnovi Fermatovog teo-
rema odmah mozemo ustanoviti

A. Nuzan uvjet lokalnog ekstrema. Ako u tocki zog € D(f) deriv-
abilna funkeija | postiZe lokalni ekstrem, onda je f'(xg) = 0.

Geometrijski gledano (vidi Sliku D.17) ako je funkcija f derivabilna u tocki
lokalnog ekstrema, onda je tangenta na njen graf u toj tocki paralelna s osi . U
tocki xo funkcija f ima lokalni minimum, ali ne postoji tangenta u pripadnoj tocki
grafa. S druge strane, u tocki x5 tangenta je paralelna s osi z, ali to ipak nije tocka
ekstrema.

Primjer D.32 Derivacija funkcije f(x) = 2 je f'(x) = 32%. Ocigledno je xo = 0
kritiéna tocka ove funkcije, ali ne i tocka lokalnog ekstrema (vidi SlikuD.18.a).

Derivacija neprekidne funkcije g : [0,27] — R, g(x) = sinz + %Sin2x je
g (x) = (2cosz — 1)(cosz + 1), pa se njezine kriticne tocke dobivaju za cosz = 3
il cosx = —1. Kriticne tocke funkcije g su dakle: x1 = 5, xo = 7, 23 = 5?” Sa

Slike D.18.b wvidi se da funkcija g u tocki x1 postZe lokalni maksimum, u tocki xs
postze lokalni minimum, a tocka xo nije tocka lokalnog ekstrema.

Primijetimo da kriticna tocka xg u prvom slucaju i kritiéna tocka xo u drugom
sluc¢aju ne odvaja podrucje monotonosti suprotnog smisla.
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a) f(x) = 2° b) g(z) =sinz + Lsinx

Y Y
1__

T

x } |
0 ™ Ly

0 3 m 5 2m

14

SlikaD.18:  Funkcija f u kriticnoj tocki xo = 0 i funkcija g u kriticnoj
tocki o = m ne postize lokalni ekstrem

Dakle, uvjet A nije i dovoljan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema deriva-
bilne funkcije.

Ako je funkcija f derivabilna, na osnovi Korolara D.2, str.149 mozemo us-
tanoviti prvi dovoljan uvjet za egzistenciju lokalnog ekstrema derivabilne funkcije.

B1. Dovoljan uvjet lokalnog ekstrema. U tocki o € D(f) deriva-
bilna funkcija f postize lokalni ekstrem ako derivacija f' prolazeéi kroz
xo mijenja predznak. Ako je promjena predznaka od "—7 ma "+7, xqy je
toc¢ka lokalnog minimuma, a ako se predznak mijenja od "+7 na "—7
xq je tocka lokalnog maksimuma.

)

Primjedba D.24 Derivacija funkcije f(x) = J5 je f'(x) = —Z. Ocigledno je
fllg) >0 zax <0, af(x) <0 zax >0, aitocka xog = 0 nije tocka lokalnog
ekstrema jer 0 & D(f) (vidi Sliku19.a).

Dovoljan uvjet B moze se primijeniti i u slucaju ako je promatrana funkcija
neprekidna, ali ne i derivabilna u tocki lokalnog ekstrema. Primgjerice, za x < 0

derivacija neprekidne funkcije g(x) = |z| je ¢'(x) = =1 <0, a za z > 0, ¢'(x) =
1> 0. Zato je xg = 0 tocka lokalnog minimuma funkcije g (vidi SlikuD.19.b).
a) fz) = % b) g(z) = |z|
Y
x
0 T 0

Slika D.19: Ispitivanje lokalnih ekstrema
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Primjer D.33 Treba ograniciti pravokutni prostor zadane povrsine S, koji se jed-
nom stranicom naslanja na cvrsti zid (vidi SlikuD.20) tako da je ukupna duljina 1
potrebne pletene Zice minimalna.

Ll
x S x

{—2x
Slika D.20

Kako je (vidi Sliku D.20) S = x(l—2x), dobivamo I(z) = 2z+2,2 > 0. Izl'(z) =2— 5% =0

dobivamo kritiénu tocku xo = \/g (duljina stranice pravokutnika). U xo funkcija [ postize
lokalni minimum jer je I'(x) < 0 za z < o, a I'(x) > 0 za z > o (provjerite!). Dakle,

minimalna duljina potrebne pletene zice je lmin = I(1/5) = 2V/25.
Koji oblik bi imala ogradena povrsina, kada ne bi postojao ¢vrsti zid?

Zadatak D.31 Kakav mora biti omgjer % visine h i promgjera baze d zatvorene
valjkaste posude zadanog volumena V' da njena ukupna povrsina bude minimalna?

Zadatak D.32 Pronadi lokalne ekstreme sljedecih funkcija

_ Inx

a) f(x) = —, b) f(z)= %, c) f(z) =27 d) f(z) = 2 +32%—452—3.

T

Ako funkcija f ima neprekidnu drugu derivaciju, umjesto uvjeta B1 mozemo
koristiti:

B2. Dovoljan uvjet lokalnog ekstrema. U tocki z9 € D(f) dva
puta neprekidno derivabilna funkcija f postize lokalni ekstrem, ako je
f(xo) =0, a f"(x0) # 0. Pri tome, ako je f"(xg) > 0, zo je tocka
lokalnog minimuma, a ako je f"(xg) < 0, xo je tocka lokalnog maksi-
muma.

SlikaD.21

Obrazlozenje. Pretpostavimo da je f'(xo) = 0i f”(zo) > 0. Zbog neprekidnosti od
f", postoji okolina O(xo) = (zo — §,x0 + §), § > 0, tako da je f”(z) > 0 za svaki
x € O(mo). Zato je funkcija f’ strogo rastuéa (KorolarD.2) u O(zo) (vidi Sliku D.21).
Kako je f'(zo) =0, za

e x € (zo—6,70) je f'(x0) <0, tj. funkcija f na intervalu (xo — J, z0) strogo pada;
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e 1 € (z0,70 + 0) je f'(z0) > 0, tj. funkcija f na intervalu (xo,xo + J) strogo raste.

Prema uvjetu B1 to znaci da funkcija f u toc¢ki xo postize lokalni minimum. Drugi dio
tvrdnje B2 pokazuje se analogno (provjerite!). m|

Primjedba D.25 U slucaju ako je f'(xo) = f"(x0) = 0, uvjet B2 ne moZemo
koristiti. Tada ostaje jos wvjet B1. Provjerite ovo na slu¢aju funkcija iz Prim-
jeraD.32; str. 155.

Primjer D.34 U PrimjeruD.33 ustanovili smo da je x¢g = \/g kriticna tocka
funkcije l(z) =22+ £, 2 > 0.

Ako Zelimo ispitati ekstrem na osnovi uvjeta B2, najprije moramo izracunati I (z) = i—?

Kako je I (z) > 0 zasve z > 0 (pa onda i za zo = \/g) funkcija ! postize lokalni minimum
(koji je u ovom slu¢aju ujedno i globalni minimum).

Primjer D.35 Za koliko ée sekundi poslije pocetka padanja pod utjecajem sile teZe
(bez utjecaja otpora zraka) kineticka energija kapljice kise biti najveéa (i kolika ée
biti), ako je pocetna masa kapljice mg i kapljica se ravnomgjerno (jednoliko) isparava
tako da je gubitak mase proporcionalan vremenu (koeficijent proporcionalnosti je k)¢

Nakon t sekundi poslije pocetka pada kineticka energija E(t) kapljice kise je

B = OO _ (o= k(a1

gdje je g akceleracija sile teze. Treba pronaéi maksimum funkcije E. Kako je
/ 2 3
E'(t)y=gyg t(_ikt ~+ mo)

krititne tocke su to = 01t = 220, Kako je E”(t) = —3kg*t +mog®, E” (to) = mog® > 0,

u tocki to = 0 kineticka energija je minimalna. Kako je E”(t1) = —mog?® < 0, funkcija E
u tocki t; = %ﬂkl postize maksimum, koji iznosi

2 mo 1 2mo 2mo 2 2 ngg
Emaa: 5 - = —k—— a7 - o= .
(3k) 2(m° 3k)<g3k) 277 k2

Brojeve mg i k trebalo bi eksperimentalno utvrditi.

Primjer D.36 Pokazimo da je udaljenost tocke (xo,yo) od pravea y = kx +1 dana
formulom:
_ lyo = ko — 1]

dmin
V1+k?
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Slika D.22

Neka je (z,y) = (z, kz + 1) bilo koja tocka s pravca y = kxz + . Oznac¢imo s d njenu uda-
ljenost od tocke (xo,yo) (vidi Sliku D.22). Primjenom Pitagorinog teorema na pravokutni
trokut sa slike dobivamo:

d? = (z— 560)2 +(y— y0)2 =(z - 990)2 + (kz+1— yU)Q'

Treba odrediti onu tocku (¢, ke + 1) pravca y = kz + I za koju je d najmanje. U tu svrhu
dovoljno je naé¢i minimum funkcije:

flz) = d* = (z — :co)2 + (kx +1— yo)Q.
Rjesavanjem jednadzbe:
fl(z) =2(x —xzo) + 2k(kx +1—yo) =0

dobivamo jednu stacionarnu toc¢ku ¢ = kﬂ% Buduéi da je f’(z) = 24 2k* > 0,

zakljucujemo da funkcija f u tocki ¢ ima strogi lokalni minimum. Pri tome je:

kyo — Kl + : kyo — ki + 2
f(c):(c—x0)2+(kc+l_y0)2:<%_xo> +(k%+l—yo> )

_ (o—kzo—1)?
= P

_ lyo—kzo—I|
1+k :

Nakon sredivanja dobivamo f(c) , odakle je dpin = e

Usporedi Zadatak F. 11, str. 45.

Zadatak D.33 Odredi tocku A na praveu x+3y = 6 koja je nagbliza tocki T'(—3,1)
(vidi SlikuD.23.a). Kolika je ta udaljenost?
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a) Zadatak D.33 b) Zadatak D.3/
4 YN
Tvart
Az, y)
d
z+3y==6
T('?’vl) X T
0 0 Marko FE
Slika D.23
Primjer D.37 Zadano je m mjerenja yi,---,Ym neke velicine A. Treba pronaci
takvu vrijednost A*, za koju ¢e suma kvadrata odstupanja od mjerenja yi,- -+, Ym

biti nagmanga.
Treba odrediti minimum funkcije

m

FA) = (A—y)”.
1=1
Kako je f'(A) =2 > (A — y:), kriti¢na totka je A* = = > y;, a kako je f”(A) = 2m > 0,
i=1 i=1
onda jei f”(A*) > 0 pa u tocki A* funkcija f postize svoj minimum.
Primijetite da je velicina A* aritmeticka sredina mjerenja y1,- - -, Ym.
Zadatak D.34 Duvije ceste sijeku se pod pravimo kutem. Jedna vodi od istoka na
zapad, a druga od juga na sjever. Ivan je krenuo tréeéi od raskrizja prema sjeveru
brzinom od 12km/h, a Marko je krenuo biciklom od istoka na zapad brzinom od

24km/h i stigao na raskrizje nakon 30 minuta. Pronadite minimalnu udaljenost
Ivana i Marka (vidi SlikuD.23.b).

Zadatak D.35 Komad Zice duge 20 m treba presjeci na dva komada duljine 20 —x i
x, tako da od komada duljine x nacinimo kvadrat, a od komada duljine 20—z krug,
ali tako da suma povrgina kvadrata i kruga bude maksimalna (vidi SlikuD.24.a).

a)

T I 20 — ac
Slika D.24

Zadatak D.36 Jedan vrh trokuta lezi u sredistu kruga radiusa r, a druga dva vrha
leze na obodu kruga (vidi SlikuD.24.b). Odredi kut ¥ pri vrhu trokuta koji leZi u
centru kruga tako da povrsina trokuta bude maksimalna.
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D.4.3 Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije

Pojam konveksnosti i konkavnosti funkcije na intervalu (a,b), kao i pojam
tocke infleksije uveli smo u Poglavlju F.2.c, str. 34. Sada ¢emo pokazati kako pomocu

diferencijalnog ra¢una mozemo ustanoviti podrucje konkavnosti, konveksnosti i to¢-
ke infleksije neke funkcije f.

a) Konveksna funkcija b) Konkavna funkcija
Y

Slika D.25: Konwveksna i konkavna funkcija

Tangenta na graf konveksne funkcije f uvijek je ispod njenog grafa. Idudi s li-
jeva na desno njen koeficijent smjera raste, tj. derivacija f’ u podru¢ju konveksnosti
funkcije f je rastuca funkcija (vidi Sliku D.25.a). Prema Korolaru D.2 to znaci da
je u tom podrucju druga derivacija f” nenegativna (f” > 0).

Analogno, u podruc¢ju konkavnosti funkcije f, njena druga derivacija f” je
nepozitivna (f” < 0) (vidi Sliku D.25.b).

Ako je druga derivacija f” neprekidna funkcija, onda izmedu podrugja kon-
veksnosti i konkavnosti postoji neka tocka xy u kojoj se druga derivacija ponistava:
f"(xz0) = 0. Ta tocka dijeli podrucje konkavnosti i konveksnosti i naziva se totka
infleksije (vidi Sliku D.26). Preciznije, vrijedi sljedeéi teorem:

Y
f(@) <0
’,/_\\ konveksna  ;
" konkavna :\ @) >0/
|
| x
0 Zo

Slika D.26: Tocka infieksije



162 D.4 Primjene diferencijalnog racuna

Teorem D.11 Neka je f : (a,b) — R dva puta neprekidno derivabilna
na (a,b).
a) Funkcija [ je konveksna na (a,b) onda i samo onda ako
je f"(x) > 0 za svaki x € (a,b).
b) Funkcija f je konkavna na (a,b) onda i samo onda ako je
f"(x) <0 za svaki x € (a,b).
¢) Tocka xy € (a,b) je tocka infleksije funkcije f onda i
samo onda ako funkcija f' ima strogi lokalni ekstrem u
Q.-

Primjer D.38 Odredimo tocke infleksije funkcije f(x) = e‘mz, xz e R.
Ova funkcija je dvaput neprekidno derivabilna na ¢itavom skupu R. Njena prva derivacija
je f'(z) = —21‘6_12, ima jednu kriti¢nu to¢ku zo = 0, rastuéa je na (—oo,0) i padajuéa na
(0, +o00) (vidi SlikuD.27.a).

a) f(z)=e" b) z +— —1 + 222

Y Y

ah \ )
@ @ N

T = == T2 =

S

2
oS
8

Slika D.27: Odredivange toc¢aka infleksije funkcije f(x) = e’

Njena druga derivacija je f”(x) = 6‘12(_1 +2z7). Za svaki z € R je e > 0.
Kako je 22° —1 < O zasvakiz € I} = (—47 g) (vidi Sliku D.27.b) i 222 — 1 > 0 za svaki

x € I = (—oo,—@) u (@,—Foo) nasa funkcija f je konkavna na I; i konveksna na Is.
Tocke x1 = —@, z2 = 2 su njene tocke infleksije jer je f"(z;) = [eﬂj2 (62 — 42)|peu, 7

0, i=1,2 (vidi SlikuD.27.q).

Zadatak D.37 Ispitajte konveksnost, konkavnost i tocke infleksije sljedecih funk-
cija:

a) flx) = 2® —32% +2, b) f(z) =1In(1+2%), ¢) f(x) = 32° — 5t + 3z — 2.

Zadatak D.38 Odredite lokalne ekstreme i tocke infleksije, te nacrtajte grafove
sljedecih funkcija

a) f(z) = 2% — 42® + 4a, b) f(z) = ln7x, ¢) f(x) = a3,
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D.4.4 Ispitivanje toka funkcije

Prilikom ispitivanja toka funkcije mozemo se drzati sljedeteg redoslijeda
A. (a) Odrediti prirodno podrugje definicije,
(b) Ustanoviti tocke prekida i intervale neprekidnosti,

(c) Ispitati ponasanje funkcije u okolini to¢aka prekida (lijevi i desni limes);
izracunati vertikalne asimptote,

(d)
(e) Pronadi sjecista grafa funkcije s koordinatnim osima,
()

(g) Ispitati periodi¢nost funkcije,

Pronaéi ostale asimptote funkcije,

—

Ispitati parnost funkcije,

B. Pronadi lokalne ekstreme i ustanoviti intervale rasta i pada.
C. Odrediti podrugje konveksnosti, konkavnosti i tocke infleksije.

Treba primijetiti da ponekad neée biti potrebno provesti sva spomenuta ispi-
tivanja, a neki puta neke elemente nece biti moguce elementarno provesti.

$2

+x°

Primjer D.39 Ispitajmo tok funkcije f(x) = 1

A. Podrucje definicije je D(f) = R\{—1}.
Intervali neprekidnosti su (—oo,—1) i (=1, +00).

Pravac x = —1 je vertikalna asimptota jer je
lim z” = —00 lim ’ = 400
t——1— 14z P oasi+ 14 a3 ’
Funkcija ima obostranu kosu asimptotu y = = — 1 jer je
T ) z? L . -z

Zbog toga ova funkcija nema horizontalnih asimptota.

Kako je f(x) = 0 jedino za = = 0, totka x1 = 0 je jedina nul-tocka funkcije.
Istovremeno u toj tocki graf I'; sijece i os y.

Funkcija nije ni parna ni neparna, a nije ni periodi¢na.

B. Kako je f'(z) = fl(i:fg, imamo dvije kritiéne tocke: z1 = 0, zo = —2. Kako je
f'(z) = ﬁ vrijedi:

e f”(0) =2> 0, pau tocki z1 = 0 funkcija f postize lokalni minimum: m(0,0).
e f'(=2) = =2 < 0, pa u tocki ro = —2 funkcija f postize lokalni maksimum:
M(—2,-4).
Intervali rasta su (—oo,—2) i (0, +00), a intervali pada (—2,—1) i (—1,0).
C. Funkcija nema tocke infleksije jer je f”(x) # 0 za svaki z € D(f), konkavna je na

intervalu (—oo, —1), a konveksna na intervalu (—1, +00).

Sada mozemo skicirati graf ove funkcije (vidi Sliku D.28.q).
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a) z— b) o s otz
Y y -
i u
K z
_2_15 0
| 0 z
ﬂi —4 - 3.7\ 4

Slika D.28: Grafovi funkcija iz Primjera D.39 i Primjera D.40

Primjedba D.26 Racunanje druge derivacije funkcije moZe biti obiman posao.
Ako je potrebno pronaéi tocke infleksije funkcije, to nije moguée izbjeci, ali ako
je potrebno samo ispitati karakter lokalnog ekstrema u kriticnim tockama, onda se
posao u nekim slucajevima moZe znatno skratiti.

Ako je zq kriticna tocka funkcije f i ako je f'(z) = ZE;; i v(zg) # 0, onda
vrijedi

f(x0) = [f}/((j)) ] . (D.53)

Naime, buduéi da je xo kriticna tocka funkcije f, onda mora biti u(zg) = 0, pa je

w(zo)v(wo) — ulwo)v'(x0) _ u'(20)
v (o) v(z0)

f//(xo) —

— w274a:+1

Primjer D.40 Ispitajmo tok funkcije f(x) —4

A. Prirodno podrugje definicije je D(f) = R\ {4}.
Intervali neprekidnosti su (—o0,4) i (4, +00).

12—4z+1 12—41+1

— —7— = +oo, pravac z = 4 je vertikalna

= —oc0 i lim

r—4+

Kako je lim
r—4—

asimptota.

Pronadimo kose asimptote. Imamo

2_
k= lim M: lim r 4I—~_1:1
r— 400 T xr—+o00 ZL‘(ZL‘ — 4)
2
. . 7 —4dx +1 .
b=t U@ =kl = I | ) L e = =0

Iste vrijednosti koeficijenata k, [ dobile bi se i ako bi rac¢unali limese za * — —oo.
Zato je pravac y = x obostrana kosa asimptota. Naravno, to znaci da horizontalnih
asimptota ova funkcija nema.

Funkcija ima dvije realne nul-tocke: x; = 2 — V3 = 0.29, o = 2 + V3 = 3.7, a
njezin graf sijece os y u tocki (0, —i).

Funkcija nije ni parna, ni neparna, ni periodi¢na.
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B. Kako je f'(z) = %7 imamo dvije kritiéne tocke z1 = 31 z2 = 5.
e Kako je prema (D.53)

funkcija f u tocki x1 = 3 postize lokalni maksimum. Ozna¢imo tocku maksi-
muma s M (3,2).

e Za drugu kriti¢cnu tocku z2 imamo

§to znaci da funkcija f u toCki xo = 5 postize lokalni minimum. Oznacimo
tocku minimuma s m(5, 6).

Intervali rasta su (—o0,3) i (5, +00), a intervali pada funkcije su (3,4) i (4,5).
C. Funkcija je konkavna na intervalu (—oo, 4), a na intervalu (4, +00) ona je konveksna.
Graf funkcije prikazan je na Slici D.28.b.

Zadatak D.39 Ispitajte tok sljedecih funkcija i nacrtajte njihove grafove.
a) f(z) = 7, b) f2) = 5, c) f(z) = we™,
d) f@) =55, o) flo)=we 2 f) fla) =aPe "

D.4.5 Zakrivljenost, evoluta, evolventa

Zakrivljenost grafa funkcije f u tocki A (vidi Sliku D.29) definirat éemo kao

K= lm 2¢ (D.54)

AB 0 AB

gdje je A% duljina luka krivulje I'y izmedu tocaka A i B, a Ap kut izmedu normala
na graf I'y u tockama A i B.

0 x

Slika D.29: Zakrivijenost grafa funkcije
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Primjer D.41 Zakrivljenost kruznice radiusa r u proizvoljnoj tocki je

Ap 1

A
K= lm —=2 = Iim

ATB —0 AB ATB —0 TASO "

Zakrivljenost praveca u proizvoljnoj tocki je

K= lm 22 = 1m 2 -0
AB —0AB  AB o AB

Apsolutnu recipro¢nu vrijednost zakrivljenosti grafa I'y u tocki A nazivamo
radius zakrivljenosti u tocki A:

R=—. (D.55)

Kruznica radiusa R koja “iznutra” dodiruje graf I'y u tocki A naziva se kruznica
zakrivljenosti.

0

Slika D.30: Srediste kruznice zakrivljenosti

Odredimo srediste S(£,n) kruznice zakrivljenosti u tocki A(z, y) grafa funkcije
y = f(x). Prema Slici D.30 vrijedi

r-g= Rsina=Ro_sie (a0 = R it = Rl =
odnosno /
bz %(1 +y2). (D.56)
Sli¢no,
n-y= Reosa=Ro_sme_fowe gl -

odnosno L
n=y+?(1+y’2). (D.57)
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Iz (D.56) i (D.57) dobivamo takoder i eksplicitnu formulu za radius zakrivljenosti
R grafa funkcije y = f(z) u tocki A:

(1 + y/2)3/2
ly"|
Primjer D.42 [zracunajmo radius zakrivijenosti i kruznicu zakrivljenosti elipse

2
2 2 — 1w tocki T(2, 2V5).

R=\/(—x)2+(n—y)?= (D.58)

Nadimo najprije prvu i drugu derivaciju: %x —lyy=0=y = —g

x "o _éy—zy/
Ly = —dugr
. . . 254245 6 .
Bududi da je y'(2) = —5 - v5= = —5 G (2) = -3 3fg5 15 — 33/37 dobivamo

V5 15
R = S0l ~ 2041, ¢ = 20 ~ 0494, n = =25 ~ 1.035. U tocki T elipsu iznutra
dodiruje kruznica (vidi Sliku D.31.a):

40\ 2 25v5\°  61°
@‘a)+@+?r)—4w

a) Kruznica zakrivljenosti na elipsu b) Evoluta i evolventa

Y U4

S wi

7/ ; :

NS+

Slika D.31

Primjer D.43 Odredimo radius zakrivijenosti i jednadzbu kruznice zakrivljenosti
parabole y = x* — 6z + 10 u tocki A(3,1).

Kako je 3'(3) = 01 3"(3) = 2, prema (D.56) i (D.57), te prema (D.58) dobivamo: ¢ = 3,
n= % iR= % Jednadzba kruznice zakrivljenosti glasi

(x—3)2+(y—g)2—i

Zadatak D.40 Odredite radius zakrivljenosti na elipsu iz PrimjeraD.42 u tocki
T(0,2). Napisite jednadzbu pripadne kruznice zakrivljenosti.

Definicija D.5 Geometrijsko mjesto svih sredista kruznica zakrivijeno-
sti zovemo evoluta zadane krivulje. Zadanu krivulju u odnosu na evolutu
zovemo evolventa.
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Primjer D.44 Odredimo evolutu parabole y* = 2pz.

Kako je ¢y = Li y' = —y%y', onda je
’ ’ 2
gzx_%(l—kya):x—__?{)gy,(1+§—2)—3x+p, (%)
Y
2 3
n:y+#(1+y’2):y+_y_%,zg(HZ—z):—% (%)

Da bi dobili jednadzbu evolute, iz () — (+*) treba eliminirati z i y. Kako je y* = 2pz,
onda ¢emo najprije iz (x) iskljuéiti x:

E=3v+p=3L +p
2p

i zapisati u obliku
2 2p /
y = g(f - D). (*)

Jednadzbu (#x) zapisat ¢emo sli¢no
y' = —p"n. ()
Ako (%) potenciramo s 3, a (*+') s 2 i oduzmemo jedno od drugog, dobivamo
WPt - e —p)® =0 (x4%)
27
Jednadzba (* * *) je jednadzba evolute parabole y? = 2px (vidi Sliku D.31.b).

Zadatak D.41 Odredi jednadzbu evolute parabole y = x2.

D.5 Redovi potencija. Taylorov red

Kao sto smo u Poglavlju R, str. 95 promatrali redove realnih brojeva, moze se
promatrati i red funkcija

un(e) + ua(a) + - un() + -
Kazemo da red funkcija konvergira u tocki zp € R onda ako konvergira red brojeva
w1 (o) + ua(wo) + -+ + up(wo) + - - -
Specijalno red funkcija oblika
ao + a1(z — x0) + ag(x — x0)? + -+ an(z —20)" + -+, (D.59)

gdje su xg, ag, a1, - - - realni brojevi, zvat ¢emo red potencija. Ako umjesto x — xg
pisemo smao z, red (D.59) prelazi u red potencija

ap + a1 + aza® + -+ apa™ + . (D.60)
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Zato je dovoljno izu¢iti samo svojstva reda potencija oblika (D.60)

Teorem D.12 (Abelov teorem) Ako red potencija (D.60) konvergira
u tocki xo # 0, onda on apsolutno konvergira na intervalu (—|zol, |xol).

o0

Dokaz. Akored > arzk konvergira, onda (nuzdan uvjet konvergencije!) arzk — 0. Zato
k=0

su svi ¢lanovi tog reda ograniceni, tj.

postoji M >0, |axzg| < M, VE€N (%)
Red (D.60) napisimo u obliku

T 2 f x 2 nfl z\"
ao+aixo | — | tacxp | — ) +--Fanxg | — ) +-o0 (%)
) To Zo

Odgovarajuéi red apsolutnih vrijednosti je
2

xT 2 xT
lao| + |arzo| | —| + |azzp| |—| +--+  (x*%)
To T

Zbog uvjeta (x) jedna majoranta reda (x x *) je geometrijski red

2

M+M‘£ +M
o

Zo

x
o

ired (x#x), Sto znaci da red (xx), odnosno red (D.60) apsolutno konvergira za sve x takve

s kvocijentom ¢ =

. Ako je |x| < |xo| red (* * %) je konvergentan, pa je konvergentan

da je |z| < |zol. O

Korolar D.3 Ako red potencija (D.60) divergira u tocki xg, onda on divergira za
svaki x, takav da je |x| > |xo].

Definicija D.6 KazZemo da je R radius konvergencije reda potencija onda
ako za sve x (Jx| < R) red konvergira, a za sve x (|x| > R) red divergira.
Interval (—R, R) nazivamo interval (podrucje) konvergencije.

U svrhu odredivanja radiusa konvergencije reda potencija (D.60), primijetimo
da se njegov interval konvergencije podudara s intervalom konvergencije reda:

lao| + |ax||z| + |ag||z|? + - - (D.61)

Ovaj red je red s pozitivnim ¢lanovima pa mozemo primijeniti D’Alambertov kri-
terij. Red (D.61) bit ¢e konvergentan za sve one x za koje je limes

a x|t a
lim lantalz* = |z| lim [ana] (D.62)

n—oo |anHJ;|n n—00 |an|

manji od 1, a bit ée divergentan za sve one z za koje je limes (D.62) veée od 1.

lan

Zato ¢e (u slucaju kada lim ‘a_+|1\) postoji) ona vrijednost od |z| za koju je limes
(D.62) jednak 1 biti radius konvergencije reda (D.60).
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Primjer D.45 Nadimo intervale konvergencije sljedeéih redova:
a) 1+x+%x2+--~+%x"+--~
b)lda+ Lo g

3 5 1 2n—1
C){,E—g?f—z g—z—"'"f‘(—l)n_‘—(zznT)z‘f'
a) Kako je |z|lim % = |z|lim (ni—ll), = |z|lim n#“ = |z| - 0, red konvergira za svaki
z € R, tj. radius konvergencije je R = co.
b) Kako je \x|lim% = |z| lim = |z|- 1, red konvergira za |z| < 1 i radius konver-

n+1
gencije je R = 1. Provjerite da je za x = 1 ovaj red divergentan.

¢) Radius konvergencije ovog reda je R =1 (provjerite!).

Primjer D.46 Ispitajmo interval konvergencije reda

r—1 —1)2 —1)3 —1)™
N VS (e Vi
1-2 2.22 3.23 n-2"

Prema D’Alambertovom kriteriju mora biti

. (z —1)"Ttn2" 1
lim =|z—1]-= <1.
m (n+1)2nti(z — 1)" | | 2 <

n
— o — 1|lim ——
|z |1m2(n+1)

Zato red konvergira za sve x za koje je |z — 1| < 2, odnosno —2 < z — 1 < 2, odnosno
—1 < z < 3. Dakle, interval konvergencije je (—1,3).

Navedimo bez dokaza sljedeéi teorem (vidi [1]).

Teorem D.13 Neka R > 0 radius konvergencije reda potencija (D.60).
Tada je funkcija S : (=R, R) — oo definirana formulom S(z) = > apz®
k=0

derivabilna na (—R, R) i njena je derivacija dana s

S'(z) = a1 + 2asz + -+ nazz" "+

o0
Pri tome je radius konvergencije reda Y kapx*~1 takoder R.
k=0

Korolar D.4 Suma reda potencija
S(z)=ap+arx+ - +apz" +---

je u intervalu konvergencije reda neprekidna funkcija, koja Sta vise ima
derivacije svakog reda.
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Primjer D.47 Interval konvergencije reda
S@)y=1+z+2>+ 42"+ (%

je (=1,1). Za x € (—1,1) je S(z) = == Iako je funkcija x — - definirana i
za |x| > 1, red (x) predstavija tu funkciju samo za |x| < 1. Za |z| > 1 red (%) je
divergentan i nema smisla govoriti o njegovoj sumi.

D.5.1 Taylorov polinom

U Poglavlju D. 1, str. 123 neku funkciju f u okolini tocke xy aproksimirali smo
linearnim aproksimandom

I(x) = f(z0) + ['(z0)(x — o).
Primijetimo da linearni aproksimand [ ima svojstvo
l(!L‘o) = f({I,‘o) & l/(.’IJQ) = f/({IJo). (D63)

Ako bismo zeljeli generalizirati ili pro$iriti uvjet (D.63) za m puta derivabilnu
funkciju f, mogli bismo potraziti polinom n-tog stupnja

P, (z) =ao+ai(x —xp) + -+ + an(x — )"

koji ¢e imati svojstva:

Po(w0) = f(z0), Pl(xo) = f'(x0), -+, P (w0) = f™ (o). (D.64)
Lako se vidi da koeficijenti ag, a1, - - -, a, polinoma P, tada moraju biti
/ Lo 1 (n)
ap = f(zo), a1 = f'(w0), az = a1 (T0), -+ an = Hf (20).

11

Polinom P, s ovako definiranim koeficijentima nazivamo Taylorov'" polinom

reda n i oznacavamo s T,,. Dakle,

To(z) = f(wo) + f'(zo)(x — @0) + 1./ (xo)(x — 20)? + - -+ + £ () (o) (x — 2o)"

Nk (g
= kzo —f k(! O) (IL‘ — .’I,'o)k.
(D.65)
Primjer D.48 Odredimo Taylorove polinome u okolini tocke xy = 0 reda n =

1,2,3,4,5 za funkciju f(z) =sinz.

Najprije izracunajmo derivaciju funkcije f u tocki zg = 0.

f(z) =sinz f(0)=0 f"(x) = —cosx f"(0)=-1
f'(z) = coszx f(0)=1 @ (z) =sinz  fH(0)=0
f"(xz) = —sinz  f"(0)=0 fON(z) =cosz  fO0) =1

M Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar, ucenik i sljedbenik I. Newtona
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Sada imamo:

1 1 1
Ty (z) = Ta(x) = x, Ts(z) = Ty(z) = © — —a®, Ts(z) = v — —a® + —2°.

3! 3! 5!
Pripadni grafovi ovih polinoma prikazani su na Slici D.32.
Y4
T =T, |
1
Ts
x
1z 2 \ 3T\ f
T3 =1,

SlikaD.32:  Aproksimacija funkcije x — sinx Taylorovim poli-
nomima Ty, T3, Ts

Sada je lako napisati i polinom (2n — 1)-vog reda za funkciju f(z) = sinx:

1 1 _ 1 ne
Tgn,l(x)zac——x3+—x5—--~+(—l)" 1mx2 1
Na Slici D.33 prikazani su grafovi polinoma Ty i Tig.

a) Tg

Ty

ANVANIVA / AW
—4r —2r 0 \\/27r \/47r \

b) T19

T

ANVANEVAN VA z
—47r\\/—27r 0 \/27r \/47r \

SlikaD.33:  Aproksimacija funkcije x +— sinx Taylorovim poli-
nomima Ty, Thg
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Zadatak D.42 Odredite Taylorov polinom n-tog reda u okolini tocke xqg = 0 za
sljedece funkcije

a) f(z) = 115, b) f(z) = e, ¢) f(x) =In(1l + ).
Prirodno je postaviti ovakvo pitanje:

— ako u okolini tocke xqg funkciju f aproksimiramo Taylorovim poli-
nomom n-tog reda i ako za neki x u blizini xq izracunamo T, (x), kolika
je greska aproksimacije

En(z) = f(x) = Tn(2)? (D.66)

Odgovor na ovo pitanje dat ¢emo u sljedecoj tocki.

D.5.2 Taylorov red funkcije

Znamo da je suma reda potencija neprekidna beskonac¢no puta derivabilna
funkcija u intervalu konvergencije reda (Korolar D.4). Postavimo obrnuto pitanje

— kada mozZemo turditi da se neka funkcija f moZe napisati kao suma
nekog reda potencija?

Odmabh je jasno da ta funkcija f mora biti beskona¢no puta derivabilna. Kao
§to ¢emo vidjeti kasnije (Primjer D.49) to nece biti i dovoljno.

Ponavljajuéi postupak iz Poglavlja D.5.1 za n — oo dobivamo Taylorov red
funkcije f u okolini tocke zq:

T(z) = flz0) + F'(z0) (@ — 7o) + L2 (3 — )2 4 -+« 4 L0080 (s — grpym ..

(k) (4
= kz L (@0) k(! 0)(:1,‘—.%'0)k.
=0

(D.67)
Mogu se postaviti sljedeca pitanja:

1. Da li Taylorov red T neke funkcije f konvergira za neki x € R?
2. Dalije T(x) = f(x)?

Sljedeé¢i primjer pokazuje da Taylorov red u okolini 0 jedne beskona¢no puta de-
rivabilne funkcije f za neki x blizu 0 ne konvergira prema f(z), tj. nije mogudée
prikazati svaku funkciju Taylorovim redom.

Primjer D.49 Zadana je funkcija

ﬂ@={§$’x¢0

z=0

Ova funkcija je derivabilna za svaki x € R i vrijedi

f*™0) =0, VkeN.
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—0 €T — z—0 I z—00 ezz z—00 22@22 o
Za k=2:
7 f/(fﬂ) _fl(o) . _m=L 22 m .
7)) = hr% 0 = hn}) —e 22 =" lim — 0, itd.
xT— x — z—0 z—00 e*

Dakle, Taylorov red ove funkcije u okolini 0 je T'(z) = 0 i ne predstavlja funkciju f.

Da bi Taylorov red (D.67) u toc¢ki « konvergirao prema vrijednosti funkcije
f(x) mora biti

lim E,(z) = lim [f(z) — Tn(x)] =0, (D.68)

n—oo Tr— 00

gdje je T, Taylorov polinom reda n, a F, greSka aproksimacije ili ostatak
Taylorovog reda.

Teorem D.14 (Taylorov teorem) Neka je f : (a,b) — R (n+ 1)
puta derivabilna funkcija i neka je xg € (a,b). Tada za svaki x € (a,b)
postoji neka tocka & izmedu g i z, takva da je

E,(x) = f(nﬂ)(f)w

(n+1)! (D-69)

Formulu (D.69) inace zovemo Taylorov ostatak u Lagrangeovom obliku.
Dokaz Teorema D.14 moze se vidjeti u [3], str. 208.

Sada Taylorov red funkcije f u okolini tocke ¢ pisemo kao

_ f'(x0) F (o) w o SO nt1
T(x) = f(wo) + (@ — @) + -+ = —(z — 20) +m($—$o)
(D.70)
i zovemo Taylorova formula n-tog reda za funkciju f u tocki z.

Primjedba D.27 Specijalno zan = 0 Taylorova formula daje Lagrangeovu formulu
(D.49, str.146).

Primijetimo takoder da formula (D.69) za ostatak (odnosno gresku aproksi-
macije) F,(z) ne daje moguénost direktnog racunanje te greske jer broj £ nije
poznat, ali zato daje vrlo dobru moguénost ocjene greske jer je £ izmedu zq i x.

Cesto puta je korisno Taylorovu formulu (D.70) napisati tako da uvedemo
supstituciju h := x — z¢:

/ (n) (n+1)
Feo+ 1) = Flao) + L (ITO)h+---+ ! n(!x‘))h" + f(n+1()§!)h"“, (D.71)
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pri ¢emu je & = xo + Yh za neki ¥ € (0, 1).

Teorem D.15 Ako su u nekoj okolini O(zg) tocke xo apsolutne vrije-
dnosti svih derivacija funkcije f ogranicene jednim te istim brojem M,
onda na toj okolini Taylorov red funkcije f u svakoj tocki x konvergira
prema f(x).

Dokaz. Treba dokazati da za svaki z € O(xo) vrijedi

le |En(x)| = 0. (D.72)
Kako je
_ i) o (@ —xo)"
En(z)=f (f)w,

gdje je € izmedu x i xo, dakle £ € O(zo), onda vrijedi:

1 n n T — Xo i
En (@)l = [FH @)l — wo|" T < Mﬁ
Budui da niz 227" — 0 (vidi Primjer N.36, str. 93), slijedi (D.72). o

Primjedba D.28 Specijalno za xo = 0 Taylorov polinom (red) funkcije nazivamo
Maclaurinov!'? polinom (red) funkcije.

Primjedba D.29 Za beskonacno puta derivabilnu funkciju f kazZemo da je analiti-
tka u totki xg ako postoji interval (a,b) koji sadrZi tocku xq takav da njen Taylorov
red u tocki xo konvergira broju f(x) za svaki x € (a,b). Funkciju koja je analiticka
u svakoj tocki svoje domene nazivamo analititkom funkcijom.

Primjer D.50 Za neke elementarne funkcije napigimo Taylorov (odnosno Maclau-
rinov) red.

(i) FEksponencijalna funkcija f(x) = e®.

Za svaki k € N je f®)(z) = e* 1 f(*)(0) = 1. Zato su za proizvoljni M > 0 sve
derivacije ove funkcije na segmentu [—M, M] ograni¢ene s e. Zato prema
Teoremu D. 15 Maclaurinov red ove funkcije konvergira prema e® za svaki x €
[_M7 M]7 tJ

2 n

e X T T

(ii) Trigonometrijske funkcije x +— sinz i x +— cos .

Kako su apsolutne vrijednosti svih derivacija ovih funkcija ogranicene s 1,
njihovi Maclaurinovi redovi konvergiraju prema sin z [odnosno cos z] za svaki
z € R, tj.

3 5 2n—1

(2n —1)!

sing =2 — =+ — — - (=1)"! +---, zeR (D.74)
12Colin Maclaurin (1698-1746) skotski matematicar, ucenik i sljedbenik I. Newtona.

3! 5l
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5172 5174 ‘,L.2n72

fr— _—— —_— e e . —_ n717 ...
cosz =1 TR +(-1) (2n—2)!+ , zeR.  (D.75)

(iii) Logaritamska funkcija f(x) = ln(z + 1).

Maclaurinov red logaritamske funkcije x — Inz ne mozemo razmatrati jer
ova funkcija nije definirana u 0. Zato promatramo funkciju f(z) = In(z + 1).

Kako je fF)(z) = (—1)’“*1% i f®(0) = (—1)F1(k — 1)!, Maclaurinov

red konvergira i jednak je vrijednosti funkcije f(x) za sve x € (—1,1], tj.

2?2 2 ot "
1 DN=2— "+ = (=) -1,1] (D.
Zasto Maclaurinov red ove funkcije ne konvergira za * = —17 Zasto ne kon-

vergira za |z| > 17

Zadatak D.43 Odredi Maclaurinov red i intervale konvergencije sljedeéih funkcija

a) f(x) = 1772 b) f(a) =arctgz  c) f(z) =e™* d) f(z) =cha
e) f(x) =shz  f) f(z)=e" 9) f(z) = e"sinx

Zadatak D.44 Odredi Maclaurinov red i interval konvergencije za funkcije
a) f(z) =In(1 - z), b) f(x) = arcsinz, ¢) f(z) =ln itz

x

Primjedba D.30 Taylorovim (odnosno Maclaurinovim) polinomom moZemo apro-
ksimirati neke funkcije i na taj nacin jednostavno (koristenjem samo 4 racunske
operacije) izracunati njihove vrijednosti uz Zeljenu toénost. U nekim situacijama
(primjerice transcedentne funkcije) to je i jedini nacin kako to moZemo uraditi.

Za primjer aproksimirat ¢emo funkciju z — sinz s jednim, dva ili tri ¢lana
razli¢ita od nule iz Maclaurinovog reda:

Sinx%w:]}(x), |Er(x)] < %5
sinzx ~ x — %3 = ;;,(x)7 |Es(x)] < 1”32—9
sine = x — & + 155 = Ts(x), |Es(z)| < =010
aproksimacija | € | interval (rad) | interval (%)
T 0.1 | (—0.843, +0.843) | (—48°,+48%)
T 0.01 | (—0.391,4+0.391) | (—22°,+22°)
T 0.001 | (—0.182,40.182) | (—10° +10°)
T 0.0001 | (—0.084,40.084) | (—4.8°, +4.8°)
aproksimacija € interval (rad) interval (°)
T5 0.1 | (—1.644, +1.644) | (—94%, 194°)
Ty 0.01 | (—1.037,4+1.037) | (—=59°, +59°)
T 0.001 | (—0.413,+0.413) | (—24°,+24°)
T 0.0001 | (—09,10.9) | (—52°,+52°)

Zadatak D.45 Nacinite slicnu analizu aproksimacije funkcije x — cosx polinomi-
ma T(), TQ, T4.
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Primjer D.51 Ako bismo htjeli izracunati broj In2 s toénoséu e = 107> pomocu
Maclaurinovog reda funkcije x — In(1+4x), bilo bi potrebno uzeti ¢ak 100000 clanova
reda

1 1 1
N2=1-=4>—= 4.
" 5 317
Da bismo povecali efikasnost promatrat éemo funkciju
2 2
x|—>ln1+x =In(l+2z)—In(l—-—z)=2z+ §x3—|—3x5—|—~-~, x e (—1,1) (%)
—x
Primijetite da za x € (—1,1), argument %Jj—i funkcije x — In Li; prima sve vri-
jednosti iz intervala (0,00). Ako bismo htjeli izracunati In2, u (%) treba staviti
1
xr = 3
In2 ! + 11 + 11 + + ! ! + E
n — — [ [ P - -
3 33 535 2n + 1 32n+1

Pri tome je

— 1 1 1 1
B, = 2 <2n+3 3278 T 215 3775 T )

2 1 1 _ 2 .9 1
< e (Ut tart o )= @ni3)37°7% " 8 — I@nt3)3o -

Za, toénost aproksimacije € = 107° treba biti B, < e, tj.

1 1
o r et <1 = At 107 = >

Dakle,
1 11 11
m2~2(-+-=+-+-=—
" <3+333+ o3
Toéna vrigednost iznosi In2 = 0.6931471806 . . ..

) ~ 0.693144

Primjedba D.31 Ako u (D.73) umjesto x formalno stavimo ix, dobivamo

. . L \2 . \3 . \4
SIS B SEE R R

1‘2 1‘4 N X 1‘3
= (1-g+5-)+i(s-5+).

Koristeéi (D.74) — (D.75) dobivamo poznatu Eulerovu'® formulu

e = cosx +isinz. (D.77)
Analogno vrijedi _
e " =cosx —isinz. (D.78)
Primijetimo jo$ da iz (D.77) — (D.78) direktno slijeds
cosz— ¢ _ chiz, sinx =  C — _ishix (D.79)
2 27
Iz (D.77) dobivamo takoder
eF =4, ™= —1, 3" = —j, 2™ =1. (D.80)

3L, Euler (1707-1783) njemacki matematicar
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D.5.3 Primjena na ispitivanje ekstrema funkcije

Koristenjem Taylorove formule moZzemo napraviti korisnu generalizaciju do-
voljnog uvjeta B2, str. 157 za egzistenciju lokalnog ekstrema dovoljno puta deriva-
bilne funkcije.

Teorem D.16 Neka funkcija f : D — R u nekom intervalu, koji sadrzi
tocku o € D, ima 2n-tu derivaciju. Ako je

fllao) =---= fE" D(z0) =0 & & (x0) #0, (D.81)

onda funkcija f u tocki xg postize lokalni ekstrem, i to lokalni minimum
ako je f®™(x0) > 0, odnosno lokalni maksimum ako je f™ () < 0.

Dokaz. Primijetimo najprije da je xo kriti¢na tocka funkcije f.

Pretpostavimo da je f®™ (x0) > 0. Zato postoji H > 0, takav da je f@(z) > 0 za
svaki z € (xo — H,x0 + H). Koristeéi Taylorovu formulu za funkciju f u okolini tocke xq,
za h € R, takav da je xo + h € (vo — H,z0 + H), imamo:

f<2n71)(560) Rl 4 f<2n) (&) hQn’

f(wo +h) = f(wo) + ['(wo)h + -+ T (2n)!

gdje je & izmedu xo i xo + h. Zbog (D.81) ostaje

FCME) L an
h) — = h=".
f(@o+h) — f(zo) @n)!
Kako je f(g:)(f) h* > 0, onda je i f(xzo + h) > f(xo), pa funkcija f u tocki zo postize
lokalni minimum. Druga tvrdnja dokazuje se analogno. |

Korolar D.5 Neka funkcija f: D — R u nekom intervalu, koji sadrzi
tocku xo € D, ima (2n + 1)-vu derivaciju. Ako je

Fllag) = =fC(2) =0 & fE" D (xg) #£0 (D.82)

onda je xg tocka infleksije funkcije f.

Dokaz. Ova tvrdnja direktno slijedi iz Teorema D.11, str. 1621 Teorema D.16. |

Primjer D.52 Na osnovi TeoremaD.16 i KorolaraD.5 ispitajmo lokalne ekstreme,
odnosno tocke infleksije funkcije f(z) = z* i g(x) = 2.

Kako je f'(z) = 42®, f"(z) = 122, f"(z) = 24z, f® (z) = 24, totka xo = 0 je kriticna
tocka funkcije f, a kako je prva po redu derivacija u tocki xo, koja je razli¢ita od nule u
tocki xo, parnog reda, onda funkcija f u tocki zo ima lokalni ekstrem. Kako je osim toga,
F@(0) =24 > 0, funkcija f u tocki zo = 0 postize lokalni minimum (vidi Slika D.34.a).
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Kako je ¢'(z) = ba?, ¢"(x) = 2023, ¢’ (z) = 6022, ¢ (x) = 120z, ¢®(z) = 120,
tocka x¢ = 0 je kriti¢na tocka funkcije g, a kako je prva po redu derivacija u tocki xo, koja
je razli¢ita od nule u tocki xo, neparnog reda, onda je 0 tocka infleksije funkcije g (vidi
Sliku D.34.D).

a) f(z) =a* b) g(z) = 2°

Slika D.34

Primjer D.53 U PrimjeruD.32, str. 155 pokazali smo da su kriticne tocke funkcije
f:[0,27] = R, f(z) = sinz + 3sin2z sljedede: x1 = T, Ty =T, 23 = %’T Na

osnovi TeoremaD.16 ¢ KorolaraD.5 ispitat éemo sve tri kriticne tocke.

Lako se moze provjeriti da vrijedi

' (x) = —sinz — 2sin 2z = —sin z(1 + 4 cos )
Kako je sin 5 = @ isin %” = —@, dobivamo
Fan=-22 <0 fay=0  fe)=Ls0

Na osnovi Teorema D. 16 zaklju¢ujemo da ova funkcija postize lokalni maksimum u tocki

r1 = §7 odnosno lokalni minimum u toc¢ki x3 = 57"

Kako je () = —cosz—4cos2x i f"'(x2) = —3, prema Korolara D.5 zakljuéujemo
da u tocki z2 = 7 ova funkcija ima tocku infleksije. Graf ove funkcije prikazan je na
Slici D.18.b, str. 155.

Ispitajte joS i rubne tocke 0 i 2.

Primjer D.54 Ispitajmo tok funkcije f(x) = %

A. Prirodno podrugje definicije je D(f) = R\{—1}. Intervali neprekidnostisu (—oo, —1)
(@=1)% _ (e—1)°

i(—1,+00).
Kako je lim1 Gz = —® i 1iml+ Ginz = —00, pravac z = —1 je vertikalna

asimptota.
Pronadimo kose ($to ukljucuje i horizontalne) asimptote. Imamo

e @) (@1
kil‘linolo T 7zlingox(x+1)271
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. [@—1)? i 0 22— 1
=1 —ka] = lim | ———G — | = lim ———=— = 5.
L= Jim [f(@) — ka] = lim [mw T T @ e i

Dakle, pravac y = x — 5 je kosa asimptota. Funkcija nema horizontalne asimptote.
Graf funkcije f sijece os x u tocki (1,0), a os y u tocki (0,—1).
Funkcija nije ni parna, ni neparna, ni periodi¢na.

2
B. Kako je f'(z) = %, imamo dvije kritiéne tocke 1 =11 z2 = —5.

e Kako je prema (D.53)

/ 32 + 62 — 9
=\l =0,
f (l‘l) |: ($+ 1)3 :|I:1
racunamo sljede¢u derivaciju u zi:
" 6z + 6 12
= | — = —#0.
ey | -5
Prema Korolaru D.5, u tocki T'(1,0) je tocka infleksije grafa funkcije f.
e Za drugu kriti¢nu tocku xo = —5 vrijedi
" 32 + 62— 9 36
= | —_ — 0
[ (@2) [ (x+1)3 . 64 <0,
§to znaci da funkcija f u tocki xo = —5 postize lokalni maksimum. Oznacimo

tocku maksimuma s M (—5, —27).

Intervali rasta su (—oo, —5) i (—1,+00), a interval pada funkcije je (—5, —1).

C. Funkcija je konveksna na intervalima (—oo, —1) i (1, 400), a konkavna na intervalu

(—=1,1).
Graf funkcije prikazan je na Slici D.35.
Y .
......................................... z
-1, 0 /1 5

Slika D.35: Graf funkcije f(x) = %

Zadatak D.46 Neka je f : R — R, f(z) = (v —a)", a € R. Na osnovi Teo-
remaD.16 ¢ KorolaraD.5 ispitajte lokalne ekstreme i tocke infleksije u slucaju ako
jen paran i u slucaju ako je n meparan prirodni broj.
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Zadatak D.47 Moze li se na osnovi TeoremaD.16 ¢ KorolaraD.5 uspitat: kriticna
tocka xg = 0 funkcije f : R — R zadane s

{ exp(—35) = #0

J@) = 0 =0

Ako se to ne moZe tako uraditi, §to drugo preostaje?
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LA. LINEARNA ALGEBRA

LA.1 Vektori u prostoru

Pojednostavljeno receno, vektori su veli¢ine koje imaju iznos i smjer. Oni nam
sluze za potpuno odredenje mnogih fizikalnih veli¢ina kao $to su primjerice pomak,
brzina, ubrzanje, sila, itd.

LA.1.1 Pojam vektora

Usmjerena duzina. Nekasu PiQ (P # Q) dvije tocke prostora. Duzinu PQ kojoj
je jedna rubna tocka proglasena za pocetak (hvatiste), a druga za kraj (vrh) zovemo
usmjerena duzina. Usmjerenu duzinu kojoj je P pocetak a @ kraj oznacavamo
s PQ i prikazujemo strelicom kao na Slici LA.1. Pri tome kazemo da usmjerena
duzina PQ ima smjer od P prema Q.

Svaku tocku P takoder smatramo usmjerenom duzinom PP ko ja ima pozetak
i kraj u istoj tocki P. Njena duljina je nula i nema smisla govoriti o njenom smjeru.

Skup svih usmjerenih duZina prostora oznacavat éemo s U3.

a) b) ¢)

SlikaLA.1

Binarna relacija. Prije nego definiramo pojam vektora uvedimo pojam binarne
relacije.
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Definicija LA.1 Neka je S bilo koji skup. Svaki podskup o C S x S
zove se binarna relacija na skupu S. Za elemente x,y € S kaZemo da su
u relacifi o, i pise se xoy ako je (x,y) € o.

Relacija g je refleksivna, ako je xpx za svako x € S; relacija g je simetricna
ako xoy = yox, za sve z,y € S; relacija g je tranzitivna ako za sve x,y,z € 5,
zoy & yoz = xpz. Relacija ekvivalencije je binarna relacija koja je istodobno
refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Obi¢no se relacija ekvivalencije oznacava sim-
bolom ~.

Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu S. Za elemente z,y € S kazemo
da su ekvivalentni ako je © ~ y. Za svakiz € S skup [z2] = {y € S :y ~ z}
svih elemenata iz S koji su ekvivalentni s  zovemo klasa ekvivalencije relacije
~. Svaki element y € [z] zove se reprezentant klase [z]. OCito je z ~y < [z] =
[y]. Svake dvije klase [z], [y] ili se podudaraju ili su disjunktne. Skup svih klasa
ekvivalencije, tj. podskup S/~= {[z] € P(S) : © € S} partitivnog skupa P(S)
zovemo kvocijentni skup skupa S po relaciji ~. Kvocijentni skup S/~ je jedna
particija! skupa S.

Pojam vektora.

Definicija LA.2 Za dvije usmjerene duzine @ 1 P'Q" kaZemo da su

ekvivalentne i pisemo F@ ~ P'Q" ako postoji translacija prostora koja
tocku P prevodi u P’ 1 istovremenu tocku Q u Q’.

Tako su primjerice usmjerene duzine m i P'Q" prikazane na Slikama LA.1.a i

LA.1.b ekvivalentne, dok usmjerene duzine ]@ i P'Q" sa Slike LA.1.c nisu ekviva-
lentne.

Biti ekvivalentan u skupu svih usmjerenih duzina U? je relacija ekvivalencije
(Provjerite!):

(i) PQ ~ PQ za svaku usmjerenu duzinu PQ (refleksivnost),
(i) PJ~RS & RS~PQ (simetricnost),
(iii) (1@ ~RS & RS~ T_U> & PQO~TU (tranzitivnost).

1Particijom nepraznog skupa S zovemo svaku familiju nepraznih i medusobno disjunktnih pod-
skupova od S ¢ija je unija jednaka skupu S.
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Definicija LA.3 Za svaku usmjerenu duZinu m skup (klasu ekviva-

lencije)
j PG| = (RS € U?: RS ~ PQ}

svih usmjerenih duzZina koje su ekvivalentne s P@ zovemo vektor. Skup
svih vektora oznacavat éemo s V3.

Primjedba LA.1 U fizici i tehnici za obiljeZavanje vektora koriste se strelice (pri-

mjerice @, I;), dok se u matematickoj literaturi cesto koriste masna slova (primjerice
a,b). U daljnjem prikazu sluzit éemo se simbolom sa strelicom.

Duljinu (normu, iznos) vektora d = [PQ)] oznacavamo s a ili |[PQ| i defini-
ramo kao duljinu duzine PQ.

Primjedba LA.2 Uoc¢imo sljedece vazno svojstvo:

Ako je O proizvoljna toc¢ka prostora i @ dani vektor onda postoji jedinstvena
tocka P takva da je d = [OP]. Kazemo da je vektor @ sveden na pocetak O.

U daljnjem tekstu vektor a = [O_F)’] geometrijski cemo predocivat s bilo kojom nje-
govim reprezentantom—usmjerenom duZinom, primjerice OP.

Za dva ili vise vektora kazemo da su kolinearni ako njihovi reprezentanti leze
na istom ili paralelnim pravcima. Tri ili viSe vektora nazivamo komplanarnim ako
njihovi reprezentanti leze u istoj ili u paralelnim ravninama.

Za vektor @ = [m], vektor [Cﬁ] zovemo suprotni vektor vektora d i ozna-
¢avamo ga s —d.

Vektor ¢iji reprezentant ima i pocetak i kraj u jednoj te istoj tocki, tj. vektor
[P_F)’] zovemo nulvektor i oznacavamo s 0. Njegova duljina je nula i nema smisla
govoriti o njegovom smjeru.

Svaki vektor kome je duljina jednaka broju jedan nazivamo jedini¢nim vek-
torom.

Primjer LA.1 Jedinicni vektori koji imaju smjer pozitivnog smjera pravokutnih
koordinatnih osi x, y, z redom se oznacavaju s 7, J, k (vidi SlikuLA.2). Ti nekom-
planarni vektori od narocitog su znacaja za definirange i eftkasno izvodenje operacija
s vektorima.
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=l
bt}

SlikaLA.2

LA.1.2 Operacije s vektorima

Zbrajanje vektora. Dva vektora zbrajamo po pravilu trokuta ili pravilu paralelo-
grama, a vise njih po pravilu poligona.

Pravilo trokuta. Definirajmo zbroj ¢ = @+b vektora@ib. U tu svrhu izaberimo
proizvoljnu tocku O i odredimo tocke A i B takve da je @ = [OA] i b = [AB] (na kraj
vektora @ sveli smo pocetak vektora b; vidi Sliku LA.3.a). Prema Primgjedbi LA.2 to

je moguce. Vektor ¢ = [@] zovemo zbrojem vektora @ i b. Moze se pokazati da
vektor ¢ ne ovisi o izboru tocke O.

a) pravilo trokuta b) pravilo paralelograma ¢) pravilo poligona

@) a A
SlikaLA.3

Pravilo paralelograma. Lzaberimo proizvoljnu toc¢ku O i odredimo tocke A i
B takve da je @ = [OA] i b = [AB] (vidi SlikuLA.3.b). Nadopunjavanjem do
paralelograma dobivamo tocku C. Vektor ¢ = [O?] zovemo zbrojem vektora a i
b.

Primijetite sa Slike LA.3.b da su navedena dva pravila za zbrajanje vektora
ekvivalentna.

Pravilo poligona. Zbroj d=a+b+c od tri vektora definira se kao vektor (c?+g)+5.
Vektor d dobiva se jednostavnom geometrijskom konstrukcijom (Slika LA.3.c): na

kraj vektora @ nanesemo pocetak vektora b, a zatim na kraj vektora b nanesemo
pocetak vektora ¢. Pocetak vektora d podudara se s pocetkom vektora a, a kraj s
krajem vektora ¢. Na isti nacin odreduje se zbroj a1 + a> + - - - d,, od n vektora.
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Ova konstrukcija, koja predstavlja generalizaciju pravila trokuta, poznata je pod
nazivom pravilo poligona.

Zbrajanje vektora ima sljedeca ¢etiri svojstva koja nam govore da je (V3,+)

aditivna komutativna grupa (vidi Definiciju U.2, str.2):

(V1) asocijativnost: (@+ b) +Z= @+ (b+ @), za sve vektore @, b, ,

(V2) postoji vektor 0 takav da je @+ 0 = 0+ @ = a@ za svaki vektor @. Vektor 0 je
nulvektor i nazivamo ga neutralnim elementom za zbrajanje,

(V3) za svaki vektor @ postoji vektor @ takav daje @+ a = a’ +a@=0. Vektor o’
je suprotni vektor vektora a, tj. a = —a,

(V4) komutativnost: @ + b =10+, za sve vektore @, b, ¢.

Buduéi da je 0 = [PP] za svaku tocku P, svojstva (V2) i (V3) lako je provjeriti iz

definicije zbrajanja vektora. Valjanost svojstva (V4) vidi se sa Slike LA.3.b. Svo-

jstvo asocijativnosti moze se provjeriti na Slici LA.3.c. U tu svrhu dovoljno je sliku
nadopuniti s vektorom b + ¢ tako da mu hvatiste bude u vrhu vektora da.

Mnozenje vektora skalarom. U vektorskoj algebri uobicajeno je realne i kom-
pleksne brojeve zvati skalarima i oznacavati ih malim grckim slovima. Produkt
b = \d skalara A s vektorom @ definira se ovako:

Ako je @ = 0 ili A = 0, onda se definira A\@ = 0. Ako je @ # 0i A # 0, onda
prvo odaberimo tocke O i A takve da je @ = [cﬁiL a zatim na pravcu kroz tocke O
i A pronadimo tocku B takvu da je (Slika LA.4):

1. d(0,B) = || - (O, A)

2. da B lezi na istoj strani u odnosu na toc¢ku O kao i tocka A za A > 0, odnosno
na suprotnoj strani ako je A < 0.

Po definiciji stavljamo b = [OB].

Dakle, vektori @ i b= \a imaju isti smjer ako je A > 0, a suprotnog su smjera
za A < 0.

Ad (A > 0)

Qy

A@ (A < 0)

SlikaLA.4
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Moze se pokazati (vidi [9], str.5) da mnozenje vektora skalarima ima sljedeéa
svojstva:

-,

(V5) A@+b) =Xd+ b, za sve vektore @,b i za svaki skalar A,

V6) (A4 p)d = M\d + pd, za sve skalare A\, p i za svaki vektor d,

V8

(V6)
(V7)) (Au)d@ = A(ud), za sve skalare \, p i za svaki vektor d,
(V8) 1-d=d, za svaki vektor d.

Skup V3 svih vektora prostora snabdjeven rac¢unskim operacijama zbrajanja i
mnozenja sa skalarom koje imaju spomenuta svojstva nazivamo vektorski prostor.

LA.1.3 Linearna kombinacija vektora. Baza u V3
Za zadane vektore dy, ..., d, i skalare A1,..., A\, vektor
=Md1+ -+ Apdn

nazivamo linearna kombinacija vektora di,...,d, s koeficijentima Ai,...,A,.
Skup svih linearnih kombinacija vektora @, ..., d, oznacavat ¢emo s L(dy, ..., dyn)-

Primjer LA.2 Ako jed # 0, onda je L(a) skup svih vektora kolinearnih s vektorom
@ (pravac). Ako su b # 0 nekolinearni, onda je L(a@,b) skup svih vektora koji leZe
u ravning odredenoj vektorima @ i b.

Problem prikaza vektora @ kao linearne kombinacije vektora dy, ..., d, spada
medu vaznije probleme vektorskog racuna. Uvodenjem baze taj problem svodi se na
rjeSavnje sustava linearnih algebarskih jednadzbi. Krenimo redom. Prvo uvedimo
pojam linearne nezavisnosti vektora.

Definicija LA.4 Za vektore a,...,d, kaZemo da su linearno zavisni
ako se barem jedan od mjih moZe prikazati kao linearna kombinacija
preostalih vektora. U suprotnom, tj. ako se mi jedan od njih ne moze
prikazati kao linearna kombinacija preostalih, za te vektore kaZemo da
su linearno nezavisni.

Primjer LA.3 Svaka tri nekomplanarna vektora su linearno nezavisni. Naime,
svaki od ta tri vektora lezi izvan ravnine odredene s preostala dva vektora pa se on
ne moze prikazati kao njihova linearna kombinacija.

Primjer LA.4 Kolinearni vektori, kao i komplanarni, jesu linearno zavisni.

Sljedeéi teorem omogucava nam da ispitivanje linearne nezavisnosti vektora
svedemo na rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi.
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Teorem LA.1 Vektoridy,...,d, su linearno zavisni onda i samo onda
ako postoje skalari Ay, ..., A\, takvi da je barem jedan od mjih razlicit od
nule, a da je pri tome

Ay + -+ Anin = 0. (LA.1)

Dokaz.

(=) Prema Definiciji LA./ barem jedan od vektora di,...,dn, moze se prikazati kao
linearna kombinacija preostalih. Radi odredenosti pretpostavimo da se vektor @; moze
prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora:

a1 = pads + -+ + tndn.

Tadaza A1 =1#0,\; = —ps, 1 =2,...,n, vrijedi (LA.1), tj. njihova linearna kombinacija
iS¢ezava na netrivijalan nacin.

(«<=) Neka postoje skalari A;, ¢ = 1,...,n, takvi da je barem jedan od njih razli¢it od nule
i da vrijedi (LA.1). Radi odredenosti neka je A1 # 0. Tada iz (LA.1) dobivamo
PR P v
1= Al 2 e Al ),

tj. vektor @1 prikazali smo kao linearnu kombinaciju preostalih vektora. Dakle, vektori su
linearno zavisni. a

Prije nego §to definiramo bazu vektorskog prostora V3 dokazimo sljedeéi teo-
rem.

Teorem LA.2 Neka su @1,d2,d3 € V3 bilo koja tri linearno nezavisna
vektora. Tada se svaki vektor @ € V3 moZe na jedinstven nacin prikazati
kao njihova linearna kombinacija.

Dokaz. Kao prvo, uoc¢imo da su vektori di,d2,ds nekomplanarni (vidi Pm'mjerLM.
Neka su O, A1, A2, A3 i P tocke prostora takve da je d1 = O—Al), as = O—Ag7 ds = OAs,
@ = OP (vidi SlikuLA.5). S M ozna¢imo ravninu odredenu vektorima @ i d2. Pravac
kroz tocku P koji je paralelan s vektorom @3 sijeée ravninu M u tocki P’. Nadalje, neka
je Q € M sjeciste pravca kroz P’ koji je paralelan s vektorom @z i koji leZi u ravnini M.
Sa slike se vidi da je

i=0P=0PF +PP=(00+QP)+PP. (%)

/e . . N =Y Ay = G . .
Bududéi da je vektor @ kolinearan s vektorom d1, QP s d2 i P'P s ds, postoje skalari
A1, A2, Az takvi da je

@ = )\15[17 W) = )\262, P,P = )\363. (**)

Sada iz (x) dobivamo
a = Mdi + Aeda + A3ds, (LA.Q)

odakle vidimo da se @ moze prikazati kao linearna kombinacija vektora d1,dz, ds.
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SlikaLA.5

Pokazimo jedinstvenost rastava vektora @ po vektorima @1, @2, @sz. Akoje @ = a1+
Ns@z + N5ds neki drugi rastav s koeficijentima Aj, A5, A5, onda oduzimanjem jednakosti
(LA.2) dobivamo
()\/1 — /\1)61 + (/\,2 — )\2)62 + (/\g — )\3)63 = 6
Zbog linearne nezavisnosti vektora @i, @z, @s, prema Teoremu LA.1je Xj — X1 = Xo — Ao =
A3 — A3 = 0, odakle slijedi jedinstvenost rastava. m]

Korolar LA.1 Svaka cetiri vektora @y, s, a3, @y 32 skupa V3 linearno su zavisna.

Dokaz. Ako su vektori d1, dz, ds linearno zavisni, tvrdnja vrijedi. Ako su vektori @1, dz, ds
linearno nezavisni, onda se prema Teoremu LA.1 vektor d4 moze prikazati kao njihova
linearna kombinacija, §to daje tvrdnju korolara. |

Definicija LA.5 Uredenu trojku (d1,ds,ds) triju linearno nezavisnih
vektora iz skupa V> nazivamo bazom skupa V3.

Neka je (a1, da,d3) baza u V3 ia € V3 bilo koji vektor. Prema Teoremu LA.2
tada su jednozna¢no odredeni skalari A1, A2, A3 takvi da je

a = Ady + Aads + A3ds.

Skalare A1, A2, A3 zovemo komponente ili koordinate vektora @ u bazi (a1, ds, @3).
Pri tome je A1 prva komponenta, A\ druga i A3 tre¢a komponenta.

Zadatak LA.1 PokaZite da su dva vektora d = A\idy + Aads + A3ds, b= widl +
Hods + psds prikazana u istoj bazi (@1, ds,ds) jednaka onda i samo onda ako je
AL = p1, Ao = 2, A3 = p3.

Pravokutne koordinate vektora. Za bazu u V3 uzmimo jedini¢ne vektore (7,7, k)
pravokutnog koordinatnog sustava (vidi Primjer LA.1). Ti vektori su linearno neza-
visni (Primjer LA.3) i prema tome oni tvore jednu bazu u V3.

Svaki vektor d = @, gdje su P(zp,yp, 2p), Q(zQ,yq, 2Q), mozemo rastaviti
na vektore baze: .
= a1+ ay)+ a.k. (LA.3)

Qy
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Koordinate a;, ay, 2, nazivamo pravokutne koordinate vektora .
Sa Slike LA.6 dobivamo:

i=PT+TQ=PRQo+TQ=(xq—zp)i+ (yo — yp)i+ (2q — zp)k.

Prema tome, zbog jedinstvenosti rastava po vektorima baze, pravokutne koordinate
vektora @ = @ glase

Ay =TQ —Tp, Gy =YQ —Yp, G =2Q — 2p. (LA 4)

Rije¢cima: Pravokutne kordinate vektora a = F@ dobivaju se tako da se od koordi-
nata vrha Q oduzmu koordinate njegovog pocetka P.

SlikaLA.6

Zadatak LA.2 U pravokutnom koordinatnom sustavu zadan je vektor @ svojim
komponentama i hvatistem P. Nadite kraj Q vektora @, ako je:

a) 4y =2,ay =—-3,a;=1,P(1,-2,3); b) ay =0,ay=1,a,=0,P(3,3,3).

Pomoéu Pitagorina teorema sa Slike LA.6. dobivamo duljinu vektora @ = m:

a= JEPT) T (g ) = /BP0, Qo) T (g — 2]

= V(@q —zp)* + (Yo —yr)? + (2q — 2r)%.

Odavde i iz (LA.4) dobivamo duljinu vektora @ pomoéu njegovih pravokutnih ko-

ordinatas:
_ /.2 2 2
a=./a; +a;+az.

Primjer LA.5 Odredimo duljine vektora @ = 47+ 2] — kib=—3T+ 43— Ak:
a=\E+2+(-D2=v2I, b= \/(-3)2+4%+ (-4)% = VL.

Zadatak LA.3 Za vektore @ = 3T+2]—k, b = I—|—2:, — 27+ 2k odredite sljedece

8:
vektore i njihove duljine: a) 2@ —Tb+42, b) @+b+¢ c¢) —3di+b—¢.
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Primjedba LA.3 Izrazom (LA.3) preko baze (1,7, E) dana je bijekcija
i (ag,ay,az)

skupa V3 na skup R? = R x R x R svih uredenih trojki realnih brojeva. Zbog toga
vektor @ moZemo identificirati s njemu pridruzenom trojkom (ag,ay,az). Pri tome
operacije s vektorima moZemo svesti na operacije s uredenim trojkama. Naime,
mnoZenjem jednakosti (LA.3) skalarom A dobivamo

—

A& = (Aaz)T+ (Aay)7’+ (Aa.)k,
Nadalje, zbrajanjem vektora @ i b= b+ by T+ b.k dobivamo
i+b= (az + ba)T+ (ay +by)7+ (az + bZ)Ea

odakle dobivamo pravilo za mnoZenje uredene trojke skalarom A i pravilo za zbrajange
uredenih trogki:

A (8, Ay, az) = (Aag, Aay, Aaz),
(amaay7az) + (banbyabz) = (aa: + bmaay + byaaz + bz)

Primjer LA.6 Neka su na praveu p zadane tocke A(xa,ya,za) @ B(zp,yn,28).

Nadalje, pretpostavimo da tocka M(x,y,z) € p dijeli duzinu AB w omjeru X, tj.

daje%z)\. Tadajemz)\m. AkosFA:m,FB:@,F:W

oznacimo radijusvektore tocaka A, B, M, onda je AM =7 — A, MB = g — T.
Sada jednakost AM = MM B mozemo zapisati kao ¥ — 74 = AN(Fp — ), odakle je

L Ta+ B
r=
14+ A
ili po koordinatama: x = “fg_)fB, Y= yAltr)‘AyB, z= % Specijalno za A =

1 dobivamo koordinate polovista duZine AB: v = 2AL2E 4 — yA'z"yB,z = 2ad2B

z

Slika LA.7
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LA.1.4 Skalarni produkt

Kao motivaciju za uvodenje ovog pojma razmotrimo problem radnje kon-
stantne (po smjeru i iznosu) sile f.

Ako se tijelo na koje djeluje sila f pomakne za vektor § u smjeru te sile
(Slika LA.8.a), onda se skalar W := fs zove radnja sile f na putu s.

Na Slici LA.8.b) prikazano je slozenije gibanje tijela na kosini. U ovom slucaju
konstantna sila f ne djeluje u smjeru pomaka 3, veé s njim zatvara kut ¢. Silu f
mozemo rastaviti na dvije komponente: na silu f_;L koja je okomita na kosinu i
na silu f; u smjeru pomaka s. U fizici je poznato da se sila f;l ponisti sa silom
reakcije podloge. Stoga je efekat isti kao da na tijelo djeluje samo sila f; u smjeru
pomaka § pa se u ovom slucaju radnja sile f definira kao skalar W := fss. Kako je
fs = fcosp, radnju sile f pri pomaku § moZemo zapisati u obliku W = fscos .

®y

SLIKA LA.8

Motivirani problemom radnje sile definirat ¢emo skalarni produkt vektora.
Neka su @ i b vektori prostora. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da oni
imaju zajednicki pocetak (Primjedba LA.2, str.185).

Definicija LA.6 Skalarni produkt vektora a i gje skalar koji oznacava-
mo s d-b i definiramo ovako:

e ako je jedan od vektora d, gjednak nulvektoru onda je @ - b= 0,

e ako su &',575 0, onda je
@-b:=a- bcosoy, (LA.5)

gdje je p kut izmedu vektora a i b takav da jeld<p <.

Iz definicione formule vidimo da je skalarni produkt dvaju vektora jednak
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umnozku duljine jednog vektora i projekcije drugog vektora na prvi vektor (vidi
Sliku LA.9.a). Dakle, ako s b, ozna¢imo projekciju vektora b na vektor @, onda je

EL’-E:aba:bab.

S

Slika LA.9

Takoder iz definicije neposredno slijedi da je skalarni produkt dvaju vektora ra-
zlicitih od nulvektora jednak nuli onda i samo onda ako su ti vektori medusobno
okomiti, te da je @- @ = a® za svaki vektor @ € V3.

Primjer LA.7 Za jedinicne vektore pravokutnog koordinatnog sustava dobivamo
sljedecu tablicu skalarnih umnoZaka:

Funkcija (a, I;) — a@-bsaV3x V3 uR zove se skalarni produkt. Ta funkcija
ima sljedeéa svojstva:
(S1) @-a >0,

—

(S2) @-d=0d=0,

(S4) (A@)-b = A(@-b) (homogenost u prvom argumentu),

(S5) (@+b)-é=a-Z+b-¢ (aditivnost u prvom argumentu).

Svojstva (S1) — (S4), lako je provjeriti pomo¢u definicione formule (LA.5). Valjanost
svojstva (S5) mozemo ovako pokazati. Neka je d = @ + b. Buduéi da za projekcije
vektora vrijedi (Slika LA.9.b) d. = a. + b., mnozenjem ovog izraza sa ¢ dobivamo
dec = a.c+ b.c. Prema definiciji skalaranog produkta, to znaci da je (@ +b)-¢=
i-c+b-c
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Primjer LA.8 Neka su a,b, c duljine stranica, a o, 3,7 nasuprotni kutovi kosokut-
nog trokuta ABC ( SlikaLA.10). Prema poucku o kosinusima tada je:

b2 + % —a? a?+ % —b? a? 4+ b2 — 2
coso=——— cosf=——— cosy=——"76 6 Z-—.
2bc 2ab

2ac

Slika LA.10

Dokazimo prvu jednakost. U tu svrhu definirajmo vektore a@, l_;, ¢ kao na Slici LA.10.
Tada je

=d-a=0b-0)-(b—8)=b-b—2b-c+c-T=b>+c* —2bccos a,
odakle dobivamo prvu jednakost. Na sliCan nacin mogu se dokazati i preostale dvije
jednakosti.

Pomodéu svojstava skalarnog produkta i Primjera LA.71ako je dokazati sljedeéu
formulu koja nam daje skalarni produkt dvaju vektora pomoc¢u njihovih kompone-
nata u pravokutnom koordinatnom sustavu:

Ako je @ = azT+ a,J+ aZE ib= baT+ byT+ sz, onda je
@-b=azb, +ayby + asb.. (LA.6)

Primjer LA.9 Odredimo kut ¢ izmedu vektora a i b iz PrimjeraLA.5, str. 191:

R ab 0 T

Vektori su okomiti.

Primjedba LA.4 Svaki vektor mozZemo identificirati s uredenom trojkom realnih
brojeva (PrimjedbalLlA.3). Sada nam formula (LA.6) omogulava definiranje ska-
larnog produkta uredenih trojki realnih brojeva, kao:

(s ay, ay) - (bz, by, b.) = azby + ayby + azb,.

Zadatak LA.4 Nadite stranice i kutove trokuta s vrhovima A(—1,2,3), B(2,1,2),
C(0,3,0).
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LA.1.5 Vektorski produkt

Za razliku od skalarnog produkta, vektorski produkt dvaju vektora je vek-
tor, a ne broj. Vektorski produkt ima vaznu primjenu u fizici i tehnici. Tako su
primjerice moment veli¢ine gibanja, moment sile i Lorentzova sila kojom magnetsko
polje djeluje na naboj opisani odgovarajuéim vektorskim produktom.

Definicija LA.7 Vektorski produkt vektora @ s vektorom gje vektor ¢ =
a x b koji se definira ovako:

1. ako je jedan od vektora a@,b nulvektor, onda jec=da x b=0.

2. ako su &',575 0, onda

e duljina vektora ¢ = d x Qjednaka je poursini paralelograma $to
ga zatvaraju vektori @ i b, tj. ¢ = absiny, gdje je ¢ kut izmedu
vektora d 1 b,

e vektor &= a x b okomit je na ravninu odredenu vektorima @ i
b,

e smjer vektora ¢ = @xb odreden je pravilom desnog vijka: vektor
a zakrecemo prema vektoru b, za kut manji od m rad. Smgjer
vektora ¢ = d X b definira se kao smjer kretanja desnog vijka.

S
X
S

Slika LA.11: Vektorski produkti @ x b i b x @

-

Primjedba LA.5 Funkcija (@,b) — @ x b sa V3 x V3 u V3 zove se vektorski
produkt.

Iz definicije vektorskog produkta, s obzirom na odredivanje smjera, vidi se da
vektorski produkt ima svojstvo antikomutativnosti:

axb=—(bxa)
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i homogenosti:

(VAER) (A@) x b=a x (Ab) = A\(@ x b).

Primjer LA.10 Za jedini¢ne vektore pravokutnog koordinatnog sustava dobivamo:

x| T 7 &k
T 0 kK -7
71—k 0 T
k|7 - 0

Za vektorski produkt vrijede zakoni distribucije prema zbrajanju (vidi Do-
datak5):

Z=
):

Kao i skalarni produkt, tako i vektorski produkt dvaju vektora mozemo izra-
cunati pomoc¢u njihovih komponenti u pravokutnom koordinatnom sustavu. Neka
je d = azT+ ayJ+ a.k b=b,T+ by +0b. k. Koristedi svojstava vektorskog produkta
i Primjer LA.10 dobivamo:

—

@x b= (ayb. — a.by)T+ (azby — azb.)J+ (azby — ayb,)k (LA.7)

§to pomocu determinante tre¢eg reda (vidi Poglavlje LA.5), koriste¢i razvoj po pr-
vom retku, simbolicki mozemo pisati kao

B Ty ok
axb=|a; ay a.
by by b.

—

Primjer LA.11 Neka su zadani vektori @ = 17— 2 +3E b=21+7— k. Izra¢unajmo
vektorske produkte d x bibxa:

D _ L1 - N
ixb=|1 -2 3|=t S50 Y 3 4Rl Y 2= rrmesk,
1 -1 2 -1 2
2 -1
, L - - . .
bxa=|2 1 -1|=1 ] ;‘—jf ;‘m . _;‘:?—7j—5k.
1 2 3

Primjer LA.12 Neka su a,b,c duljine stranica, a «, 3,7y nasuprotni kutovi koso-
kutog trokuta ABC ( SlikaLLA.12). DokaZimo pouéak o sinusima:

a:b:c=sina:sinf:sinvy.
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C
Y
b i=b-¢
! B
A c B
Slika LA.12
Definirajmo vektore d, b, & kao na Slici LA.12. Mnozenjem jednakosti @ = b—2¢
zdesna vektorski redom sa ¢, b, @ dobivamo:
G=b—¢) xé=>axié=bxé=|axd=|bxa tj. asinfB=bsna,
AG=b—C/ xb=dxb=bxZé=|dxb=|bxc tj. asiny=csina,
d=b—C/ xd=>dxb=adxc¢=|dxb =|dxdc tj. bsiny=csing.

LA.1.6 MjesSoviti produkt

Produkt oblika - (5 x ), u kojem dolaze i vektorski i skalarni produkt, zovemo
mjesSoviti produkt. Rezultat takvog mnozenja je skalar.

Pokazimo kako se volumen prizme V' moze izracunati pomoc¢u mjesSovitog pro-
dukta. U tu svrhu oznac¢imo bridove prizme s d, 57 ¢, vodeéi pri tome ra¢una da
vektorski produkt b x & ima smjer prema unutrasnjosti prizme, kao na Slici LA.13.
Buduéi da norma |l; x €] predstavlja povr§inu baze prizme (paralelogram razapet
vektorima b i ) te da je h = acos(a, b x ¢) visina prizme, to je

V=|bxdacos(dbxad)=d-(bxa).

h = acos(d@,b x ¢

Slika LA.13: Volumen prizme V =a- (b x @)
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Do istog rezultata mozemo dodi i tako da uzmemo druge baze prizme i pritom
pazimo da vektorski produkt ima smjer prema unutrasnjosti prizme. To znaci da
vrijede ove jednakosti (dobivene ciklickom zamjenom @ — b — ¢ — @)

V=ad-(bxd)=0b-Exa)=c-(@xb).

Pomoéu (LA.7) lako je provjeriti da se mjesoviti produkt & - (l_; x €) pomoéu
determinante moze zapisati kao:

. ay Gy G
@-(bx&)=|by b, b.

Cz Cy Cg

Zadatak LA.5 Za vektore @ = 27— 37+ 5k, b= —T+ 47+ 2k i &= 2T+ 3] nadite
G- (bx@) ib-(@xa).

LA.1.7 VisSestruki produkt

Vektorski produkt vektora s vektorskim produktom zovemo viSestruki pro-
dukt.

Primjedba LA.6 Visestruki produkt nije asocijativan, tj. relacija

- -
ne vrijedi za sve vektore a,b,c. Primjerice za @ =b=71 ¢ =k imamo

-, —

GxPDxk=0, Tx@xk)=TxT=—F.
Medutim, za visestruki produkt vrijede sljedeée formule (vidi [9]):

ax(bxd) =@ ab— (@ b7 (LA.8)
(@xb)xe=(a-&)b—(b-)a. (LA.9)

Stavimo li =@ # 0 u (LA.8), dobivamo

-d@x (b x a). (LA.10)

Formula (LA.10) daje nam rastav vektora b na sumu dva vektora, od kojih jedan
u smjeru, a drugi okomit na unaprijed zadani vektor @ # 0. U sljede¢em poglavlju
pomocu te formule odredit ¢emo projekciju vektora na pravac i ravninu, kao i uda-
ljenost tocke od ravnine.
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LA.1.8 Pravac i ravnina u prostoru

Jednadzba pravca. Neka je p pravac u prostoru, Py(zo, Yo, 20) tocka na pravcu
pid=a,T+ ayJ+ ak # 0 vektor koji lezi na praveu p i ima pocetak u tocki Py
(vidi Sliku LA.14).

p
z
P
a
Py
7 7
T 0 y

SlikaLA.14

Za svaku tocku P(z,y,z) € p vektori @ i PO_P) jesu kolinearni. Stoga postoji
skalar A\ takav da je PO_P) = \d, pa je

F=F0+P0?=F0+Aa (*)

gdje je ¥ = OP = a7+ yr + 2k iy = OPy = ol + yoJ + 2ok Usporedivanjem
komponenti u (%) dobivamo parametarsku jednadzbu pravca p:

T =xo+ Aag
Yy =190+ Aay (LA.11)
z=2zy+ Aa,

Ako je az # 0,ay # 0 i a. # 0, onda eliminacijom parametra A iz (LA.11)
dobivamo kanonski oblik jednadzbe pravca p:

rT—To Y—Yo <Z— 20 (LA.12)

Ay ay a,

Ako je pravac p zadan tockama Py(xo, Yo, 20) 1 P1(x1,y1, 21), onda, uzimajuéi
—_—
d = PyPy, iz (LA.11) dobivamo parametarsku jednadzbu pravca kroz dvije tocke:

x=x0+ Ny — o)
Y =90+ Ay1 — yo)
z =20+ Mz1 — 20),

a iz (LA.12) odgovarajuéi kanonski oblik jednadzbe pravca:

rT—Zo  Y—Y _ Z—Z0

1 — Zo Y1 — Yo 21 — 20
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Jednadzba ravnine. Neka je M ravnina u prostoru, Py(zo, Yo, 20) ¢vrsta tocka
ravnine M i it = AT+ Bj+ Ck # 0 vektor okomit na ravninu M s hvatistem u tocki
Py (vidi Sliku LA.15).

Slika LA.15

-

Za svaku tocku P(z,y,2) € M vektor PoP = (x — 20)T+ (y — yo)T+ (2 — 20)k
okomit je na vektor 7. Stoga je njihov skalarni umnozak jednak nuli, tj.

Az — o) + By — yo) + C(z — z0) = 0.
Uz oznaku D = —Axg — Byy — Czg prethodna jednakost glasi
Ar+By+Cz+D =0 (LA.13)

i nazivamo je op¢im oblikom jednadzbe ravnine M.

Ako je A#0,B#0,C #0iD #0, ondauzoznakem:—g,n:—%i
p= —% iz (LA.13) dobivamo segmentni oblik jednadzbe ravnine M:
=1.

+=+

3=

T z
m p

Projekcija vektora na pravac. Neka je p pravac, 7 jedini¢ni vektor koji lezi na
pravcu p i @ vektor s istim hvatistem kao i 7 (Slika LA.16.a).

Pomo¢u formule (LA.10) dobivamo rastav vektora @ na sumu dva vektora, od
kojih jedan u smjeru, a drugi okomit na vektor 7:

—

d= (it @)+ x (@x ).

Pri tome je vektor (7 - @) kolinearan s vektorom 7 i on predstavlja projekciju
vektora d na pravac p.
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Slika LA.16

Projekcija vektora na ravninu. Neka je M ravnina, Py(xo, Yo, 20) toCka ravnine
M, 7i jedini¢éni vektor okomit na ravninu M i s hvatiStem u tocki Py i d = Poé
vektor (Slika LA.16.b).

Formula (LA.10) daje nam rastav vektora @ na sumu dva vektora, od kojih
jedan u smjeru, a drugi okomit na vektor 7:
a=Mm-a)n+nx(dxn).
Vektor 7 x (@ x i) je okomit na vektor 7, lezi u ravnini M i predstavlja projekciju
vektora @ na ravninu M.

Nadalje, d = |(7i - @)7i| = |7 - d| predstavlja udaljenost vrha vektora d (tocke
Q = (29,Y0,2¢)) od ravnine M. Ako je jednadzba ravnine M zadana u opéem
obliku (LA.13) i ako uzmemo da je

AT+ B+ Ck
A2+ B?+C?’

dobivamo formulu za udaljenost d totke Q(xqg,yqg, 2g) od ravnine M, koja prolazi
tockom Py(zo, yo, 20) 1 okomita je na vektor 7i:

i = il =1,

_ |A(zq — o) + B(yq —yo) + Clzq@ — 20)| _ |Azq + Byq + Czq + D|

d
4/142_|_B2_|_C'2 ‘/A2+B2+C2

LA.2 Vektorski prostori

U Poglavlju LA.1 upoznali smo skup V3 svih vektora u prostoru. Vektore
znamo zbrajati i mnoziti ih skalarom, tj. na skupu V? definirane su dvije operacije:
zbrajanje vektora i mnoZenje skalarom. Zbrajanje vektora (d, E) — a+ I;je funkcija
sa V3 x V3 u V3, a mnozenje skalarom (\, @) — X - @ je funkcija sa R x V3 u V3.
Te funkcije imaju svojstva (V1) — (V8) (vidi Poglavije LA.1.2)

Osim skupa V3, postoje i drugi skupovi na kojima mozemo definirati zbra-
janje(u oznaci @) i mnozenje skalarima (u oznaci ®), tako da te dvije operacije
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imaju ista algebarska svojstva kao zbrajanje i mnozenje sa skalarom na V3. Stoga,
umjesto da svaki od tih skupova izucavamo zasebno, ima smisla svrstati ih u istu
kategoriju, kategoriju vektorskih prostora, i istovremeno ih izuc¢avati.

Neka je K polje realnih brojeva R ili polje kompleksnih brojeva C i V bilo koji

neprazan skup. Nadalje, neka su definirane dvije funkcije

D: VXV -V, (xy)—xdy (LA.14)

O:KxV -V, (Ax)—AOx. (LA.15)

Funkciju ¢ nazivamo zbrajanje na V, a funkciju ©® mnozenje skalarom. Pret-
postavimo da te dvije funkcije imaju ista algebarska svojstva kao zbrajanje i mno-
zenje skalarom na V3, tj. da vrijedi:

(VP1) (a@b)®dc=a® (b®c),zasvea,b,ceV,

(VP2) postoji element 0 € V takav da jea® 0 =0® a = a za sve a € V. Element
0 je neutralni element zbrajanja,

VP3) za svaki a € V postoji @’ € V takavdajea®a’ =a’' @ a=0. Element a’ je
( postoj ] j
suprotni element elementa a i oznacava se s ©a,

( ) adb=Dbda,zasvea,beV,

( ) A0 (adb)=(Aca)d(AOb),zasvea,beVizasve A€ K,
(VP6) A+ p)0a=Aca)d(p0a),zasve \,u € KizasveacV,
( ) M) @a=X 0 (pea),zasve \,p € KizasveacV,

(VPS8)

lGa=a,zasvakiae V.

Definicija LA.8 Neka je K polje R ili C. Neprazan skup V' snabdjeven
funkcijama & : VXV -V i©®: K xV — V koje imaju svojstava
(VP1) — (VP8) nazivamo vektorskim prostorom nad poljem K, a njegove
elemente vektorima. Elemente skupa K zovemo skalarima. Ako je
K =R, onda kaZemo da je V realan vektorski prostor, a ako je K = C,
onda se kaze da je V kompleksan vektorski prostor.

Element 0 € V iz svojstva (VP2) zovemo nulvektor. Moze se pokazati da je
nulvektor jedinstven. Takoder, za svaki vektor a € V jedinstven je suprotni vektor
(6a) (vidi Zadatak U.2).

Primjedba LA.7 U definiciji vektorskog prostora koristili smo simbole “ @7 za
zbrajanje i “ ®” za mnozZenje sa skalarom, tako da mapravimo razliku od zbrajanja
“47 1 mnoZenja “” realnih brojeva. Medutim, kada je jasno da se radi o zbrajanju
na skupu V' @ mnoZenju skalarom, umgesto simbola “@®” i “©” koristit cemo simbole

z<+7; < W@
7 .
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Primjer LA.13 Skup R s uobicajenim zbrajanjem i mnozenjem je realan vektorski
prostor. Takoder, skup C s uobicajenim zbrajanjem i mmnozZenjem je kompleksan
vektorski prostor.

Primjer LA.14 Ako u skupu R™ svih uredenih n-torki realnih brojeva definiramo

zbrajanje i mnoZenje skalarom A € R na sljedeéi nacin:

(1,22, ., 2Zn) + (Y1,¥2, - Un) = (@1 + Y1, 22 + Y2, -, Zn + Yn)s

A (x1,29, .0 xn) = (Az1, A2, .., ATy),

dobivamo realan vektorski prostor. Nulvektor toga prostora je 0 = (0,...,0). Pro-
vjerite svojstva (VP1) — (VP8).

Sli¢no, ako u skupu C™ svih uredenih n-torki kompleksnih brojeva definiramo
zbrajanje 1 mnoZenje kompleksnim brojem A na veé navedeni nacin, dobivamo kom-
pleksni vektorski prostor.

Primjer LA.15 Neka je C([a,b]) skup svih realnih funkcija definiranih i neprekid-
nih na segmentu [a,b]. Ako definiramo zbrajanje funkcija i mnoZenje funkcije
skalarom na prirodan nacin:

(f+9)(t) = f(t) +9(t), t€][ab],
(Af)@) =Af(t); t€E[ab], AER,
dolazimo do realnog vektorskog prostora ¢iji su elementi (vektori) funkcije.

Primjer LA.16 Skup P, svih polinoma stupnja < n, uz zbrajanje polinoma i mno-
zZenje polinoma realnim brojem ma prirodan nacin, je realan vektorski prostor.

Primjer LA.17 Skup V = {z € R : > 0} s operacijama zbrajanja i mnoZenja
skalarom A € R definiranim formulama:

@y =xy; tj. zbrajanje vektora je obitno mnozenje realnih brojeva,
A®x =2 ; tj. mnozenje skalarom je potenciranje sa skalarom

je realan vektorski prostor.

Najprije uo¢imo da su obje operacije dobro definirane, tj. da je rezultat realan broj,
a zatim provjerimo svojstva (VP1) — (VP2):

(VP1) z@ (y@2) =2(y2) = (ay)z = (2 @ y) S 2,

(VP2) nulvektor 0 je broj 1: 1® z = 1z = =z, x@l*x 1=z,

(VP3) 27! je suprotni vektor vektoraz: z@z ' =z ' =1=0,z '@z =2"'2 =1=0,
(VP4) z@y=2y=yr=ydux,

(VP5) A0 (z@y) = (zy)* =2’y = A oz)@ (A0 y),

(VP6) M+ p)ox=a =z =(A0z)® (1o x),

(VPT) (A >®x*w*“:<x> — 20 o),

(VPS) 16

<

P8

=z,
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Jasno, skup V ={xz € R:x > 0} s uobicajenim zbrajanjem “+” i mnoZenjem
realnih brojeva takoder je jedan realan vektorski prostor, ali razli¢it od vektorskog
prostora iz ovog primjera.

[

Kao §to smo vidjeli na prethodnim primjerima, mnogi skupovi mogu se pre-
tvoriti u vektorski prostor i to na razne nacine. To znaci da je definicija vektorskog
prostora dovoljno elasti¢na i opcenita.

Zadatak LA.6 Na jednoclanom skupu V = {a} definirajte zbrajanje i mnoZenje
skalarom X € C na jedan jedini moguéi nacin:

aPa=a, IOa=a.

Dobili ste trivijalan kompleksni vektorski prostor. Provjerite aksiome (VP1) —
(VPS).
Zadatak LA.7 Neka je V = R2?. Definirajte zbrajanje na V i mnoZenje skalarom

A € R formulama
(1, 22) © (y1,92) = (x1 + Y1, 22 — y2),
AO (xl,xg) = ()\xl,)\l‘g).
Da li je V' s ovako definiranim operacijama “ ®” i “ ©®” realan vektorski prostor?
Ako nije, ispisite aksiome koji ne vrijede.

Pojmovi definirani u Poglavlju LA.1, kao §to su primjerice linearna kombinacija
vektora, linearna nezavisnost vektora, baza vektorskog prostora ili skalarni produkt
vektora, prirodno se poop¢avaju u proizvoljnom vektorskom prostoru.

LA.2.1 Linearna nezavisnost vektora. Baza vektorskog pros-
tora

Linearnu kombinaciju kao i linearnu nezavisnost vektora prostora V3 defini-
rali smo u Poglaviju LA.1.3. Ti se pojmovi na isti nac¢in definiraju u proizvoljnom
realnom ili kompleksnom vektorskom prostoru V.

Definicija LA.9 Neka su ay,...,a, € V i \1,..., \, skalari. Vektor
a=\Ma; + -+ \a,

zovemo linearna kombinacija vektora ay, . . . , a, s koeficijentima A1, . .., Ay

Primjer LA.18 Neka su a; = (1,-1,2,0), as = (3,0,2,1), a3 = (1.1,1,1,1) 4
ay; = (0,1,0,0) vektori prostora R*. Tada je vektor a = 3a; + 2a; + a3 — 2a, =
(10.1,—4,13,4) jedna njihova linearna kombinacija.

Opcenito, pomocu vektora ai,...,a, mozemo napraviti beskonatno mnogo
linearnih kombinacija tih vektora. Za neprazan podskup S vektorskog prostora
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V, sa L(S) oznacavamo skup svih linearnih kombinacija elemenata iz S. Skup
L(S) je potprostor vektorskog prostora V, tj. L(S) je takoder vektorski prostor
s obzirom na operacije zbrajanja i mnozenja skalarom koje su definirane u V. Ako
je L(S) = V, tj. ako se svaki vektor x € V moze prikazati kao linearna kombi-
nacija vektora iz skupa S, onda kazemo da skup S generira vektorski prostor V.
Nadalje, za vektorski prostor V kazemo da je konaéno dimenzionalan ako postoji
barem jedan konacan skup vektora koji ga generira. U suprotnom, vektorski pros-
tor je beskona¢no dimenzionalan. Mi ¢emo nadalje na umu imati samo konac¢no
dimenzionalne vektorske prostore.

Primjer LA.19 Vektorski prostor C([a,b]) iz PrimjeraLA.15 je beskonacno di-
menzionalan (vidi primgjerice [10]), dok su vektorski prostori R™ i C™ konacno di-
menzionalni (vidi Primjer LA.21).

Definicija LA.10 Za vektore aq,...,a, kaZemo da su linearno zavisni
ako se barem jedan od njih moZe prikazati kao linearna kombinacija
preostalih vektora. U suprotnom, tj. ako se ni jedan vektor ne moZe
prikazati kao linearna kombinacija preostalih, za te vektore kaZemo da
su linearno nezavisni.

Primjer LA.20 Vektori a; = (1,—1,2), as = (2,1,1) i a3 = (0,—3,3) prostora
R3 su linearno zavisni jer je az = 2a; — as.

Primjer LA.21 U izucavanju vektorskog prostora R™ odnosno C™ waznu ulogu

imaju linearno nezavisni vektori e; = (1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =
(0,0,0,...,1). Ti vektori generiraju prostore R™ ¢ C™. Naime, svaki vektor x =
(z1,...,2n) moZe se prikazati kao njihova linearna kombinacija:

X =x1€1 + x2€9 + - xTp€e.

Sljededi teorem, dokaz kojega je napravljen u Poglavlju LA.1.3, govori nam da
su vektori linearno zavisni onda i samo onda ako se nulvektor moze prikazati kao
njihova netrivijalna linearna kombinacija, tj. tako da je barem jedan koeficijent te
linearne kombinacije razli¢it od nule.

Teorem LA.3 Vektoriay,...,a, sulinearno zavisni onda i samo onda
ako postoje skalari Ay, ..., \, takvi da je barem jedan od njih razlicit od
nule, a da je pri tome

/\1&1 + -+ /\nan =0. (LA16)

Primjedba LA.8 Uocimo (negacijom prethodnog teorema) da su vektori ay, . . ., ay,
linearno nezavisni onda i samo onda ako iz jednakosti

)\1&1—|—"'—|—Anan:0
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slijedi da je \y = dg = ... =\, =0.

Primjer LA.22 Ispitajmo linearnu nezavisnost vektora a; =(1,2,3), a=(2,5,7)
iaz = (3,7,11) iz prostora R3:

Jednakost A1ai1 + A2a2 + Azaz = 0 mozemo zapisati u obliku
(A1 4 222 + 3X3, 221 + 5A2 + TA3,3A1 + TA2 + 11X3) = (0,0, 0),
odakle usporedivanjem koordinata dobivamo sustav:

A1+ 2+ 33 = 0
221 + Bl + A3 = 0
3\ 4+ Th 4+ 113 0.

Ako treéoj jednadzbi dodamo prve dvije jednadzbe prethodno pomnozene s (—1), dobi-
vamo A3 = 0. Sada prvu jednadzbu pomnozimo s (—2) i dodajmo drugoj. Dobivamo
A2 + A3 = 0, odakle je i A2 = 0. Konacno, iz prve jednadzbe slijedi A1 = 0. Dakle, vektori
ai, az, as su linearno nezavisni.

Zadatak LA.8 Pokazite:
a) linearnu zavisnost vektora (1,0,1),(2,0,3),(0,0,1) €R3,
b) linearnu nezavisnost vektora (1,0,—1,1,2), (0,1,1,2,3), (1,1,0,1,0) € R,

Zadatak LA.9 Neka su ay,...,a;—1,a;,8;+1,...,a, vektori iz prostora V i A\, u
(A #0) bilo koji skalari. Dokazite sljedeée tvrdnje:

a) Vektori ay,...,a, su linearno nezavisni onda i samo onda ako su linearno
nezavisni vektori ay, ..., a;_1,Aa;,d;4+1,-..,a,

b) Vektori ai,...,a, su linearno nezavisni onda i samo onda ako su linearno
nezavisng vektori ay, ..., a1, a; + flaj, &j+1,. ..,y 20 sveki j # 1.

Zadatak LA.10 Neka su x; = (2%, 2%,...,2%), i = 1,...,k, vektori prostora R",
odnosno C™ i (41,72, ..., jn) bilo koja permutacija skupa {1,2,...,n}. PokaZite da

su vektori x;, 1 = 1,...,k, linearno nezavisni onda i samo onda ako su linear-
no nezavisni vektori x; = (% ,2%,,...,25 ), i = 1,...,k. Drugim rijecima, ako

istovremeno i na isti nacin permutiramo komponente kod svih vektora, linearna
nezavisnost nece se promijeniti.

Zadatak LA.11 Neka su x; = (2%, 2%,...,2%), i = 1,...,k, vektori prostora R",
odnosno C™ i X\, (A # 0) bilo koji skalari. DokaZite sljedece turdnje:

a) Vektori x1,...,X su linearno nezavisni onda i samo onda ako su vektori
X, = (a},..., z},...,2}), i = 1,..., k linearno nezavisni. Drugim rijecima,
ako kod svih vektora pomnoZimo neku koordinatu skalarom A\ # 0, linearna
nezavisnost se nece promijeniti.

b) Vektori x1,...,X su linearno nezavisni onda i samo onda ako su linearno
nezavisni vektori x, = (x4, ... ,xf_h,ux; + xf7xf+1, nal), i =1,....k, 2a
svaki j # 1. Drugim rijecima, ako kod svih wvektora nekoj koordinati do-
damo bilo koju drugu njegovu koordinatu prethodno pommnoZenu proizvoljnim
skalarom, linearna nezavisnost nece se promijeniti.
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Baza vektorskog prostora. Prije nego Sto definiramo nove pojmove, vra-

timo se na Primjer LA.21. Vektori ey, ...,e, su linearno nezavisni i generiraju
prostor R™. Medutim, i linearno zavisni vektori ey, . .., e,, e; + 2es generiraju pros-
tor R™, jer svaki vektor x = (x1,...,2,) € R"™ mozemo zapisati kao

X:inei+0~(el—|—e2)

i=1

Od svih konaé¢nih podskupova vektorskog prostora V' od narocitog su znacaja

oni koji generiraju V i ¢iji su elementi linearno nezavisni vektori.

Definicija LA.11 Za skup vektora {ey,...,e,} prostora V kaZemo da
je baza vektorskog prostora V' ako ti vektori imaju sljedeéa dva svojstva:

e vektori ey, ..., e, generiraju V i

e vektori ey, ..., e, Su linearno nezavisni.

Primjedba LA.9 Uodite da ova definicja baze nije u suprotnosti s definicijom baze
u vektorskom prostoru V3.

Primjer LA.23 Vektoriey,...,e, iz PrimjeraLA.21 tvore bazu u prostorima R™ i
C™. Tu bazu zovemo standardna ili kanonska baza prostor R™, odnosno prostora
c™.

Moze se pokazati da bilo koje dvije baze konactno dimenzionalnog vektorskog
prostora V' imaju isti broj elemenata(vidi primjerice [10]). Taj broj zovemo di-
menzijom prostora V i oznacavamo s dim V. Tako je primjerice dimR"™ = n i
dimC™ = n. Nadalje, u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru svaki skup od n
linearno nezavisnih vektora je baza toga prostora.

Zadatak LA.12 Pokazite da vektori 1,x,22,..., 2" € P, tvore bazu u vektorskom
prostoru P, svih polinoma stupnja < n. Odredite dim P, .

Koordinatizacija. Vaznost baze n-dimenzionalnog realnog [kompleksnog]
vektorskog prostora V' vidi se i u tome sto se V moze identificirati s prostorom
R™ [s C"]. Krenimo redom. Neka je (e) = (ey,...,e,) bilo koja uredena baza
vektorskog prostora V. Tada se svaki vektor x € V' moze prikazati u obliku

n
X = E ;€; (LA.17)
i=1
pri ¢emu su skalari x1,...,x, jednozna¢no odredeni. Naime, iz

n n n
X = E i€ = E rie; = E (z; — 2})e; =0,
i=1 i1 i1
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odakle zbog linearne nezavisnosti vektora baze slijedi z; = z}, i = 1,...,n. Skalare
xi, 4= 1,...,n, nazivamo koordinate vektora x u uredenoj bazi (e1,...,e,).

S (LA.17) preko uredene baze (e) = (ey,...,ey,) dana je bijekcija
x — x(e) := (z1,...,%n)

vektorskog prostora V' na vektorski prostor R™, odnosno C™, u ovisnosti o tome
da 1li je V realan ili kompleksan vektorski prostor. Ta bijekcija naziva se ko-
ordinatizacija, a vektor x(e) koordinatizacija vektora x u bazi (e). Zbog
toga vektor x mozemo identificirati s njemu pridruzenim vektorom—uredenom n-
torkom x(e). Pri tome zbrajanju vektora iz V' odgovara zbrajanje odgovarajuéih
vektora—uredenih n-torki, dok mnozenju skalarom odgovara mnozenje skalarom
odgovarajuéeg vektora—uredene n-torke.

LA.2.2 Skalarni produkt i norma u prostoru R”

Pojmovi skalarnog produkta i norme vektora prostora V3 mogu se prenijeti
na proizvoljne realne i kompleksne vektorske prostore. Mi ¢emo te pojmove uvesti
samo za vektorski prostor R”.

Prisjetimo se da vektore @ = a,1+ a,J+ ask, b= b, T+ byT+ b.k € V3 mozemo
identificirati s vektorima a = (ay, ay, a.),b = (by, by, b.) € R? te da je

a-b= (g, ay,az) - (by, by, bs) = azby + ayby + azb,.

Motivirani time, definiramo skalarni produkt u prostoru R™:

Definicija LA.12 Skalarni produkt vektora x = (z1,...,z,) ER" iy =

(y1,---,Yyn) € R™ je realan broj koji oznacavamo s (x|y) 4 definiramo
kao N
(xly) =)z (LA.18)
i=1

Funkciju (x,y) — (x|y) sa R® x R™ u R zovemo skalarni produkt u R™.

Pomocéu definicione formule (LA.18) lako je provjeriti sljede¢a svojstva skalar-
nog produkta:

(S1) (x|x) >0,

(S2) (x|x) =0 x=0.

Svojstva (S1)-S(2) poznata su pod nazivom pozitivna definitnost.
(S3) (x]y) = (y|x) (simetri¢nost),

(S4) (x+ylz) = (x|z) + (y|z) (aditivnost u prvom argumentu),
(S5) (Ax]y) = A(y|x) (homogenost u prvom argumentu).
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Primjedba LA.10 Napomenimo da se opclenito skalarnim produktom u R™ zove
svaka funkcija sa R™ x R™ u R koja ima svojstva (S1) — (S5), a skalarni produkt
definiran s (LA.18) zove se standardni skalarni produkt. Vektorski prostor R™ sa
standardnim skalarnim produktom zovemo euklidski vektorski prostor. U daljnjem
1zlagangu pod skalarnim produktom podrazumijevat éemo standardni skalarni produkt
(LA.18).

Zahvaljujuéi svojstvu (S1) pomoéu skalarnog produkta mozemo definirati nor-
mu vektora:

Definicija LA.13 Norma ili duljina vektora x = (x1,...,2,) € R" je

realan broj |x| = \/(x|x) = | > 22.
\ i=t

Funkcija x — x| sa R™ u R zove se norma, i ima sljedeca svojstva:
(N1) |x| > 0, za svaki x € R™,

(N2) x| =0 x=0,

(N3) |Ax|=|\||x|, za sve A € R iza sve x € R",

(N4) |x+y| < x|+ |yl|, za sve x,y € R™.

Svojstva (N1) — (N3) direktno slijede iz definicije norme. Nejednakost trokuta
(N4) dokazat ¢emo pomoéu Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve (CSB) nejednakosti:

Teorem LA.4 (Cauchy-Schwarz-Buniakowsky) Za svaka dva vek-
tora x,y € R"™ vrijedi nejednakost

|[(x[y) < x]yl-

Pri tome jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori x 1y koli-
nearnt.

Dokaz. Definirajmo kvadratnu funkciju
F(t) =[x+ ty]” = (x+ tylx + ty) = Cly[* + 2t(xly) + |x|.

Buduéi da je f nenegativna funkcija (f(¢) > 0, ¢ € R), njena diskriminanta je A =
4(x)y)? — 4ly|?|x|? < 0, odakle slijedi trazena nejednakost. Jednakost vrijedi(A = 0) onda
i samo onda ako f ima nultocku, tj. ako postojii realan broj to takav da je f(to) = 0.
Bududi da je f(to) = 0 onda i samo onda ako je x + toy = 0, tj. ako su vektori x i y
kolinearni, jednakost vrijedi jedino u tom slucaju. ]

Pomoc¢u CSB nejednakosti dobivamo
x+y[* = (x+ylx+y) =[x+ +2 (xly) < [xI?+]y[* +2[x[ly] = (%] +[y])?,

odakle vadenjem drugog korijena slijedi nejednakost trokuta.
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Primjedba LA.11 Pomoéu koordinata CSB nejednakost mozZemo zapiati u obliku:

<

m
E TilYi
i=1

Zadatak LA.13 Pokazite da za sve x,y € R™ vrijedi jednakost

(x+yl* =[x —y*).

] =

(xly) =

S

Kut ¢ izmedu vektora @,b € V3 moze se izracunati iz formule cosp = .

Poopcéavanjem te formule na prostor R™ dolazimo do definicije kuta izmedu dva
vektora prostora R™. Prvo uoCimo da za vektore x,y # 0 iz CSB nejednakosti
xly) 1, pa definiramo

Ix|-lyl

dobivamo —1 <

Definicija LA.14 Realan broj ¢ € [0, 7] takav da je

cos LX)

x| - [y

zovemo kut izmedu vektora x,y # 0. Ako je (x|y) =0, onda za vektore
X,y kaZemo da su okomiti.

Primjer LA.24 Odredimo kut ¢ izmedu vektora x=(-1,1,2,-1),y=(1,-1,1,0).
Kako je (x|y) = 0, ovi vektori su okomiti.

Zadatak LA.14 Neka je ¢ kut izmedu vektora x,y € R™. DokaZite kosinusov
poulak u R":
[x —y[* = x> +[y]* — 2 |x|[y| cos .

LA.2.3 Pojam linearnog operatora

Funkciju koja i za domenu i za kodomenu ima vektorske prostore nazivamo
operatorom. Nas ¢e zanimati samo linearni operatori.

Definicija LA.15 Neka su 'V i W bilo koja dva vektorska prostora. Za
operator A :V — W kaZemo da je linearan, ako je

A + py) = M(x) + pA(y)

za sve skalare X\, v i za sve vektore x,y € V.

Primjer LA.25 Navedimo nekoliko primjera linearnih operatora A:V — W:
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a) V=W =R? A(z1,z2) = (21, —x2) (simetrija ravnine u odnosu na z1 - os);

b) V =W = R?, A(z1,22) = (—z1, —x2) (centralna simetrija ravnine u odnosu na
ishodiste);

c) V=W =R? A(z1,22) = (21,0) (ortogonalna projekcija ravnine na z; - os)

Zadatak LA.15 Neka je A:V — W linearan operator. DokaZite da je A(0) = 0.

Zadatak LA.16 Operator A:V — W je:
a) aditivan, ako je A(x+y) = A(x)+ A(y), za sve vektore x,y € V;
b) homogen, ako je A(Ax) = ANA(x) za svaki skalar X i za sve x € V.
Dokazite da je operator A : V. — W linearan onda i samo onda ako je on
aditivan © homogen.

Zadatak LA.17 Neka je a € R zadan. DokaZite da je preslikavanje A: P, — R
definirano formulom A(p) = p(a) linearan operator.

Nasa daljnja razmatranja ograni¢avamo samo na kona¢no dimenzionalne vek-
torske prostore.

Teorem LA.5 Dua linearna operatora A, B :V — W su jednaka onda
1 samo onda ako se oni podudaraju na bazi ey, ..., e, prostora V.

Dokaz. Ako su dva operatora jednaka, onda se oni podudaraju na bazi. Dokazimo obrat.
Pretpostavimo da je A(e;) = B(ei), ¢ = 1,...,n. Treba pokazati da je A(x) = B(x) za
svaki x € V. Neka je x = z1e1+ ...+ xpe, rastav vektora x po vektorima baze e, ..., e,.
Tada je

A(x) = A(zie1+ ...+ xnen) =z1.A(€1) + ... znA(en) = z1B(e1) + ... z.B(exn)
= B(zie1+...+znen) = B(x)
Dakle, A = B. O

Sljededi teorem govori nam da je djelovanje linearnog operatora u potpunosti
odredeno njegovim vrijednostima na vektorima baze.

Teorem LA.6 Neka jeey,...,e, bilo koja baza prostora Vivy,..., v,
bilo kojih n vektora prostora W. Tada postoji samo jedan linearan oper-
ator A:V — W takav da je

Ale;))=v;, i=1,...,n.

Dokaz. Svaki vektor x € V' moze se na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija

vektora e1,...,e,: X = x1€1 +...+ Tney. Nije tesko provjeriti da je operator A: V — W
definiran formulom A(x) = z1v1 + ...+ £pVy linearan i da je A(e;) =vi,i=1,...,n.
Ako je B : V — W linearan operator takav da je B(e;) = vi, i = 1,...,n, onda je

prema prethodnom teoremu A = B a
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Primjer LA.26 Za bazu prostora R® uzmimo vektore vi=(1,0,1), vo=(0,—1,2),
vz = (1,1,2) i definiragmo linearni operator A: R3 — R> s:

A(Vl) = (O’ 17 O’ 27 0)7 A(VQ) = (_17 6a 27 Oa 1); A(Vg) = (27 _37 1a 47 O)

Izracunajmo A(xy, x2,x3).

Kako je (z1,z2,23) = %(—331 + 2z + x3) V1 + %(—331 —z2+x3)Va + %(4%1 —2xy — x3) V3,
to je

A(z1, 22, 23) =3 (—z1+22x2+23)A(V1)+ % (—z1— z2+x3)A(v2)+ %(4231 — 2z — x3)A(V3)

1
3
= é(—ﬂm +5z2+x3, x1— 14wo+223,—3x1 + 322, 421 +422+ 623, —T1— T2+ T3).

Linearni operatori su funkcije pa ih kao funkcije mozemo zbrajati, mnoziti sa
skalarom i komponirati.

e Zbroj C = A+ B linearnih operatora A, B : V. — W opet je linearan operator.
Naime, za sve skalare A, i i sve vektore x,y € V vrijedi:

CAx+py)= AAx+py) + BAx+py) = (AA(x) +pA(y)) +(AB(x) +uB(y))
= A (Ax)+B(x))+p (Ax)+B(x)) = AC(x)+uC(y)

e Produkt C = aA skalara a € R i linearnog operatora A : V. — W opet je
linearan operator:

COAx+py) = aA(Ax+py) = a (AAX)+pA(Y)) = A (aA(x))+u (aA(y))
= AC(x)+puC(y).

e Komporzicija C = A o B linearnih operatora B : V. — Wi Ad: W — Z je
linearan operator s V u Z:

CAx+py)=A(BAx+py))=A(AB(x)+uB(y)) = M (B(x))+pA(B(y))
=AC(x)+puC(y).

LA.3 Matrice

LA.3.1 Pojam matrice i operacije s matricama

Proucavanje linearnih operatora, sustava linearnih algebarskih jednadzbi i
mnogih drugih vaznih pojmova, znatno se olakSava uvodenjem pojma matrice.

Mi ¢emo pojam matrice uvesti preko linearnog operatora. Neka je (e) =
(e1,...,e,) uredena baza vektorskog prostora V, a (f) = (f1, ..., f,,) uredena baza
vektorskog prostora W. Prema Teoremu LA.6 djelovanje operatora A : V — W u
potpunosti je odredeno vrijednostima A(e;), j = 1, ..., n, na vektorima baze. Kako
su A(e;) vektori prostora Wi (f) = (f1,...,f,) baza u W, jednozna¢no su odredeni
skalari a;; (i =1,...,m,j =1,...,n) takvi da je:

Aler) = anfi +aufo+ ... +amifn

Alez) = aiafi + anfe + ...+ amafn,
: (LA.19)

Ale,) = aipfi +aonfo+ ...+ amnfm.
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Skalare a;; (i = 1,...,m,j = 1,...,n) pozeljno je pregledno zapisati u obliku
tablice. Stoga uvodimo definiciju:

Definicija LA.16 Familiju A od m - n realnih [kompleksnih] brojeva

ai; (1=1,...,m,j=1,...,n) zapisanih v obliku pravokutne tablice
ailr a2 vt Qin
a1 agz2 -+ Q2n
A= . (LA.20)
Aml Am2 - Qmn

nazivamo realnom [kompleksnom] matricom formata /i tipa m x n.

Matrica (LA.20) ima m redaka i n stupaca. Brojeve a;; nazivamo elementima
te matrice. Prvi indeks ¢ u a;; oznacava redak, a drugi indeks j oznacava stupac,
pa kazemo da se element a;; nalazi na presjeku i-tog retka i j-tog stupca odnosno
na poziciji (4,7). Bududi da ispisivanje matrice zauzima dosta mjesta, Cesto se
upotrebljava kraca oznaka A = (a;;), kad je iz konteksta jasno o kojem se formatu
radi.

Za matricu (LA.20) kazemo da je kvadratna matrica n-tog reda ako je m = n.
Od svih kvadratnih matrica n-tog reda posebno su vazne jedini¢éna matrica I i
nul-matrica O:

1 00 0 0 0 0 0

010 0 0 0 0 0
I= ; o=|.

0 00 1 0 0 0 0

Opcenito, svaku matricu formata m x n ¢iji su svi elementi jednaki nuli zovemo
nul-matrica i oznacavamo s O; pri tome c¢e iz konteksta biti jasno o kojem se
formatu radi.

Dakle, u paru uredenih baza (e), (f) operatoru A pripada matrica A(f,e)
definirana s (LA.20) koju zovemo matricom operatora A u paru uredenih
baza (e), (f).

Primjer LA.27 Neka je linearan operator A : R?® — R* definiran formulom
A(x1,x9,23) = (—6x2 + 223,21 — T2 + X3, —T1 + T2 — 623,371 — T2 + 4x3).

Nadalje, neka je (e) standardna baza u R3 i (f) standardna baza u R*. Buduéi da
je

= A(1,0,0) = (0,1,-1,3) = f5 — f3 + 3f4

A(es) = A(0,1,0) = (—6,—1,1,—1) = —6f; —fo +f5 — f

.A(e?,) = ./4(0,07 1) = (2, 1, —674) = 2f) + f5 — 6f3 + 4f,,
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tom operatoru u navedenom paru baza odgovara matrica

0 —6 2
1 -1 1
Alfe)=1 1 1 6
3 -1 4

Primjer LA.28 Neka je D : Ps — P operator deriviranja na prostoru svih poli-
noma stupnja < 3, (e) = (t3,t2,t,1) baza u P3 i (f) = (t2,t,1) baza u P». Tada
operatoru D u paru uredenih baza e, f pripada matrica

3000
D(f,e)=|0 2 0 0
0010

Jednakost matrica. Neka jei B:V — W linearan operator,

B(el) = b11f1 —|—b21f2—|——|—bm1fm
6(62) = b12f1 =+ b22f2 + ...+ bmgfm

(LA.21)
B(en) = binfi +bopfo + ... + binfn,
jednoznaéni rastav vektora B(e;), i = 1,...,n, po vektorima baze fi,... £, i
bir bz -+ bin
bar bz - b2,
Bf.e)=| . (LA.22)
bml bm2 ce bmn

matrica linearnog operatora B : V. — W u paru uredenih baza (e), (f). Prema

Teoremu LA.5 je A = B onda i samo onda ako je A(e;) = B(e;) zasvei=1,...,m,
tj. ako je a;; = b;; zasve i =1,...,mizasvej=1,...,n. To motivira sljedecu
definiciju:

Definicija LA.17 Za dvije matrice A = (a;5) ¢+ B = (bi;) formata
m X n kaZemo da su jednake ako su im odgovarajuci elementi jednaki,
tj. ako je a;; = by za svei=1,...,m,j=1,...,n.

Produkt matrice skalarom. MnoZenjem jednakosti (LA.19) sa skalarom o € R
zaklju¢ujemo da operatoru awd : V. — W u paru uredenih baza (e), (f) pripada

matrica
a . al 1 a . a12 P a . a]_'n,
a . a21 a . a22 P a . a2n

& A1 Q- Am2 .. Q- QG
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Motivirani time, definiramo:

Definicija LA.18 Maitrica A mnozi se skalarom « tako da se svaki
njen element pomnoZi s «.

I

Lako je provjeriti da mnozenje matrica skalarima ima sljedeca svojstva:

Primjer LA.29

Teorem LA.7 Neka su A, B matrice formata mxn i A\, p skalari. Tada
vrijedi:

1. M((A+B) =)A +)B,

2. (A4 p)A = XA + A,

3. (A)A = A(uA),

4. 1-A=A.

Zbroj matrica. Zbrajanjem jednakosti (LA.19) i (LA.21) dobivamo da operatoru
C = A+ B u paru uredenih baza (e), (f) pripada matrica

€11 Cl2 - Cip air +bi1 a2 +biz - ayy +bin

€21 C2 - Cop az1 +ba1  asx+bar -+ asy +ba,
C(f,e)= =

Cmi1 Cm?2 o Cmn Am1 + bml Am2 + bm2 o Omn + bmn

Definicija LA.19 Zbroj C = A 4+ B matrica A = (a;;) 1 B = (bi;)
formata m x n definira se kao matrica C = (c;;) formata m x n s
elementima

cij = aij + by (i=1,....m;j=1,...n).

Primjedba LA.12 Uoéimo da se jednakost i zbroj matrica definira samo za ma-
trice istog formata.

Primjer LA.30
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Matricu (—1)A oznacavamo s —A. Zbroj A + (—B) zovemo razlika matrica
A i Bioznacavamo s A — B.

Svojstva zbrajanja matrica iskazana su u sljede¢em teoremu.

Teorem LA.8 Neka su A,B, C matrice formata m x n. Tada vrijedi:
1. A+B)+C=A+(B+0C),
2. A+ 0 =0+ A=A, gdje je O nul-matrica formata m X n,
3. A+(-A)=(-A)+A =0,
4. A+B=B+A.

Primjedba LA.13 TeoremiLA.7 i LA.8 govore nam da je skup M,,,, svih matrica
formata m xn s operacijama zbrajanja i mnoZenja skalarom jedan vektorski prostor.
Stoga kod matrica moZemo govoriti o linearnoj kombinaciji, linearnoj nezavisnosti
i drugim pojmovima koje smo definirali za apstraktni vektorski prostor.

Zadatak LA.18 Definirajte m-n matrica E;; (i =1,...,m; j=1,...,n) formata
m X n na sljedeéi nacéin: na poziciji (i,7) neka stoji jedan, a na svim preostalim
pozicijama neka je nula. PokaZite da matrice E;; (1 =1,...,m; j=1,...,n) tvore
bazu u M., i odredite dim M,,,, .

Produkt matrica. Matrice se zbrajaju i mnoze skalarom prema jednostavnim
pravilima. Pravilo za mnozenje matrica malo je slozenije. Do njega ¢emo do¢i tako
da razmotrimo matricu pridruzenu kompoziciji dvaju linearnih operatora.

Nekasu B:V — Wi A: W — Z linearni operatori. Nadalje, neka su redom
(e) = (e1,...,epn), (f) = (f1,....£5) i (8) = (81,---,8m) uredene baze vektorskih
prostora V,W i Z. Pokazimo kako se pomocu matrica A = (a;;) = A(g,f) i
B = (bi;) := B(f,e) moze izracunati matrica C := C(g,e) linearnog operatora
C = Ao B. Neka je C = (¢;5). Tada je

i=1
S druge strane je
p P p m
Cley) = A(Bley)) =A(z bkjfk) Y A = 3 by 3 ane
k=1 k=1 k=1 = i=1

m p
> (Z aikbkj> 8-
i=1 \k=1

(LA.24)

m p
Zbog (LA.23) i (LA.24) je > cijg = Y, <Z aikb;ﬂ) g;, odakle zbog linearne
i=1 k=1
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nezavisnosti vektora g; dobivamo:

p
Cijzzaikbkj, i=1,....m, j=1,...,n. (LA.25)
k=1

Definicija LA.20 Produkt AB matrica A i B definira se samo onda
ako su te matrice ulancane, tj. ako prva matrica A ima onoliko stupaca
koliko druga matrica B ima redaka. Ako je matrica A formata m X p
1 B formata p x n, produkt C = AB je matrica formata m X n, ¢iji se
elementi racunaju po formuli (LA.25).

Primjedba LA.14 Uocite da se matricni element c;; dobiva kao “skalarni pro-
dukt” i-tog retka a® matrice A sa j-tim stupcem b; matrice B, tj. ako stupac b;
identificiramo s uredenom p-torkom, onda je c;j = (ai\bj). Takav produkt naziva
se kanonski produkt i-tog retka s j-tim stupcem.

P n n
by P
m| ain aig a3 ... aip baj = Cij = Y Qikbr;
h=1
p bsj
bpj
A B C

Slika LA.17: Produkt matrica

- ) |1 10
Primjer LA.31 Neka je A = [ 13 6

1 -1 6
],B: -2 0 3 |. Tada je
8 1 2

0ol 1-240 —14040 64340
D T a648 41046 2449412

1
11 0
AB_{436} -2

8
-1 -1 9
T 46 2 45 |-

Uoéite da produkt BA nije definiran (broj stupaca matrice B razlicit je od broja
redaka matrice A ).
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Primjer LA.32 Ako je A = 0 1 ,B= 23 , onda je
1 0 1 4
o 172 3] [0o+1 0+4] [1 4]
AB__lO__l 41 | 24+0 3+0] |2 3]’
(2 370 1] [0o+3 2+0] [3 2]
BA__l 4101 0 | 0+4 1+0 | |4 1]

Oba produkta AB i BA su definirana, ali su razlicita.

Kao §to smo vidjeli u prethodnom primjeru, mnozenje matrica nije komuta-
tivno. Za dvije kvadratne matrice A i B istoga reda kazemo da komutiraju ako
je AB =BA.

Primjer LA.33 Odredimo sve matrice koje komutiraju s matricom A= [

O =
S N
—_

d

£ | B R O A B i B O

Prema definiciji jednakosti matrica, usporedujuéi odgovarajuce elemente, mora biti:

Treba odrediti matricu { i b } tako da bude

a+2c=a=c=0 b+2d =2a=b=2a—2d
0=c 0=2¢c

a 2a—2d

Dakle, sve matrice oblika { 0 d

], gdje su a,d € C, komutiraju s matricom A.

Navedimo bez dokaza svojstva mnozenja matrica (dokaz vidi u [9], [13], [14]):
1. (AB)C = A(BC) (asocijativnost),
2. A(B+ C) = AB + AC (distributivnost slijeva),
3. (A+B)C = AC + BC (distributivnost zdesna),
4. (AMA)B = A(AB) = A\(AB).

U sljede¢im zadacima zelimo ukazati na neke algebarske razlike izmedu matrica
i realnih (kompleksnih) brojeva.

Zadatak LA.19 Produkt realnih brojeva jednak je nuli onda i samo onda kada
je barem jedan od faktora jednak nuli. Kod matrica nemamo takvu situaciju, tj.
produkt dviju matrica razli¢itih od nul-matrice moZe biti nul-matrica. Navedimo

primjer. Neka je A = [; :;],B: [1 1} Pokazite da je AB = O 1
BA # O.
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. 2 -1 0 1 -1 -3
Zadatak LA.20 Neka je A = 3 _% , B = 5 3 ], C = [ 7 5 }
Pokazite da je AB = AC. Dakle, jednakost AB = AC, A # O, ne povlaci

jednakost B = C.

Zadatak LA.21 Potencije kvadratne matrice A definiraju se induktivno (kao i
potencije realnog broja):

A=1 A=A, A2=A%A, A’>=A%A, ... A"l = A"A,

gdje je I jedinicna matrica istog reda kao i matrica A. Matematickom indukcijom
pokaZite da je APAY = APT4 j (AP)? = APY  2q sve p,q € N.

1 00
Zadatak LA.22 Pokazite da je matrica A = | 0 1 0 | idempotentna, tj.
2 30

da je A% = A. Sjetimo se da su od svih realnih brojeva jedino 0 i 1 idempotentni.

Zadatak LA.23 Za kvadratne matrice A = [ (1) _? ], B= [ _} é ] pokaZite

da je (A —B)? # A2 —2AB + B2. Kada ée za kvadratne matrice A, B istoga tipa
vrijediti formula za kvadrat binoma?

Pomoéu Teorema LA.6 lako je vidjeti da je preslikavanje A — A(f, e) bijekcija
skupa L(V,W) svih linearnih operatora A : V' — W na skup M,,, svih matrica
formata m x n. Zahvaljujuéi toj bijekciji, zbrajanje, mnozenje skalarom i mnozenje
(komponiranje) operatora svodi se na iste te operacije s matricama.

Pokazimo sada kako se djelovanje linearnog operatora na vektor moze prikazati

pomo¢u mnozenja matrica. Neka je A(f, e) matrica linearnog operatora A : V. — W
u paru uredenih baza (e), (f) definirana s (LA.19) i (LA.20). Nadalje, neka su

x=ze1+...+xpe, 1 y=wmfi+...+ynfn

jednoznaéni rastavi vektora x € V po uredenoj bazi (e) i vektora y := A(x) po
uredenoj bazi (f), te neka su odgovarajuée koordinatizacije (vidi Poglavlje LA.2.1)
tih vektora zapisane u obliku jednostupcastih matrica

A 1

€2 Y2
x(e) = iy = .

Tn Ym

Teorem LA.9 Uz navedene oznake je y(f) = A(f, e) x(e).

Dokaz. Pomoéu (LA.19) dobivamo

Yy = A(X) = .A (Z xjej> = ZSL‘]‘A(ej) = . Ty Zaijfi = Z (Z aijxj> fz
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Zbog jedinstvenosti rastava vektora y = > y;f; po vektorima baze je

=1
Yi = Zaijwj, 1=1,...,m,
j=1
8to upravo daje jednakost y(f) = A(f,e) x(e). O

LA.3.2 Neke specijalne matrice

Do sada smo definirali jedini¢nu matricu i nul-matricu proizvoljnog formata.
Sada ¢emo uvesti jos neke specijalne matrice. Neka je

ail aiz2 - Qlp
a21 Qg2 - G2p
A =
anl Qap2 st Qpn
kvadratna matrica n-tog reda. Za njene matricne elemente a1, as2,ass, ..., ann

kazemo da leze na glavnoj dijagonali, a njihov zbroj oznacavamo s tr A i zovemo
trag matrice A. Dakle,

trA =ai1+an+as+- -+ apm.

-1 -2 0
Primjer LA.34 A= | —1 2 3|, trA=—-1+2+4+4=5.
0 -3 4

Za kvadratnu matricu A = (a;;) n-tog reda kazemo da je dijagonalna, ako
su joj svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli, tj. ako je a;; = 0 za i # j.

-1 0 0 2 00
Primjer LA.35 Matrice A = 0 2 0«B=]0 2 0| sudiagonalne,
0 0 4 0 0 2
-1 2 0
a matrica C = 0 0 0 | nie.
0 0 4

Dijagonalnu matricu kojoj su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki nazi-
vamo skalarnom matricom Tako je primjerice dijagonalna matrica B iz prethod-
nog primjera ujedno i skalarna matrica.

Za kvadratnu matricu A = (a,;) n-tog reda kazemo da je gornja trokutasta
matrica, ako su joj svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, tj. ako je
ai; = 0 za ¢ > j. Slicno, kvadratnu matricu kojoj su svi matri¢ni elementi iznad
glavne dijagonale jednaki nuli (a;; = 0 za ¢ < j) nazivamo donje trokutasta
matrica.
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1 0 2 1 123
Primjer LA.36 Matrice , o1 0 2 2 | sugornje trokutaste,
0 2 0 1
0 00
1 00
a matrice L0 , 2.0 , | 2 2 0| donge trokutaste.
0 2 11 3 9 0

Neka je A = (a;;) matrica formata m x n. Pomo¢u nje definirajmo n x m ma-
tricu AT = (ag;), tako da bude ag; = a;j;. Matricu AT nazivamo transponiranom

matricom matrice A. Uocite da su reci [stupci] matrice AT stupci [reci] matrice
A. Zbog toga je (AT)T =A.

3
Primjer LA.37 A=| 0 1 2 [ ar—| 1 4| (an)T=| Y 1 Z]_a
345 - 45

Zadatak LA.24 PokaZite da je (A +B)T = AT + BT, (AA)T = A\AT, (AB)? =
BTAT.

Za kvadratnu matricu A = (a;;) n-tog reda kazemo da je simetriéna ako je
AT = A, tj. ako je aij = aj; zasvei,j =1,...,n. Ako je pak AT = —A, tj. ako

je a;j = —aj; (4,5 = 1,...,n), onda za matricu A kazemo da je antisimetri¢na.
Antisimetri¢na matrica na glavnoj dijagonali ima nule (a; = —ay; = ai; = 0).
0 1 2
Primjer LA.38 Matrica A = | 1 2 4 | je simetricna, dok je matrica B =
2 4 5
0 1 2
-1 0 4 | antisimetricna.
-2 -4 0

Za realnu kvadratnu matricu U n-tog reda kazemo da je ortogonalna, ako je
Uu? =U'U =1

Prema definiciji produkta matrica, uvjet ortogonalnosti mozemo zapisati u obliku

(ui‘uj):(uﬂuj):@‘j, wj=1,...,n,
dje je ;; Kroneckerov simbol, tj. J;; = Loi=j
gaje J ¥ y U). 045 = 07 7,75]

Primjer LA.39 Matrica A = [ ;;ﬁ _Zg } je ortogonalna, a matrica B =
1/\/5 2/\/5 nije. Provjerite
2/V5  1/V/5 ' '

Zadatak LA.25 Prema definiciji ortogonalne matrice, njeni reci (kao i stupci)
jesu jediniéni i medusobno okomiti vektori iz R™. PokaZite da reci, kao 1 stupci,
ortogonalne matrice n-tog reda tvore bazu prostora R™. Takvu bazu nazivamo orto-
normiranom.
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Zadatak LA.26 Neka je u matrica formata n x 1 takva da je |u| =1 i I jediniéna
matrica n-tog reda. Matrica H = I — 2uu” naziva se Householderova matrica.
Pokazite:

a) da je matrica H ortogonalna i simetriéna,

b) ako je u = ﬁ;::, gdje sua,b # 0, a # b i |a]| = |b|, onda je Ha = b i
Hb = a.

LA.3.3 Regularne matrice

Svaki realan broj a # 0 s obzirom na operaciju mnozenja ima jedinstven
inverzan element a~', takav da je a-a~! = a~!-a = 1. Sli¢no pitanje moze se

postaviti i za matrice:

Da li za matricu A # O postoji matrica B takva da je
AB=BA =1 (%),

gdje je I jediniéna matrica odgovarajuéeg reda?

Kao prvo, iz definicije produkta matrica zaklju¢ujemo da jednakosti (x) mogu
vrijediti samo ako je A kvadratna matrica, ali i u tom slu¢aju odgovor na postavljeno
pitanje nije uvijek pozitivan.

10
0 0
vrijedi (x), jer u oba produkta AB, BA drugi redak je jednak nulretku.

Primjer LA.40 Za matricu A = } # O ne postoji matrica B takva da

Definicija LA.21 Za kvadratnu matricu A kaZemo da je regularna ili
invertibilna, ako postoji kvadratna matrica B takva da je

AB=BA =1 (LA.26)

U suprotnom, za matricu A kaZemo da je singularna.

Pokazimo jedinstvenost matrice B (ako ona postoji) za koju vrijedi (LA.26).
Ako je C matrica takva da je AC = CA =1, onda je

C=CI=C(AB) = (CA)B =1IB = B,

tj. C = B. Dakle, matrica B je jednozna¢no odredena zahtjevom (LA.26); oz-
nacavamo je s A~! i nazivamo inverznom matricom matrice A. Prema tome,
imamo

AAT'=ATTA=1L

Primjer LA.41 Uoéimo da je jediniéna matrica I regularna i I-' = I. Nul-
matrica je singularna jer je BO = OB = O za svaku kvadratnu matricu B.
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Dakle, skup G,, svih regularnih matrica n-tog reda je pravi podskup skupa M,, svih
kvadratnih matrica n-tog reda.

-2 1

Zadatak LA.27 Neka je zadana matrica A = [ 32 —1/2

1 2
—1_
A _{ 3 4 } .
Skup G,, svih regularnih matrica n-tog reda ima sljedeca svojstva:

LA€G, =A1eG, & (A ) '=A,
2. ABeG,=>ABeG, & (AB)"'=B~'A~L

]. Pokazite da je

Prvo svojstvo slijedi iz definicije (LA.26). Dokazimo drugo svojstvo. Nekasu A, B €
Gp. Tadaje AA"' = A 1A =1i BB™! = B~!B =1, odakle dobivamo

ABB'ATH)=ABB HA ' =ATA ' = AA ' =1,
B 'A 'Y (AB)=B ' (A"'A)B=B'IB=B 'B=1,
$to dokazuje drugu tvrdnju.
Gaussova metoda za invertiranje matrice. Postoji vise nacina da se ispita da

li je neka matrica regularna i da se odredi njen inverz. Veoma jednostavna metoda je
tzv. Gaussova metoda, koja koristi samo elementarne operacije nad recima matrice.

Definicija LA.22 Pod Gaussovim elementarnim operacijama nad recima
matrice podrazumijevamo:

1. permutiranje redaka,
2. mnoZenje retka skalarom razlicitim od nule,

3. dodavanje retku nekog drugog retka prethodno pommnoZenog proiz-
volynim skalarom.

Primjedba LA.15 Na potpuno isti nacin definiraju se elementarne operacije nad
stupcima matrice i elementarne operacije nad jednadzbama sustava linearnih alge-
barskih jednadzbi.

Sada ¢emo opisati Gaussovu metodu za invertiranje matrice (dokaz se moze
naéi u [9], [10]). Neka je A kvadratna matrica. S [A,I] ozna¢imo matricu koju
dobivamo tako da matrici A nadopisemo jedini¢nu matricu istog reda. Zatim ele-
mentarnim operacijama nad recima matricu [A, I] svodimo na oblik [I, B]. Ako je
to moguée, A je regularnai A~! = B, a ako to nije mogudée, tada je A singularna
matrica.

Primjer LA.42 [lustrirajmo Gaussovu metodu na sljede¢im matricamas:

1 2 -1 L g
a) A=| -1 -1 1 ,b)A:[l 2].
1 2 0
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Radi lakSeg uocavanja elementarnih operacija, s R; oznacavamo i-ti redak iz prethodnog
koraka. Tako primjerice oznaka R; — 2R3 uz neki redak govori nam da se taj redak dobiva
tako da se od prvog retka oduzme treé¢i redak prethodno pomnozen brojem 2.

a) Elementarnim operacijama nad recima dobivamo

1 2 -1 1 0 O 1 2 -1 1 0 0 Ry
AT =| -1 -1 1 01 0|~1]0 1 0 1 1 0 Ry + Ry
1 2 0 0 0 1 0 0 11 -1 0 1 R3s — Ry
1 0 O -2 =2 1 Ri1—2Rs + R3
~[ 0 1 0 1 1 0| R
0 0 1 -1 0 1] Rs
-2 -2 1
Matrica A je regularna i njen inverz je matrica A~! = 1 1 0
-1 0 1
1 2 1 0 . .. . .
b) [ATI] = L 2lo 1] Elementarnim operacijama nad recima matrice [A, I

nije moguée dobiti jedini¢nu matricu na mjestu matrice A. Prema tome, matrica A

je singularna.

Primjer LA.43 Rijesimo matricnu jednadzbu AXB = C, gdje su A matrica iz

3 -4 5 1 1 1
prethodnog primjera pod a), B= | 2 -3 11,C=10 2 2
3 -5 -1 0 0 3

Matrica A je regularna. Ako je i B regularna matrica, onda mnozenjem jednadzbe AXB =
C slijeva s A™! i zdesna s B~! dobivamo
A7'/AXB=C/B™!
AT'AXBB '=A"'CB!

X =A"'CB .
Gaussovom metodom pokazimo da je B regularna matrica:
3 -4 5] 1 0 0 1 -1 4 1 =1 0] Ri—R2
BI=l2 -3 1[0 1 0|~]|2 -3 1 0 1 0| R
3 -5 -1 0 0 1 0 -1 -6| -1 0 1| Rs—R:
1 -1 4 1 -1 0] R
~l0 0 —-1| -1 3 —=1| R;—2R,—Rs
0 1 6 1 0 —-1| —Rs
1 0 0| =8 29 —11 71 Ri+ Rs+ 10R: -8 29 -—11
~0 1 0] =5 18 —7 | R3+6R — B !'=| -5 18 -7
0 0 1 1 -3 1 —Rs 1 -3 1
Dakle,
-2 -2 1 11 1 -8 29 -—11
X= A'CcB!= 1 1 0 0 2 2 -5 18 -7
-1 0 1 0 0 3 1 -3 1

43 —157 61
—20 74 =29
15 =53 20
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Zadatak LA.28 Gaussovom metodom invertirajte matrice:

. . ) 1 2 3
-3 1 1 1 i 2—1
a)A—[ 9 4]’b)A_[O 4 ’C)A_[i 4_21.],d)A— -2 0 1],
. 12 -1 |
s s Ry Lo
JA=| 26 1|, )A=|-1 1 2|, g9A= ,
-1 3 -1 9 -5 8 b
L 1 -1 -1 1|
(1 2 3 4 n—1 n ]
01 2 3 n—2 n—1 R !
1 01 1
0 0 1 2 n—3 n—2
h) A = JAa=|1 10 1
0 00O 1 2
L0 0 0 0 0 1] i 0
Zadatak LA.29 Rijesite matricne jednadzbe:
2 -3 2 3 3 6 2 4
“){4 —G}X_{zl 6]’1’)X{4 8]_[9 18}
LA.3.4 Rang matrice
Neka je
air a2 Q1n
a21 22 Q2n
A:
ml  Am2 Amn

realna (odnosno kompleksna) matrica formata m x n. Na njene stupce

a11 a12 A1n

a21 a22 a2n
a; = . ) az = . ) LR an =

Am1 Am?2 Amn

mozemo gledati kao na vektore prostora R™ (odnosno C™). Sli¢no, njene retke

al = lai1,a12,...,a1n), a’ = l[ag1,a22, ... a20),...,2™ = [Am1, m2; - - -5 Qmn)

mozemo smatrati vektorima prostora R™ (odnosno C™). To nam omoguéava da gov-
orimo o linearnoj kombinaciji, linearnoj zavisnosti i nezavisnosti stupaca (redaka)
matrice A.

Definicija LA.23 Maksimalan broj linearno nezavisnih stupaca ma-
trice A zovemo rang stupaca matrice A, a maksimalan broj linearno
nezavisnih redaka zovemo rang redaka matrice A.
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1
Primjer LA.44 Prva dva retka matrice A = | 0 su linearno nezavisna.
2

mwr—lr—l
o N W

Treéi redak je linearna kombinacija prva dva retka: a® = 2a' + a®. Prema tome,

rang redaka matrice A jednak je dva.

Kako su prva dva stupca linearno nezavisna, a treci stupac njihova linearna
kombinacija: ag = a1 + 2a9, rang stupaca matrice A takoder iznosi dva.

Teorem LA.10 Elementarnim operacijama nad recima neke matrice,
kao i elementarnim operacijama nad njenim stupcima, ne mijenjaju se
ni rang stupaca ni rang redaka.

Dokaz. Ocito da se rang redaka ne mijenja permutiranjem redaka. Kako se permutiranjem
redaka permutiraju na isti nacin koordinate svih stupaca, ne¢e se promijeniti ni rang
stupaca (vidi Zadatak LA.10). Sli¢no se pokaze da se permutiranjem stupaca ne mijenjaju
ni rang stupaca ni rang redaka.

Mnozenjem nekog retka skalarom A # 0 nece se promijeniti rang redaka (vidi Za-
datak LA.9.a). Buduéi da se tim mnoZenjem kod svih stupaca mnozi s A jedna te ista
koordinata, neée se promijeniti ni rang stupaca (vidi Zadatak LA.11.a). Sli¢no se pokaze
da se mnozenjem nekog stupca sa skalarom A # 0 ne mijenjaju ni rang stupaca ni rang
redaka.

Dodavanjem nekom retku nekog drugog retka prethodno pomnozenog s bilo kojim
skalarom g ne mijenja se rang redaka (vidi Zadatak LA.9.b). Tim postupkom kod svih
stupaca dodaje se jednoj koordinati neka druga koordinata prethodno pomnozena s wu.
Stoga se neée promijeniti rang stupaca (vidi Zadatak LA.11.b). Sli¢cno se pokaze da se
ovom elementarnom operacijom nad stupcima neé¢e promijeniti ni rang stupaca ni rang
redaka. a

Elementarnim operacijama i nad stupcima i nad recima matricu A mozemo
svesti na matricu oblika:
I. 0
H=| "
{ 0 0 ] ’

koja u gornjem lijevom kutu ima jedini¢nu matrica r-tog reda. Za matricu H kazemo
da je Hermiteova forma matrice A.

Buduéi da se elementarnim operacijama nad recima i stupcima matrice A ne
mijenjaju ni rang redaka ni rang stupaca, te da matrica H ima r linearno nezavisnih
stupaca i r linearno nezavisnih redaka, dokazali smo sljedeéi teorem:

Teorem LA.11 (o rangu matrice) Rang stupaca matrice A jednak

je rangu redaka matrice A. Taj broj zove se rang matrice A i oznacava
se s T(A).

Primjer LA.45 Odredimo rang matrica:
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2 -1 3 -2 4 ;_?_‘g_i
a) A= 4 -2 5 1 71, bB=
2 -1 1 8 2 b “LoT
7 7 9 1
Elementarnim operacijama nad recima i stupcima dobivamo:
2 -1 3 -2 4 2 -1 3 -2 4 Ry
a) A=|[4 -2 5 1 7{~10 0 -1 5 —1 Ry — 2R,
2 -1 1 8 2 0 0O -2 10 -2 Rz — Ry
2 -1 3 -2 47 R S2 5155 Si 5
-1 2 3 -2 4
~[0 01 -5 1| —Rs ~ 0 0 1 5 1
0 00 0 0| Rs—2R, 000 o0
—S1 Se+2S1 S34+351 Si—251 S;+45;
1 0 0 0 0
0 0 1 ) 1
0 0 0 0 0
S1 S3 S5 Si S S1 Sz S3—5S2 Si+5S2 Ss
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 -5 0 0 1 0 0 0|,
o 0 O 0 0 0 O 0 0 0
odakle vidimo da je r(A) = 2
1 3 5 —1 1 3 5 -1 R
b) B = 2 -1 -3 4 0 -7 -13 6 Ry — 2R,
15 1 -1 7 0 —-14 -26 12 R3 — bR,
7 7 9 1 0 —-14 -26 8 Ry — TRy
1 3 5 _1 R S1 S3—351 S3—551 Si+ 51
1 0 0 0
0 -7 -13 6 Ry 0 7 13 6
0 0 0 0 Rz — 2R, 0 0 0 0
0 0 0 —4 Ry — R3 0 0 0 _4
S1 —52/7 S3 — %SQ Sy + %SQ S S —%54 S3
1 0 0 0 1 0 0 O
~ 0 1 0 0 ~ 0 1 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —4 0 O 1 0
1 0 0 O R
01 0 0| R B
“lo o1 0| R TTB=3
0 0 0 O R3
1 A -1 2
Zadatak LA.30 Ispitajte rang matrice A = 2 -1 A b u ovisnosti o
1 10 -6 1

parametru .

Primjedba LA.16 Moze se pokazati (vidi [7], [9], [10]) da je kvadratna matrica
A n-tog reda reqularna onda i samo onda ako je r(A) =n, tj. ako su njeni stupci,
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kao i reci, linearno nezavisni.

LA.4 Sustav linearnih algebarskih jednadzbi

Mnogi prakti¢ni problemi i problemi iz primjene vode na rjeSavanje sustava
linearnih algebarskih jednadzbi.

U srednjoj skoli naucili smo rjesavati “male” sustave linearnih jednadzbi, tj.
sustave od nekoliko jednadzbi s malo nepoznanica. Pri tome smo nepoznanice

oznacavali s x,y,2,... . Prisjetimo se na nekoliko primjera, uz geometrijsku in-
terpretaciju rjeSenja.

Primjer LA.46 Rijesimo sustav od tri jednadzbe s dvije nepoznanice:

z + y = 2
-z + 2y = 1
r + 2y = 3.

Ako iz prve jednadzbe izracunamo nepoznanicu z i uvrstimo u preostale dvije jednadzbe
dobivamo:
z +

1
y = 1

Y
Y

odakle vidimo da polazni sustav ima jedinstveno rjesenje: (z,y) = (1,1).

Geometrijski smisao rjeSenja ovog sustava prikazan je na Slici LA.18.a). Rijesenje
je sjeciSte pravaca zadanih jednadzbama sustava.

) a) b)
Y Yy
\3 31
2 B

—r+2y=1
i N

r+y=2
v42 =3 \

- 0 1 2 3\ x 0 Do 3z
T+y=2 r+y=1
Slika LA.18.

Primjer LA.47 Sustav

8 8
+ +
NS
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nema rjesenje jer nema takvih brojeva x,y ciji bi zbroj istovremeno bio i 1 i 2.
Geometrijski gledano to znaci da se pravci koji odgovaraju jednadzZbama sustava ne
sijeku (SlikaLA.18.b)).

Primjer LA.48 Sustav
z + y =1
2 + 2y = 2

ima beskonacno mmnogo rjesenja. Naime, drugu jednadzbu dobivamo mnoZenjem
prve s 2 pa sve tocke koje leze na pravcu x +y = 1 rjesavaju ovaj sustav.

Mi éemo proucavati sustave od m linearnih algebarskih jednadzbi s n nepoz-

nanica. Nepoznanice ¢emo oznacavati s x1,xs,...,x,. Opéi oblik takvog sustava
glasi
ai1ry  + ajpry + -+ + AinTy = b1
a21r1 + ag2ry + -+ + aanTy — b2
(LA.27)
Gm1%T1 + Gma2Ta + o+ Gmn®n = b
Pri tome realne (kompleksne) brojeve a;; (¢ =1,...,m;j =1,...,n) nazivamo ko-
eficijentima sustava, a realne (kompleksne) brojeve b;,i=1,...,m, slobodnim

koeficijentima sustava.

Uocite da prvi indeks 4 u a;; oznacava redni broj jednadzbe, a drugi indeks j
redni broj nepoznanice uz koju se taj koeficijent nalazi.

Za sustav (LA.27) kazemo da je homogen ako su svi slobodni koeficijenti
jednaki nuli, tj. ako je by = 0, by = 0,...,b,, = 0. U suprotnom, ako je barem
jedan od slobodnih koeficijenata razli¢it od nule, za sustav (LA.27) kazemo da je
nehomogen.

Za uredenu n-torku (2], . .., x},) brojeva kazemo da je rjeSenje sustava (LA.27)
ako je
a1y +  aprh + - 4+ awmx, = b
anry +  anrh + -+ agxl, = by
am1y + amexh + -+ amnzl, = b

Sustav je rjesiv ili konzistentan ako ima barem jedno rjesenje. U suprotnom za
sustav kazemo da je nerjeSiv ili nekonzistentan ili kontradiktoran. Rijesiti
sustav, tj. naci opce rjeSenje, znaci pronaci sva njegova rjesenja.

Za dva sustava tipa (LA.27) s eventualno razli¢itim brojem jednadzbi kazemo
da su ekvivalentni ako je svako rjesenje jednog ujedno rjesenje i drugog sustava i
obratno.

Matriéni zapis sustava. Sustavu (LA.27) pridruzit ¢emo matricu sustava A,
stupac slobodnih koeficijenata b i vektor nepoznanica x:
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ail a2 e A1n b1 T

ag1 a9 e a2n b2 X9
A= ., b= ., x=

am1l  Am2 s Qmn bm Tn

Sada sustav (LA.27) mozemo krace zapisati u matri¢cnom obliku:

Ax =Db.
Blok-matricu
a1 ai2 . A1n bl
asi a9 e aon, b2
[A’ b] =
Am1 Am2 .- Qmn b

zovemo prosirenom matricom sustava (LA.27). Vertikalnu crtu stavljamo samo
iz razloga da vizuelno odvojimo stupac slobodnih koeficijenata od matrice sustava.
Na prosirenu matricu [A, b] mozemo gledati kao na kraéi nacin zapisivanja sustava
(bez nepoznanica i bez znakova jednakosti, $to se podrazumijeva), pri ¢emu nam
i-ti redak matrice [A, b] predstavlja i-tu jednadzbu.

LA.4.1 Gaussova metoda

U ovoj tocki opisat ¢emo tzv. Gaussovu metodu (metodu eliminacije) za
rjeSavanje sustava od m linearnih jednadzbi s m nepoznanica. Najprije ilustrira-
jmo tu metodu na jednom primjeru.

Primjer LA.49 Rijesimo sustav

5r1 + T 4+ 2z3 = 29
3r; — xr9 + x3 = 10
x1 + 2z + 4dxs = 31

Zamjenom mjesta jednadzbi (permutacijom) dobivamo ekvivalentan sustav:

1 + 2z + 4xz3 = 31
br1 + xo + 2x3 = 29
31 — T2 x3 = 10

Iz prve jednadzbe izra¢unamo (eliminiramo) z1 = 31 —2x2 —4x3, i to uvrstimo u preostale
dvije jednadzbe. Uocimo da je efekt isti kao da smo prvu jednadzbu pomnozili po redu s
—51 —3, zatim pribrojili drugoj i tre¢oj jednadzbi. Dobivamo ekvivalentan sustav:

r1 + 2x2 + 4rs = 31
— 929 — 18zx3 = -—126
— Txe — 1lzg = —83
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Drugu jednadzbu podijelimo s —9, a tre¢u s —1:

1 + 2z + 4rs = 31
xro + 2r3 = 14
Tre + 1lzg = 83.

Sada iz druge jednadzbe izracunamo xs = 14— 2x3, i to uvrstimo u tre¢u jednadzbu. Efekt
je isti kao da smo drugu jednadzbu pomnozili sa —7 i dodali trecoj jednadzbi. Dobivamo
ekvivalentan sustav:

1 + 2x2 + 4dxz = 31
xro + 2x3 = 14
— 3xz3 = -—15.

Ovaj sustav ima gornje trokutasti oblik (a;; = 0 za ¢ > j) i rjeSavamo ga unazad (odozdo
prema gore):

Iz treée jednadzbe dobivamo x3 = 5. Ako u drugu jednadzbu stavimo x3 = 5,
dobivamo z2 = 4. Sada iz prve jednadzbe dobivamo z1 = 3. Dakle, (z1,z2,z3) = (3,4, 5)
je rjeSenje polaznog sustava, i to jedinstveno (provjerite!).

U prethodnoj tocki definirali smo elementarne operacije nad jednadzbama
sustava (vidi Definiciju LA.22 1 Primjedbu LA.15). Istaknimo ih jos jednom: per-
mutiranje jednadzbi, mnozenje jednadzbe skalarom razli¢itim od nule, dodavanje
jednadzbi neke druge jednadzbe prethodno pomnozene proizvoljnim skalarom. Lako
se vidi da se elementarnim operacijama nad jednadzbama nekog sustava dobiva ek-
vivalentni sustav. Nadalje, kao §to smo vidjeli na prethodnom primjeru, efekt koji se
dobiva eliminacijom neke nepoznanice iz jedne jednadzbe i njenim uvrstavanjem u
preostale jednadzbe moze se postiéi i elementarnim operacijama nad jednadzbama.

Gaussova metoda sastoji se u tome da se polazni sustav elementarnim op-
eracijama nad jednadzbama svede na ekvivalentni sustav u gornjem trokutastom
oblikom (a;; = 0 za i > j) koji se rjesava unazad (odozdo prema gore).

Shematizirana Gaussova metoda. Svakoj elementarnoj operaciji nad jednadz-
bama sustava odgovara ta ista elementarna operacija nad recima pros§irene matrice
[A, b] sustava. Tako primjerice mnozenju i-te jednadzbe skalarom A # 0 odgovara
mnozenje i-tog retka matrice [A, b] tim istim skalarom A. Shematizirana Gaussova
metoda nije nista drugo nego kradi zapis Gaussove metode pomocu prosirene matrice
[A,Db]. Prosirena matrica [A,b] svodi se elementarnim operacijama nad recima,
ukljuc¢ivsi i prenumeraciju nepoznanica (ako je potrebno), na gornje trokutasti oblik
(Ckij =0zat> ])

1 o2 o3 -+ o Qg1 o Qi B
0 1 a3 -+ Qop Qopyr -+ Oo2p B2
0 0 0 1 aprg Qkn Bk (LA.28)

0 0 0 0 0 0 0 0 Br+1

0 0 0 0 0 0 0 0 Bm
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Bez smanjenja opcéenitosti, u daljnjem mozemo pretpostaviti da prenumeracija ne-
poznanica nije bila potrebna. Nadalje, mozemo izostaviti nul-retke (Zasto?). Iz
navedenog gornje trokutastog oblika vidimo da je polazni sustav kontradiktoran
onda i samo onda ako iS¢ezavaju svi elementi nekog retka, osim odgovarajuceg slo-
bodnog koeficijenta. Ako sustav nije kontradiktoran, rjesavamo ga unazad. Uocite
da u tom slucaju za k = n sustav ima jedinstveno rjesenje, dok za k < n ima
beskonacno mnogo rjesenja, koja dobivamo tako da nepoznanice xx41,...,x, sma-
tramo slobodnim parametrima (tj. mogu primiti vrijednost bilo kojeg realnog
broja).

Primjer LA.50 Rijesimo prethodni primjer shematiziranom Gaussovom metodom:

5 1 2129 1 2 4317 Rs 1 2 4 31 Ry
3 -1 1]10 |~ 5 1 2|29 Ry ~ 0 -9 —18 |—126 Ro— 5Ry
1 2 4131 3 -1 1|10 | Re -7 —11 | —-83 R3— 3R:
[1 2 4317 R 1 2 4] 317 R
~ 01 2|14 ——R2 ~|1 0 1 2 14 Ry
| 0 7 11 | 83 | —R3 0 0 -3 |-15 R3—TR>
Rjesavanjem unazad dobivamo rjeSenje: (x1,x2,x3) = (3,4,5).

Primjer LA.51 Shematiziranom Gaussovom metodom treba rijesiti sustav:

3r1 + 4y  + xr3 + 204 = 3
6x, + 8ry + 2x3 + Sry = 7
91 + 1229 + 3z3 + 10xy = 13
Rjesenje:
3 4 1 2 3 341 2|3 ]| R:
6 8 2 5 7|~ 0 0 0 1|1 | Rx—2Ry
9 12 3 10| 13 0 0 0 4|4 ]| Rs—3R:
341 2|3 ]| R: 3 4 1 213
~ 0 0 0 1|1 ]| R ~lo oo 1l1l
0 0 0 0|0 | Rs—4R>
Iz zadnjeg retka vidimo da je z4 = 1. Prvi redak predstavlja jednadzbu 3z + 422 + z3 +
2x4 = 3, odakle je z1 = —%l‘g — %1‘3 + % Opce rjeSenje polaznog sustava glasi:
(z1, 22,23, 24) = —ét—ls—&— t,s,1 t,s eR
1,%2,%3,T4) = 3 3 b ; .

Dakle, sustav ima beskonatno mnogo rjesenja.

Primjer LA.52 Rijesimo sustav:

3r1 — Dbxo + 2x3 4+ 4dxy = 2
Tr1y — 4dxo + w13 + 34
501 + Txo — 4dx3 — 64 = 3

I
3
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Rjesenje:

3 -5 2 4 12 3 -5 2 4 2 Ri
~ 0 23 —-11 -19 1 3R2 — TRy
0
3
0
0

BN
|
'
—
w
ot

46 —-22 —-38 | —1 3R3 — bR

-5 2 4 2 Ry
23 —-11 -19 1
0 0 0] -3

Ry
Rs — 2Rs.

U zadnjem retku svi koeficijenti jednaki su nuli, a odgovarajuéi slobodni koeficijent je
razli¢it od nule. To znaci da sustav nema rjesenje.

Primjedba LA.17 Umjesto svodenja sustava na gornje trokutasti oblik primjenom
ranije spomenutih (vidi Definiciju LA.22, str. 22/) Gaussovih elementarnih operacija
nad recima prosirene matrice, prosirenu matricu mozZemo svesti na dijagonalni ob-
lik. Tada se riesenje sustava direktno moZe ocitati. Taj postupak naziva se Gauss-
Jordanovom metodom.

Primjer LA.53 Rijesimo sustav:

S5r1 + xo + 2x3 = 29
31 — ro + x3 = 10
r1 + 2332 + 41‘3 31

5 1 2 29 8 0 3139 Ri+R> 1 0 -3 |-12 | Ri—R3
3 -1 1 10 |~ 3 -1 1110 Ry ~[3 -1 1 10 | R2
1 2 4 31 | 7 0 651 R34+ 2R> 7 0 6| 51 | Rs

1 0 -3 12 Ry 1 0 =3 |12 | R
~(0-1 10 46 Ro—3Ry ~| 0 =1 10 | 46 | R2
27 | 135 R3—Th 0o 0 1 5 | R3/27

o
o

—_
o

0 3 R1+ 3R3
-1 0 |—4 Ro—10R3
0 0 1 5 R3

2
o

Neposrednim oCitavanjem dobivamo rjesenje: (x1,x2,x3) = (3,4,5).

Zadatak LA.31 Rijesite sustave:

a) 8r1 + 6x2 + bzg + 224 = 21
3rz1 + 3z + 2x3 4+ x4 = 10

4331 + 2332 + 31‘3 + T4 = 8

3331 + 5332 + r3 + Ty = 15

Txy + 4dxs + bSxz + 2x4 = 18

b) 2z + 3xs + w3 + 2x4 = 4
4331 + 31‘2 + r3 + Ty = 5

51 + 1llazs + 3z3 + 224 = 2

2331 + 51‘2 + r3 + Ty = 1

1 — Txe — T3 + 224 = 7
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¢) ®m + 2z + 3xz3 + x = 3
Ty 4+ 4z 4+ drs + 2x4 = 2

221 4+ 922 + 8x3 + 34 = 7

3r1 + Txos + Tx3 + 2x4 = 12

501 + Txo 4+ 93 4+ 2x4 = 20

Zadatak LA.32 U ovisnosti o parametru A diskutirajte rjesenje sustava:

Ax1  + Tro + r3 + xy = 1
T1 + Are + r3 + T4
xr1 + To + Arz + T4
ry + Tro + r3 + Axy =

1
1
1

LA.4.2 Uvjet rjesivosti sustava linearnih jednadzbi

Sustav
ajlry + ajpry + -+ AinTy — b1
a21r1 + a2y + - + aanTy — bg
(LA.29)
Am1T1 + am2T2 + 0+ apnn = by
mozemo zapisati u vektorskom obliku:
ail a2 ain b1
azy a22 aon b
1 B B R B S o7 =
am1 Am?2 Amn bm
ili krace
ria; +r0a2 + - +xpa, = b, (LASO)
gdje su ay, ..., a, stupci matrice sustava A, a b vektor slobodnih koeficijenata.

Iz (LA.30) vidimo da rijesiti sustav (LA.29) znagi pronaéi sve moguée prikaze
vektora b kao linearne kombinacije vektora a;,as,...,a,.

Sustav (LA.29) je rjesiv onda i samo onda ako se vektor b moze prikazati kao
linearna kombinacija vektora ay, . .., a,. Buduéi da je vektor b linearna kombinacija
vektora aj,...,a, onda i samo onda ako je rang matrica A toga sustava jednak
rangu prosirene matrica [A, b], dokazali smo sljedeéi teorem:

Teorem LA.12 (Kronecker-Capelli-Rouché) Sustav (LA.29) ima
rjesenge onda i samo onda ako matrica toga sustava A i prosirena ma-
trica [A, b] imaju isti rang.
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LA.5 Determinante

Determinanta A +— det A je funkcija definirana na skupu svih kvadratnih
matrica, a poprima vrijednosti iz skupa skalara. Osim oznake det A za determinantu
kvadratne matrice

a1 ai2 ... Q1p
a1 a9 ... QA2n
A =
an1 Aap2 cee Qpn
Cesto se koristi i oznaka
ail a2 . A1n,
a1 as92 . a9n
det A =
an1 An?2 ... Gnn

Determinanta matrice definira se induktivno, tj. determinanta matrice n tog
reda definira se pomoéu determinante matrice (n — 1)-vog reda. Podimo redom.

Definicija LA.24 (Determinanta prvog reda) Determinanta matri-
ce A = [a] je broj a.

Prije nego sto definiramo determinantu matrice drugog reda razmotrimo sus-

tav:
e 1A
On je ekvivalentan sustavu
(a11a22 - a12a21)$1 = biaz — aizby (LA.32)
(a11a22 - a12a21)$2 = ai1by — bian

koji se dobiva ovako: prvu jednadzbu sustava (LA.31) pomnozimo s age i pribrojimo
joj drugu jednadzbu prethodno pomnozenu s —a12. Tako dobivamo prvu jednadzbu.
Druga jednadzba dobiva se tako da drugu jednadzbu sustava (LA.31) pomnozimo
s a11, a prvu jednadzbu s —asg; i zbrojimo ih.

Struktura sustava (LA.32) navodi nas da definiramo:

Definicija LA.25 (Determinanta drugog reda) Determinantom
a1l a2
az1

matrice A = [ ] zovemo broj det A = a11a22 — a12a921 -
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Sada pomocu determinante sustav (LA.32) mozemo krace zapisati u obliku:

.’I,'lD = D17 .’IJQD = D27 (LA?)?))
gdje su
p_ | a2 . Dy = by a1z Dy = | ™ by
a1 Q22 by a2 az1  bo

Uoc¢imo da je D determinanta matrice sustava (LA.31). Determinanta D;,
i = 1,2, dobiva se iz determinante D, tako da se njen i-ti stupac zamijeni stupcem
slobodnih koeficijenata.
Iz (LA.33) zaklju¢ujemo:
e ako je D =0, da bi sustav (LA.31) bio rjesiv mora biti D1 =01 Dy =0,
e sustav (LA.31) ima jedinstveno rjeSenje onda i samo onda ako je D # 0. U
tom slucaju rjesenje je dano s
D, Dy
—, T2 = —.
D’ 7D
Primjedba LA.18 Prethodne dvije tvrdnje poznate su pod nazivom Cramerovo

pravilo. U PoglavljuLLA.5.2 to éemo pravilo poopéiti na sustave od n jednadzbi
sa n nepoznanica.

1 =

Primjer LA.54 Rijesimo Cramerovim pravilom sustave:

a) Ty + xp = 1 b) Ty — T2 = 1
—x1 + 2z = 3 —x1 + x2 = 2
1 1 1 1
a) Df‘_l 2‘f1~2—1~(—1)f3,D17'3 2'71,2_1,37_17
1 1
DQ—‘ o3| =l3-1(-h =4
Kako je D # 0, sustav ima jedinstveno rjesenje
g1 D4
"D 3 YT D 3
PR 1 -1 . .
b) Buduéidaje D = 1 1= 1-1—(-=1)-(—=1) = 0, da bi sustav bio
rjesiv mora biti D1 = D2 = 0. Kako je D1 = l ; _} l =11-(-1)2=

3 # 0, ovaj sustav nema rjesenje.

Kao motivaciju za definiciju determinante matrice treceg reda, razmotrimo
sustav:

anry + apr2 + ai3rz = by
ao1X1 + a9rs + agzxr3 = by (LA34)
az1xy + aszr2 + azzrz = b3
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Pomnozimo li jednadzbe toga sustava redom s
az2azs — az3az2, —(a12a33 — A13G32), 12023 — A13022,
ili $to je isto, s

a12 a3
a2 A23

a12 413
agz2 ass

a2 a23
agz2 ass

a zatim dobivene jednadzbe zbrojimo, dobivamo jednadzbu:

a2 Aa23 ai2 ais a1z ais
1 | ann — ag + a3y =
az2 ass agz ass a2 a23
(LA.35)
by az2 @23 — by a2 ai3 4 by a2  ai3
agz  ass agz  ass a2 a23

Determinantu matrice treceg reda definirat ¢emo pomocu determinante drugog

reda:
Definicija LA.26 (Determinanta treéeg reda) Determinanta
matrice
a1l aiz a3
A= | ax ax a
azir asz2 ass
. . a22 A2 ai2 ai ai2 ai
je broj det A = aq1 31— a1 314+ as1 3
as2 Q33 asz a a2 Q23
Sada jednakost (LA.35) mozemo zapisati u obliku
JilD = Dl, (LA36)
gdje su
a11 Gl a3 by a2 a3
D=|ax a2 a3 |, Di=]|0by ax ax
as1 asz a33 b3 azz ass
Sliéne jednadzbe imamo za xs 1 x3:
JZQD = DQ, JZgD = D3, (LAS?)
gdje su
aiy by ais air a2 b
Dy =] azy bz a3 |, D3z=| az a2 b
az1 bz ass az1 aszx bz

Uo¢imo da je D determinanta matrice sustava (LA.34), a D;, i = 1,2,3,
determinanta koja se iz determinante D dobiva zamjenom i-tog stupca stupcem
slobodnih koeficijenata.
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Iz (LA.36) i (LA.37) dobivamo Cramerovo pravilo za rjeSavanje sustava od tri
jednadzbe s tri nepoznanice:

e ako je D =0, a sustav (LA.34) rjesiv, onda mora biti D1 = Dy = D3 =0,

e sustav (LA.34) ima jedinstveno rjesenje onda i samo onda ako je D # 0. U
tom slucaju rjesenje je dano s

D, Dy D3
Tl =—, Ta=—, IT3=—.
"D P D YD
Primjer LA.55 Rijesimo Cramerovim pravilom sustave:

a) 2ry — wx + 3x3 = 9 b) a1 — 3 4+ 3z3 = 9
3r1 — dx92 + w3 = —4 3r1 — dxy + x3 = —4
dry — Tz + 23 = 5 4r7 — Txe + x3 = 5

2 -1 3
a) D=3 —5 1 zzli‘;’ 1'—3'1 ‘;"+4‘:é i":o,
4 -7 1
9 -1 3
Di=|-4 —5 1 |=9| 2 1 —(—4) I 1 R T
s o -7 1 -7 1 -5 1

Kako je D = 0 a D; # 0, sustav nema rjesenje. Determinante D2 i D3
ne moramo racunati.

1 -1 3
b) D=|3 -5 1 :‘:? 1‘—3‘:; i"+4 :é ‘1’ =-2.
4 -7 1
Ovaj sustav ima jedinstveno rjesenje, jer je D # 0. Veé¢ smo izracunali
9 -1 3 1 9 3 41
daje Di=|—-4 =5 1 |=168. Dy =|3 —4 1 :‘ 5 1
5 -7 1 4 5 1
1 -1 9
3‘? ‘Z"+4‘_Z ?'_937D3— 3 -5 —d :‘:‘;’ _‘5“—
4 -7 5
-1 9 -1 9 s .
3‘ _7 5 ' + 4‘ 5 4 'f—Sl. Rjesenje sustava glasi:
o= gy D2 98 Ds 31
1= = ) 2= T T 3= T o

Do sada smo definirali determinantu prvog, drugog i tre¢eg reda. Sada ¢emo
definirati determinantu n-tog reda. Neka je

a1l ai2 ... QA1p
a1 a9 ... QA2n

A=| = (LA.38)
g1 Qg2 ... Gpp

an1 Aap2 cee Qpn



240 LA.5 Determinante

kvadratna matrica n-tog reda. S Ay (k,l =1,...,n) oznac¢imo kvadratnu matricu
(n — 1)-vog reda koja se dobiva iz matrice A ispustanjem k-tog retka i [-tog stupca.

Definicija LA.27 (Determinanta n-tog reda) Determinanta
matrice (LA.38) je broj

det A = ajidet Ay —agidet Aoy +--- + (—1)"+1an1det Al
= ) (1) agdet Ay (LA.39)
k=1

Primjer LA.56 Izracunajmo determinantu matrica:

7 6 3 7 01 1 a
3 5 7 2 1 01 b
A= 5 4 3 5|’ B = 1 1 0 ¢
5 6 5 4 a b ¢ d
?7) g i ; 5 7 2 6 3 7 6 3 7 6 3 7
det A = 5 4 3 5 =714 3 5|-3|4 3 5|+5|5 7 2|-5|5 7 2
5 6 5 4 6 5 4 6 5 4 6 5 4 4 3 5
3 5 7 2 7 2 3 5 3 7 3 7
s 3 el Dol 2o 22 2)
7 2 3 7 3 7 7 2 3 7 3 7
w5 (o] 3 3]s )5 Tl 7 2 ])-0(o]5 2[5 5 l+el7 )
= 7.37—3.(=22)+5-(=35)—5-32=—10,
(1) (1) 1 ‘; 01 b 1 1 a 1 1 a 1 1 a
detB= 11 0 =01 0 ¢|=1|1 0 ¢|+1|/0 1 b|—a|l0 1 b
¢ b e d b ¢ d b d 1 0 ¢
a b ¢ d
0 ¢ 1 a 1 a 1 b 1 a 1 a
:7<cd7‘c d+b'0 c>+<'c d‘io'chrb‘l b>
1 b 1 a 1 a
_a< 0 _0‘0 c |1 b')

= (= —d+ac+bc)+(d—bc+b>—ab) —alc+b—a)
= a?+b% 4 —2ab — 2ac — 2bc + 2d.

Na prethodnom primjeru vidimo da rac¢unanje determinante prema defini-
cionoj formuli (LA.39) predstavlja tezak posao. Stoga ¢emo navesti osnovna svo-
jstva determinante koja nam omogucavaju brze racunanje. Dokazat ¢emo samo
neka od tih svojstava. Dokaz preostalih svojstava zainteresirani ¢itatelj moze naéi
u [7], [9], [10].
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D.1 Matrica A i transponirana matrica AT imaju jednake determi-
nante, tj.
det A = det AT

Primjer LA.57 Ilustrirajmo navedeno svojstvo na dva primjera:

a) M2 G a9y — argas1, o = aiag — assan,
as1 a99 al2 a2
6 3 0
0o 7 3 0 30
b) 10 7 :6' '—1' '+(—1)' '=—247
-1 0 1 01 01 0T
6 1 -1
0 0 1 -1 1 -1
30 0 :6‘ ‘—3’ ‘+0’ ‘:_24.
5000 71 71 0 0

D.2 Ako je A = (a;;) trokutasta matrica n-tog reda, onda je

det A = a11a12 *** App-

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, buduéi da je det A = det AT, pretpostavimo da je A
gornje trokutasta matrica. Tada tvrdnja direktno slijedi iz definicije determinante. O

1 2 3
Primjer LA58 | 0 4 5 |= 405 -0 23 +0 2.3 =24=1-4-6.
00 6 0 6 0 6 4 5

Svojstvom D.1 iskazana je ravnopravnost redaka i stupaca determinante. Na-
ime, reci [stupci] matrice A podudaraju se sa stupcima [recima] matrice AT. Zbog
toga sljede¢a svojstva determinante koja su izkazana u “terminologiji stupaca”
ujedno vrijede i za retke.

D.3 Ako dva stupca determinante zamijene mjesta, determinanta mi-
jenja predznak.

6 3 0
Primjer LA.59 1 0 7| = —24 (vidi Primjer LA.57). Zamjenom prvog i
-1 0 1
0 3 6
treceg stupca dobivamo: | 7 0 11=0 0 1 7 3 6 +1 36 = 24.
10 -1 0 -1 0 -1 0 1
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D.4 Ako matrica A ima dva jednaka stupca, onda je det A = 0.

Dokaz. Ako ta dva jednaka stupca zamijene mjesta, prema svojstvu D.3 determinanta
novodobivene matrice iznosi —det A. S druge strane, buduéi da je novodobivena matrica

jednaka matrici A, njena determinanta je det A. Iz det A = —det A dobivamo da je
det A =0. O
1 17
Primjer LA.60 6 6 0= 6.0)_ 6 L7 (-1) L7z 0.
1 .1 1 -1 1 -1 1 6 0

D.5 Determinanta je linearna u svakom svom stupcu, tj. ako je i-ti
stupac a; matrice A oblika a; = Ab + uc, gdje su b,c stupci, a A, p
skalari, onda je

det A = det[al,...,ai_l,/\b—|—uc,ai+1,...,an}
= )\det[al,...,ai_l,b,aiH,...,an}
+pdetfag,...,a;-1,¢,8i41,...,a].

Primjer LA.61 Provjerimo prethodno svojstvo na determinanti

6 2-3+3-1

0
1 2-043-2 7:6‘2 Z‘—l‘g (1)‘4—(—1)‘2 2':—162.
-1 2-0+3-1 1
6 3 0
Prema PrimjeruLA.57je2| 1 0 7 |= —48. Nadalje, buduéi da je
-1 0 1
6 1 0
30 1 2 7 :3(6'? Il—l“ (1)‘—(—1)‘1 gl):—llzl,
-1 1 1
vrijedi
6 2-34+3-1 0 6 3 0 6 1 0
1 2.0+3-2 7|=2| 1 0 7|+3 2
-1 2-0+3-1 1 -1 0 1 — 1 1

D.6 Ako iscezavaju svi elementi nekog stupca matrice A, onda je

det A = 0.
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Dokaz. Nul stupac 0 zapisemo u obliku 0 = 0 + 0. Prema svojstvu D.5. dobivamo

det A = det A + detA, odakle je det A = 0. |
6 0 0
o s . 0 7 0 0 0 71 _
Primjer LA.62 10 7 —6‘0 1‘—1'0 1'—|—(—1)‘0 1‘—0.

-1 0 1

I sljedece svojstvo determinante lako se dobiva iz svojstva D.5.

D.7 Determinanta se mnozi skalarom tako da se samo jedan stupac
pomnozi tim skalarom, tj. zajednicki faktor svih elemenata nekog stupca
moze se izluciti ispred determinante.

6A 3 0 6 3 0
Primjer LA.63 Pokazimo da je A0 7= 1 0 7
-2 01 -1 0 1
6A 3 0
A0 7 :6)\' 07 '—)\' 3.0 '—}—(—/\)' 3.0 ':—24)\. U Primjeru LA.57
0 1 0 1 0o 7
-2 0 1
6 3 0 6A 3 0 6 3 0
pokazali smo da je 1 0 7 |=—24. Dakle, A0 T =X 1 0 7
-1 0 1 -2 0 1 -1 0 1

D.8 Determinanta ne mijenja vrijednost ako nekom stupcu determi-
nante dodamo linearnu kombinaciju preostalih stupaca.

Dokaz. Neka je B matrica koju dobivamo iz matrice A tako da k-tom stupcu a, matrice A
n

dodamo linearnu kombinaciju > A;a; preostalih stupaca. Zbog linearnosti determinante
o
(svojstvo D.5) je

n
det B = det |ai,...,ar—1,8k + Y Ni@i, Apt1,-.., 85

i=1

i£k
n
= det[ai,...,ak_1,8%, Akt1,...,8n] + Y Nidet[ar,...,ap_1,2;, 8k11,...,an]
=1
ik
Kako svaka od matrica [a1,...,ak_1,ai, ak+1,...,an] (i # k) ima po dva stupca jednaka,

prema svojstvu D.4 je > Aidet[ai,...,ak—1,8:, ak41,...,an] = 0. Dakle, det B = det A.
iZk
O

Primjer LA.64 Znamo da je

- = O

0
7 | = —24 (Primjer LA.57). Dodajmo
1

o O W
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posljednjem stupcu dvostruki prvi stupac. Dobivamo:

6 3 12
0 9 3 12 3 12
o =e|g -5 Sfeen]d =

Postupajuéi slicno dokazu prethodnog svojstva lako je dokazati sljedece svo-
jstvo:

D.9 Ako je neki stupac determinante linearna kombinacija preostalih
stupaca te determinante, onda je determinanta jednaka nuli.

Na kraju navedimo kriterij regularnosti matrice pomoc¢u determinante:

D.10 Matrica A je regularna onda i samo onda ako je det A # 0.

Zadatak LA.33 Izracunajte determinante:

11 1 1 01 1 1 2 -5 1 2 3 9 3 6
1-1 1 1 10 1 1 3 7 -1 4 5 8 2 7
iy 1 1Y 11019 59 2 7 Y| 45 3 9
1 1 1 -1 1 1 1 0 4 -6 1 2 7 -8 —4 —5

Na kraju ove tocke navedimo bez dokaza osnovni teorem teorije determinanata
(vidi [9], [10]):

Teorem LA.13 (Binet-Cauchyjev teorem) Ako su A i B kvadrat-
ne matrice istog reda, onda je

det (AB) = det A - det B. (LA.40)

Zadatak LA.34 Za matrice A = [ (2) _i } 1 B = [ g 1 ] provjerite Binet-

Cauchyjev teorem.

LA.5.1 Laplaceov razvoj determinante

Determinanta se moze razviti po bilo kojem retku ili stupcu. O tome nam
govori Laplaceov razvoj determinante. Krenimo redom.

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica n-tog reda. Kao i do sada, s Ay,
ozna¢imo kvadratnu matricu (n — 1)-vog reda koja se iz dobiva iz matrice A tako
da se ispuste k-ti redak i i-ti stupac.
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Neka je
B = (b”) = [ai,al,. e A1, 41, - - ,an}

matrica koja se dobiva iz matrice A pomocu (i — 1) zamjena susjednih stupaca
matrice A. Uoc¢imo da je

bklzaki, BklZAki (kzl,...,n).
Prema svojstvu D.3 determinante je
det B = (—1)""'det A.

S druge strane, primjenom definicije determinante (LA.27) imamo:

n

det B = (—1)Fbpdet By = Y (—1)"ag;det Ay,
k=1 k=1

odnosno

(1) 'det A = (—=1)*ay;det Ay,
k=1
Mnozenjem posljednje jednakosti s (—1)*~! dobivamo:

det A =) "(=1)"adet Ay, (LA.41)
k=1

Teorem LA.14 [Laplaceov razvoj determinante]

n .
o po i-tom stupcu: det A = S (—1)az;det Ay,
k=1
n .
e poi-tom rethu: det A = > (—1)iq;det Ay
k=1

Dokaz. Formula (LA.41) predstavlja Laplaceov razvoj determinante po i-tom stupcu.
Iskoristimo 1i ¢injenicu da je det A = det AT, iz (LA.41) dobivamo Laplaceov razvoj po
i-tom retku. a

Primjedba LA.19 Uoé¢imo da Laplaceov razvoj determinante po prvom stupcu nije
nista drugo nego li definiciona formula determinante (LA.27).

U literaturi se cesto za definiciju determinante koristi Laplaceov razvoj po
prvom retku:

det A =) "(=1)"ayrdet Ay
k=1
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5 1 2 7
.. .. . . 3 0 00
Primjer LA.65 Napisimo Laplaceove razvoje determinante 1 1 9 9| PO
1 3 4 6
trecem stupcu i drugom retku:
a) Laplaceov razvoj po treéem stupcu:
g (1) (2) (7) 3 00 5 1 7 5 1 7 5 1 7
_1122:2—112—0—112+23 0|—4| 3 0
1 3 4 6 1 3 6 1 3 6 1 3 6 -1 1 2
b) Laplaceov razvoj po drugom retku:
g (1) (2) (7) 1 2 7 5 2 7 5 1 7 5 1 2
_1122:—3122+0—122—0—112+0—112
13 4 6 3 4 6 1 4 6 1 6 1 4
Uocimo da je determinantu lakSe izraCunati razvojem po drugom retku. Buduéi da je
1 2 7
1 2 2| =-10 (provjerite), determinanta iznosi 30.
3 4 6

LA.5.2 Cramerovo pravilo

Cramerovo pravilo sluzi za rjesavanje tzv. kvadratnih sustava tj. sustava
kod kojih je broj jednadzbi jednak broju nepoznanica. Neka je zadan sustav od n
jednadzbi sa n nepoznanica:

a1z + aiprs + 0+ aT, = b
a21r1 + a22T2 + -+ 4+ QoapnTp, = bg
(LA.42)
ap1x1 + Gp2T2 + 0+ AppXnp = bn
Zapisimo ga u vektorskom obliku:
r1a; + r089 + -+ - + xpa, = b, (LA.43)
gdje su ay, ..., a, stupci matrice sustava A, a b vektor slobodnih koeficijenata.
Neka je
a1 ai2 N A1n
a21 Q22 ... G2p

D =detA =

an1  Aap2 cee Qpp
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determinantu matrice sustava (LA.42). Nadalje, neka je

aiy ... Gii—1 b1 @41 ... an
a1 ... G25-1 b2 aziy1 ... a2, .

D;, = . , 1=1,...,n,
apl .. QGng—1 bn Gni+1  --. Qpn

determinanta koju se dobiva iz determinante D zamjenom i-tog stupaca stupcem
slobodnih koeficijenata.

Visestrukom primjenom sedmog i osmog svojstva determinante dobivamo:

J,'lD :xidet[al, ey A1, A, ATy ,an} D:'7det[a1, ey A1, T, A1y - - - ,an]
D:'S det[ag,...,a;_1, kil Tpak, Ajt1, - - -, Ap) (L‘i43) det[as,...,a;—1,b,a;11,...,a,]
=D;. -
Dakle,

.’EiD:Di7 (i=17...,n)7
odakle dobivamo Cramerovo pravilo

e ako je D =0, da bi sustav (LA.42) bio rjesiv mora biti

Di=Dy=---=D, =0,

e sustav (LA.42) ima jedinstveno rjesenje onda i samo onda ako je D # 0. U
tom slucaju rjesenje je dano s

D;
R N
Ti= g n

LA.5.3 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice

Mnogi problemi teorijske i primijenjene matematike vode na problem svo-
jstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora:

Neka je zadana kvadratna matricu A n-tog reda. Za koje skalare A
postoji vektor-stupac x # 0 takav da je Ax = Ax?

Vezano uz ovo pitanje, prirodno se postavlja zahtjev da se za svaki takav skalar A
odrede svi vektori za koje vrijedi gornja jednakost.

Definicija LA.28 Neka je A kvadratna matrica n-tog reda. Za skalar
A € C kazZemo da je svojstvena ili karakteristi€na vrijednost matrice A
ako postoji vektor x # 0 takav da je Ax = Ax. Nadalje, za takav
vektor x # 0 kaZemo da je svojstven ili karakteristi¢an vektor matrice A
pridruZen svojstvenoj vrijednosti \.




248 LA.5 Determinante

Kako odrediti sve svojstvene vrijednosti matrice A i njima pridruzene svo-
jstvene vektore? Prema definiciji, skalar A je svojstvena vrijednost matrice A onda
i samo onda ako postoji vektor x # 0 takav da je Ax = Ax, tj. ako matri¢na
jednadzba

(M-A)x=0 (LA.44)

ima netrivijalno rjesenje. Na matri¢nu jednadzbu (LA.44) mozemo gledati kao na
sustav od n jednadzbi sa n nepoznanica. Prema Cramerovom pravilu taj sustav
ima jedinstveno trivijalno rjesenje (1 = 29 = ... = x, = 0) onda i samo onda
ako je det (A\I — A) # 0. Dakle, matri¢na jednadzba (LA.44) imat ée netrivijalno
rjeSenje onda i samo onda ako je

det (AT — A) = 0.

Iz definicije determinante (LA.27) nije tesko uociti da je A — det (A\I — A)
polinom n-tog stupnja u A.

Definicija LA.29 Polinom
Kk(A) =det (AT - A)

zovemo svojstven ili karakteristi¢ni polinom matrice A.

Dakle, skalar A\ je svojstvena vrijednost matrice A onda i samo onda ako je
k(A) =0, tj. ako je A nul-tocka svojstvenog polinoma matrice A.

Da bi odredili sve svojstvene vrijednosti i njima pridruzene svojstvene vektore
postupamo ovako:

1. rjeSenja A1, Mg, ..., Mg, k < n, jednadzbe
det(A\I—A) =0

jesu svojstvene vrijednosti matrice A,

2. rjeSavanjem sustava
MI-A)x=0

dobivamo svojstvene vektore pridruzene svojstvenoj vrijednosti A; (i=1,..., k).

Primjer LA.66 Odredimo svojstvene vrijednosti i njima pridruZene svojstvene ve-

10 4 -2
ktore matrice A= | =7 —6 7
4 8 4

Svojstveni polinom glasi (provjerite):

A—10 —4 2
k(A) = det (AT — A) = 7 A+6  —T | =X =8\ —64A+512 = (A—8)*(A+8),
—4 -8 A—4
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odakle vidimo da matrica A ima dvije svojstvene vrijednosti: A1 = —8, A2 = 8. Odredimo
njima pridruzene svojstvene vektore:

a) Za A1 = —8 matri¢na jednadzba (LA.44) prelazi u sustav:

—18z1 — 4z + 2rx3 = 0
7.1‘1 — 21‘2 — 71‘3 = 0
—4xry — 8z — 12z3 = 0.

Rjesenje ovog sustava glasi (provjerite): (z1,x2,23) = (%xg, —%xg,xg), pri éemu je
nepoznanica xsz slobodna. Prema tome, svi vektori x oblika

1/2
x=x3| —7/4 |, x3#0
1
jesu svojstveni vektori pridruzeni svojstvenoj vrijednosti Ay = —8. Zahtjev z3 # 0

potreban je zbog toga sto nul-vektor ne smatramo svojstvenim vektorom.

b) Za A2 = 8 matri¢na jednadzba (LA.44) prelazi u sustav:

—2r7 - 4y + 223 = 0
Ty + 14z — Txs = 0
—4xr1 — 8ros + 4x3 = 0

Prva jednadzba ovog sustava dobiva se dijeljenjem trece jednadzbe s 2. Mnozenjem
treée jednadzbe s —7/3 dobivamo drugu jednadzbu. Prema tome, prve dvije jed-
nadzbe su suvisne, ostaje samo treca jednadzba. Zbog toga iz trece jednadzbe do-
bivamo rjeSenje ovog sustava (provjerite): z1 = —2x2 + x3, gdje su x2, z3 slobodne
nepoznanice. Prema tome, svi vektori x # 0 oblika

—2x2 + T3
X = X2 , x2,x3 €C
T3

jesu svojstveni vektori pridruzeni svojstvenoj vrijednosti Ao = 8.



250 LA.5 Determinante

LA.5.4 Definitnost kvadratne matrice

U ovoj tocki navest ¢emo bez dokaza neke tvrdnje koje ¢e nam biti potrebne
kod trazenja lokalnih ekstrema realne funkcije vise varijabli.

Definicija LA.30 Za realnu kvadratnu matricu A n-tog reda kaZemo
da je:
i) pozitivno semidefinitna ako je (Ax|x) > 0, za svaki vektor x =

(@1, ..., 2,]T

)

i1) pozitivno definitna ako je pozitivno semidefinitna i ako je

(Ax|x) =0 x =0,

i4i) negativno semidefinitna ako je (Ax|x) < 0, za svaki vektor x =
[z1,. .., za]7T,

iv) negativno definitna ako je negativno semidefinitna i ako je

(Ax|x) =0 x=0,

v) indefinitna ako nije ni pozitivno semidefinitna niti negativno semi-
definitna, tj. ako postoje vektori x iy takvi da je (Ax|x) > 0 i
(Ayly) <0.

Definitnost realne kvadratne matrice

a1 Q12 oo Q1n

a1 a9 . aon,
A_ =

a1 Q12 oo Q1n

mozemo jednostavno ispitati pomoc¢u glavnih minora:

a1 ai2 ... Apn
ail ai2 ais a a ..a
A — A—a11a12A— A—21 22 2n
1 = aii, 2 — ) 3= 10G21 A22 A23|,..., n —
a1 a22
az1 azz asg
an1 Anp2 ... QApp

O tome nam govori sljedeéi teorem (vidi [10]):
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Teorem LA.15 [Sylvester]
i) ako je A1 >0, Ay > 0,...,A, > 0 onda je matrica A pozitivno

semidefinitna,

it) ako je Ay >0, Ay > 0,..., A, > 0, onda je matrica A pozitivno
definitna,

iti) ako je A1 <0, Ay > 0,A3 <0,...,(—1)"A, > 0 onda je matrica
A negativno semidefinitna,

i) ako je A1 <0, Ay >0,A3 <0,...,(—1)*A,, > 0, onda je matrica
A negativno definitna,

v) ako postoje i,j takvi da je A; > 0, A; < 0 onda je matrica A
indefinitna.

Primjer LA.67 Ispitajmo definitnost matrica:

10 4 -2 10 4 -2
a)A=| -7 -6 71, bB= 7 6 =7
4 8 4 4 8 4
10 4 10 4 =2
a) A; =10, Ay = l l =-32, As=| -7 -6 7 | = —512. Matrica A je
-7 —6
4 8 4
indefinitna.
10 4 10 4 -2
b) A1 = 10, Ay = =32, Az = 7 6 —7 | = 512. Matrica B je
T6 4 8 4

pozitivno definitna.
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DODACI

1 Interpolacija

Cesto za neku funkciju f nemamo analiticki izraz, ali poznajemo njenu vrijed-
nost u nekoliko tocaka: xzg < 1 < -+ < x,. Treba odrediti vrijednost funkcije
f u proizvoljnoj tocki z. Ako se totka x nalazi izmedu x¢ i z,, govorimo o
interpolaciji funkcije f; inace govorimo o ekstrapolaciji funkcije f. Ovakvi prob-
lemi ¢esti su u prakti¢nim istrazivanjima u fizici, tehnici itd. Funkciju f, poznatu
u tockama xg,x1, -, T,, mozemo interpolirati razlicitim klasama funkcija: poli-
nomima, racionalnim funkcijama, trigonometrijskim funkcijama itd. Mi ¢emo se
zadrzati na najjednostavnijem slucaju: interpolaciji funkcije polinomom.

Pretpostavimo da je funkcija f poznata u n + 1 tocaka (zvat ¢emo ih cvorovi
interpolacije):
To < T < o0 < Xy (1)

u kojima redom prima vrijednosti:
Y0s Y15+ Yn- (2)
Treba pronaci polinom:
P, (x) = apa™ + n_12" L+ a1z + a, (3)
tako da bude:

Slika 1: Interpolacija funkcije

Geometrijski, to zna¢i da treba pronaéi polinom P, ¢iji graf prolazi tockama
Ti(zi,yi), ¢ = 0,1,---,n (Slika 1). Koeficijente polinoma P, mogli bi odrediti iz
uvjeta (4) rjesavajuéi sustav od (n + 1) jednadzbi s (n + 1)-nom nepoznanicom.

-1
anxy + an_1T; 4+ a1xo + ao = Yo

-1
anTt + ap1zy" " 4+ arr +ag =y

(5)

AT 4 a1zt + a1, + a0 = Yn
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Uz uvjet (1) ovaj sustav je uvijek rjesiv i ima jedinstveno rjesenje (determinanta
matrice sustava je poznata Vandermondova determinanta, koja je uz uvjet (1) ra-
zli¢ita od nule - vidi primjerice [9], [10]. Drugi problem je samo rjesavanje sustava
(5). Za veliki n 1 medusobno relativno bliske ¢vorove interpolacije tu ¢emo naiéi
na ozbiljne numericke probleme. Matrica sustava (5) obi¢no je vrlo loe uvjetovana
(vidi [10], [12]). Zbog toga ¢emo se upoznati s drugim metodama za rjeSavanje ovog
problema.

1.1 Lagrangeova interpolaciona formula

Pogledajmo najprije jedan specijalni slucaj:
- treba pronaci polinom p; n-tog stupnja za koji vrijedi:

1 =
nio)={ o 921 ©)
Y
IS
\ 1
/ : \ ;T
0 To T T; Ty

Slika 2: Polinom p;(x;)

Geometrijski to zna¢i da treba prona¢i polinom ¢iji graf presjeca os = u

tockama g, 1, -, Ti—1,Tit1, ", Tn, & U x; prima vrijednost 1 (vidi Sliku 2).
Kako polinom p; iS¢ezava u tockama xg, 1, , Tij—1,Tit1," ", Ty, Mora biti:
pi(z) = Ci(z —xo)(z — 1)+ (@ — zi—1) (@ — @ig1) -+ (T — zn) (7)

gdje je C; konstanta koju ¢emo odrediti iz uvjeta p;(z;) = 1:

s = ! . (8)

(i —mo)(wi —21) - (T — Tim1) (@i — Tig1) - (T — Tn)

Uvrstavajuéi (8) u (7), dobivamo trazeni polinom:

() = @ zo)@ 1) (@ i) (@~ Ziga) - (2 - @)
pl( ) (ﬂfi—xo)(l‘i—xl)"'(xi—$¢—1)($¢—$i+1)"'($i—$n)' (9)

Sada je lako rijesiti opéi problem. Polinom P, za koji vrijedi (4) uz uvjet (1) glasi:

n

Po(z) =Y pi() - ui, (10)

=0
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gdje su p; polinomi definirani s (9). Ocigledno je:
Po(a;) =Y pilwy) - vi = pj(x;) -y = v
i=0

Polinom (10) obi¢no se oznacava s L,,, naziva se Lagrangeov interpolacioni polinom
i piSe u obliku:

Lo(z) = iy% (@ —2o)(@—a1) -~ (2 —@i1) (@~ Tig1) - (T —@n) (11)
i—0 (331 - xo)(xi - 331) c (331 - xi—l)(xi - JJ¢+1) ce (331 - xn)
Osim toga, polinom L, je jedinstveni interpolacioni polinom sa svojstvom (4).
Naime, u protivhom postojao bi jos neki polinom @, stupnja ne vec¢eg od n, takav
da je:
Qn(xz) = Yi, 1= 0717"'7”'
Tada bi polinom:
Ry () = Qn(z) — Ln(2),

¢iji stupanj takoder nije veci od n, imao n + 1 nultocaka. To je moguce jedino tako
da je R,(x) =0, odakle slijedi: @, (z) = L, (z).

Primjer 1 Treba odrediti Lagrangeov interpolacioni polinom koji prolazi tockama:
TO(_L 4); T (27 7)7 T2(4a 29)

Prema (11) imamo:

(—-2)(x—4) . _
(—1—2)(—1—4) 2+1)(2—4) 4+ 1)d—2)

ili nakon sredivanja:

Ly(x) =

Ly(z) = 222 — 2 + 1.

1.2 Newtonov interpolacioni polinom za ekvidistantne raz-
make

Ako su razmaci izmedu évorova interpolacije ekvidistantni (jednoliki), tj. ako

je:
T1—Log=To—T1 ="+ =XTp — Tp_1 =: Az, (12)
onda se izrac¢unavanje odgovarajuceg interpolacionog polinoma moze pojednostaviti.

Ako je n = 1, onda interpolacioni polinom koji prolazi tockama Ty (zg,yo) 1
T1(z1,y1) je linearna funkcija (pravac kroz dvije tocke):

Y1 — Yo
P = _— —_
1(2) = yo + pr— (z — 20),

§to uz oznaku Alyy = y; — yo, mozemo pisati:

(13)
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Ocigledno je Pi(zo) = yo 1 Pi(z1) = v1.

Uzmimo sada n = 2, tj. promatramo tri tocke Ty, T1, T». Polinom P, koji
treba prolaziti ovim tockama ima oblik:

x—x9 Alyg
P — 240
2(2) = yo + 1 N

+a-(x—x0)(x— 1), (14)

Naime, lako je vidjeti da je Po(x0) = yo i Po(x1) = y1. Parametar « treba odrediti
tako da bude Py(x2) = y2. Ako u (14) uvrstimo x = x5, dobivamo:

Y2 — 2y1 + Yo
2T 15
2 Ax? (15)
Ako uvedemo oznake:
Alys =yo —y1, Alyo=y1 —yo, Ay =Aly; — Alyp,
onda (15) mozemo pisati:
1 APy
o = 5 . Al‘2 s (16)
pa polinom (14) glasi:
r—x9 Alyy (v —z0)(x —21) A2
P = . . . 17
2@) =yt x, * 2l Ax? (17)
Opéenito, za n + 1 tocku T;(z;,y;), i = 0,1, -+, n dobivamo:
x—xg Alyy  (z—mo)(z—21) A%y
P, (z) = . . ..
@ =yt —— A, T 2l A2
Ly Eor)@ )@ 2e) Ao (18)

n! Az’
gdje je:

Ay =yir1 — i, Ay = Ay — Ay i =0, n— 1L
Polinom (18) nazivamo Newtonov interpolacioni polinom n-tog reda za ekvidistantne
razmake.

Primjer 2 Treba odrediti Newtonov interpolacioni polinom za tocke Tp(—2,—5),
T1(0,-5), T5(2,3), T3(4,211), T4(6,1195).

Cvorovi interpolacije su ekvidistantno rasporedeni i Az = 2. Diferencije u (18) izrac¢unat
¢emo pomocu tablice:
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i yi | Ayi A%y Ny Ay
—2 -5
0
0 -5 8
8 192
2 3 200 384
208 576
4 211 776
984
6 1195
ST [ 1200 984 763 384
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Primijetimo da suma svakog stupca odgovara razlici posljednjeg i prvog broja u
prethodnom stupcu. Prema (18) imamo:

r+20  (z+2)z8

P4($) = —5 =+ -+

(x4 2)x(z —2) 192

(z+2)z(x—2)(z—4) 384

1 2 2!

odakle, nakon sredivanja, dobivamo:

Primjer 3 Zadana je funkcija f(z) =1 — |z — 1|, v € 0,2].
polacioni polinom koji ée prolaziti tockama (x;, f(x;)), ©; = %, 1=0,1,---,n

Py(z) = z* — 32° 4+ 22 — 5.

3!

8

16

Treba pronaci inter-

Na Slici 3 prikazan je graf funkcije f i odgovarajuéeg interpolacionog polinoma za n = 8 i

n = 10. Vidi se da na rubovima podrucja interpolacije dolazi do jakih oscilacija, zbog cega
je ovakav interpolacioni polinom prakti¢no neupotrebljiv. Zbog toga su se prije 30-tak
godina pojavile tzv. spline-aproksimacije, kod kojih je izbjegnut ovaj nedostatak (za vise

detalja vidi [12]).

Slika 3 Oscilacije interpolacionog polinoma na rubovima
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2 Broje

Pokazimo da je niz (e,,) realnih brojeva definiran opéim ¢lanom

1 n
en:<1+_) B TLEN,
n

konvergentan. U tu svrhu prema Teoremu N.4, str. 88 dovoljno je pokazati da je
ovaj niz strogo rastuc¢i i omeden.

Najprije primijetimo da je e1 = 2, ea = 2.25. Nadalje, za n > 2 primjenom binomne
formule dobivamo

en = (1+%)":k§;(Z).#:1+1+k§;n-(n—l?{i-.~n(]?—k+1)
- 2+g2%,(1—%)(1_% (1 k;l)

Sliéno se dobiva:
1 \"* Jasgy 1 2 E—1
w1 = (14 —— =2 ~—(1- 1—-—= ). (1= .
et (+n+1) +k22k!( n+1)< n—|—1) ( n+1)

Clanovi kod e, su manji od odgovarajuéih ¢lanova kod e,y 1, a osim toga e,+1 ima dodatni
pozitivan ¢lan. Stoga je

en < ent1, (Vn €N),
tj. niz (en) je strogo rastuéi. Nadalje, za donju medu mozemo uzeti e; = 2.

Iz nejednakosti k! > 2~ (vidi Zadatak U.10, str. 11) i formule za zbroj prvih n
clanova geometrijskog niza dobivamo:

n 1 n—1 1k 1-(%)
< 141+ k,1:1+1+2(7) =1+ 77— <3,
k=2 2 k=1 l—g

pa za gornju medu mozemo uzeti broj 3.
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3 Neki vazniji limesi

Pokazimo da vrijede formule

a) lim =2 =1 (1)
b) lim (1+1)"=e (2)

sinx
T

a) Uoc¢imo najprije da je f(x) = parna funkcija:

sin(—x) —sinz sinz

f(-z) = - = 20 = fa).

(—x) —x x

Zato, ako postoji lir(r)1+f(x), onda postoji i lirg f(z) i oni su jednaki.
T— r—0—

\
tgx

T ‘ x

0 yl sinx

Promatrajuéi povrsine trokuta i kruznog isjecka na prthodnoj slici, vidi da za
x > 0 vrijedi

sinx - cosx < -1 < tgx - 1
2 2 2 7
odakle mnozenjem s Siir dobivamo
1
cosT < — s
sinx  cosx
odnosno .
1 sinx
> > CcOoSZ.
cos T T

= lim cosz =1, onda mora bitii lim

sinz _ 1
z—0+ z—0 z

1
cosx

Kako je lim
r—0+

sin x

Zbog parnosti funkcije f je takoder lil%l = 1, odakle dobivamo trazenu
r—0—

formulu (2).

b) e Razmotrimo najprije slu¢aj kada * — 4o00. Za z > 0 postoji n € N,
takav da je
n<zr<n+1 (3)
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Iz (3) slijedi

1 1 1 1
<—=14+——<14+-<1+—
n n+1 x n

1

<

8|

1

1 n 1 x 1 n+1
(i) <) =<(e3)
n+1 T n

Kako je prema Dodatku 2:

1 \" 1\ 1 e
li 1+ ——) =1l 1 =- =

+

n

odnosno

n+1
1\ 1\" 1
lim (1+—) = lim (1+—> (1+—>:e-1:e,
n— oo n n—00 n n
onda je i
1 x
lim (1 + —) =e (4)
r——+00 X
Naime, veli¢ina (1 + %)w je stalno izmedu dviju veli¢ina kojima je gra-

ni¢na vrijednost jednaka e.

e Pokazimo sada da je

1 x
li 1+4—-] = 5
Jim (1+7) = ©)
Uvodenjem supstitucije £ = —1 — y, dobivamo
—1-y 14y
. 1\% _ . —y _ . 14y _
Yy
im (1+1)" (1+1)@e1=c
y— o0 Y Y

Dakle, vrijedi (5). Iz (4) i (5) slijedi (2).
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4 Derivacije

4.1 Pravila za deriviranje

Teorem 1 Neka su f,g : I — R funkcije derivabilne u tocki x € I.
Tada vrijeds

(i) f+ g je derivabilna u x i vrijedi
(f +9)(z) = f'(z) + ¢'(2).
(ii) f— g je derivabilna u x i vrijedi
(f —9)(z) = f'(z) = g'(x)
(iii) g je derivabilna u x i vrijedi
(f -9) (@) = f'(x)g(x) + f(2)g' (x)
(iv) ako je g(x) # 0, onda je f/g derivabilna u x i vrijedi

Y P - f@)d (@)
(5) (=) = @)

Dokaz.

(i). Zbog derivabilnosti funkcija f i g u tocki x je (vidi Primgedbu D.4, str.127)

flz 4+ Az) — f(z) = f(z) - Az + ri1(Ax), Algitg0 % =0 (1)

oo+ Ax) — ga) = (1) - Ax 4 ra(Ba),  Jim PO g (2)

pa je

(f+9)@+Az) = (f+9)(=) = (f'(2) + 4'(2)) - Az + 11 (Az) + 2 (A2)

i Alim0 % = 0. Prema Primjedbi D.j funkcija f + g je derivabilna u tocki z, a

zbog jedinstvenosti derivacije je (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(z).
Dokaz tvrdnje (ii) provodi se analogno.

(ii). Zbog derivabilnosti vrijedi (1) i (2) pa je

fg)(z+Az) — (fg)(z) = fz+Az)g(z+Azx) — f(x)g(z)
9(z) [f(x+Az) — f(2)]+ f(2) [g(z+Az) — g(z)|+[f(z+Az) — f(2)] [g(z+Az) — g(z)]
g(z)

z)[f'(x) Azt (Az)]+ ()[g’(x)Ax+T2(Ax)] 1 (@) Az+ri(A)][g' () Az+ra(A)]
l9(2)f'(2)+ f(x)g' ()] Az + r(Az)
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gdje je
r(Az) = f(2)r2(Az)+g(z)ri(Az) + [f(2)Az + r1(Az)] [¢' (z) Az + ra(Az)] .
Pri tome zbog (1) i (2) je

. or(Ax) ro(Ax)
Algl;rgo Az _Alalsrgo f(@) Az

+g(z) TI(AA;) + (f'(x)—&-%) (¢ (x)Az+ra(Az)) | =0.

Prema Primjedbi D.j funkcija fg je derivabilna u tocki x i pri tome je (f - g)'(z) =
f(@)g(@) + f(x)g' ().

(iv). Zbog neprekidnosti funkcije g u tocki i pretpostavke g(x) # 0, ta funkcija je
razli¢ita od 0 i na nekom intervalu koji sadrzi tocku z. Stoga je funkcija f/g definirana
na tom intervalu. Zbog prethodno dokazane tvrdnje, dovoljno je pokazati da je funkcija
1/g derivabilna u tocki x.

Pomoéu (2) dobivamo

L1 gatAr)-g) _ g@Artrade) @,
gz +Az)  g(x) g(x)g(x + Ax) 9(x)g(z + Ax) 92(z) Az +r(Az),
gdje je

9(z + Az)g'(x)Az — g(2)[g'(z) Az + 12(Az)]
9*(x)g(x + Az)
Zbog (2) i neprekidnosti funkcije g u tocki z je

fim AT {(Q(HA@ — g(2))g'(x) —g(w)rz(m)/m} .
Az—0 Az Az—0 92(2)g(z + Az) .

r(Az) =

/
Prema Primjedbi D.4 to znaci da je funkcija 1/g derivabilna u tocki z i da je (%) (z) =

A C))
g2(z)

. Sada imamo:

(i) :<f.l> (ﬂ)f’l+f<l) :f’l+f<_9_2):f9—2fg.
g g g g g g g

Teorem 2 Neka su f i g realne funkcije, takve da je kompozicija f o g
definirana. Neka je takoder g derivabilna u z, a f u tocki g(x). Tada

vrijedi
(vi)  (fog)(z) = f'(9(x)) g'(x)

Dokaz. Neka je yo := g(z). Zbog derivabilnosti funkcija f i g je (vidi Primjedbu D./,
str. 127)
r1(Ax)

9@+ Az) = gw) = ¢'(2) - Av + 11 (Aw),  lim === =0
Fluo+ Ay) — Flwo) = £(wo) - Ay +ra(Ay),  lm ZEY g

Ay—0 Ay
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Stoga je
(fog)z+Az) = (fog)(x) =

f
= [(9(@)lg(z+ Az) — g(z)] + r2(g9(z + Az) — g(x))
= f'(9(@)lg'(2)Az + r1(Az)] + r2(9(z + Az) — g())
= [f(9(x))g (x)Az + r(Ax),
gdje je
r(Az) = f'(9(x))r1(Az) + r2(g(z + Az) — g(2)).
Kako je

r(Az) _ ri(Az) | ra(g(z + Az) — g(x))
ny =S @) =t Az ,

pri ¢emu prvi sumand ide u nulu kada Ax — 0, preostaje pokazati da tada i drugi sumand
ide u nulu. Zbog Alirn0 %Ayy) = 0 za svakie > 0 postoji 8’ > 0 takav da je |r2(Ay)| < | Ay|
Y

za svaki Ay € (—4',8"). Nadalje, zbog neprekidnosti funkcije g u tocki z, postoji § > 0
takav da je |g(z + Az) — g(x)| < §’ za svaki Az € (—4,5). Stoga za svaki Az € (—4,6)
vrijedi

r2(g(z + Az) —9(93))‘ < elgle+Az) —g(@)| _ (Ig’(w)Aw+T1(Aw)\>
Az - |Az| |Az]

<< (Ww@i+ HEM).

. : r1(Azx) _ . . PR . .
Kako je Ahgo i~ = 0, a € proizvoljan, zaklju¢ujemo da je Alalcgo

ra(g(z+Az)—g(z)) _
ra(gletdn)—g@) _

Prema Primjedbi D./ funkcija f og je derivabilna u tocki x, a zbog jedinstvenosti derivacije

je (fog)(z)=f'(9(x)) g (x). o

4.2 Derivacije elementarnih funkcija

Prema Primgjedbi D.3, str. 126, funkcija f je derivabilna u tocki x ako postoji

. Ay ..
Aim = gdje je Ay = f(x + Azx) — f(z).

To je derivacija funkcije f u tocki z, koju oznac¢avamo s f'(x).

a) Derivacija logaritamske funkcije f(z) = log, z, © > 0

Kako je
Az

Ay = o+ As) — (@) = log, (a + Ar) ~ log, = = log, (1+ 2.
onda
Ay 1 Az 1 =z Az 1 1\ 2"
2V e (1428 ) =2 e (1428) = Zog, (14 —
Az AxOg“<+x) xAxOg“<+x) xOga<+&> ’
pa vrijedi

1 1\% w1 1\% 1
f(z) = lim ~log, <1+T) D 2 log, lim <1+T> ==log, e
Az—0 T Az x A 00 Az T
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Dakle,
1
(log, z)' = =log,e, >0
x
i specijalno za a = e,

1
(nz) ==, >0
T

b) Derivacija eksponencijalne funkcije f(z) =a®, z € R

Kako je
Ay _ aa:+Aa: _ aa: — aw(aAm _ 1),

onda koristeéi (L.10), str. 120, dobivamo

T, Ar _ Az _
f'(x) = lim *(a D) —¢% lim L= 1 (£:10)

T
—_— a®Ina.
Az—0 Az Az—0 Az

Dakle,
(@®) =a"Ilna, z€R

i specijalno za a = e,
(") =e*, zeR

Primjedba 1 Pokusajte formulu za derivaciju eksponencijalne funkcije izvesti na
osnovi poznavanja derivacije logaritamske funkcije i pravila za derivaciju inverzne
funkcije.

c) Derivacija opce potencije f(z) = 2% a € R, z € Ry
Kako je In f(z) = alnz, moZemo pisati
Fla) = e,

pa je
1 1
flz)=e% . 0. — =g% . a- = =az®"L,

8
8

Dakle,
() =az®"!, a€R, z€R

d) Derivacije trigonometrijskih funkcija: sin, cos, tg, ctg

e (sinz) =cosz, r€R

Kako je Ay = sin(z + Az) — sinz = 2 cos 2282 gin 2 koristeéi (L.8),
str. 120, dobivamo
22 + Ag sin AT sin & (g
(sinz)’ = lim 2 cos 22T 2T 2 —cosz lim —x2 =8 cosz.
Az—0 2 Az Az—0 Tx

Dakle,
(sinz) =cosz, x €R.
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e (cosz) =—sinz, z€R
Koristeéi vezu (F.22), str. 60, izmedu trigonometrijskih funkcija sin i cos,
dobivamo
(cosz)’ (722 (sin(g —x)) = cos(g —x)-(=1)= —sinz.
Dakle,

(cosz) = —sinz, x €R.

L] (tg{II)/ = $7 .’IJ# (2k—1)%, keZ
Koriste¢i formulu (i) iz Teorema 1, str. 261 i prethodno dokazane for-
mule za derivaciju funkcija sin i cos dobivamo

(tx 2 sinz\’  cosz-cosz — sinz(—sinzx) 1
xz) = = — .
cosx cos? cos? x
Dakle,
(tgz) = —5—, = # (2k - 1)%, keZ.
cos?
d (Ctgx)/ = _ﬁ, 21775 kﬂ', keZ
Analogno dobivamo
(ctgz) = (cosx)’_ —sinz-sinx —cosx - cosT 1
& - \sinz/ sin? - sin’z’
Dakle,
1
(ctgz) = ——=—, =z #kn, kel
sin® z

e) Derivacije ciklometrijskih funkcija: arcsin, arccos, arctg, arcctg

e (arcsinzx) = \/1177, lz] <1

Neka je y = arcsinz. Ako nacinimo kompoziciju s funkcijom sin, dobi-
vamo

siny = sin(arcsinz), odnosno siny = z.

Tako smo funkciju arcsin zapisali u implicitnom obliku, pa je tako mo-
zemo i derivirati (vidi Poglavije D.2.6, str. 140):

cosy-y =1 = y = oy

Jos treba cosy izraziti pomoc¢u z. To ¢emo uraditi na sljedeéi nacin
J - 1 B 1
+V1—sin’y V1I-—a?

Pri tome smo izabrali predznak ”+” jer je arcsin rastuca funkcija. Dakle,

, Jx] < 1

(arcsinz)’ = .z < 1.

1
V1—22
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e (arccosz) = \/%7, x| <1

Ova formula dobiva se analogno prethodnoj.
o (arctgz) = H%’ x eR.
Neka je y = arctgz. Slicno kao u prethodnom slucaju i ovu funkciju

zapisat ¢emo u implicitnom obliku
tgy = .
Deriviranjem ove implicitne funkcije, dobivamo

1
cos?y

Yy =1 = ¢ =cos?y.

Jos treba cos? y prikazati pomoéu x = tgy:

,  cosy cos?y /:cos’y 1 1
1 cos?y+siny/:cos?y  1+tg2y 1+ a?’
Dakle,
arctgz) = ——, v cR.
(arctga) = 12—, @

e (arcctgx) = 1_;;27 r€eR

Ova formula dobiva se analogno prethodnoj.

f) Derivacije hiperbolnih funkcija: sh, ch, th, cth

Formule (D.37) — (D.40) za derivacije hiperbolnih funkcija jednostavno se
dobivaju primjenom Teorema 1, str. 261.

g) Derivacije area funkcija: arsh, arch, arth, arcth

e (arshz) = \/1}%7,
Neka je y = arshz, ili u implicitnom obliku

z €R

shy = z.
Deriviranjem ove implicitne funkcije, dobivamo

1
chy -y =1 = ¢y =—.
chy
Kako je ch?y — sh?y = 1, imamo

, 1 1
y = = .
+v/1+4sh?y V1422

Pri tome smo izabrali predznak "+ jer je arsh rastuca funkcija.

Dakle,

1
(arshz) = —, z €R.

V1t 22
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e (archzx) = \/ﬁ, |x] > 1

Ova formula dobiva se analogno prethodnoj.

e (arthz) = 5, |2/ <1

1—z2>

Neka je y = artha, |z| < 1, ili u implicitnom obliku
thy = z.

Deriviranjem ove implicitne funkcije, dobivamo

1
Cthy’= 1 = y =chy,
;L ch?y B ch?y /: ch?y B 1 1
Y 1 ch?y —sh?y /: ch’y 1—th?y 1—a%
Dakle,
1
(arthx)/ = m7 |{E| < 1.
o (arcthz) = 15, |z|>1

Ova formula dobiva se analogno prethodnoj.

Primjedba 2 Pokusajte formule za derivacije ciklometrijskih (odnosno area) funk-
cija izvesti na osnovi poznavanja derivacija trigonometrijskih (odnosno hiperbolnih)
funkcija i pravila za deriwiranje inverzne funkcije.
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5 Distributivnost vektorskog mnozenja prema
zbrajanju vektora

Treba dokazati sljedece dvije formule:

oL

+
_|_

oL S
SOy

X
X

QL 0y

c=dax
) =X
Dokaz. Zbog antikomutativnosti vektorskog produkta dovoljno je dokazati samo prvu
jednakost. Neka je d = @ + b. Projicirajmo vektore u ravninu okomitu na vektor ¢ (vidi

Sliku 4). Dobivamo vektore d’ﬂ b id. Pritome se paralelogram odreden vektorima a i b
projicira u paralelogram $to ga odreduju vektori aib.

y

>
i
|
|
|
|
|
|
|
Q
S
~

ST

N~~~ -~

Slika 4

Povecamo li stranice toga paralelograma ¢ puta dobivamo

o - R
cd' = ca’ + cb’.
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Sada zarotirajmo citav paralelogram za 7 rad u negativnom smislu (u smjeru kretanja
kazaljke na satu) oko vektora ¢. Tom rotacijom vektori a, b , d’ redom prelaze u vektore
a”, b, d". Osim toga, dobivamo:

ed’ = ca’ + cb’ (*)-

Bududi da je
a”’ =a' = asin(a,?)
b’ = = bsin(b, )
d" =d' = asin(d, )
te da je . . o
d"1de a" 1Laé b Lbé
prema definiciji vektorskog produkta, jednakost (x) predstavlja jednakost

-

(@+b)xC=axC+bx¢



270

Upute i rjesenja zadataka

UPUTE I RJESENJA ZADATAKA

U. Uvod: Pripremni materijal

Z.U.1. Grupoid (N, +) nema neutralni element za zbrajanje.

Neka je (G, o) grupoid.

Z.U.2.

a)
b)

Neka su e i ¢/ neutralni elementi. Tada je eoe’ = ¢’ (e je neutralni
element) i eoe’ = e (¢ je neutralni element),

Neka su z’ 1 2” inverzni elementi za isti element x € G. Tada je
zox' =2'ox =e, zox"” = 2" ox = e. Zbog asocijativnosti binarne
operacije o imamo " = 2" oe = 2" o (zo2') = (2’ ox)ox =
eox =z.

Z.U3. (1-2)—3#1-(2-3),1-2#£2—1.

Z.U.6.

72.U.7.

Z.U.8.

Z.U.11.
7.U.14.

1)
2)
4)

D Ot

C

)
)
a) x
) x
)

a

2yl = /(2y)? = Va2 \/y? = |z|ly],

postupite sli¢no kao pod 1),
2 —yl = V(z—y)? = Va? — 22y —y? < /22 +20ally +y? =
V2| +1y)? = llz| + lyll = =] + [y,
vidi Primjedbu U.5,
postupite slicno kao pod 4).
b) x =4,

(—— 4), d) z € (—o0,—2).
reER4e2<r<4e4<2r<87<2r+3<1l&
2+ 3 €[7,11].

U zadacima b) — h) postupite sli¢no.

Uputa: ng = 25.

a) Rez = -2, Imz =6, b) Rez =10, Imz = -8,
c) Rez=—-6,Imz =6, d)Rez=-2,Imz=17,
e) Rez=-10,Imz =5, f) Rez =27, Imz = 11,
¢)Rez=15,Imz =0, h) Rez=2,Imz =0,
i)Rez=—-1,Imz =0, j)Rez=0,Imz = —1,
k) Rez=0,Imz =1, ) Rez=—-1,Imz =0,

m) Rez =12, Imz = /50, n) Rez = —3v/2, Imz = 0.
Z.U.16. Neka je z = a + b, w = ¢ + id.

a)

|zw|? = |(ac — bd) + i(ad + be)|* = (ac — bd)? + (ad + be)? =
a?c? +b2d? —2abcd+ (a?d? + b202+2abcd) (a? +b2)(c +d?)
|2]2|w]|?. Kakoje |w| = Jw|iZ = |w|2zw to je ’—| = 2 |zw| =
iE

= Jwl

|w|2|Z||UJ|
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7.U.17.

Z.U.19
7.U.20

7.U.21.

7.U.22.

7.U.23.
7.U.24.

Z.F.2
Z.F.3

¢) Pomocu jednakosti e) iz prethodnog zadatka i tvrdnje b) iz ovog
zadatka dobivamo: |z+w|*= (z4+w)(z+w) = (z+w)(Z+w) =
22w+ 20+ zw= |2|*+ |w|[*+2Re(2w) < |2]* + |w|? + 2|zw| =
|22 + |w]? + 2|z||lw| = (|z| + |w|)?. Sada dobivamo i drugu
nejednakost: |z —w| = |z + (—w)| < |z| + | — w| = |z| + |w],

d) Izl = wll = /(2] = [w)? = v/[2]> + [w]? — 2[z][w]

< V2P + w4+ 2 + 2z[lyl = /(2] + [w])? = |2] + Jw],
¢) lz—w = (z—w)(z—w) = |22 + |w]® - (200 + Fw) = |2]? +
|w|? — 2Re(zw).

Uputa: Trazeni skup je
a) presjek zatvorenog kruga radijusa 2 s centrom u tocki (1,1) s
otvorenim krugom radijusa 1 s centrom u tocki (1, 0),
b) imaginarna os,
¢) poluravnina x > —3.

V2 —ivV2, V2 +iV2, —V2 +iV2, —V2 - V2.

Uputa:
a) Izracunajte treée korijene iz 1 — i,
b) Izracunajte korijene odgovarajuée kvadratne jednadzbe.

(n—k)!
m ol nn=1-m-k+)) (n—k)(n—k—-1)---2-1
(n) = - Bl(n—Fk)]
_ n(n—1)-(n—k+1)
- k! '

Uputa: Tvrdnju je lako provjeriti za n = 0 i n = 1. Nadalje,
pretpostavite da je tvrdnja istinita za svaki skup S koji nema
vise od n elemenata. Neka je sada S = {x1,z2,...,2n, Tnt1} i
S ={x1,x2,..., 2} = S\{Zn4+1}. Sve k-clane podskupove skupa
S podijelite u dvije grupe: one koji ne sadrze x,4; (ima ih ko-
liko i k-¢lanih podskupova od S’) i one koji sadrze z,41 (ima ih
koliko i (k — 1)-¢lanih podskupova od S’). Prema induktivno]
pretpostavci, prva grupa ima (Z), a druga (kﬁl) podskupova.

720.
Uputa: a) (1-1)"=0, b) (1+1)" =2

F. Funkcije

akon T'=10s b) D(h) =[0,T]

N
a) D(f) = (=00, =1JU[1,+00)  b) D(f) = [2,+00)\{4}
¢) D(f) = (=00,0) d) D(f) = R\{-1,1}
e) D(f) = R\{3} f) D(f) = 0.
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Z.F.4 a)(-52) Db)R\{-2,i} oR
d) (4,+00) e R f) R\{1}

Z.F.5 Nije. Ako svi studenti imaju razli¢ita imena, onda je f injekcija. Ako
barem dva studenta imaju isto ime, onda f nije injekcija.

Z.F.6 24
Z.F.7 a) f je injekcija, ali nije surjekcija, pa onda ni bijekcija.
b) g je surjekcija, ali nije injekcija, pa onda ni bijekeija.

¢) h je surjekcija i injekcija, pa onda i bijekcija.

Z.F.9 a) strogo monotono padajuéa b) strogo monotono rastuca

¢) monotono rastuca d) strogo monotono padajuéa na R_
i strogo monotono rastuca na R

e) strogo monotono padajuéa f) monotono padajuca
Z.F.10 f(fYz)=f(3z=1)=ki(z—1)+l=2
@) = ko) = g((kz+ ) ) ==

Z.F.11 Najprije treba odrediti pravac koji je okomit na pravac y = kx +1[, a
koji prolazi tockom Tj. Dobivamo:

1
Y= _E(x — o) + Yo-

Nakon toga treba odrediti sjeciste Ts ta dva pravca. Trazena udalje-
nost d tada je
d— |k$0+l—y0|

V2 +1
Z.F.12 a) St =(—00,0)U(0,1)U (3, +00), S~ =(1,3)
b) S = (=2, ~1) U (2, +00), S7=(-00,-2)U(-1,2)
¢) ST =R, S™—=0
d) ST =(0,3)U (5, 400), S§7 = (~00,0) U (3,5)\{~1}
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Z.F.13 21 = 5(—p—/p? —4q), xa = 5(—p+ /p? —4q) = 21+ 12 = —p,
21w = $[(—p)% — (p® — 49)] = q. Za jednadzbu az® + bz + ¢ = 0,
a # 0 Vieteove formule glase x1 + x2 = —%, T2 = L.

Z.F.14 a) f(z) =2+ 3)*-32, T(-3,-2), z12=3(-1+iV3)
b) f(.’IJ) = %(.’IJ - 3)2 + %7 T(?’v %)7 1,2 = %(6 + Z\/é)
c) f(x) =5(x —1)% -7, T(1,-7), z12=1+1V35

Z.F.15 f(2) =10, f(—3) = —1030, £(12) = 663740

Z.F.16 Neka je P(z) = a,a™ + ap_12" 1 + -+ a12 + ap. Tada je Q(x) =
bp_12" 4+ by_9x™" 24+ -+ b1z + by. Treba odrediti b,_1, bp—a, ...,
b1, bo; r, tako da bude P(z) = Q(x)(z — a) + r, odnosno

—1

anz"+ an12" T+ a1z + a0 = (bpo12" T bpooz™ bz + bo)(z — a)+r

=bn_12" + (bn-z — abp_1)z" "' + -+ + (bo — ab1)z + (r — abo)

Koristeéi Definiciju F.4, str. 44 o jednakosti dva polinoma, dobivamo
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ap = bp_1 bp—1=an

(p—1 =bp_2 —aby,_1 bp—2 = apn_1 +ab,_1

(p—2 = bp_3 — aby_2 bp—3 = apn—2 + abp_2

. # .

as = by — abs b1 = as + abs

a1 = by — aby bo = a1 + aby

ap =1 — aby r = ag + aby

Z.F.17 a)z1=-3,02=2, 13=5 P(e)=(z+3)(z — 2)(z — 5)

b) z1==7, x2=—4, 23=0, 24=6 P(z)=(z+7)(z +4)z(z — 6)
¢) wi=—3%, 2p=2 23=3 P(z)= (22 + 1)(3z — 2)(5z — 3)
d) z1=-2,22=3, 23=3, 34=1 P(a)=(32+2)(2z—1)(do—3)(z—1)

Z.F.18 (i) Neka jen = 1. To znaci da promatramo polinom prvog stupnja
Py(x) = a1z + ag, ap,a1 € R, a1 # 0. Kako je P(x) = 0 samo
za T = —Z—‘l’ € R, polinom P; samo jednu realnu nultocku, $to
se uklapa u tvrdnju;

(ii) Pretpostavimo da svaki polinom n-tog stupnja ima najvise n
realnih nultocaka;

(ii) Treba pokazati da svaki polinom (n+1)-og stupnja ima najvise
(n + 1)-nu realnu nultocku.

Neka je P,41 proizvoljni polinom (n + 1)-og stupnja. Ako on
nema realnih nulto¢aka, dokaz je zavrsen. Ako je x( realna
nultoc¢ka polinoma P, 41, onda prema F.13 mozemo pisati

Poja(2) = (x = m0) Pa(2),

gdje je P, neki polinom n-tog stupnja. Kako po pretpostavci
indukcije P, ima najvise n realnih nul-to¢aka, onda polinom
P41 (za koji znamo da ima barem jednu realnu nul-tocku z)
moze imati najvise (n + 1)-nu realnu nul-tocku.

Z.F.19 a) 2w+w1+1) = 2(;11) + 2(a:l+l)
b) 2= 5z2+6z:6%_m+ﬁ
c) z4+2z3—z2+4z 6 337(;547—2) + 6(1:1—1) + 22(z1+3)
d) 2ol — T Ly 5o 2
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Z.F.20

Z.F.21 a)x:—8/3 b) z =3, c)r=3

Z.F.22 a)r=—1% a0= b) I c) W10 = 1.25893
d)2+2\/— 482843 e)x1 =2, 20=5 f)ax1=1,20=16

Z.F.23 a)03 b)0.125 ¢)1.8

Z.F.24

Z.F.25 1°= g5rad, 30? = & rad, 45 = Frad, 60°= % rad,
62° = 0.344rad, 73°=0.4056rad, Frad=30° {5rad =157

1.3rad = 74.48°,

1rad = 57.296°
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Z.F.26 D(ctg)=R\{kr:kecZ}

Z.F.27
Z.F.28
Z.F.29 a)tg(arcctgx) = m =1 b) ctg(arctgx) =

1 -1
tg(arctgz) — =
U c) i d) treba iskoristiti ¢injenicu da vrijedi ctgr = tgz(§ — ),
odnosno tgx = ctg(§ — x).

U e) i f) treba iskoristiti jednakost sinu = v/1 — cos? u, odnosno
cosu = \/1—sin?u.

U g) i h) treba iskoristiti jednakost cosu = ———, odnosno
V1+tg?
tgu o

sinu = —=—=.
v 1+tg2u
2sinucosu 2tgu

U i) i) treba iskoristiti jednakost sin2u = ZZhat = 4o,
cos>u—sin?u _ 1—tg’u
cos? u+sin?u ~ 1+tg2u”

odnosno cos2u =
Z.F.31 a) domet= ? sin 2c = 82 568.8m, vrijeme letaz% sina = 129.7s
b) maksimalna visina=2 sin’ a = 20 642.2m
Z.F.32 z(t)=wvot, y(t)=-%*+H, y)= —ﬁaf +H
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Z.F.33

Z.F.34

a) Kruznica:
b) Kruznica:
¢) Kruznica:
d) Kruznica:

e) Parabola:

)

f) Parabola:
g) Elipsa:

h) Elipsa:

i) Elipsa:

j) Hiperbola:
k) Hiperbola:
1) Hiperbola:
m) Elipsa:

n) Hiperbola:

—~
N
~
ot
N
o

a=5,b=1+/5,5(0,0)
a=3,b=09,5(0,0)
a=%b=4,5(0,0)

a=5,b=3,5(0,0)
a=3,b=4,500,0)
a=2b=2,500,0)
a=3b=2 5(23)
a=15b=3,5(1,2)
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Z.F.35
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Z.F.36

Z.F.37
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N. Nizovi

Z.N.1. a)a,=(-1)" Dbla,=1+(-1)", <¢)ap,=3n—2,
d) a, =n?—2.

Z.N.2. h, = ho (3)".
Z.N.3. a) a, = —4+ (n—1)3.

Z.N.4. Uputa: Prirodnih brojeva koji su djeljivi s 19 i manji od 5000 ima

[%80] = 263. Treba odrediti zbroj prvih 263 ¢lanova aritmetickog

niza s opéim ¢lano a,, = 19n. RjeSenje: sqo63 = 659604.
Z.N.5. Uputa: tre¢i clan niza oznacite s z. Tada trazeni niz glasi:
q%’ %7x,xq,xq2,xq37 ... . Nadalje je 22 = 144, odakle je x = £12.

Iz jednadzbe % + x4+ xq = 18 odredite q. Za x = —12 je g1 = —2
q—2:—%. Zax =12, q € C.

Z.N.6. n = 14.2 godina. Uputa: Cor™ =2Cy = n = %.

Z.N.8. a)0, b)-1,1, ¢)0, d)0,3, 3,2
Z.N.10. a)e? b)e, c)e 3 d)e 2

Z.N.11. Uputa: prvo potencirajte.
Rjesenje: a) —oo, b) —oo, ¢) =%, d)0, e) 0, f)2.

Z.N.12. Uputa: Pod a) i b) podijelite brojnik i nazivnik s n®, a pod c) i d) s
n.
Rjesenje: a) 7, b) 3, ¢) 0, d) oco.

Z.N.13. Uputa:
a) Iz rekurzivne formule vidi se da je niz strogo rastuéi.
Matematickom indukcijom pokazite da je a, < 2, n € N.
Prijelazom na limes dobiva se a = v/2 + a, gdje je a = nleréo A,

odakle je a = 2.
b) a,= %%1 — 0.
¢) Prvo matematickom indukeijom pokazite da je ovaj niz odozgo
omeden s %, a zatim pokazite da je ovaj niz strogo rastudi.
Prijelazom na limes iz rekurzivne formule dobiva se da a,, — %
d) a, — .
Z.N.14. Uputa: Prvo matematickom indukcijom dokazite nejedenakost
2
%<2”,nEN,odaklejeO<2ﬁn<%.
R. Redovi

Z.R.1. a) Geometrijskired sa sumom s = 1_% =2,
2
b)  Geometrijski red s kvocijentom ¢ = 21=%. Ovaj red je konvergen-
tan onda i samo onda ako je ¢ = 2'7% < 1, tj. a > 1.

¢) Red divergira, jer nije ispunjen nuzan uvjet za konvergenciju.
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Z.R.2. a) S RN BRI o (I N
s ) G = mpTnyEar) Sn T 2 @FDERT) T 2 20 \ %1 T 9RHT
_1 1 1
—§<1—m>73nﬁ§»
b) _ 1 _ zn: 1 _1 zn: 11
Un = Brn—2)@Brt)’ S0 = & BE2)ERD) T 3 2 \BR2 T BRI
_1 1 1
5(1—m>’3n—’§:
n
_ 1 _ _ 1
c) n = Qnts)r Sn = E kk+3 - kZ:l(E_ F+3 )
_1 1 1 11
—§<1+ +__n_+1_n_+2 _n_+3>78”_>ﬁ7
d) an= n(n+1)(n+2>’ Sn = ;;1 k(k+1)(k+2)
n
_1 1 1 1 1 _1(1 1 1
—akﬁ_ll[(z—m)—(ﬁ—m)} _§<§_n_+1+n_+2>’
Sn— T,
n n
_ (1" 1\» _ 1\k 1k 1=t
) an = (3) T () e = X @)+ XGE) = i
_(Lynt1
1&7); -2, 8, — %

3

Z.R.3. Uputa: Rastavite opéi ¢lan reda na parcijalne razlomke.

Rjesenje: a) 1L, b) 2, ¢) &L, d) -2, e) i, f) 1

Z.R.4. a) a, < 7, red konvergira,
b) a, > -, red divergira,
C)  an >3 ) red divergira,
d) a,< =2 2)27 red konvergira,
e) ap> (n+2)2, red divergira,
f) an< 3/27 red konverglra
g) ap= \F+\/_ 2n7 red divergira,
_ 1 .
h) a,= n(\/—+\/—) < G red konvergira,
i) ap> 1, red divergira.
. n . 1 n . .
Z.R.5. a) nler;o aa_:1 = nhigc (9 I = 00, red divergira,
b) lim % = lim (1+ 1)" =e¢, red divergira,
n—oo " n—oo
c) nlL»rrolo a;—:l = nlglgc (1+ %)n n+r1 = 0, red konvergira,
. n . 1\" 1 .
d) nlin;o aa—zl = nh—{go (1+ 1) 3@ = 0, red konvergira,
. " . 4 .
e) nlirréo aa—:l = nler;O m = 0, red konvergira,
. Any1 . (n+1)2 _ .
f) nlL»Irolo - = nhigc n2(n+3) = 0, red konvergira,
. Any1 .
g) nler;o - = nhigc T3 +3) = 0, red konvergira,
h)  lim 2 = lim (n+ 1){/1+ 25425 = oo, red divergira,
n—oo n—oo
i) lim 22 = lim = (n+1),/5555 = oo, red divergira.
n—oo n—oo
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Z.R.6.
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a) lim ,/a, = lim % (1 + %)n = 5, red divergira,

n—oo n—oo

2\
b) lim ,/a, = lim (H"f ) = e, red divergira,

n— o0 n— o0 1+TT2
c) nler;o Van, = a, ako je 0 < a < 1 red konvergira, dok za a > 1 red
divergira,
d) lim /a, = lim 2 {/2 =0, red konvergira,
e) nler;o Van = nhm ;‘l—r =0, red konverglra
f) lim \/a, = hm 2 \/—\/_ , red konvergira,
n—oo 2
g) lim ,/a, = lim n ({i) = 00, red divergira,
1 vn _ ; :
h) nlim Van = hm ( o7t ) red konvergira,
i) nlin;o,/an = hm 2nJrl(\/_) =0, red konvergira.

Z.R.7. Svi redovi konvergiraju.

Z.R.8.

Z.L.1
Z.L.2
Z.L.3

a) uvjetno konvergentan, b) uvjetno konvergentan,
¢) divergentan, d) uvjetno konvergentan,
e) uvjetno konvergentan, f) apsolutno konvergentan.

L. Limes funkcije. Neprekidnost

a)—1 Db)2 c¢)+oo d)+oo e) 4o ) -0

a)0 b)I ¢)o0

Ima prekid prve vrste u tockama —1 i 2. Naime, lim1 fla)=-11#
mllr_nH_f( x) =11, odnosno lim =2 # hm f(z) =4 (vidi sliku).

T—2—
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Z.L.4 a) Kakoje f(—1) = —21i f(0) = 6, na intervalu [—1,0] nalazi se
jedna nultocka. Druga nultocka je na intervalu [1, 2] jer je f(1) =
41 f(2) = =2, a treéa je na intervalu [4,5] jer je f(4) = =2 i
£(5) = 16 (vidi Sliku a)
b) Kakoje f(—=2) = —61 f(—1) = 1 na intervalu [-2, —1] C [-2,0]
postoji jedna nultocka (vidi Sliku b).

¢) Ne postoji ni jedna realna nultocka na [—4, 4] (vidi Sliku c).

Z.L.5 a)lazna b)lazna c) istinita d) lazna
Z.L.6 a)33.3°C b)opadaza 7.5°C c¢) 20.5°C

22 —4x—5 _

ZLT )l f@) = lip @Qr-4) =6, T flo)= iy =0 =
lim E=ED — iy (2 4 1) = 6.
z—5+ x r—54
b) Funkcija je neprekidna u tocki zg = 5 jer je
Jim f(r) = T f(z) = lim f(5).

¢) Funkcija f je neprekidna funkcija jer je neprekdina Vo € R.

Z.L.8 Nije jerje lim f(x)= lim f(z)=0,al f(-1)=1.

Z.L.9 a)3 b2 o2 4L eo0 f) L
g)l/e h)1 i)oco j)l/e k)2 e
D. Derivacije
' gtAE ~ag (zotAz) 1 1
1 z z =z 13 zo— (T T) 7. — _
ZD-1 fiwo)= Jim =550 = im cGrdnar = A0 moweas — T3

n_gmn

ZD.2 a) f/(w) = Jim Letberad

I (m8+nm371Az+#mﬁszz2+---+nm0Az”’1+Az")—z(’,”
= 1m
Az
A 0
f—) Am(nmg_l_‘_n(n271)zg—2Az+“.+Al‘n—l) n—1l
= lim Az = nx

Az—0
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1 1 n n
b)  f'(zmo)= lim ECE F iy _fo{zoiAs)

A0 Az Ax—0 T (TotAz)" Az
— lim 7nwg_1Aw77"("2_l)wg_2Aw2 e
) zll (zotAz)" Ax I T

ZD.3 lim L@=IW—aleml) _ iy 2Ploalml) iy (p 4 ] — ) =2 —a.

r—1 = rz—1 rz—1

Linearni aproksimand je I(z) =1+ 2(z — 1) = 2z — 1.
ZD.4 cos(zg+ Ax) = cosxg — Az sinxg

tg (zo + Ax) ~ tgxo +

ctg (zo + Az) =~ ctgzp —

cos2 o
Az
sin? xq

ZD.5 Opseg O kruga radijusa r je O = 2rm. Zato je dO = 2ndr. Za
dr = 0.5m imamo dO = 3.14m. Uze treba produziti za 3.14m.

ZD.6 a)ax; =—1.14619 z, = 1.84141
b) = —1.86081, 75 = —0.2541, 3 = 2.11491
¢) 21 = 0.283248, 25 = 0.904673
d) = 2.47266

ZD.7 Nijejerje lim JOHEDIO — Jiy VA _ gy 1 = o,

— lim Vzo+Az—\/To \/ro+Az+\/To
Az—0 ?w g AT Az Voot Az t/zo
Az)—z . 1 1
— lim —F+aT)=To |y —
Aa:—»O Aw(\/mo+Aw+\/wo) Az—0 VTo+Az+/To PAVETR Zo 7& 0

b)  lim \/M 7 = lim YEoYoZorir _ iy VI Veoddr
Az—0 Ar—0 DoVE0VE0TAE | Ap— DoyEoVaotAe
mwm lim —1 — _ -1 zo #
VEotVEoTAT | A0 vVEoVEotAT(yZotVaotAr) | 2@oya@o’ 0
0
ZD.13 a)y =arctg\/T+ 2(1—‘/503) c)y =arcsinx e)y = @

b)y' = \/\{;3 +arccosy/1—3x d)y = 1214 f) y' = 2sh2x
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ZD.

ZD.

ZD.

ZD.

ZD.

ZD.

ZD.

ZD.

14

18
19
20
21

23

24

26

(14z)»t1>
c) (ze®)™ =e*(x +n), neN d) (vz (N):%\/%f)”7 neN,

(—DN=1,11=1,31=1-3...

(n) n
a) (eosa) ) =eos(atnE), neN b) (115)" = U e
)

_ 45 18v5
=52t 15

Yy
) zl—ay
T y?—azx
a) ¥"(20) = — 5y D) ¥ (20) = ~ a2

Neka su z1,22 € R (21 # z2) nultocke funkcije f, tj.

f(z1) = f(z2) = 0. Prema Rolleovom teoremu tada postoji barem
jedna tocka xg € (x1,x2) takva da je f/(xg) = 0.

Oznacimo G(z) = G1(x) — Ga(x). Kako je G'(x) = G (x) — Gh(x)

= f(x) — f(z) =0 Vz € (a,b). Prema KorolaruD.1 G je konstanta.

a) G(z) =2° — WVa3 4 Tz + ¢ b) G(z) = —2cosz +sinz +c

¢) Glz)=xzlnzx —x+c¢ d) G(z) =e"+¢
a) () = —e™® < 0 Yz € R. Funkcija f strogo pada na ¢itavom
R.

b) f'(z) = 62? — 62 = 6x(x —1). Zax € (0,1) je f'(x) <0, pa na
intervalu (0, 1) funkcija f strogo pada, dok za z € R\ [0,1] je
f'(z) > 0, pa tu funkcija strogo raste.

c) fl(z)= (1_2%)2 Za x > 0 funkcija strogo raste, a za = < 0 pada.

d) fllz) = zigl. Za |z| < 1 je f'(z) < 0 pa na intervalu (—1,1)
funkcija f strogo pada, a izvan tog intervala strogo raste.
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ZD.27

ZD.28

ZD.29

ZD. 30

ZD.31
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a®—1 L

. _ . x
a) lim 2= =" lim alﬂ — Ina
z—0 T z—0
1 >_1 L H 1 a—1
b) lim 4=t lim % —a
n—0 n n—~0
- 2 L'H ..
z"—5x+6 _ (0) 2 20—5 _
c) IILmQ ©2—3z+42 (0) = 11312 So—g = —1
1
. z—arctge L'H -1 . 1 1
d)llng hmTEI::hmng
z—0 z—0 20
Inx L H L : sin x 0
a)  lim =% lim =25 = lim 3Bz — (2
) z—0 Insine (OC) z—0 sinz r—(0 T COST (0)
L'H li cosx _
T g pcosz—xsinz
L H 2cos 2x . 2
b llm Insin 2z = llm sin 2m — hm cos2x __ 1
) 2—0 Insinx (oo) 20 o5z 10 cos? ¢
1 r 1\ _ _ zlnz—x+1 _ (0
a) lim (55— 75 ) = (00 — 00) = lim lnemst — (8)
L'H . L H
—~=" lim llnw+11_31l = lim — wlnmil _ (%) lim llnw«{ll _ %
r—1 Inz+ r—1 Tlnz+x e nrt+l1+1
. sin 2 0 . 7% cos 2
b) lim wsin2=(0-00) = lim “t= = (2) = lim —=Z =
T—00 T—o0 T 0 T—00 z2
= lim 2cos 3 2 =9
T—00
1 3 __sinz
a) InA= hm (In(cosx)=?) = hm Lincosx = (%) = lim —g==
T
01 z—0
. L'H . : i
:_lhmtg_ﬂﬂ:: —lhm cw?s 1l s A %
2,50 ) 2,50 1 2 .
b) InA=lim(lnz**?*) = limsinzlnz = (0- c0) = lim 4L = (%)
z—0 r—0 0 T
L'H .. cosx : - xcoszk 0
= lim S5 = —lim 55 =0 = A= =1

c) A= hm (lln(l —x)t8Tr) = hm tgm: In(1 —z) =(0-00)
sin® wax __ (%)

_ ln(l z) _ (oo
- hml ctgmx T (;) - hm m(z—1)
zhmw:hmsm?mc:O:A:e =1

r—1 7'r rz—1

Kako je ukupna povrsina posude zadana s wdh + 2%27r7 a volumen
sV = %271'}1, onda ukupnu povrdinu mozemo izraziti kao P(d) =
%dz + 4%. Kritiéna tocka funkcije d — P(d) je d* = { %. Kako je
P'(d)<0zad<d*iP(d)>0zad>d* ud se postiZe minimum

funkcije P. Odgovarajuca visina posude je h* = ﬂd*g Dakle 2 =1
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ZD.32

ZD.33
ZD.34

ZD.35

ZD. 36

7ZD.37

a) Maz(e, 1) b) Min(e,e)
¢) Min(0,0), Max(2, %) d) Min(3,-84), Max(—5,172)

A(—%, 15—4), Amin = 3.715

Treba pronaé¢i minimum funkcije d(t) = \/(—24t + 12)2 + (12¢)2. Do-
bivamo dpin(2) = 5.367km.

20—z

Stranica kvadrata je a = 7, a radijus kruga r =

27
maksimum funkcije P(z) = 1; + W(Q?L;ff)z. Dobivamo x* = 11.2m,

povréina kruga je 6.16m?2, a povrsina kvadrata 7.84m?.
Povrsina trokuta je P(9) = Sa(9)v(9), gdje je 2a(d) = rsindiv(d) =
s 1,2

rcost. Prae(§5 = 57°.

. Treba pronaéi

= Z_

a) I(1,0), na (—oo, 1) konkavna, na (1, +00) konveksna

b) I (—1,1n2), I(1,In2), na (—oo, —1)U(1, +00) konkavna, na (—1,1)
konveksna

c¢) I(1,—1), na (—o0, 1) konkavna, na (1, +o00) konveksna

287
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)

N
Sl

ZD.38 a) Min(2,0), Max(%,22), I(3,
b) Maz(e, 1), I(Ve3, =)
¢) Max(3,2%), 1,(0,0), I5(1.27,0.57), I5(4.73,0.93)

ZD.39 a) D(f)=R\{-2,2}, funkcija je parna, nul-tocka: z¢ = 0, asimp-
tote: * = =2, x =2, y = 0, ekstremi: Max(0,0), tocke
infleksije nema

b) D(f) = R, funkcija je neparna, nul-to¢ka: xo = 0, asimptota:
y = 0, ekstremi: Min(—2,—1), Max(2,1), tocke infleksije:
L(0,0), L(-2v3,—%), I(2V3,%)

¢) D(f) = R, nul-tocka: zy = 0, asimptota: y = 0, ekstremi:
Max(1,1/e), tocka infleksije: 1(2, %)

d) D(f) = R\ {1}, nul-tocaka nema, asimptote: z =1, y =0,
ekstrema nema, tocke infleksije nema

e) D(f) = R, funkcija je neparna, nul-tocka: xy = 0, asimptota:
y = 0, ekstremi: Maz(1, ﬁ% Min(-1, _ﬁ% tocke infleksije:
Il (07 0)7 12(_\/37 _\/5673/2)7 -[3(\/§7 \/3673/2)

f) D(f) = R, nul-tocka: =x9 = 0, horizontalna asimptota:
y = 0, ekstremi: Maxz(2,%), Min(0,0), tocke infleksije:
1,(0,59,0.19), 15(3.41,0.38)
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ZD.42

ZD. 43

ZD.44

ZD. 45

ZD. 46

a) Th(x)=1+x+a>+ - +a"

b) To(a) =1+ & + & 4. 4 2

) Tu() =% -5+ & — 2 4. (—1)nHis
a)l—a?+at —ab+ - (=) 4+, ze(-1,1)
b)x— L 42 o (—D)E L e (—1,1)
c)l—x—i—ﬁ—#—i— (=) 4, zER
A1+ +& 4+ +g5+-, z€R

r+s+ L+t E o+, zER
Hl+a?+ 8 +4 + -+ ..., zeR
g)x+x2+§—w5—5+ , z€R
a)ln(l—x):—x—§—§—~-—%—-~-, xz € (—1,1)
b) In B2 =In(1+ 2)~In(1 — &) =2(2+ L 4+ L) 2 e (0,1)
c)arcsinx:x—i—%%—f—%%—i—%#—i— -,z e [-1,1]
cosx ~ 1 =Ty(x), |Eo(z)| < ””2—2

cosr ~ 1 — ””2—2 = Tr(x), |Ea(z)| < g
cosx%l—gi+%:T4(ac), |E4(ac)|<%

Tocka zo = a je jedina kriticna tocka. Ako je n paran, u toj tocki
funkcija postize lokalni minimum. Ako je n neparan, xg = a je tocka
infleksija.
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ZD.47 U ovom slucaju Teorem D.16 i Korolar D.5 ne mogu se primijeniti.
Koristenjem dovoljnog uvjeta B1, str. 156 moze se ustanoviti da ova
funkcija u tocki zg = 0 postize lokalni minimum.

LA. Linearna algebra

LA. 1 Uputa: upotrijebite Teorem LA. 2.
LA.2 a) Q(ga _5a4)7 b) Q(3a473)
LA.3 a) 2d—T7b+4¢= —2i—3j — 12k, [2d — 7b + 48 = V157
b) @+b+c=i+3]+3k |a+b+d =19
¢) —3@+b—¢E=—Ti—5)+3k, |—3d+b—d =33
LA. 4 Uputa: upotrijebite poucak o kosinusima.
LA.53-(bx &) =—b-(dx &) =—T9.

LA.7 Ne, jer grupoid (V,®) nije asocijativan, nema neutralni element i nije
komutativan.

LA.8 a) (2,0,3)=2(1,0,1)4(0,0,1),

b) Uputa: vekt. jednadzbu A;(1,0,—1,1,2) + A2(0,1,1,2,3) +
A3(1,1,0,1,0) = (0,0,0,0,0) zapisite u obliku sustava od 5 jed-
nadzbi s 3 nepoznanice, a zatim pokazite da taj sustav ima samo
trivijalno rjesenje, tj. (A1, A2, A3) = (0,0,0).

LA.9 Uputa: upotrijebite Teorem LA. 3.

LA.10 Uputa: Ispitivanje linearne nezavisnosti svedite na rjeSavanje odgo-
varajuéeg sustava od n jednadzbi s k nepoznanica. Istovremenom per-
mutiranju komponenti kod vektora odgovara permutiranje jednadzbi
toga sustava.

LA.11 Uputa: kao i u prethodnom zadatku, ispitivanje linearne nezavisnosti
svedite na rjeSavanje odgovarajuéeg sustava linearnih algebarskih jed-

nadzbi.
LA.12 Otito da polinomi 1,x,x2,...,z" generiraju P,. Ti su polinomi lin-
earno nezavisni, jer jednakost p(z) := A1 + Xz + -+ + Az = 0

moze vrijediti za sve x € R jedino ako je p nulpolinom, tj. ako je
Ai=0,i=1,...,n. dmP, =n—+1.
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LA.

LA.
LA.
LA.

LA.

LA.
LA.
LA.

LA.

LA.

LA.

13

14
15
16

17

18
23
24

25

26

27

x+y° = x—y[’ = (x+y,x+y) - (x—y,x—y) = (%) +2(x,y) +
(v,y) = [(x,%x) = 2(x,y) + (y,¥)] = 4(x.y)-

x—y[* = (x—y,x-y) = [x+y[ —2(x,y) = [x[*+[y[*—2/x||y| cos ».
A(0) = A(0+0) = .4(0) + .A(0) = A(0) = 0.

Neka je A linearan operator. Tada je A(x+y) = A(x) + A(y), odakle
vidimo da je A aditivan. Kako je A(Ax) = A(A\x+0) = MA(x)+.A(0) =
AA(x), operator A je i homogen. Obratno, ako je A aditivan i homogen
operator, onda vrijedi A(Ax+py) = A(Ax)+A(py) = V(%) +pA(y),
8to znaci da je A linearan operator.

Neka su p(t),q(t) € P,. Tada je A(Ap(t) + pq(t)) = Ap(a) + pg(a) =
AA(p(1)) + pA(q(t)).
dim M,,,, = m - n.
Formula za kvadrat binoma vrijedi kod komutativnih matrica.

P P
)\aji = )\A;‘Z, (AB);‘Z = (AB)JZ = ];1 ajkb]ﬂ‘ = kgl BZ];AEJ = (BA)U
Neka je U = [uy, ..., u,] ortogonalna matrica. Ako jednakost A\juy +
--+ 4+ A\pu, = 0 skalarno pomnozimo s ug, k = 1,...,n, dobivamo
Ar = 0, odakle vidimo da su njeni stupci linearno nezavisni. Sli¢no se
pokaZe linearna nezavisnost redaka matrice U. Kako stupaca (redaka)
ima n = dimR"”, oni tvore bazu u prostoru R".

a) simetricnost: HT = (I — 2uu’)? = I7 — 2(uu”)? = I —
2(uh)Tu? = I - 2uu’ = H, ortogonalnost: HH? = HH =
(I—2uu®)(I - 2uu?) =1,

b) Ha = a — 2(uul)a = a — 2u(ufa) = a — 2(ufa)u = a —
b—b)” b—b a—
2 (gb_g‘ a) b= — 2=E.(2(b —a)Ta+ [b - af’) + b. Kako

je [b| = |a], to je 2(b—a)Ta+ |b—al? = b?> —a? = 0 (provijerite),
a zbog toga je Ha = b. Sli¢no se pokaze da je Hb = a.

Uputa: izraéunajte umnozke AA~!'i A"TA.
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LA.28 aL)A—lzi[_;l il,)] b)A—lz[1 _1/4],

14 0 1/4
2i i 2 -8 2
c)AI:[ L , } A T=L11 4 7,
—2+i)/5 (2+419)/5 4 0 _4
-9 14 -13 9 —-14 -1
g Al=L| 1 2 5| HA'T=L| 13 -6 -5,
12 -8 —4 -2 12 2
1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 1
OAT =T 1 1 a1 ]
1 -1 -1 1
(1 -2 1 0 0 0
1 - 1 0 0
0 0 1 -2 0 0
h) A=l = ,
0 0 0 0 1 -2
| O 0 0 0 0 1]
[2—n 1 1 1
1 -1 0 0
)AL= 1 0 -1 0
1 0 0o ... —1
[ 243ci 343co
LA.29 a) X= 02 02 ] , gdje su ¢y, co proizvoljni brojevi,
1 2
r C1 27301
b) X= 9_2302 , gdje su ¢y, co proizvoljni brojevi.
L 2 1
2, A=3
LA. 30 r(A)—{S, AN£3
LA.31 a) sustavima jedinstveno rjesenje: x1 = 3, x93 =0, x5 = —5, x4 = 11,
b) sustav nema rjesenje,
c) xm = %x4 + %, To = %7 T3 = —%x4 — %7 gdje je x4 slobodna
varijabla,

LA.32 Za (A—1)(A+3) # 0 sustav ima jedinstveno rjesenje: x1 = xo = x5 =
x4 = 1/(A 4+ 3); za A = 1 opée rjeSenje glasi: 1 = 1 — x9 — x3 — x4,
gdje su x9, x3, x4 slobodne varijable; za A = —3 sustav nema rjesenje.

LA.33 a)-8, b)-3, ¢)-9, d)18.
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Indeks

Amplituda, 61
Aproksimacija, 123, 172
Aproksimant, 124-126

Apsolutna vrijednost realnog broja, 7

Argument kompleksnog broja, 16
Arhimedova spirala, 71
Aritmeticka sredina, 78
Aritmeticka sredina, 160
Asimptota, 115

horizontalna, 52, 66, 115

kosa, 115

vertikalna, 52, 115

Balisticki problem, 69, 143
Baza vektorskog prostora, 190, 208
standardna, 208
Bijekcija, 29, 31, 62
Binarna operacija, 1
Binarna relacija, 184
Binomna formula, 21
Binomni koeficijenti, 20
Broj
e, 88, 258, 260
kompleksno-konjugiran, 49
Brojevi
cijeli Z, 1
iracionalni I, 3
kompleksni, 12
algebarski oblik, 13
trigonometrijski oblik, 16
prirodni N, 1
racionalni Q, 3
realni R, 3
Brojevni pravac, 4

Cauchy, A.L., 103, 112
Cikloida, 70
Cramerovo pravilo, 237, 239, 247

D’Alambert, J.le R., 101

Derivacija, 123, 125, 126
elementarne funkcije, 138, 263
implicitne funkcije, 140
inverzne funkcije, 136

Leibnizov zapis, 133, 136, 139, 143

logaritamska, 142

parametarski zadane funkcije, 142

pravila za deriviranje, 134, 261
slozene funkcije, 135, 262
viSeg reda, 139
Descartesov list, 71, 73
Determinanta, 236
n-tog reda, 240
drugog reda, 236
treceg reda, 238
Diferncijal, 124
Dimenzija vektorskog prostora, 208
Domena funkcije, 23, 26

Ekstrapolacija, 253
Ekstrem, 37
globalni, 41, 118
lokalni, 37, 144, 155, 178
dovoljan uvjet, 156, 157
nuzan uvjet, 155
Element, 2
inverzni ili suprotni, 2
maksimalni, 6
minimalni, 6
neutralni, 2
Elementarne funkcije, 42
Elipsa, 72
Euler, L., 88, 177
Evoluta, 167
Evolventa, 167

Faktorijeli, 20



faktorizacija polinoma, 49

Faza oscilacije, 61

Fermat, P., 144

Fourier, J.B., 123

Funkcija, 23
analiticka, 175
arccos, 63, 266
arcctg, 64, 266
arch, 67, 267
arcsin, 62, 265
arctg, 63, 266
arcth, 68, 267
area, 67
arsh, 67, 139
arth, 67, 142
ch, 65, 266
ciklometrijska, 62, 265
cos, 99, 60, 265
csc, 61
ctg, 59, 61, 265
cth, 66
derivabilna, 125, 127
diferencijabilna, 124, 127
eksponencijalna, 54, 175, 264
hiperbolna, 65, 72, 266
implicitno zadana, 71
inverzna, 62, 67
ispitivanje toka, 163, 179
konstantna, 125
konveksna, konkavna, 34, 161
kvadratna, 43, 46
linearna, 44
logaritamska, 55, 137, 176, 263
logisticka, 55
monotona, 35, 65, 149
najvece cijelo, 35
neprekidna, 131, 170
ogranicena, 117
ogranicena, 39
opc¢a potencija, 42, 264
ostatka, 127
parna, neparna, 33, 60, 65
periodi¢na, 41, 60
primitivna, 148
racionalna, 52, 114
razlomljena linearna, 35, 52
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sec, 61

sgn, 110

sh, 65

sin, 59, 60, 264

tg, 59, 61, 265

th, 66

trigonometrijska, 58, 175, 264

Gauss, C. F., 49
Gaussova metoda eliminacije, 231
Gaussova ravnina, 15
Gaussove elementarne operacije, 224
Geometrijska sredina, 80
Glavna dijagonala matrice, 221
Glavni minori matrice, 250
Gomiliste niza, 83
Graf funkcije, 24
slozene, 74
Granicna vrijednost funkcije, 110
Greska aproksimacije, 8, 174
apsolutna, 8
relativna, 9
Grupa, 2
aditivna, 2
komutativna ili Abelova, 2
multiplikativna, 2
Grupoid, 1

Harmonijska sredina, 81
Hiperbola, 72

Horner, W. G., 47
Hornerova shema, 47

Imaginarna jedinica, 12
Infimum, 6
funkcije, 39, 117
skupa, 6
Injekcija, 29
Interpolacija, 253
Interval, 5
konvergencije, 169
Inverzna funkcija, 29

Jedini¢ni vektor, 185
Jednadzba, 200
diferencijalna, 140
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eksponencijalna, 55

elipse, 72

hiperbole, 72

kruznice, 72

logaritamska, 57

matri¢na, 225

parabole, 72

pravca, 45, 71, 200
eksplicitna, 45
implicitna, 45
kanonska, 200
parametarska, 200
segmentni oblik, 45

ravnine, 201
op¢i oblik, 201
segmentni oblik, 201

Kardioida, 71
Kodomena funkcije, 23
Koeficijenti sustava, 230
slobodni, 230
Kompozicija funkcija, 27, 117
Konhoida, 71
Koordinate vektora, 190, 209
pravokutne, 190
Koordinatizacija, 209
Kriteriji konvergencije, 100
Cauchyjev, 103
D’Alembertov, 101
Leibnizov, 105
poredbeni, 100
Kritiéna tocka, 145
Kritiéna tocka, 155
Krivulja
Arhimedova spirala, 71
cikloida, 70
Descartesov list, 71
imlicitno zadana, 71
kardioida, 71
konhoida, 71
kruznica, 71
lemniskata, 71
parametarski zadana, 69
u polarnim koordinatama, 70
Kroneckerov simbol, 222
Kruzna frekvencija, 61

Kruznica, 71, 72
jedini¢na, 58
parametarski zadana, 73
trigonometrijska, 59
u polarnim koordinatama, 73
zakrivljenosti, 166
Kut izmedn vektora, 211
Kutna mjera
geometrijska (u ?), 58
lu¢na (u radijanima), 58

L’Hopital, G.F. A. M., 152
L’Hoépitalovo pravilo, 152
Lagrange, J. L., 146, 254
Lagrangeov interpolacioni polinom, 254
Lancanica, 65
Laplaceov razvoj determinante, 245
Leibniz, G. W., 105, 132
Leibnizova formula, 140
Lemniskata, 71
Limes funkcije, 110, 259
slijeva-zdesna, 112
Limes niza, 84
Linearna kombinacija vektora, 188, 205
Linearni operator, 211
aditivan, 212
homogen, 212
Logaritam, 57

Maclaurin, C., 175
Maclaurinov polinom, 175
Majoranta, 6
reda, 100
skupa, 6
Maksimum, 37
globalni, 41, 118
lokalni, 37, 178
Matematicka indukcija, 9
Matrica
antisimetricna, 222
donja trokutasta, 221
gornja trokutasta, 221
Hermiteova forma, 227
Householderova, 223
idempotentna, 220
indefinitna, 250



jedini¢na, 214
komutativne, 219
kvadratna, 214
negativno definitna, 250
negativno semidefinitna, 250
nulmatrica, 214
operatora, 214
pozitivno definitna, 250
pozitivno semidefinitna, 250
regularna, 223
simetri¢na, 222
singularna, 223
skalarna, 221
sustava, 230
transponirana, 222
Metoda
Gauss-Jordanova, 234
Gaussova, 224
Gaussova za invertiranje matrice,
224
Gaussova, shematizirana, 232
tangenti, 129
Minimum, 37
globalni, 41, 118
lokalni, 37, 156, 157, 178
Minoranta
reda, 100
skupa, 6
MjeSoviti produkt, 198
Modul kompleksnog broja, 14
Moivreova formula, 17

Nejednakost
Bernoullijeva, 10

Cauchy-Schwarz-Buniakowsky, 210

trokuta, 8, 210
Neodredeni oblici, 111, 152
Neprekidnost funkcije, 116
Newton, I., 132, 255
Newtonov interpolacioni polinom, 255
Niz, 77

aritmeticki, 78

divergentan, 84

Fibonaccijev, 78

geometrijski, 80

harmonijski, 81

konvergentan, 84

monoton, 82

omeden, 82

stacionaran, 81
Norma vektora, 185, 210
Normala, 130, 131
Nul-tocka

funkcije, 118

polinoma, 50
Nul-tocka

dvostruka, 49

funkcije, 33

polinoma, 48
Nulvektor, 185, 203

Omeden-neomeden skup, 6
Otvorena okolina, 5

Parabola, 46, 72
Parametar, 69
Parcijalna suma reda, 96
Parcijalni razlomak, 52
Pascalov trokut, 21
Period funkcije, 41
Permutacija, 30
Podrugcje definicije funkcije, 23
Podrugéje vrijednosti funkcije, 23
Polarni koordinatni sustav, 70
Polinom, 43
Polje, 4
Potencije kvadratne matrice, 220
Poucak

o kosinusima, 195, 211

o sinusima, 197
Pravilo

paralelograma, 186

poligona, 186

trokuta, 186
Prekid funkcije, 116
Preslikavanje, 23

identicko, 25

konstantno, 25
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Prirodno podrucje definicije, 25, 28

Problem
brzine, 133, 147
Cauchyjev, 148
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Fermatov, 144

pocetne vrijednosti, 148

tangente, 132
Projekcija, 201

vektora na pravac, 201

vektora na ravninu, 202

Radius
konvergencije, 169
zakrivljenosti, 166
Rang, 226
matrice, 227
redaka matrice, 226
stupaca matrice, 226
Red, 96
alternirani, 105
apsolutno konvergentan, 106
divergentan, 96
geometrijski, 96
harmonijski, 97
hiperharmonijski, 97
konvergentan, 96
potencija, 168
realnih brojeva, 96
Taylorov, 173
uvjetno konvergentan, 106
Restrikcija funkcije, 43, 62, 67
Rjesenje sustava, 230
Rolle, M., 145

Signifikantne znamenke, 9
Skalarni produkt, 193, 209
Slika funkcije, 24
Stacionarna tocka, 145
Suma reda, 96
Supremum, 6
funkcije, 39, 117
skupa, 6
Suprotni vektor, 185, 203
Surjekcija, 29
Sustav, 229
ekvivalentan, 230
gornje trokutasti, 232
homogen, 230
konzistentan, 230

linearnih algebarskih jednadzbi,
230

matric¢ni zapis, 230

nehomogen, 230

nerjesiv, nekonzistentan, 230
Svojstvena vrijednost matrice, 247
Svojstveni polinom matrice, 248
Svojstveni vektor matrice, 247

Tangenta, 127, 130, 132, 141, 143, 161
Taylor, B., 171
Taylorov ostatak, 174
Taylorov polinom, 171
Teorem
Abelov, 169
Binet-Cauchyjev, 244
Cauchyev o srednjoj vrijednosti,
151
Fermatov, 144
Kronecker-Capelli-Rouché, 235
Lagrangeov, 146
o rangu matrice, 227
osnovni teorem algebre, 49
Rolleov, 145
Taylorov, 174
Tocka infleksije, 178
Tocka infleksije, 34, 161
Trag matrice, 221

Udaljenost tocke od pravca, 158
Uredaj na R, 5
Usmjerena duzina, 183

Vektori, 185, 203
kolinearni, 185
komplanarni, 185
linearno zavisni, 188, 206
Vektorski produkt, 196, 268
Vektorski prostor, 188, 203
euklidski, 210
konac¢no dimenzionalan, 206
Viéteove formule, 46
Visestruki produkt, 199

Zakrivljenost, 165



