Vjezbe 10

Limes funkcije

Za realni broj a kazemo da je gomiliste ili tocka gomilanja skupa D C R ako postoji niz (a,), takav
da je

a, €D, a,#a i lim a, =a.

n—oo

Skup svih to¢aka gomilanja skupa D oznac¢avamo s D’. Toc¢ku a € D nazivamo izoliranom tockom
skupa D, ako nije tocka gomilanja skupa D.

Primjer 1. Odredite D" ako je
a) D=(1,2)
b) D = (2,3) U {5,7}

Primjer 2. Funkcija f zadana je formulom

Odredite domenu funkcije D, te odgovarajuéi D'

Primjer 3. Funkcija f zadana je formulom

-1, <0

f(x):{l, >0 "

Odredite domenu funkcije D, te odgovarajucéi D'.

Heineova definicija limesa funkcije: Realni broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f : D — R
u tocki a € D', ako za svaki niz (a,) iz D, a, # a, za koji je lim a,, = a vrijedi:

lim f(a,) = L.
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Ako je a izolirana tocka skupa D onda za limes funkcije f u tocki a uzimamo broj f(a). Pisemo

L = lim f(x).

r—a

Cauchyjeva definicija limesa funkcije: Realni broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f: D — R
u tocki a € D', ako za svaki realni broj € > 0 postoji realni broj § = §(¢) > 0 takav da

(z € D\{a}; |z —a| <0) = (|f(z) — L] <e).
Ako je a izolirana tocka skupa D onda za limes funkcije f u tocki a uzimamo broj f(a).

Neka je f : D — R realna funkcija jedne varijable i a € D’. Kazemo da funkcija f ima limes L slijeva
[limes L zdesna] u tocki a i pisemo

L= lim f(z) [L= lim f(z)]

T—a~ z—at



Heine: ako za svaki niz (a,) iz D takav da je a, < a [a, > a] i lim a, = a vrijedi

n—oo

lim f(a,) = L.
Cauchy: ako za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da za svaki x € D sa svojstvom
a—d<z<ala<z<a+d] vrijedi

|f(x) — L| <e.

Neka je D C R odozgo neomeden skup i f : D — R bilo koja funkcija. Kazemo da je realan broj L
limes ili grani¢na vrijednost funkcije f u oo i pisSemo

lim f(z)=1L
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Heine: ako za svaki niz (a,) iz D za koji je lim a, = oo vrijedi
n—oo

lim f(a,) = L.

n—oo

Cauchy: ako za svaki realni broj £ > 0 postoji realan broj M = M (e) takav da

(x € Dyz> M) = (|f(x) = L| <e).

Pravila za ra¢unanje s limesima

Neka su f,g : D — R dvije funkcije i a € D’. Ako postoje realni brojevi L; i Lo takvi da je
lim f(x) = Ly i lim f(x) = Lg, onda vrijedi

r—a

e lim(f(x)+g(z)) = L1 £ Lo,

r—a

o lim(f(x)-g(x)) = Ly - Lo,

r—a

o lim [g(x)| = |Ls|

L
e lim (M> = g(x) # 0 u nekoj e okolini broja a i Ly # 0
z—a g(x) Lo

e Ako je f(x) > 0 za svaki € D i o > 0 bilo koji realan broj, onda je lim(f(z)*) = LY.
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Poznati limesi
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e lim (1 + ax)
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1. Izracunajte sljedece limese:
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