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1. Uvod

Srednji vijek u matematici razdoblje je kojim se ne bavi velik broj proucavatelja, kao
Sto nije ni odve¢ velik broj onih koji pisu o njemu. Ovaj rad ¢e se temeljiti na proucavanju
upravo tog razdoblja koje pocinje propaséu Zapadnog Rimskog Carstva (476.) i proteze se
sve do Columbova otkri¢a Amerike (1492.). Ovi povijesni dogadaji koriste se kao granice
srednjeg vijeka jer se tada ne javlja niti jedan znacajniji dogadaj koji je znanstvena prekret-
nica, a povoljan je za cijeli svijet. Upravo se iz tog razloga za znanstveni pocetak srednjeg
vijeka uzima 5. st., odnosno stolje¢e nakon smrti dvaju grékih matematicara, Diofanta (3.st.)
i Papusa (4. st.), dok se za kraj uzima 15. st. Razlog tomu je to $to se u prvoj polovici
16. st. javlja nekoliko bitnih znanstvenih otkri¢a, tj. znanost dozivljava znacajan napredak,
odnosno renesansu ([6],[7]).

Osnovna tema ovog rada se bavi razvojem matematike u srednjem vijeku. Za to
razdoblje se jos kaze da je “mracno doba” upravo zbog toga $to u tom razdoblju nije bilo
brzog razvoja, veé je sve u svojim zacecima. Pojam “mracno doba” nastao je u 19. st., ali
on postepeno gubi na svom znacaju jer povijesna istrazivanja pokazuju da je to razdoblje
mnogo bogatije u znanstvenom smislu. To razdoblje je bitno utoliko Sto se smatra povez-
nicom izmedu starog i novog vijeka. O ovom razdoblju su medu ostalima pisali sljedeéi
povjesnic¢ari matematike: Zarko Dadi¢, Stefan Znam, Miodrag Petkovié¢, kao i David Eugene
Smith i Victor Katz. Oni su istrazivali i pisali znanstvene radove o razdoblju srednjeg vijeka
u matematici te smo za pisanje rada koristili knjige i znanstvene ¢lanke spomenutih autora
([4],[12).

U prvom dijelu rada, odnosno drugom poglavlju, govorit ¢emo o matematici europskih
zemalja spomenutog razdoblja. Vidjet ¢emo da se vec¢ina ovog razdoblja svodi na prevo-
dilacku aktivnost starogrckih matematicara, a posebice je vrlo vazan prijevod Euklidovih
Elemenata. Razlog tomu je to sto je rije¢ o najvaznijoj i najutjecajnijoj knjizi njegova raz-
doblja, a i razdoblja nakon njega. U njoj su sadrzana sva saznanja i otkri¢a do kojih su
dosli Euklid i njegovi prethodnici i suvremenici u geometriji, teoriji brojeva i algebri pa je
razumljivo da je ona posluzila kao temelj znanja stolje¢ima koji slijede. Vidjet ¢emo da su
zaslugom Severina Boetija Euklidovi Elementi postali dostupni europskim znanstvenicima.
Od ostalih ¢emo istaknuti Alcuina iz Yorka, Jordanusa de Nemora, Hermana Dalmatina, a
kao najznacajnijeg i najutjecajnijeg matematicara srednjeg vijeka Leonarda iz Pise, Fibo-
naccia.

U drugom dijelu rada, odnosno tre¢em poglavlju, govorit ¢emo o srednjovjekovnoj
matematici Bliskog istoka. Matematicari ovog podrucja su se takoder bavili prevodenjem
grckih autora, ali su dali i svoj doprinos. Istaknut ¢emo nekoliko autora koji su svojim ra-
dom doprinijeli razvoju matematike. Prvenstveno, tu je znacajan al-Khwarizmi, kao i Abu’l
Wafa, Thabit ibn Qurra i al-Karaji. O svima njima, ali i nekolicini drugih s ovog podrucja,

bit ¢e rijec¢i u ovom poglavlju.



U trec¢em dijelu rada, odnosno cetvrtom poglavlju, govorit ¢emo o srednjovjekovnoj
indijskoj matematici. Prevodilacka aktivnost je ovdje najmanje izrazena, a viSe se paznje
posvecivalo aritmetickoj i racunskoj strani matematike. To se vidi iz djela autora: Aryab-
hate, Mahavire, Bhaskare te najistaknutijeg indijskog matematicara Brahmagupte, sto ¢e se
opisati u ovom poglavlju.

U cetvrtom dijelu rada, odnosno petom poglavlju, govorit ¢emo o matematici Dalekog
istoka. Za razliku od prethodno spomenutih podrucja gdje se zapocinjalo s prevodilackom
aktivnoscu, Daleki istok je svoja matematicka istrazivanja najviSe usmjerio na proucavanje
kalendara, ali i na druge razne probleme u matematici. U ovom poglavlju istaknut ¢emo ne-
kolicinu matematicara Dalekog istoka koji su svojim radom pridonijeli razvoju matematike.

U radu ¢emo koristiti literaturu vezanu uz povijest matematike te znanstvene radove
koji se odnose na razvoj matematike u srednjem vijeku opcenito, ali i prema geografskom
polozaju ([3],[9],[11],[13]).



2. Matematika europskih zemalja srednjeg vijeka

Na pocetku srednjeg vijeka zanimanje za matematiku u robovlasnickom Rimu bilo je
vrlo slabo. Rimski su imperatori odvojili geometriju od matematike. Geometriju su rabili
uglavnom u graditeljstvu i arhitekturi i smatrali su je svrsishodnom, dok je matematika
svrstana u astrologiju, koja je u Rimskom Carstu bila zabranjena zbog toga sto je to raz-
doblje prevlasti ideologije krs¢anstva. Velik utjecaj krs¢anstva postupno je doveo do drugog
ekstrema: ono $to je nekrs¢ansko, pogansko je i treba ga unistiti. To se vidi i po tome
sto je 391. g. djelomic¢no unistena knjiznica u Aleksandriji kao izvor poganstva. Rimska
nezainteresiranost za grckom matematikom dovela je do propadanja njihovih pisanih djela.

Opcenito se dobro poznavanje matematike ili dobro baratanje s racunanjem smatralo
kao osnova za magiju. Uzet ¢emo za primjer Gerberta iz Aurillaca. On je bio optuzen za
povezanost s davlom zbog toga Sto je znao dijeliti po volji odabrane brojeve. No, zanimljivo
je i to da je zbog svojih zasluga i znanja 999. postao papom Silvestrom II.

Iz ovih ¢injenica koje su navedene lako se moze shvatiti da je matematika u tom
razdoblju u Europi ostala na relativno niskoj razini. Poznato je da se bas zbog ovakvih
dogadanja razdoblje od 500. do 1000. godine naziva "mra¢no razdoblje” matematike. To
mracno razdoblje trajalo je od raspada Rima pa do ponovnog budenja FEurope pod vlaséu
pape Silvestra II. (Gerberta).

Dvanaesto stoljec¢e u krs¢anskoj Europi bilo je slicno kao i deveto stoljece u islamskom
svijetu, stolje¢e prevodenja. U slucaju Bagdada ti prijevodi su bili s grékog na arapski, a
u slucaju krs¢anske Europe s arapskog na latinski. Opéenito je Europa malo pozornosti
obracala na arapsko pismo, ali posvetila je veliku paznju na radove iz astronomije, aritme-
tike, trigonometrije, optike, geometrije i medicine. Cak su Euklidovi Elementi postali poznati
ucenjacima latinske crkve uglavnom kroz njihov arapski prijevod, umjesto kroz grcki origi-
nal.

Trinaesto stolje¢e dalo je najveceg i najplodonosnijeg matematicara srednjeg vijeka.
To je najinteresantnije poglavlje srednjeg vijeka u matematici. To je vrijeme kada je djelovao
Leonardo iz Pise, poznatiji kao Fibonacci. Fibonacci je covjek koji je ostavio dubok trag u
matematici tog razdoblja, a i nekoliko kasnijih stoljeca.

2.1. Prvi europski matematicari srednjeg vijeka

Kao pocetak srednjeg vijeka uzima se stolje¢e nakon smrti dvojice starogrckih mate-
maticara, Diofanta (3.st.) i Papusa (4. st.). Nakon njih matematicki rad polako pada u
drugi plan. Novi napredak matematike javit ¢e se tek pocetkom 5. stolje¢a u Aleksandriji
procvatom neoplatonizma. Osim Aleksandrije neoplatonizam je imao velik utjecaj i u Ateni,



gdje neoplatonisti osnivaju Akademiju.

Neoplatonizam! je imao sve veéi zamah u istoénom Sredozemlju te postepeno obu-
hva¢ao i zapadno, dok ideja aristotelizma? postepeno slabi. Doprinos tome su djela koja se
pojavljuju u 4. stolje¢u koja su ostavila veliki pec¢at na razvoj znanosti u zapadnoj Europi.
Tu se nikako ne smije izostaviti Calcidius koji je sredinom 4. st. preveo na latinski dio Pla-
tonova djela Timej. Taj prijevod Timeja postaje temeljem prirodnofilozofskih tumacenja.
Takva tendencija rasta neoplatonizma zadrzala se sve do kraja 11. st.

Kako su greki tekstovi bili unistavani, tako se Euklida
poznavalo samo po odredenim formulacijama tvrdnji koje
je bez dokaza naveo Severin Boetije?(480.-524.), rimski
gradanin iz ugledne obitelji Anicii. On je najvazniji ma-
tematicar i intelektualac tog razdoblja, ¢ovjek od slave i
utemeljitelj srednjovjekovne skolastike. Njegova reputacija
i znanje dalo je njegovim knjigama visok polozaj u samos-
tanskim skolama u nadolazeé¢im stolje¢ima i ta se djela sma-
traju mostom izmedu antike i srednjeg vijeka. Boetije je
misljenja da se krs¢anstvo moze pomiriti, tj. upotpuniti s
ranijim dostignu¢ima anticke civilizacije.

Preveo je vise djela staro-gréke matematike na latin-

ski, medu kojima je prijevod Nikomahove Aritmetike koji je

sluzio gotovo tisu¢u godina kao Skolski priru¢nik. U mate- Slika 1: Alegorijska slika Boetija
matickim radovima obradivao je aritmetiku, geometriju, pa I 1 itagore.

i glazbu, koja se smatrala dijelom matematike. Napisao je odsjecak o geometriji na temelju
prve cetiri knjige Euklidova djela Elementi,* odsjecak o astronomiji na temelju Ptolomejeva
Almagesta, a odsjecak o glazbi na temelju ranih djela Euklida, Nikomaha i Ptolomeja. Iako
je bio jedan od najvaznijih matematicara tog vremena, nikad nije dosegao razinu djela ko-
jima se koristio. Primjer tome mozemo uzeti Euklidovu geometriju gdje on donosi samo
formulaciju poucaka, ali ne i dokaz. Njegova podjela matematike na nacin izlozen u sustavu
kvadrivija® bila je temelj svim djelima iz matematike u ranom srednjem vijeku. Zbog ovih

dostignuca bio je uzor svim matematicarima sve do 12. st.

!Neoplatonizam je obnavljanje Platonova ucenja (3. do 6. st.) povezano s nekim tezama Aristotela,
stoika, neopitagorejaca i orijentalnog misticizma. Platonizam je ukupnost ucenja grékog filozofa Platona i
njegovih sljedbenika, karakteristican po idejama. Za Platona su iskustveni objekti samo pojavnost, a realno
postoje samo njihove ideje.

2 Aristotelizam je ukupnost ucenja grékog filozofa Aristotela i njegovih sljedbenika. Aristotelovi mate-
maticki pojmovi su idealizirane apstrakcije iskustvenih objekata. Zbog toga njegove pretpostavke i definicije
nisu odabrane po volji, nego se one oslanjaju na interpretaciju osjetnog svijeta.

3Puno ime Anicius Manlius Severinus Boethius. (Slika 1.)

48, str. 94.]

SKvadrivij: zbirni naziv za aritmetiku, geometriju, astronomiju i glazbu koje su tvorile drugi, tezi dio
nastavnog programa srednjovjekovnih skola, tzv. ”sedam slobodnih umijeéa”, preuzeto iz: [1, str. 649.]



Kako aristotelovski i platonisticki nazor poprima novi oblik pod sve ve¢im utjecajem
krséanstva, istaknut ¢emo Joannesa Filoponosa (490.-570.) kao velikog filozofa, fizicara i
matematicara, koji je radio i djelovao u Aleksandriji. Smatra se da je on postavio temelje
moderne znanosti, kritickog razmisljanja i analize. On zeli Aristotelovo ucenje povezati u
platonisticku reinterpretaciju s krs¢anstvom, ali pri tome je trebalo odbaciti neke tvrdnje
aristotelizma. Primjerice, vjetnost svemira.

Filoponos kritizira odredene Aristotelove tvrdnje i gledista. Za primjer ¢emo uzeti
njegovo misljenje o padanju tijela, gdje on kaze da pri padanju tijela vrlo razlicitih tezina
vrijeme padanja s iste visine ne moze biti razlicito, odnosno da se takva razlika barem ne
moZe zapaziti® A zna se da je Aristotelova tvrdnja glasila da: tijela razlicite teZine padaju
razli¢itim brzinama.”

Kako se tada u krs¢anskim zemljama javljaju znanstvena sredista, tako je i Bizant
dao svoj doprinos. Buduéi da je Bizant u to doba ostao posteden arapskih osvajanja, tako
se znanost ondje drugacije razvijala nego u istocnom podrucju, a samim time i matematika.

U Bizantu se posebna paznja posvecuje spoju starih grckih znanja i krs¢anske religije.

2.2. Matematika ranog srednjeg vijeka i Skolski sustav Europe

Kako su ucenjaci s pocetka srednjeg vijeka potpuno pod utjecajem platonista, tako
vrijedi istaknuti njihov pogled na crtu. Smatraju da se ona sastoji od nedjeljivih dijelova,
ali takav stav prenose i na vrijeme. Kao takve ¢emo spomenuti: Martianusa Capellu (otp.
470.), Tsidora iz Seville (otp. 560.-636.) i Bedu (673.-735.), poznatijeg kao Bede Casni. Nji-
hov stav o vremenu koje je sastavljeno od nedjeljivih dijelova ne zavrsava samo na tome, oni
odreduju broj tih dijelova u jednom satu.

Ovakva gledista izrazito su vazna za razvoj matematike i fizike. Martianus Capella,
ve¢ spomenuti, autor je enciklopedije poznate kao O vjencanju Merkura i filologije i o sedam
slobodnih umijeéa (De nupiis Mercurii et Philologiae et de septem artibus liberalibus). To je
mjesavina proze i stiha, jedan dio rada posvecéen je geometriji, a drugi aritmetici. U drugom
dijelu Capella raspravlja o raznim vrstama brojeva i o tzv. misterijima malih brojeva.

Zanimljiv je i skolski sustav tog vremena i vremena sljedec¢ih stoljeca. Tu se isticu
spomenuti Capella i Boetije, koji su zivjeli u isto doba na teritoriju danasnje Italije. Sustav
je baziran na platonizmu i zatim neoplatonizmu tako da se geometrija, aritmetika, astrono-
mija i glazba spoje u zaseban sustav, nazvan kvadrivij, koji postaje osnova skolskog sustava.

Kvadriviju vrijedi dodati i tzv. trivij.® Trivij se smatrao prvim stupnjem svake nastave, a

6[6, str. 58.]

6, str. 58.]

8Trivij: zbirni naziv za gramatiku, retoriku i dijalektiku koje su ¢inile dio nastavnog programa srednjo-
vjekovnih skola, dio tzv. ”sedam slobodnih umije¢a”, preuzeto iz: [1, str. 1354.]



kvadrivij drugim stupnjem. Zajedno se nazivaju sedam slobodnih umijeéa.’ Ovakav sustav

rabio je Martianus Capella pri pisanju enciklopedijskog djela.

Sljedeéi veliki europski uc¢enjak matematike tog razdoblja je Alcuin iz Yorka (735.-

804.), koji je studirao u Italiji. Njega je pozvao Karlo Veliki da mu pomogne u njegovom

ambicioznom projektu pri edukaciji pucanstva. Pisao je o aritmetici, geometriji i astrono-

miji, a ime mu je povezano s odredenim skupom zbirki problema koje su utjecale na pisce

udzbenika sljedec¢ih 1000 godina. Ta zbirka se sastojala od 53 zanimljive zagonetke, dosjetke

i trik-pitanja. Ovi zadaci nalaze se u djelu Problemi za izostravanje uma (Propositions ad

acuendos juvenes)®

i najranija su europska kolekcija matematickih i logickih zagonetki.

Mnoge zagonetke se javljaju i danas, a jedna od njih je poznata pod nazivom: Couvjek, vuk,

koza i kupus:'t

Jedan c¢ovjek, noseci vrecu s kupusom, dolazi do obale rijeke zajedno sa vukom i

kozom. Camac je prilicno mali, tako da covjek moze prevesti ili samo vuka, ili

kozu, ili vrecu sa kupusom. Naravno, on ne smije ostaviti na bilo kojoj obali kozu

1 kupus, a takoder ni vuka i kozu zajedno. Kako ce covjek, sa sto manje prijelaza

preko rijeke, prebaciti vuka, kozu i kupus na suprotnu stranu?

I. MG-M-MC-MG-MW-M-MG
II. MG-M-MW-MG-MC-M-MG

(M-¢ovjek, W-vuk, G-koza, C-kunns)

Ovaj problem prelaska preko rijeke moze se rijesiti
na dva nacina jer postoje dvije mogucénosti za realizaciju
3. 1 5. koraka. Trenutno stanje u ¢amcu nam ukazuje
koji je sljededi korak (Slika 2). Vidimo da je to graficka
ilustracija drugog rjesenja.

Interesantno je spomenuti da se varijante Alcuino-
vog problema mogu naéi i u Africi.'?

Nedavna istrazivanja odredenih rukopisa su ba-
cila sumnju na to koliko je on imao veze s tom zbirkom,
posto su ona pokazala da rukopis datira iz prve polovice
11. stoljec¢a i smatra se da je napisana ili barem inspi-
rirana od redovnika Ademara iz Aymara, koji je roden

988. Ipak, nema dovoljno razloga da bi se u potpunosti

= T

Slika 2: Graficko rjesenje prelaska
preko rijeke.

odbacila veza izmedu zbirke problema i Alcuina, a vjerojatno je ona inspirirala Ademara

9Septem artes liberales, lat.

10Zbirka napisana u Augsberskom manastiru poslije Alcuinove smrti, preuzeto iz: [11, str. 102.]

11, str. 102.]
12[10, str. 339]



kao i mnoge druge. Zna se iz Alcuinovih pisama da je napisao skup zbirki problema, iako ne
postoji direktan dokaz da je to bas ta zbirka.

2.3. Dodir zapadnoeuropske i arapske znanosti, kao i matematike

Pri kontaktu zapadne Europe s Arapima vaznu ulogu su odigrala mnoga znanstvena
i filozofska sredista. Arapi dolaze u kontakt s njima prilikom zauzimanja sjeverne Afrike,
Sicilije i teritorija Spanjolske. Ta znanstvena sredista i skole poznate su po tradicionalnoj
zapadnoeuropskoj znanosti. U njima su se proucavala Platonova filozofija i prirodna filozo-
fija u sklopu trivija i kvadrivija. Pri prou¢avanju matematike posebnu paznju su posvetili
Boetijevu radu. Ovakve metode znanstvenog rada po zapadnoeuropskoj tradiciji zadrzale
su se sve do 12. st., ali tada se polako osjec¢a prodiranje arapske znanosti, pa i matematike
(pojavljuju se arapske brojke i decimalni pozicijski sustav). Bilo je kontakta veé u 11. st., ali
u 12. st. su oni puno intenzivniji. Doprinos tome dali su krizarski pohodi gdje su Europljani
mogli detaljnije upoznati arapski svijet. Krizarima nije prioritet bila znanost i kultura, ali
su ipak bili najveéi posrednici u prenosenju potrebnih informacija.

Taj intenzivniji kontakt vidi se po ucestalijem prevodenju arapskih znanstvenih ra-
dova na latinski. Tu mozemo spomenuti Adelarda iz Batha koji je u prvoj polovici 12.
st. preveo s arapskog astronomske tablice'® i Euklidove Elemente. Spomenut é¢emo i jednog
slavenskog ucenjaka, Hermana iz Dalmacije koji je preveo sa arapskog Ptolomejev rad Pla-
nishaerum.

To je vrijeme kada se prevode Euklidovi Elementi, Aristotelova i Ptolomejeva djela,
kao i djela drugih grckih ucenjaka, ali se prevode i djela arapskih uc¢enjaka na latinski. Ovaj
kontakt zapadne Europe s arapskom znanos¢u ostavio je veliki trag u daljnjem razvoju ma-
tematike.

Kako orginalna Euklidova djela nisu bila poznata, tako se zapadna Europa zadovo-
ljila s Boetijevim matematickim radom. Adelard iz Batha prvi prevodi Euklidove Elemente s
arapskog na latinski 1130. Zanimljivo da je drugi prijevod napravio nas znanstvenik Herman
Dalmatin. Prevodena su i druga djela arapskih matematicara, koja su bazirana na arapski
tip matematike koji je nastao spajanjem starogrckog i indijskog shva¢anja matematike.

Jedan od prvih koji je dosao u kontakt s arapskom znanoséu bio je redovnik Gerbert
iz Aurillaca (940.-1003.), ve¢ spomenut. Bio je ¢ovjek velikog znanja koji je pobudio novi
interes za matematikom. Stekao je znanje o indijsko-arapskim brojevima te pisao o aritme-
tici, geometriji i drugim matematickim predmetima. Napisao je djelo Pravila o racunanju

na abaku (Regulae de numerorum abaci rationibus).

I3Prevesti tablice - brojevi su ¢esto bili ispisani rije¢ima, a ne u obliku danasnjih tablica.



Najistaknutiji od nasljednika Gerberta u 11. stoljeéu bio je Hermannus (1013.-
1054.), poznat kao Hermannus Contractus. Pridruzio se benediktinskom redu i predavao
matematiku, a oko njega se okupljao velik broj ucenjaka. Pisao je o astrolabu'®, abakusu'®
i 0 poznatoj igri rithmomachia'® (Slika 3.).

Istaknut ¢emo jednog zidovskog
ucenjaka 11. stoljec¢a, Abrahama bar Chiiu,
poznatijeg kao Savasordu (1070.-1136.), ro-
dom iz Barcelone. Poznat je po enciklopediji
koja je ukljucivala aritmetiku, geometriju i
matematicku geografiju. Od tog njegovog
djela postoje samo fragmenti. Napisao je i
djelo Liber Embadorum gdje govori o geome-
triji, ali sadrzi i brojne definicije koristene u
teoriji brojeva.

Drugi veliki zidovski uc¢enjak tog vre-
mena je Abraham ben Meir ibn Ezra
(1092.-1167.), roden u Toledu. Smatra se
da je bio najuceniji Zidov svog vremena. Pisao je o teoriji brojeva, kalendaru, magiénim

Slika 3: Drevna igra Rithmomachia.

kvadratima, astronomiji i astrolabu. Napisao je tri ili ¢etiri rada o brojevima, ali je samo
Sefer ha-Mispar vazan. Temelji se na indijskoj aritmetici, ali koristi zidovska slova za brojke.
Spomenut ¢emo jedno njegovo pravilo o nizu: Tko bi znao koliko je velik zbroj brojeva koji
sligede jedan drugoga u nizu do odredenog broja, pomnoZite to sa svojom polovinom uvecanom
za 5. UmnoZak je taj zbroj.'?

Postupno su bila prevedena na latinski jezik znacajna djela arapske i grécke matema-
tike. Tako talijanski uc¢enjak Gerardo da Cremona (1114.-1187.) posvecuje cijeli svoj
zivot prevodilackom radu. Bio je zainteresiran za astrologiju, matematiku i medicinu. Od
matematickih prijevoda spomenut ¢emo FEuklidove Elemente i Data, Teodozijeve Sfere, djela
Menelaja i Ptolomejev Almagest.'® Zbog ovakvog velikog arapskog posredovanja kod grékih
dostignuca javlja se to da su u matematici, a i u astronomiji, mnogi vazni strué¢ni termini
izvorno arapski.

Otprilike u to vrijeme je i Sicilija bila aktivna u prevodenju grckih i arapskih djela.

14 Astrolab je anticki instrument za mjerenje polozaja nebeskih tijela, tj. instrument za rjesavanje zadataka
iz sferne astronomije, preuzeto iz: [1, str. 65.]

15Abak je naprava za racunanje, okvir ili ploéa s nizovima od po deset pomicnih kuglica, ra¢unaljka,
preuzeto iz: [1, str. 1.]

16Rithmomachia ili ”Bitka brojeva” je matematicka igra iz 11. st., koja se igra na pravokutnoj ploci
dimenzija 8x16 kvadrata. Figure su oblika trokuta, kvadrata, krugova i piramida, na kojima se nalaze
brojevi, op. a.

"To je formula oblika: s =n(% + %), preuzeto iz: [12, str. 207.-208.]

18[5, str. 274.]



U korist tome ide jedan prijevod koji se tamo pojavio, a privukao je pozornost ucenjaka.
Rijec¢ je o Ptolomejevu Almagestu, koji je preveden na latinski od nepoznatog prevoditelja
oko 1160. To je prijevod s grckog rukopisa koji je donesen iz Konstantinopola u Palermo od
strane sicilijanskog ucenjaka.

Spomenut ¢emo jednog Engleza tog razdoblja, O’Creata (otp. 1150.), koji je napisao
rad o mnozenju i dijeljenju, sto pokazuje njegovu povezanost s arapskim piscima iz mate-
matike. O O’Creatu nije puno poznato, ali njegov rad sadrzi pravilo za kvadriranje broja
pomocu formule:

a® = (a —b)(a +b) + %, (1.1)

tako iz (1.1) moZzemo izracunati iznosi 1072:
107% = (107 — 7)(107 + 7) + 7* = 100 - 114 + 49 = 11449.

Najznacajniji engleski uc¢enjak u 13. stolje¢u bio je Roger Bacon (1214.-1294.), poz-
nat kao covjek od erudicije i prorocke vizije. Njegov rad pokazuje poznavanje Euklidovih
Elemenata i Optike, Ptolomejeva Almagesta i Optike, Teodozijeve Sfere, dijelove radova Hi-
parha, Apolonija, Arhimeda i Aristotela, kao i radove raznih arapskih pisaca. Poznato je da
su ga njegovi suvremenici mrzili zbog stalnog kritiziranja to ne obrazuju pucanstvo. Sto se
tice njegovog doprinosa matematici, on je neznatan.

Od njemackih matematicara 13. st., istaknut ¢emo Jordanusa de Nemora (1225.-
1260.), koji je studirao u Parizu i bio pod utjecajem arapske matematike. Napisao je nekoliko
djela medu kojima su: Aritmetica decem libris demonstrata i moguce Algorismus demonstra-
tus, kao i rad o matematickoj astronomiji Tractatus de sphaera, rad o geometriji De triangulis
i jednu od vaznijih knjiga srednjeg vijeka o algebri, O danim brojevima ( Tractatus de numeris
datis). Posebno se isticu dva djela, ovo posljednje i Arithmetica, koja je zbirka aritmetickih
pravila. Arithmetica je djelo o teoriji brojeva. U djelu O danim brojevima vazno je to sto
se u njemu pojavljuju opca slova umjesto znamenki brojeva. To je ve¢ pronadeno u djelima
ranijih autora, ukljucujuci Aristotela i Diofanta, ali Jordanus koristi slova priblizno kako se
ona koriste u danasnjoj matematici. Navest ¢emo jedan njegov primjer iz knjige O danim

brojevima da bi bolje uvidjeli novi postupak:

Ako je zadani broj podijeljen na dva dijela tako da je dan umnoZak jednog i drugog
dijela, tada je svaki od ta dva dijela nuzno odreden. Neka je zadani broj abc i
neka je on podijeljen na dva dijela, ab i ¢, a d neka je dani umnoZak dijelova ab

ic.9

Iz ovog primjera vidljivo je da Jordanus polazi od Euklidova postupka iz knjige Eleme-
nata. Znamo da je Euklid brojeve predocavao duzinama, ali i duzine koje su mu predstavljale

1976, str. 70.]



brojeve takoder slovom. Znaci, Euklid je uvijek brojeve predocavao duzinama bez obzira je
li ih oznacavao pomocu dvije krajnje tocke ili samo jednim slovom.

Jordanus se tu posluzio njegovim radom, samo Sto on ne koristi geometrijsku pre-
dodzbu. On se samo posluzio u osnovi tom idejom, a kasnije radi sa slovima koji predstav-
ljaju brojeve. Iz danog primjera primje¢ujemo konfuznost oznac¢avanja jednog dijela broja
sa ab, a drugog sa ¢, ali zato on u svom dokazu dosljedno upotrebljava slova za brojeve koji
oznacavaju umnozak, kvadrat i drugo.

Njegovo djelo De triangulis se sastoji od ¢etiri knjige koje sadrze 72 primjera uopéenog
tipa, zajedno s primjerima kao Sto su: odredivanje tezista trokuta, zakrivljenih povrsina i
ostalih likova.

Drugo Jordanusovo djelo, Arithmetica, u kojem govori o aritmetici inspirirano je arap-
skim izvorima, ali i izvorima drugih autora tog doba. Iz svih ovih primjera moze se vidjeti da
je arapska matematika dala veliki doprinos matematickom razvoju. Takva arapska matema-
tika dopunjuje zapadnoeuropsku matematiku u cijelom 14. stoljecu, a vidimo to iz sve vece
primjene ne samo cijelih brojeva, nego i razlomaka. Takoder se koriste i priblizne vrijednosti
koje se ve¢ rabe u isto¢njackoj matematici. To vidimo po djelu Tajna filozofa (Secretum
philosophorum), nastalom u 14. stoljeéu u Engleskoj, gdje se koristi priblizna vrijednost za
broj . Za m su uzeli pribliznu vrijednost razlomka % Djelo se jos sastoji od izracunavanja
povrsine trokuta kao umnozak poluosnovice i visine, te se racuna i povrsina kruga, obujam
kugle i obujam drugih tijela.

Najznacajniji engleski matematicar 14. st. bio je Thomas Bradwardine (otp. 1295.-
1349.), poznat kao “Doctor Profundus”. Napisao je cetiri djela o matematici. U svom djelu
Arithmetica Speculatiuva slijedi Boetija, a rad je povezan isklju¢ivo uz teoriju brojeva. Ostali
radovi su: Tractatus de proportionibus, Geometria speculativa i De quadratura circuli. O
njemu Ce biti govora i kasnije, kada se bude govorilo o neprekinutosti i beskonac¢nosti.

Otprilike u isto vrijeme djelovao je najveéi francuski matematicar tog razdoblja, Ni-
cole Oresme (1323.-1382.), rodom iz Normandije. Napisao je nekoliko matematickih ra-
dova. U djelu Algorismus proportionum je prva poznata uporaba djelomi¢nih eksponenata.

U djelu Tractatus de latitudinibus formarum izneSen je prijedlog koordinatne geome-
trije, s odredivanjem tocaka pomocu dvije koordinate. O Oresmeu ¢e jos biti rijeci kasnije
kad se bude govorilo o uvodenju kvantitativnih promjena.

Medu posljednjim istaknutijim matematicarima srednjeg vijeka nalazi se Luca Paci-
oli (1445.-1517.)(Slika 4.), zvan i Luca di Borgo po svom rodnom mjestu. Kao 20-godisnjak
otiSao je u Veneciju i Sest godina kasnije napisao algebru koja nikad nije objavljena. Luca
Pacioli je poznat po svojim putovanjima po Italiji i moguée cak po arapskim zemljama. O
njemu ¢e biti jos govora kada se bude govorilo o obnovi sinkopatske algebre.
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Veliki Paciolijev rad je djelo Sve o aritmetici
(Summa de aritmetica), uzimajuéi ne samo njegove
prethodne neobjavljene radove, nego i opée mate-
maticko znanje tog vremena. To je znacajna kompi-
lacija sa skoro nimalo originalnosti. On je posudivao
slobodno iz raznih izvora, ¢esto ne dajuci ni najma-
nju zahvalu originalnim autorima. Nije takav obicaj
jedinstven samo za njega, nego on samo slijedi obicaje

tog vremena. Poznato je da je bio vrlo nacitan, posto

je koristio materijale od Euklida, Ptolomeja, Boetija,

Fibonaccia, Jordanusa, i dr. Dok je bio u Milanu, Slika 4: Luca Pacioli, najistaknutiji
predstavnik obnove sinkopatske alge-

napisao je De divina proportione, djelo vezano uz ge- bre
re.

ometriju, koje je zanimljivo zbog toga S$to su u njemu
najbolje prikazane figure cvrstih tijela u tom razdoblju, a smatra se da je na njima osobno
radio Leonardo da Vinci.

Pred kraj 15. st. u Europi se javlja jos nekoliko matematicara. Jedan od njih je i
Johannes Widmann (1462.-1500.), koji je pisao o aritmetici i algebri. Poznato je da je
drzao predavanja o algebri te se smatra da su to prva koja su odrzana u Leipzigu. Napisao je
prvi vazan njemacki udzbenik o trgovackoj aritmetici, a u njemu se po prvi put u tiskanom
obliku javljaju znakovi za + i —, ne kao simboli racunskih operacija, nego kako bi iskazali
visak i manjak u pakiranju robe.

Najutjecajniji i najpoznatiji njemacki matematicar 15. st. je Regiomontanus, pra-
vim imenom Johann Miiller (1436.-1476.). Ime Regiomontanus je prijevod na latinski njegova
rodnog grada Konigsberga. Zanimljivo je da je ve¢ kao dvanaestogodisnjak studirao u Leip-
zigu. 1475. papa Siksta V. ga je poziva u Rim da napravi jednu od cestih reformi kalendara
tog vremena. Najznacajnije djelo mu je De triangulis omnimodis, koje sadrzi vazne rezultate
iz podrucja geometrije ravnine i sferne trigonometrije. Regiomontanus ¢e jos biti spomenut
kad se bude govorilo o uvodenju simbola i o obnovi sinkopatske algebre. Uz njegovo ime je
povezana i tablica sinusa sa intervalom od 1°. Preveo je Ptolomejevo djelo Almagest, kao i
radove Apolonija, Herona i Arhimeda.

Matematicar s kojim ¢emo zatvoriti srednji vijek Europe bio je najbriljantniji od
Francuza tog razdoblja, Nicolas Chuquet (1445.-1500.), roden u Parizu, a zivio u Lyonu.
Napisao je rad Triparty en la Science des Nombres, djelo koje dotice tri polja aritmetike.
Prvi dio se odnosi na rac¢unanje s racionalnim brojevima, drugi na racunanje s iracionalnim,

a tre¢i dio na teoriju jednadzbi. Osim ovih ¢injenica, malo toga se zna o njemu.
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2.3.1. Herman Dalmatin

Neizostavno je ne spomenuti Hermana Dalmatina (Slika 5.) koji je dao svoj do-
prinos razvoju zapadnoeuropske znanosti, a tako i matematike. Herman Dalmatin (oko
1110.-1154.) je hrvatski znanstvenik i filozof. Roden je u Istri, tada dijelu Koruske. Smatra
se da je on prvi prokréio put latinskom aristotelizmu 12. st. Potpisivao se kao Hermannus
Secundus, a kao Herman Dalmatin spominje se u pismu Petra Casnog (Bede). Putovao je
istocnim zemljama s engleskim prijateljem® (Robertom iz Kettona) kako bi naucio arap-
ski i bio u moguénosti istrazivati arapske spise, nakon cega se vra¢a u Europu. Radio je u
prevodilackoj skoli u Toledu, gdje je prevodio mnoga znanstvena djela s arapskog na latinski.

Herman pokazuje veliko zanimanje za astrono-
miju, matematiku, medicinu i tehnicke znanosti. Bududéi
da je prevodio arapska znanstvena djela, imao je veliku
ulogu u stvaranju kontakta izmedu zapadnoeuropske i
arapske znanosti.

Preveo je mnoge vazne knjige s arapskog na latin-

ski, Euklidove Elemente, Al-Kwarizmijeve Tablice (koje
sadrze rad Adelarda od Batha o obojici od tih klasika),

Sahl ibn Bishrovo (arapski znanstvenik Zidovskog po- Glika 5: Herman Dalmatin (desno),

drijetla iz 9. stolje¢a) djelo Sest astronomskih knjiga prikazan na slici s Euklidom (lijevo).
(Sextus astronomicae liber), te posebice najstariji latinski prijevod Ptolomejeve Planisphere
(objavljeno u Toulouseu 1143.; djelo poznato u islamskoj literaturi kao Almagest).

Herman je odgajan u zapadnoeuropskoj tradiciji, ali je poznavao i arapska znanstvena
djela sto mu je pomoglo pri nastanku djela O bitima, koje je dovrseno 1143. U njemu je spo-
jio Aristotelovu prirodnu filozofiju s gledista Abu Mashara?! i zapadnoeuropsku znanstvenu
tradiciju. Djelo se sastoji od kompliciranih spisa o brojnim alkemijskim, geometrijskim, as-
tronomskim, astroloskim te detaljnim kozmologijskim izvodima. Zbog ovog djela Herman se
moze smatrati kao jedan od najvaznijih koji su utrli put novim koncepcijama u znanosti s
pocetka 12. st.

U djelu O bitima on je misljenja da se razli¢ita nebeska tijela ne gibaju jednakom
brzinom.?? U istom djelu udaljenost Mjeseca i Sunca od sredista svijeta (Zemlje) dobiva se
koriste¢i se pojavom pomrcine Mjeseca i Sunca. Njegov rad znatno je utjecao na pojedine
znanstvenike razvijenog srednjeg vijeka, Sto se vidi iz navodenja njegovih stavova u njihovim

djelima.

20[URL 1, (25.11.2012.)]
217a Aristotelovu prirodnu filozofiju s gledista Abu Mashara, vidi [6, str. 65.]
22[URL 2, (29.11.2012.)]
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2.3.2. Razdoblje Leonarda iz Pise, Fibonaccija

Razumljivo je da putovanja Europljana u arapske krajeve nisu bila iskljucivo radi
matematike, ve¢ su ona motivirana velikim dijelom trgovinom. Sredozemno more je Europ-
ljanima omogucilo daleka putovanja. Istaknut ¢emo talijansko mjesto Pisu, koje je imalo
zivahne trgovacke veze s arapskim pokrajinama od Carigrada preko Male Azije, Egipta pa

sve do dana$njeg Alzira.

Taj odnos trgovine i matematike izmedu ne tako
bliskih zemalja dao je najveceg i najproduktivnijeg ma-
tematicara srednjeg vijeka. On je sin mjesnog pisara
iz Pise, Bonaccia®®, a zove se Leonardo iz Pise (1170.-
1240.), poznatiji kao Fibonacci (Slika 6.). Bududi da je
putovao sa svojim ocem koji je bio diplomat i trgovac,
dugo je boravio u Alziru i drugim arapskim zemljama.
Upravo tamo se upoznao ne samo s arapskom matema-
tikom, veé i indijskom, u prvom redu sa algebrom i pozi-
cijskim brojevnim sustavom. Istodobno se trudio nauciti

ona matematicka znanja koja bi mu koristila kao trgovcu

ili pisaru. Znanja prikupljena s tih putovanja utjecala su

na nastajanje njegova djela Knjiga o abaku (Liber abaci, Slika 6: Leonardo Fibonacci, tali-
iz 1202.), koje je napisao u Pisi. Ova ¢e knjiga postati Jjanski matematicar.

najutjecajnije matematicko djelo Europe sljedeca tri stoljeca. S ovom knjigom je u europ-
sku matematiku uveo indijsko-arapski pozicijski sustav i rijesio niz kombinatornih problema.
Fibonacci se u djelu opredjeljuje za indijske metode racunanja te je uzimao broj kao temelj
matematike, poput Indijaca. Istodobno se orijentirao i na retoricki?* nacin izlaganja kakav
postoji u Arapa, a ne na sinkopatski?® oblik kakav su primjenjivali Indijci.

Fibonacci je prihvatio i istoc¢njacku konkretnost u promatranju matematike. To vi-
dimo iz toga §to on koristi naziv numerus ili denarius za zadani broj ($to znaci novac), dok
za nepoznati broj koristi naziv res (Sto znaci stvar). Kako bi pokazali njegovu konkret-
nost prilikom koristenja izraza stvar, navest ¢emo zavrsetak jednog njegovog problema iz 13.
knjige:

... Na taj nacin, stvar i 12 denariusa je sedam puta veéa od 5 stvari bez 12

denariusa. Odavde se 34 stvari sastoje od 96 denariusa, a jedna stvar je 2}—‘;

denariusa.?8

ZFibonacci na talijanskom znaéi sin Bonaccia, prema: [13, str. 87.]

2Retorika je teorija i pravila usmenog ili pismenog izrazavanja, preuzeto iz: [1, str. 1129.]
25Ginkopatski na¢in izlaganja je izlaganje rijeéi pomoéu skraéivanja, op. a.

26(6, str. 70.]
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Iz ovog primjera vidi se da Fibonacci promatra i poznate i nepoznate veli¢ine kao
konkretne. Pritom on zadane veli¢ine naziva novcem, a nepoznate veli¢ine stvarima. Ovaj

njegov problem se moze prikazati u simboli¢cnom obliku, pri ¢emu bi zapis izgledao ovako:
(x +12) = 7(5x — 12).

Nastavimo li dalje rjesavati dobit ¢emo:

34z = 96.
A to dalje daje
B 214
T=2

Dobro se primijeti razlika u njegovom izrazavanju i izrazavanju u simbolicnom obliku,
dok je racunski postupak u oba slucaja jednak.

On u svojim djelima nulu uvodi kao broj, a razlomke svodi na najmanji zajednicki
nazivnik. Takoder objasnjava proporciju i njezinu primjenu. Njegova knjiga Knjiga o abaku
na kraju sadrzi raspravu o korjenovanju i rjesavanju jednadzbi. Prilikom spomena imena

Fibonacci, prvo pomislimo na naziv Fibonaccijev niz (a,) koji je definiran sa:
ap=1,a1 = 1,0p49 = Ayt + ay. (1.2)

Taj niz proizlazi iz zadatka o zecevima iz tre¢eg odjeljka knjige Knjiga o abaku, koji

glasi:

Pretpostavimo da se zecevi mnoZe na sljedeci nacin. Par zeceva na kraju prvog
myjeseca Zivota se ne razmnozava, medutim na kraju drugog i svakog sljedeceg mje-
seca oni reproduciraju novi par zeceva. Polazeéi od novorodenog para, postavlja

se pitanje koliko ée parova biti poslije godine dana?*

broj parova
Rjesenje ovog problema mozemo vidjeti iz yeseci T .
f
_//
N\

NN
2, 3,5,8, 13, .... Iz primjera se moze zakljuciti AN
kako je bilo koji broj ovog niza jednak zbroju dva M
prethodna clana. Nastavimo li ovaj niz, dobit ¢emo  gjijn 7. Graficko riegenje Fibonaccijevog
sljedec¢e brojeve: 21, 34, 55, 89, 144, i tako dola- zadatka s zecevima
zimo do broja 233. Taj broj i jest broj parova zec¢eva u jednoj godini.

slike 7, gdje broj crnih kruzi¢a predstavlja uku-

pan broj parova zeceva, broje¢i od vrha do Zeljenog

mjeseca. Tu vidimo da parovi zeceva Cine niz 1, 1,

L L LW O e

L ¥ ¥ R O

2T[11, str. 30.]
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Ovaj njegov problem, a i rjeSenje, nije privlacilo paznju Sest stoljeca, sve dok francuski
matematicar Edouard Lucas (1842.-1891.) nije poceo s proucavanjem osobina niza brojeva

spomenutog u zadatku s zecevima i nazvao ga “Fibonaccijevi brojevi”.

Postoji povezanost izmedu Fibonaccijevih brojeva i omjera zlatnog reza, sto pokazuje
i formula za n-ti Fibonaccijev broj:
1

(95

Poznato nam je i Fibonaccijevo misljenje da osim drugog korijena®® postoje i drugi

F, =

iracionalni brojevi. On zaklju¢uje da korijen® jednadzbe:
2® + 22° + 10z = 20

nije moguce konstruirati Sestarom i ravnalom. Nastojao je tu svoju tvrdnju i dokazati, ali s
obzirom na stupanj matematickih znanja, nije uspio.?? Kako su ga ti novi oblici iracionalnih

brojeva zaokupili, u svom proucavanju dosao je do spoznaje da je, npr.:
V16 + V54 = /250.

Fibonacci je takoder poznavao jednakost koja se danas obi¢no naziva Fibonaccijevim
identitetom, a on glasi:

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?.3! (1.3)

Formula (1.3) je ekvivalentna sljede¢em: produkt apsolutnih vrijednosti dva kompleksna broja
je apsolutna vrijednost njihova produkta®®, tj. produkt dva cijela broja koji su svaki suma
dva kvadratna broja takoder je suma dva kvadratna broja (ovakva tvrdnja se moze pronadi
kod Diofanta).

Od njegovih ostalih djela, poznata su jos neka. Ponajprije, tu je njegovo djelo iz
algebre: Knjiga kvadrata (Liber Quadratorum), kao i djelo Geometrijska praksa (Practica
Geometriae) gdje reproducira svoje spoznaje iz Euklidovih Elemenata i gréke trigonometrije.
Upravo u djelu Geometrijska praksa za m koristi aproksimaciju 1440 : 458% =3,1418. ...

Lako se da zakljuciti da su Fibonaccijeva djela imala velik utjecaj na razvoj europske
matematike tog razdoblja i nadolazec¢ih razdoblja. Opce je poznato sto se dogada s genijima
koji su ispred svog vremena, a to se dogodilo i u ovom sluc¢aju. Fibonaccijeva su djela pocela
biti cijenjena tek pocetkom 15. stolje¢a kad je matematika viSe uznapredovala, odnosno

nekoliko stolje¢a nakon njegove smrti.

Z8Korijene su poznavali i pitagorejci, vidi: [13, str. 37.-40.]

29Tu Fibonacci podrazumijeva pozitivne realne korijene.

30Fibonaccijeva tvrdnja je ipak ispravna. Jednadzba ima realan korijen: %(—2 + v/352 4 /141480 +
352 —1/141480), a taj broj se ne moze konstruirati Sestarom i ravnalom, prema: [13, str. 88.]

312, str. 103.]
324, str. 110]
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2.4. Neprekinutost i beskonac¢nost u razvijenom srednjem vijeku

I u srednjem vijeku se nastavlja rasprava o neprekinutosti i beskonacnosti. Postavlja
se opet pitanje crte, pitanje koje se postavljalo kroz povijest. Sastoji li se crta od nedjeljivih
dijelova ili se moze neogranic¢eno dijeliti? Opet imamo podjelu znanstvenika na dvije skupine:
jedni se zalazu za Aristotelova shvac¢anja, dok su drugi za atomisticku strukturu geometrijskih

objekata. Povjesnicar znanosti Dadi¢ navodi:

Neke pristase nedjeljivih dijelova interpretirali su to u sklopu nedjeljivih tijela,
drugt u sklopu matematickih tocaka, a neki su pak smatrali da postoji konacan,
odnosno beskonacan broj tocaka od kojih se sastoji crta. Na kraju, bilo je i onih
koji su smatrali da postoji neposredan dodir medu njima, tzv. kontiguitet, a neki

su pak bili za diskretan skup nedjeljivih dijelova.®

Ipak, zanimljivo je da su se i oni koji su se zalagali za Aristotelovu koncepciju, poste-
peno udaljavali od nje. Kao jednog od najistaknutijih protivnika nedjeljivih dijelova mozemo
istaknuti Thomasa Bradwardinea, koji smatra da se neprekinute velicine sastoje od be-
skonacnog broja jedinki iste vrste.

Bradwardine je sva ta misljenja i stavove vrlo pregledno klasificirao na ovaj nacin

(Slika 8.).

Aristotelovo Shvaéanje o postojanju
shvacanje nedjeljivog dijela
Y
neograniceno nedjelpva tela tocke
dijeljenjeduzine  (Demokrit) — /
- . - ol . -f.. .
konacan broj njih beskonacan brojnjih
(Pitagora, Platonovi - f
- 1c1 e ¢
ucenicl) Y,
neposredno vezane razdvojene
(kontiguitet) (diskretnost)

Slika 8: Bradwardinova klasifikacija o nedjeljivosti, preuzeto iz: [7, str. 112.].

Kako su zagovornici jedne koncepcije dokazivali svoje stavove, tako su istodobno nas-
tojali osporiti drugacije stavove. Ovakav primjer pronasli smo kod Bradwardineova dokaza

3316, str. 76.]
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protiv nedjeljivih dijelova.
On spominje paradoks o nedjeljivim dijelovima. Kao primjer uzima pravokutnik i

paralelogram koji je prikazan na slici 9.

Sasvim je sigurno da je povrsina pravokut- a E f k

nika acef jednaka povrsini gcek. Povucemo i iz
svih tocaka osnovice ce duZine usporedne sa cg, a
onda okomice na ce, i to prvi put do nasuprotne
stranice paralelograma, a drugi put do nasuprotne
stranice pravokutnika, bit ce tih usporednica i prvi

put i drugi put jednako. Medutim, svaka od njih

o .. R [ ]
povucena u paralelogramu stoji prema onoj u pra-

Slika 9: Bradwardineov dokaz ne-

. . . ) mogucénosti postojanja nedjeljivih dije-
paralelograma i pravokutnika u istom tom omgeru. lova (14. st.)

vokutniku kao cg prema ac. Izlazi da su i povrsine

Kako znamo da su povrsine paralelograma @ pravo-
kutnika jednake, proistjece da se, uz pretpostavku nedjeljivih tocaka @ uz pretpostavku da se
povrsina sastoji od crta, dolazi do kontradikcije.>*

Poznato je kako je Aristotel dosao do pojma beskona¢nosti (neograniceno je dijelio
crtu). Takva ¢vrsta veza izmedu beskonacnosti i neprekinutosti zadrzala se i u srednjem
vijeku, gdje je postignut napredak. To je vrijeme kada se pokuSavalo odgovoriti na pitanje
postoji li beskonacno samo potencijalno ili kao aktualno. Poznato je Aristotelovo shvacanje

beskona¢nog: samo je potencijalno beskonaéno.®®

Kada govorimo o neprekinutosti i beskonac¢nosti, svakako moramo spomenuti Nikolu
Kuzanskog (1401.-1464.). Bududéi da je Kuzanski platonist, on prihvaca postojanje nedje-
ljivih dijelova. Isti stav je zadrzao i o prihvac¢anju aktualne beskonacnosti. Ovakav stav o
postojanju aktualne beskonac¢nosti prenosi i na prostor, gdje kaze da je i prostor aktualno
beskonacan. Tu beskonacnost i nedjeljivost on smatra ekstremima, pa ih naziva beskona¢no
veliko i beskona¢no malo. Dadié¢ primjecuje kako je za Kuzanskog beskonacno veliko ono sto
se ne moze uciniti veéim, a beskonacno malo ono sto se ne moZe uciniti manjim.>

Uzmemo li beskonac¢no veliko i beskona¢no malo za granice, onda se operacije s
kona¢nim veli¢cinama mogu vrsiti samo unutar tih granica. Njegova shvacanja utjecala su na
znanstvenike koji su se javljali kasnije (Franjo Petri¢ i Giordano Bruno). Spomenut ¢emo

jos da je Kuzanski bio medu prvima koji je porekao geocentri¢nu koncepciju svemira.

3416, str. 76.]
356, str. 38.]
36[7, str. 113,
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2.5. Uvodenje kvantitativnih promjena

Znamo da su grcki znanstvenici i filozofi promjene promatrali kao kvalitetu, a ne kao
kvantitetu. Tu mozemo ubrojiti Heraklita, Demokrita, Aristotela i druge. Poznato je da je
i starogrcka matematika staticna i ticala se oblika, a nije bila podlozna promjenama. To se
moze vidjeti po njihovoj geometriji i algebri, gdje su za sve velicine rabili konstante, a ne
varijable. U skolastickom?” razdoblju taj se pristup promijenio.

Prilikom uvodenja kvantitativnih promjena vaznu ulogu ima Richard Swineshead
(otp. 1337.-1348.). On je u djelu Knjiga izracunavanja dosao do zakljucka u vezi s pro-
blemima toplinskog sadrzaja te kaze da je srednji intenzitet forme, ciji je iznos u jednom
intervalu konstantan, ili forme koja je takva da je promgjena jednolika u svakoj polovici in-
tervala, prosjek od njezina prvog i posljednjeq intenziteta.® Do dokaza dolazi na temelju
fizikalnog iskustva iznosa promjene. Ovaj dokaz se moze izreci i ovako: ako se veci intenzitet
smanji do srednjeg, a manji poveca u istom iznosu do srednjeg, tada se cjelina niti povecava,
niti smanjuje. Za primjer tome Swineshead kaze da ako se npr. intenzitet jednoliko povecéava
sa 4 na 8, ili ako je za prvu polovicu vremena 4, a za drugu polovicu 8, tada je ucinak isti
kao sto bi bio da postoji jednoliki intenzitet 6, koji bi djelovao u toku cijelog vremena.>

Swineshead je ovim svojim radom u znanost i matematiku uveo novi pojam: promje-
njiva velicina. Takav rad utjecao je na njegove suvremenike, pa ¢ak i na Newtona u 17.
st. lako je Swineshead uveo pojam promjene, njegov rad nije bio potpun. On nije takvu
neprekinutu promjenu usporedio s geometrijskim velicinama koje su neprekinute, nego s bro-
jevima koji su bili diskretni.*°

Swinesheadov rad utjecao je na Nicolu Oresmea koji je postigao napredak u tom po-
gledu. Oresme smatra da se netko tesko moze snalaziti u velikom broju tipova promjena ako
se te promjene promatraju dijalekticki i aritmeticki. Po Oresmeu se neprekinuta promjena
mora promatrati u okviru neprekinutih geometrijskih objekata, a ne kao do tada, diskret-
nih brojeva. Na taj nacin dolazi do povezivanja neprekinutih promjena s geometrijskim
dijagramom te nam daje graficki prikaz promjenjivih velicina. On je misljenja da se jedna
veli¢ina nanosi horizontalno kao duzina, dok se druga nanosi vertikalno kao visina, a one su
medusobno okomite. Treba razluciti da koordinatni sustav nije novost u znanosti (koristili
su ga starogrcki astronomi i geografi).

Oresme je dobro poznavao pojmove trenutacne brzine i akceleracije, sto je prikazao i
graficki. Ovo svoje znanje on primjenjuje na udaljenost koju tijelo prijede iz mirovanja, a gi-

37Skolastika: sustavi i spekulativne tendencije razli¢itih srednjovjekovnih kri¢anskih mislilaca koji su,
djelujuéi na temeljima vjerske dogme, nastojali razrijesiti opée filozofske probleme, preuzeto sa: [URL 3,
(5.3.2013.)]

3816, str. 75.]

3916, str. 75.]

40Tako su tadasnji matematicari upotrebljavali razlomke, ipak time nije bilo prevladano uvjerenje o dis-
kretnosti brojeva. Bilo kakva neprekinuta promjena brojeva tada se nije mogla shvatiti, a nitko takvo pitanje
nije ni postavio, preuzeto iz: [6, str. 75.]
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bajuci se jednolikom akceleracijom te kaze da je udaljenost jednaka onoj koju bi tijelo preslo
kada bi se gibalo u istom vremenskom razmaku jednolikom brzinom, ali s pola konacne brzine.
Poznato je da je i Swineshead znao ovu tvrdnju, ali je Oresme, za razliku od njega, dao dokaz.

Njegov dokaz (Slika 10.) sastoji se od toga da je povrsina sastavljena od nedjeljivih dijelova.

€
\““x_\ - pravokutnik ABGF predstavlja prijedenu uda-
N e E a ljenost kod jednolikog gibanja uz nepromije-
g njenu brzinu AF i u vremenu AB.
~
~
T - trokut ABC predstavlja prijedenu udaljenost
& D . kod jednoliko ubrzanog gibanja i u istom vre-
Slika. 10:  Oresmeov dijagram brzine menu, a pocevsi od mirovanja.

jednoliko ubrzanog gibanja.

Pomoc¢u ovog primjera Oresme pokazuje kako su povrsine ovih likova jednake, a to znaci da
je 1 prijedena udaljenost u oba slucaja jednaka. U svom dokazu Oresme nije objasnio zasto
je povrsina ispod krivulje jednaka udaljenosti, ali se moze zakljuciti da je smatrao kako se ta
povrsina sastoji od nedjeljivih vertikalnih crta, a svaka crta predstavlja brzinu kojom tijelo

nastavlja put u vrlo kratkom vremenu.

2.6. Uvodenje simbola i obnova sinkopatske algebre

Spomenuta su veé postignu¢a dostignuta u pogledu rjesavanja problema promjene i
kvantitete, Sto je jos vise potaknulo razvoj znanosti i matematike, koja se izgradivala na
temeljima arapskog shvacanja matematike. Razdoblje 14., i ve¢im dijelom 15. st., je vri-
jeme kada u matematici dolazi do odredenih promjena u pisanju, odnosno matematickim
oznakama. Toj promjeni dobar zamah je dalo uvodenje odredenih simbola. Kako su arapske
brojke ve¢ bile prihvacane, one su dale dobar temelj za uvodenje shema koje su na jednos-
tavniji nacin prikazivale matematicke izraze i operacije.

Iz rukopisa®! koji datira nesto prije 1380. pronalazi se ovakva simbolika. U njemu
mozemo pronaci algebarske izraze koji su prikazani simbolicno, za razliku od latinskih tek-
stova tog vremena gdje su algebarski izrazi imali retorican oblik. Takav retorican oblik u
tekstovima je pod utjecajem arapskih tekstova gdje se upotrebljavaju algebarski izrazi za
kvadrat, nepoznatu veli¢inu i poseban broj. Tako se za kvadrat koristi naziv census, za ne-

poznanicu naziv res, ponekad radiz, a za poseban broj, tj. slobodan ¢lan, naziv denarius ili

4176, str. 77.]
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dragma. Novost u navedenom rukopisu je to sto je upotrebljavano prvo slovo odgovarajucih
naziva, gdje su slova postavljena u odredenim shemama. Sheme su oznacavale i o kojim se
operacijama radi. Tako za primjer mozemo spomenuti simboli¢an izraz 8x2 + 5z + 3 koji bi
se u vecini tekstova retori¢no izrazavao u pribrajanju 8 censusa, 5 radiza i 3 dragme. Ali u

navedenom tekstu takav primjer je simboli¢no zapisan ovako:

o oo
= ot
[@FENUN

Mozemo primijetiti iz primjera da slova u donjem retku predstavljaju rijeci census
(¢), radiz (1), dragma (d), a povlaka ispod slova oznacava da se takvi clanovi zbrajaju. U
slucaju kada se ¢lanovi oduzimaju, tada njih pisemo ispod onih koji se pribrajaju. Kao
primjer navest ¢emo simboli¢an izraz 3x? — 2x + 22% — 4 + 7o — 22 + 5x — 6 koji se pise:

~J

=N IO W

O 0N
O N IR
OO IR Ot

U ovom primjeru tocka ispod slova znaci da se taj ¢lan oduzima. Ovakvi primjeri
nalaze se u mnogim matematickim tekstovima diljem Europe (15. st.), pa i u tekstovima
matematicara Regiomontanusa. Novonastali simboli¢ni prikaz pomogao je da se mnogi al-
gebarski tekstovi pojednostave i skrate. Tako retoricki tekstovi sve vise postaju sinkopatski,
ali ti tekstovi i dalje imaju karakter konkretnosti i iskustvenosti.

Autor koji je dao veliki znacaj sinkopatskim tekstovima bio je Luca Pacioli, ve¢ spome-
nut. Najpoznatije je njegovo djelo Sve o aritmetici (Summa de aritmetica), koje je nastalo
1487., a objavljeno u Veneciji 1494. Djela su mu pod utjecajem prethodnika u podrucju
aritmetike i algebre, i to ponajvise Fibonaccija. U Paciolijevim radovima mozemo pronaci
naziv res za nepoznanicu, a census za kvadrat. Razlika je u tome Sto se u djelima Paciolija
vidi jasan prijelaz na sinkopatski nacin izrazavanja, gdje on za radiz (korijen) ima skracenicu
R~ a za drugi korijen koristi kraticu R~2, itd. Osim ovih skracenica koristi jos skrac¢enicu
ce. za census, odnosno kvadrat, cu. za cubus (kub), ce.ce. za kvadrat kvadrata, dok za

zbrajanje koristi kratice p (plus), a za oduzimanje m (minus).
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3. Srednjovjekovna matematika Bliskog istoka

Mnogi smatraju da se arapska matematika svodila samo na prevodenje i prijenos po-
dataka koje su preuzeli od Grka. Ali s danasnjeg gledista moze se vidjeti da je ona mnogo
sli¢nija nasem poimanju, u odnosu na grcko. Godine 622. Muhamed odlazi iz Meke u Medinu
gdje utemeljuje novu vjeru, islam. Samim time ta godina postaje prvom godinom musliman-
skog kalendara.*? Kalifi, Muhamedovi nasljednici prihvaé¢aju njegovo uéenje i pocinju velika
osvajanja s ciljem upoznavanja svijeta s islamom. Tako su u razdoblju jednog stoljeca zauzeli
cijelu sjevernu Afriku, juznu Spanjolsku, prednju Aziju, dio srednje Azije i dio Pandzaba.*3
Nakon tih osvajanja, Arapi upoznaju istoc¢njacku matematiku, posebno indijsku, kao i sta-
rogréku. Pogledamo 1i bolje, vidimo da su arapski matematicari spojili izvornu isto¢njacku
matematiku, posebno onu indijsku, sa strogim starogrckim metodama. Na taj nacin oni pri-
hvac¢aju najpozitivnije iz obje matematike i stvaraju novu cjelinu koja je dala novi poticaj
razvoju matematike.

Kako je Bagdad izgraden na rusevinama drevnog grada kalifa al-Mansura, a isti ga
762. proglasava glavnim gradom istocnog dijela carstva, a time i intelektualnim centrom
Muhamedova svijeta, bagdadski kalifi su podupirali razvoj prirodnih znanosti, a time i ma-
tematike. Ime Harun al-Rashid sigurno je poznato iz pri¢e o Seherezadi iz pripovijedaka u
knjizi Tisucu i jedna noé. Taj kalif vlada Bagdadom (786.-809.) i osniva u Bagdadu veliku
knjiznicu koju je dao dopuniti rukopisima iz cijeloga svijeta.** Poznato je da su pod njego-
vom vladavinom prevedeni klasici gréke znanosti, ukljucujudi i dio Euklidovog rada. Stovise,
to je arapska verzija koja dolazi u Europu i Europa se pomoc¢u tog prijevoda upoznaje s
Euklidovim Elementima.

Arapi su od Indijaca preuzeli racun i pozicijski sustav, kao i indijski na¢in promatranja
polutetive te izracunavanje sinusa i kosinusa u brojcanom smislu. Jedino im je geometrija
bila deduktivna kao i za vrijeme Euklida. Za svoju algebru preuzimaju strogi gréki geome-
trijski dokaz, a takoder nastoje izbjegavati negativne brojeve kao Diofant. Za primijetiti
je da je to u protivnosti s indijskim shvac¢anjem, ali pojam broja kao iskustvene kategorije
bio je upravo u indijskom smislu, a ne u gréckom. Koriste jos retoricki oblik pri izlaganju
jednadzbi, napustajuci sinkopatski koji je razvio Diofant.

42Muslimanska godina je bila lunarna i imala je 354 dana, op. a.
43Gjeverozapadni dio Indije, op. a.
44Vjerojatno bez Kine, op. a.
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3.1. Arapska i perzijska matematika od 500. do 1000.

Matematicarima su nova znanstvena sredista najprije sluzila za intenzivno prevodenje
antickih grckih autora, a potom i za upoznavanje s matematikom i astronomijom Indije.
Poznato nam je to po tome §to na dvor kalifa dolazi Perzijanac Vaqub ibn Tariq (oko
775.), koji pise o sferama i kalendaru te sudjeluje u prevodenju radova Brahmagupte. Na
isti dvor dolazi i astronom Abu Yahya koji prevodi Ptolomejev rad, ¢ime pomaze u pocetku
velikog pokreta koji je doveo do uvodenja klasicne gréke matematike.

Najznacajniji i najve¢i matematicar koji je djelovao
u Kuéi mudrosti al-Mamuna je Abu Abdalah Muhamed
Ibn Musa al-Khwarizmi (780.-845.)(Slika 11.), rodom
iz Khwarezma.*® Napisao je vise matematickih djela od
kojih je pet djelomice sacuvano u kopijama. Najvazniji
za europsku matematiku je njegov aritmeticki traktat*®,
koji se vjerojatno nazivao Knjiga o zbrajanju i oduzima-
nju prema indijskom racunu, ali i njegov algebarski trak-
tat Kratka knjiga o racunu al-jabra i al-mugabalah (Hisab
al-jabr wa’l-muqabalah).

Djela al-Khwarizme sacuvana su samo djelomi¢no
i to samo u latinskim prijevodima. Iz tih latinskih pri-

jevoda danas imamo dva vazna termina. Po latinskom

obliku imena al-Khwarizma pojavila se rije¢ algoritam,

dok su Arapi rijeé¢ al-jabr izgovarali priblizno kao al-gabr, Slika 11: Al-Khwarizmi, najveéi i
7 najznacajniji perzijski matematicar

i tako se u latinskom pojavila algebra.? ‘ »
srednjeg vijeka.

Njegov arit-
meticki traktat se sastojao od vaznih informacija koje je
Europa odmah usvojila. Najprije detaljno opisuje pisanje brojeva prema indijskom nacinu
pomocu devet indijskih znakova i malog kruga slicnog 0. Nakon toga detaljno objasnjava
kako treba izvrsavati pojedine matematicke operacije*® prema indijskom naéinu s tako napi-
sanim brojevima.

Njegov algebarski traktat snazno je utjecao na europsku matematiku srednjeg vijeka.
Razumljivo je da se takav nacin baratanja s operacijama odmah udomacio u srednjem vijeku
i s postupnim doradivanjem, primjenjuje se i danas. Njegov algebarski traktat sadrzavao je
poseban algebarski dio, ali i dio posveéen praktiénim problemima, kao Sto su: trgovacki

ugovori, premjeravanja, izracunavanje povrsina plohe i oporuke. Zanimljivo je da je problem

45Khwarezm je tada bila napredna zemlja u slivu Amu-Darja kod njezinog utoka u Aralsko jezero. Danagnji
grad Khiva, op. a.

46Traktat je teorijska rasprava, spis o nekom problemu, pitanju; studija, preuzeto iz: [1, str. 1343.]

4TVidi: [3, str. 228.]

48Misli se na sljedeée matematicke operacije: zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje, op.a.
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nasljedstva u Arapa bio vrlo slozen i zato je ta problematika ugradena u traktat. Poseban
algebarski dio ovog djela posvecen je rjesavanju linearnih i kvadratnih jednadzbi s cjelo-
brojnim faktorima. Arapi su rjesavali kvadratne jednadzbe na vrlo opéenit nacin, a uveli
su i klasifikaciju jednadzbi prvog i drugog stupnja. Osim toga, dali su opéenite procedure
rjesavanja jednadzbi koje se posebno ocituju u postupcima al-jabr (upotpunjavange) i al-
muqabalah (uravnotezZavangje). Operacija al-jabr (upotpunjavanje) odstranjuje iz jednadzbe
¢lan s negativnim predznakom pribrajanjem tog izraza objema stranama jednadzbe.*® Vi-
dimo da ta operacija odstranjuje “nedostatke” takve jednadzbe. Operacija al-mugabalah
(uravnotezZavange) je, dakle, pojednostavljena jednadzba tako da je zbrojila clanove iste vr-
ste.®® S te dvije operacije se svaka linearna i kvadratna jednadzba mogla svesti na jedan od

Sest tipova jednadzbi s pozitivnim koeficijentima, a tipovi su:

1.) ax?® = bx 4.) az?+bxr =c
2.) ar® = c 5.) az® +c=bx
3.) b =c 6.) bz + ¢ = az?

Ovakve jednadzbe se rjesavaju prema uputama opisanima u traktatu, ali al-Khwarizme
ne uzima u obzir 0 kao korijen prvog tipa jednadzbe.

U svojim djelima ne primjenjuje simboliku, veé¢ je njegov izraz retorican. S danasnjeg
gledista vidi se da su tipovi od 4.) do 6.) istovjetni, ali s arapskog gledista razlikuju se
u tome Sto u njihove relacije nije smio ué¢i nijedan negativni ¢lan. Navest ¢emo primjer
na kojem ¢emo primijeniti oba njegova postupka i zatim rijesiti tu jednadzbu prema djelu
Kratka knjiga o racunu al-jabra @ al-muqabalah.

Neka je dana jednadzba x?+17 = 56— 10z, na koju primijenimo postupak al-jabra koji
je svodi na z? + 17 4 10z = 56, a zatim pomoc¢u postupaka al-mugabalah imamo jednadzbu

cetvrtog tipa x? + 10z = 39. . 5

Ovaj primjer ¢e nam posluziti da bi vidjeli kako se =® x S5x

spajaju grcki i indijski elementi u rjesavanju kvadratne
jednadzbe. Do rjesenja se dolazi pomoc¢u danih pravila,
ali je dokaz geometrijski. U dokazu se brojevi iz jednadzbi
prikazuju geometrijski, ne samo poznati, nego i nepoznati, 35| 3x 2%
tako da crtez nije konstrukeija, nego skica (Slika 12.).

Sa skice se vidi da je nepoznata velicina x prikazana
s duzinom, x? predstavlja kvadrat koji je konstruiran nad

tom duzinom, dok se 10x prikazuje kao zbroj dvaju pravo- )
Slika 12: Rjesenja kvadratne jed-

nadzbe prema djelu al-Khwarizma,
tako da s kvadratom cine lik kakav je prikazan na slici. g9 g,

kutnika sa stranicama x i 5. Pravokutnike treba smjestiti

Jasno je da taj lik mora imati povrsinu 39. U ovakvom prikazu brojeva duzinama ili

490vaj postupak je prijenos negativnih élanova na drugu stranu u obliku pozitivnog ¢lana, op. a.
50Postupak kraéenja jednakih ¢lanova na obje strane, op. a.
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povrsinama vidi se dvostruki utjecaj, indijski i gréki. Zatim se lik dopunjuje kvadratom
koji ima stranicu 5°! i tako dobivamo novi veéi kvadrat povrsine 64°2, jer je 64 = 25 + 39.
Iz konstrukcije, stranica kvadrata mora biti x + 5, ali i 8, zbog toga Sto mu je povrsina
64. Iz ovih navedenih ¢injenica zakljucuje se da x mora biti jednak 3. Ovaj primjer nam
pokazuje indijski utjecaj odredivanja duzina i povrsina pomocu brojeva, a s druge strane
strogi geometrijski dokaz koji potjece od Grka.

Sa danasnjeg gledista al-Khwarizmi je matematici malo novog pridonio, ali je vaznost
njegovog matematickog rada u tome Sto su njegove knjige bile prve s kojima se srednjovje-
kovna europska matematika upoznaje s matematickim dostignu¢ima Gréke i Indije.

Spomenut ¢emo i nekoliko ostalih znacajnijih djela arapskih matematicara. Sli¢no
kao i al-Khwarizmi, Egipéanin Abu Kamil (850.-930.) se u svom djelu Kitab al-jabr
Wa’l-muqabalah bavi rjeSavanjem kvadratnih jednadzbi, kao i primjenom algebre na mnogo-
kute (peterokute i deseterokute). Njegov rad ukljucivao je i potencije, a poznaje jednakost
"™ = ™" Abu Kamilov rad je utjecao na Fibonaccija i tako algebri otvorio vrata
Europe.

Problematici geometrije takoder se posvetio i Abu’l Wafa (940.-998.), koji daje dopri-
nos u trigonometriji. Tu se misli na njegovo izracunavanje tablica sinusa i tangensa za svakih
10°, a takoder je vrlo vjerojatno da je on zasluzan za koristenje sekansa i kosekansa. Pisao
je i o aritmetici, algebri, geometriji i astronomiji. Detaljno je opisao racunanje s razlomcima
u svom djelu. Njegov aritmeticki rad je jedini rad tog doba u muslimanskim zemljama gdje
se koriste negativni brojevi.

Otprilike u tom razdoblju djelovao je Thabit ibn Qurra (908.-946.), fizicar od
znacaja, ali bolje poznat po svom radu u filozofiji i matematici. Poseban je zbog toga
Sto je bio uspjesan u primjeni algebre na geometriju. U njegovom radu interesantne su dvije
stvari: trudi se dokazati peti Euklidov postulat o paralelnosti i pise knjigu o tome kako se su-
sreéu dva pravea koji idu pod kutovima manjim od dva prava®, dok pri mjerenju presjecnice
stosca nazvane parabola® primjenjuje metodu integralnih suma. Graniéni prijelaz izvodi
vrlo tocno. Kako nije poznavao Arhimedov rad, mnoge rezultate otkrio je ponovno neovisno

0 njemu.

3.1.1. Krscanski i zidovski uéenjaci u Bagdadu

U vrijeme punog procvata, Bagdad je bio meka za znanstvenike. Poznato je da su u

njega dolazili takoder razni zidovski i krs¢anski pisci tog vremena, ali su njihova imena dana

51Sto je opet mjerni broj te duzine, op. a.
52Sto je opet mjerni broj, op. a.

53[13, str. 85.]

54[13, str. 85.]
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u arapskom obliku. Medu njima je Sahl ibn Bishr (oko 850.), koji je stekao reputaciju
prije dolaska u Bagdad. Pisao je o algebri, a to znamo zbog toga sto se dio njegova spisa
pojavio u Veneciji (1493.), a dio u Baselu (1533.). Tu je takoder Abu’l Taiyib, koji je
ostavio zidovsku religiju i presao na islam. On je sastavio niz astronomskih tablica i ¢ini
se da je pisao o trigonometriji. Osim njih, kri¢anin Qosta ibn Luga al-Ba’albeki (umro
otp. 912.), pisao je o geometriji u katehetskom obliku, a preveo je i Teodozijeve Sfere i dio
djela Diofanta. Spomenut ¢emo Grka krs¢anina, Nazif ibn Jumna, poznatijeg kao al-Qass
(u prijevodu: svecenik), koji je prevodio djela Euklida.

3.1.2. Prevoditelji na arapski

Znacajan prevoditelj tog razdoblja je al-Hajjaj (786.-835.), koji je napisao dva pri-
jevoda s najmanje Sest knjiga Euklidovih Elemenata, a preveo je i Ptolomejev Almagest.
Sljedeci prevoditelj je Honein ibn Ishaq (809./10.-873.), koji je preveo nekoliko grékih ra-
dova, ukljucujuc¢i Ptolomejev Tetrabiblos. Osim njega, i njegov sin Ishaq prevodi Euklidove
Elemente, Almagest, Arhimedovo djelo O sferi i cilindru. Nesto manje poznati, ali vrijedni
spomena su: al-Himsi (umro 883.), koji je preveo prve cetiri knjige Apolonija i Said ibn
Yaqub (zivio 915.), fizicar, koji je preveo dijelove radova Euklida i Pappusa.

3.2. Arapska i perzijska matematika od 1000. do 1500.

Medu posljednjim doprinositeljima matematici u gradu kalifa bio je al-Karaji (953.-
1029.). Njegovo prvo djelo vrijedno spomena je Kafi fil Hisab, gdje govori o aritmetici. Istice
ga se kao prvu osobu koja je algebru oslobodila od geometrijskih operacija i paznju posvetila
aritmetickim. Smatra se da je to djelo napisano iskljucivo iz indijskih izvora. Djelo ne sadrzi

samo elemente aritmetike, nego daje i pravilo u ovom obliku:

(a;b)z— (a;b)2:ab. (1.4)

Pravilo je to koje se vjerojatno duguje Indijcima. Izmedu ostalog, daje i metode mnozenja
kao $to je izrazeno formulom (10a+a)(100+0b) = [(10a+a)b+ab]10+abi (10a+b)(10a+c) =
(10a + b+ c)a - 10 + be.

Rad zavrSava algebrom, ukljuc¢ujuéi kvadratne jednadzbe i arapsko objasnjenje poj-

mova: al-jabr i al-mugabalah.
Njegovo drugo djelo, Fakhri, je algebra po kojoj je mnogo poznatiji, koje ukljucuje:
algebarske operacije korjenovanja, jednadzbe prvog i drugog stupnja i rjeSavanje problema.
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Njegove jednadzbe ukljuc¢uju takvu formu, kao npr. z*+5x? = 126, gdje rjesenje kvadriranja

opc¢enito ovisi o pravilu kako je predstavljeno u jednadzbi:
ar’ +bxr =c (1.5)

1 formuli

2
T = (g) +ac— g L a. (1.6)

Pravila su objasnjena geometrijski, kao Sto je u djelima ranijih arapskih pisaca. Pro-
bleme koje nalazimo kod njega nadahnuti su djelima al-Khwarizmia i Diofanta te ukljucuju
pronalaZenje rjesenja jednadzbi: 23 + y3 = 22, 22 — y? = 23, 223 = 22, 3+ 102% = 2 i
22 +y3 = 22, kao i pronalazenje dijelova rjesenja za % — 3> = 22 i 23 + 9% = 23. Taj se rad
svrstava u jedan od najznanstvenijih arapskih algebarskih radova.

Spomenimo jo$ nekoliko istaknutih arapskih prirodoznanstvenika i matematicara iz
druge polovice srednjeg vijeka. Jedan od njih je al-Haitham (965.-1040.), koji je pokusao
klasificirati parne savrsene brojeve. Pritom je mislio na one brojeve oblika 2¥=1(2F — 1), gdje
je 28 — 1 prost broj.

Istaknut ¢emo i njegovog suvremenika Uzbekistanca, Avicennu (980.-1037.). Avi-
cenna je bio lije¢nik, prirodoznanstvenik i pjesnik, ali se posvetio i matematickom radu.
Njegovo djelo Knjiga lijecenja se sastoji se od cetiri dijela, a jedan dio je posveten matema-
tici.® Geometrijski dio baziran je na Euklidovim Elementima, dok se aritmeticki dio bavi
problemima dijeljenja (npr.: Ako pri dijeljenju broja s 9 dobijemo ostatak 1 ili 8, pokazati
da je ostatak pri dijeljenju kvadrata tog broja s 9 jednak 1.).5

Ne smijemo izostaviti Perzijanca Omara Khayyama (1048.-1131.), poznatog po radu
u Kuéi mudrosti. Glavno njegovo djelo je Algebra, a bavio se astronomijom, filozofijom i po-
ezijom. Dao je potpunu klasifikaciju kubnih jednadzbi (14 tipova) s geometrijskim rjesenjima
pomocu sjecista konika i prvi je uoc¢io da ne moraju imati jedinstveno rjesenje. Khayyam
razlikuje aritmeticko i geometrijsko rjesenje jednadzbe.?”

U 13. st. djeluje Nasir al-Din al-Tusi (1201.-1274.) iz sjevernog Irana. Poznat je
kao svestran ucenjak, a pisao je izmedu ostalog i o trigonometriji, astronomiji, ra¢unanju,
geometriji, konstrukeiji i uporabi astrolaba. Al-Tusi je dao komentare na Ptolomejev Alma-
gest (1247.), gdje je uveo trigonometrijske tehnike za izracunavanje tablica sinusa. Posebno
treba istaknuti njegov doprinos u nastojanju da trigonometrija postane matematickom dis-
ciplinom, a ne kao do tada samo sredstvo za astronomske proracune. Zna se da je al-Tusi

dao prvi prikaz ravninske i sferne trigonometrije u djelu O kvadrilaterali. U tom djelu daje

55Matematiku dijeli na geometriju, astronomiju, aritmetiku i glazbu.

56[4, str. 104.]

57Pod aritmetickim rjeSenjem podrazumijeva trazenje racionalnih rjeSenja, a geometrijska dozvoljavaju i
iracionalna i podrazumijevaju geometrijski prikaz i dokaz, preuzeto iz: [4, str. 105.]
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teorem o sinusima za ravninske trokute, koji glasi:

a b c

sinae  sinf3 siny’

Kao posljednje uc¢enjake ovog razdoblja i podrucja, spomenut ¢emo Ulug Bega i al-
Kashija. Prvi od njih je Ulug Beg (1394.-1449.), koji postaje vladarom Samarkanda. Zna
se da je on osnovao sveuciliste teologije i znanosti, kao i opservatorij gdje je okupljao najbo-
lje znanstvenike tog podrucja, medu kojima se nalazi i al-Kashi (1380.-1429.). Al-Kashi je
postao vode¢i matematicar i astronom u Samarkandu i tada nastaju njegova najbolja djela:
O opsegu kruga®® i Kljuc¢ aritmetike.”

Povijesno istrazivanje matematike arapskih zemalja nije zavrseno. U posljednjih ne-
koliko desetlje¢a otkriveni su vrlo vazni rukopisi i matematicka javnost ceka na njihovo

proucavanje.

8U djelu je 27 izracunao na 16 decimala, preuzeto iz: [4, str. 106.]
5 0vo djelo je udzbenik za studente kako bi naucili osnove matematike za astronomiju, mjeriteljstvo,
arhitekturu, ra¢unovodstvo i trgovinu, preuzeto iz: [4, str. 106.]
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4. Srednjovjekovna indijska matematika

Matematika u indijskoj praksi opcéenito ima vaznu ulogu pa u tu svrhu razvija vrlo
zadovoljavajuce matematicke procedure. Ona je bila i usko vezana za promatracku astrono-
miju, zbog ¢ega su astronomski tekstovi bili vrlo ¢esto popra¢eni matematickim izlaganjima.
Ti tekstovi su nam vrlo zanimljivi i vazni kao izvor za upoznavanje indijske matematike
upravo zbog toga Sto se u njima tumace matematicka pravila.

Najstariji poznati matematicki rukopis iz Indije je Baksali rukopis, nazvan po mjestu
pronalaska, a potjece iz 4. stoljeca, ili nesto ranije. Poznato je da su Grei bili zaokupljeni
geometrijskom matematikom, dok su se Indijci zanimali za aritmeticku i racunsku matema-
tiku. Iz toga se moze primijetiti da je indijska matematika ¢vrsto vezana uz iskustvo, Sto
jasno pokazuje njezinu razli¢itost od starogrcke matematike. Indijsko ime za matematiku,
ganita znaci znanost o racunanju. Upravo zbog toga Indijci nisu imali nikakvih problema sa
zakrivljenim i ravnim povrsinama, $to je za Grke bio velik problem.

Poznato je da su Indijci na isti nac¢in postupali sa zakrivljenim i pravocrtnim likovima,
mjereéi i jedne i druge pomocu brojeva. Takvo isticanje brojcanog znacaja u matematici
omogucilo je i vrlo zadovoljavajuci pozicijski sustav u numeraciji, kao i aritmeticke opera-
cije. Poznato je da su radili i s razlomcima, kao i s negativnim brojevima, Sto je za njih bio

dug. Poznavali su i nulu, iako s njom nisu rado baratali.

4.1. Indijski matematicari od 500. do 1000.

Kao prvog od poznatijih indijskih matematicara iz razdoblja od 500. do 1000. spo-
menut ¢emo Aryabhatu starijeg (476.-otp.550.), koji je roden u Kusumapuri, tzv. gradu
cvije¢a, malom gradu u Jummi tik iznad njegovog uséa s Gangesom.

Njegovi radovi su bili malo poznati medu hinduistickim ucenjacima u nadolaze¢im
stolje¢ima, a razlog mozemo nac¢i u tome Sto je zivio daleko od Ujjaina, drevnog sredista
matematicara i astronoma. Njegov rad, éesto nazivan Aryabhatiya,’° sastoji se od Gitike ili
Dasagitike (kolekcija astronomskih tablica). Njegov drugi rad Aryastasata, koji ukljucuje:
Ganitu (biljeske o aritmetici), Kalakryu (biljeske o vremenu i njegovu mjerenju) i Golu (bi-
ljeske o sferi).

Aryabhata daje formulu 7r2v/7r? za obujam kugle, koja je netocna, gdje ona 7 iz-
16
3.
Takoder, daje pravilo za dobiti vrijednost 7 i ono glasi: Dodaj cetiri stotici, pomnozi

jednacava s

to s 8§ @ dodaj ponovno 62 tisuce tome, ovaj rezultat je priblizna vrijednost opsega kada je

60[3, str. 189.]
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promjer 20 tisuéa." Ovakvo njegovo pravilo 7 izjednacava s 52552 ili 3.1416.

Aryabhatu starijeg ¢emo jos spomenuti kad budemo govorili o decimalnom pozicijskom
sustavu i njegovom koristenju slogova umjesto brojeva. Kao §to smo naveli gore, Aryabhata
ovdje spomenut je poznat kao stariji od dvojice matematicara istog imena. Datum zivota

mladeg Aryabhate je nepoznat, kao sto je i nemoguce jasno razlikovati radove njih dvojice.

Najistaknutiji od indijskih matematicara je
Brahmagupta (598.-670.)(Slika 13.). Zivio je i ra-
dio u velikom astroloskom centru znanosti Ujjainu.%?
Kao tridesetogodisnjak napisao je svoj veliki rad koji je
imao 22 poglavlja, a naslovljeno je Astronomski sustav
Brahme (Brahma-sphuta-sid’hanta), koji ukljuc¢uje dva
poglavlja o matematici: Predavanja o aritmetici (Gani-
tadhaya) i Predavanja o neodredenim jednadzbama (Ku-
takhadyaka). U dijelu posveéenom aritmetici susreéemo
se, osim aritmetike, i s izracunavanjem povrsina i volu-
mena geometrijskih tijela koje se primjenjivalo u radu
mjernika, dok je drugi dio tog djela posvecen algebri,
tj. rjesavanju jednadzbi prvog i drugog stupnja.

Brahmagupta daje pravila za racunske operacije

§to iznosi u 12. poglavlju pod naslovom Aritmetika,

Slika 13: Brahmagupta je najistak-
nutiji indijski matematicar srednjeg
vijeka.

gdje kaze: Umnozak dviju negativnih velicina je pozi-
tivan, umnozZak nule i negativnog broja ili nule, kao 14

1.93, §to bi u sklopu grékog

pozitivnog broja, jest nula i s
misljenja bilo nemoguce zamisliti. Brahmagupta nije poznavao dijeljenje s nulom, a za dije-
ljenje nule s nulom smatra da je nula.

Brahmagupta dolazi do formule za povrsinu P tetivnog ¢etverokuta® sa stranicama

a, b, ¢, d gdje je ona jednaka P = /(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d), pri ¢emu je poluopseg
s = 2(a+b+c+d).% Vidimo da je to prosirena Heronova formula za povrsinu trokuta.

Njegovo pravilo za ¢etverokute glasi: pola sume svih stranica uzeti cetiri puta, © pojedinacno

umangiti za stranice, pomnoZiti zajedno, kvadratni korijen od tog umnoska je ta povrsina.®

Zanimljivo je jos da on koristi 3 kao “prakti¢nu vrijednost” za 7, a /10 kao “urednu vrijed-
nost”.

U svom poglavlju o kvadratnim jednadzbama Brahmagupta daje pravilo za rjeSavanje
\/p*+4g-p

5 , koja ocito daje jedan

jednadzbe tipa 2% + pr — ¢ = 0, gdje je bitna formula z =

6112, str. 156.]

62Ujjain je grad u drzavi Gwalior, centar sadasnje Indije, op. a.

6316, str. 62.]

64Tetivni éetverokut je éetverokut oko kojeg se moze opisati kruznica, op. a.
65[9, str. 122.]

6612, str. 158.]
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korijen ispravno. Osim toga, Brahmagupta je umio rijesiti linearnu neodredenu jednadzbu®”

ax + by = c u sklopu cijelih brojeva, kao i neke specijalne slucajeve tzv. Pellove jednadzbe®,

y? = Ax? + 1, koristeéi metode koje su formalno razvijene nekoliko stolje¢a kasnije.

Navest ¢emo dva zabavna Brahmaguptina problema:

Problem 1. Putovi iste duzine®
I
xl s
Na vrhu odredene stijene visine h zive dva E|I e
asketa.™ Jednog dana jedan od njih spustio se ver- *n
tikalno nanize sa stijene i odsetao do obliznjeg sela I X My
koje je bilo na udaljenosti d od osnovne stijene. .
Drugi asket, koji je bio i ¢arobnjak, prvo je poletio e
vertikalno uvis do visine x od vrha stijene, a zatim A d -
je pravolinijskom putanjom odletio do sela. Ako su Qlika 14: Putovi iste duzine.

prijedeni putovi oba asketa jednaki, odredite visinu .

Rjesenje:
Neka je h = |AB]| visina stijene i z visina vertikalnog leta drugog asketa. Sa
slike 14. lako je napisati jednadzbu:

h+d=x++/(h+x)2+d? ili h+d—z=+/(h+2)+d2

Poslije kvadriranja i sredivanja, dobije se: 2hd — 2dx — 2hx = 2hx, odakle je x = %.

Problem 2. Slomljeni bambus™

Vijetar je slomio bambus visine 18 lakata.”™ Nje-
gov vrh dodirnuo je zemlju na 6 lakata od osnove
bambusa. Odredi na kojoj visini od zemlje je slom- ¥
ljen bambus. x

Slika 15: Slomljeni bambus.

67[10, str. 218.]

68[10, str. 211.]

69112, str. 159.]

70 Asket je onaj koji zivi strogim Zivotom u vjezbanju, isposnik, pustinjak, preuzeto iz: [1, str. 64.]
112, str. 159.]

"Lakat je stara jedinica za duzinu i ozna¢ava udaljenost od lakta do vrha srednjeg prsta, op. a.
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Rjesenje:

Neka su x i y duzine segmenata slomljenog bambusa. Iz sustava jednadzbi
r+y =18, y* — 2* = 36 (slika 15.) nalazimo x = 8, y = 10. Prema tome,
bambus je slomljen na visini od 8.

Tredi veliki indijski matematicar ovog vremena je Mahavira (oko 800.-oko 870.), roden
u juznoj Indiji (vjerojatno u Mysoreu) i smatra se da je zivio na dvoru vladara Rashtrakuta.
Pisao je djela iz elementarne matematike, kombinatorike i neodredenih (diofantskih) jed-
nadzbi prvog reda. Takoder je istrazivao metode korjenovanja, operacije sa funkcijama te je
raspravljao o cjelobrojnim rjesenjima neodredene jednadzbe prvog reda. Prvi je koji je dao
eksplicitan postupak izracunavanja broja kombinacija.

Poznavao je rad Brahmagupte i napisao je jedno vazno djelo: Kratki tecaj znanosti o
racunanju (Ganita Sara Sangraha) oko 850., koje predstavlja dopunu Brahmaguptina rada,
ali sa znacajnim pojednostavljenjem i detaljnim objasnjavanjima. Taj Mahavirin rad sasto-
jao se od 9 poglavlja. Poznata je njegova zanimljiva znacajka, tj. zakon, koji se odnosi na
nulu, gdje on kaze: Broj pomnoZen s 0 je 0, a da ostaje nepromijenjen kada je umanjen s
0. Po Mahaviri na dijeljenje s 0 se gledalo kao da nema efekta. U svom djelu on potvrduje
zakon umnozavanja negativnih brojeva od Brahmagupte, ali isto kao i on rabi v/10 kao vri-
jednost za w. Takav iznos za 7 se koristio diljem istoka, ali i u srednjoj Europi.

U djelu prvo od aritmetickih operacija obraduje mnozenje, a potom razmatra po redu:
dijeljenje, kvadriranje, korjenovanje, kubiranje, tre¢i korijen i zbrajanje nizova. Mozda je
najvrjednija njegova znacajka u obradi razlomaka, gdje on govori o obrnutom djelitelju:™
Nakon sto je nazivnik djelitelja postao njegov brojnik (i obrnuto), operacija se provodi kao
mnozenje (razlomaka).™

Povjesnicar matematike, Victor Katz kaze da su se tada u Indiji prvi put pojavili za-
biljeZeni rezultati o kombinatorici.”™ Poznato je iz Mahavirina rada da je on dao eksplicitni
postupak za izracunavanje broja kombinacija, ali bez dokaza. Taj njegov postupak preveden
na jezik moderne matematike izgleda ovako:

. nn—=1)Mn-2)---(n—k+1) n\ 7,
Cr = 1.9-3.. .k :(k:>’ (1.7)

gdje je C} broj razlicitih nacina na koje se k elemenata moze izabrati izmedu n elemenata.

Navest ¢emo zadatak iz njegove knjige Kratki tecaj znanosti o racunanju u kojem se radi o

kombinatorici:

73[12, str. 162.]
74Obrnuti djelitelj se odnosi na danasnju recipro¢nu vrijednost, op. a.
(12, str. 162.]
6110, str. 229.]
77710, str. 229.]
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Na koliko nacina se mogu kombinirati okusi: opor, gorak, kiseo, ljut, slan i sla-
dak?™

Rjesenje:

Izbor k okusa (izmedu n) jednak je $to i odsustvo n — k okusa. Sto je u

n

n_k). Na osnovu ovog zakljuc¢ujemo:

suglasnosti s binomnom relacijom (}) = (

(g) = 1 nacin da se ne izabere niti jedan okus (i) = (g) — 15 nacina izbora éetiri okusa
(%) = 6 nacina izbora jednog okusa (2) = () = 6 nacina izbora pet okusa
(g> = % = 15 nacina izbora dva okusa (2) = (g) = 1 naéin izbora svih okusa

(g) = % = 20 nacina izbora tri okusa

Zbrajajuci sve gore dobivene rezultate dobivamo da je ukupan broj svih razli¢itih

kombinacija okusa jednak 64.

4.2. Indijski matematicari od 1000. do 1500.

Prvi od indijskih pisaca ovog vremena bio je Sridhara (roden otp. 991.). Poznat nam
je njegov rad Ganita-Sara, koji je nazivan i Trisatika, rad koji se sastoji od 300 kupleta.™ U
njemu su obradene opce teme, a izmedu ostalog i numeracija, mjerenje, razna pravila i pro-
blemi. Rad podsje¢a na jedan koji je uslijedio stolje¢e poslije od Bhaskare II. pod nazivom
Lilavati. On je bio upoznat s radom Sridhare, kako je i sam naveo u svom radu Bija-Ganita.

Pod opéim temama gore spomenutim su uklju¢eni: mnozenje, dijeljenje, nula, nizovi
prirodnih brojeva, kvadriranje, korijen, razlomci, pravilo trojno,*® kamate i dr. Iskaz koji se
odnosi na nulu vrijedan je spomena kao jedan od najc¢isé¢ih koji se nasao medu Indijcima, a
glasi: Ako je nula dodana broju, suma je taj broj; ako se nula oduzima, broj ostaje nepro-
majengen; ako se nula mnoZzi, rezultat je nula; a ako se broj mnozi s nulom, produkt je samo
nula.®' Dijeljenje s nulom nije razmatrano. Za dijeljenje s razlomcima Sridhara daje pravilo
mnozenja prema obrnutom djelitelju, pravilo ve¢ poznato od Mahavire. Izmedu ostalog,

spomenut ¢emo da i on koristi v/10 za 7.

8[11, str. 18]

Kuplet je saljiva ili satiricna rimovana pjesma s refrenom: preuzeto iz: [1, str. 645.]

80Pravilo trojno je postupak kojim se iz tri poznata ¢lana razmjera odreduje ¢etvrti ¢lan. Ovakav problem
moze se rijesiti i primjenom funkcije upravne odnosno obrnute proporcionalnosti te rjesavanjem linearne
jednadzbe prvog stupnja.

81112, str, 274.]
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U ovom razdoblju od 1000. do 1500. godine istice se samo jedan indijski matematicar
koji je ostavio veliki trag. Rijec je o Bhaskari I1. (1114.-1185.), koji je rodom iz Biddura u
Deccanu, ali je radio u Ujjainu. Njegovu vaznost mozemo zakljuciti i iz toga Sto se o njemu
pisalo i na drevnom hramu, a dio teksta glasi: “Pobjednicki je slavan Bhaskaracarya cije
su noge cijenjene od mudrih, eminentno ucenih,. .., pjesnik,..., obdaren dobrom slavom i
vierskom zaslugom. ..” .82

Bhaskara II. pise uglavnom o astronomiji, aritmetici, premjeravanju i algebri. Njegov
najslavniji rad je Lilavati, rasprava bazirana na Sridharinoj Trisatiki, koja govori o arit-
metici i premjeravanju. Zanimljivo je da je rad najvjerojatnije dobio naziv po Bhaskarinoj
kéeri koja se nikada nije udala. Davsi svome radu njezino ime, ucinio ju je zapamcéenom po
nazivu njegova djela. Djelo sadrzi zapise o operacijama sa cijelim brojevima i razlomcima,
pravilo trojno, kamate, nizove, permutacije, premjeravanje i malo algebre. Sadrzi i pravila
koja se odnose na nulu, gdje pise dajea+0=a, a-0=0, 02 =010 = 0. Po njemu je
a + 0 =beskonacno.

Njegovo drugo djelo, ve¢ spomenuto, Bija Ganita, govori o algebri. U djelu se govori
o usmjerenim brojevima, negativnim brojevima koji su odredeni u sanskrtu kao “dug” ili
“gubitak” i koji su naznaceni s totkom iznad svakog broja, kao pri ovom sluc¢aju 3 za —3.
Imaginarno je izostavio s tvrdnjom: Nema kvadratnog korijena negativne kolicine: zato nije
kvadrat.®® U nekim dijelovima rada koristi boje koje zamjenjuju nepoznate koli¢ine. Vise
paznje posvecuje jednostavnim i kvadratnim jednadzbama, gdje su one jasnije objasnjene
nego u slucaju kod drugih indijskih pisaca. Osim ovog matematickog dijela njegova rada, on
sadrzi 1 poeticéni dio.

Zapis jednadzbi kojima se on koristi ima ocitih prednosti. Tako jednadzba 18z% =
1622 + 92 + 18 ima ovaj oblik:

yav 18 ya 0 rul
yav 16 ya 9 ru 18.

Nakon transformacije dobijemo jednadzbu 222 — 9z = 18, koja izgleda ovako:

yav2 ya9 ru0
yav 0 yaO 7ru l8.

Bhaskaru II. se moze smatrati posljednjim velikim indijskim matematicarem srednjeg
vijeka, posto se nakon njega ne javlja niti jedan indijski matematicar koji je ostavio toliko

duboki trag u matematici. O nekima ¢e jos biti govora u nastavku teksta.

8212, str. 275.], vlastiti slobodan prijevod.
83[12, str. 278]

33



4.3. Decimalni pozicijski sustav i indijsko shvac¢anje matematike

Istaknut ¢emo nekoliko znacajki o razvoju decimalnog sustava kroz povijest, koji nije
bio nimalo jednostavan. Kako bismo bolje shvatili nastanak decimalnog pozicijskog sustava,
spomenut ¢emo informacije o njegovom nastanku. Tu svakako moramo spomenut Babi-
lonce, koji su koristili (nedosljedan) sezdesetni sustav. Tako su brojevi pisani staroakadskim

nacinom u klinastom pismu izgledali ovako (Slika 16.):

1 2 5 10

rnm‘?wm?w?‘f
¥ ML --- 7 W - T

1 12 0 4 &0 0 120

Slika 16: Staroakadsko brojevno pismo (kraj 3. st. p.n.e).

Vidi se da su koristili gotovo isti znak za broj 1 i za broj 60, kao i za viSe potencije
broja 60. Kako bi se znalo o kojem se broju radi, paznja se posvecivala kontekstu. Pri zapisu
npr. broja 83, morali su spajati brojeve predocene na slici (83 = 60+ 20 + 3), a zapis bi bio:

T« 1TY

Zbog slicnosti u zapisu, gore predocen broj mogao biti i broj 3623 = 60% +20+ 3. Zato

je uveden novi simbol ¢ime je djelomice otklonjen problem. Tako je 3623 zapisivan ovako:
THTYY

Sustav koji se koristio od 3. st. p.n.e je grcki sustav, a koristen je u Aleksandriji. On

je bio decimalan, ali samo djelomice pozicijski. Njegov oblik je bio ovakav (Tablica 1.):

a By ) € S ¢ n 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9
L K A L v & 0 s Q
10 20 30 40 50 60 70 80 90
p o T v 10) X WY w T

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Tablica 1: Grcki brojevni sustav
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Njihov nacin pisanja brojeva manjih od 1000 bio je jednostavan i jednoznacan.
Primger 1: 753 = vy, 529 = ¢k6 i slicno.

Za tisuéice, desettisuéice itd. se alfabet ponavljao s tim §to je zarez®* ispred slova

upozoravao na ponavljanje.
Primger 2: 2523 =, B¢pkry.
To je razdoblje kad se pocinje koristiti simbol 0 za oznac¢avanje praznog mjesta, npr.:
2503 =, B¢0r.

Kako bi bolje shvatili pozicijski brojevni sustav moramo znati kako se oblikuju vise “je-
dinice” pomocu nizih (stotica je deset desetica, tisucica deset stotica itd). S ovim ¢injenicama
se prvi put susre¢emo u grékoj matematici i to u Arhimedovom spisu O brojenju zrnaca pi-
jeska.

U razvoju decimalnog pozicijskog sustava Indija je imala veliki znacaj, buduéi da je
tamo Guatama Budhe (563.-483. p.n.e) imenovao 22 broja, od kojih je svaki bio stokratnik
prethodnoga. Nakon toga se brojevni sustav brahme® sve vise &iri Indijom (dobro ocuvani
zapisi 3. st. p.n.e) gdje je imao posebne znakove za jedinice, desetice, stotice i tisuéice. Sus-
tav brahme pisao se s lijeva nadesno, a ve¢i brojevi su se izrazavali kao visekratnici tisuca.
U 2. st. p.n.e. veé¢ su mnogi brojevni sustavi prosireni u Indiji imali individualne znakove
za brojeve 1,2,3,...,9.

Spomenut ¢emo tu veé¢ spomenutog matematicara Aryabhatu koji u svom radu Aryab-
hatiyu (napisanom 499.) koristi slogove za oznacavanje brojeva. Pri tome a, i, u, e
oznacavaju potencije broja 100. Tako na primjer g = 3, y = 30, pa tako ga = 3 - 100° = 3,
ya = 30, gi = 3-100' = 300, yi = 3000, gu = 3 - 100? = 30000, yu = 300000 i sli¢no.

Bhaskara I. (6. st. n.e), koji je bio Aryabhatin ucenik, dopunio je taj sustav obi-
ljezavanja praznog rednog mjesta i time dobio pozicijski zapis. Otprilike u isto vrijeme
zapoceli su pisati brojeve s desna nalijevo. Tako se u 6. stolje¢u u Indiji javlja, iako u
razli¢itim oblicima, pozicijski decimalni sustav. Valja spomenuti da su Indijci preuzeli po-
jam negativnog broja od Kineza te naucili mnoziti s negativnim brojevima. Kod Indijaca
se () smatrala brojem, dok je za Babilonce i Grke (0 simbol za prazno mjesto u pisanju.
Vec¢ smo opisali Mahavirin odnos prema (. Spomenut ¢emo jos da su matematicari Indije
imali duboka znanja iz trigonometrije te da su znali racunati s iracionalnim brojevima. O
dokazima svojih poucaka nisu se mnogo brinuli, isticali su racunsku stranu problematike.

Novi napredak u koristenju 0 pri baratanju s matematickim operacijama dao je vec¢
spomenuti Bhaskara II. koji naslu¢uje da bi rezultat diobe s nulom trebao biti beskonacan,
Sto je ve¢ spomenuto. Opcenito, indijski na¢in misljenja nije bas potpuno definiran u odnosu

847arez prije broja mnozi taj broj sa 1000.
85Rije¢ je o starom indijskom brojevnom sustavu, op. a.
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na gréki, medutim on je prebrodio neke teskoce i unaprijedio aritmetiku.

Svoj doprinos pri razumijevanju algebre dali su Indijci prilikom uvodenja kratica koje
su slicne Diofantovim, ali bez grcke strogosti. Oni najcesée upotrebljavaju prva dva slova od
odgovarajucih rijeci, slicno kao Diofant. Nepoznanicu oznacavaju prvim dvama slovima: ja
(javat-javat, koliko-koliko). Ukoliko se nalazi vise nepoznanica upotrebljavaju se pocetna dva
slova rijeci koje oznacavaju boje: ka (kalaka, crn), ni (nilaka, plav) itd. Kako je to vrijeme
kada postoji tendencija skrac¢ivanja pri zapisu, tako se potencije pojavljuju u kraticama, i to
za kvadrat va (varga), za treéu potenciju gha (ghana), a za ¢etvrtu potenciju va va.

Pokazat ¢emo primjer u kojem ¢emo vidjeti razliku izmedu indijskog nacina i grckog
nacina odredivanja tetive. Kako se grcki nacin odlikovao strogoséu, isto to su prenijeli i
na tetivu gdje se ona odredivala geometrijskom metodom, dok se u Indiji ona odredivala
brojcano, sto je u skladu s njihovim pristupom matematici. Kako bi uvidjeli indijski nacin
odredivanja tetive, uzet ¢emo za primjer Brahmaguptu koji u svom djelu Astronomski sustav
Brahme, u 12. poglavlju , tocki 41., formulira jedno pravilo i daje primjer:

U kruznici, tetiva je drugi korijen od cetverostruke strijele i promjera umanjenog

za strijelu.8®

Slika 17: Problem o tetivi iz djela Brahmagupte Astronomski sustav Brahme.

Primjer (Slika 17.): U krugu, ako je promjer 10 na mjestu gdje je strijela 2, kolika je
tetiva? Promger 10, oduzme se strijela 2 i ostaje 8. To pomnoZi sa strijelom i dobije se 16,
§to pomnoZeno sa 4 daje 64, a drugi korijen od toga je 8.57

Vidi se iz primjera da je interpretacija aritmeticka, gdje su pravila izracunavanja
jasno izrazena, iako nije dana nikakva formula u danasnjem smislu. S danaSnjeg gledista

ovaj problem se rjeSava pomocu formule: & = /(2r —v)v ili t = \/4(2r —v)v gdje je 2r

promjer, v strijela, a ¢ tetiva. Indijci se nisu zadrzali samo na promatranju tetive, veé

86Strijela je dio polumjera, okomitog na tetivu, od tetive do kruznice, prema: [6, str. 63.]
87[6, str. 63.]
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su poceli promatrati i polutetivu. To se moze vidjeti kod ve¢ spomenutog matematicara
Aryabhate starijeg. Ovakvo razumijevanje polutetive, kao i dijelova promjera do presjeka s
tetivom, posluzili su Indijcima kako bi odredili vrijednosti za sinus, kosinus i sinus versus.8®
Takav indijski doprinos pri promatranju tetive znacio je veliki napredak prema novoj ma-
tematickoj disciplini—trigonometriji. Arapi kasnije preuzimaju ta znanja i nastavljaju s

daljnjim unapredenjem trigonometrije.®’

88Razlika jedinice i kosinusa, op. a.

89Naziv sinus razvio se iz indijskih matematickih tekstova. Indijci su tetivu zvali d%iva, a polutetivu ardha-
dziva, ali su radili kratkoce te su, kad je rije¢ o sinusu, i njega zvali jednostavnije dZiva. Kasnije su arapski
prevoditelji zadrzali izvorni naziv i nisu ga prevodili, ali je on u arapskoj transkripciji postao dziba. Zbog
lingvistickih razloga taj se izraz u arapskom jeziku izgovarao dZaib, Sto u tom jeziku ima znacenje zavoj. Taj
je naziv na latinski preveden odgovarajuc¢om latinskom rijec¢ju sinus. Taj naziv, dakle, nema nikakve veze s
pojmom koji ozna¢ava, preuzeto iz: [6, str. 63.]
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5. Srednjovjekovna matematika Dalekog istoka

Poslije grckog razdoblja matematike, matematika je dozivjela nov razvoj u Indiji, ali
i jednim manjim dijelom i u Kini. Zna se da je Indija imala veliki utjecaj na razvoj kineske
matematike, Sto ¢e pokazati i mnoga putovanja kineskih ucenjaka u Indiju da bi prikupili
znanja tog vremena, pri cemu se kineski ucenjaci upoznaju s gréckim djelima i kulturom. Taj
doticaj bio je prvenstveno u trgovacke svrhe, ali bio je povezan i s putovanjima hodocasnika
i vojske. Sve to dovodi do razmjene znanja izmedu tih prostora.

5.1. Srednjovjekovni matematicari Dalekog istoka

Srednjovjekovnu matematiku Kine mozemo zapoceti sa stru¢njakom u mehanici, Tsu
Ch’ung-chihom (430.-501.), koji ozivljava znanje tog podrué¢ja i smatra se da je konstru-
irao mehanicki brod. No, podaci o tome su izgubljeni, ali se spominju u drugim djelima.

Spominjemo ga zbog toga §to je dao dvije vrijednosti za m. Prva je 2, sto je dana kao

“netocna” vrijednost, ali daje i drugu, %, kao “toénu” vrijednost. On ;akljuéuje da 7 lezi
izmedu vrijednosti 3.141592 i 3.1415927.

Razdoblje 6. stoljeca daje nekoliko kineskih matematicara. Prvi od njih je uceni bu-
dist Ch’on Luan (otp. 535.), koji je osmislio kalendar u drugoj polovici stolje¢a. Napisao
je Arithmetic in the five classics, djelo koje ukljuc¢uje razne probleme standardnog tipa koji
su se pojavljivali u radovima prijasnjih autora.

Otprilike u isto vrijeme zivio je i Ch’ang K’iu-kien (otp. 575), ¢ija je aritmetika
Ch’ang K’iu-kien Suan-king u tri knjige gotovo sva sacuvana. Knjiga je posvetena razlom-
cima i ¢ini se da je autor prili¢no jasno znao moderno pravilo dijeljenja na nacin da pomnozi
s reciprocnom vrijednos¢u djelitelja. To puno govori o aritmetickom napretku, Sto se vidi iz
poznavanja pravila trojnog i neodredenih linearnih jednadzbi.

Razdoblje od 7. do 11. stoljeca imalo je vrlo malo matematicara. Kao jednog od njih
spomenut ¢emo samo Wang Xiaotonga (otp. 580.-640.). On je bio stru¢njak za kalendar
i jedan od prvih Kineza koji je pisao o kubnoj jednadzbi. Njegovo djelo Ch’i-ku Suan-king,
koje je ve¢inom sacuvano, sadrzi dvadeset problema o premjeravanju, a medu tim proble-
mima navodi i kubnu jednadzbu.

To je vrijeme kada se vec¢ina kineskih ucenjaka bavila skoro isklju¢ivo kalendarom i
njihova matematika je bila vezana uz uskladivanje kalendara.

Sljedeéi vazniji matematicar je Li Yeh (1178.-1265.). Napisao je: Sea Mirror of the
Circle Measurement (1249.), I-ku Yen-tuan (1259.), i nekoliko drugih radova. Zna se da je
bio u javnoj sluzbi, a 1232. postaje namjesnik Chun Choua te je bio postovan od Kublai
Khana, ¢ija je vladavina pocela 1260. Li Yeh je naredio svom sinu da spali sve njegove
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radove, osim Sea Mirrora. Svaki od tih radova se promatra kao veliko dostignuce Kine.
Kineski matematicar tog razdoblja koji je bavio izmedu ostalog i nizovima bio je
Yang Hui (1238.-1298.), koji je napisao dva djela: Detaljna analiza aritmetickih pravila u
devet sekcija (Hsiang-kieh K’iu-ch’ang Suan-fa) i Yang Huiove metode izracunavanja ( Yanh
Hui Suan-fa). U tim djelima je Hui objasnio neke dijelove originalnog djela Nine Sections

nepoznatog autora.”’ U svojim radovima daje pravilo za zbroj nizova ovog oblika:
I+(14+2)+(1+243)+...+(1+2+3+...4n) i P+2°+ 3 +...+n°,

ali ne nudi objasnjenja. Takoder su u ovim radovima opisane metode kvadratnog i kubnog
korijena koriStenjem postupaka poznatim na zapadu kao Pascalov trokut.

Spomenut ¢emo njegovu magicnu konfiguraciju (Slika 18.) koja se nalazi u knjizi Yang
Huiove metode izracunavanja, a ona glasi: Rasporediti brojeve od 1 do 33 u kruzice prikazane

na slici 18 tako da svaki od 4 kruga i svaki od 4 promjera imaju istu sumu.®t

Slika 18: Magicéna konfiguracija.

90[12, str. 31.]
9111, str. 36.]
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Rjesenje ovog problema prikazano je na slici 19.

Slika 19: Magi¢na konfiguracija - rjesenje.

Napisao je jos Sest radova o aritmetici za koje se mislilo da su izgubljeni, ali su nadeni
u Sangaju 1842. Zna se da je Yang Hui bio uéitelj izvjesnog Liu I, koji je rodom iz Chung
Shana, a napisao je oko 1250. rad koji je bez sumnje povezan s jednadzbama viseg reda.

Kinesku matematiku 13. stolje¢a zakljucujemo sa znacajnim radovima Zhu Shijie
(1260.-1320.), koji je roden u blizini danasnjeg Pekinga. O njegovom privatnom zivotu znamo
samo to da je vise od dvadeset godina bio putujuéi ucitelj. Napisao je dva rada: Uvod u
matematiku i Dragocjeno ogledalo éetiri elementa,”® §to je vrhunac kineske matematike tog
razdoblja i nadolazeteg. U radovima govori o onome Sto danas zovemo Pascalov trokut,
dajuci vrijednost binomnog koeficijenta pozivajuéi se na stari sustav. U radovima razmatra
viSe jednadzbe i to s viSe od jedne nepoznanice, pri ¢emu njegov postupak pokazuje zna-
nje eliminacije po odredenim zapisu. Takoder, pokazuje svoju genijalnost prilikom rjesavanja
visih jednadzbi prema metodi ve¢ koristenoj od Ch’in Kiu-shao koja sli¢i Hornerovoj metodi.

92[4, str. 96.]
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Sazetak

Srednji vijek se cesto naziva “mracnim razdobljem”. To je ipak prestrogo reci, buduci da
je sredngi vijek razdoblje koje je u kontekstu povijesti doprinijelo razvoju znanosti, a time 1
matematici. Osim toga, vazna je poveznica izmedu antike i renesanse.

U ranom srednjem vijeku europska matematika postepeno zaostaje za matematikom Bliskog
istoka i Indije. Razlog tome djelomicno moZemo traziti u krséanstvu koje je odbacivalo sve
sto se kosilo sa krsc¢anskom teologijom te je sve takvo dobivalo poganski predznak. Ipak, sva-
kako se mora istaknuti vaznost krscanstva u razvoju znanosti.

Upravo zbog toga su Indija i Bliski istok imali previast u proucavanju matematike, ali i zna-
nosti opcenito. U prvom dijelu srednjeg vijeka najveéi doprinos razvoju matematike dali su:
indigski matematicar Brahmagupta © matematicar s Bliskog istoka, al-Khwarizms.

Sredinom srednjeg vijeka se situacija znatno popravija u Furopi, koja opet preuzima primat
u razvoju znanosti, a samim time v matematike. U to vrijeme se istice nekolicina znacajnih
europskih matematicara, a medu njima svakako Fibonacci kao vodeci. Takva tendencija se
nastavlja kroz cijeli srednji vijek, a time $to se ponovno probudilo proucavanje znanosti u

Europi ne znaci da se znanost prestala proucavati u drugim dijelovima svijeta.

Abstract

The Middle Ages is often called “dark period”. But it’s still to strict say that because that
period of history also contributed to the development of science, and therefore mathematics.
Besides that it’s important connection between Antiquity and Renaissance.

In the early Middle Ages, European mathematics is gradually behinde the maths of Middle
FEast and India. The reason for this can be found in Christianity which rejected everything
what is against Christian teology and have got pagan sign. However, the importance of Chris-
tranity s great.

Because of that India and Middle Fast have dominated in the study of matematics and science
in generaly. In the first part of the Middle Ages, the largest contribution to the mathema-
tics development gave: Indian mathematician Brahmagupta and mathematician from Middle
East al-Khwarizma.

In the middle of the Middle Ages the situation has greatly improved in Europe, the first place
takes development in science and also mathematics. In that time we can mark several im-
portant FEuropean matematicians, among them certainly is Fibonacci as leading one. Such
tendecies continues throught whole Middle Ages and by re-awakened the study of science in

Europe doesn’t mean that science has stopped to study in other parts of the world.
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