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Sazetak: Ovaj zavrsni rad proucava aritmetiku starog Egipta. Najprije ¢emo se
upoznati s okolnostima koje su dovele do razvoja Egipatske matematike, a potom s
izvorima iz kojih doznajemo kako je ta matematika izgledala. Na primjerima s Rhin-
dovog i Moskovskog papirusa ¢emo poblize objasniti kako su Egip¢ani mnozili, dijelili,
zapisivali razlomke, te koje metode su se razvile u modernoj matematici za raspis na

egipatske razlomke.

Kljuéne rijeci: Rhindov papirus, Moskovski papirus, egipatska matematika, egipatski

razlomak, egipatska aritmetika

Abstract: This final paper studies arithmetic of ancient Egypt. First, we are introdu-
ced to the circumstances which led to the development of Egyptian mathematics, then
with the sources from which we learn how that math looked. Using examples from
Rhindovog and Moscow papyrus we will explain more closely how the Egyptians mul-
tiplied, divided, wrote down fractions, and which methods were developed in modern

mathematics for writ on Egyptian fractions.
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1. Uvod

[zuzevsi eventualno astronomiju, matematika je najstarija znanost, s najveéim kon-
tinuitetom. Njezini su poceci jos u staroj Antici. lako se Cesto kaze da je anticka
Grcka majka matematike, stari Grei imali su svoju ideju gdje su poceci matematike.
Jos je Aristotel napisao ,Matematicke znanosti su nastale u susjednom Egiptu, jer
su se sveCenici njome bavili u slobodno vrijeme”. Ovo je djelomicno tocno, jer se
najvec¢i napredak matematike dogodio zahvaljujué¢i njihovom bavljenju matematikom
i potragom za znanjem, no matematika je ponajprije nastala iz potrebe Egip¢ana za
njom u svakodnevnom zivotu. Naime Egipat ili kako ga je Herod nazvao ,,dar Nila”
je Nil svake godine plavio i granice posjeda su nestajale, pa je svaki put bilo potrebno
ispocetka ih odredivati, za Sto su bila potrebna jednostavna geometrijska pravila, stoga
i geometriju mozemo nazvati darom Nila. Takoder se javila potreba za izracunavanjem
poreza, place, za pravljenje kalendara, te za utvrdivanje koliko je poplavljena zemlja
mogla dobiti, a koliko izgubiti, sto je dovelo do nastanka algebre.



2. Otkri¢e Egipatskog znanja

Vecina povjesnicara kao datum pocetka otkrivanja egipatskog znanja uzima Napole-
onovu invaziju 1798. Naime, Napoleon je htio zauzeti Egipat i tako prekinuti Engleske
puteve u Indiju. Bila je to francuska vojna katastrofa, ali znanstveni trijumf. Napoleon
je u svojim ekspedicijama vodio povjerenstvo za znanost i umjetnost, 167 pomno oda-
branih znanstvenika, medu kojima i Gasparda Monga i Jean-Baptiste Fouriera. Ovo
povjerenstvo je imalo zadatak istraziti sve aspekte zivota kako u drevnom Egiptu, tako
i u modernom vremenu. Veliki plan je bio obogatiti svjetsku zalihu znanja, i skrenuti
pozornost na superiornost svoje kulture. Nakon njihova povratka u Francusku nastalo
je djelo D’pis de IEgypte, bilo je to djelo koje je obuhvacalo drevne egipatske civiliza-
cije, spomenike, moderni Egipat i prirodoslovlje Egipta. Nikad prije niti poslije nijedno
djelo nije tako precizno i opsirno opisalo neku stranu zemlju. D’pis de lEgypte izazvalo
je golemo zanimanje europskih kulturnih i znanstvenih krugova. Ono $to je bilo jos
fascinantnije je da su povijesni zapisi o ovom ranom drustvu bili zapisani tako da ih
nitko nije bio u stanju prevesti na suvremeni jezik. Izmedu ostalog Napoleonova eks-
pedicija je tijekom radova 1799. godine na rekonstrukciji stare tvrdave u blizini grada
Rossete pronasla crnu bazaltnu plocu na kojoj su bila tri podrucja, a svaki od njih bio
je ispisan drugim pismom, prvi dio je pisan hijeroglifima, drugi hijeratskim pismom, a
treé¢i gréckim. Poslali su tu plocu u Kairo, gdje su se nalazili znanstvenici koje je Na-
poleon poveo sa svojom ekspedicijom. Oni su prepisali ovaj kamen i prosirili ga medu
europskim znanstvenicima. Javni interes je bio toliko jak da kada je Napoleon bio prisi-
ljen napustiti Egipat, u ugovoru o kapitulaciji bilo navedeno da kamen mora prepustiti
Britancima. Kao i ostali artefakti i ovaj je zavrsio u Britanskom muzeju, gdje su na-
pravljene cetiri replike, za sveuclista u Oxfordu, Cambrige, Edinburg i Dublin, kako bi
zajednicko odgonetanje i analiza zapocela. Ispostavilo se da je problem puno tezi nego
se mislilo, trebalo je 23 godine intezivnog proucavanja mnostva znanstvenika kako bi
se razrijesio. Konacno 1808. godine mladi francuski znanstvenik i lingvist Jean-Franois
Champollion zapocinje proucavati natpise s kopije kamena iz Rosette i pismo antickih
Egipc¢ana u zelji da desifrira misteriozne hijeroglife. Dugo vremena nije bilo rezultata,
a onda je pretpostavio da sva tri teksta (na tri razlicita pisma) govore o istom. Bila
je to presudna misao, a s obzirom da je grcki jezik bio dobro poznat, klupko se polako
pocelo odmotavati. Cetrnaest godina kasnije (1822.) Champollion potvrduje da su
neki hijeroglifi bili fonogrami (fonetski ili zvucni), a drugi opet piktogrami (slikovni).
1824. godine on objavljuje svoju znamenitu knjigu egipatskih hijeroglifa, u kojoj je
ustvrdio osnovne temelje kompleksnog sistema hijeroglifskog pisanja.

2.1. Rhindov papirus

Vecina naseg znanja o razvoju Egipatske matematike izvedena je iz dva papirusa, svaki

nazvan po bivsem vlasniku Rhind papirus i Goleinschev papirus. Potonji se ¢esto



naziva i Moskovski papirus jer se nalazi u Moskovskom muzeju. Rhindov papirus je
kupljen u Luxoru, u Egiptu 1858. godine, kupio ga je Scotman A. Henry Rhind i nakon
toga je bio u Britanskom muzeju. Rhindov papirus je pisan hijeratskim pismom (
prilagodeni oblik hijeroglifa za pisanje perom i tintom) oko 1650. godine prije Krista ,
pisao ga je pisar Ahmes, koji je uvjeren da rad datira do dvanaeste dinastije 1849-1801.
godine prije Krista. Iako je izvorni svitak papirusa gotovo 5.5 metara dug i 50 cm visok
u Britanski muzej je dosao u dva dijela, s tim da sredisnji dio nedostaje. Pretpostavljalo
se da je zbog nestrucnog razvijanja tako osjetljivog dokumenta doslo do prekida ili da
su bila dva pronalazaca i svaki je uzeo dio. Bilo kako bilo vjerovalo se da je klju¢ni dio
papirusa izgubljen. Tako je i bilo dok cetiri godine nakon to je Rhind kupio papirus,
americki egiptolog Edwin Smith nije prodao, ono §to je mislio da je medicinski papirus.
Ovaj papirus se pokazao kao obmana, jer je bio napravljen lijepljenjem fragmenata
na svitak. Nakon Smithove smrti 1906. godine njegova kolekcija Egipatskih starina
je prezentirana u New Yorku 1922. godine. I tada je otkriveno da su djelovi svitka
zapravo dio Rhindovog papirusa. Desifriranje papirusa je zavrseno kad su fragmenti
doneseni u Britanski muzej i stavljeni na odgovaraju¢a mjesta. Rhind je takoder kupio
kratki kozni rukopis, medutim zbog krhkog stanja ostao je nerijesen vise od 60 godina.
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SLIKA 1. Rhindov papirus

3. Egipatska aritmetika

Rhindov papirus poc¢inje s podebljanim premisama kako njegov sadrzaj ima veze s ,,te-
meljitim proucavanjem svih stvari, uvid u sve sto postoji, znanje svih opskurnih tajni”.
Uskoro postaje jasno da je to zapravo prirucnik iz matematike, a jedine tajne koje sadrzi
su kako se mnozi i dijeli. Ipak 85 problema koliko ih sadrzi, daju poprili¢no jasnu sliku
o karakteru egipatske matematike, egipatska aritmetika se bazirala na dodavanju, tj.

njezina sklonost je bila svesti mnozenje i djeljenje na ponovljeno zbrajanje.



3.1. Mnozenje

Mnozenje dvaju brojeva u egipatskoj matematici se ostvaruje na nacin da za mnozitelja
uzmemo 1, zatim ga udvostrucujemo do najblizeg broja kojeg na taj nacin mozemo
dobiti, a da ne premasuje danog mnozitelja, u isto vrijeme mnozenik udvostrucujemo,
zatim u prvom raspisu trazimo brojeve koji zbrojeni daju mnozitelja, i zatim odgova-

rajuc¢a udvostrucenja mnozenika zbrojimo i dobijemo trazeni rezultat.

Primjer 3.1 PomnoZimo broj 19 sa 71.
Pretpostavimo da je mnoZenik 71, a mnozitelj 19, 19 éemo zamijeniti s 1 1 udvos-

trucavati, a 71 é¢emo ostaviti tako i udvostrucavati. Najbolje cemo to opisati ovako:
1 71

2 142
4 284
8 568
16 1136

Ovdje stajemo jer za sljedeci korak bi udvostrucavanjem mnozitelja premasili 19. Buduéi
je 19 = 142416, zbroj rezultata dodanih ovim brojevima trebao bi dati konacni rezul-

tat. Pogledajmo :

+ 1 71

+ 2 142
4 284
8 568

+ 16 1136

ukupno : 19 1349
Zaista 19-27 = (14+2+16) - 71 = 71 + 142 + 1136 = 1349.

Naravno mogao je i broj 19 biti mnoZenik, a 71 mnoZitelj, tada bi postupak izgledao

ovako :

+ 1 19

+ 2 38

+ 4 76
8 152
16 304
32 608

+ 64 1216

ukupno : 71 1349
Zbog 71 = 142+4+64 imamo 71-19 = (1+2+4+64)-19 = 1943847641216 = 1349.

Ova metoda mnozenja udvostrucavanjem i zbrajanjem je primjenjiva, jer se svaki po-
zitivni cijeli broj moze zapisati kao zbroj nekih potencija broja 2. Nije vjerojatno da
su drevni Egipc¢ani znali i dokazati tu ¢injencu, ve¢ je njihovo uvjerenje u nju prizaslo
iz mnogobrojnih primjera. Prednost ovakvog nac¢ina mnozenja je Sto je nepotrebno

pamcenje tablica.



3.2. Dijeljenje

Egipatsko djeljenje moglo bi se opisati kao obrnuto mnozenje. Djelitelj se udvostrucuje
kako bi dobili djeljenik.

Primjer 3.2 Podijelimo 91 sa 7.
Promotrimo sto zapravo trebamo odreditii: treba odrediti x takav da je 7-x = 91, stoga
cemo udvostrucavati 7 dok ne dobijemo 91. Evo postupka:

1 7 +
2 14

4 28 +
8 56 +

ukupno : 13 91
Ovdje stajemo, jer bi daljnjim udvostrucavanjem premasili 91, uwocimo da je 91 =

7+ 28+ 56, pa je nas trazenix =14+44+8 =13, t5. 91 =7 = 13.

Egipatsko dijeljenje ima pedagosku prednost jer se ne pojavljuje nova operacija, nego
se djeljenje svodi na ve¢ poznate operacije. Naravno, djeljenje nije uvijek tako jednos-

tavno, jer Cesto moramo uvesti razlomke.

3.3. Razlomci

Svaki put kada su egipatski matematicari trebali ra¢unati s razlomcima, bili su suoceni
s mnogim teskoc¢ama koje proizlaze iz njihova odbijanja da zamisle razlomak kao npr.
2/5. Njihova rac¢unska praksa je o priznavala samo tzv. jedini¢ne razlomake, to jest,
razlomake oblika 1/n, gdje je n prirodni broj. Egipcani su prikazivali jedini¢ne razlo-
make pomocu stavljanja izduzenog ovalnog oblika preko hijeroglifa za cijeli broj koji je

trebalo da se pojavi u nazivniku.
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SLIKA 2.. Razlomci ; i 155 u egipatskom zapisu.

S izuzetkom razlomka 2/3, za koji su imali poseban simbol, svi ostali razlomci morali
su se raspisati kao zbroj jedini¢nih razlomaka, od kojih svaki ima drugaciji nazivnik.
Tako je primjerice razlomak g bio raspisan kao: g = % + i + 1—14 + 2—18, naravno to se
moglo zapisati i kao g = % + % + % + % + % + %, ali bi Egipcani takav zapis smatrali
apsurdnim i kontradiktornim.

Kako je to zapravo izgledalo u primjeni pogledajmo na primjeru:



Primjer 3.3 Podijelimo 35 sa 8.
Krenimo s udvostrucavanjem broja 8. Buduéi da nikako ne moZemo dobiti 35 kao zbroj

nekih pribrojnika s desne strane krenut é¢emo s razlomcima:

1 8

2 16

4 32 +

1

P

1

g 1+
ukupno: 4+}1+% 35

Primjer 3.4 Podijelimo 16 sa 3.
Pogledajmo kako bi izgledalo rjesenje:

1 3+
2 6

4 12 +
2 2

I
3

ukupno: 5+ % 16
Zbroj unosa u lijevom stupcu odgovara nasem kvocijentu.

Zanimljivo je to Sto da bi dobili treéinu, Egipéani su prvo pronalazili 2/3, a zatim
polovinu od toga. To je prikazano u viSe problema Rhindovog papirusa. Zanimljivo je
pogledati kako bismo dijelili manji broj vec¢im.

Primjer 3.5 Podijelimo 6 sa 7.

Ovdje ¢emo odmah poceti s uzimanjem %, buduci da je 7 vece od 6, pa zasigurno ne

trebamo 7 udvostrucavats.

1 7

z 3+ 3 +

1 1,1

i 1+§+4_1 +

2 1

4 1

i 7 !

o —4 i
ukupno: 5+ 7+ 1+ O

Da bi se olaksao proces raspisa u jedini¢ne razlomke, postoje referentne tablice, od
kojih su najjednostavnije posve¢ene uc¢enju na pamet. Na pocetku Rhindovog papirusa,
neparni broj izmedu 5 i 101. Ova tablica zazuzima gotovo tre¢inu Rhindovog papirusa,
i ona je najopseznija aritmeticka tablica pronadena medu drevnim egipatskim papiru-
sima. Na papirusu nije bilo objasnjeno na koji nacin se dolazi do ovog raspisa. Uoceno
je pravilo za razlomke oblika 2/n kada je nazivnik n djeljiv s 3, tada je opée pravilo

raspisa dano s:

2/(3k) = 1/(2k) + 1/(6k).



Primjer 3.6 Raspisimo razlomak 2/15 na jedinicne razlomke.
Za 2/15 je k=5, pa je 2/15=1/(2-5) +1/(6-5) = 1/10 + 1/30.

Slijedi tablica raspisa razlomaka oblika 2/n, s neparnim nazivnikom izmedu 5 i 101,
bez onih razlomaka kod kojih je nazivnik djeljiv s tri.

Tablica raspisa:

%I%""% %:3_1()+3}8+7£1)5
P=itm® % =% T
%:%WL% %:3_1ES+2}56+5}51
%:%"F%‘i_l(lm %:4_104'24114"_451;84_6}0
F=Gtate % =131 1
129:%+%+114 %:4_1()+3;5+5§6
223:%"’_2;6 %:ﬁ)"’_mﬁs"’_%o
%:%54'715 %:6_10_‘_2_}9_‘_251)2_‘_3(135
w=sutmtmtm w-utm
32_1:%""1;4"’_1;5 %:6_1()+2§7+3}6+751)0
%:310""412 %:6_10—1_3;)2—1_4%5—1_4{1)8
w =2t 1t ms % =51 2%
%:iJrﬁJr?és 82_9:6_10+3é6+5:134+850
%:é+%+ﬁ+351 92_1:%""1:130
%:%"’_1}114_4;0 %:6_1()+351;0+5;0

% =3 T 1% i
=3t 107 = 01 T 50 T 353 + 06

Otkako je prvi prijevod papirusa objavljen, matematicari su pokusavali objasniti kako
je doslo do rezultata u ovoj tablici i otkriti koja je metoda upotrebljena za njezin
nastanak. Zasto je od svih moguéih raspisa, u tablicu uvrsten bas taj raspis? Jedno
od pravila koje je je otkriveno je ono koje slijedi iz posljednjeg rezultata ove tablice,

2 11141y ‘0 koj 70 dobiti raspis svi i
151 = To1 T 305 T 303 T 505+ | Pomocu kojeg se moze dobiti raspis svih ostalih razlomaka



u tablici je dano formulom:
2/n=1/n+1/(2n) +1/(3n) +1/(6n).

Tablica izvedena ovom formulom bi se u cijelosti sastojala od cetveroclanog raspisa.

Tako bi primjerice razlomak % bio dan s:

2 1 1 1 1

+ + —.
3 3 6 9 18
Medutim, ovo pravilo nije koristeno u pronadenoj tablici na Rhindovom papirusu.

Koja su to¢na pravila iz kojih slijedi poznata tablica nije poznato, ali evo nekih koja
su uocena tijekom mnogih proucavanja:

e mali nazivnici su prihvatljiviji, nikako vec¢i od 1000
e Sto manje jedini¢nih razlomaka, i ne vise od 4
e parni nazivnici su pozeljniji od neparnih, pogotovo za pocetni ¢lan

e nazivnici idu od manjeg prema ve¢em, te ne postoje dva jednaka

e prvi mali nazivnik se moze povecati ako se velic¢ina ostalih moze reducirati, npr.
2/31=1/20 + 1/124 + 1/155 je bilo bolje nego 2/31 = 1/18 + 1/186 + 1/279.

3.3.1. Mnozenje i dijeljenje razlomaka

Primjer 3.7 PomnoZimo 2+ s 1+ 3+ 1.
Primigetimo da udvostrucavanjem 1+ % + % dobivamo 3 + % sto je u egipatskom zapisu

3+ %1 + %. Prema tome, postupak se moZe zapisati u obliku:

1 1+31+43
2 3+ 144 +
A N
L L T,

ukupno: 2+ %+ 343+ + 4

Vidimo da su egipatski matematicari znali da se udvostrucavanjem razlomka oblika
1/(2n) dobiva razlomak 1/n.

Kao primjer nesto tezeg mnozenja razlomaka pogledajmo problem 33. s Rhindovog
papirusa.



Primjer 3.8 (33. problem Rindovog papirusa) Podijelimo 37 sa 1+ % + % + %
U standardnom egipatskom dijeljenju bi to izgledalo ovako:

2 1
1 1+§+2+_l

7
2 4+3i+14+ L1
4 8+%+1i+L

16 36+ 2+ 1+ &
Kad % napisemo kao ;11 + %, dobivamo zbroj 36 + % + }l +$’ sto je blizu 37, ali nije
37. Koliko jos nedostaje? Ahmes je to zapisao u obliku ,Sto nadopunjuje % + }1 + %

do 17, a mi bismo u modernom zapisu zapravo trazZili razlomak x za koji vrijedi

2
374 g T

ili drugacije zapisano:
iy
34 28 84 7

pri cemu je 84 zapravo najmangi zajednicki visekratnik nazivnika 3, 4 i 28. MnoZenjem
obje strane s 84 dobivamo 56 + 21 + 3 +y = 84, pa je y = 4. Znaci zbroju % + %l + %
trebamo dodati i = % da bismo dobili 1. Sljedeci korak je izracunati s koliko trebamo

pomnoZiti 1 + % + % da dobijemo % To zapravo znaci pronaci rjesenje z jednadzbe:

AR A
- 2 7)) T or

Mnozeéi sve s 42 dobivamo 97z = 2, odnosno z = % sto je u egipatskom zapisu
1 1 1 T s oy T
26 T 579 + 7. Sada se cijeli racun moZe zapisati u obliku:
2 1

2 4+3+3+5

4 8+2+3+ 1

16 36+3+1+5 +

1 1 1 1

5 T o9 T o a1 +

ukupno: 16 + 5—16 + $ + % 37
3.3.2. Moderni nacin raspisa razlomaka s brojnikom veé¢im od 2 kao zbroja
jedini¢énih razlomaka

Postoji nekoliko modernih nacina za raspisivanje razlomaka s nazivnikom veé¢im od 2 u

obliku zbroja jedini¢nih razlomaka. Pretpostavimo da treba % zapisati u tom obliku.
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Bududi je 9 = 1+4-2 jedan od nacina bi mogao biti 1% = 1—13%—4-%. Razlomak 133 mozemo
pomocu tablice 2/n zapisati kao zbroj jedini¢nih razlomaka, pa bi raspis izgledao ovako:

3 = i+4(1+i+i)
13 13 8 52 104
1 1 1 1

T BT TBT®

2 1 1

- B2

/11 1 1 1

- (§+5_2+M)+§+2_6‘

Konacni raspis bi bio
9 _1+1+ 1 N 1 N 1
13 2 8 26 52 104

Razlog iz kojeg smo ovaj razlomak mogli ovako raspisati je Sto su nazivnici 8, 52 i 104
svi djeljivi s 4. No, ne¢emo uvijek biti te srece.

Navest ¢emo dvije metode kojima se svaki pozitivan racionalan broj moze raspisati
kao zbroj kona¢no mnogo jedini¢nih razlomaka. To su metoda razdjeljivanja i Fibo-

naccijeva metoda.

Metoda razdjeljivanja
Metoda razdjeljivanja se bazira na formuli:

1 1 1

n_n+1+n(n+1)

koja omogucava zamjenu jednog razlomka zbrojem druga dva.

Primjer 3.9 Napisi razlomak 1% kao zbroj jedinicnih razlomaka.
2 1

Nagprije {5 napisemo kao 5 = 15 + 15, @ zatim jedan od razlomaka 15 razdijelimo
1

prema navedenoj formuli na 55 + 1555, Pa imamo

2—1+1+ 1
19 19 20 380

Primjer 3.10 Raspisi razlomak % kao zbroj jedinicnih razlomaka.

Pocnimo s % = %%— % + %, sad posljednja dva razlomka raspisemo kao %+ 5—%, ty. %+ =.

30
3_1+ 1+1 N 1+1
5 5 6 30 6 30)°

Postupak mozZemo nastaviti na nekoliko nacina. Mi éemo u ovom primjeru zanemariti

g 2 1 22 1 i 4 1,1 sati jeve + 4+ L
ono ocito: 6 =303 =15 ¢ umjesto toga cemo 5 %30 zapisatt kao zbrojeve =+ a7,

1 1 T
0dnosno 57 + 5557, pa slijedi:

Imamo

3_1+1+1+1+1+1+1
5 5 6 30 7 42 31 930
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Opcenito, ako imamo razlomak * prvo ga raspisemo u obliku:

m 1 1 1
— =42
n n n n

(. J/

-~
m — 1 pribrojnik
Sad koristec¢i formulu razdjeljivanja, zamjenjujemo m — 1 jedini¢nih razlomaka % S

1 n 1
n+1 nn+1)

pa dobivamo

3|3

—1+1+1+1+1)++(1+1
n n+1 nm+1) n+1 nn+1) n+1 nn+1)/]"

(.

~
m — 2 pribrojnika

Nastavljajuéi postupak, u sljede¢em koraku zamjenjujemo razlomke —= i n(nl—i-l)'

Dobivamo:

- ﬁ+n+1+n(n+1)+n+2+(n+1)(n+2)

m 1 1 1 1 1
n

1 1
T D I Y O § Y Py e |

]—i-...

lako broj jedini¢nih razlomaka (a time i vjerojatnost ponavljanja) u svakom koraku

raste, moze se pokazati da taj proces zavrsava u konacno mnogo koraka.

Fibonaccijeva metoda

Za drugu metodu koju ¢emo pokazati zasluzan je Leonardo iz Pise, poznatiji kao Fi-
bonacci, po imenu svog oca. Fibonacci je 1202. godine objavio algoritam za raspis bilo
kojeg racionalnog broja izmedu 0 i 1 kao zbroja razli¢itih jedini¢nih razlomaka. Ideja
je sljede¢a: uzmemo zadani razlomak, od njega oduzmemo najveci jedini¢ni razlomak
manji od njega, zatim od razlike oduzmemo najveci jedini¢ni razlomak manji od nje
itd., sve dok se kao razlika ne dobije jedini¢ni razlomak.

Nije poznato je li Fibonacci znao da njegova metoda uvijek funkcionira, tj. da postupak

staje nakon kona¢no mnogo koraka, ali se dokaz moze provesti.

Teorem 3.1 (Fibonaccijev teorem) Svaki pozitivan racionalan broj se moze zapisati

kao zbroj konacno mnogo jedinicnih razlomaka.

Da bismo dokazali ovaj teorem najprije ¢emo dokazati jednu lemu.
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Lema 3.1 Neka je § bilo kakav razlomak mangyi od 1 koji nije jediniéni. Neka je %

najveci jedinicni razlomak mangi od §. Tada je 1_; — % = an razlomak sa svojstvom
r < p.

Dokaz leme:

Imamo § — % ’%. Ako je p < pn—q =r, pribrajanjem q — p dobivamo q < pn — p.

No, tada je pnl_p < é. MnozZenjem obaju strana s p 1 dobivamo ﬁ < g. Buduéi § nije
jedinicni razlomak, ali je mangi od 1, slijedi da jen > 2, a ﬁ je jedinicni razlomak

veci od % 1 manji od g, sto je kontradikcija s izborom od n.

Dokaz teorema:

Neka je 150 neki zadant pozitivan racionalni broj. Ukoliko je veci od 1, od njega oduzmemo
najveci prirodni broj mangi od njega (a taj sigurno mozemo zapisati kao zbroj jedinica)
1 postupak primjenjujemo na ostatak. Prema tome, bez smanjenja opcenitosti mozZemo
pretpostaviti ’5’ < 1. Primjenom Fibonaccijeve metode (oduzimanje najveceg jedinicnog
razlomka % mangeg od 5), dobivamo da je § = %%— o Ponovimo postupak s et Buduéi
da je po prethodnoj lemi r < p, slijedi da ce ostatak iduceg koraka imati jos manji
brojnik. Uzastopnim ponavljanjem postupka imat é¢emo dakle niz razlomaka - ostataka
s pripadnim padajucim nizom brojnika. Kako su brojnici prirodni brojevi, slijedi da niz

brojnika mora biti konacan.

Pokazimo Fibonaccijevu metodu na primjeru:

Primjer 3.11 Raspisimo razlomak % kao zbroj jedinicnih razlomaka.
Nagprige trebamo oduzeti od % najveci jedinicni razlomak mangi od njega. Uocimo da

je 9 < % < 10, pa je 1% < 1% < %, Sto znaci da je % najveci jedinicni razlomak koji

mozemo oduzeti.

; ; .02 1 _20-19 _ 1
Oduzimanje nam daje: {5 — 76 = To10 = To5-

Imamo traZeni raspis:

2 1 n 1
19 10 190
Primjer 3.12 Raspisimo razlomak % kao zbroj jedinicnih razlomaka.

.- . 13 . .. .1 9 . .- . .. Lo .
Uocimo da je 1 < 5 < 2 Sto znaci da je 5 < 35 < 1, $to znaci da je prvi jedinicni
razlomak u raspisu % Racunamo 1% — % = 151;;;3 = %, sto daje raspis 1% = % + %.
Ocekivano brojnik preostalog dijela je mangi od brojnika pocetnog razlomka, tj. 5 < 9.
Ponavljamo postupak za razlomak %. Buduci je 5 < % < 6, to je % < 2% < %, pa
je sljedeci razlomak u raspisu %. Oduzmemo % — % = 32(;%6 = % = %. Dobili smo

jedinicni razlomak, pa nas postupak staje © imamo konacni raspis:

9 1 1 1

13- 276 39
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3.4. Metoda lazne pozicije

Rhindov papirus sadrzi nekoliko , kompleta” problema, dosta ih pocinje odredivanjem
jedini¢nih razlomaka i trazenja dodatnog jedini¢nog razlomka koji se treba dodati da

bi se dobila vrijednost 1.

Primjer 3.13 (22. problem Rhindovog papirusa) Koliki je dovrsetak zbroja % + % da
se dobije zbroj 17
1

U modernom zapisu, racun se izvodi odabirom broja N 14 jedinicnih razlomaka g
1

ng’’

. ,nlk koji zadovoljavaju jednadzbu:

Slijedi da je prosireni zbroj jednak 1. Uzimajuéi da je N = 30 (Sto je zajednicki
nazivnik), primjecujemo

2 1
S+ )30=20+1=21
(3+30)30 0+ :

sto je za 9 mange od Zeljenih 30. Ali

11
—+—)30=09.
<5+1o>

Zbrojimo li ove dvije jednakosti dobivamo

2+1+1+1 30 = 30

3 30 5 10 S
7. nase rjesenje je

2+1+1+1_1

33 5 10

Veliki dio Rhindovog papirusa predstavljaju prakti¢ni problemi kao sto je postena po-
dijela kruha odredenom broju ljudi ili odredivanje potrebne koli¢ine zZita za izradu piva.

Ti problemi su jednostavni i ne idu dalje od linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom.

Primjer 3.14 (24. problem Rhindovog papirusa) Koli¢ina i njezina 1 daju 19. Kolika
je kolicina?
Danas s nasim algebarskim simbolima bismo jednostavno stavili x umjesto nepoznate
kolicine 1 rjesili jednadzbu oblika

T 8x

r+=-=19 ili — =19.

7 7
Ahmes je, buduci da izraz % nije bio dopusten, objasnio problem ovako: S koliko 8
mora biti pomnoZen da dobijemo 19, s toliko pomnozimo 7 i dobijemo rjesenje.”. Ko-

ristio je najstariji 1 najuniverzalnigi postupak za rjesavange linearnih jednadzbi, metodu
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lazne pozicije ili krive pretpostavke. Ukratko, ova metoda se sastoji od toga da se naj-
prije uzme proizvolyna vrijednost za Zeljenu velicinu, te se zatim rjesava problem s tom
vrijednosti, dobiveno rjesenje se usporedi s traZenim rezultatom. Tocno rjesenje je u

datom odnosu s pretpostavijenim kao trazeni rezultat s dobivenim.

Ako rjesavamo nasu jednadzbu x + % =19, moZemo pretpostaviti da je rjeSenje v =17
(uzeli smo T samo zato Sto nam je u ovom primjeru s tim brojem lako za izracunati

Z). Lijeva strana jednadzbe sada iznosi 7 + % = 8, umujesto traZenih 19. Bududéi da

8 moramo pomnoZiti s % =2+ }l + % da bismo dobili 19, tocna vrijednost x dana je
ummnoskom _ -
=(24+-4+-]-7T=16+ -+ —.
x ( + 1 + 8) + 5 + 3

Zapravo, mozemo uzeti bilo koju vrijednost za nepoznanicu, recimo v = a. Ako je
a+ % ="bibc=19, onda x = ac zadovoljava jednadzbu x + = =19, 1z Cega se lako vidi
12

1
ac+?ac: <a+%)c:bc:19

Vidimo da su Egip¢ani poznavali, barem u osnovnoj formi, omiljenu metodu srednjeg
vijeka, metodu laznih pretpostavki. U Europu je ova metoda dosla od Arapa, i pos-
tala istaknuti dio europske matematike, od Fibonaccijevog teksta Liber Abaci (1202.),
pa sve do aritmetike 19. stolje¢a. Kako su se algebarski simboli razvijali, pravila su
postajala naprednija. Slijede¢i primjer je preuzet iz Liber Abaci.

Primjer 3.15 Couvjek kupuje jaja po cijeni od 7 komada za 1 novcié, te ih prodaje po
cijeni 5 komada za jedan novcié, i tako zaradi 19 novcica. Koliko je novcica uloZio?

Algebarski ovaj problem se moZze izraziti jednadzZbom

7
g—x:w.

Metoda laznih pretpostavki se sastoji u tome da uzmemo npr. 5 za nepoznanicu, sad
mamo % -5 —=5=2. Ovo 2, izrazeno Fibonaccijevim jezikom, bismo ,Zeljeli da bude
19”7 (2 se odnosi prema 19 kao 5 prema toénom rjesenju). Buduéi je 2 - (9) =19,

2
tocno rjesenje je:
19 1
r=25" (—) =474 —.

2 2

Primjetimo da broj koji je Fibonacci uzeo za nepoznanicu nije bio proizvoljno uzet,
vec¢, kako je nepoznati broj razlomak, broj koji dobijemo s nasim izabranim brojem je
zapravo nazivnik tog nepoznatog razlomka. Do sada smo promatrali ponasanje lazne
pretpostavke u kojoj je bilo napravljeno jedno pogadanje, ali ima i varijanti kada je
potrebno napraviti dva pokusSaja i primjetiti pogresku za svaki. Ovo tesko pravilo
dvostrukog laznog pokusaja, kako ga ponekad nazivaju, moze se objasniti na sljedeci

nacin.
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Kako bi rjesili i jednadzbu ax + b = 0, uzmimo ¢; i g za dva pogadanja vrijednosti z,
i neka f; i fo budu odgovarajuce pogreske, odnosno vrijednosti izraza ag; + b i ags + b,
koje bi bile jednake 0 da je pogadanje tocno. Imamo

agp + b= fl (1)
ags + b = fs. (2)

Oduzimanjem dobivamo
algi —g2) = [1 — [2- (3)

Mnozenjem jednadzbe (1) s gs 1 jednadzbe (2) s g; slijedi

agigz + bga = fi192
agzg1 + bgr = fogi.

Kada posljednje dvije jednakosti oduzmemo, imamo

b(g2 — g1) = fig2 — fagn- (4)
Podijelimo sad (4) sa (3):
_é _ J192 — faqn
a hi—f
Bududi je x = —g, vrijednost x je dana izrazom:
= J192 — fag
fi—fa

Zmaci, uzeli smo dvije ,lazne” vrijednosti za x i uvrstili ih u izraz ax + b, i iz ovih
pokusaja smo uspijeli dobiti tocno rjesenje jednadzbe ax + b = 0. Pogledajmo kako bi-
smo ovaj pravilo dvostrukog laznog pokusaja primjenili na ve¢ rijeSenom 24. problemu
Rhindovog papirusa.

U ovom primjeru smo trebali rijesiti jednadzbu

x x
= =19, tj. ——-—19=0.
31:+7 , 1.« -

Uzmimo za x dvije proizvoljne vrijednosti, recimo g; = 71 go = 14. Imamo
7 14
7+?—19:—11:f1 i 14+7—19:—3:f2.

Slijedi da je tocna vrijednost x

_f192—f291_(—11)‘14_(_3)'7_@_ 1 1
E Yy A ) R A

[ako se ¢ini nespretno, ima odredene jednostavnosti u ovome primitivhom pravilu, i

nije ¢udo da je bilo koristeno do kraja 80.-ih. godina 19. stoljeca.
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3.5. ,,Zamisli broj”

Rhindov papirus takoder sadrzi najraniji primjer problema ,,zamisli broj”.

Primjer 3.16 (28. problem Rhindovog papirusa) Zamislite broj, dodajte mu % tog
broja. Od zbroja oduzmite % dobivene vrijednosti i recite koliko ste dobili.
Pretpostavimo da je odgovor 10, od 10 oduzmemo %o od 10 i dobijemo 9. Broj 9 je
zamisljeni broj.

Provjerimo:

ako je zamisljeni broj 9, % od 9 su 6, pa dodamo 9+ 6 = 15. Zatim od 15 oduzmemo 1

od 15 sto je 5 i dobijemo 10. ’
Algebarski bismo to zapisali u obliku
3403 -l3) 363 -
3 3 3 10 3 3 3
u nasem primjeru je n = 9.

3.6. Suma geometrijskog niza

Problem 79. Rhindovog papirusa je iznimno sazet i sadrzi neobi¢an skup podataka, koji

ukazuju na poznavanje sume prvih nekoliko ¢lanova geometrijskog niza.

kuce 7
+ 1 2801 macke 49
+ 2 5602 misevi 343
+ 4 11204 snopovi 2401
ukupno: 190607 mjerice zita 16807

ukupno: 19607

Pojedinci smatraju da ove rije¢i simbolicno daju prvih pet potencija broja 7, drugi
pak ove podatke tumace na sljedec¢i nac¢in U svakoj od 7 kuc¢a je bilo 7 macaka, svaka
macka je ubila 7 miSeva, i svaki mis bi pojeo 7 snopova pSenice , i na svakom snopu
bilo bi 7 mjerica zita. Koliko zZita je spaseno?. Bilo kako bilo, vidimo da desnoj strani
imamo zbroj 7, 7%, 7%, 7% 1 7° dobiven ,,obiénim” dodavanjem. Lijevo je zbroj istog niza
je dan kao 7 - 2801, gdje je mnozenje provedeno metodom dupliciranja. Buduéi je
2801 = (7° — 1)(771) imamo

-1
7T—1

7-2801:7( ):7+72+73+74+75,
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sto je totno ono sto bismo dobili koriste¢i modernu formulu za sumu prvih n ¢lanova

geometrijskog niza

rm—1
r—1"

S,=a+ar+ar®+---+ar" ' =a

U proslom primjeru a = r = 7 i n = 5. Nema uvjerljivih dokaza da je ova formula u
nekom obliku bila poznata Egipé¢anima.
Negdje 3000 godina poslije Ahmesa, Fibonacci je objavio u Liber Abaci isti niz
potencija broja 7 na sljedeci nacin:
7 starica ide cestom u Rim.
Svaka starica vodi 7 magaraca.
Svaki magarac nosi 7 vreca.
U svakoj vreéi je 7 kruhova.
Uz svaki kruh je 7 nozeva.
Svaki noz je umotan u 7 krpa.
Koliko ih je ukupno?
Slicno se pojavljuje i u staroj engleskoj djec¢joj pjesmici, §to svjedoci kako je ovaj

problem s Rhindovog papirusa izazivao zanimanje kroz stoljeca.

3.7. Moskovski papirus

Bolje upoznavanje matematike starog Egipta omoguéilo nam je prevodenje tzv. Mo-
skovskog papirusa. Ovaj papirus mnogi povjesnicari smatraju najimpresivnijim pos-
tignu¢em egipatske matematike. Moskovski papirus je nastao oko 1850. godine prije
nove ere. Autor ovog papirusa je nepoznat, a ¢esto se naziva i Golenis¢evov papirus,
prema ruskom istrazivacu V. S. Goleniscevu koji ga je otkrio sredinom 19. stoljeca i
1893. godine ga donio u Moskvu. Preveo ga je B. B. Struve, a prijevod je objavljen
1930. godine. Struve smatra da taj papirus otkriva kako je ,,pocetak nauc¢nog posma-
tranja matematickih pitanja se ne nalazi u Grékoj, nego u Egiptu”. Zadaci su, kao i u
Rhindovom papirusu, pisani rije¢ima, kratko, a tako su i rjesavani. Zadaci su i ovdje
vezani za prakti¢ne probleme. Moskovski papirus se sastoji od 25 zadataka, medu ko-
jima su najznacajniji oni iz geometrije, jer daju velika saznanja o egipatskoj geometriji,

medutim mnogi su zadaci aritmeticki.



18

HHACH { g Holt =T,

1y o IH&E%: l::i{m:i 1
I:.r:f;n lllrl @w-:llll:p\é- 3
Y SRS,
. 11 RN EIRE
e 1 | e DY S W LF Yy

SLIKA 3. Moskovski papirus

Primjer 3.17 (25. problem Moskovskog papirusa) Jedna kolic¢ina, racunata dvaput za-
jedno, sa jos jednom kolicinom dostize 9. Kolika je kolicina?

Na papirusu je rjesenje zapisano u obliku:

LwRacunag zbroj te jedne kolicine zajedno sa te dvije”.

»Nastaje 3. Racunaj sa te tri, da bi dobio 9. Nastaje triput.”

,Gle! To je 8. Toc¢no si nasao!”.

U modernom zapisu to je jednadzba oblika

20+ = 9.
Zbrojimo li lijevu stranu imamo
2z +x = 3x,
odakle slijedi
9:3=3=u.

Primjer 3.18 Kolicina @ polovina te kolicine uwvecana za 4 doseZe 10. Kolika je
kolicina?
To je jednadzba oblika

1

T+ 51‘ + 4 = 10.

Oduzmimo 4 od obje strane, imamo

+ L 6

z+ 52 =6,

pa je x = 4.

Zadaci su uglavnom vezani uz proracune za gradenje ili uz ekonomske probleme.

Primjer 3.19 Neki radnik mora odnijeti nepoznati broj kruhova iz pekare u stovariste.
Umjesto u vecim korpama, treba nositi w mangim: umgesto u ,,5-krusnim” u ,4-krusnim”.
Koliko korpi vise treba prenijeti?
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4. Zakljucak

Egipatska matematika ima izniman povijesni znacaj u aritmetici, u prosirenju ra¢unanja
sa cijelim brojevima na racunanje sa racionalnim brojevima, kao i u poc¢ecima rjesavanja
jednadzbi. Gledajuéi postojece egipatske matematicke spise u cjelini, mozemo vidjeti
da su oni nista drugo ve¢ zbirke prakti¢nih problema, poslovnih i administrativnih.
Ucenje kako nesto izracunati je bio glavni element problema. Iako se deduktivna me-
toda moze nad¢i u tragovima da pomogne tamo gdje intuicija prestaje, nigdje nema ni
traga o necemu $to bi se moglo nazvati teorem ili opée pravilo postupka. Egip¢ani su se
ogranicili na ,primjenjenu aritmetiku”. Njima nije bilo stalo do nau¢nih metoda, veé¢
samo do prakticnih problema koji se primjenjuju u gradevinarstvu, ekonomiji, zem-
ljomjerstvu ili pak u sklopu religijskih shvacanja. Velika je vjerojatnost da Egipcani
nisu razvili aritmetiku iznad ove primitivne razine jer su imali prirodnu, ali nazalost
ne bas dobru ideju priznavanja samo razlomaka s brojnikom jedan. Upravo zato je i
najjednostavniji izracun postao spor i mukotrpan. Tesko je reéi je li simbolika sprijecila
koristenje razlomaka s drugim brojnikom ili je iskljuc¢iva uporaba jedini¢nih razlomaka
bio povod za njihovu simboliku. Ono u $to nema sumnje je da je rukovanje jedini¢nim

razlomcima zauvijek ostala posebna umjetnost u egipatskoj matematici.
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