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Sazetak: Ovaj diplomski rad proucava geometriju starog Egipta. Najprije ¢emo
se upoznati s okolnostima koje su dovele do razvoja Egipatske geometrije, a potom s
izvorima iz kojih doznajemo kako je ta geometrija izgledala. Upoznat ¢emo formule i
mjerne jedinice koje su koristili, te na primjerima s Rhindovog i Moskovskog papirusa

pokusati poblize upoznati njihov nacin razmisljanja i zakljucivanja.

Kljuéne rijeci: Rhindov papirus, Moskovski papirus, egipatska matematika, egipatska
geometrija

Abstract: This graduation work studies the geometry of Ancient Egypt. First, we
will introduce circumstances that led to the development of Egyptian geometry, then
the sources from which we learn how this geometry looked. We will introduce formulas
and units of measurement which are usedand on examples from Rhindovog papyrus
and the Moscow papyrus try to learn more about their way of thinking and reasoning.
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1. Uvod

[zuzevsi eventualno astronomiju, matematika je najstarija znanost, s najve¢im konti-
nuitetom. Njezini su poceci jo$ u staroj Antici. Tako se ¢esto kaze da je anticka Grcka
majka matematike, stari Grei imali su svoju ideju gdje su poceci matematike. Jos
je Aristotel napisao ,,Matematicke znanosti su nastale u susjednom Egiptu, jer su se
svecenici njome bavili u slobodno vrijeme”. Ovo je djelomi¢no to¢no, jer se najveci na-
predak matematike dogodio zahvaljuju¢i njihovom bavljenju matematikom i potragom
za znanjem, no matematika je ponajprije nastala iz potrebe Egipcana za njom u sva-
kodnevnom zivotu. Naime Egipat ili kako ga je Herod nazvao ,,dar Nila” jer Nil je svake
godine plavio i granice posjeda su nestajale, pa je svaki put bilo potrebno ispocetka
ih odredivati, za Sto su bila potrebna jednostavna geometrijska pravila, stoga i geome-
triju mozemo nazvati darom Nila. Naziv ,geometrija”’ je spoj dvaju grckih rijeci koje
znace ,,zemlja 7 i ,mjera”. Grcki povjesnicar Herodot je pri svom posjetu Egiptu oko
460. godine prije Krista zapisao kako je tadasnji kralj Egipta podjelio zemlju narodu
tako da je svatko dobio cetverokut jednake veli¢ine koju je obradivao, te placao godisnji
porez na prihod. Ukoliko bi necije zemljiste poplavio Nil, morao je oti¢i kralju to pri-
javiti, te bi on poslao nadzornike da izmjere koliko se zemljiSte smanjilo, da bi vlasnik
mogao platiti porez na ono sto je ostalo, u omjeru na cijeli nametnuti porez. Stru¢njake
koji su provodili mjerenja Grei su kasnije nazivali ,nosaci uzeta” jer su mjerenja vrsili
pomocu uzeta s ¢vorovima. Koliko su razvili svoju vjestinu mjerenja svjedoci i grcki
filozof Demokrit (460.-370. godine prije Krista) koji se hvalio: ,,U konstruiranju linija
pri iznosenju dokaza nije me nitko prestigao, ¢ak ni takozvani egipatski nosaci uzeta ” .
Dakle on je smatrao da je u geometriji u kojoj se iznose dokazi i pri tome konstruiraju
linije (dakle prije svega pravci i krugovi) vjestiji od grékih geometara onog vremena,
pa ,,cak i od egipatskih nosaca uzeta”. Moglo bi se zakljuciti da je u ono doba u
Grckoj postajalo misljenje da su odredeni ljudi u Egiptu znali geometriju kao znanost
u kojoj se izvode konstrukcije i dokazi bolje i od samih Grka koje smatramo tvorcima
te znanosti. Ti ljudi u Egiptu se zovu ,nosaci uzeta”, tj. ljudi koji nose uze, naravno

u svrhu merenja. Dakle, to su geometri. Stoga je uze prvi instrument za mjerenje.



2. Otkri¢e Egipatskog znanja

Vecina povjesnicara kao datum pocetka otkrivanja egipatskog znanja uzima Napole-
onovu invaziju 1798. Naime, Napoleon je htio zauzeti Egipat i tako prekinuti Engleske
puteve u Indiju. Bila je to francuska vojna katastrofa, ali znanstveni trijumf. Napo-
leon je u svojim ekspedicijama vodio povjerenstvo za znanost i umjetnost, skupinu od
167 pomno odabranih znanstvenika, medu kojima i Gasparda Monga i Jean-Baptiste
Fouriera. Ovo povjerenstvo je imalo zadatak istraziti sve aspekte zivota kako u drev-
nom Egiptu, tako i u modernom vremenu. Veliki plan je bio obogatiti svjetsku zalihu
znanja, i skrenuti pozornost na superiornost svoje kulture. Nakon njihova povratka u
Francusku nastalo je djelo D’pis de IEgypte, bilo je to djelo koje je obuhvacalo drevne
egipatske civilizacije, spomenike, moderni Egipat i prirodoslovlje Egipta. Nikad prije
niti poslije nijedno djelo nije tako precizno i opsirno opisalo neku stranu zemlju. D’pis
de IEgypte izazvalo je golemo zanimanje europskih kulturnih i znanstvenih krugova.
Ono §to je bilo jos fascinantnije je da su povijesni zapisi o ovom ranom drustvu bili
zapisani tako da ih nitko nije bio u stanju prevesti na suvremeni jezik. Izmedu ostalog
Napoleonova ekspedicija je tijekom radova 1799. godine na rekonstrukeciji stare tvrdave
u blizini grada Rosette pronasla crnu bazaltnu plo¢u na kojoj su bila tri podrucja,
a svaki od njih bio je ispisan drugim pismom, prvi dio je pisan hijeroglifima, drugi
hijeratskim pismom, a tre¢i gréckim. Poslali su tu plocu u Kairo, gdje su se nalazili
znanstvenici koje je Napoleon poveo sa svojom ekspedicijom. Oni su prepisali ovaj ka-
men i tekst prosirili medu europskim znanstvenicima. Javni interes je bio toliko jak da
kada je Napoleon bio prisiljen napustiti Egipat, u ugovoru o kapitulaciji bilo navedeno
da kamen mora prepustiti Britancima. Kao i ostali artefakti i ovaj je zavrsio u Bri-
tanskom muzeju, gdje su napravljene cetiri replike, za sveuclista u Oxfordu, Cambrige,
Edinburg i Dublin, kako bi zajednicko odgonetanje i analiza zapocela. Ispostavilo se
da je problem puno tezi nego se mislilo, trebalo je 23 godine intezivnog proucavanja
mnostva znanstvenika kako bi se razrijesio. Konacéno 1808. godine mladi francuski
znanstvenik i lingvist Jean-Franois Champollion zapocinje proucavati natpise s kopije
kamena iz Rosette i pismo antickih Egipéana u zelji da deSifrira misteriozne hijero-
glife. Dugo vremena nije bilo rezultata, a onda je pretpostavio da sva tri teksta (na
tri razli¢ita pisma) govore o istom. Bila je to presudna misao, a s obzirom da je grcki
jezik bio dobro poznat, klupko se polako pocelo odmotavati. Cetrnaest godina kas-
nije (1822.) Champollion potvrduje da su neki hijeroglifi bili fonogrami (fonetski ili
zvuéni), a drugi opet piktogrami (slikovni). 1824. godine on objavljuje svoju znamenitu
knjigu egipatskih hijeroglifa, u kojoj je ustvrdio osnovne temelje kompleksnog sistema
hijeroglifskog pisanja.



2.1. Rhindov papirus

Vecina nasSeg znanja o razvoju egipatske matematike izvedena je iz dva papirusa, svaki
nazvan po bivSsem vlasniku, tako se prvi od njih naziva Rhindov papirus. Rhindov
papirus je kupljen u Luxoru, u Egiptu 1858. godine, kupio ga je Scotman A. Henry
Rhind i nakon toga je bio u Britanskom muzeju. Rhindov papirus je pisan hijeratskim
pismom (prilagodeni oblik hijeroglifa za pisanje perom i tintom) oko 1650. godine prije
Krista, pisao ga je pisar Ahmes, koji je uvjeren da rad datira do dvanaeste dinastije
1849-1801. godine prije Krista. Tako je izvorni svitak papirusa gotovo 5.5 metara dug
i 50 cm visok u Britanski muzej je dosao u dva dijela, s tim da sredisnji dio nedostaje.
Pretpostavljalo se da je zbog nestrucnog razvijanja tako osjetljivog dokumenta doslo
do prekida ili da su bila dva pronalazaca i svaki je uzeo dio. Bilo kako bilo vjerovalo
se da je klju¢éni dio papirusa izgubljen. Tako je i bilo dok cetiri godine nakon sto je
Rhind kupio papirus, americki egiptolog Edwin Smith nije prodao, ono sto je mislio
da je medicinski papirus. Ovaj papirus se pokazao kao obmana, jer je bio napravljen
lijepljenjem fragmenata na svitak. Nakon Smithove smrti 1906. godine njegova kolek-
cija Egipatskih starina je prezentirana u New Yorku 1922. godine. I tada je otkriveno
da su djelovi svitka zapravo dio Rhindovog papirusa. Desifriranje papirusa je zavrSeno
kad su fragmenti doneseni u Britanski muzej i stavljeni na odgovaraju¢a mjesta. Rhind
je takoder kupio kratki kozni rukopis, medutim zbog krhkog stanja ostao je nerijeSen
viSe od 60 godina.

Rhindov papirus pocinje s podebljanim premisama kako njegov sadrzaj ima veze s
,temeljitim proucavanjem svih stvari, uvid u sve sto postoji, znanje svih opskurnih
tajni”. Uskoro postaje jasno da je to zapravo prirucnik iz matematike, a jedine tajne
koje sadrzi su kako se mnozi i dijeli. Ipak, 85 problema koliko ih sadrzi, daju poprilicno

jasnu sliku o karakteru egipatske matematike.
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SLIKA 1. Rhindov papirus



2.2. Moskovski papirus

Bolje upoznavanje matematike starog Egipta omoguéilo nam je prevodenje tzv. Go-
lenis¢evovog papirusa, koji se osim po svom vlasniku naziva i po mjestu u kojem se
cuva tj. Moskovski papirus. Ovaj papirus mnogi povjesnicari smatraju najimpresiv-
nijim postignu¢em egipatske matematike. Nastao je oko 1850. godine prije nove ere.
Autor ovog papirusa je nepoznat, a ruski istraziva¢ V. S. GoleniS¢evu ga je otkrio sre-
dinom 19. stoljeca i 1893. godine ga donio u Moskvu. Preveo ga je B. B. Struve, a pri-
jevod je objavljen 1930. godine. Struve smatra da taj papirus otkriva kako ,,se pocetak
nauc¢nog posmatranja matematickih pitanja ne nalazi u Grékoj, nego u Egiptu”. Za-
daci su, kao i u Rhindovom papirusu, pisani rije¢ima, kratko, a tako su i rjeSavani.
Zadaci su i ovdje vezani za prakticne probleme. Moskovski papirus se sastoji od 25
zadataka, medu kojima su najznacajniji oni iz geometrije, jer daju velika saznanja o

egipatskoj geometriji.

Hhad | VU nd 2T

. L7 &~ v (P veut B9
i ll.‘zr}. et IRV GR |

|' : ,'""ﬁn A B e 3

—~e 28T,

e L 5 - (T S T

T {1 | e L SHH L Y

SLIKA 2. Moskovski papirus



3. Egipatska geometrija

3.1. Trokut u egipatskoj matematici

Egipatski geometri nisu samo koristili uzad da bi mjerili duljinu, tj. da bi mjerili samo
u jednom pravcu, nego i da bi odredivali smjer istoka koji je okomit na smjer sjevera.
Kako su to ¢inili?

Zaboli bi kolac u zemlju, na uzetu su ¢vorovima obiljezili djelove koji se medusobno
odnose kao 3 : 4 : 5. Drzeéi srednji dio zategnut u smjeru sjevera (Sto su znali po
zvjezdi Sjevernjaci), i spojivsi krajeve uzeta, dobili bi pravokutni trokut, pa time i
pravac okomit na pravac sjevera. Ovo se ¢esto koristilo za odredivanje nose¢ih zidova

piramida i hramova.

SLIKA 3. Odredivanje strana svijeta

Ono zbog cega je ovo bilo moguce jest svojstvo brojeva 3, 4 i 5 da tri duzine
koje su proporcionalne ovim brojevima mogu sastaviti pravokutni trokut. Zaista, po
nama poznatom Pitagorinom poucku stranice pravokutnog trokuta trebaju zadovolja-
vati a? + b? = 2, a brojevi 3, 41 5 to zadovoljavaju. Stoga mozemo zakljuciti da su
Egipc¢ani poznavali Pitagorin poucak barem u najosnovnijem obliku.

Danas brojeve koji zadovoljavaju to svojstvo nazivamo pitagorejskim brojevima, a do

njih lako mozemo doci koristeci sljedece jednakosti:

(a® +b*)?* = a* +2a°0* +b* i (a* —b*)* = a* — 2a%0* + b
Oduzimanjem slijedi:
(a® + b*)? — (a* — b*)* = 4ab* = (2ab)?,

£,
(a® — b*)? + (2ab)? = (a* + b*)*.



Ako u ovu jednakost uvrstimo a = 1, b = 2, imamo: 3% + 42 = 52. Ako stavimo a = 2,
b = 3, imamo: 5% + 122 = 132, itd. Ovakvih brojeva mozemo pronaéi koliko Zelimo,
medutim ovi osnovni 3, 4, i 5 se i dalje nazivaju egipatskim trokutom, a oni su im zaista
davali poseban znacaj, te su i dimenzije hramova i piramida, njihova visina, Sirina i

duzina odnose kao ti brojevi.

Povrsina trokuta
Osim $to su na neki na¢in poznavali ova svojstva pravokutnog trokuta, Egipcani su
to¢no racunali njegovu povrsinu kao polovinu umnoska kracih stranica, to jest P = %ab.
Medutim ono sto nisu znali, ili barem nigdje nije zabiljezeno jest to da se ovako dobija
to¢na povrsina iskljucivo za pravokutni trokut, a oni su na isti nac¢in racunali povrsinu

svakog trokuta, sto je za njihove proracune davalo dosta dobre rezultate.

Povrsina pravokutnika
Na slican nacin su racunali i povrsinu cetverokuta: kao ummnozak prosjeka duljina

nasuprotnih stranica.

brd 1
e T o) +d).

P =
2 2 4

Primjetimo da kad je u pitanju pravokutnik imamo:

1
P21'2&'2b:ab,

Sto je toc¢na formula za povrsinu pravokutnika. Zanimljivost vezana za ovu formulu je

i to Sto se ista pogresna formula koristila i u antickom Babilonu.

Povrsina trapeza
U 52. zadatku Rhindovog papirusa se trazi povrsina trapeza (opisan kao krnji trokut),
sa osnovicama duljina 6 i 4, i jednim krakom duljine 20. Racunali su P = %(a +c)h =
%(6 + 4) - 20. Ova formula funkcionira ako je taj krak okomit na osnovice, medutim
u tekstu to nije jasno receno, a na gruboj skici se ne vidi okomitost. Tako je i ova
formula kao i mnoge druge formule starih Egipéana ostala nejasna i nedorecena.

3.2. Povrsina kruga

Na Rhindovom papirusu od ukupno 85 zadataka, geometrijski su oni od 41. do 60.
Ovi zadaci se uglavnom bave koli¢inom zrna pohranjenim u pravokutnim i cilindri¢nim
nastambama. Mozda najbolji uspjeh Egip¢ana u geometriji ravnine je bila njihova me-
toda za pronalazenje povrsine kruga, koja se pojavljuje u 50-om zadatku Rhindovog
papirusa.



Primjer 3.1 Kolika je povrsina okruglog polja promjera 9 kheta?
Ovako su otprilike oni racunali: od promgjera oduzmi njegovu é i to kvadriraj. Danasnjim

simbolima to bismo pisali ovako:

d\* [8d\’
P=(d—=) =(—
(1-5)-(5)
gdje d oznacava duljinu promjera kruga. Ako to usporedimo s danasnjom formulom za

v . .- 2
racunanje povrsine kruga, % onda,

d _ (8d)°
4 \9)"
2
7r:4<§) = 3.1605...

kao egipatsku vrijednost omgjera opsega kruznice i njezinog promjera. QOuvo je priblizna
1
7

kad to raspisemo dobijemo:

vrijednost aproksimacije 3=, sto mnogi smatraju dobrim za prakticnu primjenu.

3.3. Broj 7 i njegova vrijednost kroz povijest

Tako je ve¢ egipatska vrijednost broja 7 bila sasvim dobra za prakti¢nu primjenu, mnogi
matematicari su i dalje proucavali i pokusavali otkriti Sto tocniju vrijednost tog broja.
matematici. Opcenito, znacajni pomaci u pove¢anju toc¢nosti broja m dogadali su se u

tri navrata:
e u Anticko doba kada je broj 7 racunat geometrijski

e u drugom tisu¢ljecu kad su matematicari poceli koristiti ,novu” matematiku za

izracun broja m, tj. otkricem beskonacnih nizova

e razdoblje digitalnog racunanja na racunalima.

3.3.1. Anticko doba

Ve¢ smo rekli kako su Egipcani znali da je omjer opsega kruznice i promjera isti za sve

256
81 °

kruga P = (%d)z, pa samim time i do ove vrijednosti za 7, u 48om zadatku Rhindo-

vog papirusa se to da naslutiti. U tom zadatku Ahmes krug zamijenjuje kvadratom

kruznice te da iznosi m = [ako ne znamo to¢no kako su dosli do formule za povrsinu

kojemu su u vrhovima cetiri trokuta, a u sredini pise broj 9. Ovim postupkom je od
kvadrata s duljinom stranica 9 dobio osmerokut odrezavsi ¢etiri trokuti¢a u vrhovima

(od kojih svaki ima povrsinu g ukupne povrsine kvadrata, to jest stranica mu je tre¢ina



stranice kvadrata). Iz toga je zakljucio da osmerokut ima otprilike istu povrsinu kao
krug upisan kvadratu, jer su neki dijelovi kruga izvan osmerokuta, a neki opet unu-

tar, a ti su dijelovi otprilike jednaki. Stoga je racunao da osmerokut ima povrsinu

P=92-4. g = 63 sto je otprilike vrijednost izraza P = (%)2 za d =9, pa je moguce

da je ova formula nastala upravo iz razmatranja aproksimacije kruga osmerokutom.

SLIKA 4.Povrsina kruga.

U Mezopotamiji se 2000. godina prije Krista koristila formula za opseg kruga O = 6r,
gdje je r polumjer kruga, iz toga slijedi da je 7 = 3. U Starom zavjetu u Knjizi
kraljeva, pri opisu kupaonice u Solomonovom hramu se koristi # = 3. Francuska
arheoloska ekspedicija je pronasla dokaze da se u starom Babilonu koristila vrijednost
3% za .

Antifont i Brajson iz Heraklije, Sokratovi suvremenici, pokusali su oko 430. godine prije
Krista izracunati povrsinu kruga rabeéi metodu iscrpljivanja (ekshaustije). Krenuvsi
od pravilnog Sesterokuta i zatim udvostrucavajuci broj stranica i upisujuci pravilne
mnogokute u krug Antifont je racunao njihove povrsine. Svaka sljede¢a povrsina bila
je sve bliza povrsini kruga.

Brajson je racunao povrsine upisanih i opisanih mnogokuta shvativsi da je povrSina
kruga negdje izmedu. Sljededi znac¢ajni korak u izra¢unu broja m napravio je Arhimed sa
Sirakuze (287.-212. prije Krista). On je krugu upisivao i opisivao pravilne mnogokute,
ali je racunao njihove opsege. Koriste¢i se 96-stranim mnogokutom dokazao je da
% <7< % Kada bismo izracunali aritmeticku sredinu tih dviju vrijednosti dobili
bismo to¢nu vrijednost broja m do na deset tisucinki.

Kineski matematicar Liu Hui slicnom metodom i upisuju¢i mnogokut sa 3071 stranice
(oko 265. godine) procjenjuje m = 3.14159.



3.3.2. Klasi¢no doba

Jedan od najpoznatijih matematicara Srednjeg vijeka koji se bavio ovim problemom je
Fibonacci, on procjenjuje 7 na 3.141818. Ved¢i napredak je ucinjen u 16. st., a ucinio
ga je Viéte, rabeéi Arhimedovu metodu ra¢unanja opsega procijenio 3.1415926535 <
m < 3.1415926537. U ovo vrijeme mnogi matematicari proucavaju broj m medutim
Ludolf van Ceulen je posvetio svoj zivot pronalazenju Sto veéeg broja decimala broja
7, izracunao ga je na 35 decimala, no ubrzo nakon njegove smrti, Willebrod Snell po-
pravlja Arhimedovu metodu te dobija 35 decimala puno lakse. Umro je ne dokazavsi
svoje teoreme, pa je to u ¢inio Christian Huygens, koji je jo§ doradio metodu i veé s
trokutom dobio Arhimedovu preciznost. Oni su bili posljednji matematicari koji su
rabili Arhimedovu ideju racunanja.
Engleski matematicar John Wallis pokusao je rijesiti problem ovog omjera aproksimi-
rajuéi povrsinu cetvrtine kruga povrsinama beskonac¢no malih pravokutnika, i otkrio
formulu:

T 2:2.4-4-6-6-8---

29 71.3.3.5.5.7-7...°
Poznata je i formula skotskog matematicara Jamesa Gregoryja

x3 axd L B |

t —p -4 ...
arctanx = x 3+5 7+9 11+ ;

do iste formule dosao je i Leibniz, a iz nje proizlazi

Iako je ova formula mnoge ocarala, jako sporo konvergira.

Puno brze konvergira Newtonova formula:

T_ L 1L\ 131N 135 1
6 2 2\3-28) 2.4\5.25) " 2.4.6\7-27

3.3.3. Doba rac¢unala

Vet pojavom mehanickog racunala matematicari dolaze do 1000 decimala, no pojavom
digitalnih racunala, taj broj naglo raste, vise nisu vazne samo formule i algoritmi i
njihova brzina konvergencije, ve¢ i brzina, i preciznost racunala na kojemu se vrsi

izracun.
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4. Volumen krnje piramide

Tako Moskovski papirus ima samo 25 zadataka, on sadrzi vrhunac anticke geometrije.
U 14-om zadatku je prikazano da su Egip¢ani poznavali toé¢nu formulu za volumen

krnje piramide. U danasnjim oznakama ona glasi:
h, o 2
V= g(a +ab+b%),

gdje h visina krnje piramide, a i b duljine stranice kvadrata osnovica (gornje i donje,

redom).

SLIKA 5. Krnja piramida.
Skicirani lik za ovaj zadatak izgleda kao trapez, medutim izracun koji prati skicu,
pokazuje da se radi o volumenu pravilne cetverostrane krnje piramide.

i

|
] nE gt b
e, L HL O

SLIKA 6. Dio Moskovskog papirusa o izracunavanju volumena krnje piramide

Tocan tekst koji bi pratio ovaj zadatak glasi:

Primjer 4.1 Primjer izracuna volumena krnje piramide.
Ako vertikalna udaljenost, od donjeg kvadrata sa stranicom duljine 4, do gornjeq kva-

drata sa stranicom duljine 2, iznosi 6, onda postupak za racunanje glasi ovako:
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Kvadriraj 4! = 4* = 16. (a?)

Pomnozi 2 sa4! =2-4=8. (a-b)

Kvadriraj 2! = 2% = 4. (b?)

Zbroji sve dobivene rezultate! = 16 +8 +4 =28. (a*+a-b+b?)

o Uzmu % od 6, to je 2. (%)

o Pomnozi 28 sa 2, to je 56. (2(a*+a-b+b?))
Volumen je 56.

[ako se ovo rjeSavanje odnosi na tocno odredeni zadatak, a ne na opcenit slucaj,
neki povjesnicari matematike smatraju ovaj rezultat vrijednim kao egipatske pira-
mide. Opcenito je prihvaceno da su Egipéani poznavali to¢nu formulu za volumen

cetverostrane piramide,

h
V = 50,2.

Analogno formuli za povrsinu trokuta P = %bh, mozda su mogli pogoditi da je volumen
piramide umnozak neke konstante s ha?. Mozemo ¢ak pretpostaviti da su pogodili da

je ta konstanta % No, formula

h
V= g(az—i-ab—l-bz)

nikako nije mogla biti nagadanje. Do nje se moglo do¢i samo nekom vrstom geometrij-

ske analize ili algebre iz formule V' = %aQ. Kako god, gotovo je nemoguée rekonstruirati

metodu kojom su oni dosli do to¢ne formule, barem iz nama danas dostupnih materi-

jala.
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5. Nagadanja o Velikoj piramidi

Kad se spominje Egipat i egipatska matematika, svakako se mora spomenuti Velika
piramida u Gizi, podignuta oko 2600 godina prije Krista, kao grobnica faraona Kufua,
kojeg su Grei zvali Keops, pa se ¢esto naziva i Keopsova piramida. Ona je monumen-
talni dokaz o poznavanju geometrijskog oblika, relativno visoko razvijene inzinjerske
konstrukcije, kao i socijalne i drzavne uredenosti. Prema Herodotu, piramidu je gra-
dilo 400 000 radnika godisnje, tijekom 30 godina. Radnici su bili podijeljeni u ¢cetiri
grupe po 100 000 radnika u svakoj, i svaka grupa je radila po tri mjeseca. ( Prema
proracunima u jednom trenutku na piramidi nije moglo raditi vise od 36000 ljudi, bez
da ne ometaju jedni druge). Deset godina je trebalo da bi se izgradila cesta do vap-
nenackog kamenoloma iz kojeg su 2.3 milijuna kamenih blokova teskih u prosjeku 2 i
po tone i dugackih nesto vise od 2 metra u svakom smjeru. Ovi blokovi su postavljeni
skupa tako precizno, da na spojevima nema mjesta ni da se ugura ostrica noza. Ono
Sto impresionira ve¢ dugi niz godina, nije njena estetska ljepota, nego velicina. To
je najveca zgrada antickog doba i jedna od najve¢ih ikad podignutih. NeoStecena je
bila visoka 145.75 metra, ali se godinama smanjila za desetak metara. Kut stranica u
odnosu na osnovicu iznosi 51° 51’ | a svaka je strana okrenuta prema jednoj od ¢etiri
strane svijeta, gotovo kao cetiri glavne tocke na kompasu, s pogreskom manjom od
1°. Presjek piramide u bilo kojem dijelu je kvadrat, a duljina stranice baze iznosi 229
metara.

Velika piramida i dan danas ispunjava misli avanturista najnevjerovatnijim nagadanjima.
Ovu piramidu mistici pripisuju drevnim graditeljima metafizickim moé¢ima i ezoteri¢nim
znanjem.

Jos jedno od neobicnih svojstava piramide jest i to Sto je gradena tako da polovica

opsega baze podijeljena s visinom piramide iznosi gotovo tocno m, tj.

2-229
145.75

= 3.1423...,

a znamo da je m = 3.145926..., sto znaci da je razlika samo 0.00036, ta pribliznost
medu tim vrijednostima je samo slucajna i nema osnove u bilo kojem matematickom
zakonu.

U jednoj od teorija se govori kako su egipatski svecenici rekli Herodotu da su dimenzije
Velike piramide izabrane tako da je povrsina svake strane piramide jednaka povrsini
kvadrata sa stranicom jednake duzine kao visina piramide. Ako s 2b oznac¢imo duljinu
stranice baze, a s a visinu trokuta (strane piramide) i s h visinu piramide, tada mozemo
zapisati:

h* = %(2() -a) = ab.
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SLIKA 7. Skica Keopsove piramide.

Iz Pitagorinog teorema znamo da je a® = b*> + h?, pa je h? = a® — b%. Izjednacavajuéi
jednakosti za h dobivamo:

a’> — b? = ab.

Podijelimo obje strane s a?:

A A
- (_) by (_) oy
a a a a
Pozitivno rjesenje kvadratne jednadzbe 22 + x = 1 jeste v = %(\/5 —1). Pa imamo da
je nas omjer:
b 1

- = 5(\/5 — 1) = 0.6180339...
a

reciprocna vrijednost ,zlatnog reza”, vrijednost koja se pokazala znacajnom mmnogo
puta u matematici i njezinoj primjeni.
Koliko su graditelji bili uspjesni u ostvarivanju zlatnog reza ( ako im je on zaista bio

cilj)? Provjerimo s poznatim mjerama piramide:

a =Vh?+ b2 =/(145.75)2 + (114.5)2 = 185.35,

slijedi omjer:
b = 0.61775...
a

Ovu teoriju da su Egip¢ani namjerno koristili zlatni rez pri gradnji zlatne piramide
prvi je postavio John Taylor, koji je 1859. godine objavio djelo ,, Velika piramida, zasto
je sagradena i tko ju je sagradio?”. Matematicar amater, Taylor je 30 godina skupljao
i usporedivao mjerenja koja su obavljali posjetitelji piramide. Iako je napravio niz
maketa piramide, nikada je nije posjetio. Buduéi da jedini opis piramide u Herodotovoj
,Povijesti” glasi: ,Njezina baza je kvadrat, svaka strana je dugacka 800 stopa i iste
visine”, potrebno je mnogo povjerenja da bismo prihvatili Taylorovu tvrdnju. Stovise
i mjere koje je Herodot zabiljezio poprilicno odudaraju od toénih dimenzija.

Druga teorija koja se ¢esto uzima kao dogma je da ukupna povrsina piramide moze biti

izrazena na nacin koji vodi do zlatnog reza, tj. povrsina baze se odnosi prema zbroju
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povrsina strana piramide kao zbroj povrsina strana piramide prema zbroju povrsine
baze i zbroja povrSina strana piramide. Buduéi da je zbroj povrSina cetiri strane
piramide zapravo zbroj povrsina ¢etiri sukladna trokuta, on iznosi 4 - 5(2ba), i povrsina
baze je (2b)? moZemo pisati:

4b* 4ab

dab ~ dab+ 4b%’

sto je ekvivalentno s

b a
a a+b
Uvrstimo li nase mjere, dobivamo:
a 185.35
= = 0.61814...
a+b 299.85 0.618

pa vidimo da su omjeri g 1 % gotovo isti. Slucajno ili ne, to je povod za spekulacije.
Postoje jos neke teorije. Neki primjerice smatraju kako su Egip¢ani gradili piramide
kako bi one zadrzale da pustinjski pijesak ne pokrije plodno tlo uz Nil. U srednjem
vijeku bilo je popularno vjerovanje da su one bile silosi, koje su Zidovi u zatocenistvu
morali graditi za spremanje kukuruza u rodnim godinama. Ova legenda je sacuvana i
u mozaicima koji su radeni oko 1250. godine u crkvi Svetog Marka u Veneciji. Dio mo-
zaika o Josipu prikazuje kako je njegov brat poslan da donese snopove zita iz piramide.
Spekulacije su pocele dobivati znanstvenu notaciju 1864., kada je jedan cijenjeni skotski
profesor astronomije, Charles Piazzi Smyth, razradio njegovu posebnu mjernu jedinicu
za Keopsovu piramidu i nazvao je piramidni in¢, koji je jednak 1.001 obi¢nih in¢a. Ko-
riste¢i ovaj misti¢ni in¢ za mjerenje neravnina i pukotina duz zidova unutarnjih prolaza
i odaja, zakljucio je da je Veliku piramidu izgradio Bog kao instrument prorocanstva,
takozvana Biblija u kamenu. Ako netko zna ¢itati njegove poruke u piramidi ¢e naci
sve vrste znacajnih informacija o povijesti i buduc¢nosti ¢ovjecanstva: veliku poplavu,
rodenje Krista, pocetak i kraj prvog svjetskog rata, i tako dalje. Kad je Smyth datirao
1913. godinu kao pocetak prvog svjetskog rata, njegovi sljedbenici su isticali kako je
pogrijesio samo jednu godinu. Smyth i njegovi sljedbenici su Sirili mastovitu i ekstra-
vagantnu teoriju o tajnama skrivenim u mjerama i mjerenjima Velike piramide. Na
njihovu ruku je islo i proricanje pocetka prvog svjetskog rata, medutim britanski egip-
tolog Flinders Petrie je napisao kako je jednom uhvatio pripadnike Smythovog kulta
kako potajno prilagodava mjerenja kako bi bila u skladu s njihovom teorijom, pa ova

nagadanja mozemo odbaciti kao besmislice.
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6. Geometrijski problemi s najpoznatijih papirusa

6.1. Mjerne jedinice

Ranije smo rekli kako je uze najstariji mjerni instrument, a u ovom poglavlju ¢emo
spomenuti i mjerne jedinice koje su koristili stari Egip¢ani i neke pojmove vezane uz

geometriju spominjane u papirusima:

e Peremus - visina objekta

e Utha-thebet - duzina objekta

e Seked - nagib bilo koje strane piramide u odnosu na bazu.
Mjerne jedinice za duljinu:

e Kraljevski lakat - glavna mjerna jedinica u arhitekturi, iznosio je otprilike 52,5

cm
e Mali lakat - otprilike duljina podlanice, iznosi otprilike 45 cm

e Dlan - iznosi otprilike 7.5 cm, u jedan kraljevski lakat stane 7 dlanova
e Prst - Cetiri prsta ¢ine dlan

e Khet - iznosi otprilike 52.5 m, vjeruje se da dolazi od duljine uzeta sa 100 ¢vorova,

a razmak izmedu ¢vorova je jedan lakat.
Za povrsinu se koristio:
e Setat - jedan kvadratni khet, sto je 10 000 kvadratnih lakata.
Volumen i masa:
e Hekat - priblizno 4.8 litara
e Heqat - posebna jedinica za mjernje zita, priblizno 4 hekata
e Khar - 20 hekata, ili % kvadratnih lakata, priblizno 96 litara

e Doben - mjera za tezinu, vrijednost mu kroz povijest varirala, od 13.6 grama, pa

sve do 91 grama.

Kako je ve¢ receno najpoznatiji papirusi pomocu kojih smo upoznali egipatsku ma-
tematiku su Rhindov i Moskovski papirus. Najzanimljivije i impresivnije zadatke smo

ve¢ spomenuli, ali to nisu svi, pa spomenimo jos neke.
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6.2. Problemi s Rhindovog papirusa

Na Rhindovom papirusu geometrijski zadaci su oni od 41. do 60. Prvih pet se bave

izracunom volumena.

Primjer 6.1 Problem 41. Izracunaj volumen silosa u obliku valjka, promjera 9 i visine
10.
Ako s d oznacimo promjer, a s h visinu valjka, volumen je tada:

[

U nasim matematickim oznakama i ako uzmemo da je d = 2r dobivamo

8\’ ,, 256 ,

Slijedi da je aproksimacija za ™ = % = 3.1605...
Pgledagmo kako je otpilike izgledao njthov izracun:

e 0d 9 oduzmi njezinu %/:9—%- =9—-1=28
e Kvadriraj 8! = 8% = 64.

e Pomnozi 64 s 10/ = 64 - 10 = 640.

o Volumen je 640.

Ako u nasu formulu za volumen uvrstimo d = 9, h = 10, © vidimo kako je njihov

rezultat poprilicno tocan:
V =7m-(45)*-10 = 636.1725...

Problemi 42 i 43 i su vrlo sli¢ni 41om i odnose se na izracunavanjem volumena valjka,

samo s razli¢itim zadanim vrijednostima.

Primjer 6.2 Problem /4. Izracunaj volumen silosa u obliku kvadra, s visinom 10,

sirinom 10 i duZinom 10.

e Pomnozi 10 sa 10/ = 10-10 = 100
e Pomnozi 100 sa 10! = 100 - 10 = 1000.

o Volumen je 1000 kvadratnih lakata.
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Na ovom primjeru éemo pokazati kako se laktovi pretvaraju u khare, pa u heqate Zita.
o Uzmi % od 1000, i dodaj to 1000 = % - 1000 + 1000 = 1500, to je u kharima
o Uzmi % od 1500 = % - 1500 = 75
e Pomnozi s 75 s 100 = 75 - 100 = 7500.

Problem 45. je zapravo isti zadatak kao 44., samo je poznat volumen, a traze se
dimenzije, bududi da se isto trazi i u 46. zadatku, samo s drugim vrijednostima, rjesit
¢emo 46.

Primjer 6.3 Problem 46. Izracunaj dimenzije silosa u obliku kvadra, zadanog volu-

mena 2500 heqata.

e Pomnozi 25 sa 20! = 2520 = 500 (to je u kharima)
o Uzmi = od 500/ = 1Lo - 500 = 50.
o Uzmi - 0d50/:>%~50:5.

o Uzmi % od5! = 2.5 =33.

Problem 48. smo ve¢ spominjali, i objasnili racunanje povrsine kruga pomocu aproksi-
macije osmerokutom, a budu¢i da je Problem 50. gotovo isti, ovdje ih ne¢emo navoditi.
Prostali problemi do 55. su ra¢unanje povrsina, pomoc¢u formula za trokut, pravokut-
nik, ili trapez koje smo ve¢ pobrojali.

Preostali geometrijski problemi se bave pravilnim piramidama, trazi se seked, to
jest nagib izmedu bilo koje od ¢etiri strane piramide na bazu, te se mjeri kao omjer
rada i uspona (promatramo pravokutni trokut u piramidi, iz vrha spustimo okomicu

na bazu), ta mjera je zapravo slicna nasem kotangensu kuta.

Primjer 6.4 Problem 56. Duljina osnovice baze je 360 lakata, a visina piramide je
250 lakata. Koliki je nagib?

o Uzmi 3 od 360/ = 3 - 360 = 180.

e Racunamo omgjer 180 i 250! = 0.72, ali u njihovom zapisu je to: % + % + %, to

je u lakatima

e Primjenimo omgjere mjernih jedinica:
lakta = 3 + % dlanova
lakta = 1 + % + 115 dlanova % lakata = % + % dlanova.

U= DO
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o /brajanjem dobivamo nagib: 5% dlanova.

Primjer 6.5 Problem 57. Piramida ima duZinu osnovice (ukha-thebt) 140, a nagib
(seked) 5 dlanova i 1 prst. Koliki je peremus?

e Pomnozi nagib s 2, to je 10 dlanova i 2 prsta, to jest 10% dlanova
o Treba 1zracunati koliko je to laktova, % od 10% je 7, to jest jedan lakat

e [zracunaj % - 140 = 93% lakata, to je peremus.

6.3. Problemi s Moskovskog papirusa

lako je najimpresivniji 14. zadatak koji se bavi volumenom krnje piramide, Moskovski
papirus sadrzi jos neke geometrijske zadatke. Prva dva zadatka su oStecena pa ne
znamo Cime se bave. Problemi 4 | 7 i 17 se bave izracunima vezanim uz trokut, a
problem 6 pravokutnikom, a i 10. zadatak se bavi racunanjem povrsine polucilindra.
Mi ¢emo ovdje jos navest problem i 6. Ovaj problem je zanimljiv jer se vidi da su

Egip¢ani poznavali kvadratni korjen.

Primjer 6.6 Problem 6. Nadi duljine stranica pravokutnika povrsine 12 setata, ako
se omgeri stranica odnose kao 1 : 3.

Racun bi mogao i¢i ovako:

ol—i—%zg
e 5-12=16

e V16=4=>x=4

¢ 4-3=3=y=3.
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7. Zakljucak

Iako mozemo biti sigurni da su graditelji piramida imali veliko znanje o geometriji, do
nas je doslo vrlo malo matematike iz tog razdoblja. Dva glavna matematicka papirusa,
iako razlicitih godina, za nas predstavljaju stanje matematike 2000.-1700. godine prije
Krista. Uzimajuci ih u obzir, prisiljeni smo zakljuciti kako egipatska matematika ni-
kad nije napredovala dalje od intuitivne faze, u kojoj su mjerenja opipljivih objekata
bili glavni predmet razmatranja. Geometriji tog razdoblja nedostajalo je deduktivne
strukture, nije bilo teorijskih rezultata, niti opéih pravila postupaka. Ona se bavi samo
proracunima, i to ponekad pribliznim, za probleme koji su imali prakti¢nu primjenu u
konstrukeiji objekata za svakodnevnu uporabu, na primjer silosa i nastambi, kao i u
gradnji.
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