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Zivot i djelo Paula Erdésa

1. Uvod

Zmatizelja da poblize upoznamo zivot i djelo matematicara koji je dao ogroman doprinos
matematici 20. stoljec¢a te koji je svojim nacinom djelovanja ostavio tragove za bududée
generacije i buduca traganja za matematickom istinom nagnali su nas da u ruke uzmemo
dvije knjige koje su bile osnova za pisanje ovoga rada. Jednu vrstu ”odskocéne daske” za
pisanje poglavlja Paul FErdés dala nam je knjiga "The man who loved only numbers”.
Ovo poglavlje podijelili smo na tri dijela koja opisuju zivot Paula Erddsa. Rijec je o
pododjeljcima Od “¢uda od djeteta” do "matematickog doajena” O Erddsovu odnosu s
magkom i nekim suradnicima te ”"Odlazak” ne znaci i "umiranje”. Valja spomenuti da su
u pododjeljku Od ”¢uda od djeteta” do "matematickog doajena” navedeni i neki bitni teo-
remi poput Teorema o prostim brojevima te je jedan dio posveéen otvorenim problemima
Paula Erdésa. U poglavlju Erddésov broj definiramo Erddsov broj, dva razli¢ita nac¢ina na
koje ga ljudi odreduju te na zornom prikazu objasnjavamo kako se dodjeljuje Erdésov broj
dva. Osnovu za pisanje poglavlja Neki lijepi rezultati nalazimo u knjizi ” Proofs from THE
BOOK?” iz koje smo odabrali nekoliko lijepih rezultata za koje je dokaze dao Erdés ili je
svojom genijalnoséu i originalnim idejama druge matematicare usmjerio u pravom smjeru.
Navodimo Erdosove dokaze Teorema o beskonacnosti skupa prostih brojeva i Bertrandova
postulata, potom se jednim rezultatom nadovezujemo na Bertrandov postulat. Posljednji

dio se odnosi na Teorem FErdds - Ko - Rado te dokaz Gyula Katone.
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2. Paul Erdos

Paul Erdés, covjek koji je svoje vjerovanje ut-
jelovio na matematickoj istini i nikada nije sum-
njao u vaznost i apsolutnost svoje potrage za
matematickom istinom. Matematicar koji je dao
ogroman doprinos matematici 20. stoljeca, a nacin
na koji je djelovao, jedinstven samo i iskljucivo
njemu, ostavio je tragove za buduce generacije i
buduca traganja za matematickom istinom. Sebe,
svoje ogromne talente i energiju u potpunosti je
posvec¢ivao Hramu Matematike. Kroz povijest se
pojavljaju osobe koje su odbacivale obiteljsko bo-
gatstvo kao oblik mucenja, tako je i Erdés je bio
covjek koji je sav svoj zaraden novac davao u hu-
manitarne svrhe, skitnicama, rodbini u nevolji, poz-
nanicima i sli¢no. Skrbio se za skolovanje mnogih
matematicara. On jednostavno nije trebao taj no-
vac. Znao je rec¢i: ”Vlasnistvo je smetnja.”. Unatoc
mnogim tragedijama koje su prozimale njegov zivot
uvijek ga je uspijevao konstruirati tako da je iz njega
izvlacio maksimalnu koli¢inu srece. Njegov surad-

nik, matematicar Tom Trotter, smatrao je da je Paul

Erdés bio jedan od onih vrlo posebnih genija, vrsta
Slika 1: Paul Erdds koja se rijetko pojavljuje (prema [11], str. 3).

2.1. Od ”¢uda od djeteta” do "matematickog doajena”

Zapitamo li se ikada koje je znacenje rijeCi genijalnost, darovitost ili talentiranost, jesu li
to istoznacnice? Tko su djeca koja nose ove osobine? Erdds je zasigurno bio ¢ovijek koji je
uz mnoge druge osobine nosio i ove tri jos od ranog djetinjstva. U [15] Ellen Winner navodi
da je darovito dijete dijete rodeno s neuobicajenom sposobnoséu da svlada odredeno po-
drucje, a genij je ekstremnija verzija darovitog djeteta koje stvara na stupnju odrasle
osobe iako je jos uvijek dijete. Biti talentiran ili imati talenta u starih naroda poput He-
breja i Grka znacilo je biti osoba s osje¢ajem za mjeru rezultat c¢ega je duhovno bogatstvo.
”?Cudo od djeteta”, "matematicki doajen” — Paul Erdés — nosio je sve ove osobine u sebi
i sa sobom tijekom cijelog Zivota. Ve¢ u ranom djetinjstvu, kao trogodisnjak, pokazao je

neuobicajene sposobnosti kao sto je logicko zakljuc¢ivanje i povezivanje ¢injenica, kako u
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zivotnim pitanjima tako i u podruc¢ju u kojem je kasnije postao stru¢njak, matematici.

Osoba s pomalo ¢udnim smislom za humor, zabavan u drustvu, s jedne strane zbog ¢udnog
engleskog jezika koji je govorio, a s druge strane zbog anegdota kojima je olaksavao zivot
sebi i drugima. Jedna od anegdota koje je Paul ¢esto znao pricati je anegdota o Bogu.
Zvao ga je SF (Supreme Fascist). Covjek iz oblaka uvijek ga je znao ”muciti” sakrivajuéi
mu naocale, kradué¢i mu njegovu madarsku putovnicu ili u najgorem slucaju zadrzavajuci
za sebe elegantna rjesenja svih vrsta intrigantnih matematickih problema. Paul Erdés
je govorio: ”SF nas je stvorio da bi uzivao u nasoj patnji. Sto prije umremo, tim vise
prkosimo njegovim planovima.” Prema Erdosu, postoji stara rasprava o tome kreira li se
matematika ili se otkriva, odnosno, da li matematicke istine postoje c¢ak i ako ih ljudska
vrsta jos ne zna. Za one koji vjeruju u Boga odgovor je ocit, matematicke istine se nalaze
u SF-ovom umu, a matematicari ih samo ponovno otkrivaju. Znao je re¢i: ”Nisam kvalifi-
ciran da govorim o tome postoji li Bog ili ne. Ja nekako sumnjam da postoji. Ipak, uvijek
govorim da SF ima transfinitnu knjigu koja sadrzi najbolje dokaze svih matematickih
teorema, dokaze koji su elegantni i savrSeni.”. Prema Erddsu svaka stranica Knjige imala
je najelegantnije rjesenje nekog matematickog problema. Bit matematicke elegancije za
njega je bilo razumjeti zasto je nesto istina. Na pitanje zasto su brojevi lijepi, odgovarao
je: "To je kao da pitate zasto je Beethovenova Deveta simfonija lijepa. Ako oni nisu
lijepi, onda nista nije lijepo.” Takoder je znao dodati: ”Ne morate vjerovati u Boga, ali
bi trebali vjerovati u Knjigu.”. Najveéi kompliment koji je Erdds znao dati kolegi s kojim
je suradivao bio je: ”To je ravno iz Knjige!”, sto je za njega znacilo da je dokaz vrlo lijep
i elegantan i da je ta osoba otvorila jo$ jednu stranicu u SF-ovoj knjizi $to je i sam ucinio
mnogo puta za zivota, pretpostavljajuci i dokazujuéi. Sa sigurnos¢u mozemo reci da je bio
najplodniji matematicar sto potvrduje broj objavljenih znanstvenih radova i broj ljudi s

kojima je suradivao.

Prije nego je umro, u dobi od 83 godine, uspio je razmisljati o vise problema nego
ijedan matematicar u povijesti. U vrijeme kada je Hoffman napisao knjigu o Erddsu,
broj znanstvenih radova koje je napisao ili u kojima je bio koautor dosegao je 1475. Proc-
jenjuje se da bi posmrtno trebalo biti objavljeno 50 do 100 radova osoba koje su suradivale
sa Erdosom, a kojima je Erdés bio koautor. Najnovija istrazivanja objavljuju brojku od
oko 1525 objavljenih radova na kojima je radio (prema [16]). U zadnjim godinama svoga
zivota objavljivao je i do 50 radova godisnje, Sto je vise nego Sto dobar matematicar
napise za vrijeme c¢itavog zivota. Time je dokazivao da matematika nije igra samo za
mladog covjeka. Bio je covijek koji je stalno mislio o matematici, teoremima, dokazima,

pretpostavkama... u punom smislu rijeci zivio je matematiku. Uvijek je nastojao sto vise
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vremena posvecivati matematici. Nije imao zenu ni djecu, stalan posao niti dom za koji
bi se vezao. Imao je ono sto ga je hranilo i ispunjavao — matematiku. Sve §to je nosio
sa sobom na svoja brojna putovanja bila su dva poluprazna kofera u kojima se nalazilo
nesto rublja, radio i obavezno biljeznica za njegove biljeske. Jedino vlasnistvo koje mu je

zapravo bilo bitno bili su njegovi matematicki podsjetnici.

U potrazi za novim matematickim talentima i
matematickom istinom proputovao je uzduz i popri-
jeko cetiri kontinenta, bio je cest posjetilac dvadeset i
pet zemalja Sirom svijeta. Kao pomahnitao putovao
je od zemlje do zemlje, od jednog matematickog cen-
tra do drugog, od fakulteta do fakulteta. Zalazio je i
u vrti¢e, osnovne i srednje Skole u potrazi za mladim
talentima. Kada bi nasao takvog epsilona — Erdésov
izraz za djecu — pobrinuo bi se da mu osigura dobrog
mentora kako epsilonov talent ne bi propao. Imao je
izrazit osjecaj za ljude, za djecu. U svom poslu ko-
jim se bavio uvijek je uspijevao odvojiti vremena da
se raspita o zdravlju prijateljeve majke, prijateljicinog
djeteta i slicno. U tome mu je pomagala njegova
sposobnost izvrsavanja vise stvari u isto vrijeme. Bio je

specifican i po nac¢inu na koji je dolazio u neciju kucu.

Samo bi se pojavio na vratima kolege matematicara,
¢esto nenajavljen, i izjavio: "Moj mozak je otvoren.”, Slika 2: Paul Erdds s epsilonom
Sto je za njega znacilo da je on spreman raditi na najizazovnijim matematickim prob-
lemima. Zadrzao bi se dan — dva i potom kretao dalje. Njegov moto je bio: ” Another
roof, another proof.”. Sto potvrduje jos jedan njegov nadimak ” Matematicki hodocasnik”.
Odrekao se fizickih uzitaka i materijalnih imetaka za mislilacki zivot posveéen samo jednoj

uskoj misiji, otkrivanju matematicke istine.

Premda se bavio matematikom od trece godine zivota, u zadnjih dvadeset i pet godina —
nakon smrti majke — radio je i do 20 sati dnevno, odrzavajuéi se uz pomo¢ amfetamina,
kofeinskih tableta i jake kave. Cesto je znao govoriti izreku koja se pripisuje i njemu i
madarskom matematicaru Alfrédu Rényiju, da je matematicar stroj za pretvaranje kave
u teoreme. Kada su ga prijatelji molili da se malo zaustavi i uspori, kao papagaj je odgo-
varao: " Bit ¢e mnogo vremena za odmaranje u grobu.” Bio je osoba koja nije dopustala
nicemu da stane na put napretku matematike.
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U dobi od tri godine shvatio je da ¢e umrijeti, a puno kasnije je postao opsjednut starom
dobi. Govorio je da postoje tri znaka senilnosti. Prvi je kada ¢ovjek pocne zaboravljati
svoje teoreme, drugi kada pocne zaboravljati zakopcati rasporak, a trec¢i znak je kada se
zaboravi otkopéati. Nikada nije postigao niti jedan od ova tri znaka. Sto se prvoga tice,
znao je bolje od ikoga koji teorem je s kime, u kojem ¢asopisu i koje godine objavio. Znao
je s kim, o ¢emu i kada je pricao, a ako bi nakon dvije godine ponovno vidio osobu s kojom
nije zavrsio matematicku ili kakvu drugu raspravu, samo bi nastavio razgovor tamo gdje

su stali kad su se zadnji put vidjeli.

Kao mladi¢, za vrijeme rata, smislio je svoj poseban nac¢in komunikacije koji su s vre-
menom prihvacali i drugi matematicari. Zene je zvao ”Sefovima”, muskarce ”robovima”,
ukoliko ste bili ozenjeni on bi rekao da ste ”zarobljeni”, a ako biste se ponovno vjencali
on bi rekao da ste ”ponovno zarobljeni”. Glazba je za Paula bila ”buka”, alkohol ”otrov”,
a "epsilonima” je zvao djecu. Bududéi da je u matematici to simbol kojim se oznacavaju
malene veli¢ine znao je reci i: ”"Daj mi epsilon otrova!” kada je zeljeo popiti malo vina.
Drzanje predavanja iz matematike zvao je ”propovijedanjem”. Kako u to vrijeme nisu
smjeli otvoreno pric¢ati na ulicama Budimpeste smislio je i nazive za Sjedinjene Americke
Drzave i Sovjetski Savez, ”Sam” i ”Joe”, redom. Za osobe koje su prestale raditi matem-
atiku Erdos je govorio da su "umrle”, a kada bi netko zbilja umro on bi rekao da je ta

osoba ”otisla”.

Erdés Paul (Pal), roden 26. ozujka 1913. u
Budimpesti. Dolazi iz Zidovske obitelji Englander,
sin je dvoje srednjoskolskih ucitelja koji su ga uveli
u svijet matematike. Otac Lajos i majka Anna
imali su dvije kéeri, stare 3 i 5 godina, koje su um-
rle od Sarlaha u vrijeme kada je Paul Erdés roden.
Njegova majka se nikada nije oporavila od gubitka
niti je o tome zeljela pricati. Jedna od prvih u
nizu tragedija Erdésovog zivota rezultirala je izraz-
ito zastitnickim stavom njegovih roditelja prema
njemu samom. Rijetko su ga pustali izvan kuce,
nije iSao u osnovnu skolu, odgajala ga je i obra-

zovala njegova odana majka i prema potrebama

ucitelj koji je dolazio u kuéu Erdésovih. Kada

je izbio Prvi svjetski rat Lajosa su zarobili Rusi

Slika 3: "Cudo od djeteta” kom . o L
e uao-oa dyetera s MAROM 4 1veli u sibirski zatvor gdje je proveo Sest god-
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ina. Anna je neko vrijeme bila uciteljica, ali je nakon rata bila smijenjena. Bududéi da
mu je majka radila daleko od doma, a otac bio u zatvoru, Erdos je razdoblje od trece
do Seste godine zivota proveo je s njemackom odgojiteljicom. Postao je vjest s broje-
vima jos kao dijete, proucavajuéi kalendar ne bi li razumio koliko je jos dana preostalo
prije nego li mu se majka vrati kuéi na praznike. Za sebe je govorio da je naucio citati
¢itajuéi matematicke knjige i da se u vrlo ranoj dobi zaljubio u brojeve. Bio je ¢udo od
djeteta koje je zabavljalo majcine prijatelje preracunavajuc¢i napamet koliko imaju god-
ina u sekundama. Kao ¢etverogodisnjak otkrio je negativne brojeve te je mogao mnoziti
cetveroznamenkaste brojeve. Tijekom jednog intervjua za dokumentarni film "N is a num-
ber” izjavio je: ”Jednom sam izracunao koliko je Sunce udaljeno, jer mi je majka rekla
koliko dugo bi trebalo vlaku da dode do Sunca, kad bi se moglo putovati vlakom. Imao

sam vrlo dobar osjec¢aj za brojeve kad sam bio malo dijete.”

Dokumentarni film "N is a number: A portrait
of Paul Erd6s” sniman je tijekom 4 godine (u
razdoblju od 1988. do 1991. godine). Film je

producirao, rezirao i uredio George Paul Csicsery.

Nis a Number U sat vremena, koliko film traje, obuhvaéen je

A FPorTRAIT of PauL Expos

zivot Paula Erddsa te neki njegovi rezultati. Na-

. 00000 .
svom zivotu, radu, suradnicima i slicno. Vecina
Erdésovih citata koji su navedeni u ovom radu pri-
The story of a wandering jevod su onoga sto je Paul Erdés rekao za vri-

mathematician obsessed

jeme snimanja filma. U filmu se pojavljuju neki
T R R Erd8su bliski suradnici kao sto su Ronald Gra-
ham, Vera T. Sés, Joel Spencer, Marta Svéd, Tibor
Gallai, Béla Bollobas, Fan Chung te mnogi drugi.
B i e Gledajuci ovaj film osoba koja je citala o velikom
matematicaru Paulu Erdésu moze dobiti uvid u

Slika 4: Paul Erdds ono §to je on bio. Treba napomenuti da je film

nastao na osnovu c¢lanka Paula Hoffmana ”The man who loves only numbers,” koji je

Hoffmanu bio osnova za knjigu ”The man who loved only numbers.”
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Za vrijeme boravka u zatvoru Erddsov otac je naucio
engleski jezik iz knjiga, a kada se 1920. godine vra-
tio kuci, odlucio je nauciti i Paula engleski jezik.
"Zato je moj naglasak tako los, to je zato Sto sam
ja ucio engleski od nekog tko ga nikada nije ¢uo
od izvornog govornika.”, govorio je. Naglasak mu
se nije popravio ni kada je poceo zivjeti u Velikoj
Britaniji i Americi. Béla Bollobds, jedan u nizu
ErdGevih suradnika i prijatelja u [4] navodi da je
nakon 1922. godine Erdds je krenuo u Tavaszmezo
gimnaziju koju je iz godine u godinu pohadao kao
redovit ili privatan ucenik. Nakon cetvrte godine
pohadao je skolu Sv. Stephena (Szent Istvan Gym-
nazium) gdje je njegov otac bio srednjoskolski uéitelj.
Svo vrijeme je dobivao znacajnu poduku od svojih

Slika 5: ”Cudo od djeteta” s oba

roditelja.

Slika 6: Slike mladog FErdésa izdane
u matematickom casopisu KoMaL. U
prvom redu Erdos u dobi 14 1 17 go-
dina, uw drugom redu FErddsovi kolege
matematicari Paul Turdn © Tibor Gal-
lai. Slika preuzeta iz [3].

roditelja

Matematicki ¢asopis za srednje Skole (K6MalL)
je u to vrijeme bio uspjesan casopis u ko-
jem su svaki mjesec objavljivali odreden broj
matematickih problema za svaku dobnu grupu,
a Citatelje su pozivali da im predaju svoja
rjeSenja od kojih su najbolja bila objavljivana
pod imenom osobe koja ih je rijesila. Mladi
Erdés postao je vatren citatelj ovoga casopisa, a
njegova ljubav prema matematici uvelike je pri-
donijela zanimljivim problemima koji su se nasli
u casopisu. Kada je sa sedamnaest godina pris-
tupio Sveucilistu znanosti u Budimpesti upoz-
nao je skupinu od desetak vrsnjaka predanih i
posvec¢enih matematici. Ubrzo je postao zariste
ove skupine, a duge matematicke diskusije poti-
cale su ga u velikoj mjeri. Skupina je ukljucivala
Paula Turéna, Tibora Gallai, George Szekeresa,
Esther Klein, Méartu Svéd i jos nekoliko velikih

matematicara. Svi oni su suradivali sa Paulom gotovo cijeli njegov zivot i ve¢ina ih nosi

Erdésov broj 1 prema §ali koju su smislili njegovi prijatelji matematicari.
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Za vrijeme studentskih dana Erdos je veé¢inom radio na teoriji brojeva, dobivsi vise
znacajnih rezultata. Jedan od tih rezultata valja posebno istaknuti. Rije¢ je dokazu

Bertrandova postulata, koji glasi:

"Za svakin > 1, postoji prost broj takav da je n < p < 2n.”

Prema [2|, prije Erddsa dokazali su ga
Beweis eines Satzes von Tschebyschef.

Joseph Bertrand (za n < 3000000), Von P. Exacs in Budapest.
: s Fiir den zuerst von TSCHEBYSCHEF bewiesenen Satz, laut
PafHUty ChebySheV (Za Svakl n) 1 Ra_ dessen es zwischen einer natirlichen Zahl und ihrer zweifachen
stets wenigstens eine Primzahl gibt, liegen in der Literatur mehrere
3 3 ] 1 1 Beweise vor. Als einfachsten kann man ohne Zweifel den Beweis
manu.] al. Ova’-] dOka’Z Je blO temeh von RAMANUJAN') bezeichnen. In seinem Werk Vorlesungen iiber

Zahlentheorie (Leipzig, 1927), Band I, S. 66—68 gibt Herr LANDAU

njegove doktorske diserta(jije; dao ga je einen besonders einfachen Beweis fiir einen Satz Gber die Anzahl

der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze, aus welchem un-

k d d d h mittelbar folgt, dak fiir ein geeignetes ¢ zwischen einer nattirlichen
ao student druge godine — sa nepunl Zahl und inver g-fachen stets eine Primzahl liegt, Far die augen-
blicklichen Zwecken des Herrn LANDAU kommt es nicht auf die

3 3 3 71 numerische Bestimmung der im Beweis auftretenden Konstanten

dVadeset gOdlna‘ Tlme Je Za‘SIUZIO Ot an; man fiberzeugt sich aber durch eine numerische Verfolgung

. . . . des Beweises leicht, dab g jedenfalls grofier als 2 ausfallt,
V&I‘&Ilje SVOJe pI‘Ve Stranlce u SF_OJ KIl— In den folgenden Zeilen werde ich zeigen, dafi man durch
eine Verschiarfung der dem Lanpauschen Beweis zugrunde liegen-
I . . . ~ den Ideen zu einem Beweis des oben erwahnten TSCHEBYSCHEF-
JlZl. DOkaZ Je blO elegaﬂtaﬂ 1 Oono StO schen Satzes gelangen kann, der — wie mir scheint — an Ein-

fachkeit nicht hinter dem Ramanujanschen Beweis steht. Griechische

je on drugima znao reéi "Ravno iz Kn- Bt akricha Zdyen bhelinans g1 BechERn 3
.. 99 . o .. . fiir anzuhlen‘ vurtjcllalth .
Jlge . Fakultet Je 7.avIsS10 dVlJe godlne 1. Der Binomialkoefiizient

(2a) — !
la]  (al)

1) Sk. Ramawvsax, A Proof of Bertrand's Postulate, fournal of the In-
dian Mathemalical Sociefy, 11 (1919), S. IBl—I182 Collecied Papers of

gOVO ime Veé tada bllo je dobro pOZHatO Smisivasa RaMaxusax (Cambridge, 1927), S. 208—200.

kasnije u dobi od 21 godine, a nje-

medu vode¢im matematicarima teorije bro- _ , . .
Slika 7:  Slika predstavlja prikaz proe

stranice Erddsovog dokaza Bertrandovog

postulata izdanog 1932. godine. Slika je
Mordella, Richarda Radoa te Harolda Deven- preuzeta iz [6].

jeva. U to vrijeme suradivao je sa vise

matematicara u Engleskoj, uklju¢ujuci Louisa
porta.

Godine 1934. na Mordellov poziv otiSao je iz Madarske u Manchester, ne znajuéi da
nikada vise neée trajno zivjeti u zemlji u kojoj je roden. Rekao je: ”Bio sam Zidov, a
Madarska je bila antifasisticka zemlja.” Dosavsi u Manchester pridruzio se grupi sjajnih
matematicara i time je bio odusevljen. Dobio je dozvolu da pod Mordellovim vodstvom
moze vrditi istrazivanja i uskoro je poceo pisati radove zapanjuju¢om brzinom. Cetiri go-
dine je proveo u Engleskoj na poslijedoktorskim studijima. Prema Bollobasu od dolaska
u Englesku jedva da je ikada spavao u istom krevetu sedam uzastopnih noci, cesto je
napustao Manchester odlaze¢i na Cambridge, u London ili u Bristol u posjet kolegama na
drugim fakultetima. Ve¢ tada se mogla vidjeti njegova snazna zelja i volja za putovanjima
po svijetu u potrazi za matematickom istinom. Stvorio je velika prijateljstva s brojnim
matematicarima i boravak u Engleskoj za njega je bio veliko matematicko zadovoljstvo.

Privatno nije bio ispunjen, nedostajala mu je Madarska, a vise od svega roditelji. ”Bio
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sam bolestan za domom.”, govorio je. Godine 1938. prihvatio je stipendiju koju mu
je ponudio Institut za napredna istrazivanja u Princetonu. Nakon godinu dana boravka
u Sjedinjenim Americkim Drzavama stipendiju su mu produzili na samo Sest mjeseci,
smatrali su ga "¢udnim i nekonvencionalnim” no za njega je to bilo matematicki na-
jproduktivnije razdoblje!, sto je i sam rekao tridesetak godina kasnije. U Sjedinjenim
Americkim Drzavama proveo je gotovo deset godina. Ratne godine su za njega bile izraz-
ito teske, sve je vise patio za domom, za obitelji i prijateljima matematicarima koji su
ostali u Madarskoj. Imao je poteskoca s kontaktiranjem roditelja u Budimpesti, a kada
bi se culi vijesti nisu bile dobre. Erddsov otac Lajos umro je u kolovozu 1942. od srcanog
udara, a baka mu je umrla 1944 godine. Mnoge njegove rodake ubili su nacisti. I obitelj

i Paul su strahovito patili, nisu mogli kontaktirati od 1941. do 1944. godine.

Daleko od doma ipak je uspijevao baviti se matematikom, u ¢emu ga gotovo cijeloga zivota
nista nije sprijecavalo. Po odlasku iz Princetona zapocela su njegova putovanja. Kada
je prvi puta poceo putovati viSe nije prestajao. Posjetio je Philadelphiju, Purdue, Notre
Dame, Stanford, Syracuse... Osim mnogobrojnih vaznih radova koje je napisao sam,
suradivao je sa sve viSe i viSe matematicara s kojima je objavljivao zajednicke radove.
Neki od njih su Mark Kac, Aurel Wintner, Kai Lai Chung, Ivan Niven, Arye Dvoret-
zKy, Shizuo Kakutani, Arthur A. Stone, Leon Alaoglu, Irving Kaplansky, Alfred Tarski,
Gabor Szego, William Feller, Fritz Herzog, George Piranian i drugi. Suradnju je nas-
tavio i sa Paulom Turanom, Haroldom Devenportom, Chao Kohom i Tiborom Gallaijem
(Griinwald). Cetrdesetih godina prosloga stolje¢a suradivao je sa Stanislawom Ulamom,
matematicarem koji se bavio teorijom skupova. Ulam se prisjec¢a: ”U njegovim ocima se
dalo vidjeti da je uvijek razmisljao o matematici, proces koji je mogao biti prekinut samo
njegovim pesimisticnim izjavama o dogadajima u svijetu, politici... Ako bi mu kakva

zabavna misao pala na pamet, skocio bi, lupio rukama i ponovno sjeo.”

Nije bio od onih matematicara koji su svoje znanje drzali samo za sebe, naprotiv, bio
je vrlo velikodusan kada bi se nasao u situaciji da moze dijeliti svoje matematicke ideje
s kolegama. Njegov cilj nije bio biti prvi u dokazivanju necega, vise je volio vidjeti da
je netko nesto dokazao, s njim ili bez njega. Isto tako mozemo re¢i da je stvorio velik
broj matematicara. Neki od njih su Béla Bollobas, Louis Pésa i David Williamson. Bio
je odlican u postavljanju problema, a imao je izrazito veliku sposobnost da formulira
probleme bilo koje tezine. Uvijek je postavljao prava pitanja, Stovise, postavljao ih je i
pravim osobama. Znao je bolje od osoba kojima je zadavao probleme za $to su sposobni,

IPopis radova kao i svi radovi objavljeni do 1990. godine mogu se vidjeti na web stranici Instituta
matematike Alfréd Rényi [17].
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odnosno, rjesavanjem problema koji bi vam zadao naucili bi puno vise nego sto ste prije
znali. Vazna znacajka problema koje je postavljao Erdds je da se za njihova rjesenja
moglo dobiti novéanu nagradu. Nagrade indiciraju na tezinu problema koje je zadavao,
bile su u rasponu od nekoliko dolara za jednostavnije matematicke probleme do neko-
liko tisu¢a dolara za probleme koje je smatrao da su bili teski i matematicki znacajni.
Velik je broj otvorenih pitanja za koja je Erdds za zivota nudio nagrade, a danas je
za isplac¢ivanje nagrada zaduzen Ronald Graham. Neka od otvorenih pitanja mogu se
pogledati u [5], a odnose se na probleme iz podruéja teorije grafova. Clanak o kojem gov-
orimo napisala je Fan Chung s ciljem iskazivanja otvorenih matematickih problema Paula
Erdédsa, nalazenja izvora i osiguravanja referenci koje se odnose na ove probleme. Veliko
blago koje je Paul Erdos ostavio iza sebe jesu brojni rijeseni i nerijeSeni problemi. Ner-
ijeSeni problemi prozimaju mnoga podrucja matematike kao Sto su teorija brojeva, teorija
grafova, vjerojatnost, geometrija, algoritmi i dr. RijeSen ili djelomi¢no rijeSen Erddésov
probem obi¢no vodi otvaranju novih pitanja, obi¢no u novim smjerovima. Kroz prob-
leme koje je ostavio otvorenima njegova ostavstina se obnavlja, posebno ukoliko rjesenje
nekog otvorenog problema vodi otvaranju, na primjer, tri nova. Matematicki mozda i na-
jznacajniji problemi za koje je Erdés nudio novac su Erddsova pretpostavka o aritmetickim
nizovima za koju je nudio nagradu od 5 000 dolara te Collatzova pretpostavka, poznata
i pod nazivom 3n + 1 pretpostavka za koju je nudio nagradu od 500 dolara. Erddsova

pretpostavka o aritmetickim nizovima glasi:

"Ako suma reciprocnih vrijednosti élanova podskupa A skupa prirodnih brojeva divergira,

tada A sadrzi proizvoljno dug aritmeticki niz, odnosno ako vrijedi

1
IEEE

neA

tada A sadrzi aritmeticki niz proizvoljne duljine.”

Ukoliko se ispostavi da je ova pretpostavka istinita nekoliko drugih otvorenih problema iz
podrucja teorije brojeva bit ¢e rijeseno.

Dr. Straus je rekao: ”U nasem stolje¢u, u kojem svijetom snazno dominiraju ’graditelji
teorija’, on ostaje princ medu onima koji rjeSavaju probleme i apsolutni monarh medu on-
ima koji postavljaju probleme. Erdés je Euler naseg vremena.”. Vise od Sezdeset godina
bio je svjetski najpoznatiji matematicar koji je rjeSavao i postavljao probleme, neusporediv
s drugima. Zvali su ga zapadni Ramanujan, Euler modernog vremena, Mozart matem-
atike. Dvije su znacajke njegovog matematickog djelovanja: vladanje elementarnim meto-

dama i zagovaranje slucajnih metoda. Pocevsi sa svojim prvim radom Erdés je zagovarao
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elementarne metode u razli¢itim granama matematike. Iznova je pokazivao da elemen-
tarne metode uspijevaju protiv velikih ¢uda. Njegov stil je bio raditi na mnogim prob-
lemima odjednom, s vise ljudi u isto vrijeme. Okupio bi ih u svojoj hotelskoj sobi ili
u kuéi nekog kolege matematicara i kruzio od matematicara do matematicara raspravl-
jajuci sa svakim o drugom matematickom problemu. Kada bi primjetio da nekom od

kolega matematicara lutaju misli, opominjao je rije¢ima: ”Bez nedozvoljenih misli.”.

Za Erdosa je matematika bila jedina beskonacna ljudska aktivnost. Za njega je bilo
razumljivo da ljudski rod moze nauciti sve u fizici ili bioligiji, ali sto se matematike tice
bio je siguran da to nije moguce jer je predmet beskonacan. Govorio je: ”"Brojevi su sami
po sebi beskonacni. Zato je matematika stvarno moj jedini interes.” Prosti brojevi su bili
njegovi intimni prijatelji, uz njih je proucavao prijateljske brojeve, savrsene brojeve itd.
te je vezano za to dao brojne rezultate. Dokazao je elementarnim metodama teorem koji
se pripisuje Euklidu, a glasi:

”Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.”

Osim toga valja spomenuti i Teorem o prostim brojevima za koji je godine 1948. Erdoés
dao elementaran dokaz. Opisimo ukratko ovaj povijesno izuzetno vazan problem u teoriji
brojeva. Teorem o prostim brojevima daje uvid u to kako su prosti brojevi distribuirani
u skupu prirodnih brojeva. U trazenju zakona koji kontrolira distribuciju prostih bro-
jeva, odlucujuéi korak je bio kada su matematicari digli ruke od uzaludnih pokusaja da
pronadu jednostavnu matematicku formulu koja daje sve proste brojeve ili koja daje broj
prostih brojeva u prvih n prirodnih brojeva. Umjesto toga su ispitivali prosjec¢nu dis-
tribuciju prostih brojeva medu prirodnim brojevima. Prosjecna udaljenost izmedu dva
uzastopna prosta broja u blizini danog broja n aproksimira se prirodnim logaritmom od
n. Aproksimacija se poboljSava sto je n veéi. Prvi koji se ovime intenzivnije bavio bio
je Carl Friedrich Gauss koji je u potragu za formulom koja daje asimptotsku distribuciju
prostih brojeva krenuo kada je imao petnaest godina, 1792. godine. Tezak posao doveo ga
je do rezultata te je dao prvu formulu koja predvida distribuciju prostih brojeva. Gauss
ovu formulu poznatu pod nazivom Teorem o prostim brojevima nikada nije dokazao te su
stolje¢e kasnije, neovisno jedan o drugome, 1896., to ucinili Jacques Hadamard i Charles
de la Vallée Poussin. Kada je imao dvadeset godina, Paul Erdos je izjavio da ¢e dokazati
veliki Teorem o prostim brojevima, elementarnim metodama, koristeéi Eratostenovo sito.

Dvadeset godina kasnije to je i napravio zajedno s Atle Selbergom.

Definicija 2.1 S 7(z) éemo oznacavati broj prostih brojeva p takvih da je p < x.
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Teorem 2.1 (Teorem o prostim brojevima)

lim m(2)
r—0o0 —
Inz

=1 (2.1)

Koriste¢i asimptotsku notaciju formulu (2.1) zapisujemo ovako:

x
m(x) ~ T
Godine 1951. Erdés je dobio Cole Prize nagradu za ovaj rezultat?. Osim ove nagrade
dobio je 1983. godine nagradu Wolf Prize za svoje brojne doprinose u teoriji brojeva,
kombinatorici, vjerojatnosti, teoriji skupova i matematickoj analizi. Kad bi Guinnessova
knjiga rekorda imala kategorije povezane sa matematickim aktivnostima, Paul Erdds bi
bio rekorder u kategorijama kao Sto je postavljanje nekoliko tisu¢a matematickih prob-
lema, milijuni proputovanih milja, desetci tisu¢a odrzanih matematickih rasprava, tisuce
razli¢itih kreveta u kojima je spavao, tisuce razli¢itih predavanja odrzanih na razlicitim
sveuciliStima, a treba spomenuti i stotine matematicara kojima je pomogao i s kojima je

suradivao.
Brojna su podru¢ja matematike kojima se bavio. Mogu se podijeliti na:
e Teorija brojeva
e Teorija grafova
e Kombinatorika
e Diskretna matematika
e Kombinatorna geometrija
e Teorija skupova
e Matematicka analiza
e Teorija aproksimacije
e Teorija vjerojatnosti

Prema nekim izvorima njegovo nasljedstvo je najve¢e na podrucju diskretne matematike.
Joel Spencer u [3] navodi da je napredak diskretne matematike u proslom stoljeéu imao

dva glavna uzroka. Prvi su bili racunala, a drugi (uz duzno postovanje prema ostalima)

2Vige pogledati u [11], stranica 40 — 41
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stalna paznja Paula Erdodsa i njegova poznata rec¢enica: ”Dokazuj i pretpostavljaj!”. Bol-
lobas navodi da su podrucja vjerojatnosne teorije brojeva, racun particija za beskonacne
kardinalne brojeve, ekstremalne kombinatorike, teorije slucajnih grafova podrucja koja je
prakticki Erdés sam stvorio te da nitko nije ucinio viSe za razvoj i promicanje koristenja

vjerojatnosnih metoda u matematici.

Za cijeloga zivota Erdés je bio zaposlen na samo dva sveucilista, Purdue i Notre Dame.
Michael Golomb u [18] navodi da je na Sveucilistu Purdue radio od 1943. do 1945. godine,
a prema [11] Paul Hoffman navodi da je u Notre Dameu radio oko 1952. godine. Golomb
navodi da je ljude kod Paula impresionirala njegova totalna zadubljenost u matematiku.
Davao je dojam da mu nije vazno nista drugo osim matematike, ali prema mnogim nje-
govim kolegama to nije bila istina. Zanimala ga je povijesna literatura, znanost, politika,
cak je citao i medicinske knjige te slusao klasicnu glazbu. Sve §to bi procitao osta-
jalo je u njemu. Tijekom cijeloga zivota imao je poseban osje¢aj za ljude, za svakoga
je mogao odvojiti vremena, ali matematika je davala smisao njegovom zivotu. Svim gru-
pama matematicara s kojima je suradivao mnogo je znacio zbog matematicke genijalnosti,
ali je jednako tako doprinosio i drustvenom zivotu ljudi oko sebe. ”Svi smo se osjecali
drustveno ugrozenima, bili smo ograni¢eni malim gradom poljoprivredne drzave, daleko
od kozmopolitskih centara. Sada smo medu nama imali covjeka sa svojom prosloséu iz
europskih kulturnih sredista, covjeka koji je bio blizak prijatelj sa medunarodno poznatim
matematicarima, ali isto tako i ¢ovjeka Sirokih interesa za znanstvenu kulturu i svjetsku
politiku.”, rekao je Golomb. Za Golomba je Erdds bio najodaniji prijatelj, nije se brinuo
samo za profesionalne suradnike nego i za njihove obitelji. ”Nikada nije zaboravljao pi-
tati za djecu — epsilone, a kasnije i za unuke — kvadrirane epsilone.”, navodi Golomb
u svom clanku "Paul Erdos at Purdue”. Snalazljivost je bila jos jedna od Erdésovih
osobina koje su ga krasile, Sto potvrduje situacija u kojoj se nasao tijekom jednog oku-
pljanja matematicara na Purdueu. Govornik se nije pojavio te je Erdés ponudio da on
odrzi govor. ” Nepripremljen, bez ikakvih biljeski iznio je fascinantan izvjestaj o nekom ne-
davnom istrazivanju o vidljivosti boja koje pcele vide. Bili smo zacarani i iznenadeni ovim
izlaganjem; nismo ocekivali da je Paul imao bilo kakva zanimanja za takva podrucja.”,
rekao je Golomb.

Godine 1954. napustio je Sjedinjene Americke Drzave kako bi otiSao na Internacionalni
kongres matematicara u Amsterdamu. Kako navode [4] i [11], od vlasti je trazio dozvolu
za povratak no zahtjev mu je bio odbijen jer su mislili da ¢e oti¢i u Madarsku. Napustio
je Sjedinjene Americke Drzave bez dozvole za povratak rekavsi: ”Ni Sam ni Joe ne mogu
mi uskratiti moje pravo na putovanje.”(”Neither Sam nor Joe can restrict my right to
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travel.”) Izrael mu je priskocio u pomo¢, nudeéi mu zaposlenje na Hebrejskom sveucilistu
u Jeruzalemu i putovnicu. U Izrael je dosao 30. studenog 1954. godine i od tada se vracao
u Izrael gotovo svake godine. Prije nego je otisao iz Izraela u Europu u srpnju 1955. trazio
je dozvolu za povratak. Kada su ga duznosnici pitali zeli li postati izraelski drzavljanin,
pristojno je odbio, rekavsi da on ne vjeruje u drzavljanstvo. Godine 1959. se mogao vratiti
u Sjedinjene Americke Drzave, a odnos izmedu Erddsa i Imigracijskog odjela Sjedinjenih
Americkih Drzava se normalizirao 1963. godine i od tada nije imao problema s njima.
Dvije godine poslije Staljinove smrti 1955., na kratko se uspio vratiti u Madarsku, kada
je njegov dobar prijatelj, George Alexitis, povukao veze i uvjerio sluzbenike da mu daju
izlaznu vizu. Nakon 1956. mogao se vrac¢ati u Madarsku u redovitim intervalima. Provo-
dio je viSe vremena s majkom koja mu je intenzivno nedostajala tijekom cijelog razdoblja
njegova odsustva. S matematicke strane gledano, vise vremena je imao i za suradnju s
madarskim matematicarima, posebice sa Turanom i Rényijem. U mra¢nim danima, Erdos
je bio glavna veza izmedu madarskih matematicara i zapada.

2.2. O Erdoésovu odnosu s majkom i nekim suradnicima

Nakon njegovih brojnih povrataka u Madarsku, Erdosa je na putovanja pocela pratiti
majka koja je tada imala 84 godine. Premda nije voljela putovati i nije znala gotovo
niti rijeci engleskog jezika bila je uz sina na svim putovanjima od 1964. godine do smrti.
Kada god je radio matematiku ona bi tiho sjedila pokraj njega i uzivala u svom sinu —
matematickom geniju. Svaki obrok su jeli zajedno, a uvecer bi ju drzao za ruku dok ne
zaspi. Paul je bio njezin svijet. Konstantno je bila zabrinuta za njegovo zdravlje i njegovu
fizicku sigurnost.

Nikada nije imao djevojku, niti decka. ”U nje-
govim sedamdesetim, rekao mi je da nikada nije
imao seksualni odnos.”, prisje¢a se Vazsonyi.
Zmao je re¢i: ”Privilegija zadovoljstava vezanih
za zene nije mi dana.” Nikada nije priSao Zeni,
niti je to zelio, matematika je bila njegova prava
ljubav. Od rane dobi se opirao pritisku da bude
poput drugih. Nije podnosio razgovore o zenama,
govorio je "Ne budite trivijalni!”. Tijekom cijelog

njegova zivota postojala je samo jedna uporna

zena koja je s njim odrzala platonsku vezu. Bila
Slika 8: Slika prikazuje majku @ sina v je to prijateljica matematicarka, Josephine Bru-

Melbournu, 1969. godine. ening. Neki su je zvali ”drugom Zenom”, jer prva
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15

je bila njegova majka. Bilo je to Sezdesetih godina proslog stoljeca i taj odnos nije dugo
trajao. Godine 1971. majka Anna je umrla u Calgaryju, Canada, gdje je Erdos boravio
kako bi odrzao predavanje. Erdos u to vrijeme pocinje uzimati velike kolicine antidepre-
siva i amfetamina. ”Bio sam vrlo depresivan, a Paul Turédn, stari prijatelj, podsjetio me,
"Veliko uporiste je nasa matematika,” 7, rekao je Erdds. Tada je poceo raditi matematiku
devetnaest sati dnevno, pisuci radove koji su mijenjali matematicku povijest. Nikada vise
nije mogao spavati u stanu koji su on i njegova majka dijelili u Budimpesti; koristio ga je
samo kako bi smjestio svoje posjetitelje, a on se preselio u gostinjski apartman Madarske
Akademije znanosti.

Prvi puta kada su se Béla Bollobéas i Erdos susreli, Bollobas je imao Cetrnaest godina,
pobijedio je na natjecanju iz matematike u Madarskoj i Erdos ga je zapazio. Za njega
je Erdos smisljao nove matematicke probleme te je ve¢ tada bio odreden smjer kojim je
Bollabés isao u matematici. Rije¢ je o podrucju kojim se Erdos bavio pedesetih godina
proslog stolje¢a, poznatom pod nazivom slucajni grafovi. Bollabds se u [4] prisjeca da ga je
prvi puta ¢uo kako predaje kada je bio mlad ucenik. Ne samo da je pricao o fascinantnim
problemima, nego i o zemljama za koje Bollabés nije mislio da ¢e ikada posjetiti. Godine
1958. Bollabas je pobijedio na drzavnom natjecanju na osnovu ¢ega je bio pozvan u ele-
gantan hotel gdje je boravio s Erdosom i njegovom majkom. ”Nisu mogli biti ljubazniji:
Erddés mi je postavio niz intrigantnih pitanja , dok me njegova majka (Annus Néni ili Teta
Anna — kako su je zvali prijatelji) ¢astila kola¢ima, sladoledom i pi¢ima.”, navodi Bol-
labas. Tri godine kasnije obitelj Bollobas i Erdésova majka su se upoznali i postali dobri
prijatelji. Gledajuéi ih zajedno, nije bilo sumnje u njihovu zajednicku sreé¢u: to su bili
blazeni dani za oboje. Bollobds navodi da je Erdos potpuno uzivao provodedi vrijeme sa
svojom majkom, a ona je bila odusevljena Sto je mogla provoditi viSe vremena sa sinom.
Brinuli su se jedno za drugo s puno ljubavi, jedno je pazilo je li ono drugo jelo, dovoljno
spavalo ili mozda bilo umorno. Annus Néni je bila vrlo ponosna na svoga prekrasnog
sina, voljela je vidjeti znakove koji su pokazivali da je Paul veliki matematicar. Prema
Bollobasu Erdésova majka Anna uzivala je u svojoj ulozi Kraljice Majke matematike.
Oboje su bili okruzeni osobama koje su im se divile, koje su ih postovale i koje su bile
dobronamjerne prema njima. Ona nikada nije bila daleko od sinove matematike, ¢uvala
je stotine Erdésovih radova u savrSsenom redu i prema zahtjevima slala kopije ljudima.

Smrt majke unistila je Erdésa te se nikada nije u potpunosti oporavio od toga udarca.
Osoba koja je vodila racuna o Erdésu nakon smrti njegove majke bio je Ronald Graham.

Zajedno sa svojom zenom, Fan Chung, Graham je za ErdGsova zivota organizirao Erddsu
putovanja, brinuo se o njegovoj financijskoj situaciji, o produzivanju viza i slicno. Kao i
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ostali matematicari i njihove obitelji diljem svijeta, i Graham i Fan Chung su se brinuli o
Erd6sovim osobnim potrebama i njegovom zdravstvenom stanju. Erdos je volio ostajati
kod Grahama i Fan buduéi da je u ovom slu¢aju mogao istodobno suradivati s dvoje
velikih matematicara. Godine 1987. Graham je izgradio dodatni dio na svojoj kuéi u
Watchungu, New Jersey, kako bi Erdés mogao imati vlastitu sobu, kupaonicu i knjiznicu
za mjesec dana ili vise koje je provodio kod Grahama i Fan godisnje. Njih dvojica su se
¢esto "prepirali” oko svakodnevnih stvari o kojima je Erdds znao jako malo ili nimalo, na
primjer o guljenju grejpa ili prokuhavanju vode. Graham je na neki nacin bio posrednik
i prevoditelj izmedu Erdosa i Fan. ”Jednom je toliko iziritirao Fan da je rekla da vise
nikada nece raditi s njim.”, rekao je Graham. Do problema izmedu njih dvoje je dolazilo
kada Erdds nije mogao nesto razumjeti, a nije ga bilo lako uvjeriti. S druge strane, on
je pri objasnjavanju dokaza znao preskakati korake sto je znalo uzrujati Fan. Pred kraj
zivota je priznao da su njegova objasnjenja bila teska za pratiti sto je shvatio kada se os-
vrnuo na svoje stare radove. Bio je zaprepasten koliko mu je bilo tesko razumjeti osobne
argumente od prije 30 ili vise godina. Premda je imao osjecaj da stari i nestaje, bio je jos
uvijek iznad svih ostalih.

Godine 1979. Graham je FErddsa izaz-
vao na okladu u iznosu 500 dolara. Ok-
lada je podrazumijevala prestanak konzumi-
ranja amfetamina na mjesec dana. Erdds
je zeljeo dokazati da nije ovisnik te je pris-
tao. Kada mu je Graham isplac¢ivao no-
vac, Erdés mu je rekao: "Pokazao si mi
da nisam ovisnik, ali nisam napravio nista
posla.” Ustajao bi se jutrima i po cijele

dane gledao u prazan papir, nije imao ideja.

"Bio sam poput obicne osobe.”, rekao je

Grahamu, " Unazadio si matematiku mjesec Slika 9: Slika Ronalda Grahama, Erddsa i

dana.” Fan Chung.

2.3. 70dlazak” ne znaci i ”umiranje”

Erdésov slab i umoran izgled zavaravao je njegove prijetelje tijekom godina. Mnogi su
mislili da je njegovo zdravsteveno stanje strahovito krhko, a za njega su mislili da izgleda
nezdravo dok je on, s druge strane, nadzivio veéinu suradnika i kolega. Zdravlje ga je
pocelo usporavati tek u posljednjih desetak godina zivota, ali i unato¢ tome on se nije
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dao, nastavljao je raditi jakim tempom. S vremenom je poceo gubiti vid na jedno oko, ali
nije htio prihvatiti odgovarajuc¢u njegu jer bi zbog toga morao odvajati vrijeme provedeno
u potrazi za matematickom istinom. Nakon nekog vremena potpuno je izgubio vid na
to oko i hitno je trebao transplataciju roznice. Kada su napokon nasli donora, imali su
problema s Erddsom kako ga odvesti u bolnicu, buduéi da je u isto vrijeme imao zakazan
govor u Cincinnatiju i odbijao je i¢i na operaciju. Na kraju je pristao, ali su mu u bolnici
za vrijeme operacije morali dovesti matematicara s Odjela za matematiku u Memphisu
da ima s kime razgovarati o matematici. O¢i nisu bile jedini njegov zdravstveni problem,
imao je problema i sa srcem zbog Cega je zavrsio u bolnici. Za vrijeme boravka u bolnici
imao je papire rasirene po cijelom bolnickom krevetu, a parade matematicara su ulazile
u sobu i izlazile van. Medicinske sestre ga nisu mogle obuzdati. Istu stvar je ucinio kada
je bio hospitaliziran zbog manjeg srcanog udara u Madarskoj kada je dovodio lijecnike i
ostalo osoblje do ludila. Trazio je premjestaj u drugu bolnicu jer ta u kojoj je bio nije
imala dovoljno veliku sobu da primi sve njegove goste. Soba u koju su ga premjestili bila
je nagomilana papirima, ¢asopisima, a on je radio s tri grupe matematicara odjednom.
S jednom grupom je komunicirao na madarskom, s drugom grupom na njemackom, a s
tre¢om grupom na engleskom jeziku. Kada su mu doktori usli u sobu rekao im je: ”Od-

lazite, ne vidite li da sam zauzet? Vratite se za nekoliko sati.”, tako je i bilo.

Posljednje godine njegova zivota, 1996., odrzan je godisnji internacionalni simpozij iz kom-
binatorike, teorije grafova i informatike, bilo je to u ozujku, oko Erddsovog rodendana.
Konferencija se izmjenjivala izmedu gradova Boca Raton (Florida) i Baton Rouge (Louisi-
ana), a u oba grada Erdds je tradicionalno predavao cetvrtkom. Na pola njegova preda-
vanja u Boci ustao se kao bi nesto zapisao na plocu i u jednom trenutku se srusio. Osigu-
ranje je pokusavalo isprazniti prostor u kojem su bili, a Erdos je u meduvremenu dosao k
sebi i rekao: "Reci im da ne idu, imam jos dva problema o kojima im trebam ispricati.”.
Nekoliko mjeseci kasnije, Paul Erdés, jedan od najizvanrednijih umova proslog stoljeca,
"otisao” je. Matematikom se nikada nije prestao baviti, sto bi u njegovom rije¢niku
znacilo da nikada nije "umro”. Naslijede koje je iza sebe ostavio ovaj izrazito nadaren i
produktivan matematicar ogromnih je razmjera. Za sebe je govorio da zeli umrijeti kao
Euler. ”Zelim izlagati svoje predavanje, dovrsavati vazan dokaz na plo¢i, a kada netko
iz publike dobaci: ’Sto je s generalizacijom?’, ja bi se okrenuo prema publici, nasmijao i
rekao: ’Ostavit ¢u to slijedecoj generaciji.’, i tada se srusiti.” Paul Erdés nije bio daleko
od svoje zelje. Umro je od dva sréana udara, 20. rujna 1996. godine, za vrijeme kratkog
semestra u hotelskoj sobi u Banach Centru, Varsava. Mnogi njegovi prijatelji i kolege
matematicari s kojima je bio blizak zale §to u tim trenutcima nisu bili s njim, kao sto je

on bio s njima tijekom cijelog njihova zivota.
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3. Erdosov broj

Erdés je za zivota suradivao s vise matematicara nego ijedan matematicar u svijetu pa su
matematicari u skladu s tim smislili salu — Erddsov broj. Ova ¢injenica nagnala je druge
matematicare da ga definiraju. Nekoliko je razli¢itih na¢ina na koje su matematicari
definirali Erdésov broj. Casper Goffman prvi ga je definirao. Prema ¢lanku objavljenom
1969. u casopisu American Mathematical Monthly, Goffman definira Erdosov broj na

slijede¢i nacin:

Definicija 3.1 Neka su A i B matematicari i neka je { Ao, Ay, ..., A, } skup matematicara

koji zadovoljava sljedeca svojstva:
1. Ay =A, A, = B;

2. matematicar A; je napisao barem jedan rad u koautorstvu s matematicarom A;q,1 =
0,....,n—1.

Tada se Ay, Aq, ..., A, naziva lanac duljine n koji povezuje matematicare A i B. A—broj
matematicara B, u oznaci v(A; B), je duljina najkraceg lanca koji povezuje A i B. Ukoliko
ne postoji lanac koji povezuje A i B, vrijedi v(A; B) = +00. Dodatno se definira v(A; A) =
0. Uoc¢imo da za v(A; B) vrijedi v(A; B) = v(B; A) te v(A; B) +v(B;C) > v(A; C).

Promotrimo specijalan slucaj u kojem je upravo Paul Erdés odabran da bude prvi matema-
ticar u lancu, tj. neka je A = Erdds. Tada oznaka v(FErdds; B) predstavlja Erdésov broj
matematicara B. StoviSe, mozemo re¢i da smo nad skupom svih matematicara definirali
funkciju v(Erdds; -) koja proizvoljnom matematicaru pridruzuje duljinu najkraéeg lanca

koji povezuje tog matematicara s Paulom Erdésom.

Prema razli¢itim matemati¢arima, nekoliko je nacina opisivanja Erdésova broja. Navodimo
dva. Za oba vrijedi sljede¢e: Erddésov broj jedan imaju osobe koje su objavile rad s
Erdésom. Ako osoba ima Erdésov broj dva, znaci da je objavila rad s osobom koja je
objavila rad s Erdosom. Erddsov broj tri nose osobe koje su objavile rad s osobom koja
objavila rad s osobom koja je objavila rad s Erdésom. Erdésu je dodijeljen broj nula,
a osobe koje nisu objavljivale radove s osobama koje su objavljivale radove s Erdosom
imaju Erdésov broj beskonacno, odnosno nemaju definiran Erdosov broj.
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Paul Erdés

A AN

Slika 10: Slika zornije prikazuje kako se dodjeljuje Erddsov broj dva.

Ukoliko je osoba u crvenom koautor s Erdésom na jednom radu dodijeljuje joj se
Erddosov broj jedan. Ukoliko osoba u crvenom potom suraduje s osobom u plavom, tada
je osobi u plavom dodijeljen Erddsov broj dva, pretpostavija se da osoba u plavom nikada
niye suradivala sa Erddsom.

Prvi nacin opisivanja Erddsova broja ukljuc¢uje radove koji su mogli imati jednog ili vise
koautora s Erdésom. Prema ovom opisu najve¢i Erddésov broj je 13. U vrijeme kada je
Hoffman pisao knjigu ” The man who loved only numbers”, Erdés je imao 485 koautora, a
samim time ti ljudi nose Erdésov broj 1. Danas je ta brojka prema web stranici Sveucilista
Oakland?®, jednaka 504.

Drugi nac¢in opisivanja Erddsova broja podrazumijeva radove u koautorstvu Erdosa i samo
jednog matematicara. Dakle, samo je jedna osoba mogla biti koautor na radu s Erdosom
te joj je tada bio dodijeljen Erddsov broj jedan. Prema [7], Erdés je vise preferirao ovaj
opis. Uzmemo li u obzir ovaj nacin opisivanja Erddsova broja, broj osoba s Erdésovim

brojem jedan je 230, a osobama sa najve¢im Erddsovim brojem dodijeljen je broj 15.

U jednom intervjuu, Erdés navodi noviji nacin opisivanja Erddsova broja jedan. Odnosi

se na osobe koje imaju Erdésov broj jedan, a s kojima je objavio vise od jednog rada.

"Ako imam k zajednickih radova s nekim, tada njemu pripada Erdésov broj % 7
Prema [16] Sarkézy je s Erdésom objavio 62 rada, Hajnal 56 radova, Faudree 50 radova,
11 1
627 567 50°
Turan, sa 35 objavljenih radova. S jedne strane izvanredan broj Erd6sovih suradnika

Sto im daje Erddsove brojeve redom. Medu zenama, zasigurno vodi Vera Sos

govori mnogo o njemu kao o izvanrednom matematicaru, a s druge strane je osigurao da

mnogi ljudi nose i ¢uvaju njegov rad diljem svijeta. Suradnici koji se posebno isticu su

3Web stranica Sveuéilista Oakland [16]
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Paul Turan, Harold Davenport, Richard Rado, Mark Kac, Alfréd Rényi, Andras Hajnal,
Andras Sarkozy, Vera Sos i Ron Graham: svi oni nose Erdosov broj jedan i zajedno s
Erdésom napravili su ogroman posao u raznim podru¢jima matematike. Velik je broj
nematematicara, u mnogim drugim znanstvenim disciplinama (biologija, medicina i sl.) s
konacnim Erddsovim brojevima §to je posljedica visoke stope interdisciplinarne suradnje

u suvremenoj znanosti.
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4. Neki lijepi rezultati

U prvom poglavlju ovog rada spomenuli smo anegdotu o Knjizi o kojoj je Erdos volio
pricati. Iz te anegdote izrodila se sjajna ideja. Dvojica matematicara, Martin Aigner i
Glinter M. Ziegler predlozili su Erdosu da zajedno napisu knjigu koja bi priblizno odgo-
varala Knjizi. Erdos je bio odusevljen idejom te je odmah poceo pisati prijedloge rezultata
koji bi se mogli naci u njihovoj knjizi. Ova knjiga trebala je biti objavljena u ozujku 1998.
godine kao poklon Erdésu za 85. rodendan. Tragicna smrt ovog velikog matematicara
promijenila je prvobitnu ideju te Erdds nije koautor ove knjige; umjesto toga posveéena
je Erddsu, odnosno uspomeni na Erdosa. Na odabir dokaza navedenih u knjizi ” Proofs
from THE BOOK?” u velikoj mjeri utjecao je Paul Erdos, a velik broj podrucja koje knjiga
obraduje njegovi su prijedlozi. Treba navesti i da knjiga sadrzi brojne Erdosove dokaze ili
dokaze matematicara koje je Erdds pokrenuo svojim pitanjima ili postavljanjem pravih
pretpostavki.

Podrucja koja obuhvaca ¢etvrto izdanje ove knjige su:

e teorija brojeva,

e geometrija,

analiza,

kombinatorika,

teorija grafova.

Mi ¢emo u ovom radu navesti nekoliko Erdésovih lijepih rezultata iz podrucja teorije bro-
jeva i kombinatorike. Iz podrucja teorije brojeva navodimo Erdésov dokaz o beskonacnosti
skupa prostih brojeva, Bertrandov postulat te interesantnu ¢injenicu da binomni koefici-
jenti gotovo nikad nisu potencije. Iz podrucja kombinatorike odabrali smo jedan od tri
poznata teorema o konac¢nim skupovima. Rije¢ je o teoremu Erdés — Ko — Rado.

U nastavku uvodnog dijela ovog poglavlja navodimo definicije koje ¢e nam olaksati razu-
mijevanje lijepih rezultata navedenih u ovom radu. Osim toga navodimo nekoliko primjera

te jednu korisnu procjenu koja ¢e nam trebati kod dokaza Bertrandova postulata.

Definicija 4.1 Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog djelitelja d
takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj a > 1 nije prost, onda kazemo da je sloZen.
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Definicija 4.2 Za prirodan broj n kaZemo da je potpun kvadrat ako postoji cijeli broj m

takav da je n = m?.

Brojevi 1, 4, 16, 49 su potpuni kvadrati, dok npr. niti jedan prost broj nije potpun kvadrat.

Definicija 4.3 Za prirodan broj n kazZemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveci
potpuni kvadrat koji ga dijeli, tj. ukoliko iz m?*|n,m € N, slijedi m = 1.

Na primjer, brojevi 6 i 15 su kvadratno slobodni, dok 12 i 100 nisu. Takoder, svaki prost
broj je kvadratno slobodan.

Definicija 4.4 Neka je x realan broj. Najveci cijeli broj koji nije veci od x oznacavamo
sa |x] i zovemo najvece cijelo od x ili 'pod’ od x. Najmangi cijeli broj koji nije manji od

x oznacavamo sa [x| i zovemo najmange cijelo ili ‘strop’ od x.
Na primjer, 7| =3, [7] =4, [4] =4 = [4].

Teorem 4.1 (Legendrov teorem)
Broj n! sadrzi prost faktor p tocno

puta.

Primjer 4.1 Primgjer: kao sto su

26
( ) = 22.5%2.7.17-19-23
(28) = 23.3%3.52.17.19-23

(i’g) = 924.32.5.17-19.23-.29

tlustriraju da se "vrlo mali” prosti faktori p < v/2n mogu pojaviti kao potencije u rastavu
(2:) "Mali” prosti faktori takvi da je V/2n < p < %n pojavljuju se najvise jednom, dok se
prosti faktori takvi da je %n < p < n uopce ne pojavljuju.

Definicija 4.5 Niz {s1, So, ..., Sp} nazivamo unimodalan ukoliko postoji t takav da je

te
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Teorem 4.2 Za svakin € N niz (g), (711), ey (Z) je unimodalan. Ako je n paran, onda je

()< () <)== (la) (o)== ()= C)

Ako je n meparan, onda je

(3) - @ ) @ D (<n —n1>/2> - (<n +n1>/2> T (nT—l 1) - @

U svakom sluc¢aju, medu brojevima (8), (’f), s (Z) najvedi je (LZJ) = ([21).
2 2

U dokazu Bertrandova postulata trebat ¢emo procjenu binomnih koeficijenata stoga u
nastavku navodimo neka korisna svojstva binomnih koeficijenata te procjene donje i gornje
ograde binomnih koeficijenata.

Iz same definicije binomnog koeficijenta (Z) kao broja k podskupova od n skupova znamo
da za niz binomnih koeficijenata ("), ("), ey (Z) vrijedi:

0 1
1. i (Z) _on
k=0

Iz jednakosti (Z) = ”_2”“ (kﬁl) lako se nalazi da za svaki n binomni koeficijenti (Z)

tvore simetrican i unimodalan niz: povecava se prema sredini, tako da su srednji binomni

koeficijenti najveéi u nizu:

= () < () == () = () 7= () = () =

U dokazu Bertrandova postulata koristit ¢emo ocjenu

<n) < 2" zasvaki k,

k
(LgJ) >

gdje jednakost vrijedi za n = 2. Posebno, zan > 1,

(Qn) 4n
> —
nJ) ~ 2n
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Ovo vrijedi buduéi da je srednji binomni koeficijent, (Ln72J)’ najvedi u nizu (g), (711), ey (n’il)
.. on

7.
S druge stane, napomenimo da je gornja granica za binomne koeficijente

n\ nn—-1)---(n—k+1) n* nk
k) k! kT 2k

sto je dobra ocjena za "male” binomne koeficijente na krajevima niza kada je n velik (u

usporedbi s k).

Definicija 4.6 Za familiju skupova kaZemo da je presijecajuca familija skupova ako vri-

jedi da bilo koja dva skupa iz te familije imaju neprazni presjek.

Primjer 4.2 Neka je N = {1,...,n}. Koliko najvise ¢lanova moze imati familija F
podskupova za koju vrijedi da bilo koja dva podskupa iz te familije imaju neprazan presjek?
Rjesenje: Najveéi moguéi broj élanova presijecajuée familije je 271, MoZemo ih dobiti
uzimangjem svih podskupova od N koji sadrie element 1. Vise od 2"! ih ne mozemo naéi
ger za bilo koji podskup v njegov komplement vrijedi da ne mogu oba istovremeno biti u

presijecajuco] familiji.

4.1. Beskonacnost skupa prostih brojeva

Ovaj dokaz za razliku od ostalih dokaza beskona¢nosti skupa prostih brojeva ide znacajan
korak dalje i pokazuje ne samo da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva nego i da
red ZpE]P’% divergira, gdje PP oznacava skup prostih brojeva. Prvi dokaz beskonacnosti
skupa prostih brojeva, zanimljiv sam po sebi, dao je Euler, no dokaz koji navodimo daje
uvid u matematicku ljepotu koju je Paul Erdés zastupao.

Teorem 4.3 Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.

Dokaz:

Neka je p1, p2, p3, ... niz prostih brojeva u rastu¢em redoslijedu i pretpostavimo da ZPGP 119

konvergira. Tada se moze naci k € N takav da vrijedi
> <
ikp1 Pi 2

odnosno takav da ostatak niza nakon k ¢lanova bude manji od %

Nadalje, nazovimo py, ..., pr malim prostim brojevima te piii,prio,... velikim prostim
brojevima. Za proizvoljan N € N nalazimo

N<N
Di 2

(4.1)
i>k+1
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Neka sada N, predstavlja broj prirodnih brojeva n < N koji su djeljivi s barem jednim
velikim prostim brojem te neka N, predstavlja broj prirodnih brojeva n < N koji imaju

samo male proste djelitelje. Pokazat ¢emo da za odgovarajuéi N vrijedi

N, + N, < N,

Sto ¢e biti zeljena kontradikcija, buduéi da prema definiciji N, + N, treba biti jednako N.

Kako bi procijenili N;, primijetimo da L;—VJ broji prirodne brojeve takve da je n < N koji

i

su visekratnici od p;. Stoga prema (4.1) dobivamo

N N
N, < T—J<-—. 4.2
b_EZM 5 (4.2)
i>k+1
Promotrimo sada Ny. Svaki n < N koji ima samo male proste djelitelje zapisujemo u

obliku

n= anbi, (4.3)
gdje je a,, kvadratno slobodan faktor, odnosno nije djeljiv s kvadratom niti jednog prostog
broja. Stoga je svaki a, produkt razlicitih malih prostih brojeva, tj.

(4 =27 - 3%2 . 5% ... po

gdje je ¢; € {0,1}, za i = 1,...,k. Zakljuéujemo da u (4.3) imamo toéno 2* razlicitih
kvadratno slobodnih brojeva, odnosno 2¥ moguéih vrijednosti za a,. Kako je b, < /n <

\/N, to je

N, < 28V/N.
Bududéi da (4.2) vrijedi za svaki N, preostaje naé¢i broj N takav da je 26N < % ili
2k+t1 < /N, a N = 2%+2 zadovoljava trazena svojstva. [ |

4.2. Bertrandov postulat

U prethodnom dijelu pokazali smo da prostih brojeva 2, 3, ... ima beskona¢no mnogo. Kako
bi vidjeli da praznine u nizu prostih brojeva, tj. udaljenosti medu uzastopnim prostim
brojevima, nisu ogranic¢ene, ozna¢imo s N := 2 -3 -5 ... p produkt svih prostih brojeva

koji su manji od k + 2 te primijetimo da niti jedan od k brojeva
N+2N+3,N+4,...N+k N+ (k+1)
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nije prost, bududi da za 2 < i < k41 znamo da ¢ ima prost faktor koji je manji od £k + 2,
ovaj faktor dijeli N pa time i N + 1. Na ovaj na¢in nalazimo da na primjer za k = 10 niti

jedan od deset uzastopnih brojeva
2312,2313, 2314, 2315, ..., 2321

nije prost.

No, postoje i gornje granice na duljinu praznina koje se pojavljuju u nizu prostih brojeva,
tj. gornje ograde na udaljenosti medu uzastopnim prostim brojevima. Tvrdnja poznata
pod nazivom Bertrandov postulat glasi: ”Praznina do slijede¢eg prostog broja nije veca
od broja od kojega smo zapoceli nasu potragu.”. Joseph Bertrand je iskazao ovu tvrdnju
i empirijski je potvrdio za n < 3 000 000. Prvi ju je dokazao Pafnuty Chebyshev 1850.
godine, a mnogo jednostavniji dokaz je dao Indijac Ramanujan. Dokaz iz Knjige je dao
Paul Erdds, a preuzet je iz Erddsova rada objavljenog 1932.

Teorem 4.4 (Bertrandov postulat.) Za svakin > 1, postoji prost broj p takav da je
n<p<2n.

Dokaz:
Pazljivo ¢emo procijeniti veli¢inu binomnog koeficijenta (2:) kako bi uocili da ukoliko
nema prostih faktora takvih da vrijedi n < p < 2n tada je on "premalen” . Tvrdnju

dokazujemo u pet koraka.

1. korak
Prvo dokazujemo Bertrandov postulat za n < 4 000. Ovdje nema potrebe provjeravati
4 000 slucajeva, dovoljno je provjeriti da je

2,3,5,7,13,23,43,83,163, 317,631, 1259, 2503, 4001

niz prostih brojeva, u kojem je svaki broj manji od dvostrukog prethodnika. Stoga, svaki

interval {y : n <y < 2n}, zan <4 000, sadrzi jedan od ovih 14 prostih brojeva.

2. korak
U ovom koraku dokazat ¢emo da nejednakost

[[p<a (4.4)

p<w

vrijedi za svaki x € R, x > 2.
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Dokaz* provodimo indukcijom po broju prostih brojeva manjih ili jednakih x. Primijetimo
da ako je ¢ najveci prost broj takav da je ¢ < x, tada vrijedi

[Ir=1I»
p<z p<q
te da je

4q—1 S 41’—1 )

Prema tome, dovoljno je provjeriti (4.4) u slucaju kada je z = ¢ prost broj. Za q¢ = 2
dobivamo 2 < 4 te nastavljamo provjeru za sve neparne proste brojeve takve da je ¢ =
2m + 1. (Ovdje induktivno mozemo pretpostaviti da (4.4) vrijedi za sve cijele brojeve iz
skupa {2,3,...,2m}.) Za g = 2m + 1 dobivamo:

m2m+1 mao2m __ g12m
IIr=1]» Il pg4( . )§422 = 47",

p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1

Induktivno se lako pokaze da je

IT p<am,

p<m+1

a nejednakost

H < <2mm+ 1)

m+1<p<2m+1

% prirodan broj, gdje su prosti brojevi koje proma-

tramo svi faktori brojnika (2m + 1)!, ali ne i nazivnika m!(m + 1)!. Kona¢no dobivamo,

(Qm + 1) < oo
m

2m+1 . 2m +1
i
m m—+1

dva jednaka pribrojnika koja se pojavljuju u

QmZH 2m+1Y\ 92m+1
i = )

k=0

proizlazi iz toga sto je (2”::1) =

buduéi da su

4Dokaz nije iz Edrésova rada objavljenog 1932., ali je Erdds imao svoj doprinos u njemu, §tovise,
dokaz koji navodimo je ”dokaz iz Knjige”.
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3. korak
Iz Legendrova teorema (Teorem 4.1) slijedi da (2:) = % sadrzi prost faktor p toc¢no
2n n
> (1) —27))

k>1

puta. Ovdje svaki pribrojnik iznosi najvise 1 buduéi da zadovoljava
2 2
22)-o|3] < -2 -1 -
p p p p
i da je cijeli broj. Stovise, pribrojnici is¢ezavaju kad god je pF > 2n.

Prema tome, (2:) sadrzi p tocno

Z (Lz_nJ _QL%D < maz{r:p" <2n}

k
> P D

puta. Dakle, najveca potencija od p koja dijeli (27?) nije ve¢a od 2n. Posebno, prosti
brojevi takvi da je p > v/2n pojavljuju se najvise jednom u (2:)

Prema Erdosu, kljucna c¢injenica njegova dokaza je: prosti brojevi p koji zadovoljavaju

2

gn <p<n
ne dijele (2:)! Zaista, 3p > 2n podrazumijeva (za n > 3 pa stoga i p > 3) da su pi
2p jedini visekratnici od p koji se pojavljuju kao faktori u brojniku %, a u nazivniku

dobivamo dva faktora jednaka p.
4. korak
Sada mozemo ocijeniti (2:) Zan > 3, koristedi procjenu iz uvodnog dijela ovog poglavlja
za donju granicu (str. 23), dobivamo
4n 2n
%§<n>§ II 20 I » I »
p<v2n V2n<p<in  n<psIn

stoga, buduéi da ne postoji vise od v/2n prostih brojeva takvih da je p < /2n, zan > 3

vrijedi

m<en)v I e I e (4.5)

\/2n<p§§n n<p<2n
5. korak

Pretpostavimo sada da ne postoji prost broj p takav da je n < p < 2n. Iz toga proizlazi
da je produkt [], 5, p iz (4.5) jednak 1. Uvrstimo li (4.4) u (4.5) dobivamo
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4m S <2n)1+\/ﬁ4%n
ili
437 < (2p) V20 (4.6)

sto nije to¢no za dovoljno velike prirodne brojeve n! Zapravo, koristeéi a + 1 < 2% (Sto
induktivno vrijedi za sve a > 2) dobivamo

2n = (,G/Qn)6 < (L’G/an + 1)6 < 26[?/%j < 26(5/%7 (4.7)
a time i za n > 50 (odnosno i za 18 < 24/2n) iz (4.4) i (4.5) dobivamo
92n < (2n)3(1+\/ﬂ) < 2\6/%(184-18\/%) < 920 Vanvan _ 220(271)2/3'

Iz cega proizlazi (2n)'/3 < 20, za n < 4 000. [ |

Moze se nadi i vise iz ovog tipa ocjena: iz (4.2) proizlazi istim metodama da za n > 4 000

[T »>20

n<p<2n

vrijedi slijedece

i da postoji barem
1 1 n
log,,, (230") = — ————
8an(277") 30logyn +1
prostih brojeva izmedu n i 2n.
To nije tako losa procjena: "stvaran” broj prostih brojeva u ovom rasponu je priblizno

n/logn sto slijedi iz ranije spomenutog ”teorema o prostim brojevima”.

4.3. Binomni koeficijenti gotovo nikad nisu potencije

Ovo je epilog Bertrandovu postulatu koji daje lijepe rezultate o binomnim koeficijentima.
Godine 1892. Sylvester je ojacao Bertrandov postulat na slijede¢i nac¢in:

"Ako je n > 2k, tada barem jedan od brojeva n,n —1,...,n — k + 1 ima prost djelitelj p

vedi od k.”

Primjetimo da se za n = 2k dobiva upravo Bertrandov postulat. Godine 1934. Erdos je
dao kratak i elementaran ”"dokaz iz Knjige” Sylvesterova rezultata. Postoji ekvivalentan

nacin iskazivanja Sylvesterova teorema:
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”Binommni koeficijent

(n) _nn=D ok )

k k!

uvijek sadrzi prost faktor p > k.”

S ovim zapazanjem na umu okre¢emo se drugom Erdésovom dragulju. Kada je (Z) jednako

potenciji m!? Lako se vidi da postoji beskonaéno mnogo rjesenja jednadzbe (g) =m? za

k =1 = 2. Zaista, ako je (72‘) kvadrat, tada je i ((2”51)2). Kako bi to vidjeli, uzimamo da

je n(n —1) = 2m?. Slijedi da je
(2n —1)*((2n —1)* = 1) = (2n — 1)*4n(n — 1) = 2(2m(2n — 1)),
stoga i

((2n ; 1)2) — 2m(2n — 1))

9
2

Medutim ovo ne daje sva rjeSenja. Na primjer, (

(16282

Ovime smo dosli do kraja. Za k > 4 i neki [ > 2 ne postoje rjeSenja i to je tvrdnja koju

) = 62 dobivamo beskona¢no mnogo rjesenja - slijedeée je (229) = 2042
520) = 352 zapocinje novi niz, isto kao i

) = 1189%. Za k = 3 zna se da (}) = m? ima jedinstveno rjesenje n = 50, m = 140.

Pocevsi sa (

je Erdés dokazao svojim genijalnim argumentom.

Teorem 4.5 Jednadzba (Z) = m! nema cjelobrojnih rjesenja takvih da jel > 2 i4 < k <

n —4.

Dokaz:

Prije svega primijetimo da mozemo pretpostaviti da je n > 2k zato Sto je (Z) = (nfk)
Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije tocna, odnosno da je (Z) = m!. Dokaz kontradik-

cijom provodimo u cetiri koraka.

1. korak

Po Sylvesterovu teoremu, postoji prost faktor p iz binomnog koeficijenta (Z) veéi od k,
stoga p' dijeli n(n — 1) -+ (n — k + 1). Dakako, samo jedan od faktora n — i moze biti
vigekratnik od p (zato §to je p > k) i zakljuéujemo p'|n — i te stoga vrijedi

anl>kle2.

2. korak
Uzmimo u obzir neki faktor n — j brojnika i zapisimo ga u obliku n — j = ajmé, gdje
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a; nije djeljivo niti s jednom netrivijalnom [— tom potencijom. Prema 1. koraku dokaza
primijetimo da a; ima samo proste djelitelje koji su manji ili jednaki k. Zelimo pokazati
da a; # a; za i # j. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je a; = a; za neki ¢ < j. Tada

jem; >m;+11

(n—i) = (n—j) = a;(m — mj) = a;((m; + 1) — mj)

ajlml™ > l(ajmg)l/Q > I(n—k+1)/2

l(g F1)V2 s 2

v v Vv

Sto je u kontradikeiji s n > k2.

3. korak
Slijedece sto dokazujemo je da su brojevi ag,aq,...,ar_1 upravo jednaki 1,2,... k u
nekom redoslijedu. (Prema Erdésu, ovo je srz dokaza.) Buduéi da veé znamo da su svi

razliciti, dovoljno je dokazati da
apay - - - ap_1 dijeli kL
Zamjenom n — j = ajmé- u jednadzbi (’,;”) = m!, dobivamo
apay - - - ap_1(momy - - - my_1)" = klmt.
Ponistimo li zajednicke faktore od mgmy - - - mg_1 i m dobivamo

apay - - - ap_qu' = k't

gdje je nzd(u,v) = 1. Preostaje nam pokazati da je v = 1. Ako nije, onda v sadrzi
prost djelitelj p. Bududéi da je nzd(u,v) = 1, p mora biti prost djelitelj od agay - - - ax_1
i pritom je manji ili jednak k. Prema Legendrovom teoremu (Teorem 4.1) znamo da k!
sadrzi p D,y Lﬁj puta. Sada procjenjujemo eksponent od pun(n —1)---(n—k+1).
Neka je ¢ pozitivan cijeli broj te naka su b < by < --- < b visekratnici od p* medu
n,n—1,..,n—k+1. Tada je b, = by + (s — 1)p’ pa stoga

(s—1)p'=bs—by<n—(n—k+1)=k—1,

iz cega slijedi
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Dakle, za svaki i, broj visekratnika od p’ medu n,...,n — k + 1 pa stoga i medu a;—ovima
je ogranicen s Lpﬁj + 1. Iz toga slijedi da je eksponent od p u ag,ay - - - ap_1 najvise

([ +

Ovdje suma ide do i = [—1, bududéi da brojevi ag, ay, . .., ax_1 ne sadrze [—te potencije.
Uzimajuéi u obzir obje ocjene, nalazimo da je eksponent od p u v' najvise

Sl -2 [F) s

-1 P i>1 P

i dobivamo Zeljenu kontradikciju, buduéi da je v' [—ta potencija.

Ovo je dovoljno za slucaj kada je | = 2. Zaista, budué¢i da za £ > 4 jedan od brojeva
ag, ay, ..., a1 mora biti jednak 4, medutim kako oni ne sadrze kvadrate mozemo pret-
postaviti da je [ > 3.

4. korak
Budu¢i da je k > 4, moramo imati a;, =1, a;, = 2, a;, = 4 za neke 7y, 19, 13, takve da je

n—ip=mh, n—iy=2mb n—iz=4mh.

Tvrdimo da (n —i3)* # (n —i1)(n —i3). U suprotnom, neka jeb=mn—iyin—i;, =b—uz,
n—iz=>b+y, gdjeje 0 < |z|,|y| < k. Bududi da je

V=0-z)b+y) il (y—a)b=uay,
gdje je x = y oc¢igledno nemoguce. Sada prema 1. koraku dokaza imamo
lzyl =bly — x| > b>n—k> (k—1)* > |zyl,

Sto nema smisla.
Imamo, dakle, m3 # myms, gdje pretpostavljamo m2 > myms (u drugom slucaju je

analogno) te nastavljamo s posljednjim nejednakostima. Dobivamo

2k —1)n > nP—(n—k+1)2>(n—1iy)?*—(n—i)(n—is)
= Am3' — (mims)'] > 4[(mams + 1) = (myms)'

> 4lmttmlt
Buduéi dajel > 3in > k' > k® > 6k, ovo vodi ka
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2(k — D)nmims > 4mimb =1(n —i1)(n — is)

> ln—k+1?>3n— %)2 > 2n?,

Bududi da je sada m; < n'/! < n'/3 dobivamo
kn?® > kmyms > (k — D)myms > n,

ili £ > n. Ovom kontradikcijom teorem je dokazan. [ |

4.4. Teorem Erdos - Ko - Rado

U ovom poglavlju bavit ¢emo se osnovnom temom kombinatorike: svojstvima i velicinama
specijalne familije F podskupova kona¢nog skupa N = {1,...,n}. Osnovni odnos medu
skupovima odreden je njihovim presjekom. Vrstu ”zavisnosti” medu skupovima opisuju
veli¢ina ili neke druge karakteristike njihovog medusobnog presjeka.

Promotrimo sada skup N = {1,...,n}. Kazemo da je familija F podskupova od N pre-
sijecajuca familija ako bilo koja dva skupa iz F imaju barem jedan zajednicki element.
Gotovo odmah mozemo vidjeti da je veli¢ina najvecée presijecajuce familije 277!, Ako je
A € F tada komplement A° = N \ A ne moze biti u presijecajucoj familiji buduéi da
je njihov presjek prazan skup. Stoga mozemo zakljuciti da presijecajuc¢a familija sadrzi
najvise polovinu broja 2" od svih podskupova pa stoga vrijedi | F| < 277!, S druge strane,
ako promotrimo familiju svih skupova koji sadrze fiksirani element, nazovimo ju familijom

JFi svih skupova koji sadrze 1, tada je ocito |Fy| = 271

Neka je sada F presijecajuca familija k—¢élanih podskupova skupa {1,2,...,n}. Postavlja
se pitanje: Koliko najvise ¢lanova moze imati presijecajuca familija F ako su svi skupovi
iz F jednake veli¢ine, u nasemo slucaju uzmimo da je to k. Kako bi izbjegli trivijalan
slucaj kad je n < 2k pretpostavit ¢emo da je n > 2k, buduéi da se u suprotnom bilo koja
dva k—clana skupa presijecaju. Uzimajuéi u obzir ideju iz Primjera 4.2, presijecaju¢u
familiju k—clanih podskupova mozemo dobiti tako da uzmemo sve k—clane podskupove

koji sadrze fiksirani element 1. O¢cigledno, sve skupove iz F; dobivamo dodavajuéi 1

svim (k — 1)—¢lanim podskupovima od {2, ...,n}, otuda je | 7| = (}~). Postoji li veca
presijecajuca familija od ove? Broj svih podskupova je (Z) = %(Zj) pa ovo pitanje

nije trivijalno te ne mozemo primijeniti argument s komplementom kao u prethodnom

33



Zivot i djelo Paula Erdésa 34

primjeru, jer komplement k—clanog skupa opcenito nije k—clani skup. Slijedeé¢i rezultat
daje odgovor na ovo pitanje, rije¢ je o Erdds - Ko - Rado teoremu kojeg su Paul Erdos,
Chao Ko i Richard Rado dali 1938. godine, a objavili tek 23 godine kasnije. Od tada je
dano mnostvo dokaza, ali slijede¢i dokaz koji je dao Gyula Katona je posebno elegantan.

Teorem 4.6 Najvecéa presijecajuca familija k—clanih skupova uw n—clanom skupu ima

(Zj) elemenata kada n > 2k.

Dokaz:

Klju¢ dokaza ovog teorema je slijedeca lema koja se vrh brid
na prvi pogled ¢ini totalno nevezana za nas problem. \ ~ e
Promotrimo krug C' podijeljen s n vrhova u n bridova. // \
Neka luk duljine £ sadrzi k& + 1 uzastopnih vrhova i k

bridova medu njima.

Lema 4.1 Neka je n > 2k te pretpostavimo da imamo
t razlicitih lukova Ay, ..., Ay duljine k takvih da bilo koja
dva luka imaju zajednicki brid. Tada jet < k. Slika 11: Krug C za n = 6.

Tamni bridovi oznacavaju luk
Kako bi dokazali lemu prvo primijetimo da je bilo koji duljine 3.

vrh iz C' krajnji vrh najvise jednog luka. Zaista, kad

bi A;, A; imali zajednicki krajnji vrh v, tada bi morali

krenuti u drugom smjeru (budué¢i da su oni razli¢iti). Ali onda oni ne mogu imati za-
jednicki brid buduéi da je n > 2k. Odredimo sada A;. Bududi da bilo koji A; (i > 2)
ima zajednicki brid sa A;, jedan od krajnjih vrhova od A; je unutarnji vrh od A;. Buduéi
da ovi krajnji vrhovi moraju biti razliciti i buduéi da A; sadrzi k — 1 unutarnjih vrhova,
zakljuc¢ujemo da pored toga moze biti najvise k — 1 lukova, a prema tome i najvise k
lukova ukupno.

Nastavimo sad s dokazom teorema Erdds-Ko-Rado. Neka je F presijecaju¢a familija
k—clanih skupova. Uzmimo u obzir krug C' sa n vrhova i n bridova te uzimamo bilo
koju ciklicku premutaciju m(ay, as, ..., a,) 1 piSemo brojeve a; u smjeru kazaljke na satu
uz bridove od C. Prebrojimo sada broj podskupova od A od F koji se pojavljuju kao k
uzastopnih brojeva na C'. Bududéi da je F presijecajuca familija prema Lemi 4.1 vidimo
da postoji najvise k takvih skupova. Budud¢i da ovo vrijedi za svaku ciklicku permutaciju
i buducéi da postoji (n — 1)! ciklickih permutacija na ovaj nacin dobivamo da je najvise

k(n —1)!
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podskupova od F koji se pojavljuju kao elementi neke ciklicke premutacije. Koliko cesto
brojimo fiksirani skup A € F?7 A se pojavljuje u w ako se k elemenata od A uzastopno
pojavljuje u nekom redoslijedu. Stoga imamo k! moguénosti da A napisemo uzastopno
te (n — k)! nacina da rasporedimo preostale elemente. Prema tome zaklju¢ujemo da se
fiksirani skup A pojavljuje u to¢no k!(n — k)! ciklickih permutacija te stoga dobivamo

k(n—1)! (n—1)! _(n—1
7l = Elin—k)!  (k-—D!n—1—(k-1) (k:—l)'
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Sazetak

Na prijedlog mentora Doc. dr. sc. Ivana Mati¢a odabrala sam temu ovog diplomskog rada.
Matematicka genijalnost i duhovno bogatstvo najplodonosnijeg matemati¢ara proslog
stolje¢a, Paula Erddsa, vodili su nas dalje u istrazivanju njegova zivota te nekoliko li-
jepih rezultata koje navodimo u radu. Osim toga, valja napomenuti da je ovaj osebujan
matematicar ostavio brojne otvorene probleme budué¢im generacijama matematicara. U
radu opisujemo zivot Paula Erdésa od samog rodenja pa sve do njegova ”odlaska” -
rije¢ koju je Paul Erdos koristio umjesto rije¢i umrijeti. Navodimo dokaze Teorema o
beskonacnosti skupa prostih brojeva, Bertrandova postulata te epilog Bertrandovu pos-
tulatu koji daje lijepe rezultate o binomnim koeficijentima. Posljednji rezultat naveden u

ovom radu je Teorem Erdés - Ko - Rado.
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Summary

The theme of this paper has been chosen on the recommendation of Prof. Ivan Matié.
Mathematical ingenuity and spiritual wealth of mathematician with great contribution in
past century, Paul Erdds, guided us into exploration of his life and of few his beautiful
results that we quote in this paper. Except this, it is important to emphasize that this
mathematician has left us numerous unsolved problems for future generations of mathe-
maticians. In this paper we describe his life from the beginning, his birth, until he ”left”
us - as Paul Erdés used to say instead of dying. We quote proofs of infiniteness of the
primes, Bertrand’s Postulate and an epilogue to this result. At the end of this paper we
quote Theorem Erdés - Ko - Rado.

39



Zivot i djelo Paula Erdésa 40

Zivotopis

Rodena sam 4. prosinca 1986. u Slavonskom Brodu. Osnovnu skolu i srednju skolu
pohadala sam u Slavonskom Brodu. Godine 2005. upisujem Preddiplomski studij matem-
atike na Odjelu za matematiku, Sveucilista Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku. Pred-
diplomski studij zavrsavam 2008. godine s temom zavrsnog rada ”Svojstveni problem”,
pod mentorstvom Prof. dr. sc. R. Scitovskog. Iste godine upisujem Diplomski studij

matematike, smjer Financijska i poslovna matematika.
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