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Uvod

Rijec¢ algebra izvedena je iz arapskog, tocnije iz naslova djela Hisab al-jabr w’al-
muqabala prvog velikog arapskog matematicara Al-Khwarizmija koji se ujedno sma-

tra i ocem algebre.

Algebra je bitan dio matematike i sve vise se naglasava njezina vaznost u skolskom
matematickom kurikulumu. Ona je mocan alat za rjeSavanje problema stvarnog svi-
jeta. Motivirati ucenike je kljucan faktor za uspjeSnu nastavu matematike. Ako
nismo uspijeli pridobiti pozornost ucenika, motivacija opada i glavna svrha nastave
postaje rijesiti test. Kao Sto mnogi ucitelji matematike znaju, vec¢ina ucenika ne
razumije ideje, ne vidi smisao u ucenju algebre i ne vidi njezinu korisnost i svrhu.
Zbog toga algebru treba sagledati kao nacin rjesavanja zadataka koji ucenicima
imaju neku vaznost. Bitno je povezivati ideje i zadatke s necim konkretnim i poz-

natim te da to nesto proizlazi iz matematike.

U prvom poglavlju ovog rada istrazit ¢emo Sto algebra treba nauciti ucenike
i kako ucenici mogu uciti algebru s veé¢im uspjehom i uzitkom. U drugom dijelu
govorit ¢emo o razumijevanju, pogresnim shvac¢anjima i greSkama koje su vrijedni
pokazatelji uc¢enickog razumijevanja. Govorit ¢emo i o jos jednom vaznom elementu
uz razumijevanje algebre, a to je postizanje tec¢nosti te o ulozi tehnologije u uc¢enju
algebre. Posljednji dio ovog rada rezerviran je za kreiranje i rjeSavanje jednadzbi.
Promatrat ¢emo kreiranje i rjeSavanje lineranih jednadzbi, sustava linearnih jed-
nadzbi, kvadratnih jednadzbi i neke pogreske i poteskoce na koje ucenici nailaze pri

rjeSavanju kvadratnih jednadzbi.



1 Ucenje i poucavanje algebre

1.1 Zasto uciti algebru?

Za vecinu laika osnovna karakteristika algebre je u njezinom koristenju simbola,
no dati objasnjenje sto algebra jest i koja je njezina svrha veéini ljudi bi predstav-
ljalo teskocu. Zaista, mnogo profesora matematike smatraju potesko¢om odgovoriti
na pitanja koja ucenici uvijek iznova ponavljaju: ”Zasto uc¢imo algebru?” i "Koja
je svrha?”. Nazalost, iskustvo koje mnogi ljudi imaju sto se tice skolske algebre ne
pokazuje ono Sto algebre jest. Pitanja nadolaze jer ljudi stjecu vrlo usku i ograni¢enu

sliku samog predmeta.

Algebra svoje korijene ima i u aritmetici i u geometriji i razvila se kao jezgrovit
sustav simbola za opisivanje odnosa. Na osnovnoj razini ovi odnosi obi¢no ukljuc¢uju
brojeve i njihovo osnovno obiljezje je izricanje opc¢enitosti. Kada pogledamo bro-
jeve 3,6,9,12 i 15, nasa reakcija je tablica mnozenja broja 3 ili visekratnici broja
3. Znamo da se niz nastavlja sa 18, 21,24 i da ¢emo, nastavimo li dovoljno daleko,
stiéi do 99 ili 300 ili cak 3 milijuna. Nase shvacanje uzorka je ¢vrsto i ovo je ta ge-
neralizacija koju algebra zeli objasniti i s njome raditi. Vidimo da tablica mnozenja
brojem 3 raste 'po tri’ ili jos viSe da je svaki broj u tablici 'tri puta nesto’, te nam to
omogucuje da s lako¢om kazemo da je 300 stoti ¢lan u nizu jer je 3-100. Iako nema
potrebe izricati tako jednostavan problem algebarskim pojmovima, samo misljenje
koje je ukljuceno je algebarsko. Ovo 'mnesto’ je varijabla koja vrijedi za sve pozitivne
cijele brojeve i ¢esto je oznacena s n. Prema tome ’tri puta nesto’ ¢e biti zapisan kao
3n, a primje¢ivanje da je 300 stoti ¢lan u tablici proizlazi iz nesvjesnog rjesavanja
jednadzbe 3n = 300.

Sposobnost da se opé¢i odnosi medu brojevima izraze simbolima je prili¢no istak-
nuta. Jednom kada znamo da su svi brojevi u tablici mnozenja brojem tri "tri puta
nesto’ ili ’3n’ mozemo odrediti bilo koji broj u nizu i iskoristiti to znanje da rijesimo

probleme i objasnimo iznenadujucée veze izmedu brojeva.

Na Slici 1. vidimo rezultate dodavanja nekoliko raznih skupina od tri uzastopna
broja. Neobi¢na ¢injenica o rezultatima je da je svaki visekratnik broja 3 i mozemo
pretpostaviti da zbrajanjem tri uzastopna broja uvijek dobivamo visekratnik broja

3. Ali kako mozemo u to biti sigurni? Algebarskim rije¢nikom, koristenjem varijable



n za oznacavanje bilo kojeg pozitivnog cijelog broja, tri uzastopna broja mogu biti
izrazena kao n,n+11in + 2.
Zbrajajuci ove vrijednosti dobivamo:

n+n+1l4+n+2=3n+3.

1+2+3=6 7+8+9=24
3+4+5=12 9+ 10+ 11 = 30
49 + 50 + 51 = 150 22+ 23+ 24 = 69

Slika 1: Zbroj tri uzastopna broja

Opca formula 3n + 3 govori nam i nesto vise od toga da bilo kada, kada zbro-
jimo tri uzastopna broja dobivamo visekratnik broja 3. S obzirom na to da 3n + 3
mozemo zapisati i kao 3(n + 1), mozemo vidjeti koji visekratnik broja 3 je ovdje

ukljucen: 3 puta n + 1 sto upravo oznacava srednji broj.

Ocito je da je svojstvo uzastopnih brojeva jednostavno i moze biti objasnjeno bez
pribjegavanja algebri, ali ono prikazuje neke kljucne aspekte algebarskog argumenta.
Simbolicki izraz je postavljen tako da prikazuje tri uzastopna broja te se transfor-
mira u dva razli¢ita ekvivalentna oblika koja pruzaju informacije za objasnjenje i
prosirenje svojstva predlozena u numerickim primjerima.

Opcenito, svaki algebarski argument ima trodijelnu strukturu:
e prikazivanje elemenata situacije u algebarskom obliku
e transformiranje simbolickih izraza na neki nacin
e interpretacija novih oblika koji su proizasli.

[zrazavanje elemenata situacije u simbolickom obliku ¢ini laksim prenosenje tran-
sformacije na drugu razinu. Prije razvoja naseg modernog sustava simbola, koji je

nasiroko koristen od strane Descartesa u 17. stolje¢u, argumenti su bili prikazani



ili u verbalnom obliku ili u obliku svojstava geometrijskih dijagrama. Otkri¢e sim-
bolicke algebre bio je znacajan proboj koji je ucinio laksim razumijevanje i rad na
kompleksnim situacijama.

Bit algebre je taj da koristi ekonomican i dosljedan sustav simbola pomoc¢u kojih
se predstavljaju izrazi i veze koje su zatim koristene u formuliranju argumenata
koji se ticu predvidanja, rjeSavanja problema, objasnjenja i dokaza. Predvidanje
¢esto ukljucuje pronalazenje prikladne funkcije koja zatim moze biti procijenjena,
rjeSavanje problema ukljucuje postavljanje i rjeSavanje jednadzbe, dok objasnjenje i
dokazi zajednicki uklju¢uju uspostavljanje i interpretaciju algebarskog identiteta.
Postoje dva opsirna razloga razloga koji zagovaraju ucenje algebre: prvi da je ko-
risna, a drugi da je zanimljiva. Algebra je ocito korisna u pravom smislu onima koji
rade na poljima kao Sto je znanost, tehnologija, racunalstvo i naravno poucavanje
matematike. Samo manjina studenata ¢e pronaci zaposlenje ovakve vrste, iako nije
jasno tko ¢e biti u ovoj manjini sve dok ne dosegnu kasnije stupnjeve skolovanja,
no vazno je da su im mogucénosti otvorene. Medutim, ve¢ina ¢e imati malo izravne
koristi algebre u poslu ili igri i bilo bi varljivo tvrditi drugacije.

Algebra je takoder korisna u dva manje izravna smisla:

e pruza vrijednu vjezbu vjestini misljenja i postovanje prema rigoroznim argu-

mentima
e daje uvid u objasnjenje raspona raznih fenomena u svijetu.

Prvi razlog nije dovoljan jer se isto moze tvrditi za druge aspekte matematike i,
zaista, za veéinu, ako ne i sve druge skolske predmete. Drugo je istinito u smislu da
gradani koji su informirani i zainteresirani za svijet mogu vise doprinijeti drustvu
i mozda voditi zadovoljavajuce zivote, naznaceno od Usiskina koji je pokazao vri-
jednost ucenja jezika zemlje koju posjecujete: "Ako posjetite Meksiko, ali ne znate
Spanjolski, moZete se slagati, ali nikada necete moci cijeniti bogatstvo kulture i neéete
moci nauciti najvise sto moZete kao sto biste mogli kad biste znali spanjolski...I,
moZda najvaznije, necete znati Sto ste mozda propustili.” (Usiskin, 1991.)

Ovo, medutim, odrazava drugi, Siri razlog za ucenje algebre koji je taj da je ona za-
nimljiva po sebi, kao i na racun svoje korisnosti. Ne trazimo djecu da uce o glazbi,
umjetnosti i knjizevnosti jer su one korisne, nego zato $to su potencijalno zanimljive
i ugodne. One daju uvid u drugacije aspekte ljudskog djelovanja. Isto je istinito i

za matematiku i za njezinu glavnu komponentu, algebru.



Rastuzuje to sto znamo da je svaki prijedlog da je algebra korisna i zanimljiva u
neslaganju sa iskustvom mnogih ucenika, ¢ak i kada su relativno uspjesni u svlada-
vanju zahtjeva skolskog kurikuluma. Nismo jako uspjesni u priopc¢avanju ucenicima
prave naravi i modi algebre u predvidanju i rjesavanju i dokazivanju. Ovaj neuspjeh
lisava ih moguénosti da odaberu je li ucenje algebre nesto ¢ime se trebaju baviti.
Cockeroft je rekao da je "matematika tezak predmet za ucenje i poucavanje” i da se
isto jos vise moze reci za algebru. U sljedece dva dijela ovog poglavlja istrazujemo sto
algebra treba nauciti ucenike, i klju¢no pitanje ovog diplomskog rada, kako ucenici

mogu uciti algebru s veé¢im uspjehom i uzitkom.

1.2 Sto algebra treba nauciti uc¢enike?

Cini se da postoji narocito sirok konsenzus diljem svijeta u vezi sadrzaja skolskog
kurikuluma za algebru. Engleski nacionalni kurikulum (The English National Cur-
riculum) koji sadrzi uvodna poglavlja koja se odnose na rjesavanje problema, infor-
miranje i razumijevanje i detaljniji odabir sadrzaja za algebru na klju¢noj ¢etvrtoj
razini (od 14 do 16 godina), a s kojom se ucenici ne susre¢u u potpunosti ima
sljede¢e podnaslove: koristenje simbola, obiljezavanje znakova, jednadzbe, linearne
jednadzbe, formule, izravne i obrnute proporcije, sustavi linearnih jednadzbi, kva-
dratne jednadzbe, sustavi linearnih i kvadratnih jednadzbi (od svake po jedna),
brojcane metode, nizovi, grafovi linearnih funkcija, tumacenje informacija iz gra-
fova, kvadratne funkcije, druge funkcije (koje ukljuéuju kubne, reciproéne funkcije,
jednostavne eksponencijalne funkcije i trigonometrijske funkcije), transformacije fun-
ckija.

Kurikulum post-16 za naprednu matematiku, koju slusa oko 10 posto ucenika,
prosiruje ovo dalje i ukljucuje racune s polinomima, racionalnim, trigonometrijskim,
eksponencijalnim i logaritamskim funkcijama.

U SAD-u Principi i standardi skolske matematike, u odlomcima o algebri od 6. do
8. razreda (11-14 godina) i od 9. do 12. razreda (14-18 godina) tvrdi se da programi

trebaju omoguditi ucenicima da:
e razumiju uzorke, odnose i funkcije

e predstave i analiziraju matematicke situacije i strukture koristenjem algebar-

skih simbola

e koriste matematicke modele za predstavljanje i razumijevanje kvantitavnih



odnosa
e analiziraju promjene u raznim okolnostima.

Ove tvrdnje su proSirene sa popisom ocekivanja koji, iako nije toliko detaljan kao
Engleski nacionalni kurikulum, pokriva slican raspon tema, ukljucujué¢i pojmove
koji se pojavljuju u Engleskom nacionalnom kurikulumu za vise razine no, kao i u
Engleskoj, manji broj uc¢enika se susrece sa cijelim kurikulumom.

Hrvatski nacionalni okvirni kurikulum (NOK) ukljucuje sljedece sadrzaje iz algebre

podijeljene po ciklusima:
1. ciklus - algebra ne postoji u ovom ciklusu

2. ciklus (5. 1 6. razred) - brojevni pravac (prikaz cijelih brojeva i jednostavni-
jih racionalnih brojeva zapisanih kao razlomak ili decimalni broj), pravilnosti
vezane uz brojeve, rabiti slova u zaspisivanju formula i izraza, jednostavne
linearne jednadzbe, rijeSiti jednostavni problemski zadatak, proporcionalne

veli¢ine i omjeri

3. ciklus (7. i 8. razred) - postoci i postotni ra¢un, prepoznati i primijeniti pro-
porcionalnost i obrnutu proporcionalnost, prikazati jednostavnu ovisnost dviju
veli¢ina, linearne jednadzbe i sustav linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice,
prevesti jednostavni problem u algebarske simbole

4. ciklus (strukovno obrazovanje) - primjena postotka i postotnog rac¢una,
uvrstavanje konkretnih vrijednosti u formule, prepoznati i primijeniti propor-
cionalnost i obrnutu proporcionalnost, opisati i izvesti jednostavne veze dviju
veli¢ina, linearne jednadzbe i nejednadzbe i sustavi dviju linearnih jednadzbi,
prepoznati i interpretirati karakteristicna svojstva i tocke jednostavnih gra-
fova, primjenjivati linearne jednadzbe i nejednadzbe i sustave dviju linearnih
jednadzbi u modeliranju situacija iz svakodnevnog zivota
(gimnazije) - aritmeticki i geometrijski niz, uvrstiti konkretne vrijednosti u for-
mulu, izraziti jednu veli¢inu u formuli pomocu ostalih, potencije, jednostavni
algebarski izrazi, faktorijeli, binomni koeficijenti, opisati i izvesti jednostavne
veze dviju velicina, linearne, kvadratne, eksponencijalne, logaritamske i trigo-
nometrijske funkcije te pripadne jednadzbe i nejednadzbe te sutavi jednadzbi,
primjenjivati funkcije i njihove grafove te jednadzbe i nejednadzbe u rjesavanju

problema iz matematike i svakodnevnog zivota.



Unatoc tome sto postoji rasprostranjeno slaganje o temama koje trebaju biti ukljucene
u kurikulum za algebru, ipak postoji mnogo manja jasnoc¢a o raSirenim proble-
mima koji se ticu ciljeva i konteksta u kojem se algebarske ideje trebaju predstaviti.
Rjesavanje problema se smatra vrlo vaznim, no postoje bitne razlike u tome sto ljudi
misle kada govore o problemima i ima jako malo slaganja o tome kako ucenicima
najbolje pomoc¢i da nauce rjesavati problem samostalno. Bit problema je taj da
ne znamo kako rijesiti problem kada se prvi put sretnemo s njim zato sto, da ga
znamo rijesiti, on tada uopc¢e ne bi bio problem! Mnogo takozvanih problema u
udzbenicima nisu uopée problemi; oni su izravne primjene rutinske procedure koja
je bila izvjezbana ili prikazana u strukturiranom formatu koji postavlja korake koji
su potrebni za rjeSavanje problema. Unatoc¢ tome, ¢ak i kad su dane detaljne ins-
trukcije kako rijesiti problem, neki ucenici i dalje neizbjezno nailaze na poteskoce.
Ocito da ovi problemi nisu jasni niti jednostavni. Neciji rutinski zadatak za nekoga
moze biti problem. Ako mladi u¢enik ne zapamti koliko je 7 - 8 i ako nema nepo-
srednu strategiju za rjesavanje, tada je to problem, ali ako uo¢i da moze poceti sa 8
i dodavati jos osmica, problem prestaje biti problem. Drugi uc¢enik koji se susrece
sa istim problemom moze odluciti rjesavati problem naopako pocevsi sa 10 - 8 ili
dodati 8 na 49 jer se sjec¢a da je 7-7. Prepoznat ¢emo da je drugi ucenik pokazao
sofisticiraniju metodu rjesavanja problema, unato¢ tome sto bez sumnje zalimo da
ova vazna ¢injenica nije bila zapamcena na pocetku. Rjesavanje problema nije samo
ka rjesenjima. Ovo se odnosi na rane stupnjeve ucenja aritmetike pa sve do zahtjev-
nijih problema na predavanjima iz algebre.

Pomazuéi ucenicima da postanu bolji u rjeSavanju problema je vazan cilj u uc¢enju
algebre. To je mnogo teze posti¢i nego znanje o koristenju rutinskih algebarskih
vjestina, iako se ¢ini da je i to dosta tesko. RjeSavanje problema ne moze biti
poucavano kao zasebna vjestina. Ona mora biti u¢ena zajedno sa ostalim stvarima
kao postupna nadogradnja iskustva kroz usvajanje spektra strategija. Stoga, po-
java fraze 'rjeSavanje problema’ koja je na popisu zahtjeva kurikuluma mora biti

istumacena kao dugotrajan cilj koji prozima cjelokupno ucenje algebre.

1.3 Kako ucenici trebaju uciti algebru?

Postoji snazna prevladavajuca tradicija u poucavanju algebre u kojoj profe-

sor uvodi ucenike u novu temu demonstrirajué¢i 'radne primjere’ i zatim pokusSava
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ucvrstiti procedure kroz iscrpne vjezbe. Ove vjezbe su najcesée izolirane od aktiv-
nosti koje mogu dati svrhu i smisao algebarskim idejama i operacijama. lako postoji
veé rastuéi naglasak na trazenje uzorka brojeva i grafickog kalkulatora ili programa
za crtanje grafova, ove aktivnosti nemaju nikakav znacajan utjecaj na pristupe
vjestinama ucenja ili koristenju algebre u svrhu rjesavanju problema i objasnjavanju
svojstava brojeva. Inovacije ¢esto postaju dodatci kurikulumu koji ili istiskuju neku
postojecu praksu ili su nezgodno postavljeni uz nju.

Nacin na koji se algebra poucava je uvelike pod utjecajem uciteljevih vjerovanja o
prirodi predmeta i kako ga ucenici trebaju uciti, ali i gomilom vanjskih pritisaka.
Ne postoji krajnji odgovor na pitanje kako ucenici trebaju uciti algebru, ali se moze
ukazati na prirodu poteskoca kriticki promatrajuéi trenutne rezultate istrazivanja i
promatrajuci prakse u svjetlu dokaza koje one pruzaju. Postoji temeljna nelagoda
za ucitelje promatrati matematiku kao tijelo znanja i kao nac¢in misljenja. Prva vodi
do popisa tema koje se na neki nac¢in daju ucenicima, a zadnja vodi do nesto ne-
jasnih zahtjeva za rjeSavanje problema i dokazivanje. Nema rasprave o tome koji se
od ova dva elementa mora odabrati jer su oba vazna, ali smo daleko od toga da se
uspostavi ravnoteza izmedu njih.

Tradicionalni pristupi poucavanju algebre su karakterizirani kao provodenje mnogo
vremena na vjeStinama ucenja prije nego Sto ih primijenimo na probleme. Oni teze
prema davanju prednosti znanju te na nacin misljenja gledaju kao na nesto sto slijedi
nakon usvajanja tog znanja. Alternativa je zapocinjanje s problemima koji ¢e biti
povezani s odredenim temama, a zatim nauciti vazne ideje i vjeStine kroz rad na
tim problemima, tako da se dolazi do toga da se na matematiku gleda kao na nesto
o cemu se zapravo treba razmisliti i dati smisao prije zapamcdivanja skupa pravila.
Swan opisuje neke ideje za predavanje algebre stvorene za ohrabrivanje ucenika da
"konstruiraju i razmisljaju o smislu izrazavanja i jednadzbi * narocito kroz raspravu.
Tipican zadatak se sastojao od skupa kartica, od kojih neke sadrze algebarske iz-
raze, a druge odgovarajuce pisane izjave. Namjera je bila ta da su ucenici trebali
raditi u manjim grupama i odabrati parove kartica te objasniti svoj odabir. U vred-
novanju utjecaja ovih materijala ukazalo se na vaznost stvaranja prikladne kulture
razreda usporedujuéi dva profesora koja su koristila iste materijale. Prvi je dao
manje uputa za zadatke i ucenici su ’jednostavno radili samostalno... kao da je
to bila vjezba zadatka i jako malo su naucili’. Drugi profesor je jasno iznio svrhu
zadatka i naglasio potrebu da se uzme vremena i razmisli Sto stvari znace, radije

nego da se samo rijese zadaci. Ovaj je profesor 'raspravio o razlikama izmedu rada
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za teéno rjeSavanje (8to zahtjeva vjezbu) i za razumijevanje znacenja (Sto zahtjeva
raspravu - da se uvidi drugacije stajaliste)’. Takoder je objasnio svojim ucenicima
da se nekada treba raditi i nikada zapravo 'zavrsiti’. Swan komentira da je tijekom
vremena mnogo ucenika razvilo svjesnost o drugacijim 'nacinima znanja necega’ i
nacine kako ih razviti samo za sebe.

Cilj algebre je uravnoteziti ova dva vazna elementa tecnosti i razumijevanja u svrhu
toga da algebra postane pristupacnija i bliza. Ona se temelji na ¢vrstom vjerovanju
da ¢e ucenici uciti i koristiti algebru ucinkovito ako su stalno izazvani na to da sami
razmisljaju. Ovo ukazuje na to da problemi i objasnjavanje uloga dokaza trebaju biti
ukljuceni na svakom stupnju ucenja algebre i da rasprava i osvrt imaju vaznu ulogu
zajedno sa konvencionalnim pisanim zadacima. Bilo bi mozda prikladno organizirati
kurikulum i poucavanje na esencijalno linearan nacin, ali ne smijemo se zavaravati
da ¢e ucenje slijediti isti put. Nesigurnost i nepredvidljivost puteva kojim ucenje
moze krenuti je ono Sto ¢ini poucavanje frustriraju¢im i zahtjevnim zadatkom, ali je

i jedan od razloga zasto ono moze biti poticajno i beskrajno zapanjujuce.
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2 Smisao i besmisao algebre

2.1 Razumijevanje

Mnogi ucenici ne pronalaze puno smisla u algebri te im je nedostatna kako u
znacenju tako i u svrsi. Motivacija opada kada ucenici ne razumiju ideje te jedina
svrha predmeta postaje rijesiti test. Pretpostavka da ¢e im algebra biti korisna kas-
nije kada vise nauce ne dovodi do entuzijazma ako trenutni zadaci ne pobuduju
interes. To nije ograniCeno samo na one koji su neuspje$ni u algebri. Arcavi
primjeéuje da se to moze primijeniti i na one uspjesne: ”“Cak i oni koji uspjesno
savladavaju tehnike, cesto ne vide algebru kao alat za razumijevanje, izraZavanje 1
priopcavanje generalizacija, za otkrivanje struktura i utvrdivanje veza te formulira-
nje matematickih argumenata.”

U ranoj fazi ucenici krivo shvate znacenje koje se pridaje slovima, izrazima i jed-
nadzbama. lako se proteklih godina puno radilo na pobudivanju zanimljivih pris-
tupa algebri, osobito istrazivanjem uzoraka brojeva, to ne donosi plodove bas svaki
put. Pronalazenje formule za predstavljanje uzorka ne bi trebalo biti krajnja tocka
zadatka, ve¢ nastavak rada na prosirivanju modi algebarskih ideja te motiviranje
razvoja primjerenih vjestina koje ucenici mogu koristiti u rjeSavanju zanimljivih
zadataka. Mnogi udzbenici osiguravaju bezbrojne vijezbe nevezane uz smisleni kon-
tekst. To stavlja naglasak na postupke pamcéenja umjesto da ostvaruje vezu izmedu
slova i brojeva i razvija razumijevanje ideja i njihovu primjenu.

Razumijevanje je vazan element u ucenju i poucavanju matematike te se to isto od-
nosi i na algebru kao osnovni dio matematike. Ideja razumijevanja nije toliko jasna
koliko bi njezina svakodnevna primjena to sugerirala jer razli¢iti ljudi razmisljaju
na razlicite nac¢ine. Skemp kaze da treba razlikovati dvije vrste razumijevanja: ins-
trumentalno i relacijsko razumijevanje. Instrumentalno razumijevanje je vezano uz
znati kako ("pravila bez razloga”), dok relacijsko razumijevanje ukljucuje i znati
kako, ali znati i zasto. Instrumentalno razumijevanje je relativno povrsna kvaliteta
koju se promatra kada se rutinski zadatak uspjesno rijesi, dok je relacijsko razu-
mijevanje profinjenije te nikada ne zavrsava. Razvija se i produbljuje dok se ideja
iskusava na razlicite nacine i povezuje s drugim idejama. Za ucenje matematike je
bitno postié¢i relacijsko razumijevanje, no to nije ni jednostavno ni lako.

Cesto dolazi do neuskladenosti ucitelja i ucenika kada se radi o primjerenom razu-
mijevanju u ucenju matematike. Ucitelj moze raspravljati o matematickim idejama

i postavljati zadatke s namjerom pobudivanja relacijskog razumijevanja dok istovre-
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meno ucenik zeli razumijeti samo instrumentacijski tako da trazi da zapamti samo
postupke koji daju tocan odgovor na zadatke u vjezbama i ispitivanjima. Cesto
nailazimo na ucenike koji na matematiku gledaju samo kao na formule i postupke
koji se pamte, ali ne razumiju. Razlog tome moze biti jer su im predavali ucitelji
koncentrirani iskljuc¢ivo na instrumentacijsko razumijevanje, no do toga moze dodi i
unatoc¢ uciteljevim naporima u poticanju dubokoumnijih odgovora jer ucenje obu-
hvaca puno faktora. Do neuskladenosti takoder dolazi kada ucitelj instrumentacijski
poducava ucenika koji zeli razumijeti i relacijski, dakle, zasto je neSto tako. Alge-
barsko razumijevanje je povezano s prijasnjim ucenickim razumijevanjem brojeva
i numerickih operacija obzirom da se algebra na osnovnoj razini bavi s opcéenitim
aritmetickim vezama. Veze izmedu simbolickih i numerickih rezultata se stalno mo-
raju obnavljati. Razumijevanje negativnih brojeva i razlomaka i operacije s njima
su bitni pokazatelji u¢enja mnogih aspekata algebre. Poteskoce s njima su ¢esto
dovoljna barijera napretku. Stoga je vazno prepoznati neke poteskoce te istraziti

nacine na koje se te poteskote mogu razrijesiti.

2.2 Pogresna shvacanja i gresSke

Pogresna shvac¢anja i greske su vrijedni pokazatelji stanja uc¢enickog razumijeva-
nja te daju vazne informacije na kojima ucitelji mogu nadogradivati ideje i zadatke.
Poneka pogresna shvacanja se ¢esto pojavljuju i nasiroko prepoznaju, no ucenici ih
¢esto ne shvac¢aju te ne razaznaju njihove uzroke. Glavna poteskoca s algebrom,
osobito u ranijim fazama, lezi u ucenju primjerenog znacenja simbolickih izjava te
vecina pogresnih shvac¢anja proizlazi iz toga.

Kent daje primjer ucenice Margaret koju je zbunila jednadzba 3z — 7 = 5 i nikako
ju nije mogla rijesiti, no tada je samouvjereno izjavila da ‘% — 6 = 2 ima rjeSenje
2 i da nema smisla pokusati rijesiti x +3 = 15. U drugom je slucaju Margaret
rekla da 3x znaci ’trideset i nesto’ pa je x = 2 ¢inio 32 $to je po njoj bilo to¢no
rjeSenje. Obzirom da je x interpretirala kao znamenku na ovaj nacin, jasne su i
njezine poteskoce s preostala dva primjera jer oduzimanje 7, od 'trideset i nesto’ ne
daje 5, a za rjeSavanje x+3 = 15 potreban je broj od dvije znamenke. Margaret ima
savrseno dosljedan nac¢in pridavanja znacenja ovdje koriStenim izrazima, no ono je
u sukobu s konvencionalnom interpretacijom. Poteskoce ovdje nastaju zbog nizanja
brojeva. Kako objasniti dva simbola, 2 i z, kada stoje jedan pored drugoga? Ucitelji

¢esto kazu ucenicima da 2x znad¢i 2 - x, ali nizanje omogucuje raznolikost razlic¢itih



14

interpretacija u razli¢itim kontekstima kako unutar matematike tako i na drugim
podrucjima te je potrebno nauciti pravila. Zbunjenost je jasna ako citatelj promotri
znacenja koja mogu biti sadrzana u svakom od sljedeceg:

1
27 2p 28 29 21 24

1

5, @ 2A moze znaciti broj stana

Primjerice, 2¢g moze znaciti 2 grama, 2% znaci 2 +
ili zadatka u udzbeniku.

Istrazivanje koje je proveo CSMS (Concepts in Secondary Mathematics and Science),
a o kojem je izvjestio Hart dokazalo je nizu razinu rjesavanja algebarskih zadataka
koji ukljucéuju pojednostavljivanje. U velikom uzorku ucenika pokazano je da 77%
trinaestogodisnjaka i 87% petnaestogodisnjaka zna pojednostaviti 2a + 5a dok samo
22% 1 41% tocno rijesi zadatak 3n + 4. Ucenici ¢esto misle da slova zamjenjuju neki
objekt te ih to dovodi da 2a + 5a interpretiraju kao zbrajanje dviju i pet jabuka sto
im daje tocan odgovor od 7a. No, ta im vrsta interpretacije ne pomaze kod 3n + 4,
a izraz bc je posve beznacajan ako b i ¢ smatraju bananama i ciklama. Dakle, po-
vezivanje slova s nazivima predmeta nije dobra strategija u ranijim fazama ucenja
algebre.

Na jednom satu je 12-godisnji uc¢enik napisao da je 7k rezultat pojednostavljivanja
2k +k+4. Ucitelj je imao poteskoca pokazati Sto je pogresno. Ako ucenici tumace k
kao klokane onda im je instinktivna misao '4 cega’ sto daje odgovor 4 klokana, a sve
zajedno 7k. Kada je to povezano sa ¢injenicom da 3k + 4 ne izgleda kao ucenikov
odogovor to mozda i ne ¢udi da se pojavljuju takve greske. Medutim, ako se k po-
drazumijeva kao broj tada zamjenjujuéi neke vrijednosti u izrazima 2k +k+4, 3k+4

i Tk, na Slici 2. jasno se vidi da prva dva izraza nisu ekvivalentna posljednjem.

k Zk+k+4 3k+4 7k
1 7 7 7

2 10 10 14
3 13 13 21
4 16 16 28
5 19 19 35

Slika 2: Zbrajanje za otkrivanje pogreske

Nije dovoljno jednostavno re¢i uceniku da je njegov odgovor pogresan pa onda po-

kazati nac¢in postupka. Ucenici moraju shvatiti zasto rjeSenje nema smisla te razviti
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razne nacine provjere kako bi odlucili je li odgovor tocan ili u najmanju ruku uvjer-
ljiv. Pogresna shvacanja i greske su vazne za napredak ucenika pokaze li im se da su
u sukobu s rezultatima dobivenim razli¢itim pristupima zadatku. Na najnizoj razini
to podrazumijeva poticanje uc¢enika na preispitivanje razumnosti rjeSenja. No, vjest
ucitelj moze namjerno odabrati sukob kako bi potaknuo ucenicko razmisljanje.

Do zbunjenosti interpretiranjem slova kao predmeta moze doéi na vise nac¢ina. Cesto
citirani primjer dolazi od Clementa, koji je zamolio studente da naprave jednadzbu
koja se odnosi na s, broj studenata, i na p, broj profesora uz izjavu: Na ovom
sveucilistu je 6 puta vise studenata nego profesora. Ucestala pogreska je bila 6s = p
umjesto tocnog oblika s = 6p. Jos§ jedan primjer pogresnog shvac¢anja je kada su
na jednom tecaju studenti zamoljeni da napisu formulu koja povezuje m, broj mi-
lja, sa k, brojem kilometara, imajué¢i na umu da 5 milja odgovora 8 kilometara.
Dva najucestalija odgovora su bila bm = 8k gdje je m = %k ik = gm (ili njihov
ekvivalentan decimalni zapis). Nakon toga im je postavljeno pitanje koliko bi to
iznosilo za 8 milja nakon cega ih je odgovor 5 kilometara zabrinjavao. Dakle, nuzno
je razmisljati o vezi izmedu skupova brojeva, a ne izmedu rijeci. Tvrdnja da je 1
kilometar ekvivalentan g milje klju¢ je dolaska do tocne veze u obliku m = %k.

Jos jedno pogresno shvacanje ilustrira Slika 3. Nakon Sto je uciteljica navela razred
da primjeti da je svaki broj zdesna manji od odgovarajuceg slijeva, upitala je kako
se veza moze zapisati ako x predstavlja brojeve slijeva. Umjesto x — = — 1 prvi je

odgovor bio x — w primijenivsi ¢injenicu da slovo w prethodi x u abecedi.
x —=7?
2-1
322
4 -3
54
6—-5

Slika 3: Pronadi uzorak

Problem je sto ucenik mora shvatiti da numericka vrijednost svakog slova slijedi
abecedni poredak.

Upotreba znaka jednakosti je jos jedan izvor problema. Provedeno je istrazivanje
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koje pokazuje da ucenici znak jednakosti interpretiraju kao uputu za odredivanje
rezultata, a ne kao simbol koji pokazuje jednakost dva izraza. To proizlazi iz pri-
rodnog nacina upotrebe znaka jednakosti u mnogim izracunima. To takoder potice
i prisutnost tipke znaka jednakosti na mnogim kalkulatorima. U aritmetickom kon-
tekstu, uobicajeno je da ucenici zapisuju ¢injenicu poput 5+ 3 = 8 -4 = 32 kako
bi izrazili oba koraka, i zbrajanje i mnozenje, kada im je receno da zbroje 51i 3 i
zatim rezultat pomnoze sa 4. Toéno rjeSenje zadatka je pronadeno 8 - 4 = 32, no
pisana izjava je netoc¢na jer 5+ 3 ne iznosi 32. U algebarskom kontekstu uobic¢ajeno

je vidjeti ovakve pogresne izjave:
3r—5=7=3c=12=x=4icosf =32 =06=0=>531°

Ovdje znak jednakosti povezuje razlicite korake. Nije tesko razumijeti da se taj znak
koristi za pokazivanje da su dva izraza ekvivalentna, no pogreske u njegovoj primjeni
su ucestale cak i kada uciteljeve pisane izjave i udzbenici daju dobre modele koje
ucenici trebaju slijediti.

Ove ilustracije jasno pokazuju zbunjenost oko jednostavnih algebarskih ideja koje su
vidljive kod ucenika kada se testira njihovo razumijevanje. Ne samo da oni zaborave
pravila za postupak ve¢ im nedostaje i adekvatna i sigurna podloga razumijevanja
simbola s kojima rade te temelj za njihove odluke o onome $to ima smisla. Pro-
blem nije ograni¢en samo na slabije uc¢enike ve¢ i oni napredniji dolaze do ozbiljnih

nesporazuma.

2.3 Nepoznanice i varijable

Kiichemann, kao dio CSMS-a projektu prikazanom u Hartu (1981.), je istrazivao
razli¢ite ucenicke interpretacije slova te je proizveo Sestodijelnu kategorizaciju koju
je opisao kao:

e cvaluirano slovo
e neprimijenjeno slovo
e slovo kao objekt
e nepoznato slovo

e slovo kao generaliziran broj
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e slovo kao varijabla.

U evaluiranom slovu broj se odmah pripisuje slovu, kao u odredivanju da je a = 3
kada se da zadatak a + 5 = 8. Nisu potrebne nikakve operacije jer se zna da je
3+ 5 = 8. U drugom slucaju se slovo ignorira kada se pita za vrijednost a + b + 2
podrazumijevajuéi da je a + b = 43. Paznja se tu usmjerava na to da se 2 mora
dodati pa se slova mogu ignorirati. U oba slucaja ima smisla da slova zamjenjuju
neke brojeve, no ne postoji zamisao da se na slovima mogu vrsiti druge operacije
osim one da ih se zamijeni brojevima. Treca kategorija, slovo kao objekt, odnosi
se na uobicajenu pogresnu interpretaciju slova kao skracenice za neki predmet, a
ne za broj. Upotreba b i ¢ kao skracenice za banane i cikle te m i k za milje
i kilometre su tipi¢ni primjeri ovog fenomena. U ovom slucaju je mogucée vrsiti
operacije na izrazima koje obuhvacaju slovo, no ¢esto ¢e rezultati biti besmisleni.
Korisno je koristiti prvo slovo naziva objekta u mnogim algebarskim situacijama,
no mora biti jasno da se slovo odnosi na broj koji je na neki nacin vezan uz taj
objekt, a ne odnosi se na sam objekt. Slovo kao nepoznanica se veze uz rjeSavanje
jednadzbi te je u tom smislu toéno. No, do sukoba dolazi kada se ucenici susretnu
s jednadzbama koje imaju viSe rjeSenja. Primjerice, Wagner je otkrio da odreden
broj ucenika od 12 do 17 godina nije odmah uvidio da jednadzbe 7w + 22 = 109 i
™ + 22 = 109 imaju identi¢na rjesenja. Slovo kao generaliziran broj prosiruje ideju
nepoznanice. Kiichemann je pitao: ”Sto mozete reéi o ¢ ako je ¢ +d = 10, a ¢ je
manji od d?” Najucestaliji odgovor je bio dati jednu vrijednost, obi¢no 4, no neki su
dali i sistemsku listu 1, 2, 3,4 sto prikazuje slovo kao generaliziran broj. Profinjeniji
odgovor je bio ¢ < 5, §to pokazuje vete razumijevanje ideje o varijabli, iako nije
jasno je li svaki broj manji od 5 ili ga se gleda kao nekoliko odredenih brojeva. Dan
je i odgovor da je ¢ = 10 — d Sto ponovno implicira da moze biti uklju¢eno nekoliko
brojeva, no ne uzima u obzir da je ¢ < d. Razlika izmedu generaliziranog broja i
varijable se ¢ini manje jasnom i manje vaznom od one izmedu nepoznanice i varijable.
U odredenim algebarskim kontekstima dovoljna je ideja slova kao nepoznanice, no
ako do ucenika dolazi samo ta interpretacija, bit ¢e ocita barijera za smislen rad s
izrazima i funkcijama. Mnogi ucenici otprije imaju barijeru stvorenu prvim trima
kategorijama, osobito onim o slovu kao objektu. Na to se treba obratiti paznju veé
u ranijim stadijima ucenja predmeta te stalno naglasavati ideju slova kao broja, bilo

da je nepoznanica ili varijabla.
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2.4 Izrazi

Ranije smo se osvrnuli na probleme stvorene izrazima poput 3k+4. Tall i Thomas

govore da postoje ¢etiri prepreke u davanju smisla algebraskim izrazima:
e prepreka analiziranja
e prepreka ocekivanog odgovora
e prepreka nedostatka zakljucka
e prepreka postupak rezultat.

Do prepreke analiziranja dolazi zbog ¢itanja s lijeva na desno. To dovodi do toga da
ucenici ¢itaju ab kao "a i b” pritom misle¢i da ima isto znacenje kao a + b. Isto tako
je prirodno interpretirati 3 4+ 4k kao 7k jer se 344 Sto je 7 ¢ita prije k. Razmisljanje
koje vodi od 3 4+ 4k do 7k obuhvaca i druge prepreke. Svo njihovo ranije iskus-
tvo s jednostavnom aritmetikom zahtijeva od ucenika odredeno rac¢unanje kad oni
vide operacijski znak poput + pa ocekuju odgovor kad vide izraz 3 4 4k - prepreka
ocekivanog odgovora. Vezano uz to, nisu zadovoljni s 3 4+ 4k kao odgovorom jer
izgleda nepotpun - prepreka nedostatka zakljucka. Glavni problem ovdje lezi u pri-
rodi izraza poput 3 + 4k Sto ujedno predstavlja i postupak rezultat. Daje i upute
za racunanje i predstavlja rezultat tog izracuna u odsustvu odredene vrijednosti za
varijablu.

Ako se na algebarski izraz gleda samo kao na proces ili recept, tada njihova mani-
pulacija ili povezivanje nema puno smisla te dolazi do nerazumijevanje algebre. To

je cesto razlog neuspjeha mnogih ucenika u matematici.

2.5 Tecénost

U skolskoj algebri se puno vremena trosi na uvjezbavanje rutinskih vjestina poput
supstitucija, pojednostavljivanja i jednadzbi kroz stalna ponavljanja. Oni kojima
ideje vjezbanja nemaju smisla brzo gube tecnost, a oni koji ve¢ razumiju kroz stalne
vjezbe ne produbljuju razumijevanje. Zabrinutost zbog nedostatka tecnosti u al-
gebarskim vjestinama medu studentima viSeg obrazovnja u UK su nedavno izrazili
predavaci matematike i tehnickih znanosti. Primjerice, izvjesée Tackling the Mathe-
matics Problem govori o ”ozbiljnom nedostatku najbitnije tehnicke tecnosti - nespo-

sobnosti tecnog i tocnog numerickog i algebarskog izracuna”. Ta zabrinutost je odraz
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dugorocnih poteskoca koje imamo u u¢inkovitom poducavanju matematike opcenito,
i tocnije, algebre. Neki pokusaji da se algebru u¢ini dostupnijom i privla¢nijom svim
ucenicima su rezultirali manjim pridavanjem vremena uvjezbavanju vjestina naustrb
onih koji su ranije stekli visi stupanj tec¢nosti. Tecnost u vjestinama podrazumijeva
da ih mogu koristiti bez svjesne paznje tako da se um oslobodi za bolje razmisljanje
koje je potrebno za rjesavanje zadatka. Ako su rutinski detalji u algebarskoj raspravi
teski za ucenike, tesko je usredociti se na sveukupnu strategiju. Vjezba je svakako
potrebna za postizanje te¢nosti, no ne smije se odvajati od svrha kojima sluzi.

Hewitt obrac¢a pozornost na ”impresivno ucenje” do kojeg dolazi kada malo dijete uci
hodati te uocava da to trazi puno vjezbe no veé¢im je dijelom vjezba koja se dogada
dok pokusava postiéi druge ciljeve kao sto je dohvacanje igracke s druge strane ili
istrazivanje u parku ili na igralistu. Kao Sto kaze, vjezba je "podredena” glavnom
cilju: dijete prohoda dok pridaje paznju postizanju neceg drugoga. Usporedo, sati
algebre se ¢esto fokusiraju na manipuliranje izrazima i rjeSavanje jednadzbi. Ucenika
vjestine ne osposobljavaju da ucini ista Sto on smatra znacajnim. Posljedi¢no, oni
ih zaboravljaju te moraju prolaziti kroz beskrajan ciklus ponovnog poducavanja i
ponavljanja. Vjestine se najbolje u¢e u smislu visih ciljeva, gdje je fokus paznje
na rjesavanju vaznih zadataka i istrazivanju zanimljivih numerickih i geometrijskih

svojstava.

2.6 Osiguravanje konteksta

Jedan od razloga zasto je matematika tako mocna je taj Sto se moze odvojiti
od neposrednog konteksta i njegovih elemenata manipuliranih i transformiranih u
apstraktnu modu. Kako apstrakcija moze djelovati kao odredena barijera za mnoge
ucenike, vazno je povezivati ideje sa stvarima koje se ¢ine stvarnima i konkretnima
kao i osigurati razloge za predstavljanje svijeta u algebarskom obliku. Algebru treba
sagledati kao nacin rjeSavanja zadataka koji u¢enicima imaju neku vaznost. Algebra
i zapravo cijela skolska matematika bi trebala biti predstavljena u kontekstu ”za-
dataka stvarnog svijeta”. Ono sto je bitno je povezivanje ideja i zadataka s ne¢im
konkretnim i poznatim te da to nesto proizlazi iz matematike. Svi ucenici dodu
na sate algebre s poznavanjem i brojeva i geometrijskih predmeta te ih se moze
potaknuti zadacima izgradenima na tom poznavanju bez ocite primjene u stvarnom
svijetu. U ranim fazama ucenja algebre tesko je pronadi orginalne primjere iz stvar-

nog svijeta koji se ne bi mogli odmah rijesiti i bez algebre. To ne znac¢i da bismo
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trebali ignorirati stvarni svijet, ve¢ da ne trebamo ograniciti svoje primjere ili po-
misliti da ¢e primjena u stvarnom svijetu biti motivirajuca za ucenike. RjeSavanje
numerickog ili geometrijskog zadatka ili objasnjavanje iznenadujucih brojcanih svoj-
stava takoder moze biti motivirajuca i smislena.

Primjer jedne takve motivacije je rad 12-godisnjaka na zadatku pronalazenja veze
izmedu broja dijagonala i broja stranica u poligonu. Ucenici su nacrtali svoje po-

ligone i rezultate stavili u tablicu kao na Slici 4. Izazov tog sata je bio pronadi

Broj stranica 3 14 |5 |6
Broj dijagonala |0 |2 |5 |9

Slika 4: Koliko dijagonala ima poligon?

nacin za odredivanje broja dijagonala u dvadeseterokutu. Ucenici su brzo shvatili
da ¢e im trebati previse vremena za crtanje svih dijagonala, a da bi brojanje mo-
glo biti pomalo nepouzdano. Uoéili su uzorak u razlikama izmedu broja dijagonala
te shvatili da je potrebno puno zbrajanja da bi dobili Zeljeni rezultat. Zato su se
usredotocili na jednostavniji slucaj Sesterokuta te uzeli u obzir broj dijagonala koji
izlazi iz jednog njegovog vrha. Postoje 3 dijagonale iz svakog od 6 vrhova pa je
izgledalo da je trebalo biti ukupno 6 - 3 dijagonala, no u tablici je pisalo 9, a ne
18. Daljnja rasprava ih je dovela do saznanja da se svaka dijagonala moze izbrojiti
dvaput te se stoga 18 mora prepoloviti. Tada su mogli rijesiti zadatak s poligonom
od 20 stranica, no morali su znati koliko ima dijagonala iz svakog vrha. Pogledavsi
slucajeve koje su imali i shvativsi da dijagonala ne moze i¢i do dva susjedna vrha ili
do tocke iz koje pocinje, postalo je jasno da je broj dijagonala za 3 manji od broja
vrhova, §to je isto kao i broja stranica poligona. Sada smo dobili formulu za svaki

poligon.

Broj dijagonalu u n-terokutu: %n(n —3).

Broj dijagonala za dvadeseterokut je % -20-17 = 170. Poligoni su osigurali smisleni

kontekst koji su ucenici razumijeli te je mo¢ algebarskog rezultata postala ocita jer
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su tada mogli prona¢i broj dijagonala za bilo koji poligon. Na kraju sata im je
receno, zele li, da uvijek mogu provjeriti tocnost rezultata crtanjem i brojanjem

njegovih dijagonala.

2.7 Poveznice i veze

Lagano je u ucenickom umu algebru povezati sa nizom postupaka poput po-

jednostavljivanja, supstitucije i pronalazenja faktora te s nizom tema poput isto-
vremenih jednadzbi, grafova, algebarskih razlomaka od kojih se svaka nalazi u za-
sebnom odjeljku. Postupci i teme ¢esto nemaju poveznicu jedna s drugom ili s
drugim podrué¢jima matematike. Askew je promatrao ucitelje koji su bili ucinkoviti
u poducavanju male djece brojanju. Njihovo istrazivanje je identificiralo tri orijenta-
cije temeljene na vjerovanju ucitelja u podocavanju matematike. Ti ”idealni tipovi”
su opisani kao "oni koji povezuju, prenose i otkrivaju” iako se nijedan ucitelj ne
uklapa u jednu kategoriju ve¢ kombinira elemente svih. Ucitelji koji ”otkrivaju” su
naglasili prakticne aktivnosti koje su osmisljene kako bi ucenici otkrili metode samo
za sebe. Ucitelji koji "prenose” su koristili verbalna objasnjenja kako bi ucenici
mogli nauciti standardne postupke, a ucitelji koji "povezuju” gledaju poducavanje
kao dijalog izmedu "ucitelja i u¢enika u istrazivanju razumijevanja” s naglaskom na
crtanje veza i poveznica. Sest od Sesnaest ucitelja u studiji su ocijenjeni kao ” visoko
ucinkoviti”, a petero od njih su oni ¢ija je orijentacija opisana kao ”"onaj koji puno
povezuje”. Znacajno je da su bas ti ucitelji najucinkovitiji jer je ¢est problem u
ucenju algebre upravo nesposobnost stvaranja veza. Stvaranje veza izmedu brojeva
i algebre i poveznice sa slikovitim reprezentacijama uz grafove i dijagrame od kljucéne
su vaznosti.
Osnovna algebra se opisuje kao uopc¢ena aritmetika i ima korijenje u rjeSavanju pr-
votno numerickih problema te u predstavljanju i objasnjavanju veza izmedu brojeva.
Brojevi su relativno poznati i dostupni ucenicima te stoga pomazu dati smisao alge-
barskim izrazima. Vazno je zadrzati tu poveznicu tako da ucenici stalno budu svjesni
numericke veze s algebarskim idejama jer sluzi za ponovno pronalazenje znacenja
simbola te provjere da ti rezultati imaju smisla.

Na Slici 6. vidimo dva algebarska identiteta s nekim vezanim numerickim pri-
mjerima. Simbolicki oblik je jezgrovit nacin predstavljanja opéih svojstava prikaza-
nih u numerickim izjavama, ali su isto tako i posebni sluc¢ajevi dobiveni zamjenom

odredenih svojstava moc¢an nac¢in na koji se uspostavlja odnos izmedu tih dviju ideja,
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2a+3a=>5a nf+n=nn+1)

2-7+3-7=14+21=35=5-7 32+3=12=3-4
2:-143+3-143=5-143 19 +19=380=19-20
2:025+3-025=5-0.25 407 + 40 = 1640 = 40- 41

Slika 5: Ostvarivanje veza izmedu brojeva i algebre

generalizacije i specijalizacije. Ako uoc¢ena ideja nema smisla tada je promatranje
posebnog slucaja dobra strategija, no isto tako, unutar svakog posebnog slucaja uvi-
jek postoji mogucénost generalizacije. Jednostavan primjer koji to pokazuje je kad se
odgovori 8 -8 =64 1 7-9 = 63 razlikuju za jedan. To se moze smatrati slucajnoséu
sve dok se ne uzmu u obzir drugi slucajevi koji pokazuju nastajuéi uzorak prikazan
na Slici 7., a koji se mogu prikazati kao 2> — 1 = (x — 1)(z + 1). Nadalje, iako je

pocetna tocka algebarski identitet, numericki rezultati su jedan od nacina davanja

smisla.
2-2=4 1-3=3
3-3=9 2-4=8
4-4 =16 3-5=15
5-5=125 4-6 =24
6-6=36 5-7=35
7-7=49 6-8=48
8-8=064 7-9 =063
9-9 =281 8-10 =80

Slika 6: Nastajuc¢i uzorak

Slike su jos jedan nacin predstavljanja ideja. Slika 7. koristi kvadrate za prika-
zivanje potpune jednakosti 22 — 1 = (x — 1)(z + 1) u slucaju kada je z = 5. Lijevi
dijagram pokazuje kvadrat s jednim kvadrati¢em koji nedostaje. Gornji dio zasje-
njenih kvadrati¢a je maknut i smjeSten na jedan kraj da bi se stvorio pravokutnik
na desnoj strani. Slike lijepo prikazuju vezu za svaku pozitivnu vrijednost z-a te za
daljnje uopéavanje uzevsi u obzir z? — 32, razliku izmedu dva kvadrata.

Grafovi funkcija su specijalizirani oblici slika koji imaju kljuénu ulogu u algebri,
no njihov potencijal povezivanja i razvijanja razumijevanja se ne iskoristava uvijek u

potpunosti. Graf funkcije y = % — 1 prikazan na Slici 9. moze se gledati graf y = 2
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Slika 7: Povezivanje jednakosti sa slikom: 2 — 1 = (z — 1)(z + 1)

translatiran prema dolje za 1. Izraz x? — 1 zapisan kao (z —1)(z + 1) daje ekvivalen-
tan oblik koji odmah pokazuje da krivulja presijeca x os u x = 11ix = —1. Nakon
toga je dobro upitati ucenike Sto misle kako ¢e izgledati graf y = (z 4+ 1)(z — 1).
Iskustvo pokazuje da ne odgovaraju odmah iako su upoznati s jednakosti koja po-
vezuje ta dva grafa. Standardni algebarski postupci koji obuhva¢aju mnozenje dva

Slika 8 y=22—1iy=(z—1)(x+1)

linearna izraza ili pronalazenje kvadratnih izraza se mogu ozivjeti i postaviti u Siri
kontekst pronalazenjem veza s numerickim faktorim i grafickim i drugim slikovnim
reprezentacijama, no isto se odnosi i na sve druge aspekte algebre gdje se ucenicko ra-
zumijevanje moze unaprijediti naglasavanjem poveznica i veza te razlicitim nacinima

sagledavanja iste ideje.

2.8 Uloga tehnologije

Tijekom proteklih tridesetak godina koliko su kalkulatori dostupni, postoji puno
kontroverzi o njihovoj ulozi u u¢enju aritmetike. To ostaje i dalje tako zbog napred-
nijih, tzv. grafickih kalkulatora. Kao i s jednostavnim kalkulatorima, zabrinjava

utjecaj takve tehnologije na ucenicko razumijevanje i vjestine te do koje mjere bi
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se kurikulum trebao promijenti kako bi se uzela u obzir i mo¢ koju takvi alati
omogucuju. Vazno je dobro razlikovati primjenu tehnoloskih uredaja kao brzo i
tocno sredstvo koje olakSava rad, sto se moze iskoristiti pri primjeni algebre u za-
dacima, te kao svestranog sredstva s ¢itavim nizom sposobnosti koje se mogu isko-
ristiti za unaprijedivanje nacina na koji ucenici uce algebru. Hergel razlikuje ciljeve
izvedbe neke operacije za koju bi bilo primjereno koristiti kalkulator te odabir stra-
tegije za rjeSavanje zadatka koji se ne moze rijesiti kalkulatorom. Na sposobnost
odabira strategije ¢e utjecati poznavanje algebarskih ideja i postupaka te iskustvo
u njihovom rjesavanju. Iako sposobnost ruc¢nog izvodenja operacije nije najbitnije
pri samom rjesavanju zadatka, dodatno iskustvo u tome je nuzno za osiguravanje
poznavanja i razumijevanja ideja potrebnih za izbor strategije. Vazno je razlikovati
algebarske vjestine koje primijenjujuemo u jednostavnim primjerima koji se rade
umno i kompliciranije primjere gdje bi primjena kalkulatora bila primjerena. Od
ucenika ocekujemo da x? — 1 ili 2 — 3z + 2 rastavi na faktore racunanjem u glavi,
no kalkulator ée biti primjereniji u rjesavanju 62> — 172? — 5z + 6. Prvi primjer je
razumijevanje prirode algebarskih faktora, no drugo je slozeniji zadatak koji nuzno
ne razvija daljnje razumijevanje niti sposobnost primjene ideje rastavljanja na fak-
tore. Lijevi ekran na Slici 10. pokazuje uzorak u faktorima dva izraza za poticanje
objasnjenja i generalizacije. Faktori od 22 — 1 jesu poznati no od 2® — 1 bas i nisu.
Stoga se preporucava prosirivanje zagrade da bi se vidjelo zasto su ekvivalentni s
x® — 1. Ocito daljnje pitanje je razmotriti z* — 1 te ée to vjerojatno dovesti do
prijedloga da su faktori (z — 1)(z® + 22 + x + 1). Desni ekran pokazuje da ima jos
stvari koje moramo uzeti u obzir. Kad se one porjesavaju, vrijedi pogledati 2° — 1 i

2% — 1 kako bi se dalje generaliziralo.

b - -

Jlroe q

. f‘n:.t.or{xz - 1)
(x=1)-(x+1)]

] fl;tan{xx - ]_] . 'F.:-'LC-'{K4 - 1]
(x=1)(x2+x+1 [ ("‘1)'(1‘*13‘["2*1]
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Slika 9: Faktorizacija

Svaki ucitelj matematike dobro poznaje poteskoce na koje ucenici nailaze pri da-

vanju smisla algebri. U ovom su poglavlju pokazani neki faktori koji djeluju kao
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barijere za davanje smisla algebri te neke strategije koje su vazne za ucinkovitije

poducavanje i uc¢enje. Sazmimo ih u nastavku:

e Puno trenutnog poducavanja algebre na svim razinama vodi do ucenja napa-
met ¢iji je cilj instrumentalno razumijevanje. Ucenje napamet se previse osla-
nja na pamcenje ¢injenica i vjestina, a ne na njihovo razumijevanje i primjenu.
Smisleno ucenje, vezano uz relacijsko razumijevanje, smanjuje opterecenje u
sjecanju tako da slaze ideje u koherentni okvir te omogucuje ucenicima fleksi-

bilno razmisljati i samostalno rjesavati zadatke.

e Ucenici ¢esto pogresno interpretiraju slova kao predmete, a ne kao nepoznanice
ili varijable koje imaju numericke vrijednosti. Takoder im je problem inter-

pretacija nizanja simbola i uloga znaka jednako za oznacavanje jednakosti.

e S pogresnim shvacanjima i greSkama se moramo suociti i raspraviti ih te ih ko-
ristiti za napredak. Kognitivan sukob je vazan element u uvjeravanju ucenika
da njihovo trenutno razmisljanje nije primjereno te da moraju poraditi na

relacijskom razumijevanju algebre.

e Tecnost u manipuliranju algebarskim izrazima je bitna i zahtijeva uvjezbanost

Sto se postize stalnim ponavljanjem.

e [ako je algebra moc¢na jer se moze razdvojiti od neposrednog konteksta, vec¢ina
ucenika ima potrebu povezivati ideju sa stvarnim stvarima. To ne zahtijeva
nuzno , kontekst stvarnog svijeta“ jer iznenadujuca svojstva brojeva i zadaci i
zagonetke svih vrsta su uc¢enicima takoder stvarni te daju bogato podrucje za

primjenu algebarskih ideja.

e Tehnologija u obliku kalkulatora svih vrsta i racunalnih programa ima vrijednu
ulogu koristi li se primjereno tj. u svrhu promoviranja algebarskog razumijeva-
nja. Ipak, tecnost u izvrsavanju jednostavnih algebarskih izraza ¢e zasigurno

ostati najbitnija komponenta razumijevanja i u¢inkovite primjene algebre.
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3 Kreiranje i rjesavanje jednadzbi

3.1 Kreiranje i rjeSavanje linearnih jednadzbi

Jednostavne linearne jednadzbe cesto uvodimo dijalogom poput sljedeceg:
Ucitelj: Zamisli broj. Udvostrudi ga i zbroji sa 5. Sto si dobio?
Petar: Dobio sam 11.
Ucitelj: Marko, koji je broj Petar zamislio?
Marko: Zamislio je broj 3.
Ucitelj: Petre, je li Marko upravu?
Petar: Da.
Ucitelj: Marko, kako si to izracunao?
Marko: Oduzeo sam 5 od 11 i dobio 6, a zatim sam to prepolovio.
Ucenicima je obicno ovakvo rjesavanje teze iako su brojevi jednostavni, a operacije
i njima inverzne operacije dobro poznate. Postupak koji obi¢no provode je "raz-
rijesiti” dvije operacije. No, ¢im se jednadzbe simbolicki predstave i uvedu formalne
metode rjesavanja, mnogi ucenici po¢nu dozivljavati idu¢e poteskocée dobro poznate

uciteljima:

e Problem pretvaranja zadatka s rijecima u algebarski oblik

Oslanjanje na neformalne metode koje su ucinkovite u jednostavnim situaci-
jama, ali su manje primjerene za jednadzbe ¢ije su potrebe rjesenja formalnijeg
postupka

Nedostatak tecnosti u zadacima s negativnim brojevima i razlomcima

Netocan odabir poretka izvrSavanja operacija

Odabir pogresne inverzne operacije
e Zbunjenost oko toga sto se tocno smatra kompliciranim pismenim postupkom.

Najtezi dio rjesavanja nekog zadatka je njegovo prenosenje u primjereni simbolicki
oblik. Taj se aspekt rjesavanja zadataka lako zanemaruje te se ucenici koncentri-
raju na ucenje tehnike za rjesenje. To ima dva losa ucinka; ucenici ne uspijevaju
razviti sposobnost izvrsavanja pocetne faze u rjeSavanju zadataka te je motivacija
oslabljena jer nestaje razlog za ucenje rjeSavanja zadataka. Tehnike bi se trebale

razvijati uz zadatke za koje su osmisljene tako da ucenici vide svrhu onoga sto rade.
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Privla¢nost rjeSsavanja zagonetki moze biti snazan izvor motivacije. Pretvaranje kon-
kretne situacije u algebarske pojmove zahtijeva svjesnost simbolickih znacenja, tj.
sposobnost povezivanja izjave rijecima "udvostruci broj i dodaj 5” i njezinog sim-
bolickog znacenja 2x + 5. Jednadzbe poput x + 5 = 8 ucitelji cesto koriste kao
uvod u formalni postupak rjesavanja jednadzbe, no primije¢uju da ucenici dolaze do
rjeSenja metodom ili primjenom poznatih brojcanih veza. Ne moraju razmisljati u
okviru oduzimanja broja 3 jer im je broj koji nedostaje oznacen kao x odmah ocit
jer znaju da je 3+ 5 = 8. Uvodenje formalnih postupaka bez kojih ucenici ionako
znaju rijesiti zadatak i nije neka razumna taktika jer ucenici ionako ignoriraju teze
nacine rjeSavanja jednostavnih zadataka. Tek kada odgovor nije ocit, a neformalne
metode nisu dovoljne, ¢e ucenici uvidjeti da su formalni postupci korisni. U kontek-
stu "razmisli o broju”, rjesavanje 24z + 53 = 137 je manje trivijalno od 2x +5 = 11,
iako je jednostavniji zadatak koristan kao pokazivatelj pristupa tezem zadatku. Do
mnogih poteskoca s algebrom dolazi jer ucenici ne posjeduju dovoljno razumijevanja
za najbitnije numericke ideje ili tec¢nost za njihovo koristenje, a to je primjenjivo i za
rjeSavanje jednadzbi. Stoga bi bilo primjereno, sto je moguce ranije, utvrditi prin-
cipe i postupke, koriste¢i samo one vrste brojeva s kojima ucenici tecno racunaju.
Zadaci s razlomcima i negativnim brojevima bi se trebali odgoditi dok se ne stvori
samopouzdanje za rjeSavanje zahtjevnijih vrsta brojeva i algebarskih postupaka s
jednostavnijim brojevima.

Do ceste pogreske u rjesavanju jednadzbe poput 3x — 2 = 7 dolazi kada ucenici
odluce oduzeti 2 s obje strane, kako bi se rijesili 2 na lijevoj strani, te pogresno
dodu do 3x = 5. Do te greske dolazi jer ucitelji ¢esto govore o rjesavanju odredenog
broja kako bi se izolirao nepoznati element. To pretpostavlja da se nesto mora
maknuti, a ne da se mora izvrsiti neka operacija. Jasnoca o potrebnoj operaciji
se postize razmisljanjem o poduzetim koracima za uspostavljanje izraza na lijevoj
strani jednadzbe. Pretvaranjem u rijeci korake predstavljene izrazom 3z — 2 te nje-
govim moguéim predstavljanjem u dijagramu (kao $to je prikazano na Slici 10.),
olakSavamo odluku o tome §to moramo uciniti da dobijemo vrijednost x. Dijagram
nadograduje ucenicke intuitivne ideje kako rijesiti zadatak ”"razmisli o broju” te sluzi
i kao priprema za predstavljanje i rjeSavanje zadataka u algebarskom obliku i kao po-
kazatelj nacina prevladavanja poteskoca koje ucenici imaju s formalnim metodama
rjeSavanja linearnih jednadzbi. Razmisljanje o tome kako je jednadzba stvorena
pomaze u prevladavanju poteskoca s redoslijedom izvrsavanja operacija koje dovode

do rjesenja. Ideja da se ono Sto je zadnje napravljeno mora razrijesiti prvo nije od-
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x3 -2
— s
X . 3x ) 3x -2
+3 +2

Slika 10: Razrjesavanje uz dijagram

mah ocito ako ucenik gleda pismeni oblik 3z — 2 = 7. Kada ¢itamo izraz zapazamo
73 puta nesto” i to nesigurnog ucenika moze navesti da pokusa dijeliti sa 3. Iako
se takve greske ne rade u jednostavnim slucajevima poput ovoga, Ceste su u jed-
nadzbama rijeCima. Primjerice, kad a postane dio formule v = u + at, ucenici ¢esto
predloze rjesenje a = ¥ — w.

Inzistiranje na kompliciranom pisanom obliku rjeSenja poput onog na Slici 11. gdje
se zapisuju svi koraci, komplicira jednostavan postupak te zbunjuje umjesto da
pomaze u razumijevanju. Desni bi oblik trebao biti dovoljan kao pisano rjesenje,
no trebala bi uslijediti rasprava kojom ¢e se naglasiti postupak odlucivanja o dva
koraka - dodavanje 2 i dijeljenje s 3. Dijagram je vrijedan nacin pripomaganja

razmisljanju i snimanju obuhvacenih koraka. Primjena dijagrama utvrduje vazne

3x—2=7
3x—2+2=7+2 3x—2=7
3x =9 3x=9
3x 9
- == x=3
3
x=3

Slika 11: Kompliciranje jednostavnijeg postupka

principe izvrSavanja iste operacije s obje strane jednadzbe za odrzavanje jednakosti
te odredivanje reda izvrsavanja tih operacija. Medutim, dijagram nije primjenjiv
kada se nepoznanica pojavljuje na vise mjesta u jednadzbi jer se nepoznanica mora
pojaviti na samo jednom mjestu. Kad ucenici postignu tecnost u rjeSavanju razlicitih
linearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom, dodatni koraci nisu teski.

Jednadzbe se ne bi trebale pojavljivati samo u zadacima s kojima se uvjezbava teh-

nika rjesavanja; formuliranje jednadzbi je jednako vazno kao i njihovo rjesavanje.
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Ovo je primjer zadatka o dobi koji je popra¢en dijalogom s fokusom na formuliranje
jednadzbe koju treba rijesiti.

Marija je 27 godina starija od njezinog sina Marka, a za 5 godina ¢e njezina dob biti
4 puta veca od Markove. Koliko im je godina sada?

Ucitelj: Sto pokusavamo ovdje dobiti?

Ucenik: Marijinu i Markovu dob.

Ucitelj: Sto znamo o njim?

Ucenik: Marija je 27 godina starija od Marka.

Ucitelj: Ako Marko trenutno ima x godina, kako mozemo zapisati Marijine godine?
Ucenik: x + 27.

Ucitelj: Dakle, Marko ima x godina, a Marija x + 27. Koliko ¢e oni imati godina za
5 godina?

Ucenik: Marko ¢e imati x 4+ 5 godina, a Marija x + 32 godine.

Ucitelj: Sto ¢emo sljedeée napraviti?

Ucenik: Znamo da ¢e za 5 godina Marija biti 4 puta starija od Marka.

Ucitelj: Kako ¢emo to zapisati?

Ucenik: Mozemo zapisati 4(x 4+ 5) = z + 32.

Ucenici mogu dodavati korake koje ¢e poduzeti u svakoj odredenoj fazi kako bi dosli

do rjesenja:

4(xr+5) = x+32
4 +20 = z+32

3r+20 = 32
3r = 12
r = 4.

Zadnja faza rjeSavanja zadatka je prezentirati rjeSenje u trazenom obliku te nje-
gova provjera. U ovom slucaju Marko ima 4 godine, a Marija 31 godinu, a za 5
godina oni ¢e imati 9 i 36 godina, tj. Marija ¢e biti 4 puta starija od Marka. Zada-
tak osigurava jasan kontekst, iako treba malo promisliti o njemu.

Jednadzbe mozemo rjesavati kalkulatorom. To je korisno s kompliciranim jed-
nadzbama. No, prije toga ucenici moraju biti vjesti u ru¢nom rjesavanju stan-
dardnih tipova jednadzbi te primjena kalkulatora ne smije potkopavati tu vjestinu.

Kalkulator moze pomod¢i u rjesavanju jednostavnih jednadzbi samo kako bi fokusirao
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ucenicku paznju na izbor operacija i upozorio na ucinke pogresnih odabira. Na Slici
12. prikazan je slijed operacija primijenjenih na obje strane jednadzbe tako da x os-
taje slijeva, a rjeSenje se pojavi s desna. Tri operacije koje se pojavljuju su: oduzmi
2z, dodaj 7 i podijeli s 3. U svakoj fazi jednadzba pocinje zagradama, a odabrana
operacija se nalazi iza zagrade. Rezultat se tada prikazuje kao jednadzba na desnoj
strani. Tajna uspijeha je u odabiru odgovarajuceg slijeda operacija. Pomocu kal-

9'X=7=2'x+95 5-:-?=2-x+ﬂ
(S x=-7=22x+5)-2-x I x=7=
(3 x=-7=5)+7 Ix=12
3-x=12

X = 4

Slika 12: Koraci u rjesavanju jednadzbi kalkulatorom

kulatora se ucenik moze usredotociti na ucenje te vazne vjestine jer odmah postaje
jasno ako operacija ne dovodi do ocekivanog. Primjerice, Slika 13. pokazuje sto
se dogodi ako se 7 oduzme umjesto da se doda kao druga operacija u primjeru na
Slici 12. To ne pojednostavljuje jednadzbu pa ucenik shvaca da je odabrao krivu

operaciju. Primjena naprednog kalkulatora kao nacin razvijanja ucenickog razumi-

(3 x=-7=5)=-7 3-x=-14= -2|

Slika 13: Odabir pogresne operacije

jevanja i vjestina za izvrSavanje zadataka neovisno o uredaju je relativno neistrazeno
podrucje, pri ¢emu je potreban oprez kako ucenik ne bi shvatio da kalkulator sve
odraduje pa ni nema potrebe za razumijevanje onog sto se odvija. Sposobnost inte-
ligentne primjene jednadzbi te stvaranje algebarskih argumenata ovisi o poznavanju
pravila i postupaka pisane algebre. Kalkulator ne rjesava sve probleme! Rjesavanje
jednadzbi opcenito, s varijablama, bez konkretnih brojc¢anih vrijednosti, mijenjanje
subjekta formule i pronalazenje inverzne funkcije su sve zadaci za rjeSavanje jed-
nadzbi pri cemu je problem odabira tocne operacije u svakoj fazi jos veéi izazov
ucenicima jer prisustvo dodatnih varijabli komplicira situaciju. Na primjer, kako
bismo pronasli vrijednost a iz formule v = u + at kada je v = 25, u = 101 ¢t = 3,

jednostavnije je zamijeniti i rijesiti jednadzbu 25 = 10 + 3t nego izvesti formulu
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a = v — ut te tada izvrsiti zamjenu. Kada je potrebno zadrzati slovéani oblik jed-
nadzbe, dijagrami ponovno postaju korisno sredstvo kod razmisljanja o koracima
koje treba poduzeti. To je prikazano primjerom na Slici 14. koji pokazuje kako izra-
ziti [ iz formule T' = 27 \/g . Dijagrami bi trebali ucenicima pripomoci u razmisljanju
na putu prema tecnosti odabira to¢ne operacije toénim redoslijedom za postupak
poput:

[
2y — = T

g

[ T

g 27

I T?

g 42
T2

I = g—.
472

+g sq root 2

v

] { ——— I o
— gt = o P 2

Slika 14: Primjena dijagrama za pretvaranje formule 7' = 277\/%

3.2 Sustavi jednadzbi

Sawyer kaze da se algebra moze uvesti sa zadacima koji vode do sustava jednadzbi
jer su one manje trivijalne od jednostavnih linearnih jednadzbi te vise motiviraju
za algebarski pristup koji daje znacenje simbolima i razvija vazne postupke. Njegov
pocetni primjer je u obliku zagonetke prikazane na Slici 15. §to rjeSenje zadatka ¢ini
neposredno ocitim te vodi do algebarskog prikaza.

Sa m kao visinom muskarca, a s kao visinom svakog sina, situacija se moze

predstaviti sa sustavom jednadzbi s dvjema nepoznanicama.

m+2s =14
m—+s =10
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Slika 15: Zadatak s muskarcem i sinovima: Muskarac ima dva sina blizanca koji
su iste visine. Dodamo i visinu musSkarca visini jednog sina, dobijemo 10 stopa.
Ukupna visina muskarca i oba sina je 14 stopa. Koje su njihove visine?

Dijagram jasno pokazuje kako oduzimanje dviju jednadzbi odmah dovodi do rjesenja
s=41m =6.

Jos jedan nacin uvodenja sustava jednadzbi je primjena dviju kockica, jedne crvene
i jedne plave, pri ¢emu zamolimo ucenika da ih baci i uoci rezultat.

Ucitelj: Koji je ukupan rezultat?

Ucenik: 8 (5 na crvenoj i 3 na plavoj kockici).

Ucitelj: Kako to mozemo zapisati?

Ucenik: c+p=28.

Uéitelj: Sto je ¢?

Ucenik: Crvena kockica.

Ucitelj: Dobro razmisli sto znaci c.

Ucenik: Broj na crvenoj kockici.

Ucitelj: Tako je, slovo predstavlja broj. A p je broj na plavoj kockici. Dakle, koji je
zbroj zbroja na crvenoj kockici i 3 puta broja na plavoj kockici?

Ucenik: 14.

Ucitelj: Kako mozemo to zapisati?

Ucenik: ¢+ 3p = 14.

Ponovno imamo situaciju sustava jednadzbi s dvjema nepoznanicama koja izaziva

ucenike da predloze nacin pronalaska rjesenja:

c+p=38
c+ 3p = 14.

Ucenici odmah uoce da oduzimanje jednadzbi vodi do rjeSenja. U oba primjera

je jasno znacenje jednadzbi, a slova se jasno odnose na brojeve. Zagonetke su
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osmisljene kako bi privukle paznju ucenika. Njihovo rjesavanje daje jednostavnu
svrhu algebri. Stovise, ucenici mogu sami predloziti postupke rjesavanja koji se

mogu poboljsati, uvjezbati, prosiriti i primijeniti u mnogim primjerima.

3.3 Kvadratne jednadzbe

Jednostavne kvadratne jednadzbe bez linearnog ¢lana se mogu rijesiti ¢im se
ucenici upoznaju s kvadratnim korijenom. Prosirivanjem metoda koje se koriste za

linearne jednadzbe, ucenici jednostavno mogu rijesiti jednadzbe poput:

2 +3 = 12
(x—5)? = 81
3z2 —8 = 40.

[zazovniji problem prije uvodenja formalnih postupaka bi bio pronalazenje broja koji
je za 1 manji od svog kvadrata, tj. pronalazenjem rjesenja za jednadzbu 2% — x = 1.
Iz Slike 16. je jasno da je rjesenje izmedu 1.61 i 1.62. Evaluiranjem funkcije za
1.615 tada pokazuje da je rjeSenje izmedu 1.615 i 1.62 te je stoga 1.62 rjeSenje
toctno za dva decimalna mjesta. Daljnja evaluacija tada daje 1.618 kao rjesenje za
tri decimalna mjesta. Pokusaj i poboljsanje daje uc¢enicima osjec¢aj za rjeSenje kao

x xt—x
1.6 0.96
1.62 1.0044
1.61 0.9821

1.615 0.993225
1.618 0.999924
1.619 1.002161
1.6185 1.00104225

=1

Slika 16: Pokusaj i poboljsanje rjeSsavanja x
broj koji zadovoljava jednadzbu jer je to direktno trazenje broja koji se u svakoj
fazi testira njegovim isprobavanjem. Takoder je dobro za razvijanje razumijevanja

decimalnog oblika brojeva te pitanje pronalazenja rjeSenja do prikladnog stupnja
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tocnosti. Pokusaj i poboljSanje omogucava metodu koja je dobra za sve jednadzbe,
no nije primjerena kao jedina metoda rjesavanja jednadzbi jer se visestruka rjesenja
ne prepoznaju odmah te ne daje tocan oblik rjesenja tamo gdje je to moguce kao u
vaznom slucaju kvadratnih jednadzbi.

Graficke metode daju vrijedan uvid u rjeSavanje jednadzbi i naglaSavanjem broja
rjeSenja i osiguravanjem rjeSenja do odredenog stupnja toc¢nosti zumiranjem tocki
presjeka. Skica grafa moze biti dovoljna za prepoznavanje broja rjesenja, no kao
i s pokusajem i poboljsanjem, zumiranje rjeSenja dat ¢e samo priblizan odgovor.
Ipak, graficki pristup za rjesavanje jednadzbi je dobar za razvijanje razumijevanja
grafova osobito kada se uzmu u obzir alternativni nacini rjeSavanja iste jednadzbe.
PronalaZenje presjeka vy = 22 — 2 i y = 1 je jedan od nacina grafickog rjesavanja

2?2 — x = 1. Druga moguénost obuhvaca sjeciste krivulje y = 2

—xr—1sazosii
sjecistem krivulje y = 22 s pravecem y = x + 1. Te tri moguénosti prikazane su na

Slici 17., 18., 19.

Slika 18: 22 —x—1=0

/

Slika 19: 22 =z + 1

Rjesavanje jednadzbi njihovim izrazavanjem kao produktom faktora je vazna
ideja sa Sirokom primjenom. Najosnovnija ideja je da jedan ili vise faktora moraju
biti nula ako je i umnozak nula: ab =0 = a = 01ili b = 0. To dovodi do standardnog

rjeSavanja kvadratne jednadzbe:
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> —4r4+3 = 0
(x—1)(z—=3) = 0

r—1=0iliz—-3=0

r=11iz=3.

Vezano uz ovaj postupak rjesavanja kvadratnih jednadzbi ucenici nailaze na cetiri
poteskoce:

e JednadZzba poput 22 — 4x = 0 se Cesto zapisuje u obliku 2% = 4z, a zajednicki
faktor x se odbacuje dajuéi rjesenje x = 4 te gubeci drugo rjesenje x = 0.
Vazno je upozoriti ucenike na opasnosti neprimjerenog kracenja te ih poticati
na izrazavanje jednadzbi poput ove u obliku z(x — 4) = 0 tako da se ne gube

rjesenja.

e Jednadzba poput 22 — 3z — 4 = 0 se ¢esto zapisuje u obliku z? — 3z = 4,
faktoriziranjem dobivamo jednadzbu z(x — 3) = 4 koja se tada rjesava kao
xr=41ix— 3 =4, pogresno primjenivsi princip kada je produkt jednak nuli.
Ovakve pogreske se moraju raspraviti kako bi se pojasnilo da oba rjesenja
moraju zadovoljiti jednadzbu te kako bi se pomoglo ucenicima uvidjeti da
princip u ovom obliku ne odgovara za druge brojeve osim nule. Trebalo bi
istaknuti da se 4 moze izraziti kao umnozak 1-4,(—1)-(—4),2-21 (-2)-(—2)

te da samo prva dva dovode do rjesenja.

e Nije uvijek moguce rijesiti jednadzbu pronalazenjem faktora. Ucenici ne raz-
likuju situacije gdje nema realnog rjesenja i onih gdje se rjeSenja ne mogu
odmah naci jer nisu racionalna. Ovakvi se primjeri moraju raspravit jos dok
se ideje o kvadratnim jednadzbama razvijaju: graficka interpretacija i uloga

diskriminante b?> — 4ac su osobito vazne.

e Kada se uvede opca formula za rjesavanje kvadratne jednadzbe, uc¢enici imaju
naviku koristiti je bez obzira moze li se jednadzba rijesiti manjem komplici-
ranim postupkom, poput jednostavnog rastavljanja na faktore. Privlacnost
formule je sto "uvijek uspijeva” pa kad ucenicima postane poznata, uvjereni
su da njome mogu dobiti tocne rezultate. Treba im pomodi razviti tecnost za
rastavljanje na faktore jednostavne kvadratne izraze tako da to postane njihov
prvi pristup.
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Poznavanje opée metode rjesavanja kvadratnih jednadzbi je vazno iz razloga Sto je
korisno kao prakticna metoda dolaska i do to¢nih i do pribliznih rjesenja te kao
nacin razlikovanja izmedu situacija gdje postoji 0,1 ili 2 rjeSenja. Ideja nadopune
do potpunog kvadrata je dobra jer omogucava i nacin dolaska do formule kvadratne
jednadzbe kao i jednostavan nacin skiciranja grafa bilo koje kvadratne funkcije.
Jednadzba x? — 42 + 1 = 0 se nadopuni do potpunog kvadrata rjesava ovako:

2?2 —4r+1 = 0
2 —4dr+4 = 3
2 —4dr+4 = 3

(x—2)?2 = 3

r—2 = ﬂ:\/g
r = 243

r~3.73ili z ~ 0.27.

Ucenicima ¢esto prvi korak predstavlja problem jer zahtijeva poznavanje oblika
poput (z —2)? = 2% — 4z + 2. PomaZe prvotno pogledati primjere gdje je koeficijent
od z? jednak 1, a koeficijent od x je paran tako da se princip postupka razumije prije
nego se uvedu komplikacije uzrokovane razlomcima. Postupak dobiva na vaznosti
kad ga se veze s grafom kvadratne funkcije jer oblik potpunog kvadrata osigurava
jednostavniji nacin skiciranja grafova.

Nepotrebne komplikacije se ponovno mogu izbje¢i dokazivanjem formule za rjesavanje
op¢e kvadratna jednadzbe. Kao i ranije, situacija se pojednostavljuje ako je koefi-
cijent od 2 ogranic¢en na 1 tako da je promatrana jednadzba oblika x? + bx + c.
Uobicajen pistup temeljen na nadopuni do potpunog kvadrata bi se trebao prezen-
tirati uz numericki primjer naglasavajuci ulogu identiteta (z + g)z = 2%+ 2bx + g—z
S opéim slu¢ajem az? + bx + ¢ = 0 se moze raditi zamjenjivanjem b i ¢ sa g i<da

bi se dobila poznata formula:

—b+Vb? — 4dac

2a

Tr =
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2 B b
x+bx+4—_‘ c
(+3) -2
x ) =3 c
_52—4.—:
)

N b+ (b? —4ac)
x _—_=—————
2 2

—b + Vb2 — 4ac
2

X =

Slika 20: Dokazivanje formule kvadratne jednadzbe

Kao sto je slucaj i sa svim drugim jednadzbama, ucenju postupaka rjesavanja se
dodaje i znacenje i svrha kada se oni primjenjuju u zanimljivim zadacima.
Zadatak 1. pokazuje zasto su 3, 4 i 5 Pitagorine trojke uzastopnih brojeva, dok
Zadatak 2. prikazuje problem koji obuhvaca brzine u kojima su algebarski razlomci
ukljuceni u rjeSenje.

Zadatak 1. Primjena Pitagorina teorema na pravokutni trokut sa stranicama du-
inex, x+1 12+ 2:

(x+2)? = (z+1)*+2?
P44 +4 = 22420+ 1+27
=22 -3 = 0

(x+1)(xz—-3) = 0

z=—11iixz=3.
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x = —1 nije rjesenje pa je x = 3 jedino rjesenje koje dovodi do Pitagorinih trojki.
Jedini uzastopni brojevi koji mogu formirati stranice pravokutnog trokuta su 3, 4 i
5.

Zadatak 2. Brzina rijeke je 3 km/h. Pronadi maksimalnu brzinu broda na mirnoj
vodi ako je nagkrace vrigeme koje je potrebno da brod prijede put od 1km uzvodno 1
natrag jedan sat.

Ako je najveca brzina broda na mirnoj vodi x km/h onda je vrijeme koje je potrebno

1

da se prijede 1 km uzvodno i natrag dano izrazom: ﬁ + ——5. Ako putovanje traje

1 h rjesavanjem krajnje jednadzbe dobijemo x.

—+-5=12r-3+s+3=(z-3)(z+3) 22> -2 -9=0.

Rjesenja su z ~ 4.16 i x =~ —2.16 te nam samo prvo rjesenje odgovara.

Ova dva problema ilustriraju dvije uloge algebre. U prvom slucaju je svrha objas-
niti ili dokazati nesto, a to je da postoji samo jedna Pitagorina trojka s trazenim
svojstvom, dok drugi problem zahtijeva numericko rjesenje. U oba slucaju postoje

tri faze rjesavanja problema:
e [zrazavanje situaciju u algebarskom obliku

e Manipuliranje algebarskim izrazima koji ukljucuju odlucivanje sto treba uciniti
sljedece u svakoj fazi procesa rjesavanja

e Interpretacija rezultata.

Sposobnost izrazavanja i rjeSavanja jednadzbi bila je glavna komponenta matematike
tokom njezine duge povijesti. Unutrasnji interes rjeSavanja zadataka je dovoljno jaka
motivacija za ucenje algebre. U ranim fazama ucenja algebre, zadaci osmisljeni u
obliku zagonetke privlace ucenike jer posjeduju neposrednost koja ¢esto nedostaje u
pokusajima povezivanja algebre s prakticnim situacijama. Zagonetke se mogu odno-
siti na konkretne situacije, kao naprimjer brod koji ide uzvodno i nizvodno po rijeci,
ali je problem pronalazenja brzine broda u biti prije zagonetka nego pravi prakti¢ni
problem i najbolje je predstavljena kao takva. Vjestine ukljucene u rjesavanje jed-
nadzbi doslovno ovise o razumijevanju i tecnosti znanja o supstituciji, pojednostav-
ljivanju, pros§irivanju i faktorizaciji, kao i poznavanje uloge grafova funkcija. Postoji
dobar razlog zbog kojeg se ne pridodaje velika vaznost rjesavanju jednadzbi u ranim
fazama ucenja jer to dovodi do pojacavanja ideje o slovima koja predstavljaju nepoz-

nanice, a ne o varijablama. S druge strane, jednadzbe imaju veliku privla¢nost jer
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se rjeSenja mogu provjeriti: odlucan student bi uvijek trebao biti u stanju ustrajati
do postizanja ispravnog rjeSenja. Ucenici trebaju steéi pocetni osjec¢aj za rjeSavanje
jednadzbi. Metode pokusaja i poboljSanja su ponudene, ali u¢enici moraju prepoz-
nati njihova ogranic¢enja kada su im dozvoljene odredene metode. Graficke metode
takoder daju priblizna rjesenja, ali takoder doprinose i na druge nacine kod poma-
ganja ucenicima da razumiju jednadzbe i ponasanje raznih funkcija. Toéne metode
su vazne dijelom zato $to omogucavaju jednostavan, brz nac¢in postizanja rjesenja,
no i stoga sto je oblik rjesenja koji daju je zanimljiv. Vazno je uvjezbavati vjestine
rjeSsavanja jednadzbi kako bi se postigla tecnost, no to treba ¢initi uz ucenje pri-
mjene tih vjestina pri rjesavanju zadataka, s naglaskom na algebrasku formulaciju
zadataka te provjeravanje i interpretiranje rjeSenja. Rjesavanje zanimljivih zadataka
daje smisao i svrhu ucenja algebarskih vjestina.
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Zakljucak

Kako bi algebra postala pristupacnija i bliza ucenicima, potrebno je pokusati
uravnoteziti dva vazna elementa algebre, tecnost i razumijevanje. Tecnost u mani-
puliranju algebarskim izrazima je bitna zbog tecnog i tocnog numerickog izracuna
dok razumijevanje ideja i njihova primjena pobuduju interes za ucenje algebre. Bitno
je da pri poucavanju ucenika ucitelj ima jasan pristup pri obradi novog gradiva koji
¢e biti prilagoden ucenicima. Kako veéina ucenika ima potrebu povezivati ideje sa
stvarnim svijetom, pronalazak dobro motiviraju¢eg primjera klju¢no je za nastavni
sat matematike kako bi ucenici uvidjeli smisao i svrhu onog sto uce. To je ¢esto du-
gotrajan i zahtjevan posao za svakog nastavnika matematike, ali ono sto dobijemo
kao rezultat je neprocjenjivo i zapanjujuce te uvelike poticajno za daljnji nastavak
provodenja takve nastave matematike.
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Sazetak

U radu smo najprije istrazili zasto je vazno uciti algebru, Sto ona treba nauciti
ucenike te kako bi ucenici trebali uciti algebru. Potom smo govorili o dva vazna
elementa algebre, razumijevanju i tecnosti. Istaknuli smo neka pogresna shvacanja i
greske, razli¢ite poveznice i veze algebre s drugim nastavnim temama te ulogu teh-
nologije u ucenju algebre. U posljednjem dijelu promatrali smo kreiranje i rjeSavanje
linearnih jednadzbi, sustava jednadzbi i kvadratnih jednadzbi. Pokazali smo nacine
uvodenja jednadzbi te neke pogreske i poteskoce s kojima se ucenici susrec¢u pri nji-

hovom rjesavanju.

Kljuéne rijeci: algebra, razumijavnje, te¢nost, Nacionalni okvirni kurikulum,
pogresna shvacanja i greske, nepoznanice i varijable, izrazi, osiguravanje kontekst,
poveznice i veze, uloga tehnologije, linearne jednadzbe, sustavi jednadzbi, kvadratne
jednadzbe.
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Summary

In this paper we investigated why is it important to learn algebra, what should
it teach to students, and the way algebra should be learned by the students. Next,
we discussed two important elements of algebra: understanding and fluency: we
highlighted some misinterpretations and errors, different connections and relation-
ships of algebra with other class subjects, and the role of technology in teaching
algebra. In the last part of the paper we observed the creation and solving of linear
equations, simultaneous equations and quadratic equations. We have shown ways of
introducing equations and some errors and problems which students are confronted

with while solving them.

Key words: algebra, understanding, fluency, National curriculum framework,
misconceptions and errors, unknowns and variables, expressions, providing a con-
text, links and connections, the role of technology, linear equations, simultaneous
equations, quadratic equations.
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