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Uvod

Pojam funkcije je jedan od temeljnih matematickih pojmova znac¢ajan unutar same
matematike kao i u njezinoj primjeni. Funkcije se uvode i izucavaju ve¢ krajem
osnovne §kole i tijekom cijele srednje skole. Velika vaznost pridodaje im se i na fa-
kultetima. U ovom radu promatrat ¢e se samo realne funkcije jedne realne varijable
kroz primjere prilagodene i primjenjive u nastavi matematike. U prvom dijelu rada
prati se povijesni pregled pojma funkcije. Zaceci sezu ve¢ u 14. stoljec¢u gdje se kao
prva znacajna osoba koja se bavila ovom tematikom istice Oresme (1323.-1382.).
Osim njega vazan doprinos imaju i Decartes i Galileo. U samim zacecima infi-
nitezimalnog rac¢una uocena je potreba za oznacavanjem funkcije kao individualne
matematicke jedinice i ovdje isticemo Newtona i Leibniza i njihovo poimanje pojma
funkcije. Prvi koji je pojam funkcije postavio kao centralni matematicki pojam bio
je svicarski matematicar Euler (1707.-1783.), iako je problem kod njegove definicije
pojma funkcije bio u tome sto nije razlikovao funkciju od njenog zapisa formulom. U
ovom poglavlju navest ¢emo jos neke utjecajne osobe za razvoj pojma funkcije i nji-
hov znacaj. U drugom dijelu rada kroz primjere primjenjive uc¢enicima u osnovnoj
i srednjoj Skoli prikazane su elementarne funkcije, njihova svojstva i grafovi. Po-
sebno su obradene: opca potencija, polinomi, racionalne funkcije, eksponencijalne
funkcije, logaritamska funkcija, trigonometrijske funkcije, ciklometrijske funkcije.
Na razli¢itim primjerima pokazane su transformacije grafova. Takoder posebno su
izdvojene i neke znacajne neelementarne funkcije kao sto su: apsolutna vrijednost,
Dirichletova funkcija, Heavisideova funkcija i Funkcije najvete i najmanje cijelo.
Vazan naglasak je na posljednjem poglavlju gdje su iznesena misljenja razlic¢itih ma-
tematicara vezana za sam pojam funkcije i njegovu primjenu u skolskoj matematici.

uvodi sam pojam funkcije.



Poglavlje 1

Povijesni pregled pojma funkcije

Pojam funkcije jedan je od temeljnih pojmova u matematici koji je zapravo relativno
moderan. Zaceci sezu u 14. stoljeée kada je Nicole Oresme (1323.-1382.) graficki
prikazao promjenjive varijable nanose¢i jednu horizontalno, a drugu vertikalno, no
on ne spominje ovisnost jedne o drugoj. Sam pojam funkcije bio je jasan i René
Descartesu (1596.-1650.) koji zorno tvrdi da jednadzba s dvije varijable, geome-
trijski prikazana krivuljom, indicira zavisnost izmedu njezinih vrijednosti.
Paralelno, potrebu za nekim matematickim alatom ucio je i Galileo Galilei (1564.-
1642.) prilikom proucavanja prirodnih fenomena. Proucavajuéi slobodan pad tijela,
putanje planeta i opcenito krivolinijska kretanja mjerio je razlic¢ite vrijednosti va-
rijabli. Proucavao je njihovu povezanost i uocio da sve naposlijetku vodi ka pro-
porcionalnosti promatranih varijabli. Iz navedenog slijedi da je Galileo prilikom
spominjanja "nekakvog matematickog alata” mislio na funkciju.

U zacecima infinitizimalnog racuna uocena je potreba za oznacavanjem funkcije kao
individualne matematicke jedinice, gdje se isticu Isaac Newton (1642.-1727.) i
Gottfried Leibniz (1646.-1716.). Newton je prilikom odredivanja brzine iz puta i
obrnuto uoc¢io medusobnu inverznost te dvije operacije. Njegova pretpostavka krece
od ideje da postoji zamisljena cestica koja se giba po krivulji u pravokutnom ko-
ordinatnom sustavu. Njezine brzine (horizontalnu x i vertikalnu y) zove fluksijama
tekuéih velic¢ina (fluensa) z i y pridruzenim toku vremena. Leibniz je prvi upotrije-
bio pojam ” funkcija” 1673. godine u svom djelu ” Methodus tangentum inversa, sui
de functionibus”. U vrlo opéenitom smislu upotrijebio je pojam funkcije da opise
zavisnost geometrijskih vrijednosti subtangente i subnormale na krivulju. Takoder

»»

je uveo i pojmove " konstanta”, " varijabla” 17 parametar”.
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Slika 1. Isaac Newton (1642.-1727.) Slika 2. Gottfried Leibniz (1646.-1716.)

Takoder u ovom razdoblju je istaknuti matematicar i Johann Bernoulli (1667 .-
1748.) koji u jednom svom pismu Leibnizu kaze da je funkcija veli¢ina koja je na
neki nacin formirana i1z neodredenih i konstantnih velic¢ina. To svoje poimanje funk-
cije objavljuje u ¢lanku 1718. godine, $to ujedno predstavlja i prvu pojavu pojma
funkcije u javnosti. Funkciju kao takvu, oznacava grékim slovom fi (), ali bez za-
grade.

Prvi koji je pojam funkcije postavio kao centralni matematicki pojam bio je Svicarski
matematicar Leonhard Euler (1707.-1783.) koji je ujedno bio i Bernoullijev stu-
dent. U djelu ” Introductio in analysin infinitorum” (1748.) funkciju definira ovako:
Funkcija varijabilne velicine je analiticki izraz koji je na bilo kakav nacin sastav-
lien od te varijabilne velicine i brojeva ili konstantnih velicina. Nije definirao Sto
misli pod ”analiticki izraz”, ve¢ je podrazumijevao da ¢e Citatelj shvatiti da se radi
o izrazu formiranom pomoc¢u uobicajenih matematickih operacija. Prvi je tvrdio
da je matematicka analiza podrucje koje se bavi analitickim izrazima i posebno
funkcijama. Funkcije je razvrstao po raznim kriterijima, primjerice, na algebarske
i transcendentne. Euler je dozvoljavao da se u njegovim analitickim izrazima ope-
racije pojavljuju i beskonacno mnogo puta, te koristi redove, beskona¢ne produkte
i verizne razlomke. Predlozio je da se transcendentne funkcije proucavaju preko
njihovog razvoja u red, s tim Sto ne tvrdi da je takav razvoj uvijek mogu¢, veé
kaze da ga treba dokazati za svaki pojedinacni slucaj. Najveéi problem s njegovim
pojmom funkcije, iz danasnje perspektive, je sto ne razlikuje funkciju od njenog
zapisa formulom. Ipak, tek od njegovog djela ” Introductio in analysin infinitorum”
trigonometrijske funkcije vise nisu duljine vezane za trokute i kruznicu, veé¢ funk-
cije. U navedenom djelu spominje i neprekidne funkcije i funkcije s prekidima, no
u znacenju drugacijem od suvremenog - Eulerove neprekidne funkcije su one koje
se mogu predstaviti samo jednim analitickim izrazom, dakle donekle bi se mogle
shvatiti kao ono sto danas zovemo elementarnim funkcijama.

Vecina matematicara zadovoljavala se s Eulerovom identifikacijom funkcije pomocu
analitickih izraza, pa je samim time koncept funkcije ostao gotovo nepromijenjen
tijekom cijelog 18. stoljeca.
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Slika 3. Euler (1707. - 1783.)

Znacajan pomak prema potrebi prosirenja pojma funkcije dogodio se prilikom raz-
matranja problema vibriraju¢eg niza. Problem se moze prikazati jednadzbom :

A
ot? 02

gdje y (zavisna varijabla) pokazuje pomak od ravnoteze polozaja, x predstavlja
udaljenost od ishodista, a t oznacava vrijeme. Rasprava, koju je potaknuo Jean-
Baptiste le Rond d’Alembert (1717.-1783.), odnosila se na ¢injenicu da definiciju
funkcije treba traziti kao rjesenja ovog problema.

d’Alembert je i iznio opce rjeSenje ovog problema, koje se moze prikazati u sljede¢em
obliku

(1) = sliol +at) + ol — at)

gdje ¢ predstavlja proizvoljnu funkciju prikazanu pomocu jedinstvenog analitickog
izraza.

Slika 4. d’Alembert (1717. - 1783.)
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Iduce godine, Euler je ponudio novo rjesenje ovog problema. Slozio se sa d’Alembertovim
rjeSenjem uz iznimku poimanja funkcije . On smatra da ¢ ne mora biti predstav-
ljena u obliku jednostavnog analitickog izraza, nego da treba uklju¢ivati polazni oblik
niza predstavljen pomocu visestrukih analitickih izraza definiranih na razli¢itim po-
dintervalima.

Razmatranje ovog problema navelo je Eulera da promijeni svoje shvac¢anje funkcije
tako da je 1755. napisao:

Ako neka velicina ovisi o drugoj na takav nacin da promjena posljednje
velicine uzrokuje da se prethodna sama po sebi mijenja tada prethodna
veli¢ina predstavlja funkciju.

Eulerova razmisljanja dovela su do Sireg razmatranja pojma funkcije.

Daniel Bernoulli 1753. godine razmatrao je i Eulerovo i d’Alembertovo rjesenje
problema vibrirajuc¢eg niza. Bududéi da je bio vise fizicar nego matematicar, smatrao
je da sa strane fizike njihova rjeSenja nisu primjenjiva, i na osnovu toga je izjavio:

Prekrasna matematika, ali kakve to ima veze sa vibrirajucim nizom.

Bernoulli temelji svoje rjesenje problema vibrirajuceg niza na znanjima o glazbenim
vibracijama. Znao je da vibriraju¢i niz sadrzi beskonacno mnogo temeljnih vibracija
i ako tome jos pridoda konstante b, i a na krajnju tocku niza (0, ) rjeSenje problema
bi se moglo prikazati kao:

)= Stusin (155 cos (5°)

n=1

Bernoullia nije zanimala rasprava koja se vodila oko pojma funkcije, no ukoliko se
u njegovo rjesenje uvrsti pocetni uvjet ¢ = 0 dobivamo da se bilo koja proizvoljna
funkcija moze opisati nizom:

y(x,0) = ibnsm <¢>
n=1

Euler i d’Alembert odbili su Bernoullijevo rjesenje. Euler je smatrao da Bernoulli
razumije fiziku koja se nalazi u pozadini problema, ali Sto se matematike i same
funkcije tice da nije bio u pravu, jer nije uzeo u obzir sve implikacije. Euler je vje-
rovao da svi sinus nizovi moraju biti neparni i periodi¢ni, pa samim time postojanje
parnih i neperiodi¢nih sinus nizova opovrgava Bernoullijevo rjesenje.
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Slika 5. Daniel Bernoulli (1700. - 1782.)

Rasprava oko vibrirajuceg niza na kraju prestaje, no vjera u krivu pretpostavku da
svaka analiticka funkcija koja ima istu vrijednost unutar nekog intervala mora biti
svugdje jednaka, zadrzala se jos nekoliko godina.

Drugi vazan doprinos razvoju funkciju dao je Joseph Fourier (1768.-1830.), koji se
bavio problemom toka topline u materijalnim tijelima. Fourier promatra tempera-
turu kao funkciju dviju varijabli, vremena i prostora. Izveo je teorem o funkcijama
koji se temelji na sinus i kosinus redovima.

Teorem

Bilo koja funkcija f(x) definirana na intervalu (—1,1) se moZe prikazati kao

flz) = % + i [ancos <nlﬂ> + b, sin <nlﬂﬂ ,

gdje su koeficijenti a,, i b, predstavljeni sa

an = %/_ll f(t)cos (%ﬂ) dt

b, = %/_ll f(t)sin (#) dt

On pretpostavlja da je moguce dobiti razvoj bilo koje funkcije u trigonometrijski
red u odgovaraju¢im intervalima. Fourier, medutim, nikada nije dao matematicki
dokaz svoje tvrdnje.
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Slika 6. Joseph Fourier (1768. - 1830.)

Problem je kasnije preuzeo Dirichlet (1805.-1859.) koji je formulirao dovoljno uvjeta
da se funkcija moze prikazati na Fourierov nacin (Fourierovi redovi).

Dirichlet je odvojio koncept funkcije od njenog analitickog prikaza (1837.). De-
finirajuéi je kao proizvoljnu korespodenciju izmedu varijabli koje predstavljaju nu-
mericki skup. Funkcija je zatim pocela predstavljati zavisnost izmedu dviju varijabli,
tako da je na bilo koju vrijednost nezavisne varijable povezana jedna i samo jedna
vrijednost zavisne varijable. Dirichlet je dao sljedeci primjer funkcije koja je ispre-
kidana u svim tockama domene [0, 1] i dodjeljuje jednu vrijednost za sve racionalne,
a drugu za sve iracionalne brojeve:

| 0, ako je x racionalan broj
f(@) { 1, inace

Slika 7. Dirichlet (1805. - 1859.)
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Cantor (1845.-1918.) je inicirao razvoj teorije skupova, a time i daljnji razvoj
pojma funkcije. U 20. stolje¢u, pojam funkcija je prosiren i na sve proizvoljne ko-
respondencije (zavisnosti) koje zadovoljavaju uvjet jedinstvenosti izmedu brojéanih
i nebrojcanih skupova.

Grupa matematicara koja je djelovala pod pseudonimom Nicolas Bourbaki, 1939.
godine definirala je funkciju na sljede¢i nacin:

Neka su E i F dva skupa, koji mogu © ne moraju biti razliciti. Odnos
1zmedu promjenjivog elementa x skupa E i promgjenjivog elementa y skupa
F zove se funkcijska veza u vy, ako za svaki x iz E postoji jedinstven y iz
F' koji je u zadanom odnosu sa x.

Bourbaki su postali prvi koji su definirali funkciju u smislu uredenih parova. Ova-
kav na¢in poimanja funkcije prihvatili su mnogi matematicari smatravsi ga sazetim
i sveobuhvatnim. Zapravo, mnogi matematicki udzbenici iz algebre uzimaju ovu
definiciju kao primarnu.

Pojam funkcije tokom 300 godina, od kada ga je Leibniz prvi put spomenio, dozivio
je drasticnu promjenu. U svojim pocecima, pojam funkcije je koriSten za oznacavanje
korespondencija izmedu geometrijskih entiteta tj. promatran je samo kao skup rijeci
kojima se opisuju geometrijske ideje. Kroz svoje udruzivanje s istrazivanjem ana-
litickih izraza, funkcija je evoluirala u jedan od temeljnih pojmova primjenjiva u
gotovo svim matematickim podrucjima.
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Pojam funkcije

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih matematickih pojmova koji se uvodi i izucava
ve¢ krajem osnovne i tijekom cijele srednje skole. U ovom radu razmatrat ¢emo samo
realne funkcije jedne realne varijable kroz primjere prilagodene i primjenjive u nas-
tavi matematike.

Definicija 01. Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Postupak f koji sva-
kom elementu x € D pridruzuje tocno jedan element y € K zovemo funkcija ili
preslikavanje sa D v K 1 pisemo

f:D—K ili z— f(x), z€D.

Primjedba 01. Izraz tocno jedan iz Defnicije 1. znaci da svakom elementu x € D
mora biti pridruzen jedan, ali ne smiju biti pridruzZena dva ili vise elemenata iz skupa

K.

D —— K
T " 25 SNg
f/ Bem>< \. Mirta\\
Anco f_.-\‘\\,\ o Ans \II\I
Boio @ ‘\. Tina J
\ Oliuer L /I ll . Ena j Oliver.
\ / \. Ruia //
gt ~
Slika 8. Funkcija Slika 9. Nige funkcija

Skup D iz Defnicije 1. zovemo domena ili podrucje defnicije, a skup K kodo-
mena ili podrucje vrijednosti funkcije f. Domenu D funkcije f ¢esto oznacavamo
is D(f). Svakom z € D odgovarajuéi (jedinstveni) pridruzeni element y € K

12
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oznacavamo s f(x) i zovemo slika elementa z ili vrijednost funkcije f u tocki
x. Skup svih vrijednosti funkcije f, tj. skup

R(f)=f(z):xeD

zovemo slika funkcije f. Prema Definiciji 1. je R(f) C K. Simbol z, koji oznacava
proizvoljni element iz D zovemo nezavisna varijabla ili argument, a f(x) zavisna
varijabla.

Graf 'y funkcije f : D — K je skup svih uredenih parova (z, f(z)), z € D, tj.

I'ty=(x,f(z)):x € DC DK

Primjer 1. Jedan tjedan ima 7 dana. Svaki dan nosi svoje ime i propisani redos-
lijed koji moZemo napisati na sljedeci nacin:

Srjeda
Cetvrtak
Petak
Subota
Hedjelhia

Slika 10. Primger 1.

Na slici je prikazano da je svakom broju od 1 do 7 pridruZeno tocno po jedno ime
dana i time je zadana funkcija. Brojevi su objekti kojima mesto pridruzujemo i
oni ¢ine domenu, a imena dana u tjednu su objekti koje pridruzujemo i oni ¢ine
kodomenu.

Primjer 2. Promotrite i zakljucite je li prikaz funkcija?

33— 9
4 12
7 21
94— 27
10 — 30

Svakom broju iz lijevog stupca pridruZen je tocno jedan njemu odgovarajuci trostruki
(tri puta vecéi) broj, po ¢emu moZemo zakljuciti da je prikaz funkcija. Matematicki
zapis navedenog objasnjenja glasio bi f(x) = 3x, pri éemu f predstavlja ime funk-
cije. Elemente domene ¢ini skup brojeva {3,4,7,9,10}, a elemente kodomene skup
{9,12,21,27,30}. Dakle, funkciju u potpunosti mozZemo zadati s

f:{3,4,7,9,10} — {9,12,21,27,30}
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U kodomeni su brojevi koje pridruzujemo brojevima iz domene, ali v njoj smiju biti
1 brojevi koji nicemu nisu pridruZeni. Dakle, kodomenu moZemo zadati i "Sire”.
Tako bismo u nju mogli dopisati © brojeve npr. 57 ¢ 200 1 time ne bismo ucinili nista
pogresno.

Definicija 02. KaZemo da je funkcija f : D — K injekcija (ili 1-1 preslikavanje),
ako

T 7é To = f(l‘l) 7é f(l'g) (VZL‘l,IQ S D)
Definicija 03. KazZemo da je funkcija f : D — K surjekcija ako je R(f) = K.

Definicija 04. Kazemo da je funkcija f : D — K bijekcija (ili obostrano jed-
noznacno preslikavangje) ako je ona i injekcija i surjekcija.

Definicija 05. Neka je f : D — K bijekcija. Tada postoji funkcija f~*: K — D
definirana formulom f~'(y) = x gdje je x € D jedinstveni element takav da je
f(z) =vy. Funkciju f~' zovemo inverzna funkcija funkcije f.

Primjer 3. Je li funkcija f(x) = —2x + 1 bijekcija? Ako jest, nadite njen inverz.

Da bismo dokazali da je funkcija f(x) = —2z + 1 bijekcija, treba pokazati da je
injekcija i surjekcija:

(i) f je injekcija: mora vrijediti da za sve x1 i x2 takve da je f(z1) = f(z2) nuzno
slijedi da je i 1 = x5. Rac¢unamo:

21+ 1= -2a9+1= —201 = 229 = 21 = T9
i funkcija je ocito injekcija.
(i) f je surjekcija: mora vrijediti da za svaki yo € R postoji o € R takav da
je f(zo) = yo, Sto znaci —2x + 1 = yo. No, odavdje mozemo lako izracunati zg:

1 1
—2x0—|—1:y0:>—2x0:y0—1:>m0:—§y0+§

Provjeravamo da je f(zo) = vo:

1 1
f(on):—2950+1=—2(—§yo+§)+1:yo—1+1:y0

Ovu operaciju mozemo obaviti za sve 1y € R, pa je f ocito surjekcija.

Dakle (jer je i injektivna i surjektivna) f je bijekcija, pa ima inverznu funkciju

f—l

flx)=-224+1=0=="2f2)+1=2f ' (2)=—a2+1= f'(z)= —%x+%
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Elementarne funkcije

Mnoge funkcije koje se javljaju u razlicitim primjerima sastavljene su od osnovnih
elementarnih funkcija:

e opca potencija f(z) =z a € R

e cksponencijalna funkcija f(z) = a*,a >0

logaritamska funkcija f(x) = log, z,a > 0

e trigonometrijske funkcije: sin, cos, tg, ctg

ciklometrijske funkcije: arcsin, arccos, arctg, arcctg

1 Opcéa potencija

Neka je a € R. Funkciju f(x) = z*, 2 > 0 , nazivamo opéom potencijom.
U nekim sluc¢ajevima (naprimjer o« = 2) domena opée potencije moze se prosiriti na
c¢itav skup R. Specijalno, ako je:

e o € N, opc¢a potencija moze se prosiriti na ¢itav skup R
e o € N\ Z, opéa potencija moze se progiriti na citav skup R\ {0}
o o= § € Q, prirodno podrucje ovisi o tome da li su p, ¢ parni ili neparni

)

Slika 11. Graf opée potencije

15
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2 Polinomi

Funkciju Pn : R — R definiranu sa:

Pn(z) = apz™ 4 ap_12" ' + -+ ayr + ag,

gdje su a,,...,ay,ap realni brojevi i a,, # 0 nazivamo polinomom n-tog stupnja
nad R.
Brojevi ag, ay,...,a, su koeficijenti polinoma.

Ako je a, # 0, onda za polinom kazemo da je n-tog stupnja. U tom slucaju kazemo
da je a, najstariji ili vodeéi koeficijent tog polinoma.
Ako je a, = 1, onda kazemo da je polinom normiran.

Vrijednost polinoma Pn(x) u nekoj tocki z = a ra¢unamo pomocéu Hornerove
sheme.
| an | 1 ] @ | a
a ‘ bp_1 = an, ‘ bp_o = a-by_1+ ap_1 ‘ ‘ bp =a-b; +ay ‘ fla) =a-by+ ag

Na isti nac¢in polinom Pn(x) dijelimo polinomom (x — @), samo $to se onda u zad-
njem stupcu umjesto Pn(a) dobije ostatak pri dijeljenju r. Ako je ostatak r = 0
onda su navedeni polinomi djeljivi.

Definicija 21. Polinom nultog stupnja Py(x) = ag nazivamo konstantna funkcija,
odnosno vrijedi
f(x) = ag = const

Primjer 1. Funkciju ukupnih troskova T moZemo promatrati kao funkciju vremena
t, T ="1T(t). Promatramo li tu funkciju u razdoblju u kojem se ne odvija proizvodni
proces, ukupni su troskovi upravo jednaki fiksnim troskovima c, tj. tada je T(t) = c.
Dakle, u navedenom slucaju funkcija ukupnih troskova je konstantna funkcija.

Slika 12. Grafovi konstantnih funkcija



Elementarne funkcije 17

Linearna funkcija (polinom prvog stupnja)

Polinom prvog stupnja ili linearne funkcije ima opéi oblik f(z) = kx +1. Njezin graf
je pravac.

Koeficijent k nazivamo koeficijent smjera i predstavlja tangens kuta Sto ga pravac
zatvara s pozitivnim smjerom apscise. Ako je k > 0 taj kut je siljasti, a ako je k < 0
taj kut je tupi. Slobodni koeficijent | predstavlja odsje¢ak na ordinati.

Slika 13. Graf linearne funkcije

Odsjecak na osi x dobijemo ili izjednacavanjem funkcije s nulom (y = 0), tj. a-xo+

b = 0 ili direktnim uvrstavanjem zy = %b = # =1

Primjer 2. Pretvaranje jedinica

a) ako je y vrijednost mase u gramima, a x vrijednost iste mase u kilogramima,

onda je

y = 1000z
Jezikom funkcije: Linearna funkcija f(x) = 1000z ”Pretvara kilograme u
grame”

b) ako je x vrijednost temperature u Celzijusovim stupnjevima, ay vrijednost iste
temperature u Fahrenheitovim stupnjevima, onda je

9
y:g:r;—i-32

Jezikom funkcije: Linearna funkcija f(x) = %x + 32 7Pretvara Celzijusove
stupnje u Fahrenheitove”.
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Primjer 3. Na benzinsku crpku stigla je puna cisterna benzina. Iz nje se, brzinom
od 6 hektolitara u minuti, istace gorivo u tank benzinske crpke u kojem je vec bilo
80 hektolitara benzina.

a) linearna funkcija koja opisuje koli¢inu goriva u tanku nakon x minuta glasi
f(x) =62+ 80

b) ukoliko nas zanima koliko ée goriva biti u tanku nakon deset minuta, jednos-
tavnim racunom dolazimo do odgovora

r=10= f(z) =6-10+ 80
f(z) =140
Dakle, u tanku ée nakon 10 minuta biti 140 hektolitara goriva

c) Postavimo li problem malo drugacije, tj. da se pitamo nakon koliko vremena
je u tanku bilo tocno 350 hektolitara benzina racun nece biti nista sloZeniji

f(z) =350 = 350 = 6 + 80

Tz =45

Odgovor glasi,u tanku je 350 hl benzina bilo nakon 45 minuta.

Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

Polinom drugog stupnja
f(x) =az® +br+c,a#0

nazivamo kvadratna funkcija. Njezin graf je parabola. Tjeme parabole je tocka
T( b _b2—4ac)'

T 2a? 4a
Nultocke kvadratne funkcije mogu se dobiti rjesavanjem pripadne kvadratne jed-
nadzbe

ar® +br+c=0
¢ija se rjeSenja eksplicitno mogu izraziti formulom

—b+Vb? — 4dac

2a

D =b? — 4ac

T12 =

Rjesenja 1, x2 mogu biti realna i medusbno razlic¢ita (D > 0), realna i medusbno
jednaka (D=0) ili kompleksno konjugirana (D < 0). Broj D nazivamo diskrimi-
nanta kvadratne jednadzbe.

Kako ¢e parabola izgledati ovisi o diskriminanti (D = b* — 4ac) i o predznaku
od a. Za D > 0 kvadratna funkcija ima dvije realne nultocke, za D = 0 postoji
samo jedna realna nultocka, a za D < 0 nema realnih nultocki nego konjugirano
kompleksne nultocke. Ako je a > 0 parabola je okrenuta prema gore (konveksna), a
ako je a < 0 tada je parabola okrenuta prema dolje (konkavna).
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Slika 14. Graf kvadratne funkcije

Primjer 4. Graf parabole y = a(x — x)? +yo dobivamo translacijom grafa parabole
y = az? tako da njezino tjeme iz ishodista prijede u tocku (xo, o)

2
y=a(x-xg) +¥g

Slika 15. Graf parabole y = a(z — x¢)? + yo

Primjer 5. Avion moZe prevesti 100 putnika. Avionska kompanija za let od Za-
greba do Dubrovnika naplacuje 540 kn po putniku. Za svako prazno mjesto na letu
po prodanoj karti kompanija dobiva subvenciju od 10 kuna na cijenu karte. Odre-
dimo za koji broj putnika na letu je prihod prijevoznika najveci, te koliki je najveci
prihod?

Oznacimo s x broj praznih mjesta. Tada je broj putnika na letu 100 — x , a pri-
hod koji svaki od njih (s uracunatom subvencijom) donosi prijevozniku je 540 4+ 10x
kn. Ukupni prihod na letu je

f(z) = (100 — 2)(540 + 10x)

Nas problem se svodi na odredivanje vrijednosti x za koju je vrijednost funkcije f
najveca. RaspiSemo li izraz za f(x) i sredimo po potencijama od x, vidimo da je
rije¢ o kvadratnoj funkciji

f(z) = —102® + 460z + 54000
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Odredivanje vrijednosti argumenta za koju se neka funkcija minimizira ili maksimi-
zira je u pravilu sloZen problem, no u specijalnom slucaju kvadratne funkcije mozZemo
ga lako rijesiti. Koristimo se znanjem o koordinatama tjemena parabole. Naime, za
parabolu okrenutu prema dolje, tjeme je najvisa tocka 1 njegova y koordinata pred-
stavlja najveéu vrigednost funkcije, a njegova x koordinata predstavlja odgovarajucu
vrigednost argumenta. Iz formule

—b

I = —
2a

wvrstavanjem b = 460 i a = —10 dobivamo xpr = 23. Dakle, turtka ima najveci prihod
ako ostanu neprodana 23 mjesta. Vrijednost prihoda dobivamo uvrstavanjem xp =
23 u formulu za f(x) (ili koristenjem formule za y koordinatu tjemena). Maksimalni
prihod je f(23) = 59290kn.

3 Racionalna funkcija

Funkciju

Po(r)  bpa™+ ... + b + by
P.(x)  apam+ ... + a1z + ap

nazivamo racionalna funkcija. Ako je m < n onda govorimo o pravoj racionalnoj
funkciji, a ako je m > n o nepravoj funkciji. Ako je n = 0, funkcija (Q postaje
polinom.

Svaku nepravu racionalnu funkciju mozemo zapisati dijeljenjem u obliku zbroja jed-
nog polinoma i prave racionalne funkcije:

P, (x) Py(x)
= Pm—n ;8 <
P (2) (z) + Pu(2) s<n
Za pravu racionalnu funkciju Q(z) = pr((;))k (k > 1) kazemo da je parcijalni razlomak
ako je p ireducibilan polinom nad R.

Vrijedi:

Teorem 31. Svaku pravu racionalnu funkciju moguce je na jedinstven nacin prika-
zati kao zbroj parcijalnih razlomaka.

Primjer 1. Funkcija cijene 1 koristi
Cijena uklanjanja x postotaka zagadenja iz zraka dana je funkcijom

B 18z
106 —

Z(x)

Izracunajmo koliko kosta smanjenje zagadenja za 50%. Graf funkcije Z(x) prikazan
je na sljedecoj slici.
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Cijena smanjenja zagadenja za 50% je 10000 Z(50) = 160714.29kn. Iz grafa se
moze vidjeti da se glavnina zagadenja moZe otkloniti za razumnu cijenu, no da je
potpuno uklanjanje zagadenja vrlo skupo.

300
250
200
150
100

50

20 40 60 80 100

Slika 16. Primjer 1.

Primjer 2. Neka je f(z) = % racionalna funkcija. Napisimo tu vezu u obliku

1
Flzy)=y—-—=0

- =
Translacijom grafa za vektor 21 + j dobiti cemo graf funkcije

1
Flz—2y—1)=y—1———=0
(x—2y—-1) =y —

y:

x—2+ xr— 2

Slika 17. Graf kvadratne funkcije

Graf funkcije f(x) = 2—:; dobivamo translacijom hiperbole y = % za vektor2 v + j .
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4 Eksponencijalna funkcija

Neka je a pozitivan realan broj razlicit od 1. Funkciju f : R — R* definiranu
formulom
f(x)=a", a>0

nazivamo eksponencijalna funkcija u kojoj je x eksponent, a baza.

Eksponencijalna funkcija je bijekcija iz R na R™, ¢iji graf uvijek prolazi tockom
(0,1).

Za a > 1 eksponencijalna funkcija je rastuca, a za 0 < a < 1 eksponencijalna
funkcija je padajuca.

Slika 18. Graf eksponencijalne funkcije

Specijalni sluc¢aj eksponencijalne funkcije je kada je a = e (e = 2.71828... Eulerov
broj).

]

Slika 19. Graf funkcije f(z) = e®

Svojstva eksponencijalne funkcije:
Za eksponencijalnu funkciju x — a” vrijedi sljedece:

1. Definirana je za svaki realan broj x
2. Poprima sve pozitivne vrijednosti, tj. slika joj je interval (0, +o00)
3. Ima svojstva:

El) a®a¥ = a™Y T =a"Y
E2) (a*)! = a™
E3) a® =1
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E4) ako je a > 1, onda za x < y vrijedi a® < a¥ (funkcija je rastuca)
E5) ako je 0 < a < 1, onda za z < y vrijedi a® > a? (funkcija je padajucéa)
4. Grafovi eksponencijalnih funkcija s bazama koje su recipro¢ni brojevi, sime-

triéni su s obzirom na y—os (npr. funkcije f(z) =271 g(z) = (1) =277 su
simetri¢ne obzirom na y—os.)

Primjer 1. Cijena rabljenog automobila ovisi o vise cimbenika od kojih je najbitniji
godina proizvodnje. Svake godine njegova se vrijednost umanjuje za 25% u odnosu
na prethodnu. Ako je nov automobil stajao 15 000 eura, kolika mu je cijena nakon
5 godina?

Oznacimo s Cy = 15 000 cijenu novog automobila.

Nakon godinu dana cijena se umangi za 25% 1 1znosi
Cy=Cy—Cy-0.25 =11250
Nakon jos jedne godine automobilu cijena ponovo padne za 25% i iznosi
Cy=C1 —C7-0.25 == 8437.5

Analogno, nakon 38 godine vrijednost automobila je jednaka 6328 eura. Racunamo
dalje, a citav racun moZemo prikazati pregledno sljedecom tablicom:

Nakon godina | Vrijednost automobila
0 15 000
1 11 250
2 8437.5
3 6328
4 4746
5 3560

Prikazimo i graficki pad vrijednosti automobila ovisno o njegovoj starosti. Na os ap-
scisu nanosimo vrijeme, na os ordinatu cijenu u tisucama eura. MoZemo primjetits
da cijena puno brZe pada na pocetku, prvih godina, a sto je auto stariji njezino je
umanjenje gotovo zanemarivo.

L
.'.
e @

@ 5 10 15

Slika 20. Primjer 1.
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5 Logaritamska funkcija
Eksponencijalna funkcija
[TRSRY f(r)=a"a>01ia#1
je bijekcija, pa prema tome ima inverznu funkciju f~! koju oznacavamo sa log,:
log, :RT - R,a>0,a#1

Pri tome log,(x),z > 0, pisemo kao log, x i zovemo logaritam broja x po bazi a.

K a>1
- .M
r—/, a<1

Slika 21. Graf logaritamske funkcije

1z slike se vidi da je logaritamska funkcija a > 1 strogo rastuca, a za 0 < a < 1 strogo
padajuca funkcija. Jedina nultocka logaritamske funkcije x — log, x je xyp = 1 jer
je a® = 1. Graf funkcije dobijemo tako da napravimo osnosimetri¢nu sliku grafa
eksponencijalne funkcije obzirom na pravac y = x.

Slika 22. Graf eksponencijalne funkcije y = 2 i njene inverzne logaritamske
funkcije y = log,
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Osnovna svojstva logaritamske funkcije:
1. log,(z1 - x9) = log, x1 + log, z2 4. log, x7* = xolog, x1
2. log, 3t = log, z1 — log, x> 5. log, x = log, x - log, a

3. log, w/x, = élogaxl

Primjedba 51. Primjenjujuci formule za inverznu funkciju (f=1(f(x)) =z, f(f~(y)) =
y) na eksponencijalnu funkciju f(x) = a® i logaritamsku funkciju f~(z) = log, x
dobivamo korisne formule

a%%® =z 1 >0

log,a" =z, € R

Primjedba 52.

e a=c f(x)=log,x=Inz (prirodni ili Napierovi logaritmsi)
e a=10 f(z)=log,yx =logz (dekadski ili Briggsovi logaritmsi)

e a=2 f(z)=logy,z=Igz ( diadski logaritmsi)

Primjer 1. Neka je kolicina ostatka radioaktivne tvari t dana nakon pocetka raspa-
danga zadana formulom C(t) = 1000- e~ %Y. Odredimo vrijeme poluraspada te tvari.

Vrigeme poluraspada je vrijeme potrebno da se pocetna kolicina tvari smanji na polo-
vicu. Trazimo, dakle, vrijeme t za koje je C(t) = % Pocetnu kolicinu radioaktivne
tvari saznajemo uvrstavajucéi t = 0 u formulu za C(t). Dobivamo Cy = C(0) = 1000.

Trazimo t takav da je
1000 - e~ = 500

Da bismo odredili t, moramo rijesiti tu jednadzZbu. Prvo je podijelimo s 1000 pa
logaritmiramo obje strane. Dobivamo jednadzbu

1
_0lt=1In-=
"3

a iz nje lako dobivamo t =~ 6.9. Dakle, vrijeme poluraspada jednako je 6.9 dana.
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6 'Trigonometrijske funkcije

Trigonometrija je dobila ime po grékim rije¢ima (trigonon=trokut i metron=mjera),
a odnosi se na dio matematike koji prouc¢ava odnose medu segmentima (duzinama) i
kutovima trokuta u ravnini ili na povrsini sfere. Pomocu trigonometrijskih funkcija
moguce je odrediti nepoznatu dimenziju, kut nagiba u matematickim i tehnickim
proracunima. Trigonometrijske funkcije su sinus, kosinus, tangens i kotangens.
U nastavku ¢emo svaku od njih definirati preko trigonometrijske kruznice te navesti

i pojasniti njihova svojstva i grafove.

U svrhu definiranja trigonometrijskih funkcija uvesti ¢emo pojam trigonometrijske
kruznice. Na jedini¢nu kruznicu naslonimo brojevni pravac tako da ishodiste koor-
dinatnog sustava na pravcu padne u toc¢ku (1,0). Pravac namatamo na kruznicu.
Na svaku tocku kruznice padne beskonacno mnogo tocaka brojevnog pravca. Je-
dinicnu kruznicu na koju su na navedeni nac¢in naneseni realni brojevi nazivamo

trigonometrijska kruznica.

1. Funkcija sin : R — [—1,1]

Funkcija koja realnom broju x pridruzuje ordinatu tocke T'(x) nazivamo sinus.

Za svaki v € R sinz € [—1,1].

sin x

Funkcija sin :

R — [—1,1] je neparna,

sin0 =20 sin90° =1
. 1 )
sin 30° = 5 sin 180° =0
2
sin 45° = g sin 270° = —1
sin 60° = ? sin 360° =0

funkcije prikazan je u nastavku.

periodi¢na (temeljni period je 2m). Graf

Slika 23. Graf funkcije sinus
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2. Funkcija cos : R — [—1,1]

Funkcija koja realnom broju z pridruzuje apscisu tocke T'(x) nazivamo ko-
sinus. Za svaki z € R cosz € [—1,1].

cos0 =1 cos90° =0
cos 30° = \/75 cos 180° = —1
2
cos45° = \/7— cos270° =0
1
cos 60° = 3 cos 360° =1

Funkcija cos : R — [—1, 1] je parna, periodi¢na (temeljni period je 2m). Graf funk-
cije prikazan je u nastavku.

.
7 1)

I / { i I \ i | 'z
2 1 2 3 4 § E
// ‘I‘\ JF..I /
# /__,-"' /-‘/
-

Slika 24. Graf funkcije kosinus

Primjedba 61. [z grafova funkcija sinus v kosinus moZe se naslutiti veza koja pos-
togi medu njima

. m . s
sinx = cos (x——), cosxzsm(z—k—)
2 2

Pomocu funkcija sinus i kosinus definiraju se funkcije tangens i kotangens formulama
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3. Funkcija tg : R\ {5 +km: k€ Z} - R

tg0 =0

V3
tg 30° = —
& 3
tg45° =1
tg 60° = v/3
tg90° = o0

Funkcija tg neparna je, po dijelovima rastuca i periodi¢na s temeljnim periodom .
Njezin graf prikazan je na sljedecoj slici.

j
/ T /
i N

Slika 25. Graf funkcije tangens

4. Funkcija ctg: R\ {kn: k€ Z} - R

ctgx ctg0 = oo
&
ctg30° = /3
0.5

ctg4b® =1

0.5 3
ctg 60° = £

3

ctg90° =0
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Funkcija ctg neparna je, po dijelovima padajuca i periodi¢na s temeljnim periodom
7. Njezin graf prikazan je na slici ispod.

Slika 26. Graf funkcije kotangens

7 Ciklometrijske funkcije

Ciklometrijske funkcije su funkcije inverzne trigonometrijskima. To su funkcije:
arkus sinus (arcsin), arkus kosinus (arccos), arkus tangens (arctg) i arkus
kotangens (arcctg).

1. Funkcija arcsin : [-1,1] — [-F, 7]

Graf funkcije arcsin dobiva se kao osnosimetriéna slika grafa funkcije sin :

[—3, %] — [—1,1] u odnosu na pravac y = .

yh
arcsin
P e
' ] Sin
l———l—______
; | 1 | |
| ' [ '
| ; | : i
= 1y 1 15
e 5 i | -
2, i 12
| L1 | :
s o WSS S
//' 52T I
i | ]

Slika 27. Graf funkcije arkus sinus
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2. Funkcija arccos : [—1,1] — [0, 7]

Graf funkcije arccos dobiva se kao osnosimetricna slika grafa funkcije cos :
[0,7] — [—1, 1] u odnosu na pravac y = z.

;Iljk

Slika 28. Graf funkcije arkus kosinus

3. Funkcija arctg : R — (—%7 %)

Graf funkcije arctg dobiva se kao osnosimetri¢na slika grafa funkcije Tg :

(—%, %) — R u odnosu na pravac y = .

__/JL =

bel= |

Slika 29. Graf funkcije arkus tangens
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4. Funkcija arcctg : R — (0, )

Graf funkcije arcctg dobiva se kao osnosimetri¢na slika grafa funkcije Ctg :
(0,7) — R u odnosu na pravac y = x.

Slika 30. Graf funkcije arkus kotangens

8 Transformacije grafova

Ako znamo kako u Kartezijevom koordinatnom sustavu izgleda graf realne funkcije
jedne varijable y = f(x), lako je skicirati grafove funkcija zadanih formulama:

e g(x) = f(x) + A - graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za iznos A
nagore (dakle, ako je A negativan, pomak je nadolje)

/ 0 f/

fe(x)=f{x)-2.5

Slika 31. Vertikalna translacija grafa

e g(x) = f(x + A) - graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za iznos A
ulijevo (dakle, ako je A negativan pomak je udesno)
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B(x)=firt2) Fiey] 2(x)=flx-1.5) /

Slika 32. Horizontalna translacija grafa

e g(x) = —f(x) - graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f obzirom na os
apscisa

glx) =-flx)

Slika 33. Promjena predznaka funkcije

e g(x) = f(—x) - graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f obzirom na os
ordinata

Ax)

/ \

Slika 34. Promjena predznaka varijable
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Na osnovu prethodno opisanih funkcija i navedenih primjera proizlazi sljedeca defi-
nicija.

Definicija 81. Elementarnim funkcijama nazivamo one funkcije koje se dobivaju iz
osnovnih elementarnih funkcija pomocéu konacénog broja aritmetickih operacija (zbra-
janjga, oduzimanja, mnoZenja i dijeljenja) i konacnog broja komponiranja osnovnih
elementarnih funkcija.
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Neelementarne funkcije

Ponekad su potrebne i funkcije koje se zadaju "po dijelovima”: na jednom dijelu
domene pravilo za izracunavanje vrijednosti funkcije je jedno, na drugom dijelu
drugo itd. Sve takve funkcije (i ne samo one) spadaju u neelementarne funkcije.
Zadajemo ih ovako:
fi(z), =€ A,
f(fl?): f2($)7 T € B,

ey aene

Takav zapis znaci: ako je x iz A, onda se f(z) izracuna tako da se x uvrsti u fi; ako
je x iz B, onda se f(x) izracuna tako da se x uvrsti u fo itd. Unija svih skupova
A; B; : : : mora dati domenu funkcije f (i pritom skupovi A; B; : : : moraju
biti disjunktni tj. ne smiju imati zajednickih elemenata). Graf funkcije f dobiva
se "lijepljenjem” grafova funkcija fi; fa; : @ . Cesto kazemo da je f zadana "po
dijelovima”. U nastavku ¢emo promotriti neke primjere neelementarnih funkcija kao
Sto su: apsolutna vrijednost | | : R — [0, +00), Dirichletova funkcija, Heavisideova
funkcija i funkcije najvece i najmanje cijelo.

1 Apsolutna vrijednost | | : R — [0, +00)

Za svaki realan broj z € R definira se apsolutna vrijednost |z| broja x formulom:

| = x, x>0
= —x, <0

Iz definicije apsolutne vrijednosti vidi se da je | — x| = |z| i * < |z|. Nadalje, uo¢imo
da je |z] = va?. Pomoc¢u jednakosti x| = V2?2, x € R, lako je provjeriti sljedeca
svojstva apsolutne vrijednosti:

1) [zy| = |xlly]
x| _ =]
25 =Wt
3) |z + y| < |z] + |y| (nejednakost trokuta)
4) |z =yl < |z =yl

34
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Slz|<ae —a<zx<a,a>0
6) [lx] = [yll < & =yl

y = f(x) = x|

Slika 35. Graf funkcije f(z) = |z|
Primjer 1. Rijesimo jednadzbu |z + 1| = 3z — 9.

a) uz uvjet x + 1 > 0 vrijedi

r+1=3x—-9
r—3r=-9-—-1
—2r=-10
=25

Rjesenje jednadzbe je x = b5, jer se rjeSenje nalazi u intervalu za koji vrijedi ne-
jednakost x +1 > 0.

b) uz uvjet x + 1 < 0 vrijeds

—x—1=3x-9
—x—3r=-9+1
—4x = —8

T =2

Rjesenje jednadzbe x = 2 ne nalazi se u intervalu za koji vrijedi nejednakost x+1 < 0
pa iz toga zakljucujemo da x = 2 nije rjesenje jednadzbe.

Dakle, rjesenje jednadzbe je x = 5.
Primjer 2. Rijesimo nejednadzbu |3x 4+ 1| < 2x + 5.

a) uz wvjet 3x + 1 > 0 vrijedi
r+1<2x4+5

v —2xr <5—1

T <4

Rjesenje zadane nejednadzbe mora zadovoljavati nejednakost 3x +1 > 0 pa iz toga
slijedi da je rjesenje ovog slucaja interval [—%,4),

b) uz uyjet 3x + 1 < 0 vrijedi
—3r—1<2x+5
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—3r—2x <5+1
x> =3

Rjesenje zadane nejednadzbe mora zadovoljavati nejednakost 3x + 1 < 0 pa iz toga

slijedi da je rjesenje ovog slucaja interval (—2, —%).

Rjesenje nejednadzbe je interval <—g,4).

2 Dirichletova funkcija
Neka je f: R — {0,1} definirana s

1, €@
f(x):{o, reR\Q

Primjer 1.

Restrikcija fiq je konstantna funkcija koja je neprekidna na Q, dok f nije neprekidna
nigdje.

0.84

0.6

0.4+

0.24

O m s m oo __---p
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=]
=)
=]
-]
-

Slika 36. Dirichletova funkcija; aproksimacija odozgo je 1, a odozdo je 0
Primjer 2.

Restrikcija fir\g je konstantna funkcija koja je neprekidna na R\ Q, dok f nije
neprekidna nigdje.
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Slika 37. Dirichletova funkcija; aproksimacija odozdo i odozgo je 0

Primjer 3.

Prikazimo na nekoliko brojeva vrijednost funkcije za racionalne i iracionalne bro-
jeve.
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|
|
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- ———————
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Slika 38. Za racionalne brojeve vrijednost funkcije je u 1, a za iracionalne brojeve
vrijednost funkcije je u 0
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3 Heavisideova funkcija

Heavisideova stepenasta funkcija je matematicka funkcija koju oznacavamo sa H(x),
a poznata je i pod nazivom “jedini¢na stepenasta funkcija“. Stepenastu ili “step*
funkciju elektroinzenjer, matematicar i fizicar Heaviside primijenio je u analizi elek-
tricnih krugova.

Slika 39. Oliver Heaviside (1850.-1925.)

Naziv Heavisideova stepenasta funkcija moze predstavljati ili funkciju konstantnu
po dijelovima ili generaliziranu (poopéenu) funkciju. U ovom radu definirat ¢emo i
prikazati Heavisideovu funkciju konstantnu po dijelovima.

Primjeri jednodimenzionalne funkcije konstantne po dijelovima:
e Heavisideova stepenasta funkcija
e pravokutna funkcija

e kvadratna valna funkcija
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Heavisideova stepenasta funkcija

Ukoliko je definirana kao funkcija konstantna po dijelovima, tada Heavisideova ste-
penasta funkcija ima oblik:

0, <0
1
H(ZE) = bE xr =
1, >0
Hix} Hix}
© 1
0.8| 0.8
0.6l 0.6
®
0.4] 0.4
0.2| 0.2
T -0.5 0.5 = -T -0.5 guE L
Slika 40. Heavisideova stepenasta funkcija
Primjer 1.

Heavisideova funkcija konstantna po dijelovima s argumentom x — 1, na kojoj se
vidi pomak po x-osi za 1 u desno. Iz definicije se vidi da je vrijednost funkcije 1 za
svaki x > 1, a 0 za svaki x < 1.

Hix—1}

=

o O O O
[ W Oy 0D

Peo 1 1.5 22.5 3

Slika 41. Primjer 1.
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Primjer 2.

Linearna kombinacija dviju Heavisideovih stepenastih tih funkcija, ali s atributima
r—11x—2.

Hix—2)+ H{x—1)

T

[ T el 1 N

L)

0.511.522.53%

Slika 42. Primjer 2.

Iz grafa funkcije H(z — 1) + H(x — 2) vidi se zasto se funkcija zove stepenasta.

Pravokutna funkcija

Pravokutna funkcija II(z) je funkcija u kojoj je 0 izvan intervala [—31,1], kao i

jedini¢no podrué¢je unutar intervala. Naziva se jo$ i puls funkcija, prozor funkcija ili
vrata funkcija, a definirana je sa:

0, o] >3
I(z) =19 3, |z[= ;
L |z <3
Tl x) I x)
o 1+ O : 3+
0.8| 0
a. 6l 0.6
2 @
0.4 0.4
0.2 0.2
i e %% Ex e ahawm 0.5 i

Slika 43. Lijeva slika prikazuje funkciju kako je definirana, dok desna prikazuje
kako izgleda ukoliko je crtamo osciloskopom
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Kvadratni val

Kvadratni val je periodicna forma vala koja se sastoji od trenutnih prijelaza izmedu
dva nivoa. Kvadratni val se jos naziva i Rademacherova funkcija. Kvadratni val
prikazan na slici ima period 2 i nivoe —% i % Uobicajeni nivoi za kvadratni val su i
(—1,1)1(0,1) (digitalni signali).

81 ,0x)
0.4

0.2

Slika 44. Kvadratni val

4 Funkcije najvecée 1 najmanje cijelo

Definicija 41. Funkcija | | : R — Z koja realnom broju x pridruzuje najveci cijeli
broj koji nije veéi od x naziva se funkcija pod (eng. floor) ili najvece cijelo.

Primjer 1. |7] =3,|5] =5,|—7] = —4.

Definicija 42. Funkcija [ | : R — Z koja realnom broju x pridruiuje najmangji
cijeli broj koji nije mangji od x naziva se funkcija strop (eng. ceiling) ili najmange
cijelo.

Primjer 2. [7] =4, [5] =5,[—7] = —3.

Primjedba 41. Funkcije najvece i nagmange cijelo su po dijelovima linearne i kons-
tantne funkcije te imaju prekide u cijelim brojevima.

Iz definicije je ocigledno
r—1<|z] <z r<fzr]<z+1

lz] <x<|z]+1 i [] =1 <z < [z]

Dakako, za cjelobrojne argumente vrijednosti tih dviju funkcija su jednake

lz] =rereZe [z]=2
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Slika 45. Funkcije pod i strop

Funkcije pod i strop mozemo vrlo lako izraziti jednu pomocu druge koristeéi jedna-

kosti
[z] = —[—x]
(2] = —[—x]

Neka je n cijeli i x realan broj. Iz definicija funkcija pod i strop izravno slijedi:
lz] =nen<z<n+1
lz]=ner—-—1<n<czx
[z]=nen—-—1<z<n
[z]=ner<n<z+1

Takoder vrijedi i

o +n) = 2] +n
[x+n]=[z]+n
Sto slijedi iz nejednakosti
lz]+n<z+n<|z|+n+1
[z]+n—1<z+n<[z]+n
i cjelobrojnosti od || +ni [z] +n.

Medutim, ovakvo svojstvo ne vrijedi za mnozenje, tj. opéenito je |nx| # n|x|.

Takoder, opéenito za x,y € R vrijedi |z +y]| # |x] + |y].

Primjer 3. Petar Zrinski i Fran Krsto Frankopan pogubljeni su 30. travnja 1671.
godine. Kojeg dana se to dogodilo?

Za dobivangje odgovora na ovo pitanje potrebna nam je sljedeca formula

e 2]+ L] - g om0 |

2m+1J
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Pod datumom podrazumijevamo dan - d (sa vrijednostima od 1 do 31), mjesec - m
(sa vrijednostima od 1 do 12) i godina - g (bilo koji prirodan broj). Ako znamo
sva tri podatka: d,m,g i ako je m vece od 2 (m > 2) izrac¢unajmo n prema gore
navedenoj formuli.

Imamo podatke: d = 30, m = 4, znact m > 2 , g = 1671. Uvrstavajucéi vrijed-
nosti u formulu dobivamo:

1671 1671 1671
=167+ | ==+ | o)~ |
n= 1671+ = 400 100

Dijeleéi dobijenu vrijednost n (2118) sa 7, imamo:

J+12+30+1— L%J _ 9118,

2118 = 3027 + 4

Znaci, ova dva velikana hrvatske povijesti pogubljena su u cetvrtak.

Primjer 4. Broj cijelih brojeva u intervalu [x,y). Za cijeli brojn je n € [x,y) ako
1 samo ako je x < n <y, a kako je

r<n&[z]<n i n<y<sn<|yl

to ako i samo ako je [x] < n < [y], pa cijelih brojeva u intervalu [z,y) ima [y]—[z].



Poglavlje 5

Funkcije u nastavi matematike

1 Funkcije u skolskoj matematici nekad i sad

Svojedobno su u osnovnoj skoli ucenici savladavali pojam funkcije intuitivno, bez
strogih matematickih definicija. Taj je nacin prihvacanja pojma funkcije bio pri-
mjeren uzrastu i olaksavao je kasniji susret sa strogom matematickom definicijom
funkcije i njezinim zapisom. Nedostatak ucenja osnova teorije skupova takoder je
znatno otezao uvod u matematicku definiciju pojma funkcije.

Osnovni pojmovi i operacije sa skupovima u osnovnoj se $koli ne uce ve¢ dugi niz
godina, pa ih nema ni u najnovijem programu nastave matematike. Funkcije se
uvode u 7. razredu, i to odmah preko strogo matematickog aparata i zapisa linearne
funkcije koji se odmah nakon toga povezuje s pravcem. Zato ucenici pojam funkcije
¢esto i poistovjecuju s pojmom pravca.

2 Misljenja matematicara vezana za pojam funk-
cije
Pojam funkcije je veoma vazan u nastavi matematike zbog njegovog znacaja za
matematiku i njenu primjenu iz nekoliko razloga:
- funkecijsko razmisljane daje posebnu dimenziju matematickom obrazovanju
- omogucuje bolje razumijevanje i efikasnije postupke u drugim nastavnim sadrzajima
- bolje priprema ucenika za buduc¢a matematicka znanja i primjene matematike
[ako u Nacionalnom okvirnom kurikulumu stoji:

e za osnovnu skolu

44
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- prikazati jednostavnu ovisnost dviju veli¢ina (linearna, ¢ista kvadratna,
drugi korijen) rije¢ima, tablicom pridruzenih vrijednosti, formulom i graficki,
opisati takve prikaze te ih prevesti s jednoga na drugi

e za strukovne skole

- opisati 1 izvesti jednostavne ovisnosti (veze) dviju veli¢ina formulama,
tablicama, grafovima i rijeCima; prevesti iz jednoga od navedena cetiri
oblika u drugi te ¢itati, usporedivati i tumaciti ovisnosti (veze)

- prepoznati i protumaciti karakteristicna svojstva jednostavnih grafova
(monotonost, periodi¢nost) i njihove karakteristiéne tocke (nultocke, ek-
stremi, tocke vazne za odredenu situaciju), te usporedivati jednostavne
grafove

e za gimnazije dodatno

- prepoznati, odrediti i protumaciti karakteristicne elemente i svojstva jed-
nostavnih funkcija, analizirati linearne, kvadratne, eksponencijalne, loga-
ritamske i trigonometrijske funkcije te rabiti njihova svojstva

- primijeniti funkcije i njihove grafove te jednadzbe i nejednadzbe u rjesavanju
matematickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim po-
druc¢jima i svakodnevnomu zivotu.

Stru¢njaci smatraju da su ti sadrzaji nedovoljni i da se prekasno uvode. Do sedmog
razreda pojam funkcije gotovo da nije uopce prisutan. U sedmom i osmom razredu
je mozda zadovoljavajuce prisutan, ali bi se i tu mogla uraditi poboljsanja (npr.
nema grafa obrnute proporcionalnosti i komponiranja geometrijskih preslikavanja i
simetrija). U srednjoj skoli se funkcije temeljitije usvajaju tek u 4. razredu, dakle,
na kraju umjesto na pocetku jednog ciklusa obrazovanja u kojem je taj pojam ite-
kako vazan.

Vecina ucenika prilikom dolaska u srednju skolu nema razvijeno apstraktno razmisljanje.
Savladavanje Kartezijevog sustava i algebarskih izraza za mnoge ucenike nije jed-
nostavan zadatak. Ucenje funkcija treba prilagoditi u¢enicima na nacin da se urav-
notezeno uvode tri najvaznija oblika prikaza, a to su numericki, graficki i algebarski.
Umanjiti ulogu ucenja funkcija s numerickog aspekta predstavljalo bi ozbiljno ne-
razumijevanje povijesne vaznosti analitickih i geometrijskim prikaza funkcije. U
stvarnim zivotnim situacijama, konkretne broj¢ane vrijednosti temelj su algebar-
skih izraza i geometrijskih krivulja. Matematicari 17-og i 18-og stoljec¢a proveli su
mnogo vremena racunajudi i istrazujuéi kako bi dosli do nekakvih zakonitosti i stal-
nih odnosa. Newton je, na primjer, ispunio mnogo stranica dugackim aritmetickim
racunima. Istrazivanja su pokazala da pri interpretaciji funkcionalnih odnosa kroz
grafove, ucenici ¢esto pribjegavaju numerickim zakljucivanjima u koje su sigurniji.
(Ponte, 1984.) U pedagoskom smislu, za ove ucenike brojevi su glavni matematicki
pojmovi na koje se apstraktni matematicki pojmovi postepeno svode. Moze se
re¢i da mnogi od problema koji ucenici imaju s matematikom u skoli proizlaze iz
pritiska da se bave uglavnom sa apstraktnim pojmovima, bez obzira na njihovu pri-
rodnu sklonost. Izgradnja i analiza tablice, ra¢unanje brojc¢anih vrijednosti, razvoj
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u kvantitativnom smislu, stjecanje osjecaja za ono Sto su prihvatljive i neprihvat-
ljive aproksimacije su vazni aspekti matematicke kompetencije koje se mogu postici
ako se uceniku prikazu konkretnim brojevima, koji ako je moguce dolaze iz stvarnih
zivotnih situacija.

3 Prijedlozi za razmatranje i prirodniji na¢in uvodenja
pojma funkcije

Nije osnovno pitanje na kojem nivou obrazovanja uvesti dani
matematicki pojam nego Sto od svakog matematickog poyma uvesti na
danom nivou obrazovanja.

(W. Servais and T. Varga: Teaching School Mathematics : A UNESCO
Source book, Penguin Books, 1971, UNESCO)

U ovom dijelu izdvojit ¢emo nekoliko misljenja razlicitih stru¢njaka i prijedloga za
prirodniji nac¢in uvodenja funkcije. Vecina struénjaka smatra da se pojam funkcije
ne bi trebao odmah uvoditi preko linearne funkcije niti preko strogog matematickog
zapisa, ve¢ kao odnos dviju zavisnih veli¢ina. Uéenicima visih razreda osnovne skole
nije tesko razumjeti odnos izmedu dviju veli¢ina od kojih je jedna zavisna o drugoj.
Lako je na¢i mnostvo primjera koji su uceniku bliski i koji ukazuju na takav pojam
funkcije.

Vozimo li se konstantnom brzinom, broj prijedenih kilometara zavisi o duljini tra-
janja voznje, tj. o vremenu; volumen kocke i povrsina kvadrata ovisni su o duljini
brida odnosno stranice; ukupna cijena kupljene robe zavisio koli¢ini kupljene robe;
vrijeme za obavljanje nekog posla ovisi o broju radnika koji ga obavljaju.

To je intuitivni pristup znacenju funkcije s kojeg se postupno prelazi na pojam
pridruzivanja. Dobro je da ucenici sami uoce pravilo pridruzivanja, napisu ga i
izracunaju nekoliko zadanih vrijednosti.

No treba isto tako istaknuti da postoje i velicine koje se ne pridruzuju po nekom
unaprijed zadanom pravilu kao $to je to u gore spomenutim primjerima.

Tako npr. svakoj se europskoj drzavi moze pridruziti njezin glavni grad, svakoj
prisutnoj osobi u prostoriji moze se pridruziti njezina visina ili broj godina, svakom
uceniku iz razrednog odjeljenja moze se pridruziti zakljuéna ocjena iz matematike
itd.

Tu je nuzno primijetiti da u svim primjerima postoje slucajevi kod kojih se razlic¢itim
nezavisnim veli¢inama moze pridruziti jedna te ista zavisna veli¢ina. Tako npr. vise
razli¢itih osoba moze imati istu visinu ili broj godina, nekoliko u¢enika imaju istu
zakljuénu ocjenu iz matematike itd.

Takoder neki struc¢njaci smatraju da bi puno lakse bilo uvodenje pojma funkcije od
samog pocetka skolovanja, te da bi na taj nacin ucenici na prirodniji nacin shvatili
sam pojam. Od prvog do cetvrtog razreda nedostaje razvijanje osjecaja za struk-
turiranje situacije. Nesto malo od onog sto je nekad pretjerano glorificirana, a sad
pretjerano demonizirana moderna matematika htjela u prevelikim koli¢inama uvesti.
U svakodnevnom dje¢jem svijetu sve je puno skupova, odnosa i funkcija koji se mogu
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jednostavno graficki prikazati (i tako strukturirati i apstrahirati na ono bitno za raz-
matranje).

Primjer 1. Dan je graficki prikaz neke obitelji gdje cemo radi ilustracije izdvojit
funkciju tata (x) (svatko pokazuje svog tatu) (zanimljivije je ako istaknemo drugim
bojama i druge relacije i funkcije).

MAJA  ANA ———— BRUNO

DINKO

Slika 46. Primjer 1.

Pitanja:

Tko je tata od Brune? Kome je tata Bruno? Tko je ovdje djeda? A tko brat?

Od petog do Sestog razreda bi se funkcije mogle ve¢ simbolicki i racunski gledati.
Mogla bi se u prethodnom primjeru uvesti oznaka 7T'(x) za biti tata od X i postaviti
pitanja:

a) Izracunaj T(T(ANA))

b) Rijesi jednadzbu T'(X) = DINKO ...

Od sedmog do osmog razreda dolazi do korelacije s predmetom fizika gdje se javljaju
razne direktne i obrnute proporcionalnosti, linearne i kvadratne funkcije. Taj je dio
veé¢ dobro zastupljen, ali se pomo¢u odgovarajuceg softwarea (npr. Microsoft Mat-
hematics) mogu crtati i slozeniji grafovi. U srednjoskolskom skolovanju stru¢njaci
smatraju da bi trebalo napraviti cjelokupnu reformu. Umjesto da se ucenici iscrp-
ljuju na sredivanju preslozenih algebarskih izraza, dijeljenju polinoma, racunanju
koordinata tocke koja dijeli duzinu u danom omjeru, posebnim formulama za tetivni
cetverokut, i nejednadzbama s apsolutnim vrijednostima koje se u matematici jedino
srecu u udzbenicima iz matematike, bilo bi sigurno bolje napraviti prikladan modul
o funkcijama. U tom bi modulu, uz primjereni nivo preciznosti i koristenjem grafova
funkcija, ucenik relativno jednostavno i efikasno usvojio osnovne pojmove o funkciji
koje bi mogao primijeniti na bolje razumijevanje i efikasnije rjesavanje jednadzbi
i nejednadzbi (kakve operacije smijemo raditi s objema stranama jednadzbe, zasto
moze do¢i do gubitka ili viska rjesenja, zasto su vazne inverzne funkcije za jednadzbe,
a monotone za nejednadzbe, kakva je veza rjesenja jednadzbi i nultocaka funkcija,
rjeSavanja nejednadzbi i ispitivanja predznaka funkcija, itd. Za bolje razumijevanje
i efikasnije usvajanje slozenijih funkcija (apsolutne vrijednosti, korijena, potencija,
eksponencijalnih, logaritamskih, trigonometrijskih i arkus funkcija) u sljedeé¢im godi-
nama, te jednadzbi i nejednadzbi koje su vezane uz te funkcije. Bolje razumijevanje
sadrzaja iz ostalih predmeta, pogotovo fizike, tokom cijele srednje skole.
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4 Prednosti tablicnog i grafickog zadavanja funk-
cije

Kao bitnu prednost vec¢ina struénih matematicara smatra uvodenje funkcija pomocu
tablicnog ili grafickog zadavanja.

Smatra se da svugdje oko nas postoje velicine koje su zavisne jedna o drugoj, tj.
koje pridruzujemo jedne drugima i izrazavamo ih preko raznih tablica. Prilikom
svladavanja svaku je novu funkciju korisno uvoditi preko tablica. Drugi na¢in kojim
mozemo zadati funkciju je grafom. Ovo ¢e u osnovnoj skoli posebno do¢i do izrazaja
kod linearne funkcije. Kasnije u srednjoskolskom obrazovanju grafu se treba posve-
titi posebna paznja kod svih funkcija koje ¢e se obradivati i kod svih tipova zadataka
gdje se mozemo osvrnuti ili pozvati na graf.

Grafom mozemo zorno opisati funkciju. No iskustveno je poznato da je graficki
prikaz funkcije ucenicima tesko razumljiv i sporo ga prihvacaju. Neki nikada u pot-
punosti. Mozda upravo zbog toga sto se prvo krenulo s pojmom i zapisom funkcije
f(z) koji je uceniku apstraktan, nakon cega se tom zapisu pridruzuje graf kao skup
svih uredenih parova (z, f(x)). To je jos jedno apstraktno pridruzivanje s kojeg se
odmah preskace na crtanje skupova tocaka (z,y) (pri ¢emu je y = f(x) u koordi-
natnoj ravnini.) Jo$ veéi problem nastaje kod analiticke geometrije jer se uz sve
opisano mora povezati i svojstvo krivulje sa zadanim grafom. Krivulje obi¢no ne
predstavljaju graf funkcije sto neke ucenike dodatno zbunjuje u jasnom poimanju
pojma grafa. Misljenja veéine matematicara se podudaraju da bi eksplicitni zapis
funkcije f(z) trebalo uvoditi postupno. Takoder smatraju da bi bilo dobro da se iz
zapisa funkcije ne prelazi odmah na crtanje grafa pridruzenog toj funkciji. Uceniku
bi bilo lakse krenuti obrnutim putem, usvojiti prvo crtanje grafa funkcije ili krivu-
lje prema zadanom svojstvu ili prema implicitnom zapisu, a ne prema eksplicitnom
zapisu. Kada ucenik savlada crtanje grafa preko izracunavanja tocaka, pravo je vri-
jeme da se s grafom poveze zapis pripadne funkcije. Na taj se na¢in uz neko zadano
svojstvo (kojeg lako prikazemo graficki jer povezuje dvije velic¢ine koje se medusobno
lako izracunaju jedna iz druge) posebno poveze graf, a posebno zapis funkcije. Tada
se moze uspostaviti korespondencija izmedu pojma funkcije i njezinog grafa.

Primjer 1. Uvodi se linearna funkcija f(x) = —x + 2, njoj se pridruzuje simbolicki
zapis y = —x + 2, izracunavaju se vrijednosti tocaka i crta tablica te nakon toga graf
linearne funkcije. Funkcija se uvodi na apstraktan nacin kojeqg ucenik ne moze zorno
predociti miti povezati s realnom situacijom. Zatim se wvodi jos jedno apstraktno
pridruzivanje uredenih parova (x, f(z)) = (x,y) na osnovu kojeg se crtaju tocke

grafa.
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lzracunavanje koordinata
Zapis funkcije f(x)=2—x tocaka. Tablica

Simboli¢ki zapis Crtanje grafa

Slika 47. Primjer 1.
Alternativni prijedlog

Zadaje se svojstvo koje povezuje koordinate tocaka u koordinatnoj ravnini. Odredi
skup svih toc¢aka u ravnini kojima zbroj apscise i ordinate iznosi 2.

Ucenik izracunava koordinate tocaka iz simboli¢nog zapisa x4y = 2 koji je prirodno
vezan sa zadanim svojstvom i crta graf. Tek kada je savladao crtanje grafa moze iz
zadanog svojstva i simbolickog zapisa prijeci i na zapis i pojam funkcije y = f(z) te
uspostaviti korespondenciju izmedu grafa i funkcije.

Skup svih to¢aka u ravnini kojima
zbroj apscise i ordinate iznosi 2

Simbolicki zapis x+y=2

0 0

lzracunavanje koordinata
tocéaka. Tablica

A

Crtanje grafa e Zapis funkcije f{x)=2—x

Slika 48. Alternativni prijedlog
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Sazetak

Pojam funkcije je jedan od temeljnih matematickih pojmova znac¢ajan unutar same
matematike kao i u njezinoj primjeni. Funkcije se uvode i izucavaju ve¢ u 7. razredu
osnovne skole i tijekom cijele srednje skole. U prvom poglavlju prikazan je pregled
razvoja pojma funkcije kroz povijest te tko je sve sudjelovao u njegovu stvaranju.
U drugom dijelu posebno su obradene elementarne funkcije kroz primjere primje-
njive u nastavi matematike za ucenike osnovnih i srednjih skola. Tre¢i dio sastoji
se od definicije i osnovnih svojstava nekih neelementarnih funkcija. U posljednjem
dijelu iznesena su misljena razlicitih matematicara vezana za sam pojam funkcije i
njegovu primjenu u Skolskoj matematici. Navedeni su odredeni prijedlozi kako da
se na prirodniji i uceniku shvatljiviji nacin uvode sam pojam funkcije.

Kljuéne rijeci: funkcija, elementarne funkcije
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Summary

The term function is one of the main mathematical terms meaningfull within the
core of mathematics as well as in applying maths. Functions are introduced and
learnt in the seventh grade of primary school and they are throughout in all grades
of high school. The first chapter gives us an overview of the term’s origin and its
development through history. The second chapter talks about elementary functions
and provides examples applicable in teaching maths to primary and high school
students. The third part contains definitions and basic properties of some non ele-
mentary functions. The last chapter provides an insight to the opinions of different
mathematicians concerning the term function and its usage in school maths. Several
suggestions are given on how to introduce the term function to students in a more
natural and comprehensible way making it easier for the students to understand.

Key words: function, elementary functions
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