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1. Uvod

U pocetku su se algebarski problemi pisali rijecima, a ne simbolima pa je bilo jako tesko
formulirati probleme. Diofant radi drasticne promjene u algebri, uvodeci simboliku te time
omogucuje jasan i uniforman zapis te formalizaciju ove discipline. Iz tog razloga ga se naziva
ocem algebre.

Osim toga, proucavao je algebarske jednadzbe i njihova racionalna rjesenja koje su dobile ime
njemu u cast jer je prvi koji ih je zapisivao simbolicki. Takoder, bavio se aproksimacijama ira-
cionalnih brojeva racionalnima, otvorivsi time drugim istrazivacima podrucje teorije brojeva

danas poznato pod nazivom diofantske aproksimacije.

On je najveéi matematicar postklasicnog razdoblja grcke matematike i zadnji veliki europ-
ski matematicar prije Fibonaccija.

Medutim, poznat je i po utjecaju na druge znacajne matematicare, npr. Fermat je u svojoj
verziji Diofantove knjige Arithmetica na marginama stranice postavio svoj veliki teorem koji
je dokazan tek 1994. godine.

U Diofantovo vrijeme matematicari su se bavili geometrijom, trigonometrijom i mehanikom.
Diofant je svojim radom o algebarskim jednadzbama bio ispred svog vremena te je proslo
mnogo stoljeca dok matematicari nisu shvatili velicinu njegova rada. Za primjer se moze na-
vesti da se u Europi u srednjem vijeku koristila Diofantova notacija, ali se nije znalo da je on

zasluzan.

U poglavlju Diofantova biografija i doprinos opisan je Diofantov zivot, te ukratko njegov
doprinos u matematici, dok je u poglavlju Diofantov utjecaj na druge matematicare opisan
njegov utjecaj na Vietea, Fermata, Pella, Eulera.

U sljedeca dva poglavlja, Problem § knjiga II i Problem 16 knjiga V navedeni su Diofantovi
problemi koji se bave rjesavanjem neodredenih kubnih jednadzbi.

Nakon toga su u poglavljima Diofantske jednadzbe i Metode rjesavanja diofantskih jednadzbi
opisane diofantske jednadzbe i neke klasi¢ne, te metode rjesavanja diofantskih jednadzbi.
Posljednje poglavlje, Hilbertov 10. problem bavi se najnovijim razmisljanjima o diofantskim

jednadzbama.



2. Diofantova biografija i doprinos

Diofant je zivio u Aleksandriji (danas egipatski grad) te se jos naziva i Diofant Aleksandrijski

(eng. Diophantus of Alexandria).

Slika 2.1 Diofant Aleksandrijski

Diofant je najveéi matematicar postklasicnog razdoblja gréke matematike i zadnji veliki europ-
ski matematicar prije Fibonaccija (13.st.). Postklasi¢no razdoblje traje od 2. stolje¢a pr. Kr.
kada Rimljani zauzimaju gréko kopno pa sve do 5. stoljeca kada pada Rimsko Carstvo.

O Diofantu se jako malo zna, postoji vise podataka o njegovim radovima nego o zivotu. Postoji
jedna zagonetka u stihovima o duzini Diofantova zivota koju je napisao gréki lingvist Metrodor
oko 500. godine.

"Diofantovo djetinjstvo trajalo je Sestinu njegova zivota, ozenio se sedminu godina kasnije,
brada mu je narasla kada je prosla jos dvanaestina, a sin mu se rodio 5 godina kasnije. Sin
je zivio polovinu ocevih godina, a otac je umro 4 godine poslije sina. Koliko godina je zivio
Diofant?”

Jednadzba ove zagonetke gdje je x broj Diofantovih godina glasi

ettt Lobstioad=

Rjesavanjem se dobije x = 84, $to znaci da je Diofant zivio 84 godine. Ne postoje nikakvi
zapisi kad je tocno zivio, ali istrazivanja pokazuju da je roden izmedu 200. i 214. godine, a
umro izmedu 284. i 298. godine.

U to vrijeme Aleksandrija je bila znanstveno i kulturno srediste antickog svijeta jer je imala
Akademiju znanosti u kojoj su radili ucenjaci koji su poucavali studente. Jedan od njih bio je
i Diofant.

Najpoznatiji je po svojoj knjizi Arithmetica koja se sastoji od 13 knjiga od kojih je pronadeno

samo Sest.
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Slika 2.2 Arithmetica na latinskom jeziku, izdanje 1621. godine

Arithmetica se uvelike razlikuje po stilu i sadrzaju od ostalih antickih knjiga koje su se bavile
teorijom brojeva i algebrom zbog simbolickog zapisivanja problema i samih problema (vidjeti
[4], str. 3).

Knjiga se bavi rjeSavanjem algebarskih problema, odredenih i neodredenih jednadzbi i sustava
jednadzbi, u skupu pozitivnih racionalnih brojeva. U ovih Sest knjiga nalazi se 150 problema.
Takoder, knjiga je najstariji sacuvani zapis koji se bavi proucavanjem neodredenih jednadzbi
(jednadzbe koje imaju beskonaéno mnogo rjesenja). Danas se dio matematike koji se bavi

rjeSavanjem neodredenih jednadzbi naziva diofantska analiza.

Sto se ti¢e metoda rjesavanja, Diofant ih nije navodio u opéem obliku, ali je na jednaki nacin
rjeSavao probleme iste vrste sto znaci da je na jednake probleme primjenjivao jednake metode.
Kasnije su diofantske jednadzbe promatrane pomocu algebarske geometrije, te je nastala grana
matematike pod nazivom diofantska geometrija (vidjeti [15], str. 824).

Algebarska geometrija zna¢i da se jednadzbe rjesavaju pomocu geometrijskih tehnika, tj. ako
se neodredena jednadzba promatra kao krivulja, tada se za rjeSenje traze sve racionalne tocke

koje leze na krivulji.

Tako su Diofantove metode rjesavanja neodredenih kubnih jednadzbi promatrane pomocu
algebarske geometrije i nazvane su Diofantova metoda tangente i Diofantova metoda sekante.

Diofantova metoda tangente glasi: ako racionalna tocka lezi na krivulji, tada tangenta kri-

vulje na tu tocku sijece krivulju u jos jednoj racionalnoj tocki, a metoda sekante: ako dvije



racionalne tocke leze na krivulji, pravac koji ih spaja sijece krivulju u jos jednoj racionalnoj
tocki.

Na sljede¢im slikama prikazane su ove situacije.

Slika 2.3 Diofantove metode tangente i sekante

Stvarno je zacudujuce kako je Diofant znao rjesavati ovakve jednadzbe. Pomocéu spretnog
izbora nepoznanica i domisljatih supstitucija izbjegavao je mnoge probleme koje ne bi znao
rijeSiti. Takoder, u nekim problemima je iracionalne brojeve aproksimirao pomoc¢u racionalnih

brojeva - diofantske aproksimacije.

Osim Arithmetice, Diofant je napisao i knjigu Porizmi, koja nije pronadena. u toj knjizi
nalazila su se svojstva brojeva i propozicije na koje se pozivao u Arithmetici. Bududi da se
u grcko vrijeme nista nije zapisivalo ako se nije znalo dokazati, pretpostavlja se da je Diofant
znao dokazati svaku propoziciju.

Medutim, Diofant je ipak najpoznatiji po svojoj simbolici i utjecaju na druge matematicare.

Stoga ¢e u nastavku biti viSe rije¢i o tome.

2.1. Simbolizam

Na pocetku prve knjige Arithmetice Diofant navodi osnovne definicije i opis simbola koji ¢e
koristiti, te tako postaje prvi u povijesti koji je simbolicki zapisivao algebarske izraze.

Dotad se algebra pisala u prozi pa je bilo komplicirano rjesavati jednadzbe. Diofant je
uvodenjem simbola za nepoznanice, koeficijente, potencije i racunske operacije uvelike olaksao
postavljanje i rjeSavanje jednadzbi te je na taj nacin pokrenuo veliki razvoj algebre. Neki ga

stoga nazivaju ocem algebre.

U klasicnoj grékoj matematici, razlomei i iracionalni brojevi nisu smatrani brojevima, a nisu
postojali ni negativni brojevi. Diofant je uveo negativne brojeve, i jos vise od toga, racionalne

brojeve.

Osim toga, uveo je oznaku za jednakost e koja je nastala tako da je uzeo prva dva slova



A i
rijeci jednako na grckom jeziku LT BE  7a operaciju zbrajanja samo je nadopisivao bro-
jeve, dok za operaciju oduzimanja (kao i znak za negativan broj) koristi oznaku M.

Takoder, uveo je neke elemente teorije brojeva, npr. simbole do Seste potencije, kao i za nega-

tivne potencije oznaku x koji se mogu vidjeti u sljedeé¢oj tablici (vidjeti [4], str 5, [3], str 82).

Suvremena oznaka | Diofantova oznaka

20 M
x ¢
x? AY
x3 Kv
x? AYA
x” AKY
20 K'K

x~! APX

2 J7a

Tablica 1: Diofantovi simboli za nepoznanice i njezine potencije (do Seste)

Medutim, pogrijesio je sto nije uveo oznaku za drugu nepoznanicu, te nekad s  oznacava vise
od jednog nepoznatog broja.

U nekim problemima je kao oznake koristio geometrijske likove, npr. oznaka za nepoznati
kvadrat je [1, za nepoznati kub 7 Pomocu njih zapisivao je i kub kvadrata, kvadrat kvadrata
i ostale kombinacije.

Osim toga, Diofant je formulirao pravila za trasformaciju jednadzbi koja uklju¢uju dodavanje
ili oduzimanje istog izraza na obje strane, pravila za mnozenje brojeva s predznakom, pravila

za mnozenje i dijeljenje potencija (vidjeti [4], str 7).

Navedimo jedan primjer jednadzbe u Diofantovoj izvornoj notaciji.
2022% + 13 — 10z = 13
22202 + 2°13 — 210 = 2°13

o oy S,
AV 73T i <T 1 oM

gdje je 08 = 202,17y = 13,7 = 10. Grci su brojeve oznacavali kao slova, samo s povlakom

iznad njih.

Zanimljivo je spomenuti da se u Europi u srednjem vijeku koristila Diofantova notacija, ali se

nije znalo da je on zasluzan.



2.2. Diofant i teorija brojeva

Diofant nije proucavao teoriju brojeva, ali se u njegovom rjesavanju jednadzbi pojavljuju neki
elementi iz teorije brojeva. Na primjer, prilikom postavljanja problema ili njegova rjesavanja,
Diofant je ponekad promatrao uvjete u kojima je problem rjesiv ili ne, ili navodi neka svojstva
brojeva koja koristi u rjeSavanju.
Osim toga, Diofant se u Arithmetici pozivao na neke primjedbe vezane uz teoriju brojeva koje
su navedene u knjizi Porizmi.
Navedimo neke primjere iz Arithmetice gdje se vidi Diofantov doticaj s teorijom brojeva:
Problem 28 u prvoj knjizi glasi:
"Pronaci dva broja ¢ija je suma jednaka zadanom broju, i suma njihovih kvadrata jednaka
nekom drugom zadanom broju”.
U modernoj algebarskoj notaciji, potrebno je pronaci brojeve koji x,y koji zadovoljavaju
r+y=a,z®+y?=b, gdje su a, b unaprijed zadani brojevi.
Diofant je odmah poslije postavljenog problema napisao nuzan uvjet:
"Dvostruki zbroj kvadrata trazenih brojeva mora biti veé¢i od kvadrata njihova zbroja za neki
kvadrat”, tj.

22 +y°) — (z+y)* =0

Buducdi da je bio obicaj antickih matematic¢ara navoditi samo one tvrdnje koje znaju dokazati,

pretpostavlja se da je Diofant znao dokazati svaku svoju navedenu tvrdnju.



3. Diofantov utjecaj na druge matematicare

Poslije pada Rimskog Carstva (4. st.), arapski matematicari su preuzeli Diofantov princip
simbolike. Takoder su koristili rije¢i za oznacavanje potencija nepoznanice (vidjeti [4], str
47.).

U srednjem vijeku su skoro svi algebraicari koristili Diofantova pravila za operacije s polino-
mima i jednadzbama (vidjeti [4], str 48.) dok negativni brojevi nisu bili prihvaéeni. Arapski
matematicari ih nisu uopée koristili, a europski su ih prihvatili sa sumnjom (trudili su se iz-
bjegavati njihovo koristenje).

Paradoksalno je to da se u Europi u 15 i 16 stolje¢u koristi Diofantova algebra sa simbolima,
ali se nije znalo da je Diofant zasluzan. Cak ni poznati algebraicari tog doba, kao Cardano i
Tartaglia, nisu znali nista o Diofantu.

3.1. Diofant i matematicari 16. stoljeca

U 16. stolje¢u rimski matemati¢ar Pacci pronasao je Diofantov rukopis u knjiznici u Vatikanu.
Zajedno s Rafaelom Bombelli preveo je Diofantovu knjigu, ali je njihov prijevod izgubljen.
Rafael Bombelli (1526 — 1572) bio je profesor na sveucilistu u Bologni (Italija) 1572. godine.

Slika 3.1 Rafael Bombelli

Najpoznatiji je po svojoj knjizi Algebra objavljenoj 1572. godine u kojoj je naveo probleme iz

Diofantove Arithmetice. Za Diofanta je rekao da je ”vrlo obrazovan u znanosti o brojevima”.
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Slika 3.2 Bombellijeva Algebra

Bombellijeva Algebra je bitan rad jer sadrzi poboljSsanu notaciju za potencije nepoznanica.
Prvi put se pojavljuju i kompleksni brojevi a + bi,i? = —1, ukljuéujuéi precizna pravila za
operacije izmedu kompleksnih brojeva. Moze se zakljuciti da je Arithmetica utjecala na cijelu

Bombellijevu knjigu.

Tri godine nakon objavljivanja Bombellijeve Algebre, Holtzman je napisao prvu verziju Di-
ofantove Arithmetice na latinskom jeziku.

1585. godine matematicar i mehanicar Simon Stevin u svojoj knjizi proucava probleme prve
4 knjige Diofantove Arithmetice, a drugo izdanje ove knjige izdao je algebraist Albert Girard,
koji je ukljucio probleme ostale dvije knjige.

Ali, Diofantove metode su imale najve¢u primjenu u radovima dvojice velikih francuskih ma-
tematicara 16. i 17. stoljec¢a, Francois Viete i Pierre Fermat.

3.2. Francois Viete

Francois Viete (1540. — 1603.) bio je francuski matematicar koji je najpoznatiji po svojim
formulama koje povezuju rjesenja i koeficijente algebarske jednadzbe i koje se njemu u cast i
zovu Vieteove formule. Najpoznatija njegova knjiga je Zetetics u kojoj se bavio algebarskim

problemima, uklju¢ujuéi i probleme iz Diofantove Arithmetice.



Slika 3.3 Francois Viete

Prije njega nije se znalo mnogo o algebri. On je prvi nakon Diofanta koji se bavio algebrom.
Progirio je Diofantovu notaciju uvodenjem simbola za poizvoljne konstantne veli¢ine (parame-
tre) u problemima te ga se Cesto naziva ocem moderne algebarske notacije (vidjeti [4], str 51).
Osim toga, Diofant je imao vise oznaka za potencije nepoznanica S$to je zbunjivalo. Viete je
uveo jedinstvene oznake: A quadratum ili kraée A ¢ za kvadrat i A cubum, tj. A c za kub.
Iako ovo nije notacija koju danas koristimo, pomoc¢u ovih jedinstvenih oznaka bilo je puno
lakse razumjeti sto je kvadrat, a sto kub (vidjeti [13]).

3.3. Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601 — 1665) bio je francuski matematicar koji je znacajno doprinio u
nekoliko matematickih grana kao sto su algebra, analiticka geometrija, geometrija, teorija

brojeva, teorija vjerojatnosti.

Slika 3.4 Pierre de Fermat

Za ovaj rad bitno je spomenuti da je proucavao Diofantske i Pellove jednadzbe. Pri rjesavanju
je koristio Diofantove metode, ali je ipak bilo neke razlike.

Dok je Diofant bio zadovoljan pronalaskom jednog rjesenja, cak i racionalnog, Fermat je trazio
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cjelobrojna rjesenja, i to sva moguca opca rjesenja.

1621. Bachet de Meziriac preveo je Diofantovu Arithmeticu i ovaj prijevod je bio puno bolji
od Holtzmanova. Ovo izdanje je postalo poznato, ne samo zbog kvalitete prijevoda i detaljnih
komentara, ve¢ zato Sto je Fermat u svojoj kopiji ovog prijevoda biljezio svoje misli i rezultate

koji se odnose na teoriju brojeva.

Ranije smo spomenuli Diofantov problem trazenja Pitagorinih trojki koji je postao poznat
zahvaljujué¢i Fermatu.

U svojoj kopiji Diofantove Arithmetice, na margini na strani 62 u knjizi II, Fermat je 1637.
godine napisao da ne postoje prirodni brojevi z, y, z i broj n > 2 koji zadovoljavaju jednadzbu:
" 4+ y" = 2" te dodao "Imam zaista sjajan dokaz ove tvrdnje, ali je margina za njega pre-
uska”. Fermat je dokazao ovu tvrdnju za n = 4 pomoc¢u metode beskonacnog spusta koju je
sam uveo. O tome Ce biti rijeci kasnije.

Ovaj teorem naziva se Fermatov veliki teorem i izazvao je pravu pomutnju jer ga nitko preko
vise od 300 godina nije uspjevao dokazati, sve do engleskog matematicara John Wiles koji ga
je dokazao 1994. godine.

Osim toga, Fermat je poznat i po teoremu naziva Mali Fermatov teorem koji se bavi dje-

ljivoséu prostim brojem.

3.4. John Pell

John Pell (1611. — 1685.) je bio engleski matematicar koji se bavio algebrom i teorijom
brojeva.

Slika 3.5 John Pell

Poznat je po tome Sto je 1672. godine izdao tablicu kvadratnih brojeva do deset tisuc¢a i po
Pellovim jednadzbama o kojima ¢e biti rijeci kasnije.
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3.5. Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707 — 1783) bio je $vicarski matematicar koji se bavio proucavanjem ele-
mentarne i diferencijalne geometrije, teorije grafova, infinitezimalnog racuna, trigonometrije,
algebre, teorije brojeva. Za svoju inspiraciju navodio je djela Fermata, Diofanta, Goldbacha i
Pella.

Slika 3.6 Leonhard FEuler

Najpoznatiji je po tome sto je definirao eksponencijalnu funkciju, logaritme negativnih i kom-
pleksnih brojeva. Takoder, mnogi elementi matematike nose njegovo ime: Eulerova formula,
Eulerova konstanta, Eulerov broj.

Rjesavao je mnoge diofantske i Pellove jednadzbe (vidjeti [4], str 59), te tako postoji i Eulerova

metoda kojom se rjesavaju linearne diofantske jednadzbe drugog reda.

Napisao je knjigu Algebra gdje je u skupu racionalnih brojeva rjesavao jednadzbe oblika

Y =ar* +bxr+c

y* = ax® + bx® + cx + d.

Pri rjesavanju je koristio Diofantove metode sekante i tangente.
Osim toga, Euler je koriste¢i Fermatovu metodu beskonac¢nih spusta dokazao Fermatov teorem
zan =3,4.

Navedimo sada dva Diofantova problema koji se bave rjesavanjem neodredenih jednadzbi.
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4. Problem 8 knjiga II

Jedan od najpoznatijih Diofantovih problema je onaj u kojem je Pitagorin teorem promatrao
na drukéiji nacin nego Pitagora (vidjeti [8]), a naveden je u Arithmetici kao problem 8 u knjizi
II.

Teorem 4.1. Pitagorin teorem

U pravokutnom trokutu vrijedi da je kvadrat hipotenuze jednak zbroju kvadrata kateta.
Spomenimo jos i sljede¢u definiciju.

Definicija 4.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y, z) zovemo Pitagorina trojka ako vrijedi
2, 2 2
Tyt =z

Diofant je promatrao sljede¢i problem: ”Zadani kvadrat rastaviti na sumu dva kvadrata”.
U modernoj algebarskoj notaciji, Diofantov problem je u biti trazenje Pitagorinih trojki
rjeSavanjem neodredene kvadratne jednadzbe.

Ovaj problem je postao poznat jer je Fermat u svojoj kopiji Diofantove Arithmetike upravo
pored ovog primjera postavio svoj veliki teorem koji se naziva Fermatov veliki teorem. O tome

¢e biti rijeci kasnije.

4.1. Diofantovo rjesenje

Diofant pretpostavlja da je zadani kvadrat broj 16, te trazi dva kvadrata koja u sumi daju 16.
Bududéi da je imao oznaku samo za jednu nepoznanicu, prvi pribrojnik je oznacio s x2, a drugi
s 16 — 22. Diofant je znao da Pitagorinih trojki ima beskona¢no mnogo, te je drugi kvadrat
lukavo zapisao kao (mx — 4)?%, gdje je m € Z. Za umanjitelj je uzeo broj 4 kako bi se poslije
ponistio sa 16 na lijevoj strani da ne bude slobodnih koeficijenata. Uo¢imo da ova supstitucija
vodi samo do racionalnih rjesenja i da se za razlicite vrijednosti koeficijenta m dobiju razlicita
rjesenja.

Diofant je uzeo m = 2, te dobio
16 — 2% = (2x — 4)* = 42 — 162 + 16,

tj.
522 = 16x.

Sada je podijelio obje strane s = (budué¢i da ne poznaje 0 kao broj) te dobio

dr = 16



.. .. . 16 . . . 16 2 256 . 16 2
iz cega slijedi x = 22, pa je prvi kvadrat jednak (3) = 52, adrugi (2 C2 = 4) =

Dobiveni kvadrati u sumi daju

256+144_400_16
25 25 25

162 12\ 2
16 =42 = [ — —
(5) +(5)

4.2. Generalizacija Diofantova rjesenja

Dakle, rjesenje problema je

U problemu se promatra neodredena kvadratna jednadzba oblika 2% +1y? = a2, gdje je a zadani
pozitivan racionalan broj.

Diofantova ideja bilo je uvesti supstituciju y = mx — a, iz cega se dobije

2

a® = 2% + (mx — a)? = 22 + m*2* — 2ama + d?,

odnosno
x(z(1+m?) — 2am) = 0.

2
mgT1 :
Da je Diofant koristio supstituciju mx + a, za rezultat bi dobio negativan broj, a on je trazio

Rjesavanjem ove jednadzbe dobije se x =01z =
samo pozitivna rjesenja.

4.3. Moderna geometrijska interpretacija

Na pocetku 20. stoljec¢a otkrivena je geometrijska interpretacija Diofantovih supstitucija.
Promotrimo tocku (z,y) € R? koja zadovoljava zadanu jednadzbu 22+ y? = a®. Geometrijski,
ovo je u stvari jednadzba kruznice, a tocka (z,y) lezi na toj kruznici.

Promotrimo jednu ocitu racionalnu tocku, npr. P(0, —a) i pravac koji prolazi kroz tu tocku.
Sa zadanim koeficijentom pravca m € Q, jednadzba pravca je y+a = m(x—0), tj. y = mz—a.
Ovaj pravac sijece kruznicu u jos jednoj tocki ¢ije koordinate dobivamo rjesavanjem sustava
jednadzbi

2242 = a?

Yy =mzx — a.

2am
m24+1"

RjeSenjasuz =0iz = Prvo rjesenje odgovara tocki P, dok iz drugog rjeSenja dobijemo

2am a(mQ—l)
m24+17 m2+1

Buduéi da je a racionalan broj, za bilo koji racionalan broj m, pomo¢u ovih formula dobije se

koordinate druge tocke sjecista (

racionalna tocka koja zadovoljava trazenu jednakost.

Na sljedecoj slici prikazana je situacija Diofantova rjesenja (a = 4, m = 2) kada trazena tocka

ima koordinate (%, %)



=

Slika4.1 Geometrijska interpretacija Diofantova rjesenja
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5. Problem 16 knjiga V

Promotrimo jedan problem kojeg je Diofant u svojoj Arithmetici naveo kao problem 16 u petoj
knjizi.

Problem glasi: Pronaci tri broja takva da kub njihove sume umanjen za neki od ta tri broja
daje kub.

Problem se u biti bavi rjesavanjem neodredene kubne jednadzbe i dobar je pokazatelj Diofan-
tova utjecaja na druge matematicare jer su mnogi proucavali neobi¢no Diofantovo rjesavanje,
te pokusavali dokazali porizam kojeg je Diofant koristio pri rjesavanju.

Spomenimo jos da su problemi 15 i 17 u istoj knjizi sli¢éni ovom problemu.

Problem 15 glasi: Pronadi tri broja takva da kub njihove sume uvecan za neki od njih daje
kub, a problem 17: Pronaci tri broja takva da neki od njih umanjen za kub njihove sume daje
kub.

5.1. Diofantovo rjesenje

Diofant je pretpostavio da je suma trazena tri broja jednaka x, a da su brojevi oblika %x?’, §—$x3,
3323, Tada je
4877
— =12 (1)
1728
Diofant je uzeo ovaj oblik brojeva jer je
7 3
23— —2® = 11'3 = <£> .
8 8 2
Analogno se dobije s druga dva broja.
Iz (1) slijedi 2? = 1222, te je zakljucio da ¢e problem biti rijeSen ako je razlomak 337% jednak

4877

omjeru dva kvadrata. Spomenimo jos, da je tada razlomak 7=5¢

jednak kvadratu nekog broja.

Diofant je problem trazenja brojeva sveo na problem trazenja kubova s desne strane jed-
nakosti.
Kako bi bilo lakse pratiti Diofantovo rjesenje, definirajmo probleme na sljedeé¢i nacin:

2 —x=a

2 — e =0
3 3

r’ —x3=cC".

Zbrajanjem ove tri jednakosti dobije se

32° — (x1 + 20 +23) =32° —x = a® + b° + 3,
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iz ¢ega slijedi

Dalje iz (1) imamo

A8TT 3, 3 3,13, 3
T795% 3 (a® +b° + ¢)
Sada za x = 1 vrijedi

Ako ova jednakost vrijedi za odredeni x, onda mora vrijediti i za svaki x.

Iz prethodne jednakosti moze se zakljuciti da kubovi a3, b?, ¢ moraju biti manji od 1.
Takoder, iz rasprave o razlomku % slijedi da tada 3 — (a® + b® 4 ¢®) mora biti kvadrat nekog
broja. Iz ovog je vidljivo da kvadrat mora biti manji od 3.

Diofant je ovdje poceo promatrati slucaj kada je i suma kubova manja od 1. Tada slijedi da
je kvadrat veci od 2 te je Diofant za njegovu vrijednost uzeo broj 2% = %. Sada vrijedi

9
3—(a3+b3+cg)zzl.

Bachet i Fermat pokusali su objasniti Diofantov izbor jer je to jedini broj izmedu 2 i 3 koji
odgovara, ali nisu uspjeli.

Iz prethodne jednakosti dobije se da je suma kubova jednaka

3,13, 3 9 _3
a”+b’+c :3—121.

Cilj je zapisati razlomak % kao sumu neka tri kuba.
Prosirivanjem s 54 dobije se % = %.
nazivnik 216 = 62 §to je potrebno jer su a3, b3, ¢ kubovi, a brojnik je potrebno rastaviti na
sumu tri kuba. Diofant je znao da vrijedi 162 = 125+ 64 — 27 = 53+ 43 — 33 i pomo¢u tvrdnje

3 iz Porizma: "razlika dva kuba moze se zapisati kao suma dva kuba”, zakljucio je da se mogu

Ovako prosireni razlomak je odgovarao Diofantu jer je

pronaci trazena tri kuba.
Medutim, Diofant nije zapisao konacna rjesenja, ve¢ je samo komentirao kako doc¢i do njih.

Viete je pronasao formule da se razlika dva kuba a® — b® zapise kao suma dva kuba 23 + 12

(ovo su novi a, b, x):

x*b2a3_b3

a3+ b3
B a® — 203
y_aa3+b3'

Ove formule su objasnjene u sljede¢em potpoglavlju.

Upotrebom formula dobije se
40 303

o1~ o1

Tr =
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te imamo X ) .
I E R 162 5 n 303 N 40
a C = — = — - .
216 6 91-6 91-6) '

tj. sredivanjem se dobiju trazena tri kuba

5\°  /101\° /20’
3,13, .3
b == - =) .
e (6) * (182) i (273)
Diofant je sada otkrio koliko iznosi suma trazena tri broja x = x; + x9 + x3 tako Sto se iz

rasprave o razlomku % i kvadratu % moze zakljuciti da se taj razlomak moze predstaviti tim

kvadratom te iz (1) slijedi
9

r="2"
4

iz cega se dobije x = % Diofant je sada zakljucio da su ovime pronadeni trazeni brojevi.

Mi ¢emo nastaviti dalje, da otkrijemo kako to¢no oni izgledaju.
Prisjetimo se da vrijedi

9
173~ (a® +b° + %)
Sto se moze zapisati u obliku

22(1—a3)+(1—b3)+(1—03).

9.3

Kako vrijedi jednakost = 2%, mnozenjem s x* dobivamo

9

ng =z=(1-a*2*+ (1 - )2 + (1 — )2’

Buduéi da z predstavlja sumu traZena tri broja, zaklju¢ujemo da su (1 — a®)z?, (1 — b®)2?,
(1 — ¢*)® trazeni brojevi.

Tocnije, trazeni brojevi jednaki su

5\° 2\° 91 8
—1-(2 (Z2) == 2 x~0.124
o ( (6>> (3) 216 a7~ 01248
X 101\?° 2\ 4998267 8 09457
Ty = — | — Nz == -—==0.
2 182 3 6028568 27

20 \* 2\% 20338417 8
— 1_ _ . — = — . — X 2 2
s ( (273)> (3) p0346417 27~ 02
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5.2. Vieteovo rjeSenje porizma
Viete je u svojoj knjizi Zetetics proucavao porizam 3 u obliku

- =2+y  zaa>b>0iz,y>0, (2)

gdje su a3, b® zadani, a 23, 3® trazeni kubovi.

Ovaj problem rijesio je pomoc¢u Diofantove metode tangente uvodenjem supstitucije z =
t — b,y = a — kt pomocu koje se dobije

t3(1 — k) + 3t*(ak* — b) + 3t(b* — a*k) = 0.

Tada stavlja b*> —a®k = 0 §to je ekvivalentno uvjetu da je y = a— k(z +b) tangenta na krivulju

(2) u tocki (—=b,a) i pomoéu k = % iz prethodne jednakosti dobije

3a’b

b= —
a3+b3

Sada se lako dobiju trazeni brojevi

2a® — b3
a3+ b3

B a’ — 20°

y=a——s R

z=150

Osim ovog, promatrao je dva analogna problema: ”suma dva kuba moze se zapisati kao razlika

dva kuba” i "razlika dva kuba jednaka je razlici druga dva kuba”, tj.
A+ =2>—y} zar>y>0ia,b>0

= =2—y® zar>y>0ia>b>0.

Ove probleme je takoder rijesio pomoc¢u Diofantove metode tangenti i dobio slicne formule za

x, Y.
Ukratko, moze se re¢i da je Viete proucavao jednadzbu oblika
2?4yt + 2 =00

te da njegove formule ukljucuju i negativna rjesenja.
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Euler je zakljucio da se pomoc¢u Vieteovih formula ne dobiju sva moguéa rjesenja, te je

opcenitije promatrao ovaj problem - u 3 slucaja:
e kada je poznat jedan kub
e kada nije poznat nijedan kub
e pronaci sve skupove brojeva takvi da tri kuba u sumi daju kub.

Objasnjavanje ovih slucajeva izlazi iz okvira nase teme, za detaljnije informacije vidjeti [7],
str 329.

3

Iz Vieteovih formula vidljivo je da su rjeSenja pozitivna samo ako je a® > 2b® §to je u su-

protnosti s Diofantovom tvrdnjom.

5.3. Fermatovo rjeSenje porizma

Fermat je rijesio ovaj nesporazum ponavljanjem Diofantove metode tangente (vidjeti [4], str
52).

Zakljucio je da, ako uvjet a® > 2b% nije zadovoljen, prvo se mogu primjeniti Vieteove formule
iz 3. problema, pa razliku dva kuba zapiSemo pomocu razlike druga dva kuba. Postupak se
ponavlja dok uvjet ne bude zadovoljen, i tada se koriste Vieteove formule iz 1. problema, i
zadana razlika dva kuba se moze zapisati kao suma druga dva kuba.

Osim navedenih problema, Fermat je proucavao i jednadzbu

2+’ =a® + 1,

tj. problem ”suma dva kuba moze se zapisati kao suma dva kuba” i dosao do sli¢nih zakljucaka.
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6. Diofantske jednadzbe

Diofant je prvi sustavno proucavao jednadzbe s viSe nepoznanica, i trazio je pozitivna raci-
onalna rjesenja, nikad cjelobrojna.
Njemu u cast takve jednadzbe dobile su njegovo ime.

Moderna definicija diofantske jednadzbe je

Definicija 6.1. Diofantska jednadzba je jednadzba oblika
f(mla L2y eey wn) = 07

gdje je f polinom u n varijabli, n > 2, s cjelobrojnim koeficijentima.

Uredena n — torka cijelih brojeva (29,29, ...,2%) koja zadovoljava danu jednadzbu naziva se

rjeSenje jednadzbe.
Jednadzba koja ima jedno ili vise rjeSenja naziva se rjeSiva jednadzba.

U vezi s diofantskim jednadzbama postavljaju se sljedeca tri problema:

1. Je li jednadzba rjesiva, tj postoji li rjeSenje jednadzbe?

2. Ako je jednadzba rjesiva, ima li konacno ili beskona¢no mnogo rjesenja?
3. U slucaju rjesivosti odrediti sva rjesenja jednadzbe.

Proucavanje diofantskih jednadzbi ovog tipa nastavilo se kod kineskih matematicara u 3. sto-
lje¢u, Arapa u 8 — 12 stoljecu, te kasnije sve do Fermata, Eulera, Lagrangea, Gaussa i mnogih
drugih.

Danas se diofantske jednadzbe rjesavaju pomocu geometrijskih i algebarskih metoda te se taj

dio matematike naziva diofantska analiza.
Promotrimo sada najpoznatije diofantske jednadzbe, linearne i Pellove.

6.1. Linearne diofantske jednadzbe
Definicija 6.2. Linearna jednadzba oblika
a1 + asxo + - + apx, = b, (3)
gdje su ay,as, ..., a,,b cijeli brojevi, n > 1, naziva se linearna diofantska jednadzba.
Za linearne diofantske jednadzbe vrijedi sljedeéi teorem

Teorem 6.1. Jednadzba (3) je rjesiva ako i samo ako vrijedi (ay,as, ..., a,)|b.
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Dokaz. Za dokaz vidjeti [1], str 59. O

Postoji vise metoda rjesavanja linearnih diofantskih jednadzbi. Navest ¢emo Fulerovu metodu

koja se koristi za rjeSavanje linearne diofantske jednadzbe ax + by = c.

Rjesavanje ove jednadzbe ekvivalentno je rjesavanju kongruencije ax = ¢ (mod b). Ovo znadci
da b|(ax — ¢), tj. ax — ¢ = by. Buduéi da je y proizvoljan broj, vrijedi i ax — ¢ = —by iz Cega
slijedi ax + by = c i dosli smo do pocetne jednadzbe.

Eulerova metoda temelji se na svodenju jednadzbe na kongruenciju modulo najmanji koefi-
cijent. Dobivena kongruencija se pojednostavi i svede na jednadzbu. Postupak se ponavlja
sve dok se ne dobije kongruencija u kojoj je na lijevoj strani neka varijabla s koeficijentom 1.
Sada je poznat njezin oblik i vraca se unazad kako bi se dobile ostale varijable.

Promotrimo jedan primjer iz kojeg ¢e nam ova metoda biti jasnija.
Primjer 6.1. Odrediti sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
br —2y=T.

Rjesenje:
Provjerimo prvo je li jednadzba uopée riesiva: vrijedi (5,2) = 1|7 pa po teoremu zakljucujemo
da je.

Promotrimo ovu jednadzbu modulo najmangi koeficijent, tj. modulo 2. Sada imamo
Sx =7 (mod 2),
tj.
r=1 (mod 2), (4)

buduéi da je 5 =1 (mod 2) i 7=1 (mod 2).
Iz kongruencije (4) slijedi da je x = 1+ 2t,t € Z, a uvrstavanjem ovog izraza u pocetnu
jednadzbu dobiyje se y =5t — 1,t € Z.

Nelinearne diofantske jednadzbe su jednadzbe u kojima se nepoznanice, osim u prvoj potenciji,
pojavljuju i u potencijama viseg reda (npr. z?, ry, z3). Dokazano je da nema opée metode ko-

jom bi se za svaku nelinearnu diofantsku jednadzbu moglo utvrditi ima li cjelobrojna rjesenja.

6.2. Pellove jednadzbe

Definicija 6.3. Diofantska jednadzba oblika
? —dy* =1,

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat naziva se Pellova jednadzba.



22

Ime joj je dao Leonhard Euler u svojoj knjizi Algebra. Po svemu sudedi, ove zasluge pogresno
su pripisane Pellu jer, iako je rjeSavao ovakve jednadzbe, nije bitno pridonio njihovoj teoriji.
Neke jednadzbe ovog tipa nalaze se u tekstovima starogrcékih matematicara kao sto su Arhi-
med i Diofant koji je prouc¢avao drukéiji oblik Pellove jednadzbe oblika a?x? + ¢ = 2.
Medutim, prvi koji su sustavno proucavali Pellove jednadzbe su srednjovjekovni indijski ma-
tematicari od kojih je najbitniji Brahmagupta. Od europskih matematicara, metode za

rjeSavanje Pellovih jednadzbi dali su Brouncker, Fermat, Euler i Lagrange.

Pierre de Fermat je prvi europski matematicar koji je jednadzbi pridao veci znacaj.
1657. godine dao je tvrdnju bez dokaza, da ako je d pozitivan i nije kvadrat, onda Pellova
jednadzba ima beskonaéno mnogo rjesenja (vidjeti [1], str 105).

Negativna Pellova jednadzba zadana je kao
22— dy? = —1,

gdje je d > 1 i nije kvadrat.
Grytczuk, Luca and Wéjtowicz su pokazali da jednadzba ima rjeSenja u pozitivnim cijelim
brojevima ako i samo ako postoji Pitagorina trojka (A, B, C) i pozitivni cijeli brojevi a, b takvi
da vrijedi

D=a*>+b*ilaA—bB|=1.
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7. Metode rjesavanja diofantskih jednadzbi
Postoji mnogo metoda za rjesavanje diofantskih jednadzbi:
e metoda dekompozicije

e rjesavanje diofantskih jednadzbi pomoc¢u nejednakosti

metoda uvodenja parametara

metoda modularne aritmetike

e Fermatova metoda beskonac¢nog spusta
e metoda matematicke indukcije.

Promotrimo ih detaljnije. Primjeri i njihova rjesenja su preuzeti iz [1].

7.1. Metoda dekompozicije

Metoda dekompozicije temelji se na trazenju nultocaka polinoma s cjelobrojnim koeficijentima
f(z1, e, ...,x,) = 0. Procedura se sastoji od toga da se polinom zapise u obliku produkta

fi(zy, @, oy ) foxr, oy ooy @) -+ - fr(T1, 22, oy ) = a,

gdje su f1, fa, ..., f takoder polinomi s cjelobrojnim koeficijentima, te a € Z.

Promotrimo primjere.

Primjer 7.1. Pronadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
(@ + D(y* + 1) + 2(z — y)(1 — 2y) = 4(1 + zy).
Rjesenje:
22y = 2xy + 1+ 2% +y° — 20y +2(x — y)(1 —ay) =4
(zy — 1)+ (z —y)* = 2(x —y)(zy — 1) =4
2y —1— (z —y)]* =4
(x4+1)(y—1)=+2

Dakle, imamo dva slucaja:

Ako je (x + 1)(y — 1) = 2 dobiju se sljedeci sustavi jednadzbi

r+1=2 r+1=-2 r+1=1 r+1=-1
y—1=1 y—1=-1 y—1=2 y—1=-2
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¢ija su rjesenja (1,2),(—3,0),(0,3), (=2, —1).

Ako je (x + 1)(y — 1) = —2 dobiju se sljedeéi sustavi jednadzbi

r+1=2 r+1=-2 r+1=1 r+1=-1
y—1=-1 y—1=1 y—1=-2 y—1=2
¢ija su rjesenja (1,0),(=3,2),(0,—1),(-2,3).

Primjer 7.2. Neka su p,q prosti brojevi. Rijesiti u skupu pozitivnih cijelih brojeva jednadzbu
1 1 1

Ty pg
Rjesenge: Ova jednadzba je ekvivalentna algebarskoj diofantskoj jednadzbi

(z — pa)(y — pq) = P°¢".

Uzimajuéi u obzir sve pozitivne djeljitelje broja p*q® dobiju se sljedeéi sustavi jednadzbi:

r—pg=1 r—pg=p T—pg=q
y—pg=p*¢ |yv—pe=ps® |y—pg=p’q

r—pg=p* Jx—pg=pq |z —pg=pg
y—pg=¢ |\y—pa=pqg |y—pg=p
r—pg=pq Jr—pg=¢* |x—pg=pq
y—pg=q y—pg=p* |y—pg=1
¢ija su rjesenja redom
(14 pg,pg(1 +pq)) . (p(1+q),pq(1 +q)) , (¢(1+ p),pq(1 + p)),
(plp+q).q(p+q)) , (2pg,2pq) , (pa(1 + q),p(1 + q)),
(pg(L+p),q(1+p)), (¢lp+q),p(p+4q)) , (pa(1+pq),1+ pq).

7.2. Metoda nejednakosti

Bit metode nejednakosti sastoji se u suzavanju podrucja moguc¢ih vrijednosti nepoznanica
u jednadzbi pomoc¢u prikladnih nejednakosti, te razmatranju slucajeva u tako dobivenom

suzenom skupu.
Primjer 7.3. Pronadite sve parove cijelih brojeva (z,y) takve da vrijedi
2P+’ = (z+y)*

Rjesenje:
Imamo dva slucaja:
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1. ako je x +y =0, tada su rjesenja oblika (k,—k),k € Z

2. ako je x +y # 0, jednadzba postaje (x — y)* + (x — 1)* + (y — 1)* = 2. Tada vrijedi
(x —1)2 < 1,(y—1)> <1 iz ¢ega slijedi da se varijable x,y nalaze u intervalu [0,2], pa
su rjesenja pocetne jednadzbe (0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2).

Primjer 7.4. Rijesite u skupu prirodnih brojeva jednadzbu:
17(xyz+axy+xz+2+1) —5d(yz+y+ 2) = 0.

Rjesenje:
Uocimo da je xyz + xy + xz = x(yz + y + z) Sto nam omogucéuje pojednostavijenje jednadzbe.

17(zxyz +axy+22)+17(2 +1) = bd(yz+y+2) =0

1Te(yz+y+2)+17(z2+1) = bd(yz+y+2) =0
17(z+1) = (54 — 172)(yz + y + 2).
Lijeva strana wvijek je pozitivna. Da bi desna strana bila pozitivna, nuzno je x < 4. Razliku-
jemo tri slucaja x = 1,2, 3.

Za x=1
jednadzba poprima oblik 17(z + 1) = 37(yz + y + 2) odnosno:

17(z+1) =37(yz+y) + 37z (17— 37y)(z + 1) = 37=.

Buduci je lijeva strana uvijek negativna, a desna pozitivna, ta jednadzba nema rjesenja u skupu

prirodnih brojeva.
Za x=2
jednadzba poprima oblik 17(z + 1) = 20(yz + y + 2) odnosno:

(17 — 20y)(z + 1) = 20=.

Bududéi je lijeva strana uvijek negativna, a desna pozitivna, ta jednadzba nema rjesenja u skupu

prirodnih brojeva.
Za =3
jednadzba poprima oblik 17(z + 1) = 3(yz + y + 2z) odnosno:

(17— 3y)(z+ 1) = 3=.

Vidimo da mora biti y < 6. Usporedujuci faktore s lijeve 1 desne strane vidimo da mora biti i
17— 3y < 3, odnosno 3y > 14, t5. y > 4.
Dakle, y = 5. Iz jednadzbe slijedi da je z = 2. Polazna nelinearna diofantska jednadzba ima

jedinstveno rjesenje
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7.3. Metoda uvodenja parametara

U mnogo situacija, cjelobrojna rjesenja diofantske jednadzbe f(z1,zs,...,2,) = 0 mogu se
prikazati u parametarskom obliku

r = 91(]<71, ey kl)
To = gQ(klu sy kl)

Ty = gn(k1, ..., ky),
gdje su g1, go, ..., gn funkcije od [ varijabli s cjelobrojnim vrijednostima i kq, ..., k; € Z. Neke
diofantske jednadzbe imaju vise parametarskih oblika.
Za vecinu diofantskih jednadzbi nije moguce pronaci sva rjesenja. U mnogim takvim slucajevima

parametarska metoda osigurava dokazivanje postojanja beskona¢no mnogo rjesenja.

Primjer 7.5. Dokazite da postoji beskonaéno mnogo cijelih brojeva (z,y, z) koji zadovoljavaju
jednadzbu
RN S S S B )
Rjesenge:
Uvodeéi z = —y jednadzba postaje
3 = 2 + 2%
Sada postavljajuci y = mx, m € Z dobivamo

r=1+2m>

Dakle, rjesenje pocetne jednadzbe je beskonacna familija riesenja x = 2m? + 1,y = m(2m? +
1),z=—-m(@2m?+1),m € Z.

Definicija 7.1. Najveca zajednicka mjera (najvedi zajednicki djelitelj) dvaju brojeva je najveci
broj s kojim su djeljiva oba zadana broja. Ako je najveéa zajednicka mjera (NZM) neka dva

broja jednaka 1, kaZemo da su brojevi relativno prosti.

Primjer 7.6. Pronadite sve trojke pozitivnih cijelih brojeva (x,y, z) takvih da vrijedi

11 1

Ty =z
Rjesenje:
Jednadzba je ekvivalentna sljedecoj jednadzbi

Ty
r+y

Neka je d = NZM (z,y). Tada je x = dm,y = dn, tako da je NZM(m,n) = 1. Slijedi da je
NZM(mn,m+n) = 1. Stoga je z = ffﬁjl iz cega slijedi (m +n)|d, tj. d =k(m+n),k € Z,.
Dakle, riesenja jednadzbe su x = km(m +n),y = kn(m +n), z = kmn, gdje su k,m,n € Z,.

Zz =
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7.4. Metoda modularne aritmetike

Modularna aritmetika je naziv za dio matematike koji proucava rac¢unske operacije s kongru-

encijama.

Definicija 7.2. Neka su a i b cijeli brojevi ¢ m prirodan broj. Za brojeve a i b kazemo da su

kongruentni modulo m ako vrijedi m|(a —b). Oznaka: a =b (mod m).
Ova metoda pomocu kongruencija pokazuje da neka diofantska jednadzba nema rjesenje.

Definicija 7.3. Neka je NZM(a,m) = 1. Ako kongruencija x*> = a (mod m) ima rjesenja,
onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U protivnom kaZemo da je a kvadratni

neostatak modulo m.
Definicija 7.4. Neka je p neparan prost broj. Legendreov simbol <%> definira se kao
1, ako je a kvadratni ostatak modulo p

a
<—> = <{ —1, ako je a kvadratni neostatak modulo p
0, ako pla.

Teorem 7.1. Eulerov kriterij:

<%> = a"T (mod m).

Dokaz. Za dokaz vidjeti [5], str 29. O

Primjer 7.7. PokazZite da jednadzba
(x+ 1)+ (x+2)%+- + (2 +2001) = 3

nema rjesenja.
Rjesenje:
Uvodenjem supstitucije x = z — 2001 jednadzba postaje

(2= 1000)2 + -+ (z = 1)* + 22 + (2 + 1) + -+ + (2 + 1000)* = y”.
Sredivanjem izraza dobije se

200122 + 2(12 922 10002) _ y27

n(n+1)(2n+1

a primjenom formule za sumu prvih n kvadrata 12 4+ 22 + ... +n? = 5 ) dobivamo

1000 - 1001 - 2001 9
6 =Y,

200122 + 2
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.
2001z% + 1000 - 1001 - 667 = 3.

Uoc¢imo da je lijeva strana kongruetna 2 modulo 3. Promotrimo vrijedi li isto i za desnu

stranu, tj. je lv 2 kvadratni ostatak modulo 3. Po Fulerovom kriteriju vrijeds

<§> =2"7 (mod 3)
(;) =2 (mod 3),

(g) = 1 (mod 3)

sto po definiciji Legendreova simbola znaci da 2 nije kvadratni ostatak modulo 3 i dosli smo

t.

do kontradikcije.
Dakle, ova jednadzba nema rjesenja.

Teorem 7.2. Mali Fermatov teorem
Neka je p prost broj. Ako p t a, onda je a?~' = 1 (mod p). Za svaki cijeli broj vrijedi
a? =a (mod p).

Dokaz. Za dokaz vidjeti [5], str 18. O

Primjer 7.8. PokazZite da jednadzba

nema cjelobrojnih rjesenja.
Rjesenje:
Promotrimo ovu jednadzZbu modulo 11.
Uocimo da vrijedi:
o ako 11|z, tada 11|x'°, iz ¢ega slijedi z'° =0 (mod 11)

e ako 11t z, tada po Malom Fermatovom teoremu vrijedi x'° =1 (mod 11).

Dakle,

()2 = 2 = 0 ili 1(mod 11) za svaki x.

Dalje, vrijedi
2° = —1,0 ili 1(mod 11)
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iz éega slijedi y* = x° — 4 = 6,7 ili 8 (mod 11). Provjerimo jesu li 6, 7, 8 stvarno kvadratni
ostaci modulo 11.

Po Eulerovom kriteriju slijedi
6

(ﬁ> =6° (mod 11),

(%) = —1 (mod 11),

pa iz definicije Legendreova simbola slijedi da 6 nije kvadratni ostatak modulo 11.

t.

Na jednak nacin se dobije da ni 7 ni 8 nisu kvadratni ostaci modulo 11 © dosli smo do kontra-
dikcije.

Dakle, ova jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.

7.5. Fermatova metoda beskonac¢nog spusta

Fermatova metoda beskonacnog spusta (FMBS) se koristi kako bi se pokazalo da neko svoj-
stvo ne vrijedi za nenegativne cijele brojeve. Pod pretpostavkom da je svojstvo istinito za
neki pozitivan cijeli broj, potrebno je pokazati da svojstvo vrijedi i za puno manji broj. To
bi znacilo da postoji beskonacan padajuéi niz pozitivnih cijelih brojeva koji zadovoljavaju ovo
svojstvo, i tu je kontradikcija buduci da postoji samo konacan broj prirodnih brojeva koji su
manji od pocetnog broja. Slijedi da svojstvo ne vrijedi ni za jedan nenegativan cijeli broj.

Pomocu ove metode Fermat je dokazao svoj veliki teorem za n = 4 tako Sto je pokazao da

2 nema cjelobrojnih rjesenja, dok je Euler, takoder koristeéi ovu metodu,

jednadzba z* +y* = 2
pokazao da ne vrijedi za n = 3, 4.
Danas je FMBS nezamjenjiv alat u proucavanju problema diofantske analize (vidjeti [4], str

56, 42).

Postoje dva specijalna slucaja FMBS metode koji se koriste kod diofantskih jednadzbi:
FMBS prva varijanta:

Ne postoji niz nenegativnih cijelih brojeva n; > ngy > ...

FMBS druga varijanta:

Ako niz nenegativnih cijelih brojeva (n;);>1 zadovoljava nejednakost n; > ng > ..., tada postoji

1o takav da vrijedi n;, = nj41 = ...
Primjer 7.9. Rijesite jednadzbu
3 4 2% =423
u skupu nenegativnih cijelih brojeva.
Rjesenge:

Uocimo da je (0,0,0) trivijalno rjeSenje ove jednadzbe, pokazZimo da je jedino. Pretpostavimo
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suprotno, da postoji netrivijalno rjesenje (x1,y1, 21). Buduéi da su /2, /4 iracionalni, slijedi
x1,Y1,21 > 0 (inace rjesenje ne bi bilo cjelobrojno).

Iz o3 + 2y = 423 slijedi da 2|z, pa se xy moZe zapisati kao ¥, = 219,79 € Z,. Tada je
8rs + 2u3 = 423, tj. 4ad + 3 = 223 iz Cega slijedi da je yy = 2yo,yo € Z. Slicno se dobije i
21 = 229,29 € Z. Dakle, dobije se novo rjesenje (xa,ya, 20) takvo da je x1 > o,y > Yo, 21 >
2.

Nastavljajuéi ovu proceduru, konstruira se niz pozitivnih cjelobrojnih riesenja (X, Yn, Zn)n>1

takav da x1 > x9 > x3..., Sto je u kontradikciji s FMBS prvom varijantom.

7.6. Metoda matematicke indukcije

Matematicka indukcija (MI) jak je alat koji se koristi kako bi se pokazalo da neka tvrdnja
vrijedi za sve nenegativne cijele brojeve.

Neka je P(n) svojstvo koje vrijedi za nenegativan broj n. Pomoéu metode matematicke
indukcije pokazuje se da je P(n) istinita tvrdnja za svaki n > ng, gdje je ng zadan nenegativan
cijeli broj.

Postoji vise formulacija matematicke indukcije:

MI (slaba forma) sastoji se od tri koraka:
1. provjere da je P(ng) istinita tvrdnja
2. pretpostavke da je tvrdnja P(k) istinita za k > ng
3. dokazivanja istinitosti tvrdnje P(k + 1).

Tada je tvrdnja P(n) istinita za svaki n > ng.

MI (s korakom s) sastoji se od tri koraka:
1. provjere da su P(ng), P(ng + 1), ..., P(ng + s — 1) istinite tvrdnje
2. pretpostavke da je tvrdnja P(k) istinita za k > ng
3. dokazivanja istinitosti tvrdnje P(k + s).
Tada je tvrdnja P(n) istinita za svaki n > ng.
Primjer 7.10. Dokazat: da je jednadzba
P+ +22=59" neN

rjesiva u skupu prirodnih brojeva.
Rjesenge:
Za rjesavanje ovog problema koristit cemo matematicku indukciju s korakom s =2 i ng = 1.
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1. Uocimo da je rjesenje za n = 1 jednako (x1,y1,21) = (1,3,7), a zan =2
(72,12, 22) = (14,39, 42) jer je
1P+ 324+7 =59

142 + 392 + 422 = 592,

2. Pretpostavimo sada da postoji rjesenje jednadzbe (Tg, yx, zx), tj. da vrijedi
i+ yi 42t =59% k> 1.

3. Pomocu prethodne pretpostavke potrebno je pokazati da postoji rjesenje jednadzbe

(Thr2, Ykt2, Zht2), 1. da vrigedi 23, o + Yoo + 2iye = 592
Uoc¢imo da se definiranjem (Tpi2, Ynt2, Znt2), 1 > 3 kao
Tnt2 = 99T, Ynio = DY, Zpnio = 092,
dobije Zeljeno:
(5921)2 + (59y)? + (59z1,)% = 59% (2 + y* + 2%) = 59259% = 59++2,

Zakljucujemo da je dana jednadzba rjesiva u skupu prirodnih brojeva.
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8. Hilbertov 10. problem

David Hilbert (1862. - 1943.) bio je njemacki matematicar koji je dao doprinos u mnogim

granama matematike: teoriji brojeva, funkcionalnoj analizi, integralnim jednadzbama...

Slika 8.1 Dawid Hilbert

Najpoznatiji je po konceptu Hilbertova prostora i po govoru kojeg je odrzao 1900. godine na
kongresu u Parizu. U govoru je izlozio 23 problema u dotadasnjoj matematici, za koje je vjero-
vao da ¢e u buducnosti biti predmet istrazivanja. Njegovo izlaganje smatra se najutjecajnijim
govorom o matematici. Njegovi problemi jako su razliciti - neki predstavljaju cijela podrucja
matematike koja jos treba istraziti, a neki su konkretniji i brzo rjeseni. Hilbert je probleme
podijelio u cetiri grupe. U prvoj grupi nalazi se Sest osnovnih problema, drugih Sest odnosi se
na njegova istrazivanja u teoriji brojeva, tre¢a grupa od Sest problema predstavlja mjesavinu
algebarskih i geometrijskih problema, dok posljednjih pet opisuju Hilbertove hobije.

Sam Hilbert, kao ni njegovi ucenici, nije se previse bavio rjeSavanjem ovih problema, ve¢ se
posvetio proucavanju Hilbertovog prostora. Medutim, problemi su bili jako brzo prihvaceni
od strane mladih matematicara, koji su svoja istrazivanja usmjerili u pravcima koje je Hilbert

i predvidio.

Spomenimo ukratko 10. Hilbertov problem koji proucava rjesivost diofantske jednadzbe,
toc¢nije postavlja sljedece pitanje: Postoji li algoritam koji bi u kona¢no mnogo koraka ut-
vrdio ima li proizvoljna diofantska jednadzba rjesenje?

Proslo je mnogo godina dok se nije pokazalo da ne postoji takav algoritam. Do tog rezultata
je dosao Yuri Matiyasevich 1972. godine uz pomo¢ radova Martina Davisa, Hilary Putnam i
Julie Robinson (vidjeti [6]).
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9. Sazetak

U radu je opisan Diofantov zivot te njegov doprinos matematici kao i utjecaj na druge mate-
maticare: Eulera, Fermata, Vietea. Diofant je znac¢ajan matematicar jer je prvi koji je uveo
simboliku u algebru te ga se ¢esto naziva ocem algebre.

Diofantske jednadzbe su algebarske jednadzbe s dvije ili vise nepoznanica s cjelobrojnim ko-
eficijentima za koje se traze cjelobrojna ili racionalna rjesenja. U radu su navedene linearne
diofantske i Pellove jednadzbe, te danasnje metode rjesavanja diofantskih jednadzbi.
Takoder, ukratko je opisan Hilbertov 10. problem.

Kljucne rijeci: Diofant, diofantske jednadzbe, Pellove jednadzbe
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10. Summary

This paper consideres a Diophantine life and his contributions to mathematics and the influ-
ence on other mathematicians: Euler, Fermat, Viete. Diophantus is a significant mathema-
tician because it was the first who introduced symbolism into algebra, and that’s why he is
often called the father of algebra.

Diophantine equations are algebraic equations with two or more unknowns with integer coeffi-
cients that are looking for integer or rational solutions. The paper listed a linear Diophantine
and Pell’s equation, and present methods for solving Diophantine equations.

Also, the Hilbert’s 10th problem is briefly described.

Keywords: Diophantus, Diophantine equation, Pell’s equation
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