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Uvod

Pokusaji konstrukcije prvih naprava za rac¢unanje sezu u daleku proslost ljudske civili-
zacije. Ljudi su si od davnina nastojali olaksati svakodnevne radnje, poput brojanja i
prebrojavanja. Povjesnic¢ari su dugo vremena proucavali kako su anticki narodi koristili
abakuse za svoje izracune i napisali su niz radova o tome. Ovaj rad obraduje razvoj

najstarije naprave za racunanje i brojevne sustave drevnih civilizacija.

U prvom poglavlju dajemo kratak pregled antickih ra¢unala kroz kulture. Abakus je

preuzeo razli¢ite oblike u razli¢itim dijelovima antickog svijeta.

U drugom poglavlju prikazujemo povijesni slijed razvoja abakusa. Na primjeru pro-
matramo kako se broj kuglica potrebnih za prikaz broja smanjuje kod svakog dizajna.

U tre¢em poglavlju dajemo pregled babilonske matematike.
U cetvrtom poglavlju rije¢ je o kineskom abakusu, koji je ujedno najrasprostranjeniji

abakus. Opisujemo izvodenje racunskih operacija i kao posebnu vrstu abakusa navodimo
"Leejev unaprijedeni abakus". Kineski abakus pronalazimo i u danasnjoj upotrebi.



Poglavlje 1

Presjek racunala kroz kulture

Pojavom prvih civilizacija javila se potreba za brojanjem i prebrojavanjem. U pocetku
se brojalo na prste, a razvojem trgovine i rastom poslovanja izumljene su prve naprave
za raCunanje. Najstarija takva naprava za rac¢unanje je abakus. Abakus sam po sebi
nije racunalo veé¢ skup kuglica i precki, ali ako ga koristimo za izracune onda uz pomoc¢

korisnika postaje brzo i to¢no rac¢unalo.

Prva vrsta abakusa je bila brojaca ploca, zasnovana na ravnoj kamenoj ploc¢i koja je
bila posuta pijeskom ili prasinom gdje su se prstom ili perom upisivala slova i rije¢i. Bro-
jevi su se dodavali uz pomoé¢ kamencica i tako su se izvodile racunske operacije. Od tada
su se razvile razlicite vrste abakusa koje su sadrzavale kuglice.

Povijesnic¢ar Georges Ifrah! zakljucuje: "Racunanje na abakusu s brojilima bio je... dugo-
trajan i teZak postupak i korisnici abakusa su morali proci dugo i temeljito skolovange.”.
U ovom radu ¢emo se uvjeriti da to nije istina i saznat ¢emo kako su abakusi izgledali i

kako su se koristili.

Profesor matematike Stephen Kent Stephenson u [5] navodi: "Dokazi o stvarnim struk-
turama i metodama antickih brojacih ploca su sadrZani u tri postojeca artefakta: japanski
soroban, rimski rucni abakus i ploca sa Salamisa.” Brojaca ploca se koristila u astro-
nomskim, kalendarskim i geodetskim izra¢unima i izracunima vezanim za ljudsko djelo-
vanje. Pjesmica? koja potvrduje razmjer koristenja glasi: "Kontrolira céetiri godisnja doba

1 upravlja trima zakonima, nebesima, zemljom i ljudima.”.

!Georges Ifrah, francuski povjesni¢ar matematike i autor rada "The Universal History of Numbers".
20vu pjesmicu je zapisao Hsu Yo u knjizi "Mathematical Treatises by the Ancients".



1. Japanski soroban

Japanski soroban se sastojao od okvira s okomitim Sipkama na kojima su se kuglice po-
micale prema gore i prema dolje. Gornje i donje polje je dijelila precka. Pred kraj 19.
stoljeca soroban je imao jednu kuglicu iznad precke i pet kuglica ispod precke. Pojednos-
tavljena verzija sorobana je napravljena oko 1920. godine kada se broj kuglica u donjem

polju smanjuje sa pet na cetiri. Slika 1.1. prikazuje obje verzije japanskog sorobana.
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Slika1.1. Japanski soroban

Svaka od kuglica u donjem polju ima vrijednost 1, dok kuglica u gornjem polju ima vri-
jednost 5. Svaka Sipka na sorobanu predstavlja jedno decimalno mjesto.

Ucinkovitost japanskog sorobana je najbolje dokazana na natjecanju u Tokiju 12. stude-
nog 1946. kada je natjecatelj s abakusom pobijedio natjecatelja koji je koristio elektronski
kalkulator.

2. Rimski ru¢ni abakus

Rimski ru¢ni abakus je bio napravljen od metalne ploce s otvorima u kojima su se nalazile
kuglice. Sastojao se od osam duzih i osam krac¢ih otvora. Veli¢ina je bila takva da ga se
moglo staviti u dzep hlaca. Uobicajena metoda racunanja je bila pomicanje kuglica na
glatkoj plo¢i.

Postoji lingvisticki dokaz koji ukazuje na to da su Rimljani koristili kuglice na svojim
abakusima: "Rimski izraz za "racunati” je "calculos ponere” - sto doslovno znaci posta-
vitt kuglice. Kada su Rimljani Zeljeli s nekim podmiriti racune, koristili su izraz "vocare

aliquem ad calculos” - sto znaci "pozvati nekoga na kuglice”."”

Svako od 7 decimalnih mjesta ima 4 kuglice u donjem otvoru i jednu kuglicu u gor-
njem otvoru. Posljednja dva reda abakusa na desnoj strani koriste rimsko dijeljenje na
bazi broja 12 i svaki broji do 12, ali na razli¢ite nacine. Lijevi stupac broji do 5 u donjem
otvoru i prelazi u gornji otvor kada dode do broja 6 i ponavlja brojanje do 11 te kada dode

do broja 12 prelazi u red s decimalnim mjestima. Krajnje desni red lomi svako brojanje



do broja 6 u tri razli¢ita reda. Replika rimskog ru¢nog abakusa od bronce prikazana je
na Slici 1.2.
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Slika 1.2. Replika rimskog ru¢nog abakusa

Postojanje rimskog ru¢nog abakusa japanski povjesnic¢ari potvrduju pozivajuci se na ci-
tat iz knjige "Mathematical Treatises by the Ancients" koju je napisao Hsu Yo pred kraj
vladavine starije dinastije Han pocetkom trec¢eg stolje¢a a kasnije ju je doradio Chen
Luan. Ta knjiga je bila jedna od deset knjiga o matematici uklju¢enih u udzbenike koje
su morali procitati vladini sluzbenici u Kini i Japanu kroz dugi niz stolje¢a. Chen Luanov
opis naprave za ra¢unanje je glasio: "Abakus je podijeljen u tri dijela. Gorngi i donji dio
sadrZe brojace. U srednjem dijelu se obavlja racunanje. Svaki stupac u srednjem dijelu
moZe imati 5 brojaca, jedan brojac koji se sastojao od pet jedinica i nalazio na samom

vrhu te cetirt razlicito obojena brojaca koji su predstavijali jednu jedinicu. .

Postojala je veza izmedu kineskog abakusa (o kojem ¢emo viSe saznati u poglavlju 4)
i rimskog abakusa. Osim slicnosti u konstrukeiji i metodama rada, dokazi koji su japan-
ske povjesnicare naveli da razviju napredne teorije o tome kako je rimski abakus preteca
kineskog suan pana su i: tragovi izracuna pomocu broja 5 koju su sli¢ili rimskim zna-
menkama, npr. broj 6: VI (5+41), te suradnja u trgovini izmedu ova dva carstva. Kineski
povijesni dokumenti sadrze opise kopnenih ruta - Putevi svile na kojima su trgovali s
Rimljanima. Tijekom tih trgovanja Kinezi su kopirali rimski abakus. Kasnije su ga od-
bacili smatrajuéi da taj primitivni kalkulator jedva moze obavljati operacije mnozenja
i dijeljenja. Ignorirali su ga tisu¢u godina, sve do porasta trgovine i potrebe za brzim

izrac¢unom.

Buduéi da su Rimljani bili odli¢ni inzinjeri i arhitekti, abakuse su koristili za inzinjerske

izracune.



3. Ploca sa Salamisa

Ploca sa grékog otoka Salamisa je najstarija otkrivena plo¢a namijenjena ra¢unanju. Da-
tira iz 300. godine prije Krista. Sastojala se od bijelih mramornih kuglica i bila je
polomljena na dva nejednaka dijela, ali je inac¢e dobro oc¢uvana i sada se nalazi u muzeju
u Ateni.

Slika1.3. Plo¢a sa Salamisa

Gornji dio ploce sadrzi 5 paralelnih linija jednako podijeljenih okomitom crtom ispod
koje se nalazi polukrug, dok donji dio ploce sadrzi 11 paralelnih linija takoder jednako
podijeljenih okomitom crtom iznad koje se nalazi jos jedan polukrug kako se moze vidjeti
na Slici 1.4. Ta dva polukruga ukazuju na to da se broj sastoji od dva dijela (koeficijenta
i eksponenta). Prvi dio broja (koeficijent) se prikazuje u donjem dijelu, a drugi dio broja
(eksponent) se prikazuje u gornjem dijelu. Krajevi polukruga ukazuju na pozitivni i ne-
gativni dio koeficijenta i eksponenta.
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Slika 1.4. Strukturni dizajn ploce sa Salamisa

Na svaku stranu sredi$nje linije se mogao postaviti jednak broj kuglica, ali povjesnicari
najceSce tu ¢injenicu ignoriraju kada izraduju teorije kako je ploca koriStena. Ilustracija
Aritmetike® (Slika 1.5.) iz knjige "Margarita Philosophica" autora Gregoriusa Reischa

3 Aritmetika je prikazana kao lijepa djevojka koja drzi knjigu u svakoj ruci.



prikazuje da se s desne strane abakusa nalazi kuglica u prostoru izmedu linija dok se sve
ostale kuglice nalaze na linijama. Prostor izmedu linija se koristio kako bi se smanjio broj
kuglica u ukupnom rezultatu.

Slika 1.5. llustracija Aritmetike

Razne karakteristike ploce sa Salamisa ukazuju na to da su njeni dizajneri bili Babilonci
(ili njihovi preci Sumerani), a Grei 1 Rimljani su ju posudili za decimalne i duodecimalne

1zracune.

Rimski ru¢ni abakus je bio klju¢ za rimsko koristenje ploce sa Salamisa. Slika 1.6. prika-
zuje ucrtani rimski ru¢ni abakus na plocu sa Salamisa.
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Slika 1.6. Ucrtani rimski rucni abakus na plo¢u sa Salamisa

Brojevi s desne strane predstavljaju faktore odredivanja koji nastaju pomoc¢u rimskih
brojeva ucrtanih na linije i prostore. Faktor odredivanja broja 5 znaci da 5 kuglica na toj



liniji moze biti zamijenjeno jednom kuglicom u prostoru iznad. Svi prostori izmedu linija
imaju faktor odredivanja 2. Kod Babilonaca je svaki slijed linija, ukljuc¢ujuéi i ispreki-
danu liniju, imao pripisane faktore odredivanja 5-2-3-2. No Rimljani su morali koristiti
manje preferiranu konstrukciju baziranu na broju 12. Na toj konstrukciji nec¢e biti vise
od 2 kuglice po liniji, dok na drugoj konstrukciji baziranoj na broju 12 za brojanje 3 ili

9 ¢e biti 3 kuglice po liniji.

Rimski ru¢ni abakus ima samo dvije decimalne tocke na bazi broja 12, tako da su Rimljani
kompliciranije izracune obavljali na tri spojene ploce sa Salamisa gdje bi svaka ploca bila
spojena s 5 znamenki na preferiranoj bazi broja 12. Promjenom promotivnog faktora koji
je na babilonskom abakusu iznosio 5 na vrijednost 1, Rimljani su stvorili duodecimalni
abakus. Grei su plocu sa Salamisa koristili oko 300. prije Krista na bazi broja 10, ali su
ju posudili od Babilonaca koji su ju koristili oko 2700. prije Krista. Babilonci su koristili
seksagezimalni brojevni sustav, a Rimljani su koristili podsustav sustava baziranog na

seksagezimalnom sustavu za svoj sustav baziran na broju 12.

Radi brzeg i uc¢inkovitijeg izracuna, lijeva strana ucrtane ploce sa Salamisa se koristila
za oduzimanje. Tablica 1.1. prikazuje koliko je zapravo uc¢inkovitije koristenje negativ-
nog dijela u zapisu. Izacun se mogao obavljati s bilo kojim racionalnim brojevima s 10
decimala ili 5 duodecimala (ili na bazi broja 60). Koristenjem lijeve strane svaki broj se
mogao zapisati s ne vise od dvije kuglice po liniji i jednom kuglicom po prostoru. Prije
kombiniranja kuglica korisnik je bio u moguénosti provjeriti to¢an polozaj i razmjestaj
kuglica bez da poremeti dobiveni rezultat. Moguc¢nost provjere i promjena pridonosi toc-
nosti tih modela. Abakusi s ugradenim kuglicama poput kineskog suan pana i japanskog

sorobana ne mogu koristiti ovaj sustav provjere dobivenih rezultata.

] \ Bez negativnih dijelova \ S negativnim dijelovima

Maksimalno Maksimalno
redoslijedno redoslijedno
k brojanje Povecanje brojanje Povecanje
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 1 2 1
3 3 1 12 10
4 8 5 22 10
5 18 10 72 50
6 28 10 172 100
7 38 10 272 100
8 48 10 772 500
9 98 50 1,772 1,000
10 198 100 2,772 1,000




\ Bez negativnih dijelova \ S negativnim dijelovima

Maksimalno Maksimalno

redoslijedno redoslijedno
k brojanje Povecanje brojanje Povecanje
11 298 100 7,772 5,000
12 398 100 17,772 10,000
13 498 100 27,772 10,000
14 998 500 77,772 50,000
15 1,998 1,000 172,772 100,000
16 2,998 1,000 277,772 100,000
17 3,998 1,000 777,772 500,000
18 4,998 1,000 1,777,772 1,000,000
19 9,998 5,000 2,777,772 1,000,000
20 19,998 10,000 707,772 5,000,000
21 29,998 10,000 17,777,772 10,000,000
22 39,998 10,000 27,777,772 10,000,000
23 49,998 10,000 T2 50,000,000
24 99,998 50,000 177,777,772 100,000,000
25 199,998 100,000 277,777,772 100,000,000
31 2,999,998 1,000,000 | 27,777,777, 772 | 10,000,000,000

Tablical.l. Zapis s negativnim dijelom ili bez negativnog dijela

Ploc¢a sa Salamisa se i danas moze koristiti u nastavi kao pomagalo za ucenje aritmetike,
eksponenata, odredivanja mjesta decimalne tocke i zapisa koristenjem potencija baze bro-
jevnog sustava. Pozitivne karakteristike koriStenja u nastavi su: provjera greske unesenog
broja prije izracuna, istovremeni prikaz i obrada pozitivnih i negativnih brojeva, obav-
ljanje aritmetickih operacija bez ucenja tablica napamet, niza cijena u odnosu na druge
naprave za racunanje (npr. mogu se samo nacrtati linije na papir i koristiti kovanice za

obavljanje sve Cetiri racunske operacije). . .



Poglavlje 2

Razvoj abakusa

Prikazat ¢emo povijesni slijed razvoja abakusa i promotriti koliko kuglica je potrebno za
zapis broja 9834 kod pojedinog dizajna i kako zapisati broj 0.9834 x 10'® koji ne stane
na abakus. Dani pregled iznosimo prema istrazivanju S. K. Stephensona. Kod svakog
dizajna X oznacava liniju jedinice, brojevi s lijeve strane su pripisani faktori, a brojevi s

desne strane su vrijednosti kuglica.
I. dizajn abakusa

Ruke imaju 10 prstiju pa svaka precka moze imati 10 znamenki.

10000

10 1000

10 100

10 10
N

10 % 1

Slika2.1. I. dizajn abakusa

Za prikaz broja 9834=9000+800+30-+4 potrebno je 24 kuglice:

10000

10 —9-0-00-0-0-080— 100
10 —0-0000000— 100
g —————000— 10

W — 00—
Slika2.2. Prikaz broja 9834 s 24 kuglice



II. dizajn abakusa

Ruka ima 5 prstiju pa svaka precka moze imati 5 znamenaka.

10000
5000
1000
500
100
50

10

L I A B L B )

N
A 1

Slika2.3. Il. dizajn abakusa

Za prikaz broja 9834 potrebno je 16 kuglica:

10000
2 ® 5000
5§ —————————8000— 1000
2 @® 500
5§ ———00 09— 100
2 50

s —— 8889 — 1
2 5
s ———0000— |

Slika 2.4. Prikaz broja 9834 s 16 kuglica

I11. dizajn abakusa

Temeljio se na parovima suprotnosti: musko-zensko, lijevo-desno,...

10000
5000
1000
500
100
50

10

(VI VRV, B SRRV, I SRR I N

- +

Slika 2.5. Ill. dizajn abakusa
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Za prikaz broja 9834 potrebno je 10 kuglica:

P 10000
2 5000
5 *-—e 1000
2 500
5 Y 100
2 6] 50
5 L 2 4 10
2 L] 5
5 9% 1

= %

Slika2.6. Prikaz broja 9834 s 10 kuglica

Kako je 100=50+50 i 10=5-+5 pomicanjem kuglica dobivamo:

® 10000
2 5000
5 @ @ 1000
2 500
5 D 100
2 ( I BN | 50
5 @ 10
2 (I BN | 5
5 @5 1

- +

Slika 2.7. Rezultat pomicanja kuglica

Nulti parovi se ponistavaju, jer —k + k = 0.

Za prikaz broja 9834 potrebno je 6 kuglica:

@ 10000
2 5000
5 1000
2 500
5 & 100
2 @] 50
5 L 2 10
2 @ 5
5 @-¢ 1

- +

Slika 2.8. Prikaz broja 9834 s 6 kuglica
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IV. dizajn abakusa

Ovaj abakus je zapravo ploca sa Salamisa. Njegova struktura je prikazana na Slici 1.4.

10000
5000
1000

100
50
10

L LT = S P B

Eks; it \\x/,
ponen

- +

Razlomak f-\

[

1
5/10
1/10
57100
1/100
5/1000
1/1000
5/10A4
1/1044
571045
1/1045
511046
1/1046
5/10A7
1/10A7
571048
1/108
5/10A9
1/10A9
5/10A10
1/10A10

L e T B B o L I o I B LS T I o S

Slika2.9. 1V. dizajn abakusa

12



Za prikaz broja 9834000000000000 = 0.9834 x 106 potrebno je 9 kuglica:

10000
5000
1000
500
100
50

10

LS I LA T S B A S I

f..

Eksponent U
Razlomak f_\
X¥e

1

5/10
1/10
5/100
1/100
5/1000
1/1000
5/10A4
1/1044
5/10A5
1/10A5
5/1046
171046
5/10A7
1/10A7
5/1048
1/1048
5/1049
1/104A9
5/10A10
1/10410

Slika 2.10. Prikaz broja 9834000000000000 = 0.9834 x 106
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V. dizajn abakusa

Ovo je zapravo dizajn abakusa prosiren na seksagezimalni brojevni sustav.

60=10x6=5x%x2x3x2

1xb0A2
30x60

10x60
%60
1x60
30

10

VIR R W R

Eksponent ©
- +
Razlomak f\
—— ls
30/6011
10/60A1
5/6041
1/60A1
30/60n2
10/6042
3/60n2
1/60n2
30/6043
10/60A3
5/6043
1/6043
30/6004
10/6074
5/60/14
1/6044
30/60A5
10/60A5
5/60A5
1/6045

L R I = B L o I B A PRI I I B

Slika2.11. V. dizajn abakusa
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Poglavlje 3

Babilonska matematika

Babilonska civilizacija se razvila oko 2000. prije Krista propaséu sumeranske civilizacije
u Mezopotamiji, podrucju koje danas dijelom pripada Iraku. Sumeranska civilizacija je
bila napredna civilizacija koja je gradila gradove i razvila sustave za navodnjavanje, a
stvorena je mijeSanjem sumeranske i akadske kulture. Babilonci su od Sumerana naslije-
dili ideje za seksagezimalni brojevni sustav i klinasto pismo kojim su pisali po glinenim
ploc¢icama. Koristili su zasiljenu trsku, kojom su pisali po mokrim ploc¢icama koje su se
kasnije pekle na suncu. Osim zadataka i tablica, sadrzavale su i spomenute sustave za

navodnjavanje.
K. Muroi u svom djelu "Small canal problems of Babylonian mathematics" navodi:

"Viadari Mezopotamije imali su vaZan zadatak da iskopaju i odrZavaju kanale jer su kanali
bili ne samo potrebni za navodnjavanje nego v korisni za transport robe i vojske. Viadar:
ili msoki duznosnict morali su unaymiti babilonske matematicare da izracunaju broj rad-
nika i dana potrebnih za izradu kanala te da izracunaju ukupan iznos nadnica radnicima. "

"Postoji nekoliko tekstova starih babilonskih matematicara u kojima su traZene razne ve-
licine glede kopanja kanala. To su YBC 4666, 7164 i VAT 7528 koji su napisani na
sumeranskom i YBC 987/ « BM 85196, br. 15, koji su napisani na akadskom... S mate-

matickog su gledista ovi problemi relativno slicni...“ [6]

Mnoge od tih plocica su ostale sacuvane i upravo one su izvori za povijest babilonske

matematike.
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1. Seksagezimalni brojevni sustav

Babilonci su koristili napredan brojevni sustav s bazom 60 koji je potekao od Sumerana
oko 2500. prije Krista. Postoje brojne teorije o tome zasto su Sumerani odabrali broj 60
za bazu svog sustava. Mnogi kao razlog navode svojstva djeljivosti broja 60. No, Glenn

Smith u [4] navodi da razlog lezi u promatranju planeta Jupitera i Saturna:

o "Jupiteru treba 12 godina da prijede zodijak. Zodijak ima 12 znakova. Jupiter pri-

jede prosjecno 30 stupnjeva ili jedan cijeli zodijacki znak v jednoj solarnoj godini. "

o "Saturnu prosjecno treba 30 godina da prijede zodijak. Svaki zodijacki znak ima
30 stupnjeva i Saturn prelazi jedan stupanj mjesecno. Da bi preSao jedan znak,
Saturnu treba 30 mjeseci. Da bi presao cijeli zodijak, Saturnu treba 360 mjeseci.
Jupiter dijeli zodijak u 12 dijelova ili znakova. Broj dobiven iz Saturnove kretnje

odreduje podjelu svakog znaka na 30 dijelova ili stupnjeva.”

o "Jupiteru i Saturnu treba 60 godina izmedu konjunkcija da bi dosli na isto mjesto

u zodyjaku."”

Ono $to smo do danas zadrzali od Sumerana je podjela tjedna na 7 dana, dana na 24
sata, sata na 60 minuta i minuta na 60 sekundi. Pretpostavlja se da su znali kako broj

stupnjeva u krugu iznosi 360 i kako godina ima 365 dana.

Babilonci su za prikaz brojeva koristili samo dva osnovna oblika: simbol \/ za 1 i simbol
< za 10. Na Slici 3.1. vidimo kombinacije ta dva osnovna oblika za prikaz 59 znamenki

njihova brojevnog sustava.

71 F 11 «7 21 ¥ 31 <y a1 <&y 51
¥F 2 {7 12 4F 22 7 32 4y 42 4y 52
fir = T 13 A7 23 T 33 <@ff 43 <& =3
F 4 @12 {22 €T 3¢ W e P 54
Ws Wis s HWss W &Wss
e Wi W o CWeo €
T T 4P €F7 ¥ &F
s His 4F 2 «F e EF s €Fss
FBo Wi P v CFo <F -
4 10 4{ 20 4 =0 Q’ 40 '@( 50

Slika 3.1. Babilonske brojke
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Sustav je bio pozicijski. U pozicijskom brojevnom sustavu vrijednost znamenke ovisi
o njezinu polozaju u broju pa se prilikom zapisivanja moralo paziti na prazna mjesta
izmedu brojeva. Npr. u dekadskom zapisu kod broja 4305, nula se koristi da pozicije
znamenki 4 1 3 budu toc¢ne jer broj 435 ima drugacije znacenje. Babilonci nisu imali

simbol za nulu niti simbol za decimalnu tocku. Tako npr. broj

F W <«

predstavlja 1 x 60?2 +2 x 60 + 36 = 3756. Znamenka najvece tezinske vrijednosti se nalazi
s lijeve strane i njezina tezinska vrijednost je jednaka 60 x n gdje je n takav da moze biti
1 <n <5H9.

Babilonci su za osnovne razlomke koristili posebne znakove (Slika 3.2.).
F o aua
AT 13
S 23

<F¥ 56

Slika 3.2. Babilonski razlomci

Za ratunanje s razlomcima koristili su tablicu recipro¢nih brojeva (Tablica 3.1.).

Ovdje je ona prikazana u danasnjoj notaciji:

-
2 1 0;30
3 1 0,20
4 | 0515
5 | 0;12
6 | 0;10
8 | 057,30
9 106,40
10| 056
12 0;5
15| 04
16 | 0;3,45

Tablica3.1. Tablica recipro¢nih brojeva
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Zapis u tablici, npr. za broj n = 8 znadi da je % = 7 x & 430 x 4. Takve brojeve

60 602
koji imaju recipro¢nu vrijednost sa kona¢nim prikazom nazivali su regularnim brojevima.
.. . - . 1 1 1 - . R
Razlomke koji nemaju konacan prikaz poput =, {7, 13- - - racunali su priblizno, npr.

17 1o 1 1 1 _ .
BT = Xy T X g5 =4 X g5 +40 X 55z = 4;40.
U terminologiji kod seksagezimalnih brojeva zarez koristimo za odvajanje seksagezimal-

nih znamenki, npr. 2,37 = 2x60437 = 157, a tocku zarez koristimo kod seksagezimalnih
o + 5000

razlomaka za odvajanje cijelog dijela broja od decimalnog poput 1;2,3 =1+
1.034166666.

Kada bi pisar koristio npr. % dao bi priblizan prikaz i zapisao bi:
"...dana je aproksimacija buduci da sa 7 nije djeljivo." [6]

2. Racunanje u seksagezimalnom brojevnom sustavu

"MoZda je najnevjerojatnigi aspekt babilonskih racunskih vjestina izrada tablica za pomoé

u racunangu. " [6]

Osim tablice recipro¢nih brojeva pronadene su tablice kvadrata i kubova koje prikazuju
kvadrate prvih 59 brojeva i kubove prva 32 broja. Postojao je i niz drugih tablica: tablice

kvadratnih i kubnih korijena, tablice suma kvadrata, ...

Mnogi tekstovi na glinenim ploc¢icama se bave algebarskim i geometrijskim odnosima. Uz
osnovne aritmeticke operacije Babilonci su znali rjesavati kvadratne i kubne jednadzbe,

odredivati kvadratni korijen iz prirodnih brojeva i poznavali su Pitagorin teorem.

2.1 DMnozenje i dijeljenje

(a+b)*—(a=b)’
4

potrebna samo tablica kvadrata. No, Stephenson u [5] navodi kada bismo ovu formulu

Za mnozenje brojeva Babilonci su se koristili formulom ab = za koju je bila
primjenili na mnozenje dva peteroznamenkasta seksagezimalna broja sveukupno bi imali
56 zbrajanja, 38 pogleda u tablicu, 8 udvostrucenja, 38 oduzimanja i 38 dijeljenja s 2, pa
piSe: "Kako cete voditi podatke o svemu ako ste ograniceni pisanjem trskom na glinenim
plocicama? Koliko gresaka biste napravili v radu? Kako biste ih otkrili? Ne bi li bilo
jednostavnije vjerovati da su Babilonci razvili @ koristili abakus s ugradenim sustavom

provjere gresaka za svoje izracune?”.
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Babilonci nisu znali dijeliti brojeve. Jedini nacin dijeljenja je bilo mnozenje reciproc-

nom vrijednosti: ¢ = a X % koju su pronalazili u tablici recipro¢nih brojeva.

2.2 Kvadratni korijen

Jedna od najpoznatijih babilonskih glinenih plo¢ica je YBC 7289 (Yale Babylonian Col-
lection, br. 7289) iz razdoblja 1800. - 1600. prije Krista.

Slika3.3. YBC 7289

To¢no podrijetlo plocice nije poznato, ali okrugli oblik ukazuje na to da je napisana
negdje u juznoj Mezopotamiji u prvoj treé¢ini drugog tisuéljeca prije Krista. Plocica pri-
kazuje vrijednost v/2 u seksagezimalnim brojkama 1;24,51,10 §to je u decimalnom zapisu
1.414212963. Tocna vrijednost prvih 9 decimala broja v/2 je 1.414213562. Pogreska je
0.0000423%.

Na Slici 3.3. vidimo da ploc¢ica prikazuje kvadrat s dijagonalama. Uz stranicu kva-
drata stoji broj 30, dok se uz dijagonalu nalaze brojke 1,24,51,10 i 42,25,35. Ako brojke
1,24,51,10 pomnozimo s 30 dobijemo rezultat 42,25,35. Isti rezultat se dobije ako brojke
1,24,51,10 podijelimo s 2 (jer su 2 i 30 recipro¢ni brojevi). Ti brojevi zapravo predstav-
ljaju vezu izmedu dijagonale i stranice kvadrata d = a - v/2.

Postavlja se pitanje kako su Babilonci izra¢unali aproksimaciju v/27?
Metoda koju su koristili poznata je kao Heronova metodal. Ovom metodom se moZe

pronad¢i kvadratni korijen bilo kojeg broja. Metoda ima jednostavan algoritam koji za
rezultat daje broj koji je u svakom novom koraku racunanja sve blizi to¢nom rezultatu.

'Heron, gréki matematicar, opisao svoju metodu u djelu Metrica.
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Algoritam je sljededi:
1. Uzeti n = ny za pocetnu aproksimaciju.

2. Ideja: ako je n; < v/2 tada je n% > V2.

(n1+%) ‘

3. Tada uzeti ny = 5

4. Ponoviti postupak.

Primjer: Za pocetnu aproksimaciju uzmimo n = 1.

77,1:1

ny — (51) =3=1,5=1;30

3,2

5t+3 3.4

2 g)_(2+3)_167_£_1.15
2 2 T 12 T &

f+l> 17, 24
ny = L :(1}):%:1;24,51,10,35,...

Ukratko induktivni postupak mozemo zapisati:

1
Niy1 = 5 X (ni+ ﬁ)

gdje niz (n;);en konvergira prema +/a.

Otto Neugebauer? za ovu iterativnu metodu izra¢unavanja racionalne aproksimacije broja
Vva, a € RT navodi: "Ne postoje dokazi da Babilonci nisu racunali aproksimaciju ovom

metodom.".

2.3 Kvadratne i kubne jednadzZbe

Babilonci su proucavali kvadratne jednadzbe oblika

2 +br=c

20tto Neugebauer, 1899. - 1990., austrijski matemati¢ar i povjesni¢ar znanosti.

20



gdje su b i ¢ bili pozitivni ali ne nuzno cijeli brojevi.

Iako ovaj moderni zapis nije nimalo slican simbolima koji su Babilonci koristili, rjese-
nja kvadratnih jednadzbi su bila potpuna i jednaka danas$njim formulama. Babilonci su
poznavali samo pozitivna rjeSenja jednadzbi. Negativna rjeSenja, uklju¢ujuci i negativne
brojeve, se pojavljuju u 16. stolje¢u. Problemi koji su doveli do jednadzbi ovog tipa

ukljucivali su povrsinu pravokutnika.

Problem na tablici koji kaze da je povrSina pravokutnika jednaka 1,0 a njegova duljina je

veca od njegove Sirine za 7 pisar je rijeSio na sljedeci nacin:

[zracunaj polovinu od 7, $to je 3;30.

Kvadriraj da bi dobio 12;15.

Pribroji 1,0 da bi dobio 1;12,15.

Izvadi kvadratni korijen da bi dobio 8;30.

Oduzmi od toga 3;30 da bi dobio 5 Sto je Sirina trokuta.

Pisar je tako rijesio jednadzbu z* + 7z = 1,0 odnosno jednadzbu tipa x? + bz = c.

Babilonci su bili u moguénosti rjesavati odredene kubne jednadzbe uz pomo¢ tablice
koju su napravili za n® +n?%. Na primjeru jednadzbe ax® + bx? = ¢ promotrit ¢emo kako
su rjesSavali numericke primjere ovog tipa. Koristili su pravila koja pokazuju da su imali

koncept tipi¢nog problema odredenog tipa i tipicnu metodu za rjeSavanje tog problema.

Primjer: az® +bz*> =c¢ /- a® /: I?

ako se stavi y = 4°

dobije se jednadzba 1> + 3% = C;_;

ca2

u tablici za n® + n? se nade vrijednost od n koja zadovoljava n® + n? = o5
i tako je pronadeno rjesenje za y

rjeSenje za x se dobije izraCunavanjem x = %y
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sada se rjesava linearna jednadzba ax = b

1

uz pomo¢ tablice za 1 dobije se +
n a

i broj iz tablice bi pomnozili s b.

3. Pitagorin teorem

Da su Babilonci poznavali Pitagorin teorem dokazuju plocice pronadene u razdoblju iz-
medu 1900. i 1600. prije Krista. Prijevod teksta jedne takve ploc¢ice koja se ¢uva u
Britanskom muzeju glasi:

"} je duljina i 5 dijagonala. Kolika je Sirina? Nije poznata. 4 puta 4 je 16. 5 puta 5
je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da uzmem da dobijem 97 3 puta 3 je 9. 3 je
sirina. "

Ovdje se ocito radi o odredivanju jedne stranice pravokutnika pomocéu Pitagorina teorema

ako su poznate duljine druge stranice i dijagonale.

Osim ploc¢ice YBC 7289 razmotrit ¢emo i Plimpton 322, Susa i Tell Dhibayi plocice

koje su osobito vazne za razumijevanje babilonske matematike.

3.1 Plimpton 322

Plocica Plimpton 322 (Slika 3.4.) sadrzi tablicu brojeva s 4 stupca i 15 redaka.

Slika 3.4. Plimpton 322

Vjeruje se da je napisana oko 1800. prije Krista. Plocica je djelomi¢no ostec¢ena u lijevom
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gornjem kutu, pa nedostaje dobar dio prvog stupca dok su drugi, trec¢i i ¢etvrti stupac
potpuno vidljivi. Cinjenica koju su istakli Neugebauer i Sachs u djelu "Mathematical
Cuneiform Texts" je da u svakom retku vrijedi da je kvadrat broja b u drugom stupcu
oduzet od kvadrata broja ¢ u treéem stupcu jednak kvadratu broja h, tj. ¢ — b*> = h?.
Plocica predstavlja tablicu cjelobrojnih Pitagorinih trojki. Ovo je djelomi¢no toc¢no jer
Neugebauer i Sachs vjeruju da je pisar napravio greske u prepisivanju. Prvi stupac pred-

2

(%) , dok su u zadnjem stupcu samo napisani brojevi od 1 do 15. Zanimljivo je

stavlja
da se ne pojavljuju Pitagorine trojke (3,4,5) ni (5,12,13), a najmanja Pitagorina trojka
koja se pojavljuje je (45,60,75).

Neki povjesnicari se ne slazu da plo¢ica Plimpton 322 predstavlja Pitagorine trojke. Tako

npr. autor Exarchakos tvrdi kako je plo¢ica povezana s rjeSsavanjem kvadratnih jednadzbi.

3.2 Susa plocica

Susa plocica predstavlja problem pronalaZenja radijusa kruga u kojem je upisan jedna-

kokracan trokut sa stranicama 50, 50, 60. Shema Susa plocice je prikazana na Slici 3.5.

il Ml

Slika 3.5. Shema Susa plocice

Neka je dan AABC' is O neka je oznaceno srediste kruga. Okomica |AD| sijeCe stranicu
|BC| u polovistu. Kako je AABD pravokutan vrijedi Pitagorin teorem:

|AD|* = |ABJ” — |BD[?
|AD|? = 502 — 30?2
|AD|? = 2500 — 900
|AD|? = 1600
|AD| = 40.

Radijus kruga ozna¢imo s z. Sada imamo |AO| = |OB| =z pa je |OD| = 40 — z.
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Koristec¢i Pitagorin teorem na AOBD imamo

22 = |ODJ + |DBJ?
22 = (40 — )2 + 30°
x? = 40 — 80x + 22 + 30?
80x = 2500
r = 31.25.

3.3 Tell Dhibayi plocica

Tell Dhibayi plocica predstavlja geometrijski problem gdje se trebaju izracunati stranice
pravokutnika ako je poznata povrsSina 0;45 i dijagonale 1;15.

Neka x,y predstavljaju stranice pravokutnika.

Metoda kojom bismo mi to rijesili:

xy = 0.75
2 +y* = (1.25)2

Iz prve jednadzbe bi odredili y:

__0.75
y="

i uvrstili u drugu jednadzbu kako bi dobili rjesenje.
Babilonska metoda je puno zanimljivija:

Izracunaj 2zy = 1; 30.

Od 22 + 9% = 1, 33,45 oduzmi 2xy = 1; 30 da bi dobio 22 + y? — 22y = 0; 3, 45.
Izvadi kvadratni korijen da bi dobio x — y = 0; 15.

Podijeli s 2 da bi dobio %5¥ = 0;7, 30.

Podijeli 2% 4 y? — 2zy = 0;3,45 s 4 da bi dobio & + £ — & — (; 0,56, 15.
Pribroji ay = 0;45 da bi dobio £ + % 4 2 — (; 45,56, 15.

Izvadi kvadratni korijen da bi dobio m_—gy = 0;52, 30.

=52 = 0;7,30 pribroji I—;y = 0;52,30 da bi dobio x = 1.

Oduzmi 5% = 0;7,30 od %ﬂ’ = 0;52, 30 da bi dobio y = 0;45.

Pravokutnik ima strane z =11 y = 0;45.
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Poglavlje 4

Kineski abakus

Kina je dugo vremena bila izolirana od ostatka svijeta zbog svog geografskog polozaja pa
se njihova matematika razvijala samostalno, bez dodira s drugim civilizacijama. Kineska
matematika se uvelike razlikuje od grcke matematike. Dok je gréka matematika deduk-
tivnog tipa i temelji se na aksiomima, kineska matematika je orijentirana na pronalazenje

algoritama za racunanje i rjeSavanje konkretnih zadataka i problema.

Otkricem arheoloskog nalazista (u provinciji Henan, kraj suvremenog grada Anyanga)
1899. godine pronadene su tisué¢e kostiju i kornjac¢inih oklopa na kojima je zabiljezen
najstariji oblik kineskog brojevnog sustava. Bile su to ruSevine posljednje prijestolnice
kineske dinastije Shang (zvane i Yin).

Oko 2000. prije Krista simboli koje su koristili za prikaz brojeva su izgledali ovako:
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Sustav je bio nepozicijski, a znak za nulu je ovdje bio nepotreban.
Oko 400. prije Krista aritmeticke operacije su obavljali pomoc¢u Stapi¢a od bambusa ili

slonove kosti. Ovdje su dva moguc¢a nacina prikazivanja brojeva:
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Postavlja se pitanje kako su Kinezi mogli znati predstavlja li ||| broj 3, 12, 21 ili 1117
Kako bi izbjegli ovaj problem naizmjence su koristili oba oblika prikaza brojeva, npr.
jedinice su pisali oblikom prikazanim u donjem retku, desetice oblikom prikazanim u gor-
njem retku itd. Tako je npr. broj 45698 bio prikazan s

ll T m

Sustav je pozicijski, a nulu su sada prikazivali ostavljanjem razmaka izmedu brojeva, tj.

lIF

praznog mjesta.

Kineska matematika se temeljila na konkretnim primjerima vezanim za kalendar, ar-
hitekturu, porez, trgovinu, ... Ostalo je jako malo sa¢uvanih pisanih dokumanata, jer
je za vrijeme Qin dinastije vladar Shih Huang Ti 213. prije Krista naredio spaljivanje
knjiga.

Najpoznatiji kineski matematicki tekst "Devet poglavlja matematickog umijeca" (origi-
nalnog naslova "Jiuzhang suanshu") je ujedno i jedan od najstarijih. Nije poznato tko je
autor teksta. Bio je to prakti¢an priru¢nik u kojem se nalazi 246 problema s rjeSenjima

namjenjenim trgovcima, inZinjerima, ¢inovnicima i mjeracima.

Sadrzaj priru¢nika je bio sljedeci:

1. poglavlje: mjerenje povrsina, operacije s razlomcima oblika ™
poglavlje: razmjena dobara i novca, neodredene jednakosti
poglavlje: razmjer i omjer
poglavlje: problemi pravokutnih polja, kvadratni i kubni korijeni
poglavlje: gradevinski problemi
poglavlje: razli¢iti osnovni problemi
poglavlje: problemi viska i manjka

poglavlje: sustavi linearnih jednadzbi

© % RS G oo

poglavlje: problemi vezani uz pravokutan trokut

Navedimo neke primjere problema:

e Vise ljudi skupa kupuje neki predmet. Ako svaki plati 8 nov¢ica visak je 3 novcica,
a ako svaki plati 7 novci¢a nedostaje 4 nov¢i¢a do cijene predmeta. Izracunaj broj

ljudi i cijenu predmeta.
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Imamo dvije hrpe, jednu od 9 zlatnih nov¢i¢a i drugu od 11 srebrnih novéi¢a. Obje
hrpe imaju istu tezinu. Zamjenom jednog zlatnog novcic¢a s jednim srebrnim nov-
¢icem, hrpa zlatnih nov¢ica je postala za 13 langa laksa od hrpe srebrnih novéica.
Izracunati tezinu zlatnih i srebrnih nov¢ica.

(1 tin= 16 lang= 16 - 24 ¢ua)

Dobar trka¢ napravi 100 koraka, dok lo§ trkac¢ napravi 60. Lo$ trkac je u prednosti
od dobrog trkaca za 100 koraka. Koliko koraka dobar trka¢ mora napraviti da bi
sustigao loseg trkaca?

Kasac i stara raga idu od Chanana u knezevinu Tsi, udaljenost je 3000 jedinica
duljine. Prvi dan kasa¢ prijede 193 jedinice, a svaki idu¢i dan po 13 vise. Raga prvi
dan prijede 97 jedinica i svaki idué¢i dan po pol jedinice manje. Kasac prvi stize u
Tsi, okrece se i vrac¢a te negdje usput susrece ragu. Nakon koliko dana su se sreli i
koliko je koji presao do tog susreta?

Postoje vrata kojih je visina veca od Sirine za 6 ¢i i 8 hun. Najveca udaljenost
izmedu kutova vrata je 1 ¢ang. Pitamo se kolika je Sirina i visina vrata?
(1 cang= 10 ¢i= 100 hun)

Imamo tri vrste zita. Tri sveznja prvog, dva drugog i jedan treceg daju 39 mjera
zita. Dva prvog, tri drugog i jedan tre¢eg daju 34 mjere. Jedan prvog, dva drugog i
tri tre¢eg daju pak 26 mjera. Koliko je mjera zita sadrzano u sveznju svake pojedine
vrste?

Nije poznato koliko je izvorni tekst "Devet poglavlja matematickog umijec¢a" star, ali se

pretpostavlja da je nastao u razdoblju 100. pr. Kr. - 100. po. Kr. Tijekom vremena je

dosta preradivan i komentiran. Tako je Liu Hui! oko 263. napisao komentar u kojem je

dao procjenu za 7 kao 3.141014 i kao dobru aproksimaciju predlozio je 3.14. Takoder je

napisao i "O jednom otoku u moru" u kojem je pisao o odredivanju udaljenosti i veli¢ine

nedostupnih predmeta pomoc¢u Pitagorina teorema. To je zapravo dodatak komentara

devetog poglavlja u "Devet poglavlja matematickog umijeca" koji se sastoji od 9 problema

i koji je kasnije izdvojen i nazvan po prvom problemu koji glasi ovako:

e Neka su P; i P, dva stupa visine 5 pua zabijeni u zemlju i udaljeni 1000 pua. P; je

blizi udaljenom otoku nego P». Ako promatrac stoji 123 pua iza P; vidi vrh otoka
u liniji s vthom od Py, a ako stoji 127 pua iza P, vidi vrh otoka u liniji s vrhom od
P;. Potrebno je odrediti visinu otoka i njegovu udaljenost od P;.

(1 pu iznosi otprilike 2 metra)

Vaznost njegova doprinosa je u davanju matematickog dokaza, ne u smislu dokaza kakvog

mi danas poznajemo veé¢ u smislu kratkog objasnjenja izracuna.

'Liu Hui, oko 220. - 280., kineski matematigar
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Autori Dong i Yao u svojoj knjizi "The mathematical thought of Liu Hui" navode:

"Liu Hui, veliki matematicar dinastije Wei Jin, uveo je matematicku teoriju u anticku
Kinu te tmao velik doprinos u nastanku osnova matematike. Iz "Devet poglavlja mate-
matickog umijeca” i "O jednom otoku u moru" moZe se vidjeti da je Liu Hui u logickom 1
dijalektickom nacinu vjesto koristio predodzbu svojih zamisli. Rijesio je mnoge matema-

ticke probleme, stavljajuci matematicko objasnjenje uz dijalekticki nacin."

Indijska matematika je imala znacajan utjecaj na kinesku matematiku. Indijski ma-
tematicari Brahmagupta, Mahavira i Bhaskara su pokusali rijesiti problem vezan uz nulu
i negativne brojeve. Tako je Brahmagupta? u 7. stolje¢u pokusao dati pravila za aritme-

tiku koja uklju¢uju nulu i negativne brojeve.

Pravilo za zbrajanje:
"Zbroj nule 1 negativnog broja je negativan broj; zbroj pozitivnog broja i nule je pozitivan;

zbroj dvaju nula je jednak nuli. "

Pravilo za oduzimanje:

"Negativan broj oduzet od nule postaje pozitivan; pozitivan broj oduzet od nule postaje
negativan; ako od negativnog broja oduzmemo nulu, dobijemo negativan broj, ako od po-
zitivnog broja oduzmemo nulu, dobijemo pozitivan broj; ako od nule oduzmemo nulu,

dobijemo nulu."”

Pravilo za dijeljenje:
"Pozitivan ili negativan broj dijeljen nulom daje razlomak s nulom u nazivniku. Nula po-
dijeljena negativnim ili pozitivnim brojem je ili nula il se prikazuje kao razlomak s nulom

kao brojnikom i konacnom velicinom kao nazivnikom. Nula podijeljena nulom je nula.”

Brahmagupta je imao i pravilo za mnozenje, u kojem kaze da svaki broj pomnozen s

nulom daje nulu.

Mahavira®, u pokusaju da ispravi Brahmaguptino pravilo za dijeljenje s nulom, navodi:

"Broj ostaje nepromijenjen, ako ga se podijeli s nulom."”

Bhaskara* je 500 godina nakon Brahmagupte zakljucio:
"Velicina podijeljena s nulom postaje razlomak c¢iji je nazivnik nula. Takav razlomak je

2Brahmagupta, 598. - 670., indijski matematicar
3Mahavira, oko 800. - oko 870., indijski matematicar
4Bhaskara, 1114. - 1185., indijski matematicar
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oznaka za beskonacnu velicinu. U velicini, koja je nastala iz velicine koja tma nulu kao
djelitelja, nema promjene, iako joj se mnoge mogu dodati ili oduzeti; kao Sto se beskrajan
1 nepromgjenljiv Bog ne mijenja kada se svjetovi stvaraju i unistavaju, iako time mmnogo-

brojna bic¢a nastaju i nestaju."

Indijske ideje su se prosirile do Kine. Tako Kinezi razlikuju pozitivne i negativne bro-
jeve, te se Stapi¢i za racunanje izraduju u dvije boje. Mnogi anticki matematicki tekstovi
sadrZe opise kako izvoditi aritmeticke operacije na abakusu. Tako npr. Sun Zi® u svom
matematickom priru¢niku "Sunzi suanjing" daje instrukcije kako mnoziti, dijeliti i odre-
divati kvadratni korijen na abakusu. U tom priru¢niku se moze naci i Kineski teorem o

ostacima za sustave kongruencija.

Za kinesku matematiku je takoder znacajan i Xiahou Yang® koji u svom matematic-
kom priru¢niku opisuje da se za mnozenje decimalnog broja sa 10, 100, 1000 ili 10000
Sipke pomic¢u unaprijed za 1, 2, 3 ili 4 decimalna mjesta, dok se kod dijeljenja Sipke po-
micu unatrag za 1, 2, 3 ili 4 decimalna mjesta i time pokazuje da razumije pozitivne i
negativne potencije broja 10. Znacajan je i matematicki priru¢nik koji je napisao Zhang
Qiujian’, jer je u njemu dao formulu za sumu aritmetickog niza. Bavi se i manipulacijom
razlomcima, kvadratnim jednadzbama i sustavima linearnih jednadzbi. Wang Xiaotong,®
u ¢ijem radu se naziru poceci kineske algebre, te je pronasao algoritam za priblizno rje-

Senje opce kubne jednadzbe.

U anticko vrijeme Kina je bila poljoprivredna zemlja i tada trgovina nije imala potrebu
za napravama za brze racunanje. Postepenim usponom trgovine i industrije poc¢inje rasti
i potreba za brzim izracunom i tako su se abakusi poceli nasiroko koristiti u 14. stoljecu.
Mnogi navode kako su Kinezi izumili abakus, no ve¢ u poglavlju 1 smo saznali da su
Kinezi zapravo kopirali rimski abakus tijekom trgovanja s Rimljanima.

1. Princip rada

Kineski abakus (Slika 4.1.) se sastoji od drvenog ili metalnog okvira pravokutnog oblika,
koji vodoravna precka dijeli na dva polja - gornje i donje polje. Okvir abakusa sadrzi niz
vertikalnih stupaca na kojima se nalaze kuglice. U svakom stupcu ima 7 kuglica: po dvije
u gornjem polju i po 5 u donjem polju. Abakus moze imati 9, 11, 13 ili viSe stupaca,
ovisno o veli¢ini abakusa. No, standardni kineski abakus ima 13 stupaca.

5Sun Zi, oko 400. - oko 460., kineski matematicar

6Xiahou Yang, oko 400. - oko 470., kineski matematic¢ar

"Zhang Qiujian, oko 430. - oko 490., kineski matematicar

8Wang Xiaotong, oko 580. - oko 640., kineski matemati¢ar i astronom
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Slika4.1. Kineski abakus

Svaka kuglica u gornjem polju predstavlja vrijednost 5, dok svaka kuglica u donjem polju
ima vrijednost 1. Kuglice su ura¢unate ako su pomaknute prema precki, odnosno kuglice
u gornjem polju su uracunate ako su pomaknute prema dolje dok su kuglice u donjem
polju uracunate ako su pomaknute prema gore. Kuglice predstavljaju znamenke, a svaki
stupac predstavlja odredenu dekadsku tezinu. Na desnom kraju abakusa posljednja dva
stupca predstavljaju decimalni dio broja, a svaki sljedeéi stupac predstavlja jedinice, de-

setice, stotice, ...

Za brzo i to¢no racunanje na abakusu bitan je rad prstiju.
Postoje 3 nac¢ina pomicanja kuglica:

1. koristenjem kaziprsta

2. koristenjem palca i kaZiprsta

3. koristenjem palca, kaziprsta i srednjeg prsta.
Najbrzi i najlaksi je drugi nacin, koriStenjem palca i kaziprsta.
Brojevi od 1 do 4 se na abakusu prikazuju podizanjem odgovarajuceg broja donjih ku-
glica do precke, za broj 5 spustamo jednu gornju kuglicu, a brojevi od 6 do 9 se prikazuju

spuStenjem jedne gornje kuglice i podizanjem odgovarajuéeg broja donjih kuglica (kao
5+1, 5+2, 543, 5+4). Na Slici 4.2. vidimo prikaz broja 67354:

XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
R | XX
R | XX

X222V 2oV

Tz T
28an
IT IV
>EPEIEDE
PO D
+3¢3

LT
b
T T
54
2%
+ -
Py -

Slika4.2. Prikaz broja 67354 na abakusu
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2. Izvodenje racunskih operacija

Na primjerima ¢emo promotriti kako se izvode osnovne racunske operacije na kineskom

abakusu.

2.1 Zbrajanje

Postupak zbrajanja se na abakusu izvodi tako da prvo unesemo prvi pribrojnik, a drugi
pridodamo prvom. Za razliku od zbrajanja na papiru, postupak se provodi s lijeva na

desno.
Primjer: 561 4 286 = 847.

Korak 1. Unesemo prvi pribrojnik 561 na abakus:

B, i GENEL Gl OP, GENe aii. i OB ol NG o
¢¢¢¢¢¢¢z‘s¢
T1 1]/ el
'-'.""s‘z
2 R RS

R IR RS
R R R
R R I
;- A A A A A A A A A

R22aa | AR

Korak 2. Sada dodajemo drugi pribrojnik, krenuvsi od stupca stotica, pa imamo 5+2 = 7:

Korak 3. Sada broju 6 na stupcu desetica dodajemo 8, pa imamo 6+8=6+(10-2) (Sto
znaci da na stupac stotica dodajemo 1 kuglicu, a na stupcu desetica oduzimamo 2 ku-

glice):

hdh dhd
> >+
T
3 P
‘

+
‘04
<+ <+
D -

2
:

XXX | XX
R | XX
XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
RIXXX | XX
XXX | XX
b4 o ¢ P |
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Korak 4. Ostalo nam je jo§ broju 1 na stupcu jedinica dodati 6, 1 +6 = 7, pa je

konacan rezultat 847:

22 | 222248

22 | 22224

2.2 Oduzimanje

Postupak oduzimanja je slican postupku zbrajanja.

Primjer: 628 — 465 = 163.

Korak 1. Unesemo umanjenik 628 na abakus:

Korak 2. Sada oduzimamo umanjitelja, krenuvsi od stupca stotica, pa imamo 6 — 4 = 2:
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Korak 3. Sada na stupcu desetica od broja umanjenika oduzimamo broj umanjitelja, no
kako od 2 kuglice ne mozemo oduzeti 6 kuglica - posudujemo jednu kuglicu na stupcu sto-

tica (Sto znaci da sada na stupcu stotica imamo 1 kuglicu, a na stupcu desetica 6 kuglica):

—
<+
|
]
<+
%
<+
E 2
-

XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
XXX | XX
XXXV | XX
XX 2N VX
494 A P
XXX | XX

b o P

Korak 4. Ostaje nam jos stupac jedinica, 8 — 5 = 3, pa je konacan rezultat 163:

XXX | XX
RXXXR | XX
XXX | XX
RXXXR | XX
XXX | XX
RXXXR | XX
XXX | XX

XXXV | XX
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2.3 Mnozenje

Postupak mnozenja se izvodi uz pomo¢ zbrajanja, a potrebno je poznavati i tablicu mno-
zenja. Za razliku od zbrajanja i oduzimanja, ovdje unosimo oba faktora s lijeve strane

abakusa, tako da ostavimo dva prazna stupca izmedu faktora. Postupak je sljedeéi:
Primjer: 37 -43 = 1591.

Korak 1. Unosimo faktore na abakus, tako da prvo zapiSemo drugi faktor 43 a zatim
prvi faktor 37:
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Korak 2. Mnozimo 7 -4 i umnozak 28 dodajemo na abakus:

Korak 3. Mnozimo 7 - 3 i umnozak 21 dodajemo prethodnom rezultatu s pomakom

za jedno mjesto udesno pa imamo 301. Ponistavamo 7 u prethodnom stupcu.

Korak 4. Sada mnozimo 3 -4 i umnozak 12 dodajemo prethodnom rezultatu s pomakom

ulijevo §to znaci da imamo 1501:

Korak 5. Ostalo je jo§ pomnoziti 3 -3 i umnozak 9 dodati prethodnom rezultatu s poma-

kom udesno. Ponistavamo 3, konacan rezultat je 1591:

22 | ARR2R

22 222 V%

34



2.4 Dijeljenje

Kod dijeljenja, kao i kod mnozenja, u stupce unosimo i djeljenik i djelitelj s lijeve strane
abakusa. Izmedu djeljenika i djelitelja ostavljamo ¢etiri prazna stupca. Postupak je slje-
dedi:

Primjer: 747 = 3 = 249.

Korak 1. Unosimo djeljenik i djelitelj na abakus:

Korak 2. Usporedujemo pocetni dio djeljenika s djeliteljem: 2 -3 = 6. Postavljamo
2 za dva stupca ulijevo od djeljenika. Sada taj prvi parcijalni produkt mnozimo s djeli-
teljem 2 - 3 i dobivamo umnozak 6 koji oduzimamo od djeljenika:

23244 | &R
23244 | AR
22244 | AR

X222 2%
22222 | XX
B2 gl XX
232041 &2
2222 al 2%
PP A 4 (P |
P44 P |
X222 | XX

RV22a21 22

Korak 3. Sada usporedujemo 14 s 3: 4 -3 = 12. Postavljamo 4 iza 2 te mnozimo

4 - 3 1 dobiveni umnozak 12 oduzimamo od 14 sto daje 2 te imamo:

35



Korak 4. Usporedujemo 27 s 3: 9-3 = 27. Postavljamo 9 iza 4 te mnozimo 9-3 i dobiveni
umnozak 27 oduzimamo od 27 $to daje nulu pa imamo konacan rezultat 249:

3. "Leejev unaprijedeni abakus"

Kao posebnu vrstu abakusa mozemo istaknuti "Leejev unaprijedeni abakus", koji je kom-
binacija standardnog kineskog suanpana (5+2) i japanskog sorobana (4+1). Veli¢ina tak-
vog abakusa je 33 x 20 cm. Donji abakus je glavni za izvodenje racunskih operacija, dok
gornji abakus predstavlja pomoéni abakus (podijeljen je na lijevo i desno polje) (Slika
4.3.). Ovaj abakus je izumio Lee Kai-chen, po kome je i dobio ime. Kako su priruc¢nici
s uputama tiskani 1958. godine, pretpostavlja se da je izumljen oko 1950. godine. Ideja
nastanka ovakvog abakusa je poboljsati i pojednostaviti racunanje pri radu s velikim bro-
jevima (poput mnoZenja, dijeljenja, odredivanja kvadratnog i kubnog korijena).

Slika4.3. "Leejev unaprijedeni abakus"
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Osim po izgledu, Lee Kai-chenov abakus se razlikuje od ostalih i po tome $to ima zanim-
ljiv konstrukcijski detalj (Slika 4.4.) - pomi¢nu gumenu traku s oznakama tocke i zareza

za laksi odabir mjesta jedinica, desetica, stotica, ...

Slika 4.4. Konstrukcijski detalj

4. Danasnja upotreba

Osim $to je pogodan za racunanje u razli¢itim brojevnim sustavima, kineski abakus je
najrasprostranjeniji. lako je napredak rac¢unala potisnuo upotrebu abakusa u svakodnev-
nom racunanju, on se i danas koristi u raznim prodavaonicama diljem Kine i Sjeverne
Amerike (u kineskim ¢etvrtima). Takoder se jo§ uvijek moZe nac¢i u upotrebi u gkolama
diljem Kine i Japana, a koriste ga i slijepe osobe pri uc¢enju aritmetike.
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Sazetak

U ovom radu proucavamo razvoj antickih racunala i kako su se koristila za obavljanje
ra¢unskih operacija u razli¢itim brojevnim sustavima. Razne karakteristike ploce sa Sa-
lamisa ukazuju na to da su njeni dizajneri bili Babilonci, a Grei i Rimljani su ju posudili
za decimalne i duodecimalne izracune. Japanski povjesnic¢ari matematike su razvili teorije
o tome kako je rimski abakus preteca kineskog suan pana. Kinezi su tijekom trgovanja s
Rimljanima kopirali rimski abakus. Kasnije su ga odbacili i ignorirali ga tisu¢ama godina,
sve do porasta trgovine i potrebe za brzim izracunom. Abakus je jednostavan izum koji
se i danas koristi.

Anticki narodi su imali brza i snazna racunala pomocu kojih su izgradili svoja carstva.

Summary

In this paper we study the development of ancient computers and how they were being
used to perform arithmetical operations in different number systems. Various features
of The Salamis Tablet indicate that the Babylonians were its designers; the Greeks and
Romans borrowed it for decimal and duodecimal calculations. Japanese historians of
mathematics have developed the theory that the Roman abacus was precursor of the
Chinese Suan Pan. The Chinese copied the Roman abacus during the trading with the
Romans. Then they dismissed it and ignored it for a thousand years until the rise of
business and need for faster arithmetic calculation. Abacus is a simple invention that is
still used today.

The ancients had fast and powerful computers which they used to power their empires.
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