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1. UVOD

O krivuljama drugog reda radove su pisali ve¢ stari Grei. To su bili Platonovi u¢enici
koji su pisali o elipsi, paraboli i hiperboli te najranije o kruznici. No, vazna znans-
tvena primjena tih radova pojavila se tek u 17. stoljecu, u trenutku kada je Johannes
Kepler otkrio da se planeti kre¢u po elipsi i Galileo dokazao da je putanja projektila
parabola.

Apolonije iz Perge, gréki matematicar iz 3. stoljeca prije Krista, napisao je najveéu
raspravu o krivuljama drugog reda. U njegovom djelu naziva ,, Konike“ po prvi puta
su elipsa, parabola, hiperbola i kruznica prikazane kao presjek ravnine i stoSca pod
odredenim kutom.

U ovom radu obradena su analiticka svojstva i jednadzbe svake od ovih krivulja.
Navedeni su razli¢iti sluc¢ajevi odnosa pravca s krivuljama drugog reda te definirani
osnovni pojmovi vezani za odredenu krivulju.

Prvo poglavlje donosi definiciju kruznice te izvod njene jednadzbe, kao i objasnjenje
odnosa pravca i kruznice. Nadalje su, u prvom poglavlju, uvedeni pojmovi potencije
i potencijale kruznice te opisani pojedini oblici pramena kruznice.

U drugom poglavlju najprije je definirana elipsa te izvedena njena jednadzba, a po-
tom su opisani razli¢iti oblici konstrukcije ove krivulje. Zatim su objasnjeni pojmovi
tangente elipse i zrcalnog svojstva elipse, a na samom kraju poglavlja definirane su
i direktrise elipse.

U tre¢em poglavlju dana je definicija hiperbole, njena jednadzba te izvod jednadzbe
njene tangente. Takoder je opisano zrcalno svojstvo hiperbole, te slicno prethodnom
poglavlju, definirane direktrise hiperbole.

Pretposljednje, ¢etvrto, poglavlje daje definiciju parabole, izvod njene jednadzbe te
jednadzbe njene tangente. Nadalje, ¢etvrto poglavlje se bavi zrcalnim svojstvom
parabole te, na samom svome kraju, pojmom dijametra parabole.

Peto, ujedno i posljednje poglavlje donosi sintezu svih prethodnih poglavlja u obliku
primjene elipse, hiperbole i parabole u svakodnevnom zivotu.

Opsirnije o krivuljama drugog reda moze se naé¢i u knjigama Repetitorij vise mate-
matike 1, [1] te Elementarna matematika 2, [8], po uzoru na koje je veliki dio ovog
rada napisan. Slikovni prikazi napravljeni su prema slikama iz [4] i [6].

Posljednje poglavlje napisano je prema [2] odakle su i preuzete pojedine slike.
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2. Kruznica

Definicija 2.1. Kruznica je geometrijsko mjesto tocaka u ravnini jednako udaljenih

od zadane évrste tocke koja se zove srediste kruznice.!

2.1. Jednadzba kruznice

Neka je k(.S,r) kruznica sa sredistem S i polumjerom r i neka srediste ima koor-
dinate S = (p, ¢). Nadalje, neka je T' = (z,y) bilo koja tocka te kruznice. Za svaku
tocku 7" na kruznici vrijedi da je njena udaljenost od sredista kruznice jednaka duljini
polumjera, tj. d(S,T) = r.

Tix, y)

Slika 2.1.

Na slici vidimo da za svaki polozaj tocke T" na kruznici vrijedi:

(z=p)*+y—q*=r"
Posto svaka tocka na kruznici zadovoljava ovu jednakost, tu jednadzbu nazivamo
jednadzbom kruznice.
Specijalno, ako je srediste kruznice u ishodistu koordinatnog sustava, onda je p =
q = 0, pa vrijedi:

x2+y2 =2

Prethodna jednadzba zove se jednadzba centralne kruznice.

2.2. Pravac i kruznica

Pravac
=kx+1 (2.1)

'BORIS APSEN, Repetitorij vise matematike 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1990., str. 200.
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i kruznica

(@ =p)?+y—a?-1r*=0 (2:2)
mogu imati jednu zajednicku tocku (dirati se), mogu imati dvije zajednicke tocke
(sjeéi se) ili nemati niti jednu zajednicku tocku. Zanima nas kako iz jednadzbi
prepoznati kakav je medusobni polozaj pravca i kruznice. O¢cito je da pravac i
kruznica imaju dvije zajednicke tocke ako je udaljenost sredista kruznice od pravca
manja od njezinog polumjera, jednu zajednicku tocku ako je ta udaljenost jednaka
polumjeru, a nijednu ako je ta udaljenost veéa od polumjera (Slika 2.2.).

P

Slika 2.2.

Udaljenost tocke S = (p,q) od pravca (2.1) jednaka je

kp—q+1
d= . 2.3
—sign(l)V'1 + k? (2:3)

Kvadriranjem dobijemo

(k:p—q+l)2 )
e =d (2.4)

2.2.1. Tangenta kruznice

Pravac (2.1) je tangenta? kruznice (2.2) ako i samo ako vrijedi
(kp —q+1)*=r*(1+k?) (2.5)

tj. ako taj pravac ima s kruznicom samo jednu zajednicku tocku. Jednadzba (2.5)
zove se uvjet dodira pravca i kruznice. Specijalno, ako je se radi o centralnoj
kruznici uvjet dodira glasi

r?(1+ k%) =12

Koristeé¢i se uvjetom dodira kruznice i pravca mozemo naci jednadzbu tangente

kruznice ako je zadano diraliste, jednadzbe tangenata povucenih iz tocke van kruznice

2lat. tangens znaci dodirivati se.
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te jednadzbe zajednickih tangenata dviju kruznica. Pokazimo kako odrediti jed-
nadzbu tangente ako je zadano diraliste D = (z1,¥y;). Tu jednadzbu je najlakse
odrediti kao pravac koji prolazi diraliStem D i okomit je na polumjer kruznice u toj

tocki. Ako je S = (p, q) srediste kruznice, onda koeficijent smjera pravca SD glasi

ksp = i’i:g, pa je koeficijent smjera tangente k = —ﬁ.
Jednadzba tangente tada glasi
1 —p
Yy—Y1=-— (z — x1),
Y1—4¢

odnosno
(1 —p)(@—21) + (1 — @)y — 1) =0,
ili
(z1—p)(@—p)+ (W —@)(y —q) +p(x1 —p) +q(y1 —q) —21(21 —p) —y1(y1 —q) = 0,

sto sredivanjem daje

(1 —p)z—p)+ W — )y —q) — [(z1 —p)*+ (11 — q)’] = 0.

Kako tocka D = (z1,4;) pripada kruznici prethodna jednadzba se moze napisati u
obliku

(1 =p)@—=p)+ 1 — )y —q) —1* =0 (2.6)
i to je jednadzba tangente kruznice (2.2) kojoj je D = (x1,1;) diraliste. Specijalno
za centralnu kruznicu dobije se iz (2.6) jednadzba tangente

1w+ iy —r* =0

2.2.2. Pol i polara kruznice

Ako nam je dana kruznica (2.2) i tocka P = (zo, %), (P # (p,q)), onda tocki P s

obzirom na tu kruznicu, mozemo pridruziti pravac [ koji ima jednadzbu

(o —p)(z—p)+ (Yo —q)(y —q) —r* = 0.

Pravac | zovemo polara tocke P s obzirom na zadanu kruznicu, a tocku P

zovemo pol pravca [. Prema [8] vrijedi sljedece:

Propozicija 2.1. Ako je tocka P vanjska tocka s obzirom na kruznicu k, onda je

polara od P s obzirom na k spojnica diralista tangenata povucenih iz P na k.
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Dokaz
Neka k ima jednadzbu (z — p)®+ (y — ¢)*> — 72 = 0 i neka je P = (g, yo). Oznacimo
redom sa D; = (z;,;),7 = 1,2 diralista tangenata t;,7 = 1,2 povucenih iz P na k.

Jednadzbe tih tangenata su

(zi—p)z—p)+Wi—q)y—q) —r*=0, i=12

Kako t; ity prolaze kroz P, vrijedi

(xo_p)(xi_p>+(y0_q)(yi_ >_T2:Ou 1=1,2,

a ove jednakosti pokazuju da tocke D; leze na pravcu

(o —p)(x—p) + (Yo — @)y —q) —1° =0,

a to je upravo jednadzba polare tocke P s obzirom na kruznicu k. O

2.3. Potencija tocke s obzirom na kruznicu. Potencijala
dviju kruznica

U analitickoj geometriji definiramo potenciju tocke P s obzirom na kruznicu
k kao skalarni produkt F)—z>4 . ﬁ gdje su A i B sjecista bilo koje sekante kruznice k
koja prolazi tockom P. To znaci da su potencije tocaka koje su izvan kruznice po-
zitivne, a onih unutar kruznice negativne. Potencija tocke na kruznici jednaka
je 0.

Propozicija 2.2. Potencija h(P) tocke P = (9, y0) s obzirom na kruZnicu k(z,y) =
(x —p)?+ (y — q)? — r* = 0 dana je formulom

h(P) = k(l"o,yo)-

Dokaz
Ako je P izvan kruznice k, onda je potencija te tocke s obzirom na kruznicu jednaka
kvadratu udaljenosti tocke P i diralista tangente iz te tocke na kruznicu k. Lako
se vidi da vrijedi |[PD|? = d*> — r?> > 0 (Slika 2.3.a). Nadalje, provjerimo jos slucaj
kada je tocka P unutar kruznice k. Ako tockom P povucemo sekantu s koja je

okomita na pravac PS i njezina sjeciSta oznacimo sa A i B (Slika 2.3.b), tada je
h(P) = —|PA|-|PB| = —|PAP? =d* —r? < 0.
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Slika 2.3.

U oba slucaja je h(P) = d* — r?, a kako je d*> = (o — p)? + (yo — ¢)?, vrijedi
h(P) = (zo —p)* + (yo — @)* — ™.
Kako je k(z,y) = (x — p)* + (y — ¢)* — r? slijedi
h(P) = k(zo, o)

O
Zanima nas i kako odrediti, s obzirom na zadane kruznice ky i k9, skup svih
tocaka koje imaju iste potencije. Taj skup se zove potencijala kruznica k; i ks.

Propozicija 2.3. Potencijala dviju kruznica
ki(w,y) = (@ —pi)* + (y = q)* =17 =0, i=1,2
je pravac okomit na spojnicu njihovih sredista i njezina jednadzba glasi

kl(l’,y)—kQ(l’,y) =07 U

2.4. Pramen kruznica

Definicija 2.2. Pramenom kruznica u ravnini nazivamo skup svih onih kruznica od

kojih svake dvije imaju isti pravac za potencijalu.

S obzirom na polozaj potencijale i kruznica postoji:
e clipti¢ni pramen
e paraboli¢ni pramen

e hiperboli¢ni pramen

3B. PAvKOVICG, D. VELIJAN,, Elementarna matematika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1995., str.
367.
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2.4.1. Elipti¢ni pramen

Neka su ki i ko dvije kruznice koje se sijeku u tockama A i B. Tada je pravac
u = AB potencijala tih kruznica (Slika 2.4.).

k1 B

Slika 2.4.

Za svake je dvije kruznice koje prolaze tockama Ai B
pravac u potencijala. Kruznicama k; i ko (temeljne

kruznice pramena) odreden je pramen kruznica

U kojeg ¢ine sve one kruznice ravnine koje prolaze kroz
u ks

tocke A1 B (temeljne tocke pramena).

Na slici je prikazano nekoliko kruznica elipti¢nog

pramena.

2.4.2. Paraboli¢ni pramen

Neka se kruznice ki i kg dodiruju u tocki A. Tada je zajednicka tangenta u sa
diralistem u A potencijala tih dviju kruznica. Kruznice k; i ky opet odreduju
pramen koji ¢ine sve kruznice ravnine sto se di-
raju u tocki A, a kojima je u zajednicka tangenta
(Slika 2.5.).

Ovakav pramen nazivamo parabolickim pra-

menom, a tocku A zovemo centralnom tockom

pramena.

Slika 2.5.

2.4.3. Hiperbolicki pramen

Ako se ki i ko ne sijeku i nisu koncentricne, onda
one takoder odreduju jedan pramen te se takav pramen naziva hiperbolickim pra-

menom (Slika 2.6.).

(D
N

@\
=7

Slika 2.6.

u
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3. Elipsa

Definicija 3.1. Neka su Fy 1 Iy dvije razlicite fiksne tocke ravnine M @ neka je
|F1Fy| = 2e, te neka je a > 0 realni broj takav da je a > e. Elipsa je skup svih
toc¢aka ravnine za koje je zbroj udaljenosti od tocaka Fy i Fy stalan i jednak 2a.*

Krace, radi se o skupu tocaka E definiranim kao
E={T € M;|F\T|+ |F,T| = 2a}

Tocke Fi i F, nazivaju se zariStima ili fokusima elipse.

Slika 3.1.

3.1. Jednadzba elipse

Postavlja se pitanje kako odrediti algebarsku jednadzbu dvije varijable koju zado-

voljavaju sve tocke elipse.

3.1.1. Sredisnja jednadzba elipse

Neka su F} i F, dane tocke koje u pravokutnom koordinatnom sustavu leze na
osi  tako da je poloviste O duzine FyF, ishodiste sustava (Slika 3.1.). Zarista
F; i F, tada imaju koordinate F; = (—e,0),F5, = (e,0). Realan broj e zove se
linearni ekscentricitet elipse. Neka je T' = (z, y) bilo koja tocka elipse. Oznac¢imo

ri = |AT|,rs = |BT| te a = |AO| = |BO|. Vrijedi da je ri = /(e +e)? +47 i
ro = +/(x — e)? + y2. Prema definiciji elipse ocito je r; + ry = 2a, tj.
Ve te?+y?+ /(@ —e)? +y? =2a. (3.1)

4B. PAvKovIG, D. VELIAN,, Elementarna matematika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1995., str.
372.
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MnoZenjem jednadzbe (3.1) s \/(z + )2+ 32 — \/(z — €)% + 42, dobije se da je

VEr R+ o p = (32

Zbrajanjem (3.1) i (3.2) slijedi

pa se kvadriranjem dode do

2
e

(z +e)* +y° = a® 4 2ex + — a7,
a

odnosno ) )
X Yy
-t 2
a a? —e

= 1.

Posto je a > e, slijedi da je a® > €%, pa se moZe uvesti nova oznaka b? = a? — €.

Tada se trazena jednadzba elipse moze konacno zapisati kao

2 2

S+n=t (3.3)
Jednadzba (3.3) zove se kanonska jednadzba elipse®, a uobicajeno ju je jo$ pisati
u obliku b22? + a?y? = a?b%.
Iz (3.3) i Slike 3.1. se vidi da je elipsa centralno simetricna krivulja te da joj
je centar simetrije u ishodistu O koordinatnog sustava. Stoga se tocka O naziva
srediSte ili centar elipse, a jednadzba (3.3) jos i srediSnja ili centralna jednadzba
elipse. Nadalje, elipsa sijece os  u tockama A = (—a,0) i B = (a,0) te se duzina AB
naziva glavna (velika) os elipse. Takoder, elipsa sijece i os y u tockama C' = (0, —b)
i D = (0,b), te se duzina C'D naziva sporedna (mala) os elipse. Duljina tetive
koja prolazi jednim od fokusa elipse i okomita je na glavnu os zove se parametar
elipse i oznacava sa 2p. Supstitucijom z = e i y = p u jednadzbu (3.3) dobije se
vrijednost poluparametra

p=—
a

5Drugi naziv je osna jednadzba elipse.
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3.1.2. Vrsna jednadzba elipse

Izvrsi li sePotrtebno je izvrsiti translaciju koordinatnog sustava X O'Y” prema kojem

elipsa ima jednadzbu oblika
52:El2 + a2y/2 — a2?

u polozaj XOY tako da ishodiste koordinatnog sustava dode u lijevi vrh elipse (Slika
3.2.), 2 =x —a,ay =y, te jednadzba elipse tada ima oblik

V(z — a)® + a®y* = a®V’.
Kvadriranjem se dobije Y y

v2? — 2b%ax + a’b* + a*y? = a®b?,

sto dijeljenjem s a? i sredivanjem daje O

b? b?

Y =2—1 — —2352,
a a
, Slika 3.2.
a kako je vrijednost poluparametra p = %, u
konacnici se dobije
y? = 2px — Ba:Q.
a

Ova jednadzba zove se vrsna jednadzba elipse.

3.1.3. Jednadzba translatirane elipse

Izvrsi li se translacija elipse duz osi X za duzinu p, a isto tako i duz osi Y za duzinu
q, dobije se jednadzba elipse s obzirom na koordinatni sustav X'SY”’ (Slika 3.3.)

.77/2 y/2
? + ﬁ =1, VI ¥
a s obzirom na koordinatni sustav XOY b
><|
2 2 4 =
(z —p) N y-a" _, P
a? b2 ’
Sto je trazena jednadzba. %
—? }

Slika 3.3.
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3.2. Konstrukcija elipse

Elipsa se konstruira primjenjujuéi njezinu definiciju. Da bi se mogla konstruirati,
trebaju biti zadane ili njezine osi ili jedna os i zarista. Postupak konstrukcije sastoji
se u tome da se odabire po volji mnogo tocaka elipse koje se zatim povezuju u glatku
krivulju.

Prvo se konstruira velika os AB i sa strane pomo¢na duzina sukladna duzini AB.
Odredi se zatim srediste elipse te se u sredistu konstruira mala os. Ako su zadane
udaljenosti od zarista do sredista elipse onda ih se nanese na veliku os. U otvor
Sestara uzme se duljina a te se iz bilo kojeg zarista zasijece malu os. Tako se dobiju
preostala dva tjemena elipse, tj. tocke C'i D. Ako su zadane osi, onda se zarista
dobiju tako da se u otvor Sestara uzme duljinu a i iz tjemena C (ili tjemena D)
zasijece veliku os. Sada se pomo¢na duzina podijeli na dva dijela tako da je jedan
duljine r1, a drugi duljine 5. U otvor Sestara uzme se duljina r; i iz oba zarista
povuku lukovi. Zatim se u otvor Sestara uzme duljinu r5 i ponovo iz oba zarista
povuku lukovi. Tamo gdje se lukovi sijeku, nalaze se tocke Ty, T, T5,T,. Postupak
se ponavlja tako da se na pomoc¢noj duzini odaberu nove vrijednosti za udaljenosti
r117ry. Svaki put se time dobiju nove cetiri tocke. Nakon $to se opisanim postupkom
konstruira dovoljan broj tocaka, spoji ih se glatkom krivuljom.

3.2.1. Vrtlarska konstrukcija elipse

U Descartesovoj Dioptriji, jednom od triju dodataka njegovu djelu Rasprava o
metodi iz 1637. godine nalazi se crtez, kojeg se
vidi desno. Rijec o crtanju elipse na temelju nje-
zine definicije. Takvu konstrukciju i danas zo-
vemo vrtlarskom jer je to najjednostavniji nacin
crtanja elipse za prakti¢ne potrebe. U zemlju se
zabodu dva kolCi¢a na mjestima Fiy i Fy i uzme

se nerastezljiva nit duljine 2a > |F} Fy|. a zatim
se zasiljeni kol¢i¢ postavi izmedu F} i F5 i napne Slika 3.4.
nit. Ako kol¢i¢ pomi¢emo u jednom smijeru tako

da nit bude stalno napeta, onda njegov siljak opisuje na zemlji oblik elipse.
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3.2.2. Priblizna konstrukcija elipse

Priblizna konstrukcija elipse, za koju su poznate
obje poluosi a i b, sastoji se u tome da se lu-

kovi elipse u vrhovima A, B,C' i D zamjenjuju //_0_\

lukovima kruznica. Ti lukovi se medusobno spa- B FY A
jaju u elipsu pomo¢u krivuljara (Slika 3.5.). Sam I

: "
postupak zapocinje nanosenjem sva cetiri vrha \/

elipse A, B,C, i D, zatim se konstuira pravokut- n

nik OAK C s dijagonalom AC, na koju se povuce -

okomica iz tocke K. Ta okomica sijece osi elipse ) I
Slika 3.5.

u tockama F} i 11, a to su sredista zakrivljenosti
za vrthove A i C, dok su F1A i T1C polumjeri zakrivljenosti. Nakon toga se kroz
vrhove elipse vuku lukovi kruznica iz F; i Fy s polumjerom FiA, a iz T} i Ty s

polumjerom 77C.

3.3. Tangenta elipse

Tangenta elipse je pravac oblika y = kz + [ koji s elipsom 0?22 + a?y? = a?b? ima
samo jednu zajednicku tocku. Sva sjeciSta pravca i elipse odreduju se rjeSavanjem
sustava jednadzbi

y = kx+1
vVz? +a*y? = a*bt
Supstitucijom y u drugoj jednadzbi, dobije se nakon sredivanja
(a?k? + b*)2? + 2a%klx + a*1? — a®b* = 0.
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su

2T T g e

Vrac¢anjem u prvu jednadzbu dobije se

<a2kl + abVa2k? + b7 — 12) . (3.4)

Yo = (m + Va2 b z2) . (3.5)

1
a’k? 4 b2
Iz (3.4) i (3.5) slijedi da ¢e pravac i elipsa imati samo jednu zajednicku tocku u
slucaju da je
a’k? +b* =% (3.6)

Jednadzba (3.6) naziva se uvjetom dodira pravca i elipse.



Krivulje drugog reda 13

3.3.1. Jednadzba tangente u tocki elipse

Ideja je odrediti jednadzbu tangente ako je zadano diraliste D = (z1,y1). Iz jed-
nadzbi (3.4) i (3.5) te zbog uvjeta (3.6) slijedi da je z, = —kli? iy = ?, a iz toga
je k= —”;—121 te [ = ? Iz prethodne dvije jednakosti je

bZZEl

k=——"—+ (3.7)

2
a“yh

Ukoliko se (3.7) il = Z—? uvrsti u y = kx + [, dobije se

b2[E1 b2
y=-———r+ -,
a“yi Y1
a odavde slijedi
xr Y1y
ili
Vrix + a*yiy — a®b* =0 (3.9)

Jednadzba (3.8) je segmentni oblik jednadzbe tangente elipse, a (3.9) njezin
op¢i oblik.

3.3.2. Tangente povucene iz tocke izvan elipse

Tocka T je unutrasnja tocka elipse ako svaki pravac koji prolazi kroz T sijece
elipsu u dvije razlicite tocke. Tocka koja nije unutarnja tocka i ne lezi na elipsi zove

se vanjska tocka elipse.

Propozicija 3.1. Toc¢ka T = (zg,vo) je unutarnja tocka elipse b*x?®+a*y*—a** = 0
ako i samo ako je b*xo% + ayy? — a®b? < 0.

Propozicija 3.2. Iz vanjske tocke elipse mogu se povuci tocno dvije tangente na

elipsu.

Dokaz
Pravac y = kxz + [ je tangenta elipse b*z? + a?y? — a?b* = 0 ukoliko ispunjava
uvjet dodira (3.6). Neka je T' = (xg, o) vanjska tocka elipse. Kako ona lezi na
spomenutom praveu, slijedi
l =y — kxo.
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Iz uvjeta dodira i prethodne jednakosti vrijedi da je
(a® = 20®)k® + 2xoyok + b* — y5 = 0.

Tockom T moguce je povuéi dvije tangente ukoliko ova kvadratna jednadzba ima
dva razli¢ita realna rjeSenja ky i ko, a to je slucaj kada je njezina diskriminanta
D > 0. Kako je

D = 4x0*yo® — 4(a* — 20?) (b* — yo?),

pa se sredivanjem dobije

D = 4(b*x® + a*yo® — a*b?),
pa iz Propozicije 3.1 slijedi da je D > 0. O
Primjedba 3.1. T je unutarnja tocka elipse ako i samo ako je |FiT|+ |F>T| < 2a,
a vangska ako je |FiT| + |FyT| > 2a.
3.3.3. Zrcalno svojstvo elipse

Propozicija 3.3. (Zrcalno svojstvo elipse) Simetrala vanjskog kuta radij vektora
FiD,F,D tocke D na elipsi je tangenta elipse s diralistem v D (Slika 3.6.)

Slika 3.6.

Dokaz

Neka je t simetrala vanjskog kuta radijvektora FyD i FyD i F| zrcalna slika od
F} s obzirom na t. Da bi se pokazalo da je ¢ tangenta, dovoljno je vidjeti da
ona, osim D, nema drugih tocaka zajednickih s elipsom. Neka je T" # D bilo
koja druga tocka na t. Tada je (prema nejednakosti trokuta i definiciji elipse)
|F\T| + |TFy| = |F|T| + |TF,| > |F{F5| = |F{D| + |DF,| = 2a, gdje je a du-
ljina velike poluosi elipse. Ako se pogleda pocetak i kraj prethodne nejednakosti
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dobije se |F1T| + |FyT'| > 2a, pa prema Primjedbi (3.1) slijedi da je T' vanjska tocka
elipse, tj. ne lezi na elipsi. O
Zrcalna slika F] fokusa Fj s obzirom na tangentu ¢ zove se suprotiste fokusa

F} s obzirom na tu tangentu.

Propozicija 3.4. Skup svih suprotista jednog fokusa elipse s obzirom na sve njene
tangente je kruznica sa sredistem u drugom fokusu. Polumgjer te kruznice jednak je

velikoj osi elipse. O

Kruznica na kojoj leze sva suprotista fokusa F; (Slika 3.7.) zove se kruznica
suprotista s obzirom na fokus F;.

3.3.4. Pol i polara elipse

Jos jedan nacin odredivanja jednadzbi tangenata povucenih iz neke vanjske tocke

elipse na elipsu dobije se pomoc¢u pojma pola i polare.

Definicija 3.2. Za zadanu tocku P = (xq,0) i elipsu b*x* + a*y? — a*b® = 0 pravac
p ... brzox + a’yoy — a*b* =0
zove se polara od P s obzirom na zadanu elipsu. Tocka P zove se pol pravca p.

Moze se primijetiti da je polara tocke elipse tangenta elipse s diraliStem u toj
tocki.
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Propozicija 3.5. Polara vanjske tocke elipse je spojnica diralista tangenata povucenih

12 te tocke na elipsu.

Dokaz
Neka su Dy = (z1,y1),D2 = (x9,79) di- A,
raliSta tangenata povucenih iz vanjske tocke P =
(70, 9o) na elipsu b*r?+a?y? —a?b? = 0. Tangente

D,
elipse imaju jednadzbe
tr ... Vrx+dPyiy — d? = 0,

ty ... baox + d’ypy — a*b* = 0. _:
2 2ET @y Slika 3.8.
Kako tocka P lezi i na tangenti ¢; i na tangenti
to, slijedi
bz z0 + a*yiyo — a’b® = 0, b2 xom0 + a*yayo — a’b® = 0,

a iz tih jednakosti se vidi da tocke D; i Ds leze na polari b*xgx + a®yoy — a?b®> = 0
tocke P. O

3.4. Direktrise elipse

Definicija 3.3. Neka je I fokus elipse. Pravac p koji ima svojstvo da za svaku

tocku T elipse vrijeds j((g’l’;)) = ¢, gdje je ¢ pozitivna konstanta zove se direktrisa
(ravnalica) elipse.
tu Dakle, ako elipsa ima direktrisu, onda ih mora
b I B imati dvije je ima i dva fokusa. Neka je d; uda-
/_- \\ ljenost tocke T elipse od direktrise p; i sa r; ra-
&‘) T dijvektor te tocke, i = 1,2. Ako elipsa ima di-
rektrise onda vrijedi
| ri=c-d; (3.10)
Slika 3.9.

gdje je ¢ pozitivna konstanta. Iz jednadzbe
(3.10) koju direktrisa mora zadovoljavati slijedi da ona ne moze sjeé¢i krivulju i
da ona mora biti okomita na veliku os elipse. Dakle ako direktrise postoje, to su
pravci koji imaju jednadzbe oblika

pr ... +6=0, py ... —06=0, 6>a,

gdje je a duljina velike poluosi elipse.
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4. Hiperbola

Definicija 4.1. Neka su Fy i Fy dvije razlicite curste tocke u ravnini i |Fy Fy| = 2e.
Hiperbolom nazivamo skup svih tocaka ravnine kojima je apsolutna vrijednost razlike

udaljenosti od tih tocaka konstantna i jednaka 2a, gdje je 0 < a < e.

Dakle, to je skup
H=A{T € M;||[I\T| - |IRT|| = 2a}

Tocke Fy i Fy zovu se zariSta ili fokusi hiperbole. Udaljenost 2a naziva se glavna
ili realna os hiperbole. Druga os hiperbole, oznake 2b, zove se sporedna ili
imaginarna os hiperbole jer hiperbola ne sijece tu os. Njena duljina odredena je

1zrazom

b=+Ve2— a2

Odatle slijedi linearni ekscentricitet hiperbole
e =+vVa?+ b2,

te numericki ekscentricitet

6_<a_\/a?+l)2
a a

pri cemu je € > 1 za hiperbolu.

4.1. Jednadzba hiperbole

Da se odredi jednadzba hiperbole uzme se ko-
ordinatni sustav tako da fokusi F; i Fy imaju
koordinate F; = (—e,0), F» = (e,0) i neka je
T = (z,y) bilo koja tocka hiperbole. Oznacimo
sry = |FT|iry = |FT)| (Slika 4.1.). Prema
definiciji hiperbole vrijedi

Slika 4.1.

|11 — 1o = 2a.

Kako je 11 = \/(z +€)? 4+ y2 te 1o = \/(z — €)? + y? prethodnu jednakost se moze

napisati u obliku

[V(z+e)? + 12— V(z —e)? + y?| = 2a,
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pa slijedi da je

Vi(z+e)2+y2—/(z—e)?+y?==+2a. (4.1)
Pomnozi li se prethodna jednakost s \/(z +€)? + y2 + 1/(z — €)? + y2, dobije se

2
x+e)?+y?+ x—62+y2::|:—ex 4.2
a
Zbrajanjem (4.1) i (4.2) dobije se
(x+e)2+y2:i<a+5x>,
a

a kvadriranjem te jednadzbe slijedi

2 2
x y
2t a_a- b
a ac — e

Kako je a? — €2 = —b%, prethodna jednadzba dobiva oblik

ZBQ y2

Jednadzba (4.3) zove se sredi$nja ili centralna jednadzba hiperbole.

4.1.1. Jednadzba translatirane hiperbole

Slicno kao kod elipse, translacijom koja tocku O = (0,0) preslikava u tocku O =
(p, q) hiperbola z—z — ‘Z—j = 1 se preslikava u hiperbolu koja ima jednadzbu

2

(z—p)? W—a?* _
a? b2

Prethodna jednadzba zove se jednadzba translatirane hiperbole.

1.

4.2. Tangenta hiperbole

Neka je zadan pravac y = kz+1 i hiperbola b%2? —a?y? = a?b%. Potrebno je analiticki
pronaéi uvjet da zadani pravac bude tangenta hiperbole, tj. da s hiperbolom ima
samo jednu zajednicku tocku. Koordinate sjecista pravca i hiperbole su rjesenja

sustava

= kx+1

B2 — a2y = ab?
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Uvrstavanjem prve jednadzbe u drugu i sredivanjem dobije se
(b — a®k*)2® — 2a*klr — a®*(b? +1?) =0
e Ako je b? — a%k? # 0 vrijedi

T2 = m(QQk’l + abVviz +b% — a2k52)a (44)

o = m(m + kabVE + 0% — a2k2). (4.5)
Iz (4.4) i (4.5) je ocito da, ako je a?k* —b* < [?, pravac sijece hiperbolu u dvije
tocke, ako je a?k? — b%® > [2, pravac i hiperbola nemaju zajednickih tocaka, a
ako je

A’k - =1? (4.6)
onda pravac i hiperbola imaju toéno jednu zajednicku tocku. Jednadzbu (4.6)
zovemo uvjetom dodira pravca i hiperbole.

e Ako je b* — a*k? = 0, onda iz (4.4) i (4.5) slijedi da pravac i hiperbola imaju
"beskonacno daleku” zajednicku tocku i takav pravac se zove asimptota hi-
perbole. Iz b? — a?k? = 0 slijedi k = 2, pa je o¢ito da hiperbola ima dvije
asimptote. 1z (4.6) slijedi da je [ = 0 pa asimptote imaju jednadzbu

b
=+-— 4.7
y==*-a (4.7)
Ako je zadano diraliste D = (x1,y1), lako se moze izvesti jednadzba tangente hiper-
bole. Iz (4.4) i (4.5) zbog (4.6) slijedi ; = — %,y = =% pajek = -2 1 = - &
Slijedi

b2ﬂf1

k= (4.8)

a*y,’
sto je koeficijent smjera tangente hiperbole ako je zadano diraliste D = (z1,91).
Uvrsti li se (4.8) 11 = —Z—j uy = kx + [, dobije se

bQ.I‘l b2
= 2—9;’ — —7
a“y Y1
pa je
rx Y1y
ili
brx — a*yy — a’b* =0 (4.10)

Jednadzba (4.9) je segmentni oblik jednadzbe tangente hiperbole, a (4.10)
njen op¢i oblik.
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4.2.1. Zrcalno svojstvo hiperbole

Propozicija 4.1. (Zrcalno svojstvo hiperbole)Tangenta hiperbole je simetrala

unutrasnjeg kuta izmedu radijvektora diralista.

Dokaz

Neka je t simetrala vanjskog kuta radijvektora by D
1D i FyD i Fy zrcalna slika od F, s obzirom na -
t (Slika 4.2). Da bi se pokazalo da je t tangenta,
dovoljno je vidjeti da ona, osim D, s hiperbolom f
nema drugih zajednickih tocaka. Neka je T # /
D bilo koja druga tocka na t. Tada je (prema
nejednakosti trokuta) FiT—TFy, = F{T—TFy < Slika 4.2.
F\F)+ ST —TF,.

Slijedi da je

F 0 f sy KT

KT -TF, < F,\Fy=FD — F,D = F D — DF, = 2a.

Konac¢no, dobije se
BT — T < 2a

pa prema definiciji tocka T ne lezi na hiperboli. O
Zrcalna slika fokusa F, hiperbole s obzirom na tangentu t zovemo suprotiste fokusa

F5 s obzirom na t.

Propozicija 4.2. Suprotista fokusa Fy s obzirom na sve tangente hiperbole leZe na
kruznici kojoj je srediste u drugom fokusu Fs, a polumjer jednak duljini realne osi
hiperbole.

Dokaz
Neka je t tangenta hiperbole s diralistem u D (Slika 4.2.). Nadalje, neka je S;
suprotiste fokusa F; s obzirom na t. Zbog Propozicije 4.1.tocka S; lezi na FyD.
Stoga je |FyS1| = ro — |DSy|. Kako je |DSy| = |DFi| = ry vrijedi da je |Fy5,| =
|7 — 71| = 2a, gdje je 2a duljina realne poluosi hiperbole. O



Krivulje drugog reda 21

4.2.2. Asimptote hiperbole

Granicni polozaj tangente kada se njezino diraliste po beskonac¢noj grani hiperbole
giba prema neizmjernosti zovemo asimptotom hiperbole. Do jednadzbi asimptota
hiperbole dolazi se tako da se potraze koordinate presjeka pravca y = kx, koji prolazi

ishodistem, i hiperbole bz — a’y? = a?b?, tj. rjeSavanjem sustava
= kx
a? —a%y? = b’
Dobije se
+ab +abk

Tr =

Nper Y -y e

Ako je izraz pod korijenom b? — k%a® > 0, pravac y = kx sijece hiperbolu u dvije
tocke, za b* — k?a? < 0, x i y su imaginarni, pa pravac ne sijece hiperbolu.
Ako je

b — k*a* =0 (4.11)
tada je x = 400 i y = Fo00, tj. pravac s hiperbolom ima dvije zajednicke tocke u
beskonac¢nosti.
Iz (4.11) slijedi
b
k=+—. 4.12
! (112)

Uvrsti li se taj izraz za koeficijent smijera u jed-
nadzbu pravca y = kx, dobiju se jednadzbe

dviju asimptota hiperbole (Slika 4.3.):
b
y = +-x
a
b
y = ——x.
a
Hiperbole kojoj su osi jednake, tj. za koju vri- Slika 4.3.

jedi b = a zove se jednakostrani¢na hiperbola.
Njezina jednadzba glasi

22 —y? =a’

Asimptote jednakostranic¢ne hiperbole su pravci y = +x, dakle njezine asimptote su
okomite.
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4.2.3. Tangente povucene iz tocke izvan hiperbole

Za tocku T kaze se je unutarnja tocka hiperbole ako svaki pravac koji prolazi kroz
T sijece hiperbolu u dvije razlic¢ite tocke. Tocka koja nije unutarnja tocka hiperbole
i ne lezi na njoj zove se vanjska tocka hiperbole. Skup svih unutarnjih tocaka zove
se nutrina hiperbole, a skup svih vanjskih to¢aka vanjstina hiperbole (Slika
4.4.).

Propozicija 4.3. Tocka T = (xg,y0) je unutarnja tocka hiperbole b*z* — ay* —
—a*? = 0 ako i samo ako vrijedi b?x3 — a*y2 — a®b? > 0, a vanjska ako je b*x3 —
—a*y? — a*V* < 0. O

By

0 F T

Slika 4.4.

Propozicija 4.4. Iz vanjske tocke hiperbole koja ne lezi ni na jednoj od asimptota

mogu se povuci tocno dvije tangente na tu hiperbolu.

Dokaz

Pravac y = kxz + [ je tangenta hiperbole b%z? — a?y? — a?b? = 0 ukoliko ispunjava
uvjet dodira (4.6). Neka je T = (xq,yo) vanjska tocka hiperbole. Kako ona lezi na
spomenutom pravcu, slijedi

l:yo —k'.l’o.

Iz uvjeta dodira i prethodne jednadzbe vrijedi da je
(a® — 22)k* + 2zoyok — (b* + o) = 0.

Tockom T moguce je provucéi tocno dvije tangente ukoliko prethodna kvadratna
jednadzba ima dva razlicita realna rjesenja ki i ko, a to je slucaj kada je njezina
diskriminanta D > 0. Kako je

D = dagy; + 4(a” — x5) (0" + y5)
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sredivanjem se dobije
D = 4(a®y; + a®b* — b*x}).

Iz Propozicije (4.3) slijedi da je D > 0. 0

4.2.4. Pol i polara hiperbole

Slicno kao kod elipse, drugi nacin odredivanja tangenata povucenih iz tocke izvan

hiperbole na hiperbolu mogué je pomoc¢u pojmova pola i polare.

Definicija 4.2. Za zadanu tocku P = (xq,%0) i hiperbolu b*x* — a®y? — a*b®> = 0
pravac
p ... blwoxr —adlyy —ad*? =0

zove se polara tocke P s obzirom na hiperbolu b*x? — a*y* — a®b®> = 0, a tocka P

zove se pol pravca p.

Takoder se moze primijetiti da je polara tocke hiperbole tangenta hiperbole s

diralistem u toj tocki.

Propozicija 4.5. Polara vanjske tocke hiperbole, koja ne lezi ni na jednoj od nje-
zinth asimptota, spojnica je diralista tangenata povucenih iz te tocke na hiperbolu.
O

4.3. Direktrise hiperbole

Direktrise hiperbole definirane su analogno kao i direktrise elipse.

Definicija 4.3. Neka je F' jedan od fokusa hiperbole. Pravac takav da za svaku
tocku T hiperbole vrijedi
(T, p)

AT, Fy ~©

gdje je ¢ pozitivna konstanta, zove se direktrisa (ravnalica) hiperbole.

Kako hiperbola ima dva fokusa, ako ima direktrisu, onda ih ima dvije.
Neka je s d; oznacena udaljenost tocke T hiperbole od direktrisa p; i s r;, 1 = 1,2,

radijvektori te tocke. Ako direktrise hiperbole postoje, onda za njih mora vrijediti
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Iz predhodne jednadzbe slijedi da direktrisa (ako postoji) ne smije sje¢i hiperbolu i
da mora biti okomita na njezinu realnu os, dakle paralelna s osi y. Kako je hiperbola
simetri¢na i njene direktrise moraju biti simetri¢ne s obzirom na os y. To su, dakle,

pravci koji imaju jednadzbe oblika
pr ... x+0=0, pr ... —06=0, 0<0<a, (4.14)

gdje je a realna poluos hiperbole.

Neka je T = (z,y) bilo koja toc¢ka na hiper- .:I AU{
boli. Bez smanjenja opcenitosti, neka se 7' nalazi f,:f""
desno od osi y, tj. neka je x > 0 (Slika 4.4). Iz :
slike se jasno vidi da vrijedi e / 5 ¢ 5
/
Kako je x > 0, vrijedi
T = a+ ez, ry =T — a. (4.16)

Ukoliko se uvrste prve od jednakosti (4.15) i (4.16) u prvu od jednakosti (4.13)
dobije se a + ex = ¢d + cx, pa je odavde ¢ = ¢ i iz prethodne jednadzbe slijedi da je
6 = 2. Analogni rezultati se dobiju uvrstavanjem drugih jednakosti iz (4.15) i (4.16)
u (4.13). Zakljucak je da hiperbola ima dvije direktrise i one zbog (4.14) imaju oblik

pr ... ex+a=0, py ... ex—a=0.
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5. Parabola

Definicija 5.1. Neka je d bilo koji pravac u ravnini i@ F' tocka te ravnine M koja
ne lezi na d. Skup svih tocaka ravnine kojih je udaljenost od pravca d jednaka

udaljenosti od tocke F zove se parabola.

Krace, to je skup
P=A{T e M;d(T,d) =d(T,F)}

Pravac d zove se direktrisa ili ravnalica parabole, a F' fokus ili ZariSte.

Ako tockom F' povuc¢emo okomicu na d is N ozna¢imo njezino sjeciste s d, onda ocito
poloviste A duzine NF pripada paraboli (Slika 5.1).  Totka A se zove
tjeme parabole. Okomica na d koja ima
noziste u N zove se os parabole. Na slici 5.1. se
jasno vidi da se parabola lako konstruira ako je
poznato zariSte F' i direktrisa d. Takoder se vidi

- da parabola nije definirana ”ispod” tjemena A.
i A

Slika 5.1

Ukoliko se pravokutni koordinatni sustav oda-
bere tako da je os x os parabole, a ishodiste O

je u njezinom tjemenu, takoder je moguce odrediti i jednadzbu te parabole.

5.1. Jednadzba parabole

Neka u Kartezijevom koordinatnom sustavu direktrisa ima jednadzbu z + & = 0,
gdje je p > 0 bilo koji realan broj. Broj p zove se poluparametar, dok se broj
2p zove parametar parabole (Slika 5.2). Fokus parabole tada ima koordinate
F = (5,0). Prema definiciji parabole, tocka T

lezi na paraboli ako je d(T,F) = d(T,d), gdje , ly/

IS
I

je d(T,F) = r radijvektor tocke T' parabole.
Tada vrijedi d /\

p > 2 2 p € p/2 T
rT—5) ty=x+7.
\/< ) Y 2

Kvadriranjem i sredivanjem prethodne jed- Slika 5.2

[
i

nadzbe dobije se
y? = 2pz. (5.1)

Stoga, ako tocka T lezi na paraboli, onda njezine koordinate zadovoljavaju jednadzbu
(5.1). Da bi se pokazalo da je ta jednadzba uistinu i jednadzba parabole, potrebno
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je jos pokazati da ako koordinate neke tocke T' = (z,y) zadovoljavaju (5.1), onda T’
lezi na paraboli.

Za svaku tocku T' = (z,y), koja lezi u I. i IV. kvadrantu, vrijedi sljedece:

d(T,p) = \/<x—§>2+y2, d(T, F) :x+g. (5.2)

Ako koordinate tocke T' zadovoljavaju (5.1), onda iz prve od jednadzbi (5.2) slijedi

i) =/ (2-2) +2pe= /(2 +2)"

Kako je T u I. ili IV. kvadrantu, slijedi da je x > 0, a kako je i p > 0, iz predhodne
jednadzbe slijedi d(T',p) = x+%, paiz druge od jednadzbi (5.2) vrijedi da je d(T',p) =
d(T,F), tj. tocka T lezi na paraboli. Prema tome, jednadzba (5.1) jest jednadzba
parabole koja se ujedno zove i tjemena jednadzba parabole.

Jednadzba y? = —2px, p > 0 takoder je jednadzba parabole. Ta se parabola dobije
zrcaljenjem parabole y?> = 2px s obzirom na y-os. Njezin fokus je u tocki F =

(—£,0), a direktrisa je pravac z — § =

5.1.1. Jednadzba translatirane parabole

Translacijom koja ishodiste O koordinatnog sustava preslikava u tocku O’ = (a,b)

parabola y? = 2px preslikava se u parabolu
(y— b)? = 2p(z — a). (5.3)

4, Fokus translatirane parabole nalazi se u tocki
A F = (24a,b), tjeme u O’ = (a,b), direktrisa je

pravac r = a— %, a os joj lezi na pravcu y —b = 0
+ - o
o\ F oo

(Slika 5.3). Svi zadaci analiticke geometrije ve-

zani za parabolu (5.3) rjesavaju se tako da se

.
v \! rijeSe za pripadnu parabolu y? = 2pz te se za-
Slika 5.3 tim rjeSenja translatiraju. Sli¢no, translacijom
parabole y?> = —2px,p > 0, koja ishodiste O

koordinatnog sustava translatira u tocku O' = (a, b) dobije se parabola

(y—b)* = —2p(z —a).



Krivulje drugog reda 27

5.2. Tangenta parabole

Pravac, koji nije paralelan s osi parabole, zove se tangenta parabole ako s njome ima
to¢no jednu zajednicku tocku. Potrebno je na¢i uvjet da neki pravac y = kxz+1, k # 0
bude tangenta parabole y? = 2px. Koordinate sjecista pravca i parabole dobiju se

kao rjeSenje sustava:

y = kx+1

v = 2px.

Uvrstavanjem prve jednakosti prethodnog sustava u drugu, dobije se
k22? +2(kl —p)x+12=0

Rjesenja prethodne kvadratne jednadzbe su

p—kl£ +/p(p—2kl) (5.4)
k2 '

Pravac dira parabolu ako sustav ima jedinstveno rjesenje, tj. ako je p(p — 2kl) = 0.
Kako je p # 0, slijedi

T12 =

p = 2ki. (5.5)

Jednakost (5.5) zove se uvjet dodira pravca i parabole.

5.2.1. Jednadzba tangente u tocki parabole

Ako je zadano njezino diraliste D = (x1,y;), moguée je pronadi jednadzbu tangente
parabole. U slucaju dodira iz (5.4) slijedi da je
_p—kl
k2
a kako D lezi i na tangenti, slijedi da je y; = kxy + [, pa uvrStavanjem prethodne

|

jednakosti dobije se y; = 2. Znaci, k i [ su rjeSenja sustava

p— ki p
r=— ==
1 2 L
Kako je y? = 2pxy, iz prethodnog sustava slijedi
- Ly
hn Y1
pa ako se to uvrsti u jednadzbu pravca y = kx + [, sredivanjem se dobije:
yy1 = p(x + z1). (5.6)

Jednadzba (5.6) je jednadzba tangente parabole kojoj je diraliste D = (z1,y1).
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5.2.2. Zrcalno svojstvo parabole

Propozicija 5.1. (Zrcalno svojstvo parabole). Tangenta parabole je simetrala

kuta radijvektora diralista i paralele povucene diralistem s osi parabole.

Dokaz
Neka je D = (x1,y,) diraliste tangente parabole y? = 2px i FD radijvektor diralista.
Paralela s osi parabole u provucena kroz tocku
N D D sijece direktrisu u tocki N (Slika 5.4). Tocka
i S je sjeciste tangente s osi z. Iz jednadzbe tan-
gente slijedi da je S = (—x1,0). Treba poka-
/ zati da je |[ZFDS| = |£ZSDN| tj. da su trokuti
/ | ASFD i ASDN sukladni. Po definiciji parabole
/{ \;.' B je |FD| = |DN|. Nadalje, N = (=%, 4/2pz)

pa je

L |

Slika 5.4 o )
|SN|:\/<x1—§) +2]9I1=I1+§7

a kako je |SF| = z1 + &, slijedi da je [SN| = |SF|. Kako je SD pak zajednicka

stranica tih trokuta slijedi da se oni podudaraju u sve tri stranice, pa su sukladni,
sto povlaci da je |[ZFDS| = |ZSDN]|. O

5.2.3. Tangente povucene iz tocke izvan parabole

Tocka T zove se unutarnja tocka parabole ako svaki pravac (osim paralele s
osi parabole) kroz T sijece parabolu u dvije razlicite tocke. Nadalje, skup svih
unutarnjih tocaka naziva se nutrinom parabole. Tocka koja ne lezi na paraboli i
nije unutarnja zove se vanjska toc¢ka parabole. Skup svih vanjskih to¢aka parabole

zove se vanjStina parabole.

Propozicija 5.2. Tocka T = (o, y0) unutarnja je tocka parabole y* = 2px ako i
samo ako vrijedi y2 — 2pxo < 0, a vanjska ako je y2 — 2pxo > 0. O

Propozicija 5.3. Iz vanjske tocke parabole, koja ne leZi na tjemenoj tangenti, mogu
se povuci tocéno dvije tangente na parabolu. Iz tocke na tjemenoj tangenti moZe se

povuci samo jedna tangenta na parabolu.

Dokaz
Pravac y = kz + [ tangenta je parabole y? = 2px ako ispunjava uvjet (5.5). Neka je
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T = (xo,yo) vanjska tocka parabole. Kako ona lezi na spomenutom pravcu, vrijedi
[ =y — kxo.
Iz uvjeta dodira i prethodne jednakosti slijedi da je
220k — 2yok +p = 0.

Tockom T moguce je povuci dvije tangente ukoliko prethodna kvadratna jednadzba
ima dva razlicita realna rjeSenja, a to je slucaj kada je njezina diskriminanta D > 0.
Kako je

D = A(y; — 2pxo),

D > 0 ako i samo ako je y5 — 2prg > 0, a to je prema Propoziciji (5.2.) ako je T
vanjska tocka parabole. O
5.2.4. Pol i polara parabole

Tangente povucene iz tocke T' na parabolu mogu

Iy
se odrediti i pomoc¢u polare. »
Polara tocke T' = (x¢, 3o) s obzirom na parabolu
y? = 2px je pravac p zadan jednadzbom =;.- "T
yyo = p(x + o). (5.7)
Tocka T zove se pol pravca p. Slika 5.5

Geometrijski gledano, znacenje polare dano je sljede¢om propozicijom.

Propozicija 5.4. Polara one vangske tocke parabole, koja ne leZi na tjemenoj tan-

genti, spojnica je diralista tangenata povucenih iz te tocke na parabolu.

Dokaz

Neka su D; = (x;,v;), i = 1,2 diralista tangenata povucenih iz tocke T' = (zg, yo) na
parabolu y? = 2px (Slika 5.5). Jednadzbe tih tangenata glase yy; = p(z+z;),i =

1,2. Kako te tangente prolaze tockom T, slijedi da je

Yoy = p(xo + x;), i = 1,2, a iz ovih jednadzbi se moze zakljuciti da diralista D;,

i = 1,2 leze na polari yyy = p(x — zy) tocke T O



Krivulje drugog reda 30

5.3. Dijametri parabole

Skup polovista paralelnih tetiva naziva se dijametrima parabole.
Propozicija 5.5. Dijametri parabole su pravci paralelni s njezinom o0si.

Dokaz Parabola y? = 2px presijece se pramenom paralelnih pravaca y = kx + 1,
gdje je k # 0 fiksan realan broj, a [ € R promjenjivi parametar. Ordinate sjecista Sy
iS5 parabole i pravca tog pramena rjesenja su jednadzbe koja se dobije uvrstavanjem

y—l

r = %= u jednadzbu parabole. Ona glasi

v’k — 2py + 2pl = 0.

Neka su y; i yo ordinate tih sjecista. Ordinata polovista P tetive S1.5; jednaka je
Yp = %(yl + y9) (Slika 5.6). Iz prethodne kvadratne jednadzbe dobije se

2p £+ \/4p? — 8pkl
2k

Y12 =

¥ o
pa uvrstavanjem u y, = %(yl + yo) slijedi da je 51

yp = £. Lako se vidi da ordinate polovista imaju

uvijek istu vrijednost (p i k su fiksni parametri,
Y, e ovisi o promjenjivom parametru /). Prema

tome, polovista tetiva leze na pravcu ky —p = 0,

tj. na paraleli s osi parabole. O

Slika 5.6
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6. Pojava krivulja drugog
reda u svakodnevnom zivotu

Pronalazak konika (kruznice, elipse, hiperbole i parabole) pripisuje se Menehmu
(4. st. prije Krista), pripadniku Platonove Akademije u Ateni. On je otkrio da
se presjekom stosca i ravnine koja je okomita na izvodnicu stoSca dobiju do tada
nepoznate krivulje. Vrsta krivulje je ovisila o vrsti stoSca. Za stozac Siljastog vrha
dobivamo elipsu, pravokutnog vrha parabolu i tupog vrha dobivamo hiperbolu. Ti
nazivi su tek kasnije pridruzeni krivuljama.

Konikama se takoder bavio i Euklid (325. — 265. prije Krista), ali su njegova djela
koja se ticu konika izgubljena. Arhimedova djela (287. — 212. prije Krista) sadrze
neke vazne rezultate o svojstvima konika, pogotovo parabole.

Apolonije iz Perge (262. —190. prije Krista) je napisao rad o konikama koji se sastoji
od osam knjiga. On je prvi uvidio da se na jednom te istom stoscu (bez obzira bio
on kos ili uspravan, siljast ili tup) mogu kao presjek stosca i ravnine dobiti sve tri
krivulje. Apolonije je takoder uveo nazive koje danas koristimo: elipsa, parabola i
hiperbola (Slika 6.1).

Papo iz Aleksandrije (290.— 350.) je napi-

N
sao djelo poznato kao “Colection” koje je v !7/
sadrzavalo navode i komentare rezultata svo-
jih prethodnika. Uveo je pojmove fokusa i A
jih prethod: je poj ’?‘
direktrisa hiperbole. ‘

Od tada je povijest konika gotovo prazna sve

Kruznica Elipsa Parabola Hiperbola

Slika 6.1
do petnaestog stoljeca. Renesansa je doni- e

jela ozivljavanje interesa za gréko znanje Sto za posljedicu ima povecan interes za
konike i ostale krivulje. Prve ¢etiri Apolonijeve knjige o konikama su do tog vre-
mena bile sa¢uvane na gréckom (prijevod na latinski objavljen je u Veneciji 1537.),
a jo$ tri knjige su bile arapski prijevodi (pronadene u 17. stoljeéu). Osma knjiga
je izgubljena. Papusova djela su originalno bila napisana u osam knjiga, ali su do
petnaestog stolje¢a samo djelomice sa¢uvana.

Prvo originalno djelo o konikama u krséanskoj Europi se zove “Libellus super viginti
duobus elementis conicis” Ciji autor je Johannes Werner (1468. —1528.). On se bavio

problemima koje su ve¢ obradili grcki matematicari.
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Bavio se samo parabolom i hiperbolom jer je njegovo glavno zanimanje bilo
udvostruéavanje kocke®, pri ¢emu mu elipsa nije imala znacaja.
Tijekom renesanse se povecao i interes za primjenu geometrijskih spoznaja i u umjet-
nosti. Prouc¢avanjem raznih optickih problema konike su dobile jos vise na vaznosti.
Takoder, nove spoznaje u astronomiji su znacajno potakle zanimanje za konike. Ni-
kola Kopernik (1473. — 1543.) je ostao pri uvjerenju da je kruznica glavna kada se
govori o gibanju nebeskih tijela, ali je Johanes Kepler (1571. — 1630.) prepoznao
eliptiénu putanju Marsa oko Sunca. Svojstva konika primjenjivih na astrologiju su
tada postala vrlo zanimljiva za cijeli svijet. Kao dio svoje knjige “Astronomiae pars
Optica” jedno je poglavlje (peto) posvetio konikama.
Kepler razlikuje pet vrsta konika: kruznicu, elipsu, parabolu, hiperbolu i pravac.
Tvrdi da se jedna krivulja moze dobiti iz druge neprekidnim mijenjanjem. Pravac i
parabola su dva ekstremna oblika hiperbole, a parabola i kruznica su dva ekstremna
oblika elipse. Kepler je prvi uveo naziv “fokus” za znacajne tocke na osi konike.
Rene Descartes 1637. godine objavljuje djelo La Géométrie. Descartes je shvatio
krivulje kao geometrijsko mjesto tocaka kojima koordinate zadovoljavaju odredenu
jednadzbu.
Za razliku od Descartesa, Ruder Boskovi¢ (1711. - 1787.) izgradio je teoriju konika
posve geometrijski i svoju teoriju objavio u djelu Sectionum conicarum elementa
godine 1754. u Rimu.

6Problem udvostruc¢avanja kocke sastoji se u tome da se prema zadanoj kocki konstruira kocka
dvostruko veéeg volumena.
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6.1. Elipsa

Unato¢ tomu Sto nije tako jednostavna kao kruznica, elipsa je krivulja koja se
najces¢e moze ,vidjeti“ u svakodnevnom zivotu. Razlog tome je Sto svaki krug,
promatran iskosa, postaje eliptican.

Svaki valjak presjecen ravninom pod nekim ku-

tem u poprecnom presjeku prikazuje elipsu. Pri- AL

mjer takvog presjeka vidi se na slici 6.2 na kojoj
je prikazan planetarij Tycho Brahe u Kopenha-

genu. Nadalje, ukoliko se caSa tekucine nagne,

povrsina te tekué¢ine u njoj poprimit ¢e elipso-

idni oblik.

Rani grcki astronomi smatrali su da se ostale pla- Slika 6.2

nete kre¢u u kruznim orbitama oko Zemlje, jer

je kruznica ipak najjednostavnija matematicka krivulja. Tek u 17. stolje¢u Johan-

nes Kepler otkriva da svaka planeta putuje oko Sunca po elipticnim orbitama, sa

Suncem u jednom od zarista tih elipsa. Orbite Mjeseca i ostalih umjetnih Zemljinih

satelita takoder su elipticne kao i staze kometa u stalnoj orbiti oko Sunca. Hal-

leyevom kometu je potrebno oko 76 godina da obide putanju oko Sunca. Edmund

Halley komet je ugledao 1672. godine te je tocno predvidio njegov ponovni dolazak

1759. godine. lako nije dozivio vidjeti da se njegovo predvidanje ispunilo, komet je

nazvan njegovim imenom njemu u cast.

Zrcalno svojstvo elipse primjenjuje se pri refleksiji svjetlosnih i zvucénih valova.
Svaki svjetlosni signal poslan iz jednog fokusa

elipse reflektira se u drugi fokus. Ovaj princip \ )

koristi se u litotripsiji, medicinskom postupku
lijecenja bubreznih kamenaca. Pacijent se pos-
tavi u elipti¢ni rezervoar s vodom tako da se
oboljeli bubreg nalazi u jednom od fokusa. Vi-

sokoenergicni udarni valovi koji nastaju u dru-

gom fokusu zavrsavaju u fokusu s oboljelim bu- Elekiroda

.. . . Elipsoid)
bregom te na taj nacin razbijaju kamenac (Slika atsln

6.3). Slika 6.3
Isti princip se takoder primjenjuje pri izgradnji
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akusticnih prostorija kao sto je katedrala sv. Pavla u Londonu ili bazilika sv. Ivana
Lateranskog u Rimu. Ako osoba koja se nalazi blizu fokusa u tim prostorijama sapce,
moze ju se cuti kod drugog fokusa iako se ne ¢uje u mnogim mjestima izmedu. Tu
pojavu u katedrali sv. Pavla otkrio je John William Strutt oko 1878. godine.
Takoder, Statuary Hall u zgradi Kapitola u Washingtonu elipticnog je izgleda. U
toj dvorani je John Quincy Adams, dok je bio ¢lan Doma zastupnika, otkrio ovaj
akusticni fenomen. Naime, on je postavio svoj stol u fokus elipti¢nog stropa te na
taj nacin jednostavno prisluskivao privatne razgovore ostalih ¢lanova Doma ¢iji su
stolovi bili u drugom fokusu stropa.

Primjer:

Ako netko stoji u jednom fokusu akusticne dvorane elipticnog stropa, njegovo
Saptanje jasno se moze ¢uti u drugom fokusu tog stropa. Neka visina stropa takve
dvorane doseze maksimalno 6 m iznad 1.5 metara visokih okomitih zidova. Neka su
zariSta stropa udaljena 16 m. Koja je visina stropa kod , mjesta Ssaputanja“?

Posto je sam strop polovina elipse (to¢nije
gornja polovina) te su zarista te elipse na liniji
koja spaja vrhove zidova, ona su na visini od 1,5
metara od poda sto je prilicno blizu visine lica
prosjecno visoke osobe (Slika 6.4).

Srediste elipse postavi se iznad ishodista koordi-
natnog sustava, tj. utocku O’ = (0, 1.5). Zarista Slika 6.4
su udaljena 16 metara, pa su ona od sredista uda-
ljena po 8 metara na svaku stranu. Stoga je e = 8. Kako je visina stropa iznad
zarista 6 m vrijedi da je b = 6.
Iz jednakosti b = a? — €2 dobije se da je a = 10. Znaéi, jednadzba elipti¢nog stropa
e 2 2
— — 1.

=0f oLy

Nadalje se odabere zariste s koordinatom z = 8. Uvrstavanjem u prethodnu jed-

nadzbu te njenim sredivanjem dobije se:
(y— 15?2 = 12.96
y—15 = +3.6
y = 5.1

Dakle, visina stropa kod fokusa, tj. "mjesta Saputanja” iznosi 5.1 m.
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6.2. Parabola

Najpoznatija aproksimacija parabole vidljiva u svakodnevnom zivotu je put kojeg
prevali tijelo ispaljeno kosim hicem, npr. loptica za golf. Otpor zraka i privlacenje
gravitacijske sile utjecu na razliku putanje pro-
jektila od stvarnog oblika parabole, no u mnogim
slucajevima ta razlika je zanemariva. Da je pu-
tanja projektila parabola, pokazao je Galileo u

17. stoljecu, te je na taj nacin omogucio topni-

cima izracunati kut pod kojim bi trebali ispalji-
Slika 6.5 vati svoje hice s ciljem pogadanja odredene mete
(Slika 6.5).

Parabole takoder pokazuju neobicna i zanimljiva reflektirajuc¢a svojstva. Ukoliko se
svjetlost nalazi u zaristu paraboli¢nog zrcala (zakrivljena povrsina nastala rotacijom
parabole oko njene osi) zrake svjetlosti ¢e se reflektirati paralelno sa spomenutom
osi. Na taj nacin se oblikuje pravilni snop svjetlosti. Iz tog razloga se parabolicne
povrsine primjenjuju u svjetlosnim reflektorima te svjetiljkama.

Suprotno nacelo primjenjuje se u golemim "zrcalima” u reflektiraju¢ima tele-
skopima i antenama koje se koriste za prihvacanje svjetlosnih i radio valova iz
svemira (Slika 6.6.). Zrake dolaze prema paraboli¢noj povrsini i sve se odbi-
jaju prema zaristu zrcala. Njemacki fizicar Heinrich Rudolf Hertz je konstru-
irao prvu parabolicnu reflektorsku antenu 1888. To je bio paraboli¢ni reflektor
napravljen od cinkovih metalnih limova,
koji je imao drvenu konstrukciju. Objek-
tiv je bio Sirok 1.2m, zarisSna udaljenost
0.12m i radio je na frekvenciji od 450M H .
Sa dvije takve antene, jedne za slanje, a
druge za primanje signala, Hertz je do-
kazao postojanje radio valova. Prva pa-
rabolicna antena za satelitske komunika-

cije je proradila 1962. u Velikoj Brita-

niji, za komunikaciju sa satelitom Tels-

tar. Slika 6.6
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Toplinski valovi, kao svjetlosni i zvué¢ni, reflektiraju se ka zaristu parabolickih
povrsina. Ovo svojstvo toplinskih valova ima veliku primjenu u solarnim termalnim
elektranama. Zbog potrebe za visokim temperaturama, gotovo svi oblici solarnih
termalnih elektrana moraju koristiti nekakav oblik koncentriranja Suncevih zraka
s velikog prostora na malu povrSinu. Tu dolazi do izrazaja svojstvo parabole da
fokusira toplinske valove prema svom zaristu gdje se postavlja toplinski kolektor.
Upravo se jedna od vrsta solarnih termalnih elek-
trana zove paraboliéni koletori (Slika 6.7). Oni se
sastoje od dugih nizova paraboli¢nih zrcala (zakriv-
ljenih oko samo jedne osi) i kolektora koji se nalazi
iznad njih. Njihova je prednost sto je potrebno pomi-
canje zrcala samo kada je promjena polozaja Sunca
u ortogonalnom smjeru, dok prilikom paralelnog po-
maka to nije potrebno jer svjetlost i dalje pada na

kolektore. Ukoliko se parabolicni kolektor okrene
prema Suncu, zapaljivi materijal bi izgorio kad bi Slika 6.7
se nagao u fokusu” kolektora.

Primjer:(Kosi hitac)
Kosi hitac je gibanje koje tijelo izvodi kad je izbaceno u kosom smjeru u odnosu
na tlo (pod nekim kutom u odnosu na x-os vezanu za tlo). Tijelo se giba zbog tre-
nutacno mu dane pocetne brzine u smjeru bacanja i stalnog utjecaja sile teze prema
dolje te opisuje specificnu putanju. Putanja je krivulja koja eksplicitno govori o
ovisnosti y-komponente vektora polozaja o -
komponenti. Pitanje je koja putanja odgovara ko-
som hicu.

Iz relacije

I‘(t) = ’Uomt .
se izrazi t, a zatim se taj ¢ uvrsti u ovisnost °
gt? Slika 6.8
y(t) = voyt — =~
Kao rezultat se dobije izraz za putanju
UOy g 2
T)=—T — =T
y( ) /on 2/0(2)37

"rije¢ focus latinski znaci ognjiste (zariste)



Krivulje drugog reda 37

Iz izraza se vidi da je ovisnost kvadratna, dakle, graf funkcije kosog hica je parabola.

6.3. Hiperbola

Postoje mnoge prirodne pojave koje uklju¢uju pojavu hiperbola. Jedna od tak-
vih je zvuéni udar koji nastaje kada avion dosegne brzinu zvuka, tj. kada avion
probije zvuéni zid (Slika 6.9). Val zvu¢nog udara
tada poprima oblik stosca, a kada dode do tla,
postaje jedna grana hiperbole.

Druga primjena hiperbole ukljuc¢uje radiovalove.
Ako se radio signali emitiraju s dva razlicita

mjesta, oni oblikuju dva niza koncentri¢nih

kruznica koji se medusobno presijecaju. Oblici
Slika 6.9 nastali presijecanjem tih nizova koncentri¢nih
kruznica su hiperbole. Ova pojava ¢ini osnovu
LORAN dalekometnih sustava za navigaciju. Ovaj sustav upotrebljava vremensku
razliku u primanju radio signala s dvije razli¢ite postaje kako bi odredio geografsku
lokaciju prijemnika pomocu hiperbole. Da bi se jos tocnije odredio polozaj prijem-
nika, dodaje se jos jedna postaja. LORAN su izumili Amerikanci kao odgovor na
primitivniji britanski sustav iz Drugog svjetskog rata. Rani LORAN sustavi bili su
dometa oko 2 km. Ovaj sustav je ostao popularan sve do pojave GPS-a.
LORAN-sustav koristi se pretpostavkom da je brzina rasprostiranja radiovalova
konstantna u cijelom podru¢ju pokrivanja sustava. S obzirom na to da su udaljenost,
vrijeme i brzina medusobno ovisni, ako se pretpostavi da je brzina propagacije sig-
nala konstantna, moglo bi se mjerenjem vremena potrebnoga da signal od odasiljaca
dode do nase pozicije, izracunati udaljenost do odasiljaca.
Sustav se sastoji od jednoga glavnog i dva ili viSe pomo¢nih odasiljaca, kojima se
medusobni rad sinkronizira emisijom glavnog odasiljaca. Spajanjem tocaka istih
razlika udaljenosti ili istih razlika faza dobivaju se hiperbole u fokusima kojih su
odagiljaci. Utvrdivanjem hiperbola za vise razlika udaljenosti ili razlika faza dobiva
se polje hiperbola sto pokriva podrucje oko odasiljaca. Za svaki hiperbolni navi-
gacijski sustav postojale su posebne navigacijske karte na kojima su bile ucrtane
mreze hiperbola, obi¢no u boji, posebno oznacene za sve parove odasiljaca koji rade

na tom podrucju.
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Slika 6.10

Prijemnik prima signale iz LORAN odasiljaca A, B i C. Vremenska razlika u pri-
manju signala s odasiljaca A i B smijesta prijemnik na bilo koju to¢ku hiperbole
T, Isto tako, vremenska razlika u primanju signala s odasiljaca A i C smijesta
prijemnik na bilo koju tocku hiperbole T,.. Toc¢an polozaj prijemnika nalazi se u
sjecistu hiperbola Tyi Th..

Jos jedna primjena hiperbole moze se pronac¢i u graditelj-
stvu, konkretnije pri izgradnji golemih rashladnih tornjeva
nuklearnih elektrana (Slika 6.11). Prilikom dizajniranja ovih

tornjeva inzenjeri su suoceni sa sljede¢im problemima:
e struktura mora biti dovoljno izdrzljiva
e treba iskoristiti Sto manje materijala

Hiperboli¢ni oblik uspjesno rjesava oba problema. Za dani

promjer, visinu i ja¢inu vjetra, ovaj oblik zahtjeva manje ma-

terijala od bilo kojeg drugog oblika. Slika 6.11
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Sazetak

Ideja ovog diplomskog rada bila je definiranje krivulja drugog reda, opisivanje njiho-
vih osnovnih svojstava te prikazivanje razli¢itih primjena odredene krivulje. Svako
poglavlje zapoceto je definicijom te izvodenjem jednadzbe pojedine krivulje. Takoder
je objasnjen odnos pravca i krivulja, posebno pojam tangente. Najvazniji dio di-
plomskog rada, primjena krivulja drugog reda, popracen je primjerima iz svakod-

nevnog zivota u svrhu zanimljivosti i lakSeg shvacanja pojedinih pojmova.
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Second-order curves and their applications

Summary

The idea of this dissertation has been to define the second-order curves, describe
their basic properties, and demonstrate the different uses of certain curve. Each
chapter has begun with definition and performance of certain curve equation. It
has also explained the relationship between the line and the curve, especially the
notion of tangent. The most important part of the dissertation, the application of
the second-order curves, has been accompanied by examples from everyday life, to
interest and to facilitate understanding of certain terms.
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