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1. Uvod

Kada kazemo ORIGAMI, ljudi zamisle ptice, zabe ili avione napravljene od presavi-
janog papira i misle da je to zabavna vjezba za djecu. Origami je puno vise od toga.
Tom vjestinom se bave razne znanosti, matematika i informatika posebno. Ta drevna
japanska rije¢ crta u mislima slike neobi¢no slozenih organskih i geometrijskih oblika,
aksiome i algoritme, kao i primjenu origamija na zivotne situacije. Origami se pri-
mjenjuje u slaganju sigurnijih zrac¢nih jastuka u automobilima, u slaganju teleskopa u
svemiru kojima se promjer kre¢e od 100 metara na vise i u brojnim drugim Zzivotnim
situacijama.

Postoji posebna privla¢nost izmedu origamija i matematicara. Slaganje papira nudi

bezbrojne izazove, kako teoretske, tako i praktic¢ne i pri tome djeluje na estetske osjecaje
matematicara. Ovako je o origamiju govorio Akira Yoshizawa, koji je bio zaljubljenik
u ovu umjetnost:
“Moje origami kreacije, u skladu sa zakonima prirode, zahtijevaju koristenje geome-
trije, znanosti i fizike. One takoder ukljucuju religiju, filozofiju i biokemiju. U prvom
redu, zelim da otkrijete radost kreiranja vlastitom rukom ... moguénost kreiranja iz
papira je neogranic¢ena“.

U ovom radu na zanimljiv nac¢in ¢emo se upoznati s povijes¢u ove tehnike, osvr-
nut ¢emo se na razvoj i primjenu tehnike savijanja papira u nastavi matematike i u
svakodnevnom zivotu.



2. Origami

Origami je stara tradicionalna umjetnost savijanja papira u razne modele, tj. i sam
naziv kaze: jap. ort = savijanje i kami = papir. Papir koji se koristi moze biti jed-
nobojana ili dvobojan i morao bi biti tanak i zilav da moze zadrzati postignuti oblik.
U zemljama gdje je popularniji postoji papir bas za origami. Iako je od kvalitenijeg
papira lakse napraviti lijepe modele, za poc¢etak nije nuzno imati ga. Prilikom savijanja
papira ne koriste se skare ni ljepilo, a postoje tradicionalni i modularni origamiji. U
tradicionalnom origamiju konstrukcije se izvode koristenjem jednog lista papira koji
ima oblik kvadrata ili pravokutnika. U modularnom origamiju razliciti se individualni
dijelovi povezuju u jednu cjelinu.

Slika2.1. Primgjer modularnog origamija

Origamijem se mogu izraditi razli¢iti trodimenzionalni objekti, npr. ljudi, predmeti
i apstraktni oblici. Najpoznatiji origami objekti su razne zivotinje savijene iz jednog
lista papira. Tijekom razvoja origamija poceli su se koristit i drugi materijali za prav-
ljenje origami figura osim papira. Primjerice vrecice od ¢aja slozene u figuru origamija
ili platneni ubrusi. Mozemo koristiti jos npr. pelir papir, kasSirani staniol, natron. ..

Slika2.2. Platneni ubrus sloZen pomocu origamija



2.1. Povijest origamija

Povijest origamija se veze uz povijest otkri¢a papira. Oko 105. god.n.e. otkriven je
papir, a za njegovo otkri¢e smatra se zasluznim Kinez Ts’ai Lun. Pocetkom 7. stoljec¢a
papir stize u Japan preko budistickih svecenika. Postize veliku kulturnu vrijednost i
veliku popularnost.

Postoje vierovanja da su Kinezi prvi savijali papir, jer jedan od najstarijih modela
predstavlja kinesku dzunku (kineski jedrenjak). Medutim, pravi procvat origamija do-
godio se u Japanu, gdje se tradicionalno postuje papir. Presavijeni papir u drevnom
Japanu imao je posebno znacenje u vjerskim obredima, kao i u odnosima izmedu ljudi.
Origami u samim svojim pocecima je bio skup, tj. prilikom dolaska papira u Japan
samo imucne obitelji ga koriste jer si to mogu priustiti.

Prvi origamiji u Japanu bili su modeli leptira kojima su se ukrasavale posude sa
pi¢em na ceremonijama vjencanja. Prilikom tih ceremonija origami leptiri su simbolizi-
rali mladence. Papirnati model noshi nastaje krajem 12. stolje¢a. Samurajima su prije
odlaska u bitku posluzivali obredno jelo u listu papira, tako sto su komadi¢ osusenog
mesa Skoljke zamotavali u papir posebno preslozen i zaticali pod vrpcu kojom se vezao
poklon. S vremenom, oblik papirnatog omota postao je vazniji od samog jela. Ustalio
se obicaj darivanja papirnatih modela i u drugim prilikama, a od samurajskog jela
noshi-awabi modelima je ostao naziv noshi koji je predstavljao dobru sre¢u. Takoder i
figura zdrala je simbol srece, ali i dugog zivota, dok origami u obliku zabe simbolizira
ljubav i plodnost.

Slika 2.3. Noshi

Origami se prosirio po cijelom svijetu. Arapi dolaze u doticaj s njim 751. god.n.e.
kada su zarobili nekoliko vjestih Kineza koji su znali izraditi papir. Europa dolazi u
doticaj s origamijem preko Arapa. U srednjem vijeku se vidi primjena origamija zbog
propisanog kodeksa ponasanja. Tocno se znalo kako treba saviti pismo ili umotati
poklon. U 18. stoljecu jedna od zabava na dvoru bila je savijanje zdralova od papira.
Jos u Egiptu je postojao obicaj savijanja tkanina, a u srednjovjekovnom Bizantu su na
poseban nacin savinuti dijelovi odjece oznacavali polozaj u dvorskoj hijerarhiji.



Pocetkom 15. stolje¢a pojavljuju se u europskom visem drustvenom sloju ubrusi,
Grgur XIII priredio za kardinale i ambasadore. Stol je bio ukrasen ubrusima savijenim
u obliku brda, zvijezda, lavova. Na sredini stola je bio dvorac napravljen od ubrusa.
Kako je doslo do razvoja u svijetu, tako je i proizvodnja papira porasla. Time papir
postaje dostupan i ostalim ljudima, a ne samo imuénima. Tijekom 19. stolje¢a ori-
gami postaje popularan medu obi¢nim ljudima u Japanu kao umjetnost, kao igracka i
materijal za poucavanje djece.

Gledano kroz povijest istrazivanje geometrije origamija mnogi smatraju da je zapocelo
knjigom Sundara Tandaram Row-a pod nazivom “Geometrijske vjezbe u savijanju pa-
pira“ [6]. Ta knjiga je 1901. godine prevedena na engleski jezik i prvi puta objavljena
na zapadu. U uvodu knjige napisano je “Madras, India, 1893.“ sto se i smatra da je
datum i mjesto Stampanja originalnog rukopisa knjige. Osim nekoliko radova koji se
odnose na neke posebne matematicke probleme u savijanju papira, teorija origamija
nije dozivjela neki veliki napredak sve do kraja proslog stoljeca.

Najvaznija licnost u povijesti origamija bio je Akira Joshizawa (1911.-2005.). Drevnu
je japansku tradiciju savijanja papira podigao na razinu nove moderne umjenosti. Za
zivota je kreirao nekih 50 tisu¢a modela, objavio 18 knjiga i inspirirao nove generacije
svijetskih origami majstora. Njemu dugujemo nove tehnike oblikovanja origami modela
i simbologiju dijagramiranja, tj. zapisivanja nacina savijanja. Izlagao je u mnogim
metropolama svijeta, medu ostalima u New Yorku, Parizu, Tokiju, Salzburgu i Ams-
terdamu.

Slika2.4. Akira Joshizawa

U 20. stolje¢u Japan dolazi sve vise u kontakt sa Europom i Amerikom, te ori-
gami postaje sve popularniji. Osim u Japanu jedino u Spanjolskoj i Latinskoj Americi
postoji kontinuirana tradicija savijanja papira, ali se ne moze usporediti ni po opsegu
ni kvaliteti. Sirenjem origamija i zanimanje za origamijem je poraslo, kako u mate-
matickom svijetu tako i u umjetnosti. Poceli su se organizirati skupovi na kojima su
se prikazivali razli¢iti rezultati problema vezanih za origami konstrukcije. Prvi takav
skup 1989. godine je orgnizirao talijansko-japanski matematicar Humiaki Huzita pod
nazivom “First International Meeting of Origami Science and Technologies“. Na tom
prvom skupu je prvi puta prikazana i prezentirana jedna sistematska studija o origami



konstrukcijama. Takoder Huzita te iste godine objavljuje “Proceedings of the First
International Meeting of Origami Science and Technologies“, u kome je skupio skoro
sva dotadaSnja znanja o matematici origamija. Od 1989. pa do danas odrzano je pet
skupova, a Sesti se planira odrzati 2014. godine u Kobeu, u Japanu, a organizira ga
prof. Koichi Tateishi koji radi u Kobe College-u.[14]

3. Matematika i origami

Vise od desetljeca origami postaje zanimljiv matematicarima i informatic¢arima, jed-
nako kao Sto je zanimljiv umjetnicima koji se bave origamijem, buduc¢i da origami
postavlja zanimljiva temeljna geometrijska pitanja. Vazno je neSto re¢i o polozaju
origamija u matematici i njegovom odnosu sa priznatim matematickim disciplinama.
Primjerice, figura zdrala naizgled nematematicki objekt, usko je povezan s geometrijom.
Razmotavanjem papira zdrala vidjet ¢e se uzorak sastavljen od poligona omedenih lini-
jama savijanja, a cijeli objekt pokazuje odredene vrste simetrija. Origamijem se mogu
izradivati modeli raznih poligona i poliedara.

3.1. Aksiomi origamija

Svaka geometrijska konstrukcija sastoji se od niza koraka koje provodimo uz pomoé
ravnala i Sestara. Svaki korak je odreden geometrijskim pravilima tj. aksiomima. Da
bi mogli rijesiti geometrijski problem savijanjem papira moraju se prvo definirati do-
zvoljeni postupci. Kao sto postoje tocna pravila za geometrijske konstrukcije tako
postoje i pravila kod origami konstrukcija.

Godine 1989. francuski matematicar Jacques Justin prvi otkriva aksiome origamija.
Jacques Justin je svoje aksiome origamija prikazao pomocu tablice.

Broj
Operacija Uvjet Opce rjesenje mogucih
rjeSenja
1.|P—P P — P P#£P pravac PP’ 1
2. P—P P#P simetrala duzine PP’ 1
3. P—Pl—1 normala na [ kroz P 1,2
4.1 P—=ULlU =T —(Pelnl|l) projekcija P na 0,1
paralelnoj [’
5. [ =1 11 simetrala kuta (I, ') 1,2
6.| P—I1,P— P —(P=P €l rjesenje jednadzbe 0,1,2
drugog stupnja
{P,P}ZINl
7. P—=LP =l NP1} £{P U} rjeSenje jednadzbe | 0,1,2,3
/ /
A < Pfl %\;,i él ) tre¢eg stupnja

Tablica3.1. Justinovi

!Tablica preuzeta iz [6], str. 4.

aksiomit




Prilikom nabrajanja aksioma Jacques Justin je dao i njihovu geometrijsku interpre-
taciju. Koristio je simbolicke oznake za operacije, primjerice:

e P — P’ koja ima znacenje: “Tocku P postaviti na tocku P’.<,
e P — P koja ima znacenje: “Tocka P ostaje nepokretna.*,

e P — P' P'— P’ kojaima znacenje: “Tocku P postaviti na tocku P’, a tocka P’
ostaje na svom mjestu.“. ..

Zatim talijansko-japanski matematicar Humiaki Huzita ponovno otkriva aksiome
od prvog, pa do Sestog. Huzita definira Sest operacija kojima se dobivaju nove linije
savijanja i tih Sest operacija postalo je poznato kao Huzitini aksiomi. U origami krugo-
vima prihvaceni su Huzitini aksiomi i buduc¢e analize raznih problema su se oslanjale na
njihovu primjenu. Zbog toga je bilo uznemiravajuce da je tek 2002. godine postavljen
i sedmi aksiom, tj. da je Koshiro Hatori dokazao da je moguc¢ jos jedan nacin dobiva-
nja nove linije savijanja. Zajednicko svim tim aksiomima je da konstruiraju tocno po
jednu liniju savijanja. Od kada je K. Hatori dodao sedmi aksiom, pojavio se i naziv
“Huzita-Hatorijevi aksiomi*, dok neki autori koriste i naziv “Huzita-Justinovi aksiomi“.

Slika 3.1. Humiaki Huzita

Huzitini aksiomi?®:
(O1) Za dvije zadane tocke P; i P,
P,, postoji linija savijanja koja P,
prolazi kroz obje tocke.

(02) Za dvije zadane tocke P; i
Ps, postoji linija savijanja koja
smijesta P; na Ps.

20znake i notacija su preuzete iz [7], poglavlje 1.1, str. 24.



(0O3) Za dva zadana pravca [; i /

[, postoji linija savijanja koja

smjesta [y na [s. \

(04) Za zadanu tocku P; i pravac
l1, postoji linija savijanja oko- o —
mita na pravac [y, a prolazi
kroz tocku P;.

(05) Za dvije zadane tocke Py i Py . P
i pravac [y, postoji linija savi- " --------- P

janja koja smjesta tocku P, na 1 y
pravac [y i prolazi tockom P;.

(O6) Za dvije zadane tocke P i Py i
dva pravca l; i ls, postoji linija
savijanja koja smjeSta tocku
P na pravac [y i tocku P, na
pravac [s.

(O7) Za zadanu tocku P i dva
pravca [y i ls, postoji linija sa-
vijanja koja smjesta tocku P
na pravac l;, a okomita je na
pravac [s.

Robert Lang je 2003. godine dokazao potpunost ovih aksioma tj. pokazao je da
nema drugih linija savijanja kojima mozemo dobiti ravan pregib izmedu zadanih tocaka
1 pravaca.

3.2. Karakteristike aksioma origamija, njihove posljedice i re-
zultati

Lako se vidi da u nekim aksiomima postoje dva ili tri pregiba koji zadovoljavaju ak-
siom. Na primjer u (O6) za rjesenje mozemo dobiti jedno, dva ili tri savijanja. Ali na
primjer u (O1) imamo samo jedno savijanje, a isti je slucaj u (02) i (O4). U daljnjem
tekstu navedene su karakteristike svakog pojedinog aksioma.

3.2.1. Aksiom (O1)

(O1) Za dvije zadane tocke P; i P,, postoji linija savijanja koja prolazi kroz obje tocke.



e Radi se o jednostavnoj konstrukciji i odgovara geometrijskoj konstrukciji pravca
kroz dvije zadane tocke.
P,

3.2.2. Aksiom (02)
(O2) Za dvije zadane tocke P; i Py, postoji linija savijanja koja smijesta P, na P,.

e Papir savijemo duz normale na duzinu odredenu dvijema zadanim tockama P; i
P,. Ovo odgovara jednostavnoj geometrijskoj konstrukeiji simetrale duzine Py Ps.

3.2.3. Aksiom (03)
(03) Za dva zadana pravca [; i l, postoji linija savijanja koja smjesta I, na ls.

e Odgovara jedinstvenoj geometrijskoj konstrukeiji simetrale kuta izmedu pravaca
ly i Iy ako se sijeku. Ako su [y i [, paralelne, rjesenje je pravac koji je jednako
udaljen od [; il i paralelan je sa svakim od njih. Primjetimo da u prvom slucaju
kada se pravci sijeku imamo dvije moguce linije, ali jednim potezom mozemo
konstruirati samo jednu liniju savijanja.

3.2.4. Aksiom (04)

(0O4) Za zadanu tocku Py i pravac lj, postoji linija savijanja okomita na pravac [, a
prolazi kroz tocku P;.

e Takoder se radi o jednostavnoj konstrukciji i odgovara geometrijskoj konstrukciji
normale iz zadane tocke P, na zadani pravac l;.




3.2.5. Aksiom (0O5)

(O5) Za dvije zadane tocke P, i P; i pravac [y, postoji linija savijanja koja smjesta
tocku P; na pravac [y i prolazi tockom Ps.

e U (O5) mozemo pokazati da ako vrijedi | P, Po| = d(Ps,[;) onda imamo jedinstveni
pregib. Pri tome kazemo:

d(PQ,ll) = inf |P2 — R'
Rely

e Peti aksiom origamija je ve¢ uvod u neke specifiénosti origami konstrukcija. Taj
aksiom bi se mogao geometrijski rijesiti pomoc¢u kruznice sa centrom Ps, polu-
mjera P, P,. Tocka P; se u tom slucaju preslikava na tocku presijeka kruznice
s zadanim pravcem [y. Kruznica s pravcem moze imati jednu, dvije ili nijednu
zajednicku tocku, iz toga slijedi da ¢e postojati jedna, dvije odnosno nijedna
moguca konstrukcija. Sve to ovisi o polozaju zadanih elemenata. Trazena linija
savijanja prolazi kroz tocku P, i kroz srediste duzine P, P].

Udaljenost izmedu tocaka P; i P, manja je od udaljenosti tocke P, do pravca [;.

T

- 4
Pi./ \
| T, |
Il Pz
\ /

|

Slika3.2. (O5) nema rjesenja

Udaljenost izmedu tocaka P; i P, jednaka je udaljenosti tocke P, do pravca [;.

P Nk
B
- Ps

[N
1\
1 N -
A"
-
- Y
- b Y

/
- / It

Slika3.3. (O5) ima jedno rjesenje
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Udaljenost izmedu tocaka P; i P, veca je od udaljenosti tocke P, do pravca [;.

Slika3.4. (O5) ima dva rjesenja

e Najbolje je pokazati prakti¢nim origamijem na listu papira Sto ¢emo dobiti pri-
mjenom petog aksioma. Donji rub papira kvadratnog oblika oznacimo s [y, a sa
P, oznac¢imo tocku koja se nalazi na simetrali od [;. Neka je P, proizvoljna tocka
na okomitom lijevom rubu papira. Ukoliko primjenimo (O5) dovoljan broj puta,
pri tome mjenjajuci polozaj tocke P, duz oba okomita ruba papira, na papiru ¢e
se ocrtati parabola.

Tocka X na dobivenoj liniji savijanja jednako je udaljena od tocke P; i linije [y,
jer je duzina P, X jednaka duzini P;X. Ujedno tocka X je i jedina tocka na liniji
savijanja koja ima ovu osobinu.

Parabola je definirana skupom svih tocaka u ravnini koje su jednako udaljene
od zadane tocke fokusa i zadanog pravca ravnalice. Iz toga slijedi da tocka X
zaista pripada paraboli, a tocka P; predstavlja njen fokus i pravac l; predstavlja
ravnalicu parabole. Kako tocka X ujedno pripada i liniji savijanja, ta linija jeste
tangenta parabole u X.

Jednadzba parabole je drugog stupnja
y? = 2px

pa iz toga slijedi da se pomoéu (O5) moze rijesiti neka kvadratna jednadzba. No
medutim nec¢e se moci uvijek izvesti takvo savijanje papira. Nekad ¢e postojati
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dva nacina da se dobije linija savijanja, a nekad to¢no jedan nacin da se dobije
linija svijanja. Broj mogucih rjesenja ovisi o izboru tocke Ps.

Slika 3.5. Parabola kao ovojnica svojih tangenti

Tocka P; i pravac [; su fiksni. Dok tocka Pj, koja je slika tocke Py, se mijenja u
ovisnosti od polozaja tocke P, tj. u ovisnosti od tangente.

e Veé je opisano da se visestrukom primjenom (O5) dobije parabola, ali nije opisano
niti objasnjeno kako se proizvoljna kvadratna jednadzba moze rijesiti pomocu
origamija. Neka je na primjer zadana jednadzba3:

2’ +2r—3=0.
Postupak za pronalazenje rjesenja ove jednadzbe je sljedeci:

1. Postavimo osi Oz i Oy. Kod gotovo svih teorijskih analiza origami kons-
trukcija pretpostavlja se da je papir neogranicena euklidska ravnina, pa linije
savijanja u toj ravnini imaju ulogu pravaca. Kada operacije treba primjeniti
na papir kvadratnog oblika, postavlja se kartezijev koordinatni sustav. Is-
hodiste koordinatnog sustava je najcesce u sredistu kvadrata, a koordinatne
osi su tada paralelne s rubovima papira.

2. Pravac udaljen za 1 od osi x oznac¢imo s z’. Udaljenost se bira prema
koeficijentu najstarijeg ¢lana kvadratnog trinoma, Sto je u ovom slucaju
jednako 1.

3. Ako krenemo od tocke I i konstruiramo vektore koeficijenata na sljedeci
nacin:
|T6| = 1, jer je koeficijent uz z? jednak 1.
\@i\ = 2, jer je apsolutna vrijednost koeficijenta uz x jednaka 2. U odnosu
na |T6|, vektor |(ﬁ| postavlja se pod pravim kutom i u smjeru kazaljke na
satu. Smjer je takav, jer nije doslo do promjene predznaka. Drugi koeficijent
kao sto se vidi je 2 i pozitivan je kao i prvi koeficijent.

3Primjer preuzet iz [6], str. 9.
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|/ﬁ | = 3, jer je apsolutna vrijednost slobodnog ¢lana jednaka 3. |ﬁ | je
opet pod pravim kutom u odnosu na |(ﬂ|, no ovaj put u smjeru obrnutom
od kazaljke na satu, jer je treé¢i koeficijent suprotnog predznaka u odnosu na
drugi koeficijent.

4. Izvrsimo (0O5): [ — a'; F — F.

Moguca su dva rjesenja:

r1 = 1 L -
| y
I
e —— fﬂ\\ |
gt i} :ill \\
/'/ e A_ O /x1 x
x* ..“y--o------_z.-.- \d
g | / -
X
Fd

Slika 3.6. Prikaz rjesenja kvadratne jednadzbe

Dokaz:
ANIOX) ~ AFAX, i AIOX; ~ AFAX,,
10 AXy . IO AXo
OX,  AF ' 0X, AF’
1 r+2 1 —T9 — 2
o 3 o 3
Zamjenimo x i xo sa x i iz obje jednakosti dobivamo 22 + 2z — 3 = 0. |

e Takoder moze se postaviti pitanje: Kada dobijemo jednu liniju savijanja u petom
aksiomu? Odgovor na ovo ptanje dati ¢e nam sljedec¢i teoremi. No prije nego
iskazemo teoreme potrebna nam je jedna definicija koja glasi:

Definicija 3.1 ) Za tocke P i Q i za pravac m, ako imamo jedno savijanje
zadovoljeno u O5(P,Q,m) onda to savijanje obiljezavamo sa [P,Q,m]*.

b) Za tocke P i Q i pravce n i m, ako imamo jedno savijanje u O6(P,Q,m,n)
onda to savijanje oznacavamo s [P,Q,m,n].

4Oznake preuzet iz [8], str. 701.
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Teorem 3.1 Geometrijsko mjesto tocke @, za koje postoji savijanje [P,Q,m] je
parabola sa fokusom wu tocki P i ravnalicom m.

Dokaz: Pretpostavimo da su tocka P(z1,y;) i pravac m : y = azx + b zadani,
a Q(z,y) proizvoljna toctka u R?. Znamo da ako imamo |PQ| = d(Q,m) onda
imamo i jedno presavijanje koje zadovoljava (O5). Gore spomenuta jednadzba
je jednadzba parabole pa je geometrijski polozaj tocke () parabola s fokusom u
tocki P i s ravnalicom m. ]

N, )

P My =ax+ h
i}

\ "

4

Slika3.7. Graficki prikaz dokaza teorema 3.1

Teorem 3.2 Geometrijsko mjesto tocke P tako da postoji savijanje [P,Q,m] je
kruznica sa centrom u tocki Q i radijusom d(Q,m).

Dokaz: Pretpostavimo da je zadano tocka Q(x2,y2) i pravac m : y = ax + b u
(05). Ako za neku tocku P(z,y) u R%, [P, Q, m] postoji jedinstveno savijanje u
(O5) onda je |PQ| = d(Q, m) i imamo:

(yz — aTy — 5)2
1+ a2 )

(= 22)* + (y —12)” =

Prepoznajemo jedndzbu kruznice. Stoga je geometrijsko mjesto svih tocaka P
za koje postoji presavijanje upravo kruznica sa sredistem u @ radijusa d(Q, ).
Ocito za tocke unutar kruga ne postoji presavijanje, dok za tocke izvan kruznice
imamo dva presavijanja. |

m.y=ax+b

Slika 3.8. Graficki prikaz dokaza teorema 3.2
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Teorem 3.3 Skup pravaca m, gdje je [P,Q,m] savijanje za neke P i @), pred-
stavlja skup svih tangenti na kruznicu C' sa sredistem u Q) i radijusom |PQ)|.

Dokaz: Analogno slijedi iz prethodna dva dokaza. ]

Slika 3.9. Graficki prikaz dokaza teorema 3.3

3.2.6. Aksiom (06)

(O6) Za dvije zadane tocke P, i P, i dva praveca [ i [y, postoji linija savijanja koja
smjesta tocku P, na pravac [; i tocku P, na pravac ls.

e Sesti origamijev aksiom se moze poistovjetiti sa petim aksiomom. U ovom slucaju
P i [y su fokus i ravnalica jedne parabole, a P, i [ fokus i ravnalica druge
parabole. Ovaj aksiom rjesava sljedeéi problem: Za dvije zadane parabole u
ravnini naéi njihovu zajednicku tangentu. (OG6) je takav da se pomocu njega
moze rjesiti proizvoljna jednadzba treéeg stupnja sa racionalnim koeficijentima.

Zbog (06) konstrukcije savijanjem papira se razlikuju od euklidskih konstrukeija.
Sve prethodne operacije su izvodljive pomoc¢u ravnala i Sestara, no i pomocu sa-
vijanja papira. Konstrukcije ravnalom i Sestarom mogu rijesiti najvise jednadzbu
drugog stupnja, a nemogu rijesiti jednadzbu trec¢eg stupnja. Iz toga slijedi razlika
izmedu konstrukcija ravnalom i Sestarom i konstrukcija savijanjem papira.

Kako se pomoc¢u Sestog aksioma rjesava kubna jednadzba navodim u sljedeé¢em

primjeru®:

Pretpostavimo da su parabole p; i py te njihova zajednicka tangenta ¢ zadane
sljede¢im jednadzbama:

SPrimjer preuzet iz [6], str. 11.
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p2:x2:2by,
t:y=cx+d.

Ukoliko diraliste parabole p; i tangente ¢ oznacimo sa P;(z1, 1), tada se zadana
jednadzba tangente moze zapisati kao:

(y —n)(y1 —n) = a(xr —m) + a(z, —m),

Sto je ekvivalentno sljede¢em zapisu

ar, — 2am
Y= r+n+
yr—n Yy —mn
Dalje slijedi
a ar, — 2am
c= i d=mn
h—n y—n
tj.
a+ nc d—n
Y1 = 1 T = + 2m
c c

Takoder, vrijedi

(g1 —n)? = 2a(z —m) = a_:2a(d_n+m>

— a = 2¢(d —n+ cm). (1)

Zatim, ako diraliste parabole ps i tangente t oznacimo sa P»(z9,¥2), tada se
zadana jednadzba tangente moze zapisati kao:

)
= —x — 1.
Y b Y2
Odavde slijedi da je:
o)
C = F 1 d = —Ya,

tj.

Takoder vrijedi da je:

20 2 2
iz Cega slijedi da je
bc?
d=——.
2

Zamjenom u (1), dobivamo:

(-5 —nrem)
a=2c —T—n—kcm <=

be® —2me? + 2ne+a =0 <



16

&= —Cc+—c+-=0. (2)

Rjesenje ¢ od (2) je koeficijent pravca trazene zajednicke tangente.

Sesti aksiom origamija se svodi na rjeavanje jednadzbe tre¢eg stupnja. Da bi
rjesili proizvoljnu kubnu jedndzbu pomoc¢u (O6) pretpostavimo da je zadana jed-
nadzba:

2? +pr®+qr+r=0
i da je parametar b parabole ps jednak 1. Tada je:

p=—2m, q=2n, r=a

tj.
m=-L npn=2 4=y
2’ 2’
Treba se naci odgovarajuca tocka I (—5+5, %) tj. fokusipravacl, : v = —5—7 tj.
ravnalicu parabole p;. Analogno treba naci fokus F5(0, %) iravnalicu ly : y = —%

druge parabole p,.

Kada je potrebno odrediti koordinate nekih toc¢aka u kartezijevom koordinatnom
sustavu, kao u ovom slucaju F} i Fy, ne misli se na crtanje koordinatnih osi i
oznacCavanje tocaka pomocu ravnala u koordinatnom sustavu. Ideja rjesavanja
problema pomocu origamija je ta da se svaki korak rijesi iskljucivo savijanjem
papira.

zadane kubne jednadzbe.

\ y f.-'f e i

p2:¥2=2by s

\ J,f:: /‘ﬁ]’:_a:;i)z =2a(x-m)
% ;’f
o

t'y=cM

Slika 3.10. Prikaz rjesenja kubne jednadzbe

Sada pretpostavimo da su u (O6) pravei m, n paralelni, njihove jednadzbe glase:
m:y=ax+b in:y=ax+by. Zadana je i tocka P(z1,y;)°.

Teorem 3.4 Neka su dani tocka P(x1,y1) i pravei m i n. Geometrijsko mjesto
svih tocaka Q(z,y) s linijom savijanja [P,Q,m,n] je kruznica sa sredistem P i
radijusom d(m,n).

6Qznake preuzet iz [8], str. 703.
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Dokaz: Znamo da (O6) odgovara rjesavanju kubne jednadzbe tako da je korjen
te jednadzbe nagib pravca savijanja. Neka su jednadzbe pravaca m i n dane s
m:y =>bin:y= by I pretpostavimo da je Q(x,y) proizvoljna tocka u R?.
Ako izracunamo jednadzbu ovog pravca savijanja [P, @, m,n| imamo:

To n (_yl — bl)aQ — 2r10 + (y1 + bl)

Y2 = a —2a?

Ty (—y2 — b2)a® — 2waa + (y2 + bo)
Yo=——"+ 3
a —2a

A ako izjedna¢imo ta dva pravca:
(Y — g1+ by = bi)a® + 2z — 2z )a+ (—y + y1 + by — b)) = 0.

To je kvadratna jednadzba i ona ima jedinstven korijen ako je diskriminanta
jednadzbe jednaka 0. Tako dobijemo:

(x —21)> = ((ba = b1) 4+ (y — y1))((by = b1) — (y —31)) =0

= (z—21)"+ (y—y1)> = (ba — bn)”.

To je jednadzba kruznice sa sredistem u P i radijusom d(m,n). |
Olx.»)
P (xl » yl)
m:y=b
n:y=n,

Slika3.11. Graficki prikaz dokaza teorema 3.4

3.2.7. Aksiom (O7)

(O7) Za zadanu tocku P; i dva pravea [ i lo, postoji linija savijanja koja smjesta tocku

P, na pravac [y, a okomita je na pravac ls.

e Hatorijev aksiom takoder se moze izvesti pomocu ravnala i Sestara. Linija savija-
nja f je visina jedakokracnog trokuta ¢ija osnovica pripada pravcu ls, jedan krak
je na pravcu [y, a tocka P, pripada drugom kraku.

X
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3.3. Konstrukcije origamijem vs. konstrukcije ravnalom i Sestarom

Nakon objave Huzita-Hatorievih aksioma bilo je moguée napraviti neki formalniji opis
geometrijskih konstrukcija izvodljivih savijanjem papira. Pokazalo se da takvih kons-
trukcija ima jako puno, tj. vise nego konstrukcija ravnalom i Sestarom.

U matematici se konstrukcije izvode ravnalom i Sestarom. Pritom mislimo na jedno-
bridno ravnalo i Sestar kojim se oko svake tocke moze opisati kruznica s po volji zadanim
polumjerom. Konstrukcije ravnalom i Sestarom konac¢ni su nizovi koraka oblika:

e konstrukcija pravca kroz zadane tocke;
e konstrukcija kruznice sa zadanim srediStem i radijusom.

Kao konstruirane tocke uzimaju se sjecista konstruiranih pravaca i kruznica. Tako
dobivene konstrukcije su algebarski ekvivalentne rjesavanju linearnih i kvadratnih jed-
nadzbi. Ako su zadane dvije duzine, ravnalom i Sestarom moguce je konstruirati duzine
kojima je duljina jednaka njihovom zbroju, razlici, produktu ili kvocjentu te duzine ko-
jima je duljina kvadratni korijen jedne od duzina. Nije moguce konstruirati kubne ko-
rijene duljina’, $to nas dovodi do pitanja moguénosti rjesivosti antickih problema kons-
trukcijama ravnalom i Sestarom, jer ako se neka konstrukcija ne moze izvesti pomocu
ravnala i Sestara smatra se nerjesivom. Iz toga slijedi da se konstrukcijama ravnalom
i Sestarom ne mogu rijesiti anticki problemi trisekcije kuta i duplikacije kocke, niti je
moguce konstruirati pravilni sedmerokut, deveterokut ili deseterokut.

a
.—L.—b-—. a+h e—ea—e a-b

ab
b —a

“Savijanje papira“ o¢ito se ne uklapa u gore navedeni sistem konstruiranja. Metoda
rjeSavanja geometrijskih problema savijanjem papira nije u skladu sa pravilima koja se
stolje¢ima postuju u geometriji. U danasnje vrijeme geometrija savijanja papira ima
zakone, principe, definicije i teoreme. Danas je origami aksiomatski utemeljena disci-
plina i moze se reéi da je u tom smislu ravnopravna euklidskoj geometriji. Origami nije
jos jedno sredstvo za rjesavanje matematickih problema, nego matematicki model u
koji se ti problemi prenose i rjesavaju. Ako priznamo postojanje jednog takvog modela
ima smisla govoriti o konstrukcijama savijanjem papira i proucavati prednost origami
konstrukcija nasuprot konstrukcijama ravnalom i Sestarom.

Rijesiti isti konstruktivni zadatak pomocu origamija znac¢i na osnovu poznatih po-
dataka, konstruirati trazenu figuru, upotrebljavajuc¢i samo jedan list papira ili vise
listova papira ako se do figure dolazi putem modularnog origamija. Na prvi pogled,
reklo bi se da origami ima i neka ograni¢enja u odnosu na ravnalo i Sestar. Umjesto

"Mogu se konstruirati neki specijalni kubni korijeni, npr. duzine kojima je duljina kubni korijen
od 1,8,... preuzeto iz [4]
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pravaca i kruznica, savijanjem papira primjenom Huzita-Hatori aksioma, kao rezultat
dobivaju se samo pravci. Nasuprot tome uspostavilo se da nema ograni¢enja, nego su
posljedice aksioma daleko veée od ocekivanog. Pokazalo se da parabole ovdje imaju
posebnu ulogu, jednako vaznu kruznicama u geometriji.

U konstrukcijama koje se temelje na aksiomima origamija konstruirani pravci po-
dudaraju se s linijama savijanja dobivenih primjenom nekog od aksioma. Tocka je
konstruirana na sjecistima konstruiranih pravaca. Lako se moze dokazati da se origa-
mijem mogu konstruirati sve geometrijske figure, koje se mogu konstruirati ravnalom i
Sestarom. Takoder treba napomenuti da origami uspjesno rjesava probleme duplikacije
kocke i trisekcije kuta, te se origamijem mogu konstruirati i pravilni poligoni koji se
ne mogu konstruirati konstrukcijama ravnalom i Sestarom. Sustav origami aksioma
takoder ima i svoja ogranicenja. Origamijem nije moguce konstruirati pravilni jedana-
esterokut ili petinu zadanog kuta.

Iz svega navedenoga da se zakljuciti da svaka konstrukcija koja je izvediva ravna-
lom i Sestarom, izvediva je i origamijem. Konstrukcije ravnalom i Sestarom odgovaraju
rjeSavanju algebarskih jednadzbi stupnja najvise 2, a konstrukcije origamijem odgova-
raju rjesavanju algebarskih jedndzbi stupnja najvise 4.

3.4. Origami konstrukcije

Kroz povijest ljudi su se susretali s razlicitim matematickim problemima. Neke od
njih su uspjesno rijesili, dok neki problemi nisu bili rjesivi metodama koje su koristili.
Na primjer duplikacija kocke i trisekcija kuta su poznati geometrijski problemi koje
su joS stari Grei pokusSavali rijesiti. U nastavku teksta navedeni su razlic¢iti primjeri
origami konstrukcija kojima se uspjesno dolazi do rjesenja tog problema. Ovdje ¢e biti
prikazane jos neke jednostavnije i primjenjive konstrukcije origamijem.

3.4.1. Jednakostrani¢ni trokut

Koristec¢i origami mozemo na zanimljiv na¢in konstruirati pravilne mnogokute. Kos-
trukcija jednakostrani¢nog trokuta vrlo je jednostavna i primjenjiva za nastavu mate-
matike.

Za izradu jednakostrani¢nog trokuta treba nam papir A4 formata. Savijemo papir
na pola po duzini, a zatim ga razmotamo. Savijemo gornji lijevi kut na liniju pregiba
tako da nova linija savijanja prolazi donjim lijevim kutom. Zatim prema dolje savijemo
gornji desni kut tako da rub papira lezi duz pregiba. Dio koji viri pri dnu presavijemo
u unutrasnjost trokuta.

Slika 3.12. Konstrukcija jednakostranic¢nog trokuta
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3.4.2. Dijeljenje kvadrata na treéine

Pomocu origamija takoder se moze kvadrat podijeliti na tre¢ine. Ako se slijedi zadani
postupak presavijanja papira na jednostavan nacin dolazi se do rjesenja.

Za pocetak uzme se papir kvadratnog oblika. Presavijamo kvadrat na pola, a zatim
i po dijagonali. Pregib koji se dobije savijanjem po dijagonali oznac¢imo s [,. Taj pregib
dijeli kvadrat na dva jednakokracna trokuta. Dok s [; oznac¢imo pregib koji smo dobili
presavijanjem kvadrta na pola. Taj pregib [ dijeli kvadrat na dva pravokutnika. Zatim
presavijamo po dijagonali jedan od ta dva pravokutnika i dobiveni pregib oznacavamo
s l3. Sjeciste pregiba [y i [3 oznacimo tockom P. Papir presavijemo tako da novi pregib
prolazi tockom P, a da se rubovi papira preklapaju. Taj pregib oznac¢imo s [4. Pregi-
bom [, podijelili smo kvadrat na dva dijela. Veci dio predstavlja dvije tre¢ine, a manji
dio jednu tre¢inu kvadrata.

Slika 3.13. Dijeljenje kvadrata na trecine

Dokaz:
Slijedi dokaz da je kvadrat pregibom [, podijeljen na dvije treé¢ine i jednu trecinu:
Neka su dane tocke A, B,C, D, E, F, P' i P kao na sljede¢oj slici.
D E F

l

P
A

A BP C

Slika 3.14 Dokaz dijeljenja kvadrata na trecine
ABCE ~ AP'CP iz cega slijedi:
|PP'| =2|P'C]. (3)
NACF ~ NAPP' iz cega slijedi:
|PP'| = AP, (4)

Zatim iz relacija (3) i (4) zakljuéujemo: |AP'| = 2|AC| i |P'C| = 3| AC]. [
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3.4.3. Trisekcija kuta origami konstrukcijama

U 19. stolje¢u dokazano je da se triskcija kuta ne moze rjesiti pomoc¢u ravnala i Sestara.
Dokaz je algebarski i temelji se na ¢injenici da se kruznice i pravci opisuju linearnim
i kvadratnim jednadzbama, dok se trisekcija kuta opisuje kubnom jednadzbom. No
ve¢ je navedeno prije u radu zahvaljujuéi (O6) kubna jednadzba je rjesiva i zbog toga
moze se rijesiti problem trisekcije kuta. Origamijem dolazimo do rjeSenja koje je lako,
razumljivo i jednostavno se izvodi.

Rjesenje dobivamo na sljedeé¢i nac¢in: Kut koji zelimo podijeliti na tri jednaka dijela
nalazi se u donjem lijevom kutu kvadratnog papira. Oznacimo taj kut s a. Pretpos-
tavit ¢emo u ovom slucaju da je kut « Siljasti kut, no medutim ova metoda se moze
jednostavno primjeniti i na tupe kutove. Napravimo dva paralelna jednako udaljena
pregiba na dnu. Zatim donji pregib oznac¢imo s [;, a drugi krak kuta kojeg dijelimo
oznaCimo s ly. Tocke P; 1 P, oznac¢imo kao na slici 3.15.

A
P “\,

Slika 3.15. Pruvi korak

Kao sto je ve¢ navedeno pregib promatramo kao pravac. Stoga pregib /; gledamo
kao pravac [. Presavijemo tocku P; na pravac [y i tocku P, na pravac ly, zbog (O6)
postoji takva linija savijanja.

Slika 3.16. Drugi korak

U ovom polozaju papir ponovo treba presaviti duz pregiba [; kao Sto je prikazano
na slici 3.17 i zatim ga treba razmotati. Nakon toga poteza dobije se novi pregib kojeg
oznacCimo s 3. Zatim treba prosiriti pregib I3 do donjeg lijevog ruba. Tocka P; lezi na
pregibu [3, a pregib [3 dijeli kut o u omjeru 2 : 1.
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Slika 3.17. Treéi korak

Dokaz:

Idemo provjeriti jesmo li stvarno dobili trazenu podjelu kuta. Uvedemo nekoliko dodat-
nih oznaka. Novu dobivenu liniju savijanja ve¢ smo oznacili s I3, a pozicije na kojima su
se nakon primjene (O6) nasle tocke Py i P, oznac¢imo sa P| i P;. Zatim sa N ozna¢imo
noziste okomice iz P| na donji rub papira, a s R ozna¢imo poloviste duzine m Ako
se prisjetimo pocetka udaljenost od P} do N jednaka je polovici udaljenosti od P; do
P,, dakle jednaka udaljenosti od P do R. Sada se iz slike 3.18 lako dobije jednakost
kutova P/PiN, P[P R i PyPR.

Py v

Slika 3.18. Trisekcija kuta

|

Gore opisan postupak trisekcije Siljastog kuta izveo je i dokazao Hisashi Abe.

Takoder Jacques Justin rjesava isti problem trisekcije kuta, ali on navodi i postupak

trisekcije tupog kuta. Justin za pocetak konstrukcije ne koristi jedan kut papira kako

je to naveo Abe, nego on konstrukciju izvodi i smjesta na sredinu papira. Navest ¢emo
korak po korak trisekciju tupog kuta kako ju Justin izvodi.

1. Kut na kojem ¢e biti izvrsena trisekcija je kut ZOX, a na slici 3.19. oznacen je

s 6.
2. Produyziti linije ZO i XO.

3. Izvrsiti savijanje papira tako da linija savijanja prolazi kroz tocku O, a X smjesta
na X' .

4. Oznaciti tocke A’ i A” na linijama Z0O i Z'O, a pri tome paziti da tocke budu na
jednakim udaljenostima od O.
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5. Za dvije zadane tocke A’ i A” i dva polupravca X'O i Y'O, napraviti liniju
savijanja koja smjesta tocku A’ na polupravac X'O i tocku A” na polupravac
Y'O.

6. Presaviti papir tako da se dobije linija savijanja koja je okomita na prethodnu
liniju savijanja dobivenu u petom koraku i prolazi kroz tocku O. Ta linija dijeli

zadani kut na tri dijela. Na slici je oznacena prva tre¢ina kuta sa g.

\BB

\\/\%/\ 1

Slika 3.19. Trisekcija tupog kuta prema Jacquesu Justinu®

“’/ \/ \/\ \

3.4.4. Duplikacija kocke origami konstrukcijama

Sesti aksiom na sli¢an nac¢in rjesava i problem duplikacije kocke. Treba konstruirati
kocku dvostruko veéeg volumena od zadane kocke. Neka je zadana kocka duljine brida
y. Rjesavanjem jednadzbe V5, = 2V) dobivamo da duljina brida nove kocke treba biti
jednaka z = yv/2. Potrebno je konstruirati duzinu ¢ija je duljina jednaka v/2y. Autor
sljedece origami konstrukcije je Peter Messer. RjeSenje je objavio u jednom mate-
matickom ¢asopisu 1986. godine.

Konstrukcija origamijem kre¢e od kvadratnog papir koji se savijanjem podijeli na
tri jednaka dijela. Oznac¢imo na papiru tocke P; i P,, te pravce [y i [y kao na slici 3.20.

P,

)
\

Slika 3.20. Pruvi korak

P,

8Slika i oznake preuzete iz [9], str. 37.
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Zatim tocku P; savijanjem smjestimo na pravac [y, a tocku P, na pravac [y. Tocka
P, djeli stranicu kvadrata na dvije duzine duljine x i y. Omjer duljina tih duzina je
upravo trazeni broj x : y = v/2.

Slika 3.21. Drugi korak

Dokaz:
Treba dokazati da je to zaista v/2. Neka su uz tocke P i P, zadane jos i tocke A,B,D
i P kao §to je prikazano na slici 3.21. Tada, neka su |AB| = y + z, |AP| = x,
|PiB| =y i|BD| = z. Sa slike mozemo vidjeti da je |BD|+ |P,D| = « + y i pomoc¢u
pitagorina poucka u AP;BD mozemo izracunati da je |P1D| = \/y?+ 22. Iz tih
podataka dobivamo:
2+ VY +ri=r+y <=

ViR+t=x+y—z [P

v+ 22 = (22 + 22y +9°) - 2+ y)z + 27 =
2x +1y)z = 2%+ 22y/ : 2(x +y) =
2?4 2xy (5)
2 +y)’
Ukoliko pogledamo slike 3.20 i 3.21 vidimo da je
1 +z +z 2z -
[PB| = |AP| = S|AB| = 2= i |PiP| = |AB|~|PiB|-|AP| = yra—y—T= = =2
APP| P, je slican ABD P, zbog toga vrijedi: ‘glg'l = @f;ﬁ" odnosno,
Y+ i Y+ PN
z 20 — vy
y+zx ytar+2z—y
z 2x — vy
- 22 Y [yt =
_— . xr
Y+ 3x Y

202 + xy — 1>
g=""—" 7
3x
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Konacno iz (5) i (6) slijedi:

2 2 2
x —1-21:3/:21: +xy—y
2(x +v) 3z

3% + 62%y = 42® + 62%y — 21°.
Zbog toga je =% = 2y°, tj. = = yv/2. |

3.5. Origami, algebra i analiticka geometrija

Uzmimo da je list papira koji koristimo za konstrukcije dio prvog kvadranta ravnine.
Jedan vrh papira uzmemo kao ishodiste koordinatnog sustava, dok rubove papira koji se
susre¢u u tom vrhu mozemo uzeti kao koordinatne osi. Kao sto je opée poznato, tocka
je potpuno odredena s dvije koordinate, a pravac s dvije konstante. Npr. slobodnim
¢lanom 1 koeficijentom smjera ako gledamo eksplicitan oblik jednadzbe pravca. Dalje
¢e biti navedeno kako se Huzitini aksiomi mogu opisati analiticki®:

(O1) Ako je P, = (z1,y1) i P» = (22,¥2), onda je mogucée konstruirati pravac PP,
kojemu je koeficijent smjera a = ﬁ, a slobodan ¢lan b = y; — ax,. Za slucaj
z1t+x2
T2

Y1 = Yo TijeC je o pravcu T =
(02) Ako je P, = (z1,y1) i P» = (x9,y2) onda je moguce konstruirati pravac tj. sime-
(z2—21) x%—x%—i—y%—y%
y2—y1 ’ 2y2—2y1

~ . . e o e . $1+$2
Za slucaj y1 = ¥y rijec je o praveu x = 552,

tralu duzine kojemu je koeficijent smjera — a slobodni ¢lan je

(03) Zadani su (neparalelni) pravci p; =y = ax + b i ps = y = cx + d. Konstrukcija
je ekvivalentna odredivanju njihova sjecista S od kojeg je apscisa xy = %, a
ordinata yg = %. Druga tocka T' trazenog pravca poloviste je duzine odredene
sjecistima bilo koje kruznice ¢ije je srediste S sa zadanim pravcima. Za dobivanje

apscisa sjeciSta kruznice s pravcima rjeSavaju se kvadratne jednadzbe
(x—20)+ (ax+b—yo)> =1 i (v —20)*+ (cx+d—1)*=1.

Opcenito zapisani dobiveni izrazi za sjecista i koordinate od tocke T' jako su
slozeni, dok se u konkretnom numerickom slucaju koordinate lako izracunaju.

Ukoliko su zadani pravci paralelni, znaci da su koeficijenti smjerova jednaki a = c,
potrebno je odrediti poloviste sjecisSta neke okomice na oba pravca s njima te kroz
poloviste povuéi njima paralelan pravac. Dobivamo pravac ¢ija jednadzba glasi
y=ar+ (b+d)/2.

(04) Cetvrti aksiom konstruira okomicu iz tocke na pravac. Ako je T = (x1,%;) tocka
i p pravac zadan jednadzbom y = az +0, iz toga slijedi da (O4) konstruira pravac

s jednadzbom y = ﬁ

(O5) Ovaj aksiom predstavlja konstrukciju sjecista pravea p jedndzbe oblika y = ax+b
s kruznicom kojoj je srediste u A = (xo, o) radijusa r = d(A, B). Rjesavamo
sljedeci sustav jednadzbi:

y=ar+b

90znake preuzete iz [4], str. 37.-38.
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(x —z0)* + (y — yo)* = 1>

Sustav se svede na rjesavanje kvadratne jednadzbe oblika:

(1 —a®)z? + (2ab — 29 — 2ayo)x + b? — 1 + 22 + y2 — 2byo = 0. (7)
Diskriminanta kvadratne jednadzbe (7) je:

D = (2ab — 2o — 2ayo)? — 4(1 + a®)(b* — r? + 23 + y5 — 2byo) =

= 4(r* — b* 4 a®r® — a®x3 — y2 — 2abxy + 2byo + 2ax0y0)

te ovisno o njenom predzanku dobivamo dva, jedno ili nijedno rjeSenje.

Kao sto je veé¢ navedeno ranije u tekstu (O6) konstruira tangentu na dvije pa-
rabole, na taj nacin uspjesno rijesi kubnu jednadzbu. Bez smanjenja opcéenitosti
mozemo uzeti da je prva parabola zadana jednadzbom 3? = 2px. Dok je druga
parabola u opéem polozaju s jednadzbom

Az*+ Bry+Cy*+Dx+ Ey+ F =0

s B? = 4AC. Uvjet da je pravac y = kx +1 tangenta na prvu parabolu je p = 2kl,
a uvjet da je isti taj pravac tangenta na drugu parabolu uzimajuci u obzir [ = £
jer

2C(E? — 4CF)k* 4+ AC(DE — 2BF)k*+

+2(CD? +2pC*D — B*F — pBCE)k + 2pBCD — pB*E = 0.

Taj uvjet se kao u izvodu uvjeta tangecijalnosti za parabolu y* = 2px dobije
rjeSavanjem sljedeceg sustava:

Az? + Bay + Cy?* + Dx+ Ey + F = 0,

y=kx+1

uz uvjet jedinstvenosti rjeSenja i koristeéi relacije B? = 4AC' i p = 2kl. Dobiveni
rezultat je kubna jednadzba za koeficijent smjera zajednicke tangente, Sto smo i
trebali provjeriti.

Racionalane proporcije (razlomci)

Origami je jos uvijek disciplina u razvoju. Za slucajeve kad je potrebno odrediti polozaj
neke tocke na papiru, razradene su razne metode, ali sve se sastoje od dozvoljenih ori-

gami

aksioma. Postoje opéi algoritmi za konstruiranje proizvoljnog racionalnog broja,

cak i za neke iracionalne. Brojne su i metode aproksimiranja brojevnih vrijednosti. Ro-
bert Lang u [9] navodi skoro sve poznate metode: Fujimotovu, Hagovu, Nomovu. ..U
daljnjem tekstu bit ¢e opisane pojedine metode.
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Slika 3.22. Robert J. Lang

Ucestalost potrebe da se cetverokut dijeli u niz jednakih dijelova vodi nas do pro-
blema da se ta podjela dobije matematickim konstruiranjem i do pitanja kako podijeliti
cetverokut u b jednakih dijelova. Opcéenito se mozemo pitati kako podijeliti stranicu
cetverokuta u omjeru 3, gdje su a i b cijeli brojevi, a b nije potencija od 2.

3.6.1. Fujimotova konstrukcija

Tehniku za dobivanje racionalnih proporcija (razlomaka) osmislio je japanski mate-
maticar Shuzo Fujimoto, a kasnije ju je neovisno isprobala bostonska geometra Jean-
nine Mosely. Fujimotov algoritam se oslanja na elegantnu konstrukciju za uzimanje
reciprocne vrijednosti presavijanjem dobivenih proporcija, Sto se zasniva na konstruk-
ciji prikazanoj na slici 3.23.

y=1/(1+x)

Slika 3.23. Shematski prikaz Fujimotove konstrukcije reciprocne vrijednosti

Ako krenemo od veli¢ine x koja je definirana savijanjem duz jedne stranice kva-
drata, ovaj niz od dva savijanja rezultira reciprotnom vrijednoséu (1 + z). Tako, na
primjer, ako zelite naéi reciproénu vrijednost broja y, ako krenemo od proporcije (y—1)

oznacene uz lijevu stranu, Fujimotova konstrukcija ¢e dati broj ; +i_l = %

Da bi se konstruirao razlomak ¢, definiramo da je z binarni razlomak (tj. binarni

m

p

T

Koristenjem Fujimotove konstrukcije, udaljenost ¥ je

yo P
m+p'
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Uzimamo da je p najveca potencija od 2 manja od nazivnika b, a da je m = b — p.

Onda mozemo redéi »
Yy = 37

Sto nam daje zeljeni nazivnik b. Budud¢i da je p potencija od 2 mozemo koristiti binarni

algoritam da smanjimo ovu proporciju za faktor (a/p) i dodemo do konaéne proporcije:

a

p

all s

RIS
Sal RS

Cijeli algoritam je sazet ovdje:
1. Definiraj p kao najve¢u potenciju od 2 manju od b.
2. Definiraj da je z = (b — p)/p.

3. Konstruirajmo z koristeéi binarni algoritam!®, prosirujuéi konaéno horizontalno
presavijanje kao Sto je prikazano na slici 3.23.

4. Primjenimo Fujimotovu konstrukciju. To ée nam dati proporciju £ duz desne

b
strane papira, odredenu oznaku na desnoj strani.
5. Smanjimo udaljenost pomocu %, opet koristec¢i binarni algoritam.

Fujimotov algoritam osigurava to¢nu tehniku savijanja za bilo koju racionalnu pro-
porciju (razlomak), no niz slaganja u praksi moze biti neprecizan. Na primjer, moze
traziti da se izvrsi trobridno savijanje koje se tesko moze izvesti uredno. Prilikom
koristenja algoritma postoji nedostatak takav da se dobiju dodatna savijanja koja pro-
laze po sredini papira. Bilo bi puno zgodnije da do zadanih dijelova dodemo samo tako
da na rubovima papira utisnemo oznake, a da unutrasnjost papira bude bez savinutih
dijelova.

3.6.2. Nomova metoda

Ako krenemo od pretpostavke da su jedino dozvoljena savijanja i oznake uz sam rub
papira, brzo se dode do spoznaje da postoji samo nekoliko tipova savijanja kojima se
naprave nove oznake na rubovima. Dva najjednostavnija su:

e Jednu oznaku na papiru mozemo staviti na drugu oznaku na istom rubu. To
radimo kad se sluzimo algoritmom binarne podjele; ve¢ znamo da ¢emo tako doci
do razlomka c¢iji je nazivnik potencija od 2.

e Mozemo jednu oznaku na nekom rubu staviti na neku drugu oznaku na drugom
rubu papira.

Ima i drugih moguc¢nosti, ali i u ove dvije operacije moze se posti¢i puno vise nego sto
se misli. Pogledajmo slucaj kada dvije oznake spojimo na susjednim rubovima papira
i napravimo nove oznake tamo gdje rezultirajuca linija savijanja dotice rub, npr. kao
Sto se vidi na slici 3.24.

100jasnjen u [9], str. 6.
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Slika 3.24. Shematski prikaz Nomove konstrukcije

Vaznost ove operacije za origami konstrukcije je otkrio Masamichi Noma, pa ¢emo
zbog toga takvu konstrukciju zvati Nomova konstrukcija. Ako razradimo razlicite di-
menzije (neke su prikazane na slici 3.24.) mozemo pokazati da je

Cl—w?+a?
y - 1 —w )
tako da ako uzmemo )
w=r=1-——,
2p
onda je tocka y jednaka udaljenosti
_P
=%

iznad donjeg ruba kvadrata. To nas dovodi do sljedeceg algoritma:

1. Definiraj p kao najveéu potenciju od 2 manju od b.

b

2. Konstruirajmo w = 20 T = % duz lijevog i gornjeg ruba papira.

3. Spojimo tocku w i tocku z, tako da napravimo pregib duz lijevog ruba u visini
y=4%-

4. Konstruirajmo % koji se odnosi na taj segment.
5. Rezultat je 7.

Puni algoritam je ilustriran na slici 3.25.

}— bi2p —{

T &= Bt

wl | |

plbxalp alb

Slika 3.25. Potpuni Nomov algoritam za bilo koji racionalni razlomak

bi2p




30

3.6.3. Hagova konstrukcija

Postoji jos jedna konstrukcija koju je otkrio Kazuo Haga. Kod te konstrukcije se trazi
jedno dijagonalno savijanje, a moze rezultirati racionalnim razlomcima. Konstrukcija
je opéenito poznata kao “Hagov teorem“. Ova podjela je prikazana na slici 3.26.

Slika 3.26. Podjela na petine koja se zasniva na Hagovom teoremu

Poput prethodnih algoritama i ovdje postoje brojne varijacije Hagove konstrukcije
za pronalazenje drugih racionalnih proporcija. Opcenito prihvacen oblik Hagove kons-
trukcije prikazan je na slici 3.27. Postoje dvije varijacije, trazena tocka moze biti na
krizanju dva ruba. U tom slu¢aju oznaku dobijemo presavijanjem duz jednog od ru-
bova, kao na srednjem prikazu na slici 3.27. U drugom slucaju, savijamo gornji rub do

presjeka.
e
C4

Slika 3.27. Shematski prikaz opée Hagove konstrukcije

Ova konstrukcija dozvoljava neke posebno efikasne racionalne konstrukcije. Ako
prvo savijanje napravimo na udaljenosti x duz gornjeg ruba, onda su dvije konstruirane

udaljenosti na slici 3.27.
2z x

z = , W= .
1+ 1+
To nas dovodi do sljedece konstrukcije, tj. algoritma za dobivanje razlomka .

1. Definirajmo da je p najvec¢a potencija od 2 manja od b.
2. Definirajmo da je m = p — b.

Konstruirajmo tocku x = % duz gornjeg ruba papira koriste¢i binarnu metodu.

-~ W

Savijmo donji lijevi ugao do gornjeg ruba.

5. Savijmo gornji desni ugao dolje do krizanja dva ruba i rasirimo papir, definirajuci
udaljenost y = %.
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6. Smanjimo segment y pomocu razlomka % koriste¢i binarnu metodu. Rezultat je
trazeni razlomak .

Ove dimenzije prikazane su na slici 3.28.
k= mip

y=pib

1

Slika3.28. Odgovarajuce dimenzije za konstrukciju razlomka ¢ koristenjem Hagove
konstrukcije

Pomocéu Hagove konstrukcije, dijagonalno savijanje ne mora biti naglaseno ostrom
linijom savijanja, rub se mora pridrzati samo dok se savija gornji desni ugao koji
odreduje udaljenost w.

3.7. Iracionalne proporcije
3.7.1. Verizni razlomci

Brojne geometrijske konstrukcije mogu se dobiti pomoc¢u origamija i niz proporcija
moze biti dobiveno na papiru pomocu origamija, ali postoje i druge proporcije za koje
je toctno savijanje ili nemoguce izvesti pomocu origamija kao na primjer % ili, ako je i
moguce daje rezultat na papiru prekriven s toliko pregiba i linija savijanja da je pot-
puno neprakticno za neko pravo savijanje. Sljedece pitanje koje postavlja umjetnik
origami vjesStine nije “kako mogu izvrsiti savijanje tocno“ nego “kako mogu izvrsiti
savijanje do potrebne tocnosti sa samo onoliko pregiba koliko je neophodno potrebno“.

Idealno bi bilo da se nade matematicki to¢na metoda za savijanje udaljenosti, ali
matematicka to¢nost nije uvijek neophodno potrebna. U stvarnosti se greska manja od
0.5% stranice kvadrata rijetko primjec¢uje. Prema tome, ne treba traziti toé¢nu metodu
za savijanje proporcija, dovoljno je na¢i metodu za savijanje bliske aproksimacije pro-
porcije.

Pogledajmo jedan jednostavan primjer. Pretpostavimo da smo htjeli konstruirati
kut od 60° unutar jednog ugla kvadrata, stvaranjem trokuta s kutovima 30 — 60 — 90
s jedne strane. Jedan nacin da to uc¢inimo je da nademo tocku gdje pregib na papiru
dodiruje stranicu kvadrata, kao Sto se vidi na slici 3.29. Buduci da su stranice tako
dobivenog trokuta u omjeru 1 : v/3 : 2, udaljenost od ugla do linije savijanja duz donje
stranice je velicina \/ig = 0.577... Jedan nacin konstruiranja kuta je da se nade tocka
duz donje stranice gdje ju pravac dodiruje tj. da se nade udaljenost \/Lg Ova udalje-
nost nije ni binarni razlomak, ni racionalni razlomak, tako da trenutno ne znamo to¢no
rjesenje.
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60[]

| — o —|

Slika 3.29. Jedan nacin konstruiranja kuta od 60° je oznaciti udaljenost \/Lg duz jedne
stranice kvadrata

Najizravniji nacin da se presavije ova proporcija je primjenom sile tj. napisemo
broj kao decimalan, npr.

1
— =0.57735...
V3

Skratimo ga na tri decimale i napisemo decimalni broj u obliku razlomka:

1 577
— = 0.57735... ~ 0577 = ——.
V3 1000

Podijelimo papir na tisué¢inke i odbrojimo 577 tisu¢inki. Vidimo da je ovaj nacin
nezgodan i nije elegantan. Bilo bi dobro kad bi mogli naci relativno mali razlomak koji
jos uvijek daje blisku aproksimaciju spomenutog broja. Do toga mozemo do¢i pomocu
veriznog razlomka. Verizni razlomak je nacin na koji se broj moze prikazati u obliku
razlomka unutar razlomka unutar razlomka itd.. Op¢i oblik veriznog razlomka je

bo + B
"= 0g 1
bl + b2+b341-4.4

gdje je r trazeni broj, a by, by i by su obic¢no cijeli brojevi. Neki verizni razlomci imaju
konacan broj ¢lanova, dok u drugim slucajevima niz razlomaka ide u beskonacnost. Bilo
koji broj se moze zapisati kao verizni. Postoji neograni¢en broj veriznih razlomaka koji
mogu predstavljati isti broj. Ako trazimo da brojevi b, budu cijeli brojevi, onda je
verizni razlomak za dani broj jedinstven, Sto znaci da postoji samo jedan niz brojki
koje se mogu ukljuciti u razlomak da bi se dobio broj. Na primjer, razlomak % se
dobije veriznim razlomkom

3 oy !
16~ 541

koji je prilicno jednostavan. S druge strane, razlomak \/ig se zadaje beskonacnim

veriznim razlomkom

1 1

Ve pa——
o

1t .
21

gdje je vidljivo da razlomci mogu i¢i u beskonacnost. Ako je broj r racionalan broj,
tj. ako moze biti izrazen kao omjer dva cijela broja, kao sto je slucaj 1% onda postoji
konacan broj ¢lanova u razlomku. Ako je broj iracionalan na primjer \/ig, niz nikada
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ne prestaje.

Prednost veriznog razlomka je sljedeca, cak i ako se verizni razlomak krec¢e u be-
skonacnost, ako otkinemo dno beskonac¢nog razlomka, dobijemo konacan razlomak koji
je bliska aproksimacija originalnog broja. Sto se vise ¢lanova ukljuci, to je bolja nasa
racionalna aproksimacija.

Pomoc¢u dzepnog racunala, lako je odrediti prvih nekoliko ¢lanova u nizu veriznog
razlomka za bilo koji broj. Uzmimo matematicku konstantu 7 = 3.1415926535 . .. kao
primjer. Evo kako se moze napraviti verizni razlomak:

1. Oduzmite cijeli broj i zapisite ga, tj. ono Sto ostane. Odvojite 3, a ostaje vam
0.14159.. ..

= 7.06251....

. . - .o . 1
2. Uzmite reciprocnu vrijednost ostatka: 51rz5—

3. Ponavljajte korake 1. i 2. na ostatku dok ostatak ne bude 0 ili dok ne potrosite
rezoluciju svog kalkulatora.

Niz cijelih brojeva koje ste napisali obuhvaca niz razlomaka. Za brojm = {3,7,15,1,293,10,3, ...

mozemo pisati

=3+
m 7+ 1

+
293+

10im

Ako otkinemo dno razlomka, dobijemo racionalan razlomak koji je aproksimacija
iracionalnog broja m. Toc¢nost aproksimacije ovisi o tome gdje otkinemo beskonacan
razlomak. Prva cetiri razlomka za 7 su sljedeca:

3 =3.00
1 22
3+ 5=+ =31428...
7T ’
1 333
34— = — =3.141509. ..
T = 106 ’
1 355
3+ = g 014159202
T+5r 113
1 104.348
3+ — = = 3.14159265 . ..
1+ 953

Kao sto se moze vidjeti iz ovog primjera, Sto dalje nastavljamo nizati razlomke prije
nego Sto ih odsjecemo, to je toc¢nija racionalna aproksimacija. Razlomci koje dobijemo
na taj nacin poznati su kao konvergente veriznog razlomka. Matematicari ¢e prepoz-
nati %, poznatu aproksimaciju broja 7, kao ¢etvrtu konvergentu.

Postoji mala tablica koja se moze konstruirati da bi se brzo vrednovale konvergente.

Verizni razlomci se mogu zapisati u gornjem redu tablice kao sto se vidi u tablici 3.2.
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3 7 15 1 293

0
1

1
0
Tablica 3.2. Konvergente za verizni razlomak broja m

Prva dva zapisa su 0,11 1,0. Zatim iduca dva reda ponavljamo te brojeve koristeci
pravilo:
Broj u bilo kojoj ¢eliji se dobiva tako da se produkt broja na vrhu stupca i broja koji
se nalazi lijevo od ¢elije koju trazimo uveca za broj koji se nalazi u drugoj ¢eliji lijevo
od njega.

Koristeci ovo pravilo, redovi u tablici se popunjavaju s lijeva na desno. Na primjer,
broj koji treba doéi ispod broja 3 dobiva se na sljedec¢i nac¢in. 3-1+0 = 3. Broj u ¢eliji
na isti nacin dobijemo primjenom navedenog pravila, a broj glasi 3-0+ 1 = 1. Celija
ispod 7 se puni s 7-3 + 1 = 22, a celija ispod nje glasi 7-14 0 = 7, itd. Za verizni
razlomak od 7 tablica se popunjava ovako:

3 7 1 1 293

113 22 333 355 104.348
01 7 106 113 33.215
Tablica 3.3. Konvergente za verizni razlomak broja m

0
1

Kao sto se moze vidjeti usporedivanje ove tabele s ranijim razlomcima, svaka ko-
nvergenta je jednostavno omjer broja u srednjem redu i broja ispod njega. Razlog
zasto koristimo verizni razlomak kao racionalnu aproksimaciju poti¢e od jednostav-
nih svojstava konvergenti. Svaka konvergenta ima najmanji mogudéi stupanj to¢nosti.
Svaka konvergenta je najbolja aproksimacija koja se moze naé¢i do druge konvergente,
gdje najbolje znaci najmanja moguca greska. Konvergente veriznog razlomka s malim
nazivnicima mogu biti jako toéne. Cak se i jednostavan razlomak % razlikuje od broja
7 za samo 0.001.

Za origami konstrukcije koje nemaju tocan niz savijanja, moguce je doc¢i blizu to¢ne
proporcije koristeéi verizne razlomke. O bilo kojem broju se radilo, sve Sto trebate je
zapisati ga kao verizni razlomak, odrediti prvih 4 ili 5 konvergenti i odabrati najmanju
konvergentu koja daje prihvatljivo malu gresku. Problem je time pojednostavljen,
umjesto da smo spremni naci slijed savijanja za bilo koji broj, trebamo samo naci
slijed savijanja za bilo koji racionalan razlomak, tj. omjer dva cijela broja. To se moze
dobiti ve¢ opisanim algoritmima savijanja.

4. Primjena origamija

Origami ima primjenu u matematici koja je ve¢ navedena u radu. No origami se
primjenjuje i u drugim podrucjima kao Sto su elektrotehnika ili optika, a u zadnje
vrijeme Cesto se koristi kao pomo¢ u predavanju nastave matematike. Origami je
takoder cest hobi i zabava. Mnogi ljudi stvarno uzivaju u izradivanju modela.
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4.1. Primjena origamija u nastavi matematike

Vizualizacija u nastavi matematike ima veliku ulogu. Aksiome, teoreme i definicije
je puno lakse razumjeti ako oni dobiju svoj vizualni prikaz. Tradicionalne konstruk-
cije ravnalom i Sestarom sastavni su dio matematickog obrazovanja. Te konstrukcije
omogucavaju ucenicima uvjezbavanje i razvijanje deduktivnog nacina zakljucivanja.
Treba obratiti pozornost da su takve konstrukcije mnogim ucenicima komplicirane i
teske, dok svakako treba paziti na ucenike koji su matematicki talentiraniji, jer je
takva vrsta rada njima dosadna.

Ako se bave origamijem ucenici dobivaju jaci osjecaj da sami nesto rade. Postoji
vise provedivih konstrukcija koje su pogodnije za eksperimentiranje i mini projekte.
Tako nam origami olakSava posao jer ga na jednostavan i lak na¢in mozemo primjeniti
u nastavi matematike i voditi racuna o vizualizaciji razlic¢itih geometrijskih pojmova.
Pogodnosti i prednosti za koristenje origamija na skolskom satu su mnogobrojne.

Slika 3.30. Grupni rad ucenika uz origamsi

Ako sa ucenicima izradujemo razli¢ite origami modele oni na zanimljiv na¢in usva-
jaju neke nove matematicke pojmove, uocavaju nove odnose u prostoru ili ravnini.
Takoder origami je idealan za rad u grupama jer se uz timski rad ostvaruje i socijali-
zacija. Za savijanje papira koriste vlastite ruke koje prate odredeni niz koraka i daju
vidljive rezultate. Da bi rezultati bili uspjesni, koraci se moraju postivati na tocno
opisan nacin. Tako se razvija spretnost i preciznost u radu.
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Slika 3.31. Origami modeli

Origamijem u nastavi matematike mozemo prikazati trodimenzionalnu geometriju,
centralnu i osnu simetriju, Platonova tijela i druge poliedre, okomitost, poligone, para-
lelnost, simetrale kuta, kutove, povrsine i volumene, pravce koji se sijeku, sukladnost i
slicnost, presijecanje ravnina... Takoder mozemo dokazati i neke teoreme.

Slika 3.32. Origami kocka

Materijal koji se koristi dostupan je u gotovo svim Skolama. Ono §to je potrebno
za rad je jedan ili vise listova papira. Nisu potrebne ni skare ni ljepilo, samo papir.
Pomocu origamija se moze osmisliti zanimljiv i poucan sat matematike koji ¢e pobuditi
interes za daljnja samostalna istrazivanja ucenika.

4.2. Istrazivanja u nastavi:“Slaganje papira kao uspjesno sred-
stvo poucavanja*

Snalazenje u prostoru je vazna vjestina koju djeca trebaju usvajati i razviti dok uce
matematiku. Origami je metodal! kojom se ta sposobnost moze razviti istovremeno

UPreuzeto iz [2],[3],[10]
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s usvajanjem matematickih sadrzaja, motivacijom i boljim pristupom matematici kao
predmetu. Origami se moze koristiti na satu geometrije i poboljSati ucenicko mate-
maticko znanje i znanje o prostoru i prostornosti. Rezultati istrazivanja i misljenja
ispitanika o primjenjenoj metodi idu u prilog ovom nac¢inu rada. Ovdje se moze nauciti
i kako osmisliti vlastiti sat primjenom origami-matematike.

Origami nije nepoznat u praksi nastave matematike. Postoji cijeli niz knjiga i
casopisa koji predlazu i podrzavaju njegovu primjenu u razredu. Svi se slazu da je
umjetnost ili vjestina savijanja papira uspjeSno matematicko sredstvo poucavanja. In-
formacije koje se mogu prikupiti iz literature ne¢e samo poticati na koristenje te me-
tode, nego ¢e rezultati pokazati kako ucitelji matematike mogu sami osmisliti primjenu
ovog pristupa prakticnom radu na satu.

4.2.1. Vaznost prostorne vizualizacije

Prostornu vizualizaciju definiramo kao sposobnost izrade i mentalne konstrukcije dvodi-
menzionalnih i trodimenzionalnih predmeta i poimanja predmeta iz raznih perspektiva.
Bududi da je to integralni dio nastave matematike, potrebno je naglasiti da bi djeca
trebala dobiti priliku da istrazuju i razvijaju svoje razumijevanje i poimanje oblika i
struktura kroz prakticne aktivnosti pogodne za unapredenje tih znanja i vjestina.

Iz svakodnevne perspektive, prostorne vjestine mogu biti dobre za djecu i mogu
im pomagati da se snadu na karti, da nacrtaju tlocrt, proizvedu neku umjetninu ili
da odrede rutu puotvanja. Osim toga vidimo da ucenici razvijaju vjestinu logickog
misljenja i zakljuc¢ivanja i nauce opisati svoj okolis.

Primjeéeno je da ucenici osnovnih i srednjih skola u Americi pokazuju nedostatak
osnovnih znanja o geometriji i nedostatak vjestina za geometrijsko rjesavanje problema.
Vidljiv je napor da se to popravi unazad nekoliko godina, ali je vidljiva i potreba da
se na tim sposobnostima inzistira jos vise. Puno toga treba jo$ napraviti da bi se
geometrijska znanja pravilno koristila. Geometrija se opisuje kao ucenje o tome kako
razmisljati i primjeniti smisljeno u praksi.

Slika 3.33. Origami model

Djeca trebaju proucavati geometrijske oblike i predmete iz prve ruke, vlastitim is-
kustvom, treba im se dozvoliti da razviju vlastito razumijevanje geometrijskih odnosa.
Bilo da se radi o izradi trodimenzionalnih modela, crtanju dvodimenzionalnih oblika ili
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o rukovanju s gotovim modelima, koristenjem ovih vjestina dolazimo do obogadivanja
prostornih sposobnosti djece. Posebno se poti¢e one aktivnosti kod kojih djeca pomocu
dvodimenzionalnih oblika dolaze do trodimenzionalnih oblika ili one gdje se gotove tro-
dimenzionalne oblike rastavlja na dvodimenzionalne ekvivalente. Ovakvim aktivnos-
tima se povecava sposobnost prostornog poimanja i snalazenja.

Zato mozemo reci da postoji jasna veza izmedu spomenutog i umjetnost savijanja
papira. Tu se slazu svi matematicari i preporucuju tu vjestinu kao pogodno nastavno
sredstvo poucavanja. Origami, po svojoj prirodi, navodi uc¢enike da slijede upute i da
u procesu konstriranja dvodimenzionalni ¢etverokut pretvore u ¢itav niz trodimenzi-
onalnih oblika i figura.

4.2.2. Istrazivanje uticaja origamija na grupu ucenika

Da bi se utvrdilo kako poduka origamija utice na prostornu vizualizaciju ucenika i
ucenje geometrije provedeno je istrazivanje medu ucenicima i uciteljima srednjih skola.

Jedna grupa ucenika je ucila geometriju na normalan, uobicajen nacin, a druga
grupa je imala istu poduku obogacenu origami-matematikom. Istrazivanje je ukljucilo
vremenski termin od mjesec dana tijekom kojeg je redovito origami tehnika bila dio
uciteljevih tehnika poducavanja. Da bi se utvrdili rezultati vrseno je testiranje prije
pocetka primjene origamija i poslije cijelog procesa, a ukljucena su prostorna vizuali-
zacija i matematicka postignuca.

Slika 3.34. Grupni rad

Rezultati istrazivanja su pokazali da su obje skupine podjednako dobro usvojile
matematicke sposobnosti. Sto se tice prostornog snalazenja doslo se do zakljucka da
su rezultati muskih ispitanika ukljuc¢enih u origami poduku znatno bolji od onih koji
su ucili geometriju bez te poduke. Kod zZenskih ¢lanova grupe rezultati su bili bolji u
skupini s tradicionalnom obradom geometrije. Nije to¢no utvrdeno zasto se to dogo-
dilo, ali se pretpostavlja da su muski ispitanici bili bolje pripremljeni za alate kojima
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je mjerenje uspjesnosti vrseno (video igrice izvan skolskih aktivnosti).

Cak ako se uzme u obzir ova razlika, moze se reéi da su oba roda imala koristi
od drugacijeg pristupa radu i mozemo tvrditi da je origami dobra dodatna metoda
poucavanja. Sat origami-matematike treba biti smjesa matematicke terminologije i
koraka koje trebamo prije¢i da bi kao rezultat dobili gotovi origami model.

Model jedrenjaka - Izrada modela jedrenjaka moze potkrijepiti ovu tvrdnju. Tije-
kom rada koristimo matematicke pojmove: oblik, ploha, paralelan i okomit, prostorni
odnosi. Koristimo i matematicki rijecnik: paralelni pravci, pravokutan trokut, okomiti
pravci, ploha, kutovi - siljasti, tupi i pravi, cetverokut i trapezoid. U radu se postav-
ljaju pitanja i traze odgovori na njih, npr. Koje oblike dobijem kada presavijemo papir?
Dijalog izmedu ucitelja i ucenika treba popratiti svaki korak u radu. Primjeceno je da
su suradnja i aktivnost bolji nego inace.

Slika 3.35. Model jedrenjaka

Ono na sto ucitelj treba paziti je da odabere pravi izazov za svoje ucenike, u skladu
s njihovim mogué¢nostima. Izvori za to su brojne knjige, koje nude upute i slikovnu
podrsku. I na internetu se nude web stranice posvecéene origamiju. Dok se bavi bira-
njem pravog izazova ucitelj treba imati na umu sto zeli na satu posti¢i. Dobro je ovu
tehniku ukljuciti i onda kada samo zelimo ponoviti matematicku terminologiju. Za na-
gradu ¢e na kraju takvog sata uz ponavljanje ucenik dobiti izradeni predmet od papira.

U pravilu se moze nadéi prikladan origami posao za bilo koju geometrijsku temu.
Prije nego sto nesto zatrazi od svojih ucenika, svaki ucitelj mora sam sloziti trazeni ori-
gami. Usput moze razmisliti koji ¢e vokabular trebati koristiti u radu s uc¢enicima. On
svakako treba biti u skladu s ilustriranim uputama za rad koje ¢e podijeliti u¢enicima.
Dok slaze model ucitelj treba smisliti pitanja koja ¢e postaviti uéenicima i zapisati ih,
ali i odgovore koje od ucenika ocekuje.
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Slika3.36. Plakat na temu origamija

Dogada se da se ljudi cesto boje raditi s origamijem. Misle da je to komplicirano
i zahtjevno, u pravilu se to dogada onda kada je prvi origami posao bio pretezak za
njih. Zato je potrebno krenuti od sasvim laganih modela prema tezim predmetima. Na-
kon uspjesnog pocetka svi utvrde da im vjestina savijanja ide puno bolje od oc¢ekivanog.

Kada ucitelj donosi zahtjev da se radi origamijem na satu, pozeljno je da ucenike
ukratko upozna s povijes¢u ove umjetnosti. Istovremeno moze pojasniti i potrebnu
origami terminologiju i pred ucenicima sam nesto sloziti uz objasnjavanje koraka. To
bi trebalo biti dosta da pobudi uc¢enicku radoznalost i da ih motivira za rad. Mozda
jos samo pokazati neke gotove radove prethodnih generacija i pohvaliti najurednije i
najzanimljivije.

Zanimljivo je ¢uti §to su ucenici osjecali dok su se bavili origamijem na satu. Njihove
izjave su pozitivne, tvrdili su da je ovo iskustvo bilo ugodno i zabavno, da ih je pogled
na tudi rad motivirao da se trude i naprave bolje. Govorili sui da je geometrija stvarno
razumljiva i jednostavna, ako se primjeni nauceno. Bilo je i misljenja da ¢e im ovo is-
kustvo pomocdi i u drugim podrué¢jima matematike. Jednom rijecju su opisali svoj rad
na ovaj nacin ovako: uzbudljivo, korisno, zanimljivo, veselo, lagano, dobar posao. .. Na
kraju su bili ¢esti komentari da se ¢ude koliko su uspjeli nauciti, a nije im bilo dosadno.

Matematika je ozivjela u djecijim umovima, a ucitelj je dobio priliku promatrati
ucenike pri radu i vidjeti sto ih pokrece, sto ih zanima i Sto im predstavlja izazov,
koliko su uporni i kreativni. Preporuka je, uklju¢imo origami u nastavu matematike.
Bit ¢emo visestruko nagradeni.
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4.3. Origami u svijetu

Origami postaje sve popularniji u svijetu. Objavljenih knjiga, otvorenih stranica na
internetu s tematikom origamija i osnovanih organizacija ima sve vise.

Robert J. Lang, americki fizicar i jedan od vodec¢ih majstora i teoreticara origamija
u svijetu, autor knjige “Origami Design Secrets“, kreirao je origami Google Doodle.

/

Ay E

Google Doodle je 14. ozujka 2012. odao pocast Akiri Yoshizawi, ocu modernog ori-
gamija, na njegov 101. rodendan. Doodle je prikazao Google logo, savijen od origamija
(svako slovo savijeno od jednog nerezanog lista papira), ukrasenog origami leptirima,
savijenim prema jednom od najslavnijih i najreprezentativnijih Yoshizawinih dizajna.

t;O P 8 le

Slika 3.37. Google
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5. Sazetak

Konstrukcije origamijem svojom jednostavnom primjenom u nastavi predstavljaju iza-
zov, kako za ucenike, tako i za ucitelje. Ucenicima odgovara novi nacin rada, motivira
ih da ulazu viSe napora i da se medusobno natjecu u preciznosti i brzini izrade modela.
Bilo bi dobro da na kraju sata mogu zadrzati predmet koji su savili (ipak je to njihovih
ruku dijelo). Ucitelj koji je origami ukljucio u nastavu ima priliku pratiti svoje uc¢enike
tijekom rada i vidjeti sto ih pokrece i zanima. Moze biti zadovoljan jer je primjenom
konstrukcija obogatio svoj sat i bio kreativan. Jasno je zasto origami dobiva vazno
mjesto u matematici.

Huzitini aksiomi, trisekcija kuta, duplikacija kocke ...sve to postaje matematicka
svakodnevica. Mozda jo$ nismo svjesni koristi koju nam ova tema donosi, ali origami
sigurno i dokazano moze rijesiti brojna matematicka pitanja.
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6. Summary

Origami constructions with its simple use in the class represents the challeng for both,
pupils and the teachers at the same time. Pupils praise new teaching technica and
new way of work. They feel motivated and try to be successful in constructing models.
They compete in speed and efficiency with each other. It would be preferable for them
to keep the model at the end of the class (they have done it with their own hands).
The teacher, who made origami part of his lecture, has the opportunity to watch his
students carefully while they are working. It is good chance for him or her to see what
moves them to go on with work, what and how they feel while working. The teacher
can be satisfied because his class is enriched and creative.

It is clear now why origami finds important place in the mathematics. Huzita’s
axioms, trisection of the angle, cube duplication and other constructions become mat-
hematical reality. We are not aware of all the possibilities, but origami can solve many
mathematical questions.
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