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Uvod

Pogledamo 1i povijest razvoja matematickih ideja i koncepata te potrazimo li
i istaknemo matematicare koji su najvise doprinijeli tom razvoju, ne¢emo se izne-
naditi kada na toj listi pronademo Arhimeda, najve¢eg kreativnog genija antickog
svijeta, ¢ovjeka koji je tako spretno i s lako¢om povezivao matematiku, fiziku i as-
tronomiju, teoriju i praksu te koji je podigao grcku, ali i svjetsku matematiku na
potpuno novu razinu. Kako njegova prava veli¢ina vise ne bi bila skrivena u sjeni
jednom mozda izre¢enog ,, Heureka“, u ovom radu Arhimed je prikazan u svjetlu svo-
jih najve¢ih dostignuca koja, ako se pomno prouce, mogu samog c¢itatelja potaknuti
na veéu inovativnost kako u matematickim dokazima tako i u primjeni matema-
tike. Iz tog razloga iz njegovog cjelokupnog opusa bit ¢e predstavljeni najvazniji
rezultati zajedno s njihovim strogim ili opisnim dokazom. Sam rad je prema glav-
nim rezultatima iz njegovih (dosad) pronadenih djela podijeljen u nekoliko poglavlja
prema razlicitosti tema kojima se bavio. Napomenimo samo da iako je Arhimed i
u fizici i astronomiji postigao mnoge rezultate, oni, osim onih klju¢nih za dokaze
matematickih tvrdnji, nece biti opisani u ovom radu.

U prvom poglavlju opisane su poznate ¢injenice iz njegova zivota te s njim usko
povezane neke legende. Takoder, opisani su i njegovi glavni radovi, nesto vise pisano
je o onima koji se u radu nece detaljnije obraditi.

Arhimedov nac¢in dokazivanja tvrdnji iz podru¢ja ravninske i prostorne geome-
trije, poseban je po tome Sto za svaku tvrdnju osim geometrijskog dokaza provodi
i mehanicki dokaz, tocnije, do same tvrdnje dolazi pomoéu mehanickog dokaza,
koji potom potkrepljuje strogim geometrijskim dokazom, metodom ekshaustije te
dvostrukim reductio ad absurdum. Rezultati opisani u drugom i tre¢em poglav-
lju (povrsina kruga, aproksimacija broja m, povrsina odsjecka parabole) citatelja ¢e
upoznati s geometrijskim dokazom, a oni opisani u ¢etvrtom i petom poglavlju (vo-
lumen kugle, teziste trokuta) s mehanickim dokazom tj. dokazom pomocéu tezista
likova i zakona poluge. Citajuéi navedena poglavlja dobro bi bilo promotriti kako je
Arhimed bio samo korak do otkri¢a diferencijalnog ra¢una te uvidjeti kako njegovi
dokazi jako nalikuju na danasnje dokaze.

Posljednja dva poglavlja opisuju dva zanimljiva problema. Prvi, neobi¢nog na-
ziva, je iz podrucja teorije brojeva i prikazuje kako jednostavno postavljen problem,
poslan kao pismo poznatom matematicaru i astronomu Eratostenu, moze prijeci

u problem ogromnih razmjera, rjesiv djelomiéno s matematikom razvijenom u 19.



stolje¢u, a potpuno tek s razvojem racunalne tehnologije. Drugi problem vezan je
uz Arhimedov sustav oznacavanja (velikih) brojeva te opisuje cjelokupan postupak
rjeSavanja matematicko - astronomskog problema, racunanja broja zrnaca pijeska
u svemiru, kojim Arhimed pokazuje snagu svog sustava. Postupak rjesavanja tog
problema sadrzi sve korake jednog istrazivackog projekta kojeg bi lako mogli pratiti
i provesti ucenici zavrsnih razreda srednje skole.

Kako se grcka matematika u nekim osnovnim crtama razlikuje od danasnje,
moguce je da ¢e nacin oznacavanja elemenata, postavljanje jednadzbi, izrazavanje
velicina ili tijek dokazivanja ¢itatelju biti nejasni ili zbunjujuéi, ali za taj dio bilo bi
potrebno napisati jos jedan dodatan rad ili prouciti povijest razvoja matematickih
oznaka i algebre npr. u knjigama Povijest matematike 1 i 2 autorice F. M. Briickler.



1 O Arhimedu

1.1 Arhimedov Zivot

Greki matematicar, fizicar i astronom Arhimed djelovao je u 3.stoljeéu prije
Krista u isto vrijeme kada i astronomi Eratosten i Aristarh sa Samosa i netom prije
velikog matematicara Euklida. Euklid je u povijesti matematike poznat po svojih
13 knjiga objedinjenih pod jednim imenom FElementi koje predstavljaju sintezu sve
dotad poznate matematike. Arhimedu su prethodili Tales, pitagorejci, Zenon, De-
mokrit, Platon te mnogi koji su se bavili rjesavanjem tri klasicna grcka problema
(udvostrucenje kocke, trisekcija kuta i kvadratura kruga) u ¢emu je i Arhimed dao
doprinos.

O detaljima Arhimedova zivota ne zna se mnogo, a zbog legendi koje ga okruzuju
ni oni nisu pouzdani. Prema nekim podacima, roden je 287.pr.Kr.u Sirakuzi,
grckom naselju na jugoistoénoj obali Sicilije te najvetem gradu u tadasnjem he-
lenistickom svijetu. Njegov otac Fidija, astronom i matematicar, zainteresirao ga
je za matematiku, a zbog izravne veze s tadasnjim kraljem Sirakuze Hijeronom II.
omogucio je Arhimedu da se, nakon povratka iz Egipta, nesmetano bavi matema-
tikom. Arhimed se za vrijeme svoga boravka u Egiptu i, prema nekim izvorima,
studiju u najvecem srediStu znanosti onoga svijeta, Aleksandriji, susreo s mnogim
poznatim matematicarima s kojima je kasnije razmjenjivao ideje i svoja otkrica.
Vecina njegovih djela napisana je upravo u obliku pisama. Arhimed bi drugim ma-
tematicarima prvo poslao tvrdnju svojih rezultata, zele¢i da se oni sami okusaju u
dokazivanju dane tvrdnje, a potom bi uslijedila njegova cjelokupna rasprava s danim
dokazom. Na taj nac¢in Arhimed se dopisivao s Eratostenom, Kononom sa Samosa
i njegovim ucenikom Dositejem. Ovu praksu kasnije su upotrebljavali i ostali mate-
maticari te na taj nacin distribuirali i provjeravali svoje rezultate.

Ostatak svog zivota Arhimed je proveo u Sirakuzi gdje se u pocetku bavio samo
teorijskom matematikom i u skladu s tim napisao nekoliko djela no zbog raznih
potreba toga grada a i zbog izazova koje mu je postavio kralj Hijeron, izumio je i
nekoliko mehanickih sprava: Arhimedov vijak, polugu, Arhimedov koloturnik itd.
Zbog potreba dokazivanja nekih svojih tvrdnji vezanih za velike brojeve, Arhimed
je dosao i do novih rezultata u astronomiji. Kasnije, za vrijeme rimske opsade
Sirakuze, konstruirao je razna obrambena sredstva, kao sto je dizalica za dizanje i
bacanje brodova, katapult za bacanje velikog kamenje te prema legendi i tzv. zrake

smrti, paraboli¢no zrcalo za paljenje brodova koji bi se priblizavali obali.



Kao i dobar dio njegova zivota i njegova smrt okruzena je s nekoliko legendi, ali
je sigurno da je umro 212. pr. Kr. kada je Sirakuza pala. Prema jednoj od legendi,
rimski general Marko Klaudije Marcel (oko 268.-207. pr. Kr.) naredio je da mu
dovedu Arhimeda zivog i neozlijedenog kako bi mogao iskoristiti njegove ideje u
korist Rima, no jedan vojnik, iz nepoznatih razloga, nije ispoStovao njegovu naredbu
i ubio je Arhimeda. Vjeruje se da je tom prilikom Arhimed bio obuzet zadatkom te
stoga nije primje¢ivao da mu se priblizava vojnik, a kada je ovaj nasrnuo na njega,
on ga je zamolio da "ne dira njegove krugove” koje je netom prije nacrtao u pijesku,
razmatrajuéi geometrijski problem. Vojnik nije htio slusati tuda naredenja, te je
izvukao mac i usmrtio Arhimeda. Marcel je, zaleci zbog njegove smrti, odlucio podiéi
spomenik Arhimedu. Na tom spomeniku uklesana je kugla i valjak jer je Arhimed
jednom prilikom to zatrazio od prijatelja smatrajuéi otkri¢e veze volumena kugle
i volumena valjka svojim najveéim otkricem. Gotovo dva stoljeca kasnije, rimski
govornik Marko Tulije Ciceron (106.-43.pr.Kr.) wuspio je pomocu ove Cinjenice
identificirati njegov grob, pronalaze¢i ga u potpuno zapustenom stanju. Nakon
toga, grob je nestao i njegova to¢na lokacija do danas je nepoznata. Stanovnici
grada Sirakuze grob su ostavili u zapustenom stanju jer nisu prepoznali Arhimedovu
genijalnost; za veé¢inu njegova djela bila su tesko razumljiva, a njegov pristup nov i

preinovativan za njihova shvac¢anja.

1.2 Arhimedova djela

Kada bismo danas pregledali naslove i sadrzaje Arhimedovih djela primjetili bi
da se on bavio nizom razli¢itih tema te im pristupao na vidno drugaciji nac¢in nego
dotada$nji matematicari. Osim toga, da su njegova djela objedinjena i o¢uvana
odmah poslije njegove smrti i u tom obliku bila dostupna kasnijim generacijama
matematicara, danasnja povijest matematike zasigurno bi tekla drugacije, narocito
otkri¢e diferencijalnog i integralnog racuna. No, to nije bio sluc¢aj. Desetak djela
koja su dosla do nas oc¢uvali su bizantinski matematicari u Konstantinopolu izmedu
6. i 10. stoljeca. Iako je njihov cilj bio skupljanje i kopiranje njegovih sada veé¢
rasprsenih djela, zbog jezi¢nih transformacija sa sicilijsko-dorskog na aticki grcki
ona su izgubila svoju originalnu formu.

Za razliku od Euklida, koji je pretvarao postoje¢i materijal u sistematizirano
djelo koje bi svaki educirani u¢enik mogao razumjeti, Arhimed se usmjerio na male

rasprave ogranicenog dosega namijenjene najcjenjenijim matematicarima toga doba.



Zbog toga, djela koja su ga ucinila besmrtnim nikada nisu bila popularna u antici.
Brojimo nekoliko manjih te devet opseznih djela: O kugli i valjku, O mjerenju
kruga, O ploveéim tijelima, O ravnotezi u ravnini, O kvadraturt parabole, O kono-
tdama i sferoidama, O spiralama, Pjescanik i Metoda. Ukratko ¢emo opisati ta
djela, a kasnije ¢e neki rezultati biti istaknuti i detaljnije obradeni.
U raspravi O kugli i valjku napisanoj u dva dijela kojom se obraca Dositeju iz
Peluzija, studentu u Kononu na otoku Samosu, navodi medu ostalim svoje glavne

rezultate: oplosje kugle radijusa r je Cetiri puta ve¢e od povrSine njezinog najveceg
2
3

Kratko djelo O mjerenju kruga, takoder napisano Dositeju, vrlo je vazno jer je

kruga i volumen kugle iznosi £ volumena valjka opisanog kugli.

u njemu dana aproksimacija vrijednosti broja 7, tj. omjera opsega kruga i njegovog
223
71

pristup rac¢unanju vrijednosti broja , koji se sastoji od upisivanju i opisivanju pra-

promjera (7 je veéi od i manji od 2) te izracunata povrsina kruga. Arhimedov
vilnih mnogokuta s velikim brojem stranica, koristen je sve do razvoja beskonacnih
nizova u Indiji tijekom 15. stolje¢a i u Europi tijekom 17. stoljeca.

O ploveéim tijelima je prvo poznato djelo (u dvije knjige) o hidrostatici i Arhi-
med se smatra njezinim osniva¢em. Svrha hidrostatike je ustanoviti poziciju koju
razli¢ita tijela, na osnovu njihovog oblika i varijacije specificnih gravitacija, zauzi-
maju ploveci. U prvoj knjizi utvrdeni su glavni principi, od kojih nam je najpoznatiji
Arhimedov princip: tijelo, gusée od tekuéine, postavljeno u tekuéinu bit ¢e lakse za
iznos istisnute tekucine. Arhimed takoder daje zakon ravnoteze tekucina te doka-
zuje da ¢e voda poprimiti kruzni oblik oko tezista, Sto se moze shvatiti kao pokusaj
objasnjavanja teorije da je Zemlja okrugla. U drugom dijelu, ra¢una polozaj rav-
noteze dijelova paraboloida, Sto su najvjerojatnije bile idealizacije oblika brodskih
korita.

Djelo O ravnotezi u ravnini sastoji se od dvije knjige pri ¢emu prva sadrzi 15
propozicija i 7 postulata, a druga 10 propozicija. U njima je objasnjen zakon poluge:
veli¢ine su u ravnotezi na udaljenostima obrnuto proporcionalnim njihovoj masi,
te su izvedeni principi za racunanje povrSina i tezista raznih geometrijskih oblika
ukljucujudi trokute, paralelograme i odsjecke parabole.

U djelu O kvadraturi parabole Arhimed demonstrira prvo mehanickom metodom,
a potom konvencionalnim geometrijskim metodama da je povrSina odsjecka parabole
% puta veca od povrsine trokuta s jednakom bazom i visinom kao i odsjecak.

Djelo O konoidama i sferoidama sadrzi 32 propozicije te govori o odredivanju

volumena odsjecka tijela dobivenih rotacijom konika (krug, elipsa, parabola i hiper-



bola) oko svoje osi §to u danasnjim terminima spada u probleme integriranja.
Rasprava O spiralama s 28 propozicija donosi mnoga svojstva tangenti te se

bavi svojstvima krivulje danas poznate pod nazivom Arhimedova spirala. Arhimed

ju definira na sljedeé¢i nacin: ako polupravac s fiksnom pocetnom tockom rotira jed-

nolikom brzinom u ravnini dok se ne vrati u pocetni polozaj te ako se u isto vrijeme

dok polupravac rotira, tocka kreé¢e jednolikom brzinom duz polupravca, polazeci

od fiksne tocke, tada ¢e ta tocka opisati spiralu u ravnini. Arhimed pokazuje da

a27r

povrsina dijela te spirale koji nastaje tokom jednog punog okreta iznosi “*.

(=

Slika 1: Arhimedova spirala s 3 puna okreta

Arhimedov Pjesc¢anik sadrzi novi sustav zapisivanja brojeva veé¢ih od 100 mili-
juna, za koje grcki matematicari jos nisu nasli oznaku. Arhimed je koristio proceduru
brojanja u jedinicama od 10 000 mirijada $to je 10% u nagoj notaciji. Kako bi de-
monstrirao da njegov sustav zapisivanja moze adekvatno opisati vrlo velike brojeve,
odlucio je izbrojiti koliko je zrnaca pijeska potrebno da ispuni svemir. Za potrebe
izracuna, Arhimed konstruira posebnu spravu za mjerenje kuta promjera Sunca.

Pocetkom 20. stoljeca, 1906. godine, gotovo sluc¢ajno otkriveno je jos jedno Arhi-
medovo djelo i to u knjiznici samostana u Konstantinopolu. Danski filolog, Johan
Ludvig Heiberg, dosao je u Konstantinopol zbog tvrdnje da je pronaden rukopis iz
desetog stolje¢a napisan na ranijem matematickom sadrzaju. Negdje izmedu dvana-
estog i cetrnaestog stoljeca, redovnici su isprali raniji tekst kako bi napravili mjesta
za kolekciju molitvi i liturgija, sto je tada bila ¢esta praksa zbog visoke cijene per-
gamenata. Na srecu, vecina se izbrisanog sadrzaja mogla desifrirati s povec¢alom.
Rukopis sadrzava fragmente mnogih Arhimedovih djela koja su ve¢ bila poznata,
no sadrzava i jedinu kopiju uglavnom nepoznatog djela Metode, za koje se dotad
smatralo da je nepovratno izgubljeno. Poslano kao pismo Eratostenu, sadrzavalo

je odredene matematicke rezultate koje je Arhimed dotad iznio bez dokaza; ono je



obavijestilo Eratostena o metodi koja je koristena u dokazivanju tih i mnogih drugih
zakljucéaka. Prethodeéi modernom integralnom racunu, Arhimed je konstatirao da su
povrsine " gradene” od beskonac¢no mnogo paralelnih linija te da su rotacijska tijela
"popunjena” krugovima. Iako njegova Metoda pokazuje da je do formula za oplosje
i volumen kugle dosao ”"mehanickim” razmisljanjem ukljucujuc¢i beskona¢nost, on ne
smatra takvo intuitivno razmisljanje dokazom te u svojim pravim dokazima rezultata
u djelu O kugli © valjku koristi samo strogu metodu uzastopnih konaé¢nih aproksi-

macija tzv. metodu ekshaustije, do koje je dosao Eudoks s Knida u 4. st. pr. Kr.
! 3| "-.
|I | ||I I ‘)L'J
i T
@‘J @ 3

Slika 2: Arhimedovih 13 polupravilnih poliedara

Arhimed je napisao i neka druga djela koja nisu sa¢uvana, ali se za njih zna zbog
referenci drugih kasnijih autora; traktat o katoptici, u kojem se raspravlja medu
ostalim o fenomenu refrakcije; o 13 polupravilnih poliedara (Slika 2) sastavljenih od
dva ili vise pravilnih mnogokuta; o Problemu stoke. Ovo posljednje djelo sacuvano
je u formi grékog epigrama i predstavlja vrlo zahtjevan racunski problem sa ¢ak
8 nepoznanica. Arhimed ga je napisao Eratostenu kako bi ga izazvao da prebroji
svu stoku u stadu na suncu tako Sto Ce rijesiti istovremeno nekoliko diofantskih
jednadzbi. Postoji jos teza verzija problema u kojoj se za neke brojeve zahtjeva da
budu kvadratni. Ovu verziju problema prvi put je rijesio A. Amthor 1880. i odgovor
je vrlo velik broj, priblizno 7.760271 - 10206544,

Takoder, postoje neki radovi u arapskom prijevodu pripisani Arhimedu koje on
nije mogao napisati iako sadrze neke njegove elemente. Neki od tih su radovi o
upisivanju pravilnog sedmerokuta u krug, zatim Zbirka lema te djela O dodirujucim
krugovima i Stomakion, koje govori o kvadratu podjeljenom u 14 dijelova za igru

puzzli.
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2 O mjerenju kruga

Od Arhimedovih radova poznatih u srednjem vijeku, najpopularnija je i ujedno
prva prevedena na latinski jezik kratka rasprava O mjerenju kruga. Rasprava ukljucuje
tri propozicije podijeljene u dva dijela, a pretpostavlja se da je ona dio opseznijeg
Arhimedovog rada koji obuhvaéa i aproksimaciju kvadratnih korijena. Cilj prvog
dijela je pokazati kako se povrSina kruga moze izracunati ¢im se poznaje njegov
opseg. U drugom dijelu aproksimira se broj 7w koristenjem tehnike izlozene u dokazu

u prvom dijelu.

2.1 Povrsina kruga
Prvi dio zapocinje sljede¢om propozicijom:

Propozicija 1 Povrsina kruga jednaka je povrsini pravokutnog trokuta kojemu je

jedna kateta radijus, a druga opseg kruga.

Ideja dokaza gotovo slijedi ideju Euklidovog dokaza teorema koji tvrdi da je
povrsina kruga proporcionalna kvadratu njegova promjera (Euklidovi Elementi, Knji-
ga XII, Teorem 2). U Euklidovom dokazu povrsina kruga omedena je odozdo i
odozgo s povrsinom upisanih i opisanih mnogokuta sa sve veéim brojem stranica,
dok je u Arhimedovom na slican nacin ogranicen opseg. Navedene su dvije tvrdnje
tako povezane, da ukoliko je Arhimedova istinita, iz nje Euklidova slijedi kao ¢ista
posljedica.

Propoziciju, u algebarskoj formulaciji gdje je povrsina kruga jednaka 772, a nje-

gov opseg 27r, mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
2 _
mre = 3 r-2mr.

Kako u antici algebra nije bila tako razvijena niti su se realni brojevi shvacali kao
danas, ne treba nas ¢uditi da su stari Grei ¢esto vise radili s omjerima veli¢ina nego
samim veli¢inama. Na primjer, oni ne bi izrazili povrSinu pravokutnika kao ”osnovica
puta visina” ve¢ bi tvrdili da paralelogram ima istu povrsinu kao pravokutnik s
jednakom bazom i visinom. Stoga je i gornja propozicija izrecena na taj nacin -
izjednacuju se dvije povrsine. Napomenimo i da sam Arhimed nije koristio simbol
m, Stovise nije ga koristio niti jedan grcéki matematicar. Taj simbol je zapravo prvo
slovo grcke rijeci za opseg perimetros, a kao sluzbeni simbol za omjer opsega kruga

i njegovog promjera usvojen je tek 1748. godine.
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Sam Arhimedov dokaz bazira se na sljede¢em: potrebno je izvoditi neki poten-
cijalno beskonacan proces dok se ne dogodi nesto Sto ¢e ga zaustaviti. Otkri¢e ove
tehnike, metode iscrpljivanja ili ekshaustije Arhimed je implicitno pridao Eudoksu.

Za dokaz Propozicije 1 trebat ¢e nam sljedec¢e pretpostavke koje navodimo bez
dokaza:

Pretpostavka 1 Pouvrsina kruga veca je od pouvrsine bilo kojeg njemu upisanog

mnogokuta.

Pretpostavka 2 Pouvrsina kruga manja je od povrsine bilo kojeg njemu opisanog

mnogokuta.

Pretpostavka 3 Za svaki krug postoji duzina veéa od opsega bilo kojeg tom krugu
upisanog mnogokuta © manja od opsega bilo kojeg tom krugu opisanog mnogokuta: to
je opseg kruga.

Dokaz Propozicije 1:
Neka je dan krug K povrsine Py i trokut T" kojemu je jedna kateta jednaka radijusu,
a druga opsegu kruga K i oznacimo njegovu povrsinu s Pr. Kao i vetina dokaza
metodom ekshaustije, i ovaj se sastoji od dva dijela. U prvom ¢emo pokazati da
povrsina kruga K ne moze biti vec¢a od povrsine trokuta 7', a u drugom da ista ne
moze biti manja. Prema tome, ostaje jedino mogucénost da su te povrsine jednake.

I. Neka je povrsina kruga K veca od povrSine trokuta T, tj.vrijedi Px > Pr.
Neka su My, Mg, Mg, itd. krugu upisani pravilni mnogokuti (Slika 3) dobiveni na
sljede¢i nacin: My je kvadrat, Mg je pravilni osmerokut konstruiran raspolavlja-
njem kruznih lukova naspram stranica kvadrata M, i spajanjem dobivenih tocaka
s vrhovima navedenog kvadrata te opcenito mnogokut Ms. je mnogokut s 2" stra-
nica dobivenih raspolavljanjem kruznih lukova naspram stranica kvadrata Man-1 i
spajanjem dobivenih tocaka s vrhovima kvadrata Mayn-1.

Kako je Px > Pr tj. Pk — Pr > 0, prema Pretpostavci 1 postoji n takav da
vrijedi

0 < Px — Pumy < Px — Pr,

gdje je P, povrsina mnogokuta Man. 1z toga slijedi
PT < PMQn-

Nadalje, ako je AB stranica upisanog mnogokuta M= i N njeno poloviste, spojnica
sredista C' kruga K s N bit ¢e okomita na AB, pa je |CN| < r, gdje je r radijus
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Slika 3: Krugu upisan pravilni kvadrat, osmerokut i Sesnaesterokut

kruga. Kako je prema Pretpostavci 3 opseg kruga K, oznac¢imo ga s O, veci od
opsega svakog upisanog mnogokuta, za povrsinu upisanog mnogokuta Mayn slijedi
. |AB|-|CN]| 2" |AB| r-O
Py =27 = > <
Sto je kontradiktorno s prethodnim dobivenim rezultatom Pr < Py,,. Stoga mora
vrijediti PK S PT.
IT. Neka je Px < Pr. Neka su N4, Ng, Nyg, itd. krugu K opisani pravilni mno-

= |CN| - K — pp,

gokuti (Slika 4), pri ¢emu je Ny opisan kvadrat, a Ng opisan osmerokut dobiven na
sljedeéi nacin: polozimo tangentu na kruznicu kruga K u tocki sjecista kruznice i
pravca koji spaja srediste kruga K i vrh kvadrata N4, to napravimo za svaki vrh,
a zatim spojimo tocke tog sjecista i tocke u kojima tako dobivene tangente sijeku
stranice kvadrata. Ostali opisani mnogokuti No» s 2" stranica dobiju se na analogan

nacin.

Slika 4: Krugu opisan pravilni kvadrat, osmerokut i Sesnaesterokut
Kako je Py < Pr tj. Pr — Px > 0, prema Pretpostavci 1 postoji n takav da
vrijedi
Pr > Pn,,,
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gdje je Pu,, povrsina mnogokuta Ni». Nadalje, ako je AB stranica opisanog mno-
gokuta No» tada prema Pretpostavci 3 za povrSinu opisanog mnogokuta No» slijedi

|AB|-r _ r-Og
Py, =2"- > = Pr,
No 5 5 T
sto je pak kontradiktorno s prethodnim dobivenim rezultatom Pr > Py, .
Bududi dakle da nije ni Px < Pr ni Pr < Pk slijedi Px = Pr. O

2.2 Aproksimacija broja m

Kako bi izra¢unao omjer opsega kruga i njegova promjera, odnosno broj =, Ar-
himed nanovo razmislja u terminima Eudoksove metode: opseg kruga lezi izmedu
krugu upisanih i opisanih pravilnih mnogokuta s n stranica te ako se n s jedne
strane povecava, s druge se strane odstupanje opsega kruga od opsega mnogokuta
smanjuje. Na ovaj nacin postupno se "iscrpljuje” povrsina izmedu mnogokuta i
kruga, ali, samo do odredene granice, do zadovoljavajuce razine toc¢nosti. Treba na-
pomenuti da iako se krug moze smatrati kao limes upisanih ili opisanih mnogokuta,
Grci nikada nisu dosli do pojma limesa.

Aproksimaciju broja 7 Arhimed zapoc¢inje s krugom dijametra d = 1, za koji bi
prema definiciji broja 7 opseg O bio jednak upravo 7. Zatim tom krugu upisuje i
opisuje pravilan Sesterokut zbog lakoce njegove konstrukcije. Za upisani Sesterokut
potrebno je iz bilo koje tocke na kruznici oznaciti tetive jednake radijusu kruga sve
dok se ne dobije svih 6 vrhova. Kada bi sada u tim tockama konstruirali tangente,
dobili bi novi Sesterokut koji opisuje krug. Koristenjem elementarne geometrije i
trigonometrije (Euklidovi Elementi, Knjiga II, Teoremi 12 i 13) , Arhimed zakljucuje
da je duljina stranice upisanog Sesterokuta %, a duljina stranice opisanog Sesterokuta
\/Lg. Nadalje, opseg upisanog Sesterokuta manji je od opsega kruga i iznosi 6 - % =3.
S druge strane, opseg opisanog Sesterokuta veci je od opsega kruga i iznosi \% Sto
Arhimed zaokruzuje na 3.46 jer v/3 omeduje s

265 1351
<3<

153 780
Na ovaj nac¢in dosli smo do nejednakosti
3 << 3.46,

koja ¢e posluziti za generiranje sve preciznijih nejednakosti za broj 7. Kako bi ubrzao

postupak, Arhimed je pronasao nac¢in kako ocijeniti opseg mnogokuta sa duplo vise
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stranice, stoga je takve mnogokute posebno razmatrao. Od pravilnog Sesterokuta,
pravilni upisani dvanaesterokut konstruirao je raspolavljanjem kruznog luka nas-
pram svake stranice Sesterokuta te spajanjem odgovaraju¢ih dobivenih tocaka i ori-
ginalnih vrhova Sesterokuta. Na analogan nacin, Arhimed je od pravilnog dvanaes-
terokuta dobio pravilne mnogokute sa 24, 48 i kona¢no 96 stranica; mogao je i¢i i
dalje, ali racun je postao prezahtjevan te donekle i nepotreban - posljednja ocjena
smjestila je 7 izmedu 3.14084. .. i 3.14285... odnosno izmedu 3 + ;—(1) i3+ % Ovaj
posljednji rezultat zapisuje u obliku iduée propozicije, najvaznije u njegovom djelu:

Propozicija 2 Opseg kruga tri puta premasuje dijametar za dio koji je mangi od %,
ali vecéi od ;—(1).

Kao sto smo naveli, kljucan korak u racunu je prijelaz s n-stranih na 2n-strane
mnogokute sto je Arhimed ucinio koristenjem formula za harmonijsku i geometrijsku
sredinu. Ako bi s o, oznacili opsege upisanih, a s O,, opisanih pravilnih mnogokuta
s n stranica, za opseg kruga O vrijedilo bi:

06<012<024<048<096<...<On<O

0<0,<...<0g5 <048 <094 <O1q < Og.

Mozemo primjetiti da su nizovi (0,) i (O,) omedeni i monotoni, stoga oba imaju
limes i on iznosi O. Clanove niza (Os,) dobijemo kao harmonijsku sredinu ¢lanova

niza (0,) 1 (Oy):
20,0,

= ot 0y

a ¢lanove niza (09,) kao geometrijsku sredinu ¢lanova niza (0,,) i (Oa,):

O2n = V OnOQn-

Stoga, Arhimed je trebao samo ubaciti pocetne aproksimacije og = 3 1 Og = 3.46

OQn

te koristenjem navedenih rekurzivnih relacija racunati redom opsege zavrsno s Ogg
i 096

Arhimedovi rezultati dobivaju na znac¢aju uzmemo li u obzir da je na raspolaga-
nju imao minimalno razvijenu algebru, kompliciran na¢in racunanja s razlomcima te
da je morao raditi s brojnim aproksimacijama iracionalnih veli¢ina, a uz to nije imao
mogucnost koristenja limesa. Napomenimo i to da je njegova metoda aproksimacije

broja m s mnogokutima postala najdominantniji nac¢in odredivanja znamenki broja
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7 u narednih nekoliko stolje¢a. Danas u istu svrhu koristimo algoritme temeljene
na ideji beskonac¢nih nizova i naprednoj racunalnojj tehnologiji.
Primjenu dobivenog rezultata mozemo vidjeti u trecoj i posljednjoj propoziciji

gdje se za opseg kruga uzima O = 3% = %

=
N

Slika 5: Krug K i njemu opisan kvadrat CDEF

Propozicija 3 Omgjer povrsine kruga i povrsine kvadrata stranice jednake njegovu

polumgeru je priblizno 11 : 14.

Dokaz:
Neka je dan krug K promjera AB i neka je CDEF kvadrat opisan tom krugu.
Produljimo stranicu C'D preko vrha D do tocke G te tocke H (Slika 5) tako da je

1
DG| = 2(CD| i |GH| = Z|CD].

Za omjer povrsina trokuta AACH i AACD vrijedi

Pracu 5 |AC]-(3+37)|[CD| _ 22

Paacp $|AC|-|CD 7

Sto zajedno s
Pocper =4+ Paacp,
daje iduc¢i omjer
Ppace  Ppacn 1 22 11

Pocppr 4 -Paacp 4 7 147

Uzimanjem aproksimaciju za opseg kruga iz Propozicije 2, povrsina kruga K pri-

blizno je jednaka povrsini trokuta AACH te je stoga omjer povrSine kruga K i
kvadrata CDEF priblizno 11 : 14. !
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3 Kvadratura parabole

Nakon sto je uspjesno savladao problem povrsine kruga i s njim povezane aprok-
simacije broja m, Arhimed se zainteresirao za problem koji, kako sam kaze, nitko
prije njega nije pokusao rijesiti. Radilo se o problemu trazenja povrsine odsjecka
parabole formiranog povlacenjem bilo koje njene tetive. Problem je opisao u svom
djelu O kvadraturi parabole, a pristupio mu je, kao i ostalim slicnim problemima,
na dva nacina; isprva mehanickom metodom, a zatim geometrijskim putem. Ovdje
¢emo opisati samo geometrijsku metodu, a u idu¢em poglavlju upoznat ¢emo se sa
osnovnim crtama njegove mehanicke metode rjesavajuéi problem volumena kugle.

Na pocetku, Arhimed definira nekoliko osnovnih pojmova:

Definicija 1 U odsjecku omedenom ravnom linijom i bilo kojom krivuljom nazi-
vamo ravnu liniju osnovicom, a visinom najvecu okomitu udaljenost krivulje od
osnovice odsjecka, te vrhom tocku na krivulji ¢ija je okomita udaljenost od osnovice

odsjecka najveca.

Kroz sljedece propozicije postupno iscrpljuje povrsinu odsjecka parabole uspisi-
vanjem trokuta s osnovicama duljine jednake duljini duzine koja odsjeca parabolu i
visine jednake visini odsjecka (pri svakom novom trokutu dobivaju se novi odsjecci
parabole te time nove osnovice i visine odsjecaka). U danim propozicijama pod poj-
mom promjer krivulje drugog reda podrazumijevamo spojnicu polovista medusobno
paralelnih tetiva te krivulje. Posebno, ako se radi o paraboli, tada su svi njezini

promjeri paralelni s njezinom osi.

Propozicija 1 Ako je AB osnovica odsjecka parabole, a V tocka polovista AB i
ako promger kroz V' sijece krivulju u tocki C, tada je C vrh odsjecka. (Slika 6)

Propozicija 2 Ako je AB osnovica parabole raspolovljena promjerom CV gdje je
V tocka polovista AB i ako je DM duZina parelelna C'V koja raspolavlja BV u M
i DW okomica iz D na CV (Slika 7), tada je

4

Propozicija 3 Ako je AB osnovica, a C vrh odsjecka parabole, tada je trokut
ANABC veéi od polovice odsjecka parabole.
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Slika 6: C' je vrh odsjecka Slika 7

Propozicija 4 Ako je AB osnovica, a C vrh odsjecka parabole i D vrh odsjecka s

osnovicom CB tada je

Prapc = 8- Pacip-

Propozicija 5 Ako je Si, So, S3, ... niz povrsina od kojih je svaka u redu cetiri
puta veca od sljedece i ako je najveca Sy jednaka povrsini trokuta NABC upisanog
u odsjecak parabole ABC' ¢ija je osnovica i visina jednaka osnovici i visini odsjecka,
tada

S1+ Sy + S3+4 ... < povrsina odsjecka ABC..

Naime, zbroj povrsina trokuta ACBD (Slika 8) i AACE gdje je E vrh odsjecka
parabole s osnovicom AC je 4 puta manji od povrdine trokuta AABC, stoga je u
nizu povrsina S, Ss, S3, ... svaka Cetiri puta veca od sljedece.

S

S:

S:
Sé

Slika 8: Trokuti AABC i ACBD Slika 9: Povrsina S, = S, 1.
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Propozicija 6 Ako je dan niz povrsina Sy, Ss, S3, ... Sk, od kojih je najveca
povrsina Sy, a svaka je cetiri puta veca od sljedece u nizu, tada vrijedi

1 4
Kao vizualni dokaz navedene propozicije moze nam posluziti Slika 9.

Propozicija 7 Pouvriina svakog odsjecka omedenog parabolom i tetivom AB jednaka

je % povrsine trokuta koji ima istu osnovicu kao odsjecak i jednaku visinu.

Dokaz:
Neka je K = %PAABC, gdje je C' vrh odsjecka; trebamo dokazati da je povrSina
odsjecka jednaka K tj. da nije ni manja ni veca od K.

I. Pretpostavimo da je povrsina odsjecka veca od K. Ako bi u odsjecke cije su
osnovice tetive AC' i OB upisali trokute s istim osnovicama i jednakom visinom, tj.
s vthovima D i F koji su i vrhovi odsjecka, i ako u preostalim odsjeccima upisemo
trokute na isti nacin, i tako dalje, preostat ¢e nam odsjecci ¢iji je zbroj povrsina
manji od povrsine dijela kojim odsjecak ABC nadilazi K. Stoga povrsina formiranog
mnogokuta mora biti ve¢a od K; no to je nemoguce jer je po Propoziciji 6

4

1 4
Sl+SQ+Sg+...+Sk+§Sk:§;91:§PAABC.

Stoga povrsina odsjecka ne moze biti veca od K.

I1. Pretpostavimo, da je povrsina odsjecka manja od K. Ako bi oznacili Paapc =
S1, Sy = ;1151, S3 = iSz i tako dalje dok ne dodemo do povrsine .S, koja je manja
od razlike povrsina K i odsjecka ABC', dobili bi

1 4
51+SQ+S3+...+STL+§S”:gslzK.

Sada, kako je K vedi od Sy + S5 + S3 + ...+ .5, za povrsinu manju od .S, i veci od

povrsine odsjecka ABC' za povrsinu vecu od S, slijedi da je
S1+ Sy + S35+ ...+ S, > povrsine odsjecka ABC,

Sto po Propoziciji 5 nije moguce. Dakle, povrsina odsjecka nije manja od K. Kako
povrsina odsjecka nije ni manja ni vec¢a od K, slijedi

4
povrsina odsjecka ABC = K = §PAABC’-
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4 O kugli i valjku

Napomenuli smo kako ¢emo se u ovom poglavlju pokusati vise osvrnuti na me-
hanicku metodu kojom je Arhimed inace prvo dokazivao svoje rezultate. Metodu
¢emo upoznati rjesavajuci problem volumena kugle; problem koji je Arhimed sma-
trao toliko vaznim da je njegovo rjesenje zelio ugravirati na svoj nadgrobni spomenik.
Osim toga, u sklopu njegove knjige ” O kugli i valjku” koja broji 53 propozicije nalazi
se i formula za racunanje oplosja kugle Sto je takoder njegovo veliko otkri¢e stoga
¢emo se upoznati s idejom koju je koristio kako bi rijesio i taj problem.

4.1 Volumen kugle

Mehanicka metoda koju Arhimed koristi oslanja se na zakon poluge koji je upravo
on prvi iskazao: poluga je u ravnotezi kada je moment sile s jedne strane poluge jed-
nak momentu sile na drugoj strani. U nasem sluc¢aju promatrati ¢emo momente pre-
sjeka valjka, stosca i kugle gdje pod momentom presjeka podrazumijevamo umnozak

povrsine presjeka i udaljenosti presjeka od tocke oslonca.

Propozicija 1 Mehanickim metodama moZemo dokazati sljedece tvrdnje:

1. Volumen bilo koje kugle cetiri puta je veéi od volumena stosca s bazom jedna-

kom velikom krugu kugle i visinom jednakom radijusu tog kruga.

2. Volumen wvaljka s bazom jednakom velikom krugu kugle i visinom jednakom

promgeru je % puta veci od volumena kugle.

Dokaz:

Neka je ABCD veliki krug kugle, a AC, BD promjeri tog kruga koji se sijeku pod
pravim kutom. Neka je nacrtan krug s promjerom BD u ravnini okomitoj na AC
i neka je taj krug baza stosca s vrhom u tocki A. Neka je stozac produzen i neka
ga ravnina kroz tocku C paralelna bazi sijece; presjek ée biti krug promjera EF.
Neka je nad ovim krugom kao bazom podignut valjak s visinom i osi AC' i neka je
AC produzena preko vrha A do H, tako da je |AH| = |CA|. Neka se CH smatra
polugom ravnoteZe, pri c¢emu je A njezino poloviste. Povucimo sada bilo koji pravac
M N u ravnini kruga ABC'D paralelan pravcu BD. Neka M N sijece krug u tockama
O i P, promjer AC u tocki S i pravee AE, AF u Qi R. Spojimo tocke A i O. Kroz
M N nacrtajmo ravninu pod pravim kutom na AC'’; ova ravnina sijece valjak u krugu

promjera M N, kuglu u krugu promjera OP i stozac u krugu promjera QR.
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7
N

L M E

Slika 10: Presjek kugle, valjka i stoSca s pripadnim oznakama

Pokazimo da su trokuti AOSA, ACOS i ACOA sliéni. Sva su tri navedena
trokuta pravokutna, a kako je ZAOC kut nad promjerom vrijedi ZAOC = 90°.
Nadalje, ZCAO + ZOCA = 90°, sto iskoristimo za

£50C =90° — LOCA = LCAO,

LAOS =90° — LCAO = LOCA.
Slijedi AOSA ~ ACOS ~ ACOA te posebno

|AC|  |AO|
|AO| — |AS|

Dobiveni omjer, jednakosti |M S| = |AC| i |QS| = |AS| te Pitagorin poucak daju:
|MS| - |SQ| =]AC| - |AS| = |AOF = |OS|* + |SQI*.
Kako je |HA|=|AC|, slijedi

(MS* - |MSP
[MS[-5Q] OS] +15Q[?

|[HA| : |AS| = |AC| : |AS| = |MS]|: |9Q| =

[ MNY? [MNJ?

" |OP]Z+ |OR]2 ~ |OPJ + |ORJ?’
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odnosno

|HA| - (|OP|* + |ORJ?) = |AS| - |MN|?.

Posljednji redak izjednacuje moment presjeka valjka i zajednicki moment presjeka
kugle i stosca: presjek valjka promjera M N, smjesten gdje je, je u ravnotezi oko
tocke A s presjekom kugle promjera OP i presjekom stosca promjera QR zajedno,
ako su navedeni presjeci smjeSteni tako da im je teziste u H.

Primijetimo da smo pri uvodenju oznaka i odnosa izmedu kugle, valjka i stoSca
jedan element neprecizno definirali: pravac M N u ravnini kruga ABC'D paralelan
BD koji sijece duzini AC. Naime, kada bi isti ra¢un proveli za bilo koji drugi pravac
s navedenim svojstvom, ra¢un bi se razlikovao samo u duljini duzine AS odredenoj
polozajem, u ovom slucaju, ne fiksne tocke S. Krajnji rezultat za momente presjeka
valjka te kugle i stoSca zajedno bio bi isti. Upravo zbog toga zakljucujemo kako je
valjak, smjesten gdje je, u ravnotezi oko A s kuglom i stoScem zajedno kada su oni
smjesteni tako da im je teziste u H. Ovo je nista drugo nego primjena Cavalijerijevog
principa: ako dva tijela u prostoru sijecemo skupom paralelnih ravnina te ako su
povrsine presjeka u svakom pojedinom slucaju u istom omjeru, onda su u tom omjeru
i volumeni tih dvaju tijela.

Neka je pravac M N odabran tako da sijece duljinu AC u njezinom polovistu kojeg
oznac¢imo s K. Primijetimo, tocka K je teziste valjka. Iz prethodnih rezultata, za

volumene danih tijela vrijedi
|HA|: [AK| = Viatika © (Viugle + Vitosea aEF)-
No kako je |HA| = |AC| = 2|AK]| zaklju¢ujemo dalje
Vialika = 2+ (Viugle + Vstosca AEF)-

Volumen valjka jednak je tri volumena stosca AEF' iz ¢ega slijedi Vitosca = 2 - Viugle-
Kako je nama potreban stozac ABD, iskoristimo da je |EF| = 2-|BD|, pri ¢emu je
tada

‘/stoéca AEF — 8- ‘/stoéca ABD

te konacno

Vi(ugle =4. ‘/stoéca ABD-

U drugom dijelu Propozicije, promatrajmo valjak V' ¢iji je promjer baze upola

manji od valjka s bazom promjera EF, dok su im visine jednake. U tom slucaju



22

volumen valjka V' manji je cetiri puta. Koristenjem gore dokazanih tvrdnji dobivamo

1 24 3
VV’ = Z‘/;/aljka - Z‘/;toéca ABD — 6‘/;toéca ABD — §x/kugle-

4.2 Oplosje kugle

Propozicija 2 Oplosje kugle radijusa r je cetiri puta veée od pouvrsine mjezinog

najveceg kruga.

Slika 11: Rotacija pravilnog osmerokuta

Neka je K kugla radijusa r. S obzirom na to da je povrSina najveceg presjeka kugle
radijusa r jednaka r?m, gornji rezultat moZemo zapisati ovako Oy = 472r.

Kako je Arhimed dosao do ovakvog zakljucka? U sferu je upisivao sve veci
broj stozaca i krnjih stozaca. Najprije je primijetio da upisivanjem pravilnih 2n-
mnogokuta unutar najveceg presjeka kugle a potom njihovim rotiranjem oko najvece
dijagonale za 360°, nastaje tijelo sastavljeno od 2 stosca i n—2 krnjih stozaca (na Slici
11 rotacijom pravilnog osmerokuta oko najvece dijagonale nastaje tijelo sastavljeno
od 2 stosca i 2 krnja stosca).

Metodom ekshaustije, Arhimed iscrpljuje razliku izmedu oplogja kugle i oplosja
tijela nastalog rotacijom pravilnih mnogokuta sa sve ve¢im brojem stranica Cime
dolazi do dane formule. Strogi dokaz daje koristenjem dvostrukog svodenja na kon-
tradikciju, analogno dokazu povrsine kruga.
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5 Teziste trokuta

Kombinirajuéi matematicke i fizikalne metode, Arhimed se bavio i odredivanjem
tezista raznih geometrijskih likova i tijela; medu ostalim tezistem trokuta, paralelo-
grama, trapeza, odsjecaka parabole, polukugle itd. Radi uvida u ideju koju koristi
prilikom dokazivanja tezista geometrijskih likova, ovdje ¢emo opisati njegov postu-
pak odredivanja tezista trokuta.

Propozicija 1 TezZiste svakog trokuta lezi na duzini koji spaja bilo koji vrh trokuta

s polovistem nasuprotne stranice.

Duzinu koja ima gore navedeno svojstvo nazivamo tezisnica. U dokazu dane propo-
zicije dovoljno je pokazati da ako se teziste nalazi na jednoj od tezisnica, tada se ono
podudara s njihovim sjeciStem; time dobivamo danasnju definiciju tezista trokuta
kao sjecista dvaju tezisnica. Za potrebe dokaza navodimo dvije propozicije:

Propozicija 2 TezZiste svakog paralelograma lezi na duzini koja spaja polovista na-

suprotnih stranica.

Propozicija 3 Ako je A lik s tezistem Ty, a B dio tog lika s teZistem Ty, tada je
teziste preostalog dijela C' lika A tocka T3 na polupravcu T\Ts takva da je

’T3T1| : |T1T2’ = PB : PC;
gdje Pg i Po predstavljaju povrsine dijelova B 1 C'.

Dokaz Propozicije 1:

Neka je dan trokut AABC, te neka je D poloviste stranice BC, a T teziste trokuta
(potrebni elementi i oznake se mogu vidjeti na Slici 12). Duzina AD je tezisnica tro-
kuta. Pretpostavimo da T ne lezi na tezisnici AD te da, bez smanjenja opéenitosti,
ono lezi desno od teziSnice.

Neka pravac paralelan s BC kroz T sijece tezisnicu AD u tocki E. Ako raspo-
lovimo duzinu DC, a zatim nastale duzine, i tako nastavimo dalje, konaéno ¢emo
dobiti duzinu DF duljine manje od |ET|. Podijelimo sada duzinu BC ekvidistant-
nim tockama tako da je udaljenost dviju susjednih tocaka jednaka |DF|, a zatim
kroz te tocke povucimo pravce paralelne AD koji sijeku AB i BC u Py, P, Ps,
Ry, Ry, R3 kako je prikazano na Slici 12. Povucimo duzine PR, PRy i P3R3

(primijetimo da su one paralelne s BC') te oznacimo tocke presjeka duzina P,R,,
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P3R3 i nekih paralelnih pravaca s Sy, Ss, S5 i S;. Na ovaj nacin rastavili smo trokut
AABC na paralelograme S15,R; P, S3S4RsP5 i GH R3P3 i manje trokute. Tezista
navedenih paralelograma leze na AD (prema Propoziciji 2), stoga i teziste O skupa
paralelograma lezi na AD. Spojimo tocke O i T i iz O povucimo polupravac OT.
Oznacimo s K presjek polupravca OT i pravca kroz C paralelnog s AD.

Slika 12: Trokut AABC' s pripadnim oznakama

Neka je n broj dijelova na koji je podijeljena duzina AC. Trokuti uz duzinu AC,
AHCR;, AS4R3R,, ... slicni su trokutu ADCA. Analogno, trokuti uz duzinu AB
sliéni su trokutu ABDA. Ozna¢imo zbroj povrsina svih malih trokuta s AT. Iz

prethodnih sli¢nosti trokuta zaklju¢ujemo:
Paape : AT =n:1=|AC|: |AR,| > |OK]| : |OT)|,
pri ¢emu za zbroj povrsina paralelograma AP vrijedi
Paape : AP =n:(n—1).
Produzimo polupravac OT preko vrha K do tocke L tako da vrijedi
Paape : AT = |OL| : |OT| =n: 1.
Iz gornjih omjera mozemo dalje zakljuciti
AP:AT=(n—-1):1=|TL|:|OT|.

Kako je teziste trokuta AABC u T, a teziste skupa paralelograma u O, teziste

preostalog skupa, skupa trokuti¢a, mora se nalaziti u X. No, to nije moguce jer se
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skup trokutic¢a nalazi s desne strane pravca kroz L paralelnog s AD, a tocka X lezi
s njegove lijeve strane.
Zakljucéujemo, teziste T trokuta AABC lezi na tezisnici AD. 0
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6 Problem stoke

Arhimedov Problem stoke, pronaden 1773., jedan je od onih problema koji su
matematicare intrigirali desetlje¢ima; relativno jednostavno i slikovito postavljen,
rjeSavanje problema komplicira se zbog koristenja velikih brojeva. Ne treba stoga
cuditi da je prvi puta rijeSen tek 1880. godine. Napomenimo da sam problem, zbog
koristenja diofantskih jednadzbi, spada u podrucje teorije brojeva.

Problem stoke zapisan u obliku stiha, Arhimed je poslao Eratostenu da ga rijesi,
a problem govori o jednom stadu boga sunca u kojem se nalaze cetiri skupine bikova
i krava (bikovi su oznaceni velikim, a krave malim slovom): bijela - W i w, crna -
X iz, zuta-Y iy, te Sarena - Z i z. Navedene nepoznanice povezuje sljede¢ih 7

jednakosti koje ¢ine prvi dio problema:

1 1
W=[=-4+=-)-X4+Y
(5+5)x .
X=|-+-])-Z+Y
1 1 z:<5+6>-Y+y
Z:(g+?>-w+y

1 1
=(=+=)-W .
Y ( G + 7) +w
Drugi dio problema uz gornjih sedam uvjeta postavlja jos dodatna dva:

W + X = kvadratni broj

Y + Z = trokutast broj.

o
o A
@ (A AA
o o0 000 0000
® AV 000 0000 00000
00 000 0000 00000 000000
3 6 10 5 21

Slika 13: Neki trokutasti brojevi
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Prije govora o postupku rjesavanja, koristilo bi napomenuti zasto Arhimed koristi
zbroj razlomaka, te Sto predstavljaju kvadratni i trokutasti brojevi. Razlomke koje
Arhimed koristi nazivaju se egipatski ili jedini¢ni razlomci, zbog toga sto im je
brojnik jednak 1. Egipéani su poznavali jedino takve razlomke, ali su poznavali i
svojstvo da se bilo koji drugi razlomak moze zapisati kao zbroj jedini¢nih, sto je bilo
poznato i samom Arhimedu. Nadalje, kako se iz grékog izvornika kvadratni broj
moze poistovjetiti s pravokutnim brojem, prvi se dodatni uvjet moze promatrati na

dva nacina:
W+X=a-a

W+X=a-b

gdje su a, b prirodni brojevi. Napomenimo da je prva verzija problema, kada je
zbroj W + X kvadratni broj, znatno teza. Drugi dodatni uvjet zahtjeva da brojevi
budu trokutasti (Slika 13), a oni se mogu zapisati kao zbroj prvih nekoliko prirodnih
brojeva tj. krace kao aritmeticka sredina dva uzastopna prirodna broja. Na taj nacin
drugi dodatni uvjet prelazi u

q-(¢+1)

2

Rjesenje prvog dijela problema najlakse se dobije ako izrazimo sve nepoznanice
pomocu nepoznanice Y, a zatim primjenom svojstva da Y mora biti prirodan broj,
zaklju¢imo koji brojevi moraju dijeliti Y. Rac¢un bi nas tada doveo do ¢injenice da

Y mora biti oblika 3* - 11 - 4657 - n. Za sve nepoznanice potom slijedi:

Y+ 7=

W =2-3-7-53-4657-n = 10366482n
X =2-3%-89-4657 - n = 7460514n
Y =3 114657 - n = 4149387n
Z =2%.5-79-4657 - n = 7358060n
w=2%3.5.7-23-4657-n = 7206360n
r=2-3%-17-15991 - n = 4893246n
y=3%-13-46489 - n = 5439213n
z=2%.3-5.7-11-761 - n = 3515820n.
Primijetimo dalje kako su W i X djeljivi s 2 -3 - 4657 - n, te da se stoga njihov
zbroj, neovisno o broju n, moze zapisati kao umnozak dva prirodna broja, tj. on

je pravokutni broj. Uvrstavanjem za n = 1 dobili bi najmanje moguce rjesenje za
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svaku od nepoznanica. Nadalje, uvjetovanjem da zbroj Y + Z bude trokutast broj,
dobili bismo da je najmanji broj n koji zadovoljava i to svojstvo jednak 117423 te
zatim i odgovarajuce vrijednosti nepoznanica. Na ovaj nacin rijesili bi laksu verziju
Problema stoke.

Rjesavanjem teze verzije problema u kojoj je potrebno zadovoljiti uvjet da je
W + X kvadrat nekog prirodnog broja te koristenjem supstitucija x i y za odredene

izraze dolazi se do diofantske jednadzbe oblika

2 — 4729494y = 1.

Ta jednadzba pripada tzv. Pellovim jednadzbama ¢iji je opéeniti oblik
22 —ay® =1,

a posebne su po tome Sto imaju beskona¢no mnogo rjesenja od kojih se sva mogu
dobiti ako se poznaje fundamentalno rjesenje. Kako rjesavanje Pellove jednadzbe
uglavnom nije trivijalan posao, a u nasem slucaju koriste se vrlo veliki brojevi, do
prvog seta rjesenja doslo se vise od 100 godina nakon otkri¢a ovog problema, a radilo
se 0 brojevima za ¢iji je zapis potrebno 206 545 znamenki. Stovise, kada bi zbrojili
svih 8 nepoznanica tj. nasli prvi najmanji ukupan broj svih bikova i krava, on bi
iznosio cak
7.760271 - 10200544,

To je broj toliko velik da kada bi ga pokusali zapisati na listove papira sa 60 zna-
menaka u redu i 40 redaka, bilo bi nam potrebno 87 stranica za njegov zapis. Ako
bismo to napravili posebno za svaku nepoznanicu, rezultat bi bila jedna vrlo opsezna
knjiga.

Lako bismo mogli zakljuciti kako Arhimed nije bio u moguénosti rijesiti ovaj
problem u potpunosti zbog veli¢ine brojeva i teorije potrebne za njegovo rjesavanje,
no nemojmo zbog toga podcijeniti njegov rad; upravo je on osmislio sustav za za-
pisivanje vrlo velikih brojeva, mnogo veé¢ih od gore navedenog, o ¢emu je pisano u

idu¢em poglavlju.
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7 Racun o pjesScanim zrncima

jeska kojim bi se mogao popuniti svemir konacan i da se moze zapisati. Potrebu
za dokazivanjem ove tvrdnje Arhimed je uvidio pri susretu s kraljem Gelonom, si-
nom Hijerona II, koji je tvrdio da je broj zrnaca pijeska na obali grada Sirakuze
beskonacan, dok su opet neki drugi tvrdili da je on svakako konacan, ali ga nije
moguce zapisati koriStenjem grckog sustava oznacavanja brojeva. Svoj je rad objas-

nio u djelu Pjescanik.

7.1 Velic¢ina svemira

Veéina astronoma u staroj Grékoj zastupala je geocentriénu kozmologiju prema
kojoj se u sredistu svemira nalazi Zemlja, a ostala se nebeska tijela, ukljucujuci
Sunce, kreéu oko Zemlje po kruznim putanjama. U skladu s tim prevladavajué¢im
misljenjem, svemirom se stoga smatralo podrucje odnosno kugla cije se srediste
podudaralo sa sredistem Zemlje i ¢iji je radijus bila duzina koja spaja srediste Zemlje
i srediste Sunca. Tako definiran svemir oznacit ¢emo s Uy, a njegov promjer s dy, .

Za zvijezde se smatralo da su fiksne te da se takoder nalaze unutar sfere sa
zemljom kao sredistem, ali je razlicito misljenje gdje se ta sfera smjestala (unutar Uy
ili ne). Razlog tomu je taj sto je bilo tesko odrediti jesu li zvijezde blize Zemlji od
Sunca posto se Sunce nije smatralo nebeskim tijelom po sastavu i obliku jednakom
zvijezdama. Kako nastavak rjeSavanja pocetnog problema uvelike ovisi o tome gdje
su smjestene zvijezde, sferu koja ih obuhvaca nazvat ¢emo sferom fiksnih zvijezda i
oznaciti je sa Uy, a njezin promjer sa dy,. Prema tome, razlikujemo dvije hipoteze
o veli¢ini svemira.

Samom Arhimedu nije bilo vazno odrediti to¢nu veli¢inu svemira ve¢ samo da
njegova aproksimacija svemira ne bude manja od istinske veli¢ine nebeskog pros-
transtva; ako postoji mogucénost da je promjer svemira ve¢i od dy,, on ga je zelio
uzeti u obzir. Stoga, Arhimed ispravlja pocetnu definiciju svemira zbog rezultata do
kojih je dosao zastupnik heliocentri¢nog sustava, astronom i matematicar, Aristarh
sa Samosa (310. - 230. pr. Kr.). Aristarh se potpuno razlikovao od ostalih astronoma
toga doba jer je u srediste svemira smjestio Sunce, a Zemlju i ostale planete na
koncentri¢ne kruznice sa Suncem u sredistu. Sferu fiksnih zvijezda smjestio je izvan
svemira U; i to mnogo dalje nego bi se tada ocekivalo, ¢ak je izrazio moguénost da je

svemir, pa time i promjer dy, sfere U, beskonacan. Sto je Aristarha navelo na takvo
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Slika 14: Primjer paralakse u manjem mjerilu

razmisljanje? Prvo, uz pomo¢ svojstava pravokutnog trokuta, uspio je izracunati
udaljenost Zemlje od Sunca te usporediti veli¢inu Zemlje, Mjeseca i Sunca. Ostalo
mu je samo da isto pokusa uciniti sa zvijezdama. No, tada se pojavio velik problem
jer je pri promatranju zvijezda primijetio nedostatak paralakse, prividnog pomaka
nebeskih tijela opazanih iz dvaju razlicitih smjerova, koja bi mu otvorila put za
izracunavanje polozaja zvijezda i njihove udaljenosti od Zemlje. Problem je bio u
tome da ako je svemir doista kugla promjera dy,, a po njegovoj teoriji Zemlja se
okre¢e oko Sunca, kako to da pri mijenjanju polozaja Zemlje, zvijezde, koje se na-
laze unutar definirane kugle, prividno ne mijenjaju svoj polozaj? Drugim rijeCima

u kontekstu paralakse, kako to da se ona ne pojavljuje?

Paralaksu si mozemo, u mnogo manjem mjerilu, predoc¢iti uz pomo¢ Slike 14.
Promatrajuci bor oznacen s C iz tocke A iza njega vidimo borove, no ako ga proma-
tramo iz tocke B vidjet ¢emo iza njega kucu. Reci ¢emo da se paralaksa pojavila.
U slucaju da je udaljenost od A do C i B do C vrlo velika u odnosu na udaljenost
kuce i borova, paralaksa se ne¢e dogoditi. Aristarh na slican nacin zakljuc¢uje da se
zvijezde moraju nalaziti vrlo daleko od Zemlje te je koriste¢i grcki svjetonazor i zelju
da se sve odvija u pravilnim omjerima pokusao dati omjer pomoc¢u kojeg bi povezao

srediste svemira, promjer Sunca, promjer dy, i promjer sfere fiksnih zvijezda dy,.

Arhimed nije stavljao u pitanje geocentri¢ni sustav te je nedostatak paralakse
pri promatranju zvijezda objasnio jednostavnom c¢injenicom da se Zemlja ne krece
oko Sunca, pa niti ne mijenja svoj polozaj koji bi prouzrokovao paralaksu. No,
ipak, zbog i najmanje mogucnosti da su Aristarhove tvrdnje o dimenziji svemira
istinite morao je za ispravnu definiciju svemira uzeti svemir U,. Tako je pretpostavio
sljedece: svemir je uistinu veci nego se to smatra i njegov promjer odgovara promjeru
sfere fiksnih zvijezda u ¢ijem se sredistu nalazi Zemlja. Takoder vrijedi da je omjer

promjera Zemlje (dz) i promjera svemira dy, jednak omjeru promjera svemira dy, i
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promjera sfere fiksnih zvijezda dy,:
dZ . dU1 = dUl . dU2.

Ova jednakost omjera za Arhimeda predstavlja ishodisnu tocku za odredivanje velic¢ine
svemira. Vidimo da ono Sto preostaje odrediti jest promjer Zemlje dz i udaljenost

sredista Zemlje od sredista Sunca Sto po definiciji svemira U; ¢ini polovicu promjera
dy, .

7.1.1 Zemlja, Mjesec i Sunce u brojevima

Da bi pronasao odnose izmedu Zemlje i Sunca Arhimed je pretpostavio sljedece:
1. Opseg Zemlje je otprilike 3000000 stadija i nije vedi.

2. Promjer Zemlje je veci od promjera Mjeseca, a promjer Sunca je vec¢i od pro-

mjera Zemlje.
3. Promjer Sunca je oko 30 promjera Mjeseca i nije vedi.

4. Promjer Sunca je ve¢i od stranice kiloagona, mnogokuta sa 1000 stranica,

upisanog u kruznicu svemira Uj.

Prvu pretpostavku Arhimed je donio na osnovu Eratostenove tvrdnje da je opseg
Zemlje oko 300000 stadija. Stadij je grcka mjera za duljinu i iznosila je 600 stopa
te ovisno o njoj varirala pretezno izmedu 149 i 217 m. Eratostenov opseg Zemlje
Arhimed je dodatno uvecao 10 puta kako njegovi izrac¢uni ne bi bili dovedeni u
pitanje. Isti princip primjenjuje jos nekoliko puta u svom radu.

Druga pretpostavka slijedila je iz Aristarhovih rezultata i rezultata ostalih as-
tronoma pretezno dobivenih proucavanjem pomrcina.

Treca pretpostavka, uslijedila je prvo iz rezultata Fudoksa koji je tvrdio da je
promjer Sunca 9 puta vedi, a zatim ga je Fidija, Arhimedov otac, ispravio rekavsi
da je Sunce 12 puta vece u promjeru. Konac¢no, Aristarh je koristeéi to¢nije metode
smjestio promjer Sunca izmedu 18 i 20 promjera Mjeseca. U svakom slucaju kako ne
bi doslo do pogreske Arhimed uzima da je promjer Sunca 30 puta ve¢i od promjera
Mjeseca.

Cetvrtu pretpostavku, nimalo trivijalnu, Arhimed je sam donio eksperimental-
nim mjerenjem. Prvi korak u dokazu te pretpostavke jest izracunavanje kuta kojeg

¢ini promjer Sunca, za $to je Arhimed napravio jednu vrlo jednostavnu spravu za
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koju mu je bilo potrebna jedna duga Sipka koja sluzi kao ravnalo i disk koji se moze
kretati duz Sipke. Arhimed je mjerenje izvodio tik poslije svitanja. Postupak ide
ovako: kada se Sunce pojavi na horizontu, sipku treba usmjeriti prema njemu i disk
povlaciti duz Sipke sve dok se promjer diska ne poklopi sa prividnim promjerom
Sunca. Kako bi to izgledalo moze se vidjeti na Slici 15.

,M
it | M =

Sunce

Slika 15: Arhimedova metoda mjerenja kuta kojeg ¢ini promjer Sunca

Svrha sprave postize se mjerenjem kuta kojeg ¢ini promjer Sunca $to se moze
uciniti pomoc¢u kutomjera, trigonometrijskih svojstava ili na neki drugi nac¢in. Kako
se vrh kuta nalazi u oku, a ono ne vidi iz jedne tocke ve¢ iz odredenog podrucja,
Arhimed radi postizanja vece tocnosti u obzir uzima i Sirinu ljudske zjenice. Rezultat

1

eksperimenta pokazao je da je kut naspram promjera Sunca manji od 55 i vec¢i od
1

500 velicine pravog kuta.

Promotrimo sada polozaje Zemlje i Sunca. Najprije zamislimo ravninu koja
prolazi sredistem Zemlje (C'), sredistem Sunca (O) te okom promatraca (E) koji se
nalazi na povrsini Zemlje. Kako to izgleda prikazano je na Slici 16. Neka duzina
CO sijece kruznicu Zemlje u tocki H te kruznicu Sunca u tocki K. Primijetimo da
je duzina CO radijus svemira Uj.

Nadalje, neka su P i () tocke u kojima tangente povucene iz tocke E na kruznicu
Sunca diraju tu kruznicu. Kut ZPFEQ je kut koji je Arhimed dobio eksperimental-
nim mjerenjem, a duzina PQ je promjer Sunca kojeg je uzeo u mjerenje. Primije-
timo, to nije pravi promjer Sunca, ve¢ je od njega manji. Neka su F' i G tocke u
kojima tangente povucene iz tocke C na kruznicu Sunca diraju tu kruznicu, te A i

B tocke presjeka tih tangenti i kruznice radijusa CO sa sredistem u C. Prema tome,

duzine CO, CA i CB jednakih su duljina. Sve ovo daje nam dvije veli¢ine: promjer
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Slika 16: Ravnina kroz oko promatraca E, sredise Zemlje C' i srediste Sunca O

Sunca kada ga promatramo sa povrsine Zemlje i promjer Sunca kada ga gledamo
iz sredista Zemlje. No, nijedan od tih promjera nije uistinu promjer Sunca, stoga
Arhimed uvodi jos nekoliko oznaka i duzina.

Neka je s M oznacena tocka presjeka duzina AB i CO. Iz polozaja tocaka C, E
i O mozemo zakljuciti kako je |CO| > |EO], a time je i kut ZPEQ > ZFCG. Ta
nam ¢injenica pomaze povezati luk AB sa stranicom mogucéeg upisanog pravilnog
mnogokuta (npr. mnogokuta sa 1000 stranica) i sredisnji kut tog mnogokuta (kut

ZFCG). U prvom koraku dokaza pokazano je da za ZPEQ vrijedi:

EQ <

200 164’

gdje R predstavlja pravi kut. Zbog toga jei ZFCG < % i tetiva AB naspram luka
1

velikog kruga je manja od g kruznice tog kruga i stoga je

|AB| < stranice upisanog pravilnog mnogokuta sa 656 stranica.

Nadalje, kako je opseg svakog mnogokuta upisanog u krug radijusa CO manji od
2.1CO| (ili 27 - 7 gdje je r = |CO|, a 2 aproksimacija za 7), tj. kako vrijedi

44
636 - |AB| < — - [CO|
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dijeljenjem sa 656 i skrac¢ivanjem slijedi

11

ABI < 1133

-|CO| < -|CO|.

100

Kako je CA = CO (obje duzine su radijusi velike kruznice) i AM okomito na
CO i OF okomito na CA (jer tocke C, F i A leze na tangenti), trokuti ACMA i
ACFO su pravokutni i sukladni (siljasti kutovi ZACM i ZFCO su sukladni kao i
hipotenuze CA i CO) te iz toga slijedi

AM = OF.

Iskoristimo 1i ¢injenicu da je |AB| = 2|AM| dobivamo kako se |AB| podudara s
promjerom Sunca kojeg oznacimo sa dg.

Primijetimo da smo iz dosadasnjih rezultata zapravo dobili da je promjer Sunca
dg odozgo omeden s duljinom stranice pravilnog mnogokuta sa 656 stranica upisanog
u krug sa sredistem u C'i radijusa CO. Preostalo je pronaéi donju granicu za promjer
Sunca, za sto Arhimed koristi vezu izmedu donje granice kuta ZPEQ i kuta ZACB
(tj. ZFCGQ).

Kako iz |AB| = dg slijedi

ds < m |CO|

prema drugoj pretpostavci dobivamo

dy < m ’CO’

Sada iz te dvije tvrdnje za zbroj radijusa Zemlje i Sunca vrijedi

ICH| + |OK| < — -|CO,

100
pa za HK koji je preostali dio duzine C'O vrijedi

99

|HE| >
100

-0
Sto mozemo zapisati i u obliku

ICO| : |HK| < 100 : 99.

Drugim rije¢ima, ako usporedujemo promjer Sunca i njegovu udaljenost od Zemlje,

ono je gotovo 100 puta manje.
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Sada treba prona¢i odnose izmedu tangenti povucenih iz tocke E i tangenti
povucenih iz tocke C. U tu svrhu, u prethodnu nejednakost uvrstavamo da je
|CO| > |CF|i|HK| < |EQ| ¢ime dobivamo:

|CF|:|EQ| < 100 : 99.
Primjetimo nadalje kako za katete pravokutnih trokuta ACFO i AEQO vrijedi
|OF| =0Q)

te
|[EQ| < |CF| (jer je |EO| < |CO|).

Tada za kutove pri vrhovima E i C' vrijedi
LOEQ : ZOCF < |CF|:|EQ)|.

Udvostuc¢imo 1i kutove (omjer se neée promijeniti) i iskoristimo 1i gornju tvrdnju
dobivamo
LPEQ : ZACB < |CF|: |EQ]| < 100 : 99.

Kako je po hipotezi ZPEQ > % slijedi da je

P pe L
20000 203
Iz ovoga, razmisljaju¢i u kontekstu upisanog pravilnog mnogokuta ¢iji bi sredisnji
kut bio % i duljina stranice jednaka %

AB veéi od ﬁ kruznice velikog kruga, a time i od

LACB > R.

opsega zadane kruznice, slijedi da je luk
1

Tooo te kruznice, iz ¢ega konatno

slijedi
|AB| > stranice kiloagona upisanog u veliki krug sa sredistem u C' i radijusa dy,,

a kako je |[AB| = dg ovime je ¢etvrta pretpostavka dokazana.

7.1.2 Promjer svemira

Pomoc¢u navedene cetiri pretpostavke mozemo izracunati trazeni promjer sve-
mira dy,. Jo§ jednom, u nastavku dokaza dy, predstavlja promjer manjeg svemira,
ds promjer Sunca, dy promjer Zemlje i d; promjer Mjeseca.

Iz druge i trece pretpostavke slijedi
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iz cega vidimo da je
ds <30 dz.

Prema cetvrtoj pretpostavci je
ds > stranica kiloagona upisanog u veliki krug
iz cega mnozenjem s 1000 dobivamo
opseg kiloagona < 1000 dg < 30000 d.

Kako je opseg bilo kojeg pravilnog mnogokuta sa vise od 6 stranica upisanog u krug
veci od opsega tom istom krugu upisanog pravilnog Sesterokuta slijedi

opseg kiloagona > 3 dy,

iiz toga
dU1 < 10000 dz.

Za opseg i promjer Zemlje vrijedi
opseg Zemlje > 3 dy

sto slijedi iz formule za opseg kugle (jednak je umnosku duljine promjera i broja 7
koji je strogo veéi od 3). Koristeéi nadalje prvu pretpostavku prema kojoj opseg
Zemlje nije veci od 3000 000 stadija dobivamo

dz < 1000000 stadija.
Koristeci rezultat dy, < 10000 dz kona¢no imamo
dy, < 10000000000 stadija ili dy;, < 10™ stadija.
Sada jos iz pretpostavki

dZ . dU1 = dU1 . dU2

dy, < 10000 dy
slijedi da je
dy, < 10000 dy, < 10** stadija.



37

7.2 Arhimedov sustav oznacavanja brojeva

Nakon sto je odredio veli¢inu svemira, Arhimedu je preostalo izracunati koliko
zrnaca pijeska stane u objekt te velicine. Pri tom, on u obzir uzima vrlo sitan
pijesak s kojim je, barem vidljivo, tesko racunati pa kao pocetnu jedinicu mjere
uzima jedno makovo zrno i pretpostavlja da u njega ne stane vise od 10000 zrnaca
pijeska. Zatim makovo zrno usporeduje sa standardnom mjerom, Sirinom prsta, tako
da pretpostavlja kako promjer makova zrna nije manji od % Sirine prsta.

Analizirajuéi dalje problem, Arhimed je uvidio da nece daleko dospjeti ukoliko
bude koristio tadasnji grcki sustav oznacavanja brojeva. U ¢emu je bio problem?
Naime, Greci su pri oznacavanju brojeva koristili 27 slova grckog alfabeta tako da su
postojale posebne oznake za znamenke 1 do 9, za desetice 10 do 90 i za stotice 100
do 900. Najvedi broj za koji su Grei imali naziv je mirijada tj. 10 000. Koristedi taj
naziv, mogli su izraziti brojeve do mirijade mirijada odnosno do 100000000 (100
milijuna ili 10%). Arhimedu je to bio vrlo malen broj u odnosu na ogroman broj
zrnaca pijeska. Stoga on odlucuje u svrhu rjesavanja ovoga problema uvesti novo
nazivlje brojeva s kojim bi lako mogao zapisati velike brojeve i racunati s njima.
Radi lakseg snalazenja predlazem pratiti nazivlje brojeva u Tablici 1.

Arhimed kreée od tocke gdje gréki sustav zavrsava, od broja mirijada mirijada ili
kako smo veé naveli broja 108. Nadalje, u svojoj klasifikaciji brojeva koristi pojmove
red i period i u njih rasporeduje sve brojeve. Ukupno postoji 100000 000 perioda, pri
¢emu se svaki period sastoji se od 100 000 000 redova, a kad u obzir uzmemo raspon
svakog reda konacno dobijemo brojku od

100 000 000100 000000100000000 brOJeva

Opisat ¢emo nacin kako je poslagao brojeve u redove i periode. U prvi red smjes-
tio je brojeve od 1 do 100 000 000. Zatim je broj 100000 000, mirijadu mirijada, pro-
glasio jedinicom drugog reda koji obuhvaéa brojeve od te jedince pa do 100 000 0002
Sada je broj 100000000% proglasio jedinicom treéeg reda kojim obuhvaéa brojeve
do 100000 0003. Analogno je postupao dalje dok nije dostigao 100000 000. red koji
za posljednji broj ima broj 100 000 000 190000000 ksieg je oznacio slovom P. Brojevi
od 1 do P formiraju prvi period.

Neka je sada P jedinica prvog reda drugog perioda. Prvi red ovog novog pe-
rioda sastoji se od brojeva od P do 100000000 P. Analogno kao dosad, broj
100000000 P predstavlja jedinicu drugog reda drugog perioda koji pak zavrsava
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Tablica 1: Arhimedov sustav oznac¢avanja brojeva

1. Period Raspon brojeva
1.red 1 do 108
2. red 108 do 1016

3.red

100000 000. red

10% do 10%

108(108—1) _ 108‘108

2. Period Raspon brojeva
1.red P-1doP-10°

2. red

100000 000. red

P -10% do P -10'°

P - 103191 do P - 10%10°

100 000 000. Period

Raspon brojeva

1.red
2.red

P108—1 .1 do P108—1 .108
P108—1 .108 do P108—1 . 106

100000 000. red ~ P10°~1.10310°-1) (o plo°~1.1(810° ¢j  p1o®

brojem 100000 0002P. Ovako moZemo ié¢i sve dok ne dosegnemo 100000 000. red

drugog perioda koji zavrsava s 100 000 000100000000 p

Nastavili bi dalje formirati periode uzimajudci uvijek posljednji broj prethodnog
perioda za jedinicu prvog reda novog perioda, a zatim posljednji broj tog reda kao
jedinicu sljedeceg reda tog perioda. Posljednji 100 000 000. red 100 000 000. perioda
zavrSava s P100000000 5§ ty1 staje daljnja izgradnja brojeva.

Ono sto zapanjuje kod njegovog sustava oznacavanja jest velicina brojeva koje je
mogao zapisati: za zapisivanje posljednjeg broja prvog perioda bila bi potrebna je-
dinica i jo§ 800 000000 znamenaka iza nje dok bi za broj 100 000 00(00 000000772222
koji je posljednji broj posljednjeg perioda i najveéi broj u Arhimedovom sustavu
oznacavanja bilo potrebno 80000 000 000 000 000 znamenaka. S toliko mnogo zna-
menaka uspjeli bi, kada bi na svaki milimetar stisnuli 534 znamenke, poplociti uda-
ljenost od Zemlje do Sunca koja iznosi priblizno 149 600 000 km. Razmisljajuéi o
tom najve¢em broju u Arhimedovom sustavu, mogli bismo se zapitati postoji li ista

u svemiru ¢ega bi moglo biti u tolikoj mjeri?
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7.3 Koliko pijeska stane u svemir?

Dosad smo pretpostavili da u jedno makovo zrno ne stane vise od 10 000 zrnaca

pijeska. Takoder, za promjer zrna maka i promjer Sirine prsta vrijedi omjer

1
Nije tesko zakljuciti da je tada omjer njihovih volumena
R
64 000
odnosno u kontekstu zrnaca pijeska da u kuglu promjera 1 Sirine prsta ne stane vise
od 64000 - 10000 ili 640000000 zrnaca pijeska. Koriste¢i Arhimedov sustav rekli
bismo da u kuglu promjera jedne Sirine prsta ne stane vise od 6 jedinica drugog reda

1

prvog perioda + 40000000 jedinica prvog reda prvog perioda zrnaca pijeska, Sto
mozemo ograniciti sa 10 jedinica drugog reda prvog perioda broja zrnaca pijeska.

Tablica 2: Broj zrnaca pijeska u kugli povecavajuceg promjera

Promjer kugle | Odgovarajuéi broj zrnaca pijeska
100 &irina prsta | 10'° ili 1000000 - 10 jedinica drugog reda
1 stadij | 10%! ili 100 jedinica treéeg reda
100 stadija | 10?7 ili 1000 jedinica ¢etvrtog reda
10000 stadija | 1033 ili 10 jedinica petog reda
1000000 stadija | 103 ili 10 000 000 jedinica petog reda
100 000 000 stadija | 10% ili 100000 jedinica Sestog reda
10000 000 000 stadija | 105 ili 1000 jedinica sedmog reda
100 000 000 000 000 stadija | 10%3 ili 10 000000 jedinica osmog reda

Sada postupno, mnozeci sa 100, pove¢avamo kuglu promjera 1 Sirine prsta sve
dok ne dosegnemo kuglu promjera svemira U;. Pri tom pamtimo da pri svakom
povecanju kugle broj zrnaca pijeska koji popunjava tu kuglu mnozimo sa 100%. Kako
nam je promjer svemira izrazen u stadijima, uzeti ¢emo da duljini od 1 stadija
odgovara ne vise od 10000 sirina prsta. Takoder, imamo na umu da za promjer
svemira U; vrijedi

dy, < 10000000000 stadija,

a za promjer svemira Us

dy, < 100000000 000000 stadija.
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Kako se pri racunanju pojavljuju potencije broja 10, a kod Arhimeda potencije broja
108, primjenjujemo pravilo koje vrijedi za umnozak potencija jednakih baza

koje je sam Arhimed koriste¢i svoj nac¢in zapisivanja brojeva dokazao i koristio. U
Tablici 2 prikazano je kako se moze postupno doc¢i do konacnog broja zrnaca pijeska.

Arhimed je dokazao kako je broj zrnaca pijeska koji bi bio sadrzan u kugli pro-
mjera dy, manji od 10000000 jedinica osmog reda prvog perioda brojeva ili, prema

nasim danasnjim oznakama, manji od 10 sto raspisano izgleda ovako:
1000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 OO0 000 000 000 000 000 000 000.

Ovime je Arhimed takoder pokazao da je broj zrnaca pijeska u svemiru konacan i

da ga je koriste¢i novouvedene oznake mogucée zapisati.
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Zakljucak

Vec citajuéi ovdje opisane glavne Arhimedove rezultate - otkri¢e povrsine kruga,
aproksimacije broja m, povrsine odsjecka parabole, volumena i oplosja kugle, tezista
trokuta, Citatelj moze biti u mogucénosti opravdati ubrajanje Arhimeda, uz Gaussa
i Newtona, medu tri najveca matematicara. Nacin pristupanja svim problemima,
bilo matematickim, bilo fizikalnim ili cak astronomskim, jednostavnost i inovativnost
rjeSenja tih problema, raznolikost tema kojima se bavio, brojnost radova, propozicija
i njihovih dokaza, sve to svjedoc¢i o njegovoj veli¢ini, a u svemu tome posebno njegov
doticaj s infinitezimalnim racunom tisu¢u godina prije nego se on poceo uistinu
razvijati. KoriStenjem mehanicke metode u svrhu dokazivanja matematickih tvrdnji
te dokazivanjem broja zrnaca pijeska koji bi ispunio svemir, uspio je na originalan
nacin povezati matematicki svijet sa stvarnim. Daljnjim generacijama ostavio je kao
izazov odgonetnuti da li je on mogao sam rijesiti problem bikova i krava u stadu
boga sunca, problem koji je obogatio teoriju brojeva, ali i doveo do maksimalnog

optereéenja mnoga napredna racunala.
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Sazetak

Zajednicka je crta mnogih matematicara starog vijeka svestranost i sposobnost s
malo tada dostupne algebre i matematickog jezika otkriti i dokazati ¢itavo mnostvo
matematickih tvrdnji. Jedan koji je medu njima ostavio poseban utisak je Arhimed
iz Sirakuze, najveci genij antickog svijeta. Svoje je sposobnosti pokazao u matema-
tici, fizici, astronomiji te posebno u obrani svoga grada konstrukcijom raznih ratnih
sprava. U ovom radu napravljen je pregled Arhimedovih glavnih matematickih rezul-
tata; otkri¢e povrsine kruga i s njim vezane aproksimacije broja 7, povrsine odsjecka
parabole, volumena i oplo§ja kugle, tezista trokuta i sustava za zapisivanje velikih
brojeva. Poseban naglasak stavljen je na njegove metode dokazivanja. Uz navedene
geometrijske rezultate, opisan je i Problem stoke, vazan problem iz teorije brojeva,
te Racun o pjescéanim zrncima u kojem je prikazano kako je Arhimed uz pomo¢ svog

sustava za zapisivanje brojeva izracunao koliko pijeska stane u svemir.



44

Summary

A common trait of many mathematicians of ancient world is versatility and
ability to detect and prove plenty of mathematical statements within that time
available algebra and mathematical language. One who among them left special
impression was Archimedes of Syracuse, the greatest genius of the ancient world.
He demonstrated his abilities in mathematics, physics, astronomy, and especially in
the defense of his home city with the construction of various war machines. This
work contains an overview of Archimedes major mathematical results; finding the
surface of a circle and approximations of number 7, the surface segment of the
parabola, volume and surface area of a sphere, the center of gravity of a triangle
and system for expressing large numbers. Particular emphasis was placed on his
discovery methods. Along with these geometric results, The Cattle Problem was
described, an important problem in number theory, and The Sand Reckoner where
Archimedes has shown as, with the help of his system for expressing large numbers,
how much sand is required to fill the universe.
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