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Uvod

Matematika se pocela razvijati jos u doba starog Egipta. Mnogi Grei su putovali u
Egipat da bi unaprijedili svoje znanje u mnogim znanostima, pa tako i u matematici.
Matematicari stare Gréke su postavili osnove geometrije, matematickog dokazivanja,
primjenjene matematike, matematicke analize, teorije brojeva, a pomalo su se priblizili
integralnom ra¢unu. U ovom radu ¢emo se upoznati s ¢etiri najpoznatija matematicara
starog vijeka ¢ija se otkrica i danas izucavaju u skolama. To su Tales, Pitagora, Euklid
i Arhimed.

U prvom djelu ¢emo reéi nesto o Talesu iz Mileta, kojeg se s pravom moze zvati i
prvim filozofom i prvim matematicarem. Nakon $to saznamo nesto ukratko o njego-
vom zivotu i dostignu¢ima izvan matematike, proucit ¢emo neke od njegovih velikih
matematickih doprinosa. Ispricat ¢emo legendu o tome kako je Tales dosao do ideje da
izracuna visinu piramide. Nadalje ¢emo spomeniti teoreme koji su njemu pripisani. Za
kraj nam ostaje Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice i njegov dokaz, koji se
jos i dan danas uci i koristi u osnovnim i srednjim skolama.

U drugom poglavlju re¢i ¢emo nesto vise o jednom od Talesovih sljedbenika, Pi-
tagori. Nakon njegove biografije i upoznavanja s Pitagorejskom skolom, sazet ¢emo
dostignu¢a Pitagorejske skole u Sest tocaka. Zatim ¢emo re¢i nesto o matematickim
dostignuc¢ima te skole. Matematicka dostignuca smo podijelili na dva dijela. Prvo ¢emo
se upoznati sa pitagorejskom geometrijom, te vjerojatno najpoznatijim teoremom da-
nas, Pitagorinim teoremom. Uz iskaz, medu viSe od sto dokaza odabran je po jedan od
jednostavnijih dokaza iz svake skupine dokaza. Za kraj ¢emo reéi nesto o pitagorejskoj
aritmetici. Stari Pitagorejci su jos poznavali figurativne brojeve, pa ¢emo dati opis
nekoliko figurativnih brojeva. Za kraj smo ostavili teorem o pitagorejskim trojkama
kojeg mozemo naéi u Euklidovim ”Elementima”.

Trece poglavlje nam donosi pricu o Euklidu. Euklid, kao otac geometrije je pos-
tavio temelje geometriji danas. U 13 svezaka izdao je svoje djelo "Elementi” koje se
cak do 19 stoljeca koristilo kao udzbenik iz geometrije. O velikoj vaznosti Euklidovih
elemenata, govori podatak da je to najizdavanija i najprevodenija knjiga u povijesti
covjecanstva iza ”Biblije”. Podpoglavlje Euklidovi ”FElementi” donosi definicije, postu-
late i aksiome iz prve knjige, na kojima je bazirano dvanaest ostalih knjiga, ali i ve¢ina
geometrije danas. Osim ”Elemenata”, u radu, kao matematicko postignuce, opisan je
Euklidov algoritam za racunanje najvece zajednicke mjere dvaju brojeva.

Arhimed je posljednji od cetvorice velikih grékih matematicara te je njemu po-
sveéeno zadnje poglavlje. Nakon kratke biografije i nekoliko zanimljivosti, saznajemo
nesto o odabranim Arhimedovim postignué¢ima, kao sto su Arhimedov valjak i Arhi-
medov zakon poluge.



Poglavlje 1

Tales 1z Mileta

"Najbrzi je um, jer on tréi svuda.”
Tales

Tales iz Mileta je jedan od sedam mudraca Stare Grcéke koji se smatra prvim zapad-
njackim filozofom i ocem znanosti. lako se o njegovom zivotu malo zna, jednoglasno
mu se pripisuje uvodenje matematike i astronomije u Grcku. Bio je prvi koji je ko-
ristio geometriju da bi rijesio probleme, kao S$to je npr. izracunavanje visine piramide
i udaljenosti brodova od obale. Tales je prvi matematicar koji je u matematiku uveo
apstraktno misljenje i dokaz, te prvi koji je deduktivnim razmisljanjem primjenjenim
u geometriji dosao do svog poznatog Talesovog teorema.

1.1 Ukratko o Talesovom zivotu

Roden je u gradu Miletu (danasnja Turska). Za godinu Talesovog rodenja postoji
vise izvora. Apolodor u svom djelu ”Kronologija” pise da je Tales roden prve godine
35. olimpijade, a to je 640. g. pr. Kr. Tales je umro sa 78 godina za vrijeme 58.
olimpijade, 547. g. pr. Kr.

O Talesu postoje mnoge anegdote. Tako se prica da je majci kad ga je, dok je bio
mlad, nagovarala da se ozeni, odgovorao je: "Nije mi jos vrijeme.”, a kad je ostario:
"Magko, nije mi vise vrijeme.”.

Tales nije bio samo dubok mislilac, nego vjest i sposoban covjek, kako u javnim, tako
i u privatnim poslovim. To nam potvrduju sljede¢e anegdote:

Mlin za masline

Aristotel u svojoj ”Politici” pise:

?Jer kad su mu prigovorili zbog njegova siromastva kako je filozofija beskorisna, on je
— kazu — doznavsi na temelju zvjezdarstva da ce te godine biti dobar urod maslina, veé
zimi s ono malo novaca S$to je imao veoma povoljno zakupio sve tijeskove za ulje u
Miletu © na Hiju, jer nitko nije vise novaca nudio. Kad je zatim pravo vrijeme doslo,
1 nenadano su se i istodobno trazili mnogi tijeskovi, iznajmljivao ih je po koliko je on



Slika 1.1: Tales

htio, pa je, zaradivsi mnoge novce, pokazao kako je filozofima lako obogatiti se, kad to
ushtjednu, ali to nije ono oko cega oni nastoje. Govori se dakle kako je na taj nacin
Tales dokazao svoju mudrost.”

Aristotel u svom djelu objasnjava kako je Tales to napravio, ne da bi se obogatio,
ve¢ da bi dokazao svojim sugradanima kako je, suprotno njihovom misljenju, filozofija
korisna.

Pad u bunar

Diogen Laertije i Platon opisuju sljede¢u zgodu:

Jedne no¢i, Tales je tako zadubljen motrio zvijezde, da nije gledao kuda hoda te je pao
u bunar. Zvao je u pomo¢, na $to mu je jedna duhovita starica odgovorila: ”E, Talese,
ti nisi kadar vidjeti sto ti je pred nogama, a htio bi spoznati $to je na nebu!”

1.1.1 Talesova dostignuca u filozofiji i astronomiji

Tales je postavio sredisnji problem filozofa Miletske skole, a to je: Sto je prapocelo
svijeta, iz ¢ega sve proizlazi i u sto se sve vraca? Pri trazenju odgovora, Tales je svoje
stavove pokuSao objasniti logickim razmisljanjem, a ne nadnaravnim pojavama kao
mnogi prije njega. Vjerovao je da je tocan odgovor voda! Voda je temeljno nacelo i
izvor svega. Ona je beskona¢na, vjeCna materija koja se krece, zgusnjava i razrjeduje
te tako nastaju sve pojave u svemiru. On je mislio da Zemlja ima oblik diska koji pluta
na ”beskonacnom oceanu”. Tvrdio je da su potresi posljedice ¢injenice Sto se Zemlja
nalazi na vodi. Unato¢ ovim danas neprihvatljivim tezama, Talesova velicina je u tome
Sto je bio prvi koji je uklonio mit i koji je svoja razmisljanja pokusao logicki objasniti
pa je zato zasluzio epitet prvog filozofa.



Sto se tice astronomije, zabiljezeno je da je Tales predvidio pomréinu Sunca 585
g. pr. Kr.. Tako se u to doba mogla predvidjeti pomréina Mjeseca, nije poznato kako
je Tales predvidio pomrc¢inu Sunca jer se ta pojava nije mogla vidjeti sa svih dijelova
na Zemlji. Pretpostavlja se da je Tales dosao do svog velikog otkri¢a proucavanjem
babilonske astronomije, ali i uz malo sre¢e. Danas je dokazano da se pomréina Sunca
zbilja dogodila 28. svibnja 585 g. pr. Kr. Smatra se da je Tales "otkrio” Malog
medvjeda. Zapravo je Tales prepoznao prednosti plovidbe prema Malom medvjedu,
a ne prema Velikom medvjedu, kako su se do tada Grci orijentirali. Mali medvjed se
sastoji od 6 zvijezda i ima manju orbitu od Velikog medvjeda, sto znaci da dok kruzi
oko Sjevernog pola, Mali medvjed svoju poziciju na nebu mijenja za manje stupnjeva
nego Veliki medvjed. Tales je ovaj svoj razborit savjet ponudio pomorcima u Miletu,
kojima je to bilo od velike pomoéi posto se u Miletu razvila pomorska trgovina gospo-
draske vaznosti. Talesu jos dugujemo godisnja doba. Poznavanje duljine godine stekao
je od Egipc¢ana. Naravno da Tales nije ”"otkrio” godisnja doba nego je godinu podije-
lio na cetiri godisnja doba tako Sto je identificirao odnos izmedu solsticija, mijenjanje
polozaja Sunca na nebu, te to povezao sa sezonskim klimatskim promjenama.

1.2 Matematicki doprinosi

Tales je iz Egipta prenio geometrijska znanja u Grcku. Prvi je koji je tocno
izracunao visinu piramide. Znao je izracunati udaljenost broda od obale. Da bi to
izracunao, Tales je morao razumjeti svojstva slicnih trokuta i pravokutnih trokuta.
Postoji legenda o tome kako je Tales izracunao visinu piramide. Legenda nam daje
uvid u Talesovu novu geometriju u primjeni i omogucuje nam da ju usporedimo sa
starom egipatskom geometrijom.

1.2.1 Kolika je visina piramide?

Kada je Tales bio u Egiptu, odlucio se na izlet do Gize da bi vidio tri piramide
i Sfingu do pola ukopanu u pijesku u blizini. Tada su piramide bile ve¢ 2000 godina
stare. Angazirao je vodice i poveo sa sobom grckog prijatelja. Tales se dugo divio
najvecoj od grobnica, Velikoj Keopsovoj piramidi koja je prekrivala povrsinu od skoro
5.3 hektara. Gledao je veliki nagib piramide i kako piramida raste do vrha koji sijece
¢isto egipatsko nebo. Primjetio je kako prekrasna Sunceva svjetlost udara to¢no na
jednu stranu piramide i crta oStru sjenu na pustinjski pijesak. Tada je postavio svoje
poznato pitanje:

"Kolika je wvisina piramide?”

Zapanjeni vodic¢i zapali su u poduzu raspravu. Nijedan od posjetitelja ih nikad nije
pitao to. Uvijek su bili zadovoljni s dimenzijama baze piramide, 252 koraka sa svake
strane. Nekada turisti u Gizi to nisu vjerovali, pa su sami brojali korake duz stranica
kvadrata, odnosno baze Keopsove piramide. Ali ovaj je htio znati nesto drugo: visinu
piramide! A to nitko nije znao. Mozda nekad davno graditelji, ali to se do tadasnje
dinastije zaboravilo. I naravno, nije se znalo kako izmjeriti visinu piramide. Dok su



vodici i dalje raspravljali, Tales i njegov prijatelj su Setali u sjeni piramide gdje je bio
hlad. Odjednom je Tales viknuo:

”Zaboravite Sto sam pitao! Znam odgovor. Visina piramide je 160 koraka!”

Prestraseni, vodici su se bacili na koljena pred Talesom, uvjereni da je on nekakav
carobnjak. Naravno, tu nije bilo nikakve magije, nego je Tales do odgovara dosao
jednostavno mjerec¢i dvije sjene na pijesku i koristec¢i apstraktno pravilo njegove nove
geometrije.

Gdje su ostali vidjeli samo covjeka i strukture i njihove sjene, Tales je vidio apstraktne
pravokutne trokute!
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Slika 1.2: Predvecer
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Slika 1.3: Poslijepodne

U svakom trenutku, svi apstraktni trokuti su istog oblika, ali ne i velicine. Pravi
kutevi i visine objekata ostali su nepromijenjeni, ali su se druge dvije stranice i druga
dva kuta mijenjala ovisno o kretanju Sunca po nebu. Tales je znao da ga oc¢i nisu
prevarile. Duljina sjena ¢e se uvijek mijenjati zajedno na isti nacin, dok ¢e visina
objekta ostati nepromijenjena. U sljede¢em primjeru koristit ¢emo jednake omjere
izmedu visine objekta i njegove sjene, te visine covjeka i njegove sjene.

Primjer 1.2.1 Neka je visina objekta V' naprema sjeni objekta S isto kao i visina
covjeka v naprema sjeni covjeka s:

n| <

v
p .



Visinu objekta V' éemo dobiti tako da cijelu jednadzZbu pomnozZimo sa sjenom objekta
S': v
V=5 -
s

Na ovaj nacin je i Tales dosao do visine piramide. Prisjetimo se; nakon sto je upitao
vodice kolika je visina piramide, oni su se poceli prepirati medusobno. U meduvremenu
je Tales, koji je ve¢ znao da duljina svake stranice piramide iznosi 252 koraka, bio zauset
brojanjem koraka da bi odredio duljinu piramidine sjene. Izbrojao je 114 koraka. Tales
je znao svoju vlastitu visinu - 2 koraka. Jos je njegov prijatelj izmjerio duljinu Talesove
sjene - 3 koraka. Tako je Tales imao sve potrebne dimenzije, tri strane proporcije dat

Slika 1.4: Proporcija

¢e mu nepoznatu cetvrtu, odnosno visinu piramide. Dakle, Tales je koristio apstraktni
pravokutni trokut. Zamislio je visinu Velike piramide kao imaginarnu duzinu od njenog
vrha do tocke centra baze. Ta imaginarna duzina bi imala imaginarnu sjenu, sve odakle
je stajala u centru piramide do kraja piramidine stvarne sjene. Tako duljina imaginarne
duzine iznosi jednu polovinu duljine baze plus stvarna projekcija sjene. Stoga slijedi:

Primjer 1.2.2 Neka je V) visina piramide odnosno imaginarne duzine, Si je sjena
imaginarne duzine, B baza, a vy je Talesova visina, a sy duljina Talesove sjene.

V=9, L
ST
Vi— (it
e 2 ST

2 koraka

Vi = (126 koraka + 114 koraka) - 3 Toraka
-
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Vi =160 koraka

Naravno, vodi¢i su odmah rasirili ovo Talesovo magi¢no otkric¢e rjeSenja problema koji
se tada Cinio nerjeSivim. Nakon Sto su se svecenici Tota uvjerili da duljina Velike
piramide je 160 koraka, Tales je postao poznat diljem tadasnjeg svijeta. A prica je
toliko "putovala” da je poznata i danas, nakon 2500 godina.

1.2.2 Teoremi

Talesu se pripisuje sljedec¢ih pet teorema iz elementarne geometrije koji i mi danas
ucimo u skolama. Iako su te teoreme sigurno znali jos i Egipé¢ani i Babilonci, Tales je
bio prvi koji je ove teoreme i neformalno dokazao. On je svoje propozicije dokazivao
"induktivno”, ponavljajuci pokuse pokazao je da su njegove propozicije toéne i smatrao
je opravdanima da se rezultati takvih eksperimenata prihvate kao dokazi.

1. Svaki promjer raspolavlja krug.

Slika 1.5: Teorem 1

2. Kutevi uz osnovicu jednakokra¢nog trokuta su jednaki.

Slika 1.6: Teorem 2



3. Vrsni kutevi su jednaki.

Slika 1.7: Teorem 3

4. K-S-K teorem o sukladnosti trokuta: dva su trokuta sukladna ako imaju jednu
jednako dugu stranicu i jednake njoj prilezece kuteve.

5. Talesov teorem: Kut nad promjerom kruga je pravi kut.
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Slika 1.8: Teorem 5

Prva cetiri teorema Talesu pripisuje Proklos, a peti mu se pripisuje na osnovi odjeljka
u knjizi Diogena Laertija. Valja napomenuti da u opisu drugog teorema Proklos koristi
rije¢ znacenja vise "slican” nego ”jednak” i vjerojatno je da Tales nije imao nacina za
mjeriti kuteve.

Danasnji iskaz Talesovog cetvrtog teorema i dokaz glase:

Teorem 1.2.1 (K-S-K teorem o sukladnosti) Dva su trokuta sukladna ako su im
sukladne jedna stranica @ dva kuta uz tu stranicu.

Dokaz.
Neka su ABC' i A’B'C" dva trokuta tako da vrijedi |AB| = |A'B'|, ZCAB = ZC"A'B’
i /ABC = ZA'B'C".
Sada ZC'A’B’ nanesimo na ZC'AB s vthom u A, krakom A’B’ na AB i krakom A'C’
na AC. Tada ¢e B’ pasti u B. Dalje, ZA'B’C’" nanesimo na ZABC' s vrhom u B,
krakom A’B’ na AB i krakom B'C’ na BC'. Tada ¢e sjeciste polupravaca A'C’" i B'C’
pasti u sjeciste polupravaca AC' i BC', tj. C’ ¢ée pasti u C.

[ |
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Slika 1.9: K-S-K teorem o sukladnosti

Tales je zadnji teorem dokazao pomocu sljede¢e matematicke tvrdnje: Cetverokut
kojemu su dijagonale jednake duljine i koje se raspolavljaju nuzno je pravokutnik.
Dokazivanjem jedne matematicke tvrdnje drugom tvrdnjom, Tales je zapravo na pragu
deduktivne metode u matematici. Ali njegov dokaz nije logicki strog, jer pomoéna
tvrdnja nije dokazana.

Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice i njegov dokaz (kako uc¢imo danas)
glase:

Teorem 1.2.2 Ako je AB promjer kruznice, a C bilo koja tocka kruznice razlicita od
A i B, tada je ZACB pravi.

Dokaz.

Neka je O srediste kruznice promjera AB. Neka je ZCAB = a, ZABC = 31 LACB =
v. Kako je AAOC jednakokracan s osnovicom AC, to je ZACO = a, a kako je
ABOC jednakokracan s osnovicom BC, to je ZBCO = B. Slijedi v = LACB =
LACO + ZOCB = a+ . Kona¢no, iz a + 8 + v = 180° slijedi 2y = 180° i konacno
v = 90°.

|

Iskazimo sada Talesov teorem o proporcionalnosti:
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Teorem 1.2.3 Ako su tocke A, B, C, D na praveup’, a tocke A', B, C', D' na pravcu
p dobivene paralelnom projekcijom, onda ce se odgovarajuci omgeri duljina sacuvati, tj.

|AB|  |A'B| |AB|  |CD|
\CD|  |C'D'|’ \A’B'|  |C'D|
C D.a——f—"P’
A B ="
A B el D P

Poglavlje o Talesu ¢emo zaokruziti kroz dva rijesena primjera u kojima se koriste Ta-
lesovi teoremi.

Primjer 1.2.3 U pravokutnom trokutu duljina teZisnice povucene iz vrha pravog kuta
iznosi 2. Koliki je zbroj kvadrata duljina preostalih dviju teZisnica?

Rjesenje.

Tezisnice trokuta raspolavljaju stranice.
Iz pravokutnog trokuta AQC' imamo:

a iz pravokutnog trokuta BC'P:

b 2
tb2: (5) +CL2.

Zbrojimo li ove tezisnice dobijemo:

2 b\ 2
ta2+tb2:(9) +(—) +a* + b
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(a2+b2)+a2—|—b2

=] =

(a® + %)
3 2

= —c".
4

Tocka S je poloviste hipotenuze, pa prema Talesovom teoremu slijedi da je ona i srediste

opisane kruznice trokuta ABC'. Prema tome su £ i . polumjeri kruznice, $to znaci da

je ¢ = 2t.. RjeSenje je:

W | o

5
t® +1? = 1(2t0)2 = 5t,2 = 20.

Primjer 1.2.4 U kruznicu polumgjera 1.25 cm wupisan je pravokutni trokut pouvrsine
1.25 em?. Koliki je zbroj duljina kateta trokuta?

Rjesenge.

Koristimo Talesov teorem o pravom kutu nad promjerom kruznice. Vrijedi:

L e A ‘-\\\
i // ™ \
£ e
i _// ol
Ly = i
|I =
. P

(a+b)?=a%+2ab+b* = ? + 4P,

gdje je P povsina pravokutnog trokuta.
Kada korjenujemo ovaj izraz, dobijemo tocno rjeSenje:

25 5 3Vd
a+b:\/C2+4P:2\/T2+P:2 (1—6—1-1):—\2/_0771.

Najvaznije Sto mu matematicari pripisuju, jest ¢injenica da je Tales prvi dao logicke
temelje dokazivanju teorema. Drugim rijec¢ima, Tales je prvi naglasio da nije dovoljno
samo opazati pojave, ve¢ ih i dokazati. On je izrekao mnoge tvrdnje, koje je i dokazao,
a njegova metoda rjesavanja i postavljanja problema bila je revolucionarna za ono vri-
jeme. Ti matematicki poceci dokazivanja su Talesovo nasljede, jer se on nadao da ¢e ga
mnogi matematicari slijediti i nadogradivati njegove teorije. Jedan od tih matematicara
bio je i Pitagora, mozda najpoznatije ime danas iz stare grécke matematike.



Poglavlje 2

Pitagora iz Samosa

"Ne moze se reci onoliko mudrosti, koliko se moZe presutjeti gluposti.”
Pitagora

Pitagora iz Samosa se Cesto opisuje kao prvi ”pravi” matematicar i premda znamo
relativno malo o njegovim matematickim postignu¢ima smatra se vaznom licnos¢u u
povijesti razvoja matematike. Za razliku od mnogih kasnijih grckih matematicara, za
koje imamo neke od knjiga koje su napisali, od Pitagorinih tekstova danas nemamo
nista sacuvano. Drustvo koje je osnovao i vodio bilo je naucnog, ali i religioznog karak-
tera. Rad im je bio obavijen velom tajanstvenosti sto nam govori da je i sam Pitagora
bio misteriozna licnost. Ipak, neke detalje iz Pitagorinog zivota znamo zahvaljujuéi nje-
govim ranim biografijama koje se oslanjaju na vazne originalne izvore i koje svjedoce
o Pitagori kao bozanskoj osobi. Neki povjesnicari ove podatke smatraju samo zanim-
ljivim legendama, ali ono $to je sigurno jest ¢injenica da su ove biografije zaista vrlo
stare.

2.1 Ukratko o Pitagorinom zZivotu

Pitagora je roden oko 582. pr. Kr. na grckom otoku Samosu, kao sin bogatog tr-
govca. Kao dijete, Pitagora je svoje rane godine proveo u Samosu, ali je i cesto putovao
s ocem. Na tim se putovanjima mladi Pitagora susreo s mnogim uciteljima i misliocima
iz onog vremena koji su ga poucavali filozofiji i znanosti. Jedan od tih ucitelja bio je
i Tales. Kaze se da je Pitagora posjetio Talesa u Miletu kada mu je bilo izmedu 18
i 20 godina. U to je vrijeme Tales bio star covjek i njegova su otkri¢a utjecala da se
Pitagora jos viSe zainteresira za matematiku i astronomiju, te je savjetovao Pitagoru
da otputuje u Egipat gdje ¢e jos vise nauciti o podru¢jima koja ga zanimaju.

Otprilike 535. pr. Kr. Pitagora je otputovao u Egipat. Tamo je sudjelovao u mno-
gim filozofskim raspravama sa svecenicima i ucenjacima. Nakon ritualne svecanosti, i
sam Pitagora je postao hramski sve¢enik u Diospolisu. Ideje koje ¢e kasnije propovi-
jedati na svojoj skoli u Italiji zasigurno imaju korijene u egipatskim hramovima, npr.,
tajnovitost egipatskog sve¢enstva, njihovo odbijanje jedenja boba, odbijanje oblac¢enja

12
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Slika 2.1: Pitagora

odjece koja se dobiva od koze zivotinja, njihov zavjet ¢istoce itd... Sve je to utjecalo
kasnije na rituale, strogost i tajnovitost Pitagorejske skole.

Nakon 10 godina boravka u Egiptu, proveo je 5 godina zarobljenistva u Babilonu.
Nakon toga vraca se na Samos. Na Samosu osniva sSkolu, pod nazivom ”Polukrug”,
koja je i stolje¢ima kasnije mjestanima otoka sluzila kao okupljaliste mislioca. Medutim,
zbog metoda, strogosti i nac¢ina misljenja koje su bile vrlo slicne onima koje je naucio u
Egiptu, stanovnici sa Samosa, nauceni na drugaciji nac¢in misljenja, nisu bili zadovoljni
Pitagorinim poucavanjem. Zato je otplovio u juznu Italiju, u grad Krotonu (danasnja
Crotona) gdje je stekao mnoge sljedbenike. Ustanovio je matematicku skolu u kojoj
su ucenici obdrzavali stroga pravila druzbe. Skolu danas nazivamo Pitagorejskom
skolom, a njegove sljedbenike Pitagorejcima. Drustvo se sastojalo od dva kruga:
unutrasngi krug ¢inili su uéitelji i matematicari, a vanjski ucenici. Clanovi unutranjeg
kruga, medu kojima je bio i sam Pitagora, nisu imali privatnog vlasnistva, morali su biti
vegetarijanci i zivieti u zajednici. Clanovi vanjskog kruga nisu morali biti vegetarijanci,
mogli su imati privatno vlasnistvo i stanovali su u vlastitim ku¢ama. I muskarci i Zene
su mogli postati ¢lanovi Drustva, nekoliko sljedbenica Pitagorejki kasnije su postale
poznati filozofi. Naime, ”Pitagorijska dijeta” je bilo zajednicko ime za apstinenciju od
ribe i mesa, sve do radanja pravog vegetarijanstva u devetnaestom stolje¢u. Obrok u
kojem su preskakali meso, koji je ionako bio jedini u kojem su ga imali priliku jesti,
najcesce je bio poslijepodne.

Pitagora je, medutim, prije svega bio filozof. U skladu s njegovim vjerovanjima o
brojevima, geometriji i astronomiji, imao je filozofske nazore da je cijeli svijet sastav-
ljen od suprotnosti, tj. suprotnih parova; zatim da su sve postojece stvari sastavljene
od oblika, a ne od materijalne tvari, a da je dusa broj koji se samostalno pokrece i
reinkarnira dok ne dode do potpunog oc¢iséenja (do kojeg se dolazi kroz intelektualne i
obredne vjezbe strogih Pitagorejaca). Sto se moralnog Zivota Pitagorejaca tice, i tu su
imali svoja pravila. Pitagora je, naime, njegovao i promicao prijateljstvo, nesebi¢nost
i iskrenost.

Ne zna se tocan datum i okolnosti Pitagorine smrti. Legenda kaze da je Pitagorej-
sku skolu napao zao i okrutan grof iz Krotona koji je zelio ué¢i medu Pitagorejce, ali mu
je zahtjev odbijen zbog njegove zle naravi te da su Pitagorejci morali potraziti utociste
u bijegu. Pitagora je takoder pobjegao iz Krotona u Metapontium i mnogi autori se
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slazu da je vjerojatno tamo i umro. Neki cak sumnjaju u samoubojstvo iz ocaja jer je
napadnuto njegovo Bratstvo. I nakon Pitagorine smrti Pitagorejska skola je jos dugo
bila na okupu. Nakon 500. god. pr. Kr. skola se sve manje bavila znanoséu, a sve vise
politikom i zato se uskoro rascjepkala na grupice. Godine 460. pr. Kr. skola je na-
prasno zatvorena, a za Pitagorejcima je ostao do danas bogat plod njihovog izuc¢avanja
astronomije, aritmetike i geometrije.

2.1.1 Pitagorejska skola

U Pitagorejskoj skoli naglasak je bio na tajnosti i zajednistvu, tako da je da-
nas tesko odgonetnuti sto je rad samog Pitagore, a Sto njegovih ucenika. Ono Sto je
sigurno, je da je njegova skola dala velik doprinos matematici. No, Pitagorejci nisu
radili matematiku u atmosferi kakvu mi danas imamo u skolama i na fakultetima. Nije
bilo zadataka koje bi trebalo rijesiti, nije bilo otvorenih problema s kojima bi se trebalo
uhvatiti u kostac, niti su oni pokusavali formulirati matematicke izjave kako to danasnji
matematicari rade.

Pitagorejce su zanimale osnove matematike, pojam broja, trokuta i ostalih mate-
matickih likova, te apstraktna ideja dokaza. Drugim rijecima, Pitagorejce je zanimalo
sve ono Sto se danas nama ¢ini toliko poznato da se o tome nema Sto razmisljati. Pita-
gora je vjerovao da se sve relacije i odnosi mogu svesti na operacije s brojevima, da se
sve oko nas i cijeli svemir moze objasniti brojevima. Do toga su zakljucka dosli nakon
mnogih opazanja u glazbi, matematici i astronomiji.

Poznato je Pitagorino opazanje da zice glazbala proizvode tonove u harmoniji
kada su koeficijenti duljina tih zica cijeli brojevi. Pitagora je jako pridonio stvaranju
matematicke teorije muzike. Bio je vrstan glazbenik, svirao je liru i koristio je glazbu
kao sredstvo lijecenja bolesnika (muzikoterapija).

Pitagora je proucavao svojstva prirodnih brojeva koja su i dan danas poznata,
kao na primjer parni i neparni brojevi, savrseni brojevi itd. Po njemu, svaki broj ima
cak i svoje osobine: muski i zenski, savrSen ili nepotpun, lijep ili ruzan. Postojao je
i najbolji od svih brojeva: broj 10, kojeg su prepoznali kao zbroj prva cetiri prirodna
broja (1+2+ 344 = 10).

Naravno, mi danas pamtimo Pitagoru po poznatom Pitagorinom poucku. lako
je taj poucak nazvan po Pitagori, on je bio poznat jos i starim Babiloncima 1000 godina
prije nego sto se Pitagora rodio. Naime, Pitagora nije prvi otkrio Pitagorin teorem,
veé je Pitagora (ili neki drugi Pitagorejac) prvi koji je dokazao taj teorem i zato se on
naziva Pitagorin poucak. Po nekima, kada je Pitagora dokazao taj teorem, bogovima
u cast je zrtvovao vola Sto su ga prosvijetlili.

2.1.2 Dostignuca Pitagorejske skole

Evo poznatijih tvrdnji koje su dokazali Pitagorejci:
1. Zbroj kuteva u trokutu jednak je kao dva prava kuta.

2. Kvadrat na hipotenuzi jednak je zbroju kvadrata na ostale dvije stranice u pra-
vokutnom trokutu (Pitagorin poucak). Primijetimo ovdje da Pitagorejcima ”kva-
drat” nije oznacavao mnozenje duljine stranice sa samom sobom, ve¢ je oznacavao
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jednostavno geometrijski lik kvadrat konstruiran na stranici. Cinjenica da je zbroj
dva kvadrata jednak tre¢emu, znacila je da se dva kvadrata mogu izrezati na likove
od kojih se moze sloziti jedan kvadrat koji je sukladan kvadratu nad hipotenuzom.

3. Otkrice iracionalnih brojeva. Pitagorejci su ¢vrsto vjerovali da se sve moze pri-
kazati u obliku broja, pri ¢emu je svaki broj kvocijent dva cijela broja. Medutim,
kada su pokusali izmjeriti hipotenuzu jednakokracnog pravokutnog trokuta, dosli
su do zakljucka da se ona ne moze prikazati kao kvocijent dva cijela broja i to ih
je uzasnulo. Zapravo, ¢injenica da postoje brojevi koji se ne mogu prikazati kao
omjer dva cijela broja toliko ih je osupnula da su tu tvrdnju ¢uvali u dubokoj
tajnosti kako ne bi izasla na vidjelo. Konkretno, Pitagorejci su dokazali da v/2
nije racionalan, tj. da dijagonala kvadrata nije sumjerljiva stranici kvadrata.

4. Pet pravilnih geometrijskih tijela (Platonova tijela). Smatra se da je sam Pitagora
znao kako konstruirati prva tri pravilna tijela, ali ne i posljednja dva.

5. U astronomiji je Pitagora poucavao da je Zemlja kugla u sredistu Svemira. On
je takoder prepoznao da se MjeseCeva putanja nalazi pod kutom u odnosu na
ekvator. On je takoder bio jedan od prvih koji je primijetio da je Venera kao
vecernja zvijezda bila isti planet kao Venera kao jutarnja zvijezda.

6. Prema legendi Pitagora je prvi matematicar kojemu je pao na pamet nac¢in zapi-
sivanja slican danasnjem ASCII-kodu.

2.2 Matematicki doprinosi

2.2.1 Pitagorejska geometrija
Pitagorin poucak

Pitagorin poucak je jedan od osnovnih teorema geometrije. Bitno je istaknuti da je
Pitagorejcima bio poznat potpun teorem, ukljucivsi i obrat:

Teorem 2.2.1 Zbroj kvadrata nad katetama jednak je kvadratu nad hipotenuzom. Obratno,
ako neki trokut ima svojstvo da je zbroj kvadrata nad dvije njegove stranice jednaka kva-
dratu nad trecom, onda se radi o pravokutnom trokutu.

Dokaz Pitagorina poucka

Pitagorin dokaz cisto je vizualan, bez podrske algebre i racunanja. Danas je
poznato vise od 100 raznih dokaza Pitagorinog poucka. Recimo i to da je i 20. americki
predsjednik James A. Garfield (1831. - 1881.), dokazao Pitagorin poucak. Medutim,
kada se ovi dokazi bolje prouce, tada se uvida da se oni mogu podijeliti u cetiri grupe:

1. Dokazi koji se zasnivaju na izjednacavanju povrsina
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ra S

Slika 2.2: Pitagorin poucak

2. Dokazi pomocu razlaganja povrsina tzv. mozaicki dokazi
3. Dokazi pomoc¢u racunanja

4. Dokazi koji se zasnivaju na slicnosti geometrijskih figura

Slijedi redom po jedan dokaz iz svake ove grupe:

Dokaz 1.

Povrsina kvadrata, ¢ija je stranica duljine (a + b), iznosi P = (a + b)?, a tu povrsinu
mozemo jo$ racunati kao zbroj povrsina malog kvadrata stranice ¢, i 4 trokuta stranica
a, b. Ta 4 trokuta su sukladna pa imaju istu povrsinu.

b a

Slika 2.3: Dokaz 1.

P = P(malog kvadrata) + 4 - P(trokuta)
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Dakle,
b
P(malog kvadrata) = ¢*, P(trokuta) = %
iz cega slijedi

ab
P=c24+4.2
¢+ 5

Nakon izjednacavanja dobivenih povrsina

b
(a—l—b)2:c2—|—4-%

iz cega slijedi
a® + 2ab + b* = ¢ + 2ab

a’ + b =2

Obrat ne¢emo dokazivati.

Dokaz 2.

Na slici ispod kvadrati nad katetama i kvadrat nad hipotenuzom rastavljeni su na
Cetverokute oznacCene s 2 i 5, i na trokutove oznacene sa 1,3 i 4, pri ¢emu su S i Sy
sredine stranica AA,, odnosno BB, , duzina B;Bs paralelna hipotenuzi AB, a duzina
AAjs produzetak stranice AAy. Cetverokuti oznaceni s 2 i Getverokuti oznaceni s 5 su

[of]

1
Cz B:
-/ °
C:
As
C/s 2
5 4 B:
Al
A B
2
S/ 3
s As S1
4/
5
! B
Az B2

Slika 2.4: Dokaz 2.

sukladni.

Trokuti oznaceni sa 1 sukladni su s danim pravokutnim trokutom ABC.

Pravokutni trokuti oznaceni s 3 su sukladni jer BsBy, = BS, i ZCB3By, = Z5,BS.
Trokuti oznaceni s 4 takoder su sukladni jer AsAy = AC i LSAAy = LAZAC. 1z
navedenog slijedi da je zbroj dijelova kvadrata nad katetama jednak zbroju (dijelova)
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kvadrata nad hipotenuzom.
Ovaj dokaz potjece iz 900. godine.

Dokaz 3.

Na donjoj slici vidimo da je nad hipotenuzom AB danog pravokutnog trokuta ABC
konstruiran kvadrat ABB1A;. Zatim je iz A; povucena A;Bs paralelna s BC' i iz B,
povucena duzina By B, paralelna s AC. Kada se AC produzi do presjeka C s A; B3,
tada se kvadrat nad hipotenuzom AB sastoji od kvadrata C'C;BsB,, ¢ija je duzina
stranice jednaka razlici a — b kateta (a = BC' i b = BC' = BBs,) danog pravokutnog
trokuta ABC', i cetiri sukladna pravokutna trokuta: ABC , AAC, , A1B1Bsi BB Bs.

Prema ovome slijedi:

A= (a—b)2+4a—b
2
tj.
A =a®+ V%
Slika 2.5: Dokaz 3.
Dokaz 4.

Kada se u danom pravokutnom trokutu ABC povuce visina C'D koja odgovara hipote-
nuzi AB, kao $to je to napravljeno na slici ispod, tada se dobiju dva nova pravokutna
trokuta AC'D i BC'D koji su sli¢ni sa danim trokutom ABC.

Slika 2.6: Dokaz 4.
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Ako su P, P, i P, povrsine trokutova ABC, ACD i BC'D, onda vrijedi:
P:P :P,=AB*: AC*: BC?
odnosno
P:P :P=c:1:d.

Odakle slijedi:
P = kc*, P, = kb*, P, = ka?,

gdje je k faktor proporcionalnosti razlicit od nule. Kako je P = P, + P,, to je prema
tome i prethodnom:
kc? = kb* + kad?,

odnosno
A =a®+ v

2.2.2 Pitagorejska aritmetika

Pitagorejci su proucavali razne vrste prirodnih brojeva: parne i neparne, savrsene i
prijateljske, razne figurativne brojeve.

Figurativni brojevi

Figurativni brojevi su prirodni brojevi koje mozemo prikazati slaganjem kamencic¢a
u geometrijske likove. Neki od figurativnih brojeva su:

1. Trokutasti brojevi
Trokutasti brojevi nastaju prebrojavanjem kamencica koji formiraju i ispunjavaju
pravilan trokut. Formula opc¢eg ¢lana glasi:

n(n+1).

T, =14+2+...+n= 5

Kao sto smo rekli, Pitagorejci su posebnu paznju pridavali broju 10 = 14+2+3+4,
a to je primjer trokutastog broja.

/
@ o0
@ LA 200
® 00 000 0000
Ti=1 Ta=3 Ty=6 Ty;=10
L/
o o0
o0 000

Slika 2.7: Trokutasti brojevi
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2. Kvadratni brojevi
Kvadratni brojevi su kvadrati prirodnih brojeva, n?, i Pitagorejci su pokazali da
im je oblik sljedeci:
n*=1+3+5+...+(2n—1).

Q00000 =1

Q00000 2=1+:=4
Q00000 ==1+2+5=9
000000 =1+2+5+7="16
OQOO0000 =1+3+5+7+3=25
°°°°°° BE=1+2+5+T7+9+11=36

Slika 2.8: Kvadratni brojevi

3. Sesterokutni brojevi
Sestreokutni brojevi su 1,6, 15,28, .... Njihov op¢i oblik je
1+5+94...4+ (4n—3) =2n° —n.

Geometrijski se mogu predociti kao pravilno rasporedene tockice po stranicama
i unutrasnjosti pravilnog Sesterokuta.

.

1 6 15 28

Slika 2.9: Sesterokutni brojevi
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4. Prijateljski brojevi

Prijateljski brojevi su parovi prirodnih brojeva koji imaju svojstvo da je svaki
od njih jednak zbroju pravih djelitelja drugoga (djelitelji broja manji od njega
samoga). Primjerice, to su brojevi 220 i 284. Pretpostavlja se da je to jedini par
prijateljskih brojeva koji je bio poznat Pitagorejcima. U 18. su stolje¢u Fermat i
Descartes, neovisno jedan o drugome, nasli sljedeci par prijateljskih brojeva. To
su 17296 i 18416. Danas je poznato oko 1100 parova prijateljskih brojeva, ali se
ne zna koliko ih ima (konac¢no ili beskonaéno). Isto tako, jos uvijek se ne zna
postoji li par prijateljskih brojeva, od kojih je jedan paran, a drugi neparan.

5. SavrSeni brojevi
Savrseni brojevi su brojevi koji su jednaki zbroju svih svojih pravih djelitelja.
Pitagorejci su im pripisivali magi¢na svojstva. Pretpostavlja se da su savrSeni
brojevi poznati puno prije Pitagorejske skole. Savrseni brojevi su:

6=1+2+3,

2B =142+4+7+ 14,
496 =1+24+4+8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248,
8128 = 1+ 244+ 8+ 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.

Moze se rec¢i da su savrSeni brojevi oni brojevi koji su prijateljski sa sobom.

Pitagorejske trojke

Pitagorejci su jos proucavali pitagorejske trojke. Njih ima beskona¢no mnogo sto se
lako mozZe vidjeti, jer za svaki n € N brojevi 2n, n? —11in?+1 ¢ine pitagorejsku trojku.



Poglavlje 3
Euklid

”0d Euklidovih ”Elemenata” krenule su sve zamisli prema
savrsenijem utemeljenju geometrije.”
Kagan'

Euklid je gréki matematicar koji je izvrsio najveci utjecaj na zapadno akademsko
misljenje. Kroz ¢itavu povijest ¢ovjecanstva, mnogi znanstvenici i ucenjaci su davali
svoje postulate i razne teorije, ali ipak, Euklid je taj koji s razlogom nosi naziv ”otac
geometrije”. Njegovi "FElementi”, u kojima je skupio, ne samo sva svoja razmisljanja i
teorije, nego i teorije svojih prethodnika, dozivjeli su ¢ak 1700 izdanja i s razlogom se
smatraju najprevodenijim, najtiskanijim i najproucavanijim djelom u ljudskoj povijesti
poslije Biblije.

3.1 Ukratko o Euklidovom zivotu

O Euklidovom Zivotu ne postoji puno pouzdanih podataka. Zivio je za vrijeme
Ptolomeja Sotera u sredistu egipatskog kraljevstva, Aleksandriji, od oko 330. do 275.
godine prije Krista. Nakon smrti Aleksandra Velikog i raspada njegovog ogromnog
carstva, Ptolomej je poceo vladati Egiptom. On je osnovao poznatu visoku skolu
Museion - sveuciliste i biblioteka u jednom. U to vrijeme, Aleksandrija je bila glavni
znanstveni centar u kojem su se nalazili tadasnji najveéi znanstvenici. Sam Museion je
sadrzavao vise od 700000 rukopisa. Prvi ”sef” matematike u Museionu bio je upravo
Euklid. Smatralo ga se covjekom koji je zivio samo za znanost i uporno je stajao na
stajalistu da je znanje potrebno jedino zbog samog znanja, a nikako zbog koristi koja
se iz njega moze izvué¢i®. O njegovoj predanosti geometriji, odnosno znanosti uopdée,
govore sljedece dvije anegdote:

Veniamin Fedorovich Kagan (1869. — 1953.) - ruski matemati¢ar
Zhttp://mis.element.hr /fajli/102/01-07.pdf
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Slika 3.1: Euklid

Anegdota [

Najpoznatija anegdota o Euklidu (autor je Proklo), kaze kako je Euklid isao faraonu
Ptolemeju pokazati svoju knjigu Elementi. Faraon ga je upitao: "Postoji li laksi i kraci
nacin do geometrije od proucavanja Elemenata?” Owvaj je odgovorio: ”Da, postoji.”
Faraon ga upita: ”Postoji li “kraljevski” nacin do matematike?” Euklid mu odgovori:
”Ne, ne postoji. Onaj tko Zeli shvatiti geometriju mora raditi. Isto vrijedi i za kraljeve.”

Anegdota 11

Nakon zavrsetka Fuklidovog predavanja u njegovoj skoli, jedan od Fuklidovih ucenika
geometrije upitao je kakvu ce korist u Zivotu imati od tog predavanja t koliko on moZe
zaraditi ako to sve nauci. Euklid nije odgovorio na to pitanje, pozvao je roba i po robu
poslao tom uceniku jedan zlatnik i otpustio ga iz skole.

Sto se tice Euklidovih djela, ve¢ spomenuti ”Elementi” su za nas najvazniji. Srec¢om,
oni su sacuvani, kao i:

e Uyjeti - zadaci koji se rjeSavaju pomocu geometrijske algebre,
o O dijeljenju figura - konstruktivni zadatci,

e Data - vrsta repitorija,

e Pojave - astronomski spisi,

e Optika - s teorijom perspektive.

Ostala djela su izgubljena, a podrucja interesa bila su iz matematike, optike, glazbe i
astronomije.
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3.2 Matematicki doprinosi

3.2.1 Euklidovi ”Elementi”

Euklidovi su "Elementi” vrlo vazno djelo, ne samo matematike, nego svjetske znanosti
i kulture uopc¢e. Prof. dr. sc. Vladimir Volenec je u o Elementima rekao sljedece:

" EBuklidovi su Elementi i jedno od najkontroverznijih djela u povijesti znanosti. Upravo
kritikom sadrZaja Elemenata razvijala se povijest strogo logickog zasnivanja matema-
tike i bilo koje aksiomatske teorije. Dva osnovna problema koje su Elementi inicirali,
problem paralela i problem potpunosti aksiomatike euklidske geometrije, rijeseni su tek
pocetkom odnosno krajem 19. stoljeca nakon bezuspjesnih pokusaja gotovo svih najvecih
matematicara kroz vise od dvije tisuée godina.”

ELIELIL

ELEMENTI

Ty

£

Slika 3.2: Hrvatsko izdanje Euklidovih ”FElemenata”

L,

Euklidovi "Elementi” objavljeni su oko 300. g. pr. Kr. i predstavljaju sintezu sve
dotad poznate matematike u 13 knjiga. Ne postoji originalni rukopis ”FElemenata”,
nego su na temelju postoje¢ih nezavisnih tekstova krajem 19. stoljec¢a J.L. Heiberg i
H. Menge restaurirali originalni Euklidov tekst. Znacenje ”Elemenata” je u svakom

Slika 3.3: Sacuvani fragmenti Euklidovih ”Elemenata”

pogledu veliko. Vrlo uspjesno je izlozena elementarna geometrija na aksiomatskoj os-
novi. Teoremi su logicki poredani tako da svaki slijedi isklju¢ivo iz ve¢ dokazanih ili
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pak osnovnih tvrdnji (23 definicije, 5 aksioma i 5 postulata) danih na pocetku, a za-
kljucci se izvode strogo deduktivno. Prof. dr. sc. F.M. Bruckler u svojoj ”Pouvijesti
matematike” takoder navodi da je ideja ”Elemenata” izvesti cijelu matematiku iz ma-
log broja pocetnih pretpostavki. U ovom djelu se izrazito osjeti utjecaj Aristotela na
Euklida koji je ve¢ ranije izlozio bit znanstvenih definicija, aksioma i dokaza. Tako je
Euklid svaku svoju geometrijsku tvrdnju formulirao opéenito, pa konkretno, crtezima
pokazujuci ono sto je zadano i sto treba dokazati ili konstruirati. Nakon dokaza slijedi
zakljucak.

Zanimljivo je sto su "Elementi” sluzili kao udzbenik iz geometrije sve do 19. stoljeca.
Razlika izmedu ”FElemenata” i danasnjih udzbenika je recimo $to se u ”"FElementima”
ne spominje neposredno mjerenje povrsina i obujama figura, nego samo njihova us-
poredba, nigdje se ne spominje broj m, a dokazi su ¢isto apstraktni, dobiveni ¢istim
logickim razmisljanjem. No, ipak mnogi poucci u danasnjim udzbenicima su sadrzajno
jednaki kao i u Elementima, a metode dokaza su u vecini slucajeva jednake.

Dakle, "Elementi” se sastoje od 13 knjiga.

e Knjiga 1: temeljna svojstva geometrije, Pitagorin poucak, jednakost kutova, pa-
ralelnost, zbroj kutova u trokutu,

e Knjiga 2: povrSine trokuta i ¢etverokuta, zlatni rez,
e Knjiga 3: krugovi, kruznice i njihova svojstva, odsjecci, tangente,

e Knjiga 4: konstrukcijom kruznici opisanih i upisanih trokuta te konstrukcijom
pravilnih poligona;

e Knjiga 5: omjeri veli¢ina,

e Knjiga 6: primjena omjera u geometriji, slicnost trokuta,
e Knjiga 7: teorija brojeva (djeljivost, prim brojevi),

e Knjiga 8: geometrijski redovi,

e Knjiga 9: kombinira rezultate sedme i osme knjige — beskonac¢nost prim brojeva,
suma geometrijskog reda,

e Knjiga 10: nesumjerljivost i iracionalni brojevi,
e Knjiga 11: primjena rezultata prve do Seste knjige na prostor,
e Knjiga 12: oplosja i volumeni stosca, piramide, valjka, sfere,

e Knjiga 13: generalizacija Cetvrte knjige na prostor,upisivanje pet Platonovih pra-
vilnih tijela u sferu.

Sto se tice geometrije i njene aksiomatike, najvaznija je prva knjiga jer se u njoj nalaze
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svi aksiomi na kojima se zasnivaju ostale knjige. Pisana je tzv. egzaktnim mate-
matickim stilom: matematicki:

definicija — aksiom — teorem — dokaz.

Knjiga je pisana u potpunosti rijeCima jer tada nisu postojali simboli za odredene
pojmove. Proucavanje geometrijskih prostora je, u pravom smislu te rijeci, pocelo
kada je Euklid postavio svojih pet aksioma o prostoru. Takav prostor se danas zove
euklidski prostor, no tokom mnogo godina su se razvili i neeuklidski prostori te jos
mnogi drugi.

U radu ¢emo navesti 23 definicije koje se nalaze u prijevodu prve knjige na hrvatski
jezik, te, b postulata i 5 aksioma u modernoj formulaciji.

Definicije

D1. Tocka je ono sto nema djelova.

D2. Crta je duljina bez Sirine.

D3. Krajevi crte su tocke.

D4. Duzina je ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj.
D5. Ploha je ono s$to ima samo duljinu i Sirinu.

D6. Krajevi plohe su crte.

D7. Ravnina je ploha koja jednako lezi prema duzinama na njoj.

D8. Kut u ravnini je nagib u ravnini jedne prema drugoj dviju crta koje se medusobno
doticu i koje ne leze u duzini.

D9. Kada su crte koje obuhvacaju kut ravne, kut se naziva ravnocrtnim.

D10. Kada duzina uspravljena na duzinu ¢ini medusobno jednake susjedne kutove,
tada je svaki od jednakih kutova pravi, a duzina koja stoji naziva se okomitom
na onu kojoj stoji.

D11. Tupi kut je onaj koji je vec¢i od pravog.

D12. Ostar kut je onaj koji je manji od pravog.

D13. Granica je ono §to je necemu kraj.

D14. Lik je ono §to je obuhvaéeno s jednom ili vise granica.

D15. Krug je lik u ravnini koji je obuhvac¢en jednom crtom takvom da su sve duzine
koje padaju na nju iz jedne tocke od onih koje leze unutar lika medusobno jednake.

D16. Ta se tocka naziva sredistem kruga.

D17. Promjer kruga je bilo koja duzina povucena kroz srediSte i ogranicena s obje
strane kruznicom kruga, a koja takoder sijece krug u dva jednaka dijela.
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D19.

D20.

D21.

D22.

D23.
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. Polukrug je lik obuhvacen promjerom i njime odrezanom kruznicom. A srediSte

polukruga isto je ono koje je i srediste kruga.

Ravnocrtni su likovi oni koji su omedeni duzinama, oni obuhvaceni s tri su
trostrani¢ni, oni obuhvaceni s Cetiri cetverostrani¢ni, a oni obuhvaceni s vise od
¢etiri duzine jesu mnogostranicni likovi.

Od trostrani¢nih likova jednakostranican trokut jest onaj koji ima tri iste stra-
nice, jednakokrac¢an onaj koji ima samo dvije jednake stranice, a raznostranican
onaj koji ima tri nejednake stranice.

Od trostrani¢nih likova jos je pravokutan trokut onaj koji ima pravi kut, tupo-
kutan onaj koji ima tupi kut, a ostrokutan onaj koji ima tri ostra kuta.

Od cetverostranicnih likova kvadrat je onaj koji je jednakostranican i pravoku-
tan, pravokutnik onaj koji je pravokutan, a nije jednakostranican, romb onaj
koji je jednakostranican, a nije pravokutan, a romboid je onaj kojemu su nasu-
protne stranice i kutovi medusobno jednaki, a koji nije ni jednakostranican ni
pravokutan. A ¢etverostrani¢ni likovi pored tih neka se nazovu trapezima.

Paralelne su one duzine koje se, neograni¢eno produzene u oba smjera, medusobno
ne sastaju ni u jednom smjeru.

Postulati

P1.
P2.
P3.
P4.

P5.

Dvije tocke odreduju duzinu.

Duzina se moze produziti u svakom smjeru.
Kruznica je zadana sredistem i radijusom.
Svi pravi kutevi su jednaki.

Postulat o paralelama: Ako pravac sijece dva pravca tako da je zbroj unu-
trasnjih kuteva s iste strane manji od dva prava kuta, onda se ta dva pravca (ako
se dovoljno produze) sijeku, tj. nisu paralelni.

Postulate nije potrebno dokazivati, a Euklid ih je smatrao temeljnim tvrdnjama.
Od ovih pet postulata zadnja dva se pripisuju Euklidu. Prva tri postulata pripadaju
Euklidovim prethodnicima.

Aksiomi

Al.
A2,
A3.
A4.

Jednakost je tranzitivna relacija.
Akojea=bic=d,ondajea+c=0b+d.
Akojea=bic=4d, ondajea—c=b—d.

Ono sto se podudara je jednako.



28

A5. Cjelina je veca od dijela.

Aksiomi nisu vezani samo za geometriju, nego su to opée pretpostavke koje mate-
maticarima omogucuju gradnju deduktivne znanosti.

U svim knjigama ” Elemenata” dokazane su i mnoge propozicije. U radu ¢emo dokazati
prvu propoziciju prve knjige:

Propozicija 3.2.1 (Propozicija 1.)
Na danoj duzini konstruiraj jednakostranican trokut.

Dokaz.

Neka je AB dana duzina. Treba konstruirati jednakostrani¢an trokut AABC sa stra-
nicom AB.

Konstruirajmo kruznice k; = k(A, AB) oko tocke A radijusa AB, te analogno ky =
k(B, AB) [primjenom postulata P3.]. Neka je C presje¢na tocka tih kruznica. Spojimo
C s AiC s B [po postulatu P1.]. Time je nastao AABC za kojeg tvrdimo da je

Ki

Slika 3.4: Propozicija 1.

jednakostranican. Zaista, jer je AC' = AB, BC = AB [po definiciji D15.] imamo
AC = BC |po aksiomu Al].
Ovim je dokazano AB = BC' = AC, tj. AABC je jednakostranican.

3.2.2 Euklidov algoritam

Euklidov algoritam je jedan od najstarijih algoritama koji se koriste i dan danas.

Nalazimo ga u Euklidovim ”"FElementima”, u VII. knjizi, gdje je Euklidov algoritam
formuliran za cijele brojeve, te u X. knjizi gdje imamo primjenu Euklidovog algoritma
na geometriju. lako smo od Euklida saznali o ovom algoritmu, ne postoje dokazi da
je on originalni tvorac tog algoritma. Iako stolje¢ima kasnije, Euklidov algoritam je
otkriven u Indiji i Kini.
U 19. stolje¢u dolazi do razvoja novih brojeva, zahvaljujué¢i upravo Euklidovom algo-
ritmu. Euklidov algoritam je bio prvi algoritam za utvrdivanje cjelobrojne povezanosti,
odnosno za pronalazak cjelobrojnih odnosa izmedu usporedljivih realnih brojeva. Kra-
jem 20. stolje¢a razvijeno je jos nekoliko novih algoritama koji mogu provjeriti cjelo-
brojnu povezanost.
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Euklidov algoritam i danas koristimo za pronalazak najveée zajednicke mjere dvaju ili
vise brojeva.
Definirajmo zajednicku mjeru dva broja a i b.

Definicija 3.2.1 Najveéa zajednicka mjera (ili najveéi zajednicki djelitelj)brojeva
a 1 b jest broj m koji ima svojstva:

1. m je djelitelj svakog od brojeva a i b,

2. m je najveci broj s tim svojstvom.

Najvecu zajednicku mjeru oznacavamo s M(a,b).
Sada mozemo izreci teorem, odnosno Euklidov algoritam:

Teorem 3.2.1 (Euklidov algoritam)
Neka su a,b € Z gdje su a,b > 0. Pretpostavimo da je uzastopnom primjenom teorema
o diyjeljenju s ostatkom dobiven niz jednakosti:

a:bq1+r1, O<ri<b
b:T1QQ—|—T2, O0<ryg<mr
T = T2q3 + T3, 0<ry <rg

Tj_QZTj_qu'—I—T’j, 0<Tj<7“j_1
Tj—1 = Tjq5+1-

Tada je M(a,b) = r; , odnosno najveéi zajednicki djeljitelj je jednak posljednjem
ostatku razlicitom od nule v Fuklidovom algoritmu. Vrijednosti od xg © yg u tzrazu
M(a,b) = axy + byo mogu se dobiti izracunavanjem svakog ostatka r; kao linearne
kombinacije od a 1 b.
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Za dokaz ovog teorema potrebna nam je sljedec¢a propozicija.

Propozicija 3.2.2 Vrijed:
M(a,b) = M(a,b+ ax)
gdje je x € 7.

Dokaz(Teorem 3.2.1 Euklidov algoritam).
Prema gornjoj propoziciji slijedi:

M (a,b) = M(a—bgqy,b) = M(r1,b) = M(r1,b—riq1) = M(r1,7m9) = M(r1—r2qs,r2) = M(r1,73).

Nastavljajuéi ovaj proces, dobivamo:M (a,b) = M(rj_q1,7;) = M(r;,0) = r;.
Indukcijom ¢emo dokazati da je svaki r; linearna kombinacija od a i b.

Zaryiry to vrijedi pa pretpostavimo da vrijediiza r;_q ir;_s. Kakojer; =r;,_o—r;_1q;,
po pretpostavci indukcije dobivamo da je r; linearna kombinacija od a i b.

Pokazimo na primjeru:
Primjer 3.2.1 Pronadite najvecu zajednicku mjeru brojeva 3102 1 4002.

Rjesenje.

4002 =1 - 3102 + 900
3102 = 3 - 900 + 402
900 = 2-402 + 96
402 =4-96+ 18
96=5-1846
18=3-6

Najveca zajednicka mjera brojeva 3102 i 4002 je

M (4102, 3102) = 6.



Poglavlje 4
Arhimed

"Ima stvart koje izgledaju nemoguce vecini ljudsi
koji nisu proucavali matematiku.”

Arhimed

Posljednje razdoblje starogréke matematike pripada Arhimedu. Kao i kod ostalih
tadasnjih matematicara, i na Arhimeda i njegov matemati¢i rad utjecali su filozofski
stavovi. Njegovi radovi zadivljuju svojom raznolikoséu. Bio je matematicar, mehanicar,
inzenjer, prakticar, astronom i teoreticar koji je svojim razmisljanjima i djelima pos-
tavio temelje suvremenoj matematici i fizici.

4.1 Ukratko o Arhimedovom zivotu

Arhimed je roden oko 287. godine prije Krista, u Sirakuzi na Siciliji koja je tada
bila grcka kolonija Magna Graecija. Roden je u siromasnoj obitelji od oca Fidija koji je
bio matematicar i astronom, no njegovo siromastvo nije dugo potrajalo. Fidijev rodak
Hijeron je ubrzo zavladao gradom. Otac je naucio svoga sina svemu §to je znao. Znaci
tezio je potpunom savrSenstvu te se nije slagao s dotadasnjim filozofskim shvac¢anjem
da se treba istrazivati samo do odredene granice. Glavno ocevo nacelo je bilo da sinu
treba dati znanje u ruke i neka on ¢ini Sto mu volja.

Arhimed je veéinu svoga zivota proveo u Sirakuzi. Kada mu je bilo potrebno
usavrSavanje u njegovom znanju uz pomo¢ Hijerona odlazi u Egipat u Aleksandriju
gdje je pod vodstvom Euklida studirao. Tamo upoznaje i Eratostena. Nakon studija
u Aleksandriji, ostatak zivota proveo je u Sirakuzi, gdje se posvetio matematici i bio
Hijeronov savjetnik. O Arhimedovom Zivotu se zna vrlo malo budu¢i da su svi podaci
izgubljeni do razdoblja renesanse. Ne zna se ni je li bio ozenjen te je li imao djece.
Poginuo je 212. godine prije Krista za vrijeme drugog Punskog rata kada su Rimljani
okupirali Sirakuzu nakon dvogodisnje opsade. Arhimedovi izumi su sluzili Sirakuzi u
obrani od Rimljana. Tako se Arhimedu pripisuju izumi mnogih ratnih strojeva, medu
kojima i sustav zrcala kojima su, uz pomoc¢ sunc¢evih zraka, palili neprijateljske brodove
dok su ovi jos bili na sigurnoj udaljenosti od grada.

31
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Slika 4.1: Arhimed

Postoje tri anegdote o nac¢inu na koji je Arhimed umro.
Anegdota [

Prva anegdota kaze da je sjedio i crtao u pijesku. Udubljen u svoje razmisljanje nekih
geometrijskih slika, primijetio je sjenu vojnika, koja je pala na njegove dijagrame. Tada
je Arhimed uzviknuo:

"Ne diraj moje krugove!”.

Vojnik se razljutio, izvadio mac i ubio matematicara u 75. godini zivota.
Anegdota 11

U drugoj anegdoti saznajemo kako je Arhimed odbio da ide s vojnikom do generala
Marcela prije nego zavrsi svoj problem pa je zbog toga ubijen.

Anegdota 111

Treé¢a anegdota govori o tome kako je Arhimed samo i8ao kod Marcela noseci svoje ma-
tematicke instrumente u drvenom sanduku. Kada su ga vojnici vidjeli s tim kovcegom,
pomislili su da se unutra krije zlato te su ga ubili.

Sirakuzani nisu smjeli odrzavati Arhimedov grob. Njega je jedva pronasao Ciceron
i to zahvaljujuéi crtezu lopte i valjka koji se nalazio na spomeniku iznad nekoliko sti-
hova urezanih velikom matematicaru u spomen.

Uz Arhimeda i njegova otkri¢a vezane su mnoge zanimljivosti i legende.

Poznata je legenda koja kaze da je Hijeron od Arhimeda zatrazio da provjeri je li
njegova kruna od cistog zlata ili je zlatar u krunu umijesao i srebro. Do rjesenja
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problema Arhimed je dosao lezeéi u kadi. Shvatio je da dva tijela iste mase, ali od
razli¢itog materijala (razlic¢itih gustoca) imaju razli¢it volumen, te zbog toga ne istisnu
istu koli¢inu vode kad se urone u nju. Ova spoznaja je omoguéila da se ustanovi ima
li srebra u Hijeronovoj kruni. Zlatna kruna bi pokazala ve¢u razliku nego srebro ili
mjeSavina zlata i srebra, jer je zlato, po zapremini teze od srebra. Tako je Arhimed
otkrio da moze odrediti ¢istoéu krune, a da ju pri tome ne mora rastopiti. Kada je
to shvatio, Arhimed je iskocCio iz kade vicuéi: ”Eureka!”. Na taj nacin je oblikovan
sljedec¢i zakon kojeg s razlogom zovemo Arhimedov:

“Na tijelo uronjeno u tekuc¢inu djeluje uzgon — sila koja tijelo potiskuje prema gore i
jednaka je tezini istisnute tekucéine”.

4.2 Matematicki doprinosi

Najvecu slavu stekao je svojim raspravama o zaobljenim geometrijskim tijelima, ¢ije je
oplosje 1 volumen izra¢unavao slozenom metodom bliskom danasnjem infinitezimalnom
racunu. Glavna Arhimedova djela su:

e O kugli i valjku
U ovom djelu Arhimed je odredio volumen kugle u odnosu na valjak opisan oko
te kugle.

Arhimedov zakljucak:
1

Vkugle + ‘/stosca - 5‘/'0aljka~
e O mjerenju kruznice i kruga
U ovom djelu, izmedu ostalog, Arhimed je izracunao pribliznu vrijednost broja
.

e O plovec¢im tijelima
Primjenom Arhimedovog zakona na plovna tijela mogu se postaviti tri uvjeta
plovnosti':
1. Masa broda jednaka je masi istisnute vode.
2. Spojnica teziSta sustava broda i tezista istisnine je okomita na ravninu vodne
linije.
3. Pocetni meta-centar mora lezati iznad tezista sustava broda.

U ovom su djelu postavljeni osnovni temelji hidrostatike.

e O ravnotezi u ravnini
Zakon poluge se nalazi u ovom djelu, ali i osnove statike.

e O kvadraturi parabole
U ovom djelu Arhimed je dokazao da je povrsina lika ograni¢enog parabolom i
ravnom linijom % puta veca od povrsine trokuta upisanog u tu parabolu.

'Plovnost je sposobnost tijela da mirno pluta na tekuéini
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e O konoidama i sferoidama
Tema ovog djela su tijela koja nastaju rotacijom konika oko osi. Arhimed izracunava
oplogje i volumene dijelova sfera, konusa i paraboloida.

e O spiralama
Arhimedova spirala, krivulja koja nastaje kada se tocka giba iz sredista jednoliko
ga obilazedi i udaljavajuéi se od njega.

Slika 4.2: Arhimedova spirala

e Metode
U ovom djelu Arhimed je dao osnove infinitezimalnog racuna.

e Pjescanik
Ovo je jedino sacuvano djelo koje svjedo¢i o Arhimedovom zanimanju za astro-
nomiju. Govori o oznacavanju velikih brojeva. Ideja je da je broj zrnaca pijeska
u svemiru takoder broj te bi ga se moglo nekako oznagciti.

Neka od Arhimedovih postignuéa dana su u sljede¢im odlomcima.

4.2.1 Arhimedov vijak

Arhimedov vijak je naprava koja se ¢esto tijekom povijesti upotrebljavala za pre-
mjestanje vode u kanale za natapanje. To je cijev svinuta kao zavoji vijka, a sluzi
za dizanje vode. Kod okretanja dize se voda u toj cijevi od njenog donjeg kraja i curi
kroz otvor gornjeg zavoja.

Glavne dimenzije Arhimedovog vijka:
d - unutarnji promjer cijevi,

D - vanjski promjer vijka,

B - kut nagiba uredaja,
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Hy - najve¢a moguca visina dizanja,
H, - najmanja visina dobave,

H - najveca visina dobave,

Hj - srednja visina dobave,

J - broj neovisnih navoja,
L - duljina navoja,
S - uspon vijka.

© ®O

®

Slika 4.3: Dimenzije Arhimedovog vijka

Danas se Arhimedov vijak koristi za navodnjavanje i isuSivanje, a primjenu Arhimedo-
vog vijka mozemo nadi jos u kanalizacijskim sustavima, pokretnim trakama, u ribogo-
jilistima, ...

Slika 4.4: Primjena Arhimedovog vijka

4.2.2 Arhimedov zakon poluge

Danas je poznat Arhimedov citat:

”Dagte mi ¢urst oslonac i dovoljno dugacku polugu, pa éu vam pomaknut Zemlju!”



36

Stari grcki pisac Plutarh donosi:

”Jednom je Arhimed napisao sirakuskom kralju Hieronu II, svom zemljaku i rodaku, da
se odredenom silom moZze pokrenuti bilo koji predmet. Zanesen snagom svojih dokaza,
on je dodao, da bi mogao pokrenuti 1 samu Zemlju, kada bt mogao naci dobar oslonac.”

Arhimedovi su glavni rezultati u mehanici vezani za zakon poluge. On glasi: jednaki
tereti na jednakim udaljenostima su u ravnotezi, dok na nejednakim udaljenostima
nisu u ravnotezi ve¢ preteze onaj teret koji je na vec¢oj udaljenosti, tj. poluga je u
ravnotezi kad su umnosci duljine krakova i tezine tereta jednaki za obje strane.

Slika 4.5: Arhimedova poluga

No, danas znamo da Arhimed ne bi bio u moguénosti napraviti sto je rekao, jer da
bi to uspio, poluga mora biti dugacka ”samo” 390.000.000.000.000.000.000.000.000.000
metara.
Matematicki je o¢ito da stavimo li na jednu stranu poluge (vage) na udaljenosti k tijelo
mase m, a na drugu stranu na udaljenosti d tijelo mase M, ona ¢e biti u ravnotezi kada
jer

m-k=DM-d.

Pogledajmo kako zakon poluge mozemo primijeniti za rjeSavanje jednostavnog mate-
matickog problema:

Primjer 4.2.1 Osam radnika obavi neki posao za 6 sati. Koliko treba radnika da se
ovaj posao zavrsi za 2 sata?
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Rjesenje.

Vazno je primjetiti da radnici trebaju obaviti isti posao. Ravnoteza vage oponasa
(simulira) stalnost posla. Neka broj radnika odgovara masi, a broj sati duljini kraka.
Neka je 8 radnika = m, 6 sati= k, z radnika = M, 2 sata= d.

& radnika O = radnlka

6 h —_—

2h

m-k=M-d,
8-6=2-x
T =24
Trebat ée 24 radnika.

4.2.3 Arhimed i broj 7

Mnogi zaljubljenici u geometriju, tisuc¢lje¢éima su se mucili pitanjem kako izracunati
duljinu kruznice prema njenom promjeru, tj. pitanjem broja 7. U svom djelu ”O mje-
renju kruga”, Arhimed je prvi koji je zapoceo izracunavanje broja m na osnovi strogih
teorijskih rasprava. Arhimed se priblizio tocnoj vrijednosti opsega kruga promatra-
njem opisanih i upisanih pravilnih poligona sa sve ve¢im brojem strana. Izracunavajuci
opsege tih poligona, Arhimed dobiva brojeve veée od opsega kruga (opsezi opisanih po-
ligona) i brojeve manje od opsega kruga (opsezi upisanih poligona), a ti brojevi se sve
manje razlikuju od opsega kruga sto je broj strana poligona veéi. Posto je dosao do
poligona s 96 stranica, izra¢unao je (u nasim oznakama):
1 1 1 1
39<328447 <328441<7T<366721<366721 1
71 201845 20175 46735 46725

1 10
3= =3.1428 ... ,3— = 3.1408.. ..
7 Tl

Dakle, Arhimed je dobio tocne dvije decimale broja w, tj. # = 3.14....
Ova metoda je najznacajnija po tome Sto bi se po njoj mogao izra¢unati opseg kruga
s onolikom tocnos¢u s kojom bi se htjelo, dakle, mogao bi se po njoj izracunati s
proizvoljnom to¢noséu broj m, na onoliko decimala koliko se hoce.

4.2.4 Arhimedov zakon uzgona

Prema Arhimedovom zakonu tijelo uronjeno u tekué¢inu gubi od svoje tezine onoliko
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koliko je tezina istisnute tekuc¢ine. Ta razlika tezine dolazi od sile uzgona:
F,=pVy,
gdje je F, sila uzgona, p gustoca fluida i V' volumen tijela.

Primjer 4.2.2 Koliki je uzgon u vodi na kamen mase 10 kg i gustode 2.5 g/cm3?
(p» = 1000kg/m? , g = 9.81m/s?)

Rjesenge.

m = 10kg

pr = 2.5g/ecm? = 2500kg/m?
pv = 1000kg/m?

g =9.81m/s?

F,.=?

Za uzgon vrijedi Arhimedov zakon:
Fy. = :Otg‘/u
gdje je p; gustoca tekuéine u koju je tijelo uronjeno (ovdje je to voda p; = p,), g

ubrzanje sile teze, V' volumen uronjenog tijela (ili volumen uronjenog dijela tijela).
Volumen kamena izracuna se pomocu gustoce i mase:

m m
=—=V=—.
P 4 Pk
Sada je uzgon lako izracunati:
v 1000
Fuo = pegV = prg— = Pgm = —— . 0.81-10 = 39.24N
Pk Pk 2500

Poglavlje o Arhimedu i njegovim matematickim dostignu¢ima mozemo zakljuciti ci-
tatom starog grckog pisca Plutarha:

"U cigeloj geometriji nema poucaka teZih i dubljih od Arhimedovih. Meni se samom
wvijek ¢inilo, od trenutka kada sam se prvi put upoznao s njegovim matematickim pret-
postavkama, da su one tako teske da covjecyi um nije u stanju dokazati ih. Istom kad
sazna$ kako ih je sam Arhimed dokazivao, ¢ini ti se da si th sam naSao i da su oni
jednostavni 1 laki.”
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Sazetak

Cilj ovog rada je re¢i nesto o zivotima cetiri velika grcka matematicara: Talesu, Pita-
gori, Euklidu i Arhimedu. Malo je poznato o njihovim zivotima, ali njihov utjecaj na
znanost, posebno matematiku, je ogroman i od velike vaznosti cak i danas. Rad je po-
dijeljen na cetiri dijela, od kojih je svaki posveéen jednom od njih. Kroz rad saznajemo
o njihovim zivotima i velikim postignuc¢ima koji su postigli, pogotovo u matematici.

Key words: Tales, Pitagora, Fuklid, Arhimed
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Summary

The aim of this work is to say something about the lives of the great Greek mathe-
maticians: Thales, Pythagoras, Euclid and Archimedes. Little is known about their’s
lives, but their influence on science, especially mathematics, is enormous and of great
importance even today. The paper is divided into four parts, each of which is dedi-
cated for one of them. Throughout the work we learn about their lives and the great
achievements that they have achieved, especially in mathematics.

Key words: Thales, Pythagoras, Euclid, Archimedes
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Zivotopis

Roden sam 1989. godine. Osnovnu skolu sam zavrsio u Cerni. U Zupanji sam pohadao
srednju skolu, smjer op¢a gimnazija. 2007. godine upisao sam se na Sveucilisni pred-
diplomski studij matematike na Odjelu za matematiku u Osijeku, a 2010. godine sam
upisao Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike na Odjelu za matema-
tiku u Osijeku.
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