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PREDGOVOR

U knjizi su obradena podrucja matematicke analize funkcija jedne varijable i
financijska matematika. Knjiga je pisana prema nastavnom programu matematike
na prvoj godini studija ekonomskih i poljoprivrednih znanosti. Medutim, njome
se mogu koristiti i studenti tehnickih fakulteta, inzenjeri, fizi¢ari, kemicari, biolozi,
ucenici srednjih skola i svi oni koji zele upoznati ovaj dio matematike u opsegu i na
razini izlozenoj u ovoj knjizi.

Prvih osam poglavlja napisali su prof. dr Miljenko Crnjac i mr Dragan Juki¢,
a deveto poglavlje napisao je prof. dr Rudolf Scitovski.

U svim poglavljima teorijski dio ilustriran je mnostvom primjera. Primjeri iz
podrugja matematicke analize preuzeti su uglavnom iz sljedeéih knjiga: [4], [6], [7],
[12], [16]. Za jedan broj zadataka date su osim rjesenja i upute. U svakom poglavlju
redom su i zasebno numerirani primjeri, tablice i slike. Definicije nisu numerirane,
nego su u tekstu otisnute masnim slovima.

Autori ée biti zahvalni svim ¢itateljima na njihovim primjedbama u svezi s
eventualnim greskama, nepreciznostima ili nedostacima koje ¢e koristiti za eventu-
alno novo izdanje.

Na kraju, zahvaljujemo svima koji su izravno ili na drugi na¢in pomogli da
se ova knjiga tiska i bude §to bolja. To se posebice odnosi na recenzente prof.
dr Hrvoja Kraljeviéa, prof. dr Harry Millera i prof. dr Radoslava Gali¢a koji su
pazljivo procitali rukopis i svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge
dijelove teksta.

U Osijeku, rujna 1994. Autori
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a) Znacenje nekih simbola

Znacenge

x je element skupa A

z nije element skupa A

A je podskup skupa B

A je pravi podskup skupa B

presjek skupova A i B

unija skupova A i B

razlika skupova A i B

Kartezijev produkt skupova Ai B

uredeni par brojeva a i b

znak implikacije. Iz A slijedi B

znak ekvivalencije. Iz A slijedi B i iz B slijedi A
univerzalni kvantifikator. Za svako a koje je u .S
apsolutna vrijednost broja x

domena funkcije f

slika funkcije f

niz realnih brojeva aq, as, .. .; funkcija s N u skup R
koja elementu n pridruzuje a,

kompozicija funkcija f i g (najprije g pa onda f)
inverzna funkcija funkcije f

supremum skupa A

infimum skupa A

razlika F'(b) — F(a)

Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b]
a je strogo manje od b

a manje ili jednako b

a je priblizno jednako b

zbroj brojeva ay,az, ..., a,

funkcija sa skupa D u skup K

niz realnih brojeva (a,,) konvergira broju a
funkcija koja elementu x pridruzuje f(x)
faktorijele, n!=1-2-...-n

binomni koeficijent, (2) = ﬁlk)‘
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b) Slova sa stalnim znacenjem

skup prirodnih brojeva

skup cijelih brojeva

skup racionalnih brojeva

skup realnih brojeva

skup svih strogo pozitivnih realnih brojeva
Kartezijev produkt R x --- xR

skup kompleksnih brojeva

otvoren skup
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c) Greki alfabet
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1. BROJEVI

I danas mnogi matematicari smatraju da je broj ne samo povijesni zacetak mate-
matike veé i njena najdublja osnova. Cak je i primitivni ¢ovjek bio primoran da
broji ljude u svojoj grupi, predmete koje posjeduje, stada, neprijatelje itd. Stari
,problem” §to je starije, kokos ili jaje, ostavljamo filozofima.

1.1 Prirodni brojevi

Od djetinjstva nas prate tzv. prirodni brojevi 1,2, 3,.... Skup svih pri-
rodnih brojeva oznacavamo s N !, tj. N = {1,2,3,...}. Prirodne brojeve znamo
zbrajatii mnoziti, a rezultat tih racunskih operacija je opet prirodan broj pa kazemo
da je skup N zatvoren s obzirom na te operacije.

Poznato je da su stari Egipéani i Babilonci (3000 god.pr.n.e) znali zbrajati i mno-
ziti prirodne brojeve. Dijeljenje nisu poznavali premda su u izvjesnom smislu koristili
razlomke.

Sa skupom prirodnih brojeva i nekim njegovim svojstvima upoznali ste se u
osnovnoj i srednjoj skoli. Sve to je bilo prirodno i razumljivo, ali ne i aksiomatski
utemeljeno. Citava stvar se moze aksiomatizirati, tj. izloziti sustav aksioma koji u
cjelosti karakterizira skup N i omoguéava aksiomatsku izgradnju algebre prirodnih
brojeva. To je 1889. ucinio talijanski matematicar G. Peano (1858 — 1931). Mi
navodimo samo onaj Peanov aksiom na kome se bazira vazna metoda dokazivanja
poznata pod nazivom matematicka ili potpuna indukcija.

Peanov aksiom:

Ako je M podskup od N i ako vrijedi:
iHl1eM

(i) (YneN) neM = n+leM)
onda je M =N .

1Pocetno slovo lat. rije¢i naturalis = prirodan.



2 1.1 Prirodni brojevi

Neka je T, tvrdnja koja ovisi o prirodnom broju n i M skup svih prirodnih
brojeva n za koje je tvrdnja T, istinita. Kao posljedicu Peanovog aksioma dobivamo:

Princip matematicke indukcije:

Ako za tvrdnju T, (koja ovisi o prirodnom broju n) vrijedi:
(i) Tvrdnja Ty je istinita,

(ii) Iz istinitosti tvrdnje T;, proizlazi istinitost tvrdnje T,41,
onda je tvrdnja T, istinita za svaki prirodni broj n.

U sljede¢im primjerima M oznacava skup svih prirodnih brojeva za koje je
tvrdnja istinita.

Primjer 1.1 Pokazimo metodom matematicke indukcije da vrijedi:

1

Bududédi da je 1 = 1(12“), skupu M pripada broj 1. Pretpostavimo da skupu M pripada
brojn, tj. dajel+2+---+n= w i dodajmo lijevoj i desnoj strani prirodni broj
n + 1. Dobivamo:

(424 4n)tnt1="00FD

_ (n+D[n+1)+1]

tj. skupu M pripada n+1 pa je prema principu matematic¢ke indukcije M= , tj. tvrdnja
je istinita za svakin € N .

Primjer 1.2 Dokazimo da za svaki realan broj x > —1 i za svaki prirodni broj n
vrijedi Bernoullijeva nejednakost:

(1+z)" > 1+ nz.

Iz (1+2)' = 14z slijedi 1 € M. Neka je (1+x)" > 1+nz, tj. n € M. Prema pretpostavci
jel+x >0 paje

A+2)"" =042)"A+z)> A +n2)(1+z) =1+ (n+ 1)z + na’,

odakle je (zbog nz? > 0) (1 +z)"** > 1+ (n + 1)2. Dakle n + 1 € M. Prema principu
matematicke indukcije je M = N . Dakle, nejednakost vrijedi za svaki n € N .

Cesto je potrebno pokazati da je tvrdnja T}, istinita, ne za svaki prirodni broj
n, vet za sve cijele brojeve n koji su vedi ili jednaki od cijelog broja ng. I u ovom
sluc¢aju vrijedi gore navedeni princip matematicke indukcije ako se uvjet (i) zamijeni
uvjetom:

Tvrdnja T}, je istinita.




Primjer 1.3 PokaZimo matematickom indukcijom da je broj 5" + 2"+ djeljiv? s 3
zan=0,1,2,...

50 +29%1 = 3 pa je tvrdnja istinita za n = 0. Pretpostavimo da je broj 5 + 2"+ djeljiv
s 3, tj. da postoji prirodni broj k takav da je 5™ +2"+! = 3k, i pokazimo da je tada i broj
5l 4 2t DHL gieljiv s 3.
5420t — 5 5t 4o 9T =250 435" 422" =2 (5" 4 2"T) 357
Iskoristimo li induktivnu pretpostavku dobivamo
5t 4ot Tl — 9.3 k4 3.5" =3(2-k+5"),

5n+1 + 2(n+1)+1

odakle zaklju¢ujemo da je djeljiv s 3.

Primjer 1.4 PokaZimo da za svaki prirodni broj n > 3 vrijedi 2™ > 2n + 1.
Zan=3je2>=8>2-34+1. Nekajen>3i2">2n+1. Iz te pretpostavke dobivamo:

2" =2.9" > 92+ 1) =4dn+2=2n+2n+2>2n+3=2(n+1)+1,

pa je tvrdnja istinita za svaki prirodni broj n > 3.

Zadaci za vjezbu 1.1

Dokazati metodom matematicke indukcije da su sljedete tvrdnje tocne za svaki
prirodni broj n:
1.24+446+ --+2n=n(n+1),
2. 1434544+ (©2n—1) =n?,
3.14+54+9+---4+(4n—-3)=n(2n-1),
4. 3+44+5+--+(n+2)= %n(n-l—f)),

512422432 4. g g2 = R0 ENERED)

2
6. 13422433 4... 418 = {w] ’

7.1:242:3+3- 44 +nn+1) =inn+1)(n+2),
8. 1:243-445-6+4---+(2n—1)(2n) = Ln(n+1)(4n - 1),

9 1+x—|—x2—|—---—|—x”—1_$n+l #1
: TTT-z ' *7TH

1 1 1 1
10 =+ 5+ m++=2Vn
11. n! >2"7 ! gdjeje® n!l=1-2-3-4---(n—1)-n,

2Kazemo da je a djeljiv s b ako postoji cijeli broj k takav da je a = k - b.
3Funkciju n — n! &itamo en - faktorijela, z. rod.



4 1.2 Cijeli brojevi

12. Pomoéu kalkulatora pronadite najmanji prirodni broj ng za koji je logno! > no i
zatim dokazite da je logn! > n za svaki n > no,

13. n% +n je djeljivo s 2,

14. n® + 2n je djeljivo s 3,

15. n(n+ 1)(n +2) je djeljivo s 6,

16. Uocite da je tvrdnja ”n® —n+41 je prost broj*” istinita zan = 1,2, ..., 40 i neistinita

za n = 41. Dakle, na osnovu nepotpune indukcije ne mozemo prihvatiti istinitost

neke tvrdnje.

17. Pokazite da tvrdnja
24446+ +2n=n"+n+2
ispunjava uvjet (ii) principa matematicke indukcije, a zatim uo¢ite da je lazna za
svaki prirodni broj n (vidi prvi Primjer 1.1).

1.2 Cijeli brojevi

U skupu N oduzimanje nije uvijek moguée. Tako npr. m —n i n — m nema
smisla za n,m € N i n < m. Da bi i ti izrazi imali smisla uvodimo 0 i nega-
tivne prirodne brojeve: —1,—2,—3,.... Brojeve ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,... nazi-
vamo cijelim brojevima, a skup svih cijelih brojeva oznactavamo sa Z , tj. Z =
{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}.

Uocite da je skup Z zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja, oduzimanja i
mnozenja.

n®—n
6

Primjer 1.5 Ako je n cijeli broj, onda je i cijeli broy.

Bududi da je >, od tri faktora n — 1,n,n + 1, barem je jedan paran i

n3—_n _ (n—1)n(n+1
6 6

jedan od njih je sigurno djeljiv s 3, jer se radi o umnosku tri uzastopna cijela broja.

Primjer 1.6 Zbroj kubova triju uzastopnih cijelih brojeva je djeljiv s 9.

Iz (n—1)3+n®+ (n+1)% = 3n(n®+2) zakljutujemo da je dovoljno pokazati da je n(n*+2)

djeljiv s 3. Dovoljno je razmotriti slucaj kada n nije djeljiv s 3, tj. kada je n = 3k £ 1 gdje

jekeZ .Tadajen®+2= 3k £1)%>+2 =9k% + 6k + 3.

Primjer 1.7 Rijesimo u skupu cijelih brojeva jednadzbu x + y = xy.

Jednadzbu mozemo zapisati u obliku (z —1)(y — 1) = 1, odakle dobivamo dva cjelobrojna
rjeSenja: =0,y =0iax =2,y = 2.

4Prim broj ili prost broj je takav prirodan broj veéi od 1 koji je djeljiv samo s 1 i samim sobom.



1.2 Cijeli brojevi 5

1.2.1 Brojevni sustavi

Za svaki prirodni broj m i za dani prirodni broj B jednozna¢no su odredeni
cijeli brojevi ¢ i r takvi da je m = ¢B + r, s tim da je r € {0,1,...,B — 1}. q je
kvocijent, a r ostatak kod dijeljenja broja m brojem B.

Za dane prirodne brojeve m i B > 2 neka je:
m=m1B+by, mi=myB+b1, my=m3B+bs,...,my_1=m,B+b,_1,m, =0-B+b,,

gdje su my, mo, ms3, ..., My_1, My kvocijenti, a by, b1, ba, by—1, by, ostaci kod dijelje-
nja. Sada imamo:

m=m1B + by :(mgB-i-bl)B-‘rbo:mgBQ—l—blB—l—bo:...:
=b,B" +b,_1B" '+ ...+ bB+bg.

Dakle, broj m mozemo na jedinstven nacin zapisati u obliku
m =b,B" +b,_1B""' + ...+ b B+ by,
gdje su 0 < by, by, ...,b, < B. Broj m piSemo u obliku:
m = bpby—1...b1bo(B)- (1.1)

Brojevi b,,...,by su znamenke broja m u sustavu s bazom B. Kazemo da je
(1.1) zapis broja m u sustavu s bazom B. Sustav je binarni, ako je B = 2, deci-
malni ili dekadski ako je B = 10. Radi kratkoc¢e zapisa umjesto b,b,—1 ... b1 50(10)
pisemo byb,—1...b1bg.

Primjer 1.8 Zapisimo broj 253 u sustavu s bazom B = 8.
263=31-845=by=5, 31=3-8+7=b1=7, 3=0-84+3=0b2=23.
Dakle, 253 = 375).
Primjer 1.9 Zapisimo broj 253 u binarnom sustavu:
253 =126-2+1=bop=1, 126=63-240= b1 =0,

63=31-241=by=1, 31=15-241=bs =1,
5=T7-2+1=by=1, 7T=3-24+1=bs=1,
3=1-2+1=bs=1, 1=0-2+1=b;=1.

253 = 111111013,

Primjer 1.10 Dokazimo da je prirodni broj m zapisan u dekadskom brojevnom
sustavu djeljiv s 9 onda i samo onda kad mu je zbroj znamenki djeljiv s 9.

Neka je m = an10™ 4+ an,—110" "1 + -+ 4 a110' + ao i zapisimo ga u obliku:
m=an(10" = 1) +an_1(10" " —=1) 4+ -+ +a1(10" = 1) + (an + an_1 4 - - + a1 + ao).

Svaki od brojeva (10™ — 1), (10" ™! —1),..., (10" — 1) je djeljiv s 9 pa je m djeljiv s 9 onda
i samo onda kad mu je zbroj znamenki (an + an—1 + ... 4+ a1 + ao) djeljiv s 9.



Zadaci za vjezbu 1.2

10.

11.
12.

Pokazite primjerom da oduzimanje cijelih brojeva nije komutativna operacija.
Pokazite primjerom da oduzimanje cijelih brojeva nije asocijativna operacija.

Da li je skup {—2,—4,—6, ...} zatvoren s obzirom na operacije: a) zbrajanja,
b) oduzimanja, ¢) mnozenja?

Dali je skup {...,—15,-10,-5,0,5,10, 15, ...} zatvoren s obzirom na operacije: a)
zbrajanja,
b) oduzimanja, ¢) mnozenja, d) dijeljenja?

Dokazati da je prirodni broj zapisan u dekadskom brojevnom sustavu djeljiv s 3
onda i samo onda kad mu je zbroj znamenki djeljiv s 3.

Dokazati da je m3® — m djeljivo s 6 za svakim € Z .
Dokazati da je 3 + m72 + mTB cijeli broj za svaki m € Z . Uputa: 7 + m72 + ’%3 =
(m+1)%—(m+1)

5 .
2m+3
5m—+41

2m+3
5m+417?

Odrediti sve cijele brojeve m za koje je S =

10m+415 __ 13
5m+1 2 + 5m-41"

Dokazati da je broj n = 3195 4+ 419 djeljiv s 13,49, 181, 379. Uputa: Za neparan n je

cijeli broj. Uputa: x =

-1 —2 -3 2
e T S A TRl

xn+yn:(x+y) (ZI»‘ _:ryn—2+yn—l).

Izn= (33)35 + (43)35 zakljucujemo da je n djeljiv s 3% + 4% = 91 = 13- 7. Preostali
slucaji se dokazuju sli¢no.

Dokazati da jednadzba 322 —4y? = 13 nema cjelobrojna rjesenja. Uputa: Zamijetite
da x, da bi bio cjelobrojno rjesenje te jednadzbe, mora biti neparan broj i da tu
jednadzbu mozemo zapisati u obliku 3(z—1)(z+1)—4y? = 10. Nadalje, (z—1)(z+1)
je produkt uzastopnih parnih brojeva i djeljiv je s 4.

b) B=38.

Prirodan broj m = 23014 zapisati u sustavu s bazom B = 5.

Zapisati broj 253 u sustavu s bazom a) B = 3,
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1.3 Racionalni brojevi

Jednadzba ax = b, a € Z \{0},b € Z , nema uvijek rjesenje u skupu Z pa
se ukazuje potreba za njegovim prosirenjem, uvodimo racionalne® brojeve. Skup
svih racionalnih brojeva oznac¢avamo s Q i definiramo s Q = {% |meZ ,nelN } .
Cijeli broj m moze se reprezentirati razlomkom 7, pa racionalni brojevi sadrze

cijele, a ovi prirodne, tj. N CZ C Q.

U skupu racionalnih brojeva sve Cetiri osnovne racunske operacije izvodljive
su bez ogranic¢enja, osim dijeljenja s nulom.

Za racionalan broj ¢ kazemo da je decimalan razlomak ako se moze zapisati
u obliku:
q==+(ap+ar-107  +ay- 1072 +--- +a,,-107™),

gdje jeag =01iliag € N, a; € {0,1,...,9}, ¢ = 1,...,m, i piSemo ga u obliku:
q = fag.a1asz - - - an,. Tako su naprimjer:

1962 9 6 2 1994 9 4

— =14+ —4+-—=4+-—==1962; — =194+ — 4+ — =19.94

1000 * 10 * 102 * 103 100 * 10 * 102
decimalni razlomci.

Ako se razlomak % ne moze zapisati kao decimalni razlomak, tj. ako se

dijeljenje a : b ne zavrsava, ali se odredena skupina znamenki neprestano po-
navlja, kazemo da je u pitanju periodi¢an decimalni razlomak. Broj % =
0.31818181818... je primjer periodicnog decimalnog razlomka. Nije tesko pokazati
da je svaki periodi¢ni decimalni razlomak ujedno racionalan broj.

3n+15

n+2
Iz % =3+ %ﬁ zaklju¢ujemo da mora biti n +2 € {-9,-3,-1,1,3,9} odnosno
nef{-11,-5-3,-1,1,7}.

Primjer 1.11 Za koje cigele brojeve n je razlomak cigeli broj?

Primjer 1.12 Zapisimo u obliku razlomka decimalni razlomak q¢ = 0.363636. ..

Mnozeéi s 100 dobivamo 100¢ = 36.3636 . ... Oduzimanjem broja ¢ dobivamo 99q = 36,

odnosno ¢ = &.

5Lat. ratio = omjer,odnos.



Zadaci za vjezbu 1.3

1. Pokazite primjerom da a) oduzimanje, b) dijeljenje racionalnih brojeva nije komu-
tativna operacija.

2. Pokazite primjerom da a) oduzimanje, b) dijeljenje racionalnih brojeva nije asocija-
tivna operacija.

3. Pokazati da nema susjednih racionalnih brojeva, tj. da se izmedu bilo koja dva

racionalna broja 7 i 72 nalazi barem jedan racionalan broj (dakle, i beskonatno
mnogo).
Uputa: Neka je s aritmeticka sredina brojeva ’::”—11 i 7;—22 i ’::”—11 < 7;—22 Pokazite da je
s € Q . Uocite da je s = 2—11 + % (:’;—22 — TS—;) , odakle je 2—11 < s. Sli¢éno se pokaze da
jes< 73—22

4. Naci 5 racionalnih brojeva izmedu é i 11—0

5. Dalije 32 €N ? Dalije 22 eN? Dalije 33 eN?

6. Rijesiti jednadzbe: a) 2 +2 =3, b)) 2z=2S

7. Zapisati u obliku razlomka periodi¢ne decimalne razlomke: a) ¢ = 2.363636..., b)

g = 0.361361361 ... .

1.4 Iracionalni brojevi

Na prvi pogled nam se ¢ini da nema potrebe posezati za novim brojevima.
Jednostavni primjeri kao npr. duljina dijagonale (\/5) kvadrata stranice jedan gov-
ore nam da postoje brojevi koji nisu racionalni. To su iracionalni brojevi®.

Iracionalne brojeve mozemo definirati i kao neperiodi¢ne decimalne razlomke
s beskonatno mnogo znamenki. Skup svih iracionalnih brojeva oznatavamo s I.
Brojevi v/2 = 1.414213562..., m = 3.14159265... su primjeri iracionalnih brojeva.

Primjer 1.13 Pokazimo da su /2, /3 i /6 iracionalni brojevi.

Dovoljno je pokazati da ne postoje m,n € N takvidaje v/2 = %, tj. da v/2 nije racionalan
broj. Pretpostavimo suprotno, tj. da je v/2 = % i da je najvela zajednicka mjera brojeva
m,n jednaka 1. Tada bi kvadriranjem dobili 2n? = m?2, odakle bi slijedilo da je m? pa i
m paran broj. Neka je m = 2k. Iz 2n? = m? dobivamo 2n? = 4k?, odnosno n? = 2k?,
tj. n? je paran broj pa je prema tome i n paran broj. Tada bi za najveéu zajednicku
mjeru M(m,n) brojeva m,n vrijedilo M(m,n) > 2, §to je u suprotnosti s pretpostavkom
M(m,n) = 1. Dakle, v/2 je iracionalan broj. Na slican nacin se dokaze da su v/3 i /6
iracionalni brojevi.

6Lat in=ne + ratio.



Primjer 1.14 Broj v2 + /3 je iracionalan.

Pretpostavimo da je ¢ = v/24++/3 racionalan broj, tj. da je ¢ € Q . Kvadriranjem dobivamo
) . _ =5 4o . °=5 . o
54+2v6 = ¢2, paje V6 = 45=. Bududida je Veel,a 5— € @ , dolazimo do proturjecja.

Zadaci za vjezbu 1.4

1. Ako je a racionalan broj, a b iracionalan broj, da li moze biti a) zbroj, b) razlika, c)
produkt, d) kvocijent tih brojeva racionalan broj?

2. Neka su a # 0 i b racionalni brojevi, a s iracionalan broj. Dokazati da je z = as+b
iracionalan broj.

3. Dokazati da je /pipz2 - - - pn iracionalan broj ako su p1, ..., p, razlic¢iti prosti brojevi.

4. Ako prirodni broj n nije m-ta potencija nekog prirodnog broja, onda je %/n ira-
cionalan broj.
Rjesenje: Pretpostavimo da je %/n =2 € Q,M(p,g)=1idasup=piipy?- -p;t
iq= qilqé2 .- gl rastavi brojeva p i ¢ na proste faktore. Kako je M(p,q) =1, to

jepi Zqizasvei € {1,...,¢}ij€{l,...,s}ip™ =pt"™ - -p*™ ne sadrzi ni
jedan prost faktor ¢;. S druge strane, potenciranjem se dobiva p™ = nqilm cegle™,

odakle slijedi da p™ sadrzi prost faktor ¢;. Dakle, %/n je iracionalan broj.

1.5 Realni brojevi

Racionalne i iracionalne brojeve nazivamo zajednickim imenom realni bro-
jevi’ i oznacavamo s R . Dakle, R = Q UL Osim togajeINQ =0ilN CcZ C
Q CcR.

U skupu realnih brojeva definirane su operacije zbrajanje (+) i mnozenje (-),
tj. za svaka dva realna broja = i y jednoznac¢no su odredeni realni brojevi x + ¥ i
x -y . Te operacije imaju sljedeca svojstva:

1A Za sve z,y,z € R vrijedi (z + y) + 2 = x + (y + 2) (zakon asocijacije za
zbrajange).

2A Postoji samo jedan realan broj 0 € R (neutralni element za zbrajanje-nula)
takav da za svaki z € R vrijediz +0=0+2 = z.

3A Za svaki x € R postoji samo jedan —z € R (inverzni element s obzirom na
zbrajanje) takav da je x + (—z) = (—z) + = = 0.

4A Za sve x,y € R vrijedi x +y =y + = (zakon komutacije za zbrajanje).

5A Zasve z,y,z € R vrijedi (xy)z = x(yz) (zakon asocijacije za mnoZenje).

TLat. res = stvar.
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6A Postoji samo jedan realan broj 1 € R (neutralni element za mnozenje-jedan)
takav da za svaki x € R vrijediz-1=1 -z = =z.

8|~

TA Za svaki € R, z # 0, postoji jedinstven element 2! = = € R (inverzni

element za mnozenje) takav da je zo~! =71z = 1.
8A Zasve z,y € R vrijedi zy = yz (zakon komutacije za mnozZenje).

9A Za sve x,y,z € R vrijedi z(y + z) = zy + xz (zakon distribucije mnoZenja
prema zbrajanju).

Opéenito, uredenu trojku (R , +, -), koju ¢ine proizvoljan neprazan skup R , binarne
operacije (+) i (+) koje imaju prethodnih devet svojstava nazivamo polje.

Sva navedena svojstva ima i skup Q , tj. skup racionalnih brojeva je polje.
Skupovi N i Z s uobic¢ajenim operacijama zbrajanja i mnozenja nisu polja.

Skup realnih brojeva R je ureden, tj. bilo koja dva njegova elementa se mogu
usporediti. Pri tome za uredaj vrijedi:

10A Za bilo koja dva realna broja z,y € R vrijedi z <y ili y < .
11A 2 <yiy <z, ondaisamo onda ako je z = y.

12A Akojex <yiy <z, ondajex < z.

13A Ako je (z < y), onda za svaki z € R vrijedi (x + 2z < y + 2).
14A (0<2i0<y)= (0<uxy).

Kazemo da je neprazan skup R uredeno polje kad god operacije zbrajanja (+)
i mnozenja (-) imaju prethodno navedenih 14 svojstava. Zamijetite da je i skup
Q racionalnih brojeva uredeno polje s obzirom na uobi¢ajeno zbrajanje i mnozenje,
dok skupovi N i Z nisu.

Primjer 1.15 Neka su x,y, z realni brojevi i dokazimo sljedece tvrdnje:

a)r <0< —z>0,

b) 2 <0iy>0 povlaci zy <0,
¢) <04y <0 povlaéi zy >0,
d) <y iz>0 povlaci zz < zy,
e)x <y iz<0 povladi zz > zy.

Krenimo redom. Prema svojstvu 13A, 2 <0< z+4 (—z) <0+ (—z),tj. <0 0 < —z.
Prva tvrdnja je dokazana. U slu¢aju tvrdnje b), prema tvrdnji a) je —z > 0, pa iz svojstva
14A dobivamo 0 < (—z)y = —(zy). Ponovnom primjenom tvrdnje a) slijedi tvrdnja b).
Slicno se dokaze tvrdnja ¢). Iz < y i svojstva 13A dobivamo z + (—z) < y + (—x),
tj. 0 < y—x. No z > 01isvojstvo 14A daju z(y — z) > 0. Tada je zy — zx > 0, pa
primjenom svojstva 13A slijedi tvrdnja d). Dokazimo zadnju tvrdnju. Prema tvrdnji b)
je z(y —x) <0, odakle je zy < zz.
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Primjer 1.16 U ovom primjeru Zelimo ukazati na céestu gresku.

Pravilno: —2rx<4/-(-1/2) = x> -2
Nepravilno: —2zx<4/-(-1/2) =z< -2

Vidi tvrdnju e) iz prethodnog primjera.

1.5.1 Intervali

Najcescée upotrebljavani skupovi u matematickoj analizi su intervali. To su
skupovi realnih brojeva koji imaju svojstvo da njihovi elementi zadovoljavaju odre-
dene nejednakosti.

Otvoreni interval realnih brojeva < a,b >, odreden s dva realna broja
a,b, a < b, je skup svih z € R za koje vrijedi a < z < b, tj.

<a,b>={xeR | a<z<b}.

Zatvoreni interval ili segment realnih brojeva [a,b], odreden s dva realna
broja a,b, a < b, je skup svih x € R za koje vrijedi a < x < b, tj.
[a, b)) ={zx €R | a<x<b}.
Pored otvorenih i zatvorenih intervala definiraju se i skupovi

<abl={xeR | a<x<b}, [a,b>={z€R | a<z<b},

<—-o0,a>={reR | z<a}, <—o0,a]={zreR | z<a},

<a,00>={ze€R | z>a}, [a,00>={ze€R | z>a}.

1.5.1.1 Okolina

Otvorenom okolinom realnog broja a nazivamo svaki otvoreni interval re-
alnih brojeva koji sadrzi broj a.

Primjer 1.17 < 0,3 >, <0,2.99 >, <1,2.1 >, < —1,10 > su neke od otvorenih
okolina broja 2.

Simetri¢na okolina realnog broja a je okolina kojoj je a sredina.

A~
~

Slika 1.1.
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Sve simetri¢ne okoline broja a su oblika
<a—¢g,a+¢€ >,

gdje je € > 0. Tu okolinu nazivamo € — okolinom broja a. Duljina te £ — okoline
je 2e. Zamijetite da realan broj z pripada toj € — okolini onda i samo onda ako je
|z —al<e.

1.5.2 Supremum i infimum

Skup S CR je odozgo [odozdo] omeden ili ograni¢en, ako postoji realan
broj M [m] takav da je & < M [z > m] za svako z € S.

Svaki broj M [m] s navedenim svojstvom nazivamo majoranta ili gornja
meda [minoranta ili donja meda] skupa S.

Ako skup S nije odozgo [odozdo] omeden kazemo da je odozgo [odozdo]
neomeden. Skup S je omeden, ako je odozdo i odozgo omeden. U protivnom se
kaze da je S neomeden.

Primjer 1.18 SkupN svih prirodnih brojeva nije odozgo omeden jer za svaki realan
broj M postoji prirodan broj veéi od M. Skup N je omeden odozdo; za minorantu je
dovoljno uzeti bilo koji realan broj manji ili jednak jedan.

Primjer 1.19 Skupovi < a,b >, [a,b], < a,b], [a,b > su omedeni, a skupovi
< —00,a>, < —00,a] su omedeni odozgo dok su skupovi <a,c0>, [a,00> omedeni
odozdo.

Svaki odozgo [odozdo] omeden skup S ima majorantu M [minorantu m|. Tada je i
svaki realan broj M’ > M [m' < m] majoranta [minoranta] skupa S, pa se postavlja
pitanje najmanje [najvece] majorante [minorante| skupa S.

Realan broj M [m] nazivamo supremum [infimum]| skupa S ako ima sljedeéa
dva svojstva (Slika 1.2):
i) M [m] je majoranta [minoranta] od S, tj. x < M [x > m] za svako z € S
ii) M [m] je najmanja majoranta [najveéa minoranta] od S, tj. za svako e > 0
postoji zg € S takav da je M —e < xo [m + € > x¢].
Supremum skupa S oznacavamo s M = sup S, a infimum skupa S oznacavamo s

m = inf S. Ako je sup S € S [inf S € S] nazivamo ga maksimalnim [minimal-
nim] elementom skupa S i oznacavamo s max S [min S].
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Majorante skupa S
M—¢ To M

[PUNENENNNNNINNENENN]
L4

Slika 1.2.
Primjer 1.20 sup < a,b >= b €< a,b >, sup [a,b] = b = max ([a,b]) € [a,b],
inf <a,b>=a¢<a,b>, inf [a,b] =a=min ([a,d]) € [a,b].
Iz prethodnog primjera se vidi da sup S i inf S mogu ali ne moraju pripadati skupu
S.
Navedimo sljede¢e vazno svojstvo skupa realnih brojeva R :
15A Svaki odozgo [odozdo] omeden skup S C R ima supremum [infimum] uR .

Kaze se da je R potpuno uredeno polje kad god mislimo na skup R s navedenih
15 svojstava. Vazna posljedica prethodnog svojstva je

Primjer 1.21 (Arhimedov teorem) Ako je x € R i 2 > 0, onda za svaki y € R
postoji prirodan broj n takav da je nx > y.

Za y < 0 tvrdnja je toCna jer je 1-x > 0 > y. Neka je y > 0 i pretpostavimo da je nx < y za
svakin € N . Tada je skup S = {nx | n € N } omeden odozgo. Neka je M = sup S. Prema
definiciji supremuma, za svaki n € N vrijedilo bi (n + 1)z < M, odakle je nx < M —x. Iz
posljednje nejednakosti dobivamo da je M — x gornja meda skupa S, §to je u suprotnosti
s pretpostavkom da je M najmanja gornja meda skupa S.

1.5.3 Apsolutna vrijednost realnog broja

Ako je x realan broj tada je jedan od brojeva x, —z nenegativan i nazivamo
ga apsolutna vrijednost od x.

Apsolutnu vrijednost realnog broja x, u oznaci | z |, definiramo s:

o |= z, >0
Tl -z, z<0.
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X
Slika 1.83. Graf funkcije x —| x|

Apsolutna vrijednost ima sljedeéa svojstva:

)| —z|=|z| 2) x <| x| =

3 - 4 ’ ‘_ |

) lzy =z |y ) |y 7

5 [z4y|<|lz |+ ]|y 6) [z —y[<|z|[+]y]|
Nlrzl<aes —a<z<a 8)|lz|-|yl<lz—y].

Tvrdnje 1. i 2. slijede neposredno iz definicije. Tvrdnje 3. i 4. se lako dokazu tako da se
provijeri njihova istinitost u sljedeca cetiri slucaja:

1.2>20,y>02. 2>20,y<03. 2<0,y>04. <0,y <0.

Dokazimo tvrdnju 5 (nejednakost trokuta): | z +y |= \/(x +y)? = \/x2 + 2zy + y2
<Va2+2lz|lyl+y2=/(z|+|y)2=|2|+|y]|. Tvrdnja 6 slijedi iz tvrdnje 1
i tvrdnje 5. Dokazimo tvrdnju 7: Prema tvrdnji 2. je —z <| —z |=| z [,tj. = > — | = |.
Pomocu iste tvrdnje dobivamo — | z |[< z <| z |, pa

|lz|<a=—a<—|z|<z<|z|<a=—-a<z<a

Obratno, iz —a < x < a u sluéaju > 0 slijedi |  |= ¢ < a, odnosno | z |= —z < a za
z < 0.
Dokazimo posljednju tvrdnju: Primjenom nejednakosti trokuta dobivamo

lz|=l@-y)+tyl<lz—yl[+]yl,
lz|—lyl<[z—-yl.
Zamjenom z s y i obratno imamo
lyl—lz|<[z—y].

Jedan od brojeva [z |—|y |, [y | =z [je ||z [—[y ||, paje stoga ||z |- |y || <[ z—y|.
Tako je dokazana tvrdnja 8.
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Primjer 1.22 Rijesimo jednadzbu | 3z — 1 |= 2z + 5.

a) za x > % vrijedi b) za x < 3 vrijedi
3r—1=2x+4+5 1-3z=2x+5
=06 x:—%

Primjer 1.23 Rijesimo nejednadzbu | 3z — 1 |< 2z +5

Zamijetite da mora biti 2z + 5 > 0. Pomoc¢u svojstva 7 dobivamo

4
|3z —1|<2z+5& 22 -5<3x—-1<2x+5& —4<5z i x<6(:>xe<—g76>.

Zadaci za vjezbu 1.5

1. Stavite znak <, > ili = unutar O :

a) 20 0.67 b) 20 0.66 c) 200 d)0.1250 %

e) 70 3.14 f) V20O 2.14 g) —10 —1.2 h) V20O 1.142.

2. Mjesecne potrebe za zivot jednog domaéinstva iznose 10 000 NJ. Od ukupnog pri-
hoda 30% treba odvojiti za rezije. Koliki mora biti minimalni mjese¢ni prihod
domadinstva ako domacica od novca preostalog nakon plac¢anja rezija zeli ustedjeti
10%7?

Uputa: Neka je x mjesetni prihod domacinstva. Nakon pladanja rezija preostaje
z — 0.3z = 0.7z NJ, od Cega se zZeli ustedjeti 0.1(0.7x) = 0.07z NJ. Iz 0.7z >
10000 4 0.07z dobivamo z > 15873.02 NJ.

3. Fiksni troskovi proizvodnje(troskovi neovisni o kapacitetu proizvodnje) neke robe
iznose 1525 NJ. Proizvodnja jedne jedinice robe stoji 5 NJ. Koliko se jedinica robe
mora proizvesti da bi se ostvario profit ako se jedinica robe prodaje za 7.5 NJ?

Uputa:

Ukupni troskovi=Varijabilni troskovi + Fiksni troskouvt,

gdje varijabilni troskovi predstavljaju troskove proizvodnje jedne jedinice robe. U-
kupni troskovi su b5z + 1525, gdje je x broj jedinica proizvedene robe.

Ukupni prihod=(Prodajna cijena jedne jedinice robe)(Broj jedinica prodane robe).

Profit se javlja kada ukupni prihod premasuje ukupne troskove, tj. kada je 7.5z >
5x + 1525, odakle dobivamo da mora biti = > 610.

4. Pokazati:
a)sup{1 |neN}=1 b)inf{X |neN}=0
c)sup{sinz | z€R } =1 d) inf{sinz | z€eR } = -1
e)sup{ﬁ\weﬂ?}zl f) inf{;7= | zeR} =0
g)sup{z €R |22 <2} =2 h) inf{z € R |z <2} = —V2.
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Da li je supremum[infimum] maksimalan[minimalan] element?

5. Pokazati:
a) z € (2,4 = 2z +3 € [7,11] b) @ € [2,4] = 51— € [1/11,1/7]
c)x—5€[-2,2=z€37 d) z € [xo —a,z0+a] &z —z0 |< a.

6. Rijesiti jednadzbe i nejednadzbe:

a)|lz+1]|=3z—-9 b)|lz—1|=3z—-9
c)|3x—1|<2x+5 d) |3z+1|>2z+5.
7. Pokazati:
a)|lz—3|<l=6<x+4<8 b)|lz—3|<1=1/8<1/(x+4) <1/6
lz—1|<2=0<|2z-3|<5 d)|z-1|<l=>ze<—1,3>.

8. Otkrijte gdje je greska:

r = 2
3r = 2zxr+4+2
22 4+3z = 224242
22 4+32x—-10 = 2242x-38
(x—=2)(x+5) = (x—2)(z+4)
r+5 = x+4
5 = 4.

1.6 Kompleksni brojevi

Kvadrat bilo kojeg realnog broja je nenegativan, pa stoga jednadzbe kao npr.
22 = —1 nemaju rjeSenje u skupu realnih brojeva. I mnogi drugi problemi vode
na potrebu za prosirenjem skupa realnih brojeva do novog skupa brojeva C koji ée
sadrzavati skup R i u kojem ¢ée svaka jednadzba oblika

ant™ + - +a1x+ag =0,

gdje su a,, ...,a1,aq bilo koji realni brojevi, imati rjesenje.

G. Cardano®, rjesavajuéi jedan geometrijski problem, dobio je jednakost:
(5+V=15) - (5 —V/—15) =40
iz koje se vidi da je produkt ,nerealnih brojeva” realan broj.

Sto vise, polje (R , +, -) se moze "uroniti” unovo polje (C , +, -)-polje kompleksnih
brojeva u kojem ¢e svaka jednadzba oblika

ant™ + - +a1x+ag =0,

8Talijanski matematicar, 1501-1576.
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gdje su ay, .. .,a1,ao bilo koji kompleksni brojevi, imati rjesenje®.

Razmotrimo intuitivan pristup izgradnji polja (C ,+,-). Kao prvo, skup C
mora sadrzavati skup R . Nadalje, operacije zbrajanja i mnoZenja moraju biti tako
definirane da su to na skupu R upravo zbrajanje i mnozenje realnih brojeva. Zbog
tog nastavljamo koristiti simbole (4) i (+) za te operacije. Zelimo da svaka jednadzba

oblika 22 = —a, gdje je a pozitivan realan broj, ima rjeSenje u skupu €. Za
a = 1 to znaci da € mora sadrzavati element ¢ (imaginarna jedinica) takav da je
i2 = —1. Nadalje, za svaki b € R, zbog zatvorenosti skupa C s obzirom na operaciju

mnozenja, jeibi € C . Sli¢no, ako je a € R , zbog zatvorenosti s obzirom na operaciju
zbrajanja, € mora sadrzavati elemente oblika a + bi. Skup svih kompleksnih brojeva
definiramo ovako:

C ={a+bi | a,beR}.
Broj a zovemo realni dio i oznacavamo s Re z, a broj b zovemo imaginarni dio
kompleksnog broja z = a + bi i oznacavamo s Im z.

z=2—41, Rez =2, Imz = —4.
z2=—/2+4i,Rez = —/2,Imz = 4.

Navedimo definiciju jednakosti kompleksnih brojeva:

Primjer 1.24

a+bi=c+di onda i samo onda ako jea=cib=4d

Uzmemo li u obzir da moraju vrijediti zakoni komutacije i asocijacije za zbrajanje
te zakon distribucije mnozenja prema zbrajanju dobivamo'°:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (bi+ di) = (a + c) + (b + d)i,

(a+ bi)(c+ di) (a4 bi)e+ (a+ bi)(di) = ac
ac + (be)i + (ad)i + (bd)(i?)

= (ac — bd) + (ad + bc)i.

+ (bi)c + a(di) + (bi)(di)
= ac+ (bd)(—1) + (ad)i + (be)i

Dakle, imamo sljedeca pravila za zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva:

Zbrajanje kompleksnih brojeva:

(a+bi) + (c+di) = (a+¢) + (b+d)i

Rijecima: Realan [imaginaran] dio zbroja jednak je zbroju realnih [imaginarnih)
dijelova.

9Za polje s tim svojstvom kazemo da je zatvoreno polje.
10U daljnjem tekstu, kao §to je i uobi¢ajeno, izostavljamo simbol za operaciju mnozenja.
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Mnozenje kompleksnih brojeva:

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Nemojte memorirati ovo pravilo. Zamijetite da se dva kompleksna broja mnoze kao
dva binoma(,svaki sa svakim”), imajuéi na umu da je i2 = —1.

Primjer 1.25 Izvrditi naznacene operacije: a) (2+3i)+(4—>5i), b) (2434)(3—2i).

a) (24 3i)+ (4 —5i) = (2+4) + (3—5)i =6 — 2i
b) (2+3i)(3—2i) = (2-3—3-(=2))+ (2 (=2)+3-(3))i = 12+ 5i

Zamijetite:

Za svaki pozitivan ¢ € R imamo: v/—a = v/—1y/a = tiv/a.

Primjer 1.26 U ovom primjeru Zelimo ukazati na céestu gresku.
Pravilno: VA4 = 2i2i = 4i® = 4(—1) = —4
Nepravilno:  /—4v/—4 = /(—4)(—4) = V16 = 4

Pri tome kod ra¢unanja korijena uzimamo predznak +. Naime, formula 1/avb = vab koja
vrijedi za realne brojeve a > 0 i b > 0 nije to¢na kada su oba broja (a i b) negativna.

Za kompleksan broj a — bi kazemo da je kompleksno-konjugiran broj broja
z = a+ bi 1 oznacavamo ga sa z (Citaj: ze potez ili ze nadvuceno).

Primjer 1.27 z =2 +/5i, 2 =2 — V/5i; z=—2—/5i, 2= —2+/5i.

Primjer 1.28 Produkt kompleksnnog broja z = a + bi s njemu kompleksno konju-
giranim brojem zZ = a — bi je realan broj:

z-Z=(a+bi)(a—bi) = a®+ abi — abi — b*i* = a® — b*(—1) = a® + b*.

Realan broj | z |= v/z - Z nazivamo modul, norma ili apsolutna vrijednost
kompleksnog broja z.

Primjer 1.29 Odredimo kompleksan broj z koji zadovoljava jednadzbu | z | +2z =
2 +1.

Neka je z = a + bi. Tada jednadzba glasi va2 + b2 + a+ bi = 2+ i, odakle prema definiciji
jednakosti kompleksnih brojeva dobivamo: va? +b2 +a =2 i b= 1. UvrStavanjem u
prvu jednadzbu b = 1 dobivamo va2 + 1 + a = 2, odakle je a = %, tj. z = % + .

Cinjenicu da je produkt kompleksnog broja s njemu kompleksno konjugiranim
brojem uvijek realan broj mozemo iskoristiti za nalazenje inverznog elementa za
mnozenje, odnosno za dijeljenje kompleksnih brojeva. Da bi se nasao kvocijent
(a + bi)/(c+ di), treba pomnoziti brojnik i nazivnik s ¢ — di.
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Primjer 1.30 Zapisati u algebarskom obliku(a + bi; a,b € R ) kompleksne bro-
jeve a) 1%” b) &2 .
a) 1 1 1—¢ _ 1—3 1 1,

1+ T+ii1—s — 12112 — 2~ 2b

342i _ 342 54i _ 1543i410i422 _ 1 | 1;
b) & =358 = 2511 =3 t3t

Provjerite da je skup svih kompleksnih brojeva € s navedenim operacijama
zbrajanja i mnozenja jedno polje.

Skup svih kompleksnih brojeva oblika a +0i, tj. skapR’' = {a+0i | a €R}
zadovoljava sve aksiome 1A — 9A skupa realnih brojeva. Nadalje, uvede li se u
skupu R’ relacija uredaja s

[(a+0i) < (b+0i)] < (a <b)

tada navedeni skup zadovoljava sve aksiome 1A — 15A skupa realnih brojeva. Zbog
toga realan broj a identificiramo s kompleksnim brojem a + 0i i na taj nacin je polje
(R,+,") ,uronjeno” u polje (C ,+,-).

Svakom kompleksnom broju z = a + bi odgovara jedinstvena tocka (a,b) i
obrnuto svakoj tocki (a, b) odgovara jedinstveni kompleksan broj z = a+bi. Ravninu
u kojoj se svakom kompleksnom broju pridruzuje tocka nazivamo Gaussova ili
kompleksna ravnina (Slika 1.4).

-b

Slika 1.4.

Brojevi z i z simetri¢no su smjesteni u odnosu na x — os.
Primjer 1.31 Odrediti skup tocaka (x,y) ravnine koje zadovoljavaju jednadzbu yi+
(5 — x2)i +5=0.

Jednadzbu mozemo zapisati u ekvivalentom obliku (y — x2)i =0, odakle je y = 2. Dakle,

trazeni skup tocaka je parabola s jednadzbom y = z2.
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Zadaci za vjezbu 1.6

1. Odredite realan i imaginaran dio kompleksnog broja:

a) z = (3+2i)+ (—5+4) b) z = (8 — 5i) + (2 — 3i)
c) z=(—4+5i) —(2—1) d) z=—(5—-3i) — (=3 — 49)
e) 2 (4—!—31)( 1+ 2i) £) 2 = (5— 30)(3 + 4i)

g) = = (—34)(5i) h) 2= (1—i)(1+1)

i) z =% j) z =1i*

k) z =7 ) z = (—i)*

m) z = /12 + /=50 n) z = v/—3v/—6.

2. Pokazite da za kompleksne brojeve z1 i z2 vrijedi:

a) z1 £ 22 = 21 £ %2, b) Zizz = Z1 %2, c)@:z7 d) (%) :%.

3. Nadite sve kompleksne brojeve konjugirane svojem kvadratu.
4. Rijesite jednadzbe a) Z2=2,b) 22 +2=0,¢c) 2=2— 2.
5. Odredite sve kompleksne brojeve z za koje je 2 | z | +2 =2 — 4.
6. Zapisati kompleksne brojeve u algebarskom obliku:
a) gio; b) st ©) 576 d) 7%
e)?*_‘—‘;z f)% g)?—% h)l_;s)i-i-f)i.
7. Pronadite kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju jednadzbu:
a) bz +3i =2iz+4 b) 2iz —6=9i+ 2
c) (z —2i)* = (2 + 3i)? d) z(z + 4i) = (z +1)(z — 30).
8. Rijesite jednadzbe:
a) 2> —3z+10=0 b) z? — 52 4+20=0 c)4a* +x+3=0
d) =3z>+z-5=0 e) 422 4+ 64 =0 f) 3z* = 81.

9. Napisati kvadratnu jednadzbu kojoj su z1 = 1+ 3i i 22 = 1 — 3¢ korijeni.
10. Odredite skup to¢aka ravnine koje zadovoljavaju jednadzbu 2zi+(1—yi)+5:—1 = 0.
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1.7 Binomna formula

Izrazi za kvadrat i kub binoma su nam dobro poznati. U ovoj tocki zelimo
nadi izraz za (a+b)"™, gdje su a i b bilo koji kompleksni brojevi i n bilo koji prirodan
broj. Zan =1,2,3 izraz (a + b)" je veoma jednostavan:

(a+b)l=a+b 2 ¢lana: prvi a!, zadnji bt
(a+b)? = a® + 2ab + b2 3 ¢lana: prvi a2, zadnji b?
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b3 4 ¢lana: prvi a®, zadnji b.

Zamijetite da izraz (a+b)" zapocinje ¢lanom a” i zavrsava s b™. Ukupan broj ¢lanova
je n+ 1. Nadalje, zbroj eksponenata svakog ¢lana je n. Namedée se pretpostavka da
izraz (a + b)™ ima oblik:

(a+b)"=a"+_a"" o+ _a" W+ _a'b"t + ",

gdje praznine predstavljaju nepoznate brojeve. Kao sto ¢emo pokazati, ta pret-
postavka je toéna. Podimo redom. Uvedimo prvo neke simbole.

Za cijeli broj n > 0 simbolom n! oznacavamo broj (en-faktorijela) definiran
sa:

ol=1 1l=1
nl=nn—-1)---3-2-1 za n>2

Primjer 1.32 Provjerite:

nlo 1 2 38 4 5 6
|1 1 2 6 24 120 720

Zamijetite da je n! = n(n — 1)!. Tako je npr. 7! =7-6! = 7- 720 = 5040.

Faktorijeli rastu veoma brzo. Tako je npr. 70! veée od 9 - 109, najveéeg
prirodnog broja sto ga kalkulator moze prikazati.

Za cijele brojeve n i k, 0 < k < n, definiramo binomni koeficijent < Z )

(¢itaj: n pourh k):




22 1.7 Binomna formula

Primjer 1.33 Navedimo nekoliko primjera:

3 ! ! 2.
a) (1) = 1!(3371)! = fiyr = 13(22-11) =5=3
3 ! ! 2.
b) (2) = 2!(3372)! = % = (32-21)11 = g =3
4 41 ! 432
c) (3) = 2 d—2) — a3 = (2-13)(22-11) =4 =6

Binomni koeficijenti imaju sljedec¢a dva svojstva:
_ (n+l _
L@+G2)=0%), k=12..n

2. (Z) = (nﬁk) , k=1,2,...,n (simetrija binomnih koeficijenata)

Drugo svojstvo je ocito. Dokazimo prvo svojstvo:

n n n! n! n!
)+ G2 = mome T TR = D [% + nfk+l}
_ n!(n+1) _ (n+1)! o (n+1)
= DR DF — F(nrioff — & )

Binomni koeficijenti se mogu odrediti i pomocu tzv. Pascalovog trokuta:

Binom Binomni koeficijenti

(a+b)° 1

(a+b)! 1 1

(a+b)? 1 2 1

(a+0b)? 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1
(a+b)° 1 5 10 10 5 1

U n-tom redu nalaze se binomni koeficijenti za izraz (a + b)"~1. Svaki red zapocinje
i zavrsava brojem 1. U bilo kojem redu, drugi broj jednak je zbroju prvog i drugog
broja iz prethodnog reda, tre¢i broj se dobiva zbrajanjem drugog i treceg broja iz
prethodnog reda itd.

Navedimo binomnu formulu:

Binomna formula: Za a,b€ €C in €N vrijedi

(a+b)" = 2”: ()am—Fok =
k=0
(a4 (a0 QB (2ol (v

n—1

Binomna formula za n = 2 bila je poznata ve¢ Euklidu (300 god.pr.n.e). Mnogi ljudi
su radili na njenom dokazu, a prvi ga je napravio Niels Abel (1802-1829) oko 1825.
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Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom. Sa M oznac¢imo skup svih
prirodnih brojeva za koje vrijedi binomna formula. Bududéi da je (a+b)* = (2‘)) atb+
(1)a®* = a + b, formula vrijedi za n = 1, tj. 1 € M. Pretpostavimo da je n € M.
Dobivamo:

(a+b)""t = (a+b) (a+b)"
=(a+b)-[(§)amt" + (})a" 1ot + (5)a" 26 + - --
(" )atb =t ()aen| = (5)amt 10 + [(3) + (7)] ane?
() + ()] 0187 e [(2) 4 ()] @b+ ()an !
(

n—1 n
ngl)an+1b0 + (n«lt»l)anbl + (n;l)an71b2 4t (Zi})aolﬂHl'
U zadnjem koraku smo iskoristili prvo svojstvo binomnih koeficijenata. Buduéi
(ne M)= (n+1¢e M), zakljutujemo M = N . Time je dokazana binomna
formula.
Primjer 1.34

(+2)0° = (()2° + (a2 + (5)2%22 + (5)2°2° + (a2 + (2)2°
=1-2°4+5-2%-2410-2%-410-22-84+5-z-16+1-32
= 2% + 10z* + 40z3 + 8022 + 80z + 32.

Primjer 1.35 Odredimo koeficijent uz z* u izrazu (/7 + x2)".

(k+1)-viclan (k=0,1,...,n) je (v&)"* (:ﬁ)‘“ = z("T3M/2_ Zahtijeva se da je 2 = 4,

odakle dobivamo k = 527,

n>8ilin=17,6,431[n=8k=0) [n=5(k=1) [n=2(k=2)
koef. uz z* 0 1 5 1

Zadaci za vjezbu 1.7

1. Pokazite da je (}) = m(r=tu(nitl)

2. Dokazite matematickom indukcijom po n da n-¢lani skup S ima (Z) k-clanih pod-
skupova, £k =0,1,...,n.
Uputa: Tvrdnju je lako provjeriti za n = 0 i n = 1. Nadalje, pretpostavite da
je tvrdnja istinita za svaki skup S koji nema vise od n elemenata. Neka je sada
S ={z1,m2,.. ., Tn,Tns1} 18" = {x1,22,..., 20} = S\{Tnt1}. Sve k-¢lane pod-
skupove skupa S podijelite u dvije grupe: one koji ne sadrze xn4+1 (ima ih koliko i
k-&lanih podskupova od S’) i one koji sadrze z,+1 (ima ih koliko i (k — 1)-¢lanih

podskupova od S’). Prema induktivnoj pretpostavci, prva grupa ima (Z), a druga

(kﬁl) podskupova.
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. Smrtni ishod kao binomna distribucija.

5

k=0

Protumacite tabelu:

Letalitet od neke bolesti je p = 0.30, a
vjerojatnost prezivljavanja ¢ = 0.70. Postavimo li pitanje vjerojatnosti ishoda smrti i
ozdravljenja za petoro bolesnika, onda bi to mogli prikazati kao binomnu distribuciju:

5\ 5
= <k>P5 " =p” +5p'q +10p°¢" + 10p°¢° + 5pg” + 4.

. Dokazati: (g) - (TIL) + (g) I
. Zaokruzite broj (1.01)7 na tri decimalna mjesta. Uputa: (1.01)7 = (1 4+ 107%)7 i

broj umrlih | razvoj binoma | vjerojatnost
5 p5 0.00243
4 5ptq 0.02835
3 10p3¢> 0.13230
2 10p%g® 0.30870
1 5pg* 0.36015
0 q 0.16807 .

n

. Dokazati: 2" = (") Koliko elemenata ima partitivni skup'' P(S) n-clanog

k
k=0

skupa S?

. Razvijte po binomnoj formuli:

a) (2x —1)° , b) (2a+3)* , ¢ (Vz—2)5.

5
. Odrediti koeficijent uz z® u izrazu (2:703 — i) .

7z
+ (=1)"(7) = 0. Uputa: (1—1)" =0.

primjenite binomnu formulu.

11Skup svih podskupova skupa S.
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2. FUNKCIJE

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih matematickih pojmova, koji se uvodi i
izucava ve¢ krajem osnovne i tijekom cijele srednje skole. Veéina materijala ovog
poglavlja poznata je iz srednje skole. Mi ¢emo posebnu paznju posvetiti realnim
funkcijama realne varijable, funkcijama s kojim se gotovo svakodnevno susrecu
matematicar, fizicar, inzenjer, ekonomist, lije¢nik itd.

2.1 Definicija funkcije

Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Ako je svakom elementu skupa
D pridruzen jedan element skupa K, onda kazemo da je skup D preslikan u skup K,
a sam taj postupak pridruzivanja nazivamo funkcijom ili preslikavanjem s D u
K. Oznacimo li funkciju s D u K simbolom f, onda pisemo f : D — K i ¢itamo: fje
funkcija s D u K. Za skup D kazemo da je domena ili podrucje definicije funkcije
f 1 ¢esto ga oznacavamo s D(f), a skup K nazivamo kodomena od f. Jedinstveni
element skupa K pridruzen elementu x € D oznacavamo s f(z) i zovemo slika
elementa z u odnosu na funkciju f ili vrijednost funkcije f u tocki z. Podskup
Im f = {f(z) | = € D} skupa K nazivamo slikom funkcije f. Sliku Im f funkcije
f: D — K oznatavamo jo$ is f(D). Simbol z koji oznacava proizvoljni element iz
D nazivamo nezavisnom varijablom, a f(z) zavisnom varijablom.

Rije¢ funkcija prvi spominje Descartes 1637. godine i to za oznacavanje cjelobroj-
ne potencije nezavisne varijable. Leibniz, koji je uvijek naglagavao geometriju, funkcijom
naziva veli¢inu vezanu za krivulju kao npr. koordinate tocke. Euler pod funkcijom po-
drazumijeva bilo koju formulu u kojoj se javljaju varijable i konstante. Danagnji pojam
funkcije potjece od Dirichleta.

Primjer 2.1 Numeriramo li stranice knjige prirodnim brojevima dobivamo funkciju
sa skupa svih stranica knjige u skup prirodnih brojeva.
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Primjer 2.2 Definirajmo funkciju f :IN — Z na sljedeéi nacin: neparnom broju
n pridruzimo broj n_5_17 a parnom —% (vidi Sliku 2.1).
5 9 10

I

Slika 2
Neka su A i B dva neprazna skupa i a € A, b € B. Kazemo da je (a,b)
ureden par, ako je element a proglasen prvim, a b drugim u tom paru. Dva
uredena para (a,b) i (a/,b") smatramo jednakim ako je a = o’ i b = b'. Skup svih
uredenih parova (a,b), pri cemusu a € Aib € B nazivamo Kartezijev ili direktni
produkt skupova A i B i oznatavamo s A X B.

Grafom funkcije f : D — K nazivamo skup I'y = {(z, f(x)) | = € D}.
Primjer 2.3 Za funkcija f definiranu na Slici 2.2 je T'y={(1,0), (2,—-1), (3,1)}.

4

L f g
g o
S L
:
Slika 2.2.

Primjer 2.4 Graf I'y = {(z,2%) | = € R} funkcije f : R — R definirane s
f(z) = 22 je parabola (Slika 2.3)

Slika 2.3.
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Za funkciju f : D — K kazemo da je konstanta ako prima istu vrijednost
¢ € K u svakoj tocki x € D, tj. ako je f(x) =¢, Vo € D.

Funkciju f : D — D koja svakom elementu x € D pridruzuje taj isti element
z nazivamo identitetom ili identi¢nim preslikavanjem skupa D i ozna¢avamo
S 1D~

Funkcija f je funkcija realne varijable ako joj je domena podskup skupa
realnih brojeva. Ako je kodomena funkcije f podskup skupa realnih brojeva onda
kazemo da je f realna funkcija.

Mi ¢emo izucavati realne funkcije realne varijable.

Funkcija moze biti zadana na razli¢ite nacine, npr: a) u obliku tablice, b)
graficki, tj. u obliku grafa ili dijagrama, ¢) analitickim izrazom (formulom).

Primjer 2.5 Navedimo dva primjera tablicnog zadavanja funkcije:
a) U logaritamskim tablicama prikazane su vrijednosti logaritamske funkcije f = log
za odredeni niz vrijednosti nezavisne varijable x.

b) Prinos pSenice na odredenoj oranici tijekom nekoliko godina:

z; (god.) | yi (mtc/ha)
1975 32.8
1983 46.1
1987 52.9
1989 50.3
1993 60.8

Graficko i analiticko zadavanje funkcije veé¢ smo koristili u prethodnim primjerima.

Zadavanja funkcije formulom, npr.: f(z) = \/aclTS g(z) = log (2% — 3)
uobicajeno je za realne funkcije realne varijable. Ako je funkcija f zadana formulom,
bez isticanja njezine domene i kodomene, onda se smatra da se domena D(f) sastoji
od svih realnih brojeva = za koje se napisanom formulom dobiva realan broj. Za
kodomenu uobicajeno je uzeti skup R .

Primjer 2.6 Funkcija f zadana je formulom f(x) = xl— 5 Njena domena je

interval < 3,00 > . Za kodomenu moZemo uzeti bilo koji skup koji sadrZi interval
< 0,00 >.
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Dvije funkcije f i g su jednake i pisemo f = ¢g onda i samo onda ako
vrijedi:

a) f1igimaju iste domene,

b) fig imaju iste kodomene,

¢) za svaki = iz domene funkcija f i g vrijedi f(z) = g(x), tj. ako su
isti nacini pridruzivanja.

Primjer 2.7 Funkcije f:N — N ig:N — N definirane formulama

n(n +1)

f)=1+4243+4-4n, g(n)=—

su jednake (Zasto?).

2
Primjer 2.8 Funkcije f i g definirane su formulama f(x) = 3333—:}157 g(z) = z+4.
Za svaki x # 4 je f(x) = g(x) = x + 4. Domena funkcije f je skup R \{4}, dok je
domena funkcije g cijeli skup realnih brojeva. Te funkcije nisu jednake.

Za funkciju f : D - R, D C R, kazemo da monotono raste [monotono
pada] na skupu D ako za sve x1,22 € D vrijedi (z1 < x2) = (f(x1) < f(x2))
[x1 < 22 = (f(x1) > f(z2))]. Ukoliko vrijede stroge nejednakosti, onda kazemo da
funkcija f strogo raste, odnosno strogo pada na skupu D.

Primjer 2.9 f(z) = 2% je strogo padajuéa na < —oo,0], a strogo rastuéa na
[0,00 > .

Za funkciju f : D — R, D CR | kazemo da u to¢ki g € D ima lokalni mak-
simum [lokalni minimum] ako postoji takva e-okolina < zg —e&,zg +¢ > broja zg
daje f(z) < f(zo) [f(z) > f(x0)] zasvakiz €< x9—¢, z9+¢ > . Lokalne minimume
i lokalne maksimume zajedni¢kim imenom nazivamo lokalnim ekstremima. Vri-
jede li stroge nejednakosti za x© # xg, govorimo o strogom lokalnom ekstremu.
Za tocku xg € D kazemo da je totka globalnog maksimuma [minimuma] ako
je f(zo) > f(x) [f(xo) < f(x)] za svaki z € D.

Primjer 2.10 U tocki o = 2 funkcija f(z) = (z — 2)? ima lokalni minimum, a
funkcija g(x) = —(x — 2)? lokalni maksimum. Nacrtajte grafove tih funkcija. Da
li je xog = 2 wjedno tocka globalnog minimuma (odnosno maksimuma) funkcije f
(odnosno g)?

Funkcija f : D =R, D CR, je konveksna [konkavna] na intervalu I C D
w142rw2) < f(zl)—;f(mz) {f (I142rw2) > f(ml)—;f(mz) ]

ako za sve 1,22 € I vrijedi f(
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Ukoliko vrijede stroge nejednakosti za 1 # x2, onda kazemo da je funkcija f strogo
konveksna, odnosno strogo konkavna na intervalu I.

Moze se pokazati da je funkcija f konveksna [konkavna] na intervalu I onda
i samo onda ako je podru¢je iznad [ispod] grafa funkcije, tj. skup tocaka S =
{(z,y) |z e,y > f(x)} [S={(x,y) | z € I,y < f(x)}] konveksan skup (vidi Sliku
2.4). Pri tome, za podskup S ravnine kazemo da je konveksan ako ima svojstvo:
(A,B € 8S) = (AB € 5), gdje su A, B bilo koje dvije tocke iz S.

------------- Sl

fx1)+f(x2)
2 f(xl);rf(mz)

L A S~ S
Jljl Ilng 5:2 X X
a)
Slika 2.4.

Primjer 2.11 Pokazimo da je funkcija f(x) = 22 konveksna na R :

f (wﬁgzz) < f(m);f(ﬂiz) o (I1;I2)2 < 1?*2‘13

o m%+zg+2m1z2 < z%;z%
& 2mze <zit e (z1—x2)? >0
Pokazite da je f(z) = —z? konkavna na R .

Za funkciju f : D — R kazemo je parna [neparna] na skupu D ako je za
svakiz € Di—z € Di f(—x) = f(z) [f(—x) = —f(x)].

Graf parne funkcije osno je simetrican s obzirom na y-os, a neparne centralno
simetri¢an s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.

Primjer 2.12 Ispitajmo parnost funkcija: a) f(z) = 2> -5, b) f(x) = 52® — =z,
c) f(x) =a2%—u.
a) f(—z)=(—x)?> —5=2>—-5= f(z). Funkcija je parna.
b) f(—z) =5(—2)* — (—2) = —5z® + z = —(52% — 2) = — f(z). Funkcija je neparna.

¢) f(—z) = (—z)® — (—z) = ® + z. f(z) je razlicito i od f(x) i od —f(x) pa funkcija
nije parna niti je neparna.
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2.1.1 Restrikcija funkcije

Pomo¢u funkcije f : D — K i bilo kojeg nepraznog podskupa D’ skupa D
(D' € D) mozemo definirati novu funkciju fip: : D' — K na sljedec¢i nacin:

fip/(@) = f(z) (Vo e D),

koju nazivamo restrikcijom funkcije f na skup D’ C D. Slobodno govoredi, radi se
0 ,istoj” funkciji s tim $to se ona promatra na manjoj domeni (Slika 2.5). Kazemo
jos da je f prosirenje od f|,.

Slika 2.5. Restrikcija funkcije

2.1.2 Kompozicija funkcija. Bijekcije

Neka su dane dvije funkcije f: A — Big:C — D ineka je f(A) C C. Za
funkciju go f : A — D definiranu sa (g o f)(z) = g(f(z)), Vx € A, kazemo da je
kompozicija ili produkt funkcija f i g (Slika 2.0).

Slika 2.6.
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Primjer 2.13 Navedimo dva prakticna primjera u kojima moZemo prepoznati kom-
poziciju funkcija:

a) Ukupni dnevni prihod ovisi o broju proizvedenih jedinica robe. Broj proizvedenih
jedinica robe ovisi o vremenu proteklom od pocetka proizvodnje. Dakle, ukupni
dnevni prihod je funkcija vremena proteklog od pocetka proizvodnje.

b) Prihod od prodaje ulaznica za nogometnu utakmicu ovisi o broju navija¢a. Broj
navijaca ovisi o broju pobjeda domacina u prethodnim susretima. Dakle, prihod od
prodaje ulaznica je funkcija broja pobjeda u prethodnim utakmicama.

Primjer 2.14 Troskovi proizvodnje x lutaka na dan iznose C(x) = 0.12% — 0.2x +
600 NJ. Broj lutaka proizvedenih nakon t sati je x = 50t — 10. Izrazimo troskove
proizvodnje kao funkciju od t i izracunajmo troskove za 8-satni radni dan.

C(t) = 0.1 - (50t — 10)% — 0.2 - (50t — 10) 4 600 = 250¢> — 110t + 612, C(8) = 15 732 NJ.

Za funkciju f : D — K koja razlic¢ite elemente domene D preslikava u razlicite
elemente kodomene K kazemo da je injekcija skupa D u skup K.

Uocite da je f injekcija onda i samo onda ako

Primjer 2.15 Funkcija f prikazana na Slici 2.7 je injekcija, dok funkcija f prika-
zana na Slici 2.8 nije injekcija.

Slika 2.8.
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Primjer 2.16 Funkcija iz Primjera 2.2 je injekcija. Zasto funkcija iz Primjera 2.4
nije injekcija?

Primjer 2.17 Realna funkcija realne varijable definirana s f(x) =| x | nije injek-
cija. Zasto?

Za funkciju f : D — K kazemo da je surjekcija ako je svaki element kodomene K
slika barem jednog elementa iz domene D, tj. ako za svaki y € K postoji barem
jedan z € D takav da je f(x) = y.

Primjer 2.18 Na Slici 2.9 je prikazana surjekcija. Funkcije prikazane Slikama
2. 71 2. 8 nisu surjekcije.

Za funkciju f : D — K koja je i surjekcija i injekcija kazemo da je bijekcija.

Primjer 2.19 Funkcija iz primjera 2.2 je bijekcija. Funkcije prikazane slikama 2.7
i 2.8 nisu bijekcije. Na Slici 2.9 je prikazana jedna bijekcija.

Slika 2.9.

Za dva neprazna skupa A, B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija
f: A — B. Kaze se jo§s da imaju jednako mnogo elemenata ili da im je isti
kardinalni broj.

Primjer 2.20 SkupoviN i Z su ekvipotentni (vidi Primjer 2.2).
Primjer 2.21 Skupovi [0,00 > i < 0,1] su ekvipotentni.

Provjerite da je funkcija f(z) = H%x bijekcija s [0, 00 > na < 0,1].
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Nije tesko pokazati da vrijedi sljedeci teorem:

Neka je f : D — K bijekcija. Tada postoji jedna i samo jedna bijekcija
g: K — D takva da je

) (fegly) =y Vye K,
i) (go f)(z) =z Vx € D.

Tu jedinstvenu bijekciju g oznacavamo s f~! i nazivamo inverznom
funkcijom funkcije f ili inverzom od f.

Neka je f: D — K realna funkcija realne varijable. Dakle, D CR i K CR.
Navedimo postupak pomocéu koga u veéini sluc¢ajeva mozemo ispitati da li je funkcija
f bijekcija:

Iz jednadzbe f(f~'(z)) =z, x € K, ra¢unamo f~!(z).
1) Ako rjesenje ne postoji, onda f nije surjekcija.
2) Ako rjesenje nije jedinstveno, onda f nije injekcija.

3) Ako rjeSenje postoji i jedinstveno je, onda je f bijekcija i f=1 je
inverz funkcije f.

Primjer 2.22 Odredimo inverznu funkciju funkcije f(x) = 1‘; L

D(f) = R\{0}, Im f = R \{1}. Ako postoji, inverzna funkcija je definirana na skupu
Im f.
1+ /(=)

U @) =2 =

=z, Ve €Imf.

Dakle, f~!(z) = x—il'

Primjer 2.23 Navedimo primjer kada nam spomenuti postupak ne pomaZe.

Funkcija f definirana je formulom f(z) = 213 — 223 + 2 — 1. Jednadzbu
(fTH@N? =20 @)° + @) - 1=2

ne mozemo jednostavno rijesiti po f~1(x).

Nadalje ¢emo koristiti sljedeé¢u tvrdnju:
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Neka su D i K podskupovi skupa realnih brojeva i f : D — K strogo
monotona surjekcija. Tada vrijedi:

1) Funkcija f ima inverznu funkciju f~1,
2) Ako f strogo raste na D, onda i f~! strogo raste na K,
3) Ako f strogo pada na D, onda i f~! strogo pada na K.

Dokaz. DokazaZimo tvrdnju samo u slu¢aju kada f strogo raste na D. Za strogo padajuéu
funkciju f, dokaz se provodi sli¢no. Bududi da (z1 < z2) = (f(z1) < f(z2), f je injekcija;
dakle i bijekcija. Kada f~' ne bi bila rastuéa funkcija, onda bi postojali y1,y2 € D takvi
dajey1 < w2 i f'(y1) > f'(y2). Kako po pretpostavci f strogo raste, iz posljednje
nejednakosti bismo dobili f(f~*(y1)) > f(f '(y2)), ti. y1 > wa2. To je u suprotnosti s
pretpostavkom y; < y2. Dakle, f~1 je strogo rastuéa na K.

Za razumijevanje matematicke analize veoma su vazne tzv. elementarne funk-
cije koje se dobivaju iz osnovnih elementarnih funkcija. Osnovne elementarne
funkcije su:

a) opca potencija b) polinomi,
¢) eksponencijalne funkcije, d) logaritamske funkcije
e) trigonometrijske funkcije, f) ciklometrijske funkcije

Elementarnnim funkcijama nazivamo one funkcije koje se dobivaju
iz osnovnih elementarnih funkcija pomocu konac¢nog broja aritmetickih
operacija (+, —, -, :) i kona¢nog broja kompozicija osnovnih elemen-
tarnih funkcija.

Primjer 2.24 f(z) =sinz+22, g(x) = cosz?+In’x+2% su elementarne funkcije.

Zadaci za vjezbu 2.1

1. Za svaku od funkcija izracunajte f(—z),f(2z), f(z —3) 1 f(1/x).

a) f(z) =2z +3 b) f(x) =4—=x c) flz)=22*—4
d) f(z) =23+1 e) f(x) :w32—3w f) fz) =2+
g) f(x) = =7 h) f(z) = 2257 i) flz) =l z|

2. Ovisnost perioda T' (u sekundama) matematickog njihala duljine ! (u metrima)

dana je formulom T = 271'\/%, gdje je g ~ 9.81 ms~2 ubrzanje sile teze. Pomoéu
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kalkulatora odredite period njihala duljine [ = 0.5 m. Za koliko se poveéa period ako
se duljina udvostruci?

Odredite domene funkcija:

a) f(z) =x/(@* +1) D) f(z) =2?/(a* — 1) c) f(z) = (z =2)/(z* + )

d) fl@)=va2 =9  e)f(zx) =1/(a® —4) f) f(z) = va? —z -2
g) f(z) =Vz +2 h)f(z) =1/(a® =3z —4) i) f(z) =2/ |z
Nacrtajte grafove funkcija:
a) f(:c):?)x—ll b)f(z) =4 -2z c) flx)=2>—4
d) f(z) =a®+4 e)f(z) = 22° f) f(z) =2
g) f(@) =l —2] h) f(z) = \/_+2 i) f(x)=[z +2|
i) f(x) =| z* — 52 + 6| k) f(z) =| 2* — Tz + 12| 1) f(z)=| 2*+2—6|
4—x, <0 4—z, x<0
m) f(z)= z2=2, >0 n) f(x)—{ 2244, z>0

Za svaki realan broj x postoje uzastopni cijeli brojevi nin+ 1 takvidajen < x <
n + 1. Neka je f(x) = n. Nacrtajte graf funkcije f. Funkciju f nazivamo najveée
cijelo. Uobicajeno je f(z)-najveée cijelo od x oznaditi s [z].

Ispitajte parnost funkcija:

a) f(z) =2+ |z | b) f(z) = 172° c) f(a:):\/i
d) f(z) = ¥z ¢) f(z) = a* — a? £) f(z) = ,I,
g) flx) =V1—a? h) f(z) =1+z+a° i) flo)=1—az+a®

Neka je f bilo koja funkcija definirana na simetriénom podskupu D skupa R
(x € D= —x € D). Funkcije P(z) i N(z) definirane su formulama:

Pa) = S[f@) + f(-2), N(@) = 31f(@) - f(-2)].

Dokazite: a) P(z) je parna funkcija, b) N(z) je neparna funkcija, c) f(z) = P(x)+
N(x).

Pronadite funkcije f i g takve da je fog = H, gdje je H(z) = (>4 1)°°. Da li
postoji vise rjesenja?

Kazemo da funkcije f i g medusobno komutiraju ako je (f o g)(z) = (g o f)(z)

za svaki x iz zajednicke domene tih funkcija. Za koje vrijednosti od a i b funkcija
g(z) = a + bx komutira s funkcijom f(z) =1+ 227

Pronadite (f o g)(z) i (go f)(z) za:

a) f(z) = vz, g(z) =a® — 1 b) f(z) =3z +2, g(x) =2z —
c) f(z) =4a® =5, g(x) =3z d) f(z) =2® + 9z, g(x) = \/
e) f(z) =|z|, g(z) = -6 f) flz) =2®~1, g(z) = Vz

Zamijetite da komponiranje funkcija nije komutativna operacija.

Dokazite da je komponiranje funkcija asocijativna operacija.
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12. Odredite inverz (ako postoji) funkcija:

a) f(z) =3z —4 b) f(z)=1-2z c) fx)=x%—8
d) f(=) =3 e) f(z) =257 f) flz) =3

g) f(z) = (z —2) h) f(z)=(z-2)* v >2 i) f(z) =

P fa) =va—2 K) f(z) = 3/ D fo) = a1

13. Stupnjevi temperature po Celsiusu (t¢) preracunavaju se u stupnjeve temperature
po Fahrenheitu (t7) pomoéu formule tr = f(tc¢) = %tc + 32. Za pretvaranje stu-
pnjeva temperature po Farenheitu u stupnjeve temperature po Celsiusu koristimo
formulu to = g(tr) = 5(tr — 32). Pokazite da su f i g medusobno inverzne funkcije.

2.2 Opca potencija

Funkcija f(z) = 2™, n € N | definirana je za svaki realan broj z. Ako je
eksponent %7 n € N , onda je funkcija f(z) = xw definirana samo za z > 0 ako je
n paran broj, dok je za neparan n definirana za svaki realan broj z.

Neka je @ € R . Funkciju z — z®, z > 0, nazivamo opéom potencijom.

Na Slici 2.10 je prikazano nekoliko grafova opéih potencija. Uocite razlike u
ovisnosti o eksponentu a.

y =2 500 - 22/ knjiga, gdje = predstavija populaciju grada (u tisuéama). Koliko ce
se godisnje posuditi knjiga ako grad ima 80 000 ljudi?

y(80) =2 500 - 80%/% ~ 46 416 knjiga.



2.3 Polinomi 37

Primjer 2.26 Adijabatskom kompresijom kisika tlak P (v mm Hg) i volumen V
(u litrama) povezani su jednadzbom P = 7.6V 14

Primjer 2.27 Epidemiolozi su ustanovili da neke tropske bolesti prenose komarci
i postavili vezu izmedu broja oboljelih ljudi N i broja komaraca x formulom N =
0.0048 - z%/3.

Primjer 2.28 Eksperimentalnim putem je ustanovljeno da su masa Zivotinje m (u
kg) i povrsina koze S (u m?) povezani jednadibom S = k- m?/®. Navedimo neke
vrijednosti za k :

ptica 0.1 covjek 0.11 macka 0.1 mamun 0.118
krava 0.09 konjy 0.1 svinja 0.09 zec 0.0975

Izracunagte povrsinu koZe ptice od 1.7 kg, macke od 3 kg, krave od 450 kg, svinje
od 120 kg, covjeka od 75 kg, magmuna od 45 kg, konja od 350 kg i zeca od 4.2 kg.

2.3 Polinomi

Funkciju f : R — R definiranu sa:

f(@) = ana™ + an_12" " + - + a1z + ag, (2.1)
gdje su ay, . ..,a1,ap realni brojevi nazivamo polinomom nad R .
Brojevi ag, a1, ..., a, su koeficijenti polinoma f.

Ako je a,, # 0, onda za polinom (2.1) kazemo da je n-tog stupnja. U tom
sluc¢aju kazemo da je a, najstariji ili vodeéi koeficijent tog polinoma. Ako je
a, = 1, onda kazemo da je polinom f normiran. Stupanj polinoma f oznacavat
¢emo sa st f.

Primjer 2.29 Ukupni troskovi proizvodnje q jedinica neke robe (u novéanim jedini-
cama (NJ)) zadani su funkcijom C(q) = ¢> — 30¢* 4+ 400+ 500. Odredimo troskove
proizvodnje prvih 20 jedinica robe i troskove proizvodnje dvadesete jedinice robe.

Troskovi proizvodnje prvih 20 jedinica robe iznose C(20) = 20% —30-20% 4400204 500 =
4500 NJ, dok je za proizvodnju dvadesete jedinice robe potrebno C(20) — C(19) = 4500 —
4129 = 371 NJ.

Primjer 2.30 Proizvoda¢ moze napraviti radio aparat po cijent od 100 NJ ¢ proc-
jenjuje da ée mjesecno prodati priblizno (800 — p) radio aparata, gdje je p prodajna
cijena radio aparata. Procijenimo mjesecni profit P proizvodaca kao funkciju cijene
p i odredimo cijenu pri kojoj ¢e profit biti maksimalan.

Profit P je jednak umnosku broja prodanih radio aparata s profitom po radio aparatu, tj.
P(p) = (800—p)(p—100). Graf te kvadratne funkcije je parabola s tjemenom (450, 122500),
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odakle zaklju¢ujemo da ée profit biti maksimalan ako je prodajna cijena radio aparata
p = 450 NJ. Sjecista parabole s apscisom su tocke p = 100 i p = 800. Koje je ekonomsko
znacenje tih sjecista?

Primjer 2.31 Zakon ponude i potraznje. Oznacimo s p prodajnu cijenu neke
robe. U veéini slucajeva, ponuda robe S(p) raste dok potrazinja za robom D(p) opada
ako cijena p raste. Ekonomisti crtaju grafove funkcija S(p) ¢ D(p). Tocku u kojoj
se ti grafovi sijeku nazivaju trziSnom ravnotezom, a apscisu te tocke-cijenu p*
ravnoteznom cijenom (vidi Sliku 2.11). Kod ravnotezne cijene p* ponuda je
jednaka potraznji.

Zakon ponude i potraznje tvrdi da u uvjetima potpune trzisne konkurencije roba
ima tendenciju da se prodaje po ravnoteznoj cijeni p*. Ako se roba prodaje po cijeni
vecoj od ravnotezne, onda ce se javiti suvisak robe na trzistu koji ce djelovati na
smanjenje cijene. S druge strane, prodaje li se roba po cijeni manjoj od ravnotezne
cijene, na trzistu ce se javiti manjak robe koji e dovesti do poveéanja cijene.

\ Ravnot. tocka

Slika 2.11. Trzisna ravnoteza

Za primjer, odredimo ravnoteinu cijenu za funkciju ponude S(p) = p*+3p—"70
i funkciju potraznje D(p) = 410 — p.
Izjednacavanjem S(p) i D(p) dobivamo p®+3p—70 = 410—p, odakle je (p—20)(p+24) = 0.
Ta jednadzba ima dva rjeSenja: p = 20 i p = —24. Bududi da je cijena pozitivna, za
ravnoteznu cijenu dobivamo p* = 20 NJ. Osim toga, D(20) = 410 — 20 = 390, tj. 390
jedinica robe se nudi i potrazuje kada je trziste u ravnotezi.

Primjer 2.32 Predmet ispusten s visine 1.6 m nakon t sekundi nalazi se u vakuu-
mu na visini h(t) = 1.6 — 28142 m. a) Nakon koliko sekundi e predmet pasti na
tlo? b) Na kojoj visini se nalazi predmet nakon 0.285s?

a) Iz 1.6 — 2314 = 0 dobivamo ¢ &~ 0.57s. b) h(0.285) = 1.6 — 281 . 0.285% ~ 1.2m.
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Primjer 2.33 Prema Poiseuilleovom zakonu, brzina (u cms™!) arterijske krvi na
udaljenosti r cm od centralne osi arterije radijusa R cm zadana je funkcijom v(r) =
c(R? — r?), gdje je ¢ konstanta. Za ¢ = 1.76-10°cm~!s7! i R = 1.2-1072 cm
izracunajmo brzinu krvi na centralnoj osi arterije i brzinu krvi toéno na sredini
1zmedu stijenke i centralne osi arterije.

Na centralnoj osi je r = 0 pa dobivamo v(0) = 25.344 cms™*. Za r = £ = 0.006 cm imamo

g
v(0.006) = 19.008 cms ™",
Polinom f za koji je f(z) =0, Vz € R, nazivamo nul — polinom.

teorem o nulpolinomu:

Polinom f(x) = a,a™ + ap_12" "1 + -+ + a1 + ap je nulpolinom onda
i samo onda ako je a; =0 za svaki i =0,1,...,n.

Dokaz. Ako je a; =0 za svaki i =0,1,...,n, onda je f(z) =0 za svakiz € R .
Da bismo dokazali obrat dovoljno je dokazati pomoénu tvrdnju:

Ako je g() = byx™ + byp—12™ ' + -+~ + bz 4+ bo, m € N U {0}, nulpolinom, onda je
bm = 0.

Naime, tada primjenom pomoéne tvrdnje na nulpolinom f dobivamo a, = 0. Stoga je
f(z) = an_12™' 4+ --- + a1z + ao. Ponovnom primjenom pomoéne tvrdnje dobivamo
an-1 =01 f(z) = an_2z" "% 4+ -+ 4+ a1z + ao. Nastavimo li postupak dobivamo a, =
Ap—1 =+ = Qa1 :a():O.

Dokazimo pomoénu tvrdnju. Ako je m = 0, tj. g(x) = bo, onda je oCito by = 0. Neka

je stoga m € N . Da bismo dokazali da je b,, = 0 dovoljno je pokazati da je | by, | manje
od svakog realnog broja € > 0. Za svaki x € R iz g(z) = 0 dobivamo

x (bm+—1+~~~+ m11+—i>: :
x x
odakle za svaki z # 0 imamo
b= Omt o Do
x x x

Neka je z > 1. Iz gornje jednakosti dobivamo nejednakost

g < Lommt Ly oL b w4t b+ b0 | M
x

m—1 m

2.2

gdje je M =| bm—1 | +---+ | b1 |+ | bo | . Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Prema
Arhimedovom teoremu (vidi Primgjer 1.21) postoji prirodan broj k takav da je % < k.
Sada za svaki x > k imamo % < z, tj. % < e. Iz (2.2) dobivamo | b, |< % < . Time
je dokazana pomoc¢na tvrdnja.
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Kako su polinomi funkcije s R uR , bilo koja dva polinoma imaju iste domene
i kodomene. Prema tome, dva polinoma f,g:R — R su jednaka onda i samo onda
ako je f(x) = g(x) za svaki x € R .

teorem o jednakosti polinoma

Polinomi f(z) = apz™ + ap_12" 1 + - +a12 + ag i g(x) = bpa™ +
bp_1z™ '+ bz + b, ap # 01 b, # 0, su jednaki onda i samo
onda ako vrijedi: m =nia; =b; zasvakii=0,1,...,n.

Dokaz. Ako je m = nia; = b; za svaki ¢ = 0,1,...,n, onda je f(z) = g(x) za svaki

zcR.

Dokazimo obrat. Neka je f = g. Treba pokazati da je m = n i a; = b; za svaki i =
0,1,...,n. Kad bi bilo n > m, onda bi za svaki x € R vrijedilo:

anz” + - - Famx" + a1z +ao =bpx™ +---+bix+ by, odnosno
an®" 4+ 4 amp12™ T+ (@m = bm)a™ + -+ + (a1 — b))z + (a0 — bo) = 0.
Prema teoremu o nulpolinomu dobivamo:
Anp = an—1 = " = Qm+1 = 07 Am = bm,am,1 = bm,17...7a1 = b17a0 :bo,

Sto je u suprotnosti s pretpostavkom a, # 0. Dakle, n < m. Sli¢no se pokaze da je
m < n pa je je m = n. Sada f = g povlaci (an — bn)x™ + -+ + (a0 — bo) = 0, odakle je
Qn :bn,...,CLo:bo.

Zbroj f + g, razliku f — g i umnozak f - ¢ polinoma f,g: R — R definiramo
kao zbroj, razliku i umnozak realnih funkcija. Neka je:

f(x) = ana™ + Un_12" 4 a1z + ao,

() = ™ + b1 2™ 4o 4 by + bo.
Prema definiciji za svaki z € R vrijedi:
(f +9)(x) = (ap + bo) + (a1 + b1z + (a2 + ba)a® + - - -,
(f — g)(J?) = (ao - bo) + (a1 - bl)J? + (GQ — b2)1‘2 + - <y
(f . g)(.’l)) =ag- by + (a0b1 + albo)x + (aobg + a1by + agbo)x2 + -4 anbmx"“".
Zamijetite da se kod umnoska mnozi ,svaki sa svakim.”

Primjer 2.34 Odredimo zbroj, razliku i umnozak polinoma f(x) = 23 +22 i g(z) =
4_ g2

% —6z° + 7.

f@) +g(z) = (@® +2%) + (z* — 62> +7) = 2* + 2° — 527 + 7,

f(@) —g(z) = (2® +27) — (2* — 62> + 7) = —a* + 2° + T2* - 7,

f(@)-g(x) = (@° + ) (2" — 62> +7) = 27 +2° — 62° — 62" + T2® + Ta”.
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Algoritam divizije:

Neka su f(x) i g(z) polinomi nad R i g(z) # 0. Tada postoje jedinstveni
polinomi ¢(z) i r(x) takvi da vrijedi:

1) fz) = g(x)q(z) + r(z),
2) r(x) = 0 ili je stupanj od r(z) manji od stupnja od g(x).

Polinom ¢(x) nazivamo kvocijentom, a polinom r(z) ostatkom u al-
goritmu divizije.

Dokaz. Ako je f(zx) = 0 ili st f(z) < stg(z), dovoljno je uzeti g(z) = 0, r(z) =
Pretpostavimo, stoga, da je st f(xz) > st g(x) i pokazimo da postoje polinomi g(x) i
koji ispunjavaju oba uvjeta algoritma divizije.

f().
r(x)

Dokazimo prvo sljedeéu pomoénu tvrdnju koju éemo koristiti u dokazu algoritma
divizije:

Neka je f(z) = anz™ + an_12" 1+ -+ a1z + ao, g(z) = bpa™ + bm_1z™ ! +
s bix + bo i st f(z) > stg(x). Tada postoje polinomi qi(x) i r1(x) takvi da je f(x) =
g(@)qi(z) + ri(x) 1 stri(z) < st f(x).

Dokaz te tvrdnje je sljedeé¢i: Bez smanjenja opéenitosti, neka je an # 0 i by, # 0.
Stavimo ri(z) = f(z)— g—”xn_mg(:ﬂ). Tada je stri(z) < st f(z) i f(z) = g(z)q(x)+ri(x),

gdje je q1(z) = g—r’;x"’m. Time je dokazana ova pomoéna tvrdnja.

Vratimo se dokazu algoritma divizije. Ako je stri(z) > st g(x), onda prema gornjoj tvrdnji
postoje polinomi ¢z () i r2(x) takvi da vrijedi r1(x) = g(x)g2(x)+r2(x) istra(z) < stri(z).
Ako je stra(z) > st g(x), primjenjujemo gornju tvrdnju sve dok ne dodemo do polinoma
gr(z) 1 ri(z) takvih da vrijedi ri—1(z) = g(x)qr(z) + rr(z) i stri(z) < stg(z). Tada je
f(@) = g(@)[q1(z)+q2(x)+- - 4gqr(x)]+re(x) istri(z) > stra(x) > ... > stry(z). Dovoljno
jeuzeti g(z) = q1(x)+q2(x)+---+qr(x) i r(x) = ri(x). Preostaje pokazati da su polinomi
q(z) i r(z) jedinstveni. Pretpostavimo li da su ¢'(z) i r'(z) dva polinoma sa svojstvima
iz algoritma divizije, onda je g(x)q(z) + r(z) = g(z)d' (z) + r'(z) ili g(z)[¢(z) — ¢'(z)] =
r'(z)—r(z). Osim toga, polinom r'(x)—r(x) je nul — polinom ili je st (r'(z)—r(z)) < st g(x).
Nadalje q(z) —¢'(x) je nul — polinom, jer, u suprotnom bi stupanj polinoma na lijevoj strani
bio vedi ili jednak od stupnja polinoma g(x), tj. stupanj polinoma s lijeve strane bio bi
veéi od stupnja polinoma s desne strane. Dakle, ¢'(z) = ¢(z), a tada je i r'(z) = r(z).

Postupak za dijeljenje polinoma, sadrzan u dokazu algoritma divizije, ilustri-
ramo na sljede¢a dva primjera.
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Primjer 2.35 Podijelimo polinom f(z) = 22® — 42® — 222 + 6 polinomom g(x) =
% + 3z — 2.

(223 —4x® — 220 +6) : (22 +3x —2) =22 - 10

+22°% 4 62° F 4o

— 1022 - 18z +6
F1022 F 30z £ 20
122 — 14

Kvocijent q(z) = 2z — 10, a ostatak r(z) = 12z — 14.

Primjer 2.36 Podijelimo polinom f(x) = 2x3 — 42% — 222 + 6 polinomom g(z) =

T — 2.
(22° — 42? — 222 4 6) : (z — 2) = 22% — 22
+223 F 422
— 222+ 6
F22z + 44
- 38

Kvocijent ¢(z) = 22% — 22, a ostatak r(z) = —38. Zamijetite da je r = f(2).

Bezoutov teorem:

Ostatak kod dijeljenja polinoma f(x) polinomom x — a je f(a).

Dokaz. Prema algoritmu divizije je f(z) = (z —a)q(z) + 7, r € R, odakle za * = a
dobivamo f(a) = (a —a) + 7 tj. r = f(a).

Za polinom f kazemo da je djeljiv polinomom g ako postoji polinom ¢ takav
daje f(z) = g(x)q(z) za svaki x € R, tj. ako je ostatak u algoritmu divizije jednak
nuli. Ako je polinom f djeljiv polinomom g, onda polinom g nazivamo mjerom ili
divizorom polinoma f.

Slijede¢a tvrdnja je posljedica Bezoutova teorema:

Polinom f(z) je djeljiv polinomom = — a onda i samo onda ako je

fla) =0.

Primjer 2.37 Polinom f(x) = 2* +22% + 1 je djeljiv s g(x) = v + 1.
Dovoljno je provjeriti da je f(—1) =0: f(=1) = (=1)* +2(=1)% + 1 = 0. Provjerite da je

polinom ¢(z) = ® + 22 — 2 + 1 kvocijent. Polinomi g i ¢ su mjere polinoma f.

Ako je f(a) = 0, onda kazemo da je a nula ili korijen polinoma f(z). Nula
a ima kratnost ili visestrukost k ako je f(z) djeljiv s (z — a)¥, a nije djeljiv sa
(x — a)ktl,
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Primjer 2.38 Polinom f(z) = (z — 2)3(z + 3)? ima dvije nule: z1 =2 i xy = —3.
Prva nula je trostruka, a druga nula je dvostruka.

Kvocijent g(z) i ostatak r(z) kada polinom f(z) podijelimo polinomom x — a
mozemo lako odrediti pomocu tzv. Hornerova algoritma. Opisimo taj algoritam:

Polinom f(z) = apz"+a,_ 12" *+---+aix+ag, a, # 0, dijelimo polinomom
x — a. Kvocijent ¢(z) = bp—12" 1 + b—92" 2 + - -+ + byx + bo je polinom stupnja
n—1.1z f(z) = (x — a)g(z) + r, odnosno
an®"+an_ 12"+ Farztag = (x—a)(by_12" " by 02" 24 bz +bg) 41,

mnozenjem i usporedivanjem koeficijenata uz jednake potencije od x dobivamo:

ap =bp 1 = bp1=an
p1=byp 2—ab, 1 = by a2=ay, 1+ab, 1

ar = b1 — abg =  br_1 =ax+ aby

ag =1 — aby = r=ag+ abg.
Uocite da za koeficijente kvocijenta ¢(z) vrijedi: b,—1 = ap, bp—1 = ag + abg, k=
n—1,n—2,...,2,1. To se moze zapisati u obliku tzv. Hornerove sheme:
| an | a1 |- ! | a
a | bn—l = Qp, | bn_g = Qnp-1+ abn_l | R | bo =a1 + ab1 | r=ag+ abo

Primjer 2.39 Podijelimo Hornerovom shemom polinom f(z) = 2* — 22% + 5a% +
z+6sr—2:

1] 25|16
2 | 1 | 0 | | 11 | 28

)
5
q(z) = 23 + 5z + 11, r =28.

Primjer 2.40 Odredimo parametar a tako da polinom f(x) = x® + ax + 3 bude
djeljiv s x + 2.

r=-5-2a=0=a=-5/2.

Zajednickom mjerom polinoma fig, f # 0ig # 0, nazivamo svaki polinom
h kojim su djeljivi i polinom f i polinom g.

Bez smanjenja opcéenitosti neka je st f > st g. Prema algoritmu divizije jednozna¢no
su odredeni polinomi ¢; i 7 takvi da je

f=9qn+r, 0<str; <stg.
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Primijenimo li isti algoritam na polinom g i r1, postoje polinomi g5 i r3 takvi da je
g=riqa+re, 0<stry <strs.

Ponavljanjem postupka za polinome 7; i r2 dolazimo do polinoma g3 i r3 takvih da
je
1 =712q3 + 13, 0 <strs <strs.

Nastavimo li gornji postupak, dolazimo do niza ostataka r1, 79, ... kojima stupnjevi
strogo padaju. Stoga jednom dolazimo do ostatka r,, # 0 takvog da je

Tn—1 = Tnqn-1-

Dakle, imamo skup jednakosti

f=g9q +r1, 0<str; <stg
g =r1q2 + 1o, 0<stry <strg

1 = T2q3 + T3, 0<strg <strs

Tn—2 = Tn—14n + Tn, 0 S str, <strn_1
Tn—1 = Tnqn+1,

Ovaj postupak poznat je pod nazivom Euklidov algoritam. Iz posljednje jed-
nakosti vidimo da r, dijeli r,_1, iz prethodne slijedi da 7, dijeli r,—o itd... Iz
druge jednakosti zaklju¢ujemo da r,, dijeli g, a iz prve da r, dijeli i f. Dakle, 7, je
zajednicka mjera od f1ig.

Ako je h zajednicka mjera polinoma f i g, onda iz prve jednakosti nalazimo da
h dijeli r1. Sada iz druge jednakosti slijedi da h dijeli r2. Nastavljajuéi postupak,
zakljuéujemo da h dijeli i r,,. Tada h dijeli i normirani polinom M(f,g) = Z7n,
gdje je a # 0 vodedi koeficijent od r,. Dakle, postoji polinom ¢ # 0 takav da je
M(f,g) = hq'. Zamijetite da je st h < st M(f, g).

Dokazali smo da normirani polinom M (f, g) ima ova dva svojstva:

a) M(f,g) zajednicka mjera polinoma f i g,
b) ako je h zajednicka mjera polinoma f i g, onda je h mjera i od M(f,g).

Od svih normiranih polinoma jedino M(f, g) ima navedena dva svojstva. Stoga on
zasluzuje posebno ime. Nazivamo ga najvec¢om zajednic¢kom mjerom polinoma
f 1 g. Postupak za nalazenje polinoma M (f, g) dobiva se iz Euklidova algoritma.

Dokaz. Pretpostavimo da normirani polinom M’(f,g) ima gore navedena dva svojstva.
Kako je M'(f, g) zajedni¢ka mjera, prema svojstvu b) polinom M (f, g) je djeljiv s M'(f, g).
Analogno, kako M’(f,g) ima svojstvo b) i M(f,g) je zajednicka mjera, M'(f, g) je djeljiv
s M(f,g). Dakle, postoje polinomi ¢’ i ¢ takvi da je

M(f,9)=M'(f,9)d', M'(f,9)=M(f g)q.
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Iz tih jednakosti slijedi: st M'(f,g) < stM(f,g) i st M(f,g9) < stM'(f,g), odnosno
st M(f,g) = st M'(f,g). Buduéi da su M(f,g) i M'(f,g) normirani, to je ¢ = ¢ = 1.
Dakle, M(f,g) = M'(f, ).

Primjer 2.41 Odredimo FEuklidovim algoritmom mnajvecu zajednicku mgeru poli-
noma f(r) =x*+ 23 +222 +z+1ig(x) =2 - 222 + 2 - 2.

Prvo podijelimo f s g:

(' + a2 202+ +1): (2® - 222 +2-2) =2+ 3.
trtF ot a2 F
33+ a2+ 3z +1
+32° F 622 £ 3 F 6
7?4+ 7.

Dakle, r1(z) = 72® 4+ 7. Sada podijelimo g s r1:

(2 —22% 40— 2): (T2 +7) = %x—%
+a3 +az
—2z% -2
22 F2
0.
2
Dakle, m2(z) = 0, pa je M(f,g) = 717'*'—7 =22 +1.
Za polinome f i g kazemo da su relativno prosti, ako je M (f,g) = 1.

Primjer 2.42 Provjerite Euklidovim algoritmom da su polinomi f(z) = x*+ 223 +
22% + 22 + 2 i g(z) = 23 + 32 + 2 relativno prosti.

Navedimo bez dokaza tzv. osnovni teorem algebre.

Osnovni teorem algebre:

Svaki polinom n — tog stupnja, n > 1, nad poljem kompleksnih bro-
jeva ima m nula, pri ¢emu se svaka nula broji onoliko puta kolika joj je
kratnost.

Njemacki matematicar K.F. Gauss (1777-1855) je bio prvi koji je dokazao taj teorem
u svojoj disertaciji, i to kao mladi¢ od 22 godine. Dao je ukupno cetiri dokaza tog teorema.

Uzastopnom primjenom osnovnog teorema algebre, zaklju¢ujemo da za poli-
nom f(z) = apz" + ap_ 12"t + .- + a1x + ap postoje brojevi z1,z2,...,2, € C
takvi da je
fl@)=anlx —2z1)(® —22) - (x — 2z), v €ER,

tj. polinom mozemo faktorizirati nad C . Ako je z; = a + bi a-kratni korijen
polinoma, onda je i Z; a-kratni korijen. Naime, iz anzf—kan,lz?_l—l—- ctarzit+ag =
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0 konjugiranjem dobivamo a,z} + an,ﬁ?*l + - 4+ a1Z; + ag = 0. Mnozenjem
dobivamo (z — 2z;)*(z — %) = [2% — 2az + (a® + b?)]*. Zakljutujemo da se svaki
polinom f(z) moze zapisati u obliku:

f(2) = an(z —a)®™ - (2 — ax)* (@ + pro + q)™ - (2% + poz + ¢a) ™,

(a1 + - Fag) +F2M +---+ X)) =n.

To je faktorizacija polinoma f(z) nad R. Svaki od faktora z — ai, ... — a,
22 +prx+qu, ..., 2%+ ppx + ¢, je ireducibilan nad R, tj. nijedan od njih se ne
moze prikazati u obliku umnogka dva polinoma nad R takvih da je stupanj svakog
od njih barem 1.

2.4 Racionalne funkcije

Racionalna funkcija je kvocijent dvaju polinoma.

Neka je f = L racionalna funkcija, gdje su P i @ polinomi nad R . Kazat ¢emo
da je f cijela racionalna funkcija ako je st Q = 0, tj. ako je f polinom. Ako je
st P < st ), onda kazemo da je f prava racionalna funkcija. Za pravu racionalnu
funkciju f = 5 kazemo da je parcijalni razlomak ako je Q = p* (k > 1), pri
¢emu je p ireducibilan polinom nad R . Dokazat ¢emo tvrdnju:

Svaku pravu racionalnu funkciju moguce je na jedinstven nacin prikazati kao

zbroj parcijalnih razlomaka. Za taj prikaz kazZemo da je rastav prave racionalne
funkcije na parcijalne razlomke.

Dokaz provodimo u dva koraka.

1. Q(z) sadrzi samo linearne faktore

Neka je gg% prava racionalna funkcija i @ nula od Q(z) kratnosti «, tj.

Qz) = (x — a)*¢(x), ¢(a) # 0. Tada su na jedinstven nacin odredeni
realan broj A i polinom v (z) takvi da je

P(z) _ A U(x)
Q Jf) N (J) — a)& + (II? — a)a—l¢(x) (23)
i % prava racionalna funkcija. Pri tome je A = {; ((3))_
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Dokaz. Neka su A i ¢(z) takvi da vrijedi (2.3) i da je ﬁw prava racionalna

funkcija. MnozZenjem formule (2.3) s Q(x) dobivamo P(z) = A¢(z) + (z — a)y(z) odakle

za £ = a imamo P(a) = A¢(a), tj. A= g((z)) Nadalje, prema (2.3) je

YO = 18@ s C Y ) = e T S -

P(x)  Pla)g(x) _ 2(x)
a) z—a’

Z(s)) ¢(x), odakle zaklju¢ujemo da je polinom % (x) kvocijent kod
)

(
polinomom z — a. Time je pokazana jedinstvenost rastava (2.3)

gdje je ®(z) = P(z) -

dijeljenja polinoma ®(x
ukoliko on postoji.

Dokazimo egzistenciju rastava (2.3). Neka je A = Z(a) i ®(z) = Plx) — () ¢(x). Tada
je
A P(x) P(a) D(x)

Pz _ _
Q) (z-a)* Q) ¢(a)(z—a)® (z-a)*¢(z)
Buduéi da je ®(a) = 0 to je a nula polinoma ®(z). Neka je ®(z) = (x — a)ip(z). Dakle,

) _
)

P(x) A Y(z)

Q) (z-a)* (z-a)* '(z)

Kako je je razlika pravih racionalnih funkcija opet racionalna funkcija iz posljednje formule
Y(x)
(z —a)* "¢(z)

Primjer 2.43 Rastavimo na parcijalne razlomke izraz

zakljuc¢ujemo da je prava racionalna funkcija.

- xr

22 —5x+6

Nazivnik 2? — 5246 = (z — 2)(z — 3) sadrzi dva linearna ¢lana. Prema prethodnoj tvrdnji
jednoznacno su odredeni realni brojevi A, B takvi da je:

T A B
22 —5z+6 x—2 x-—3

gdje su A i B konstante koje trebamo odrediti. Mnozeéi gornju jednadzbu s 2% — 5z + 6 =
(z —2)(z — 3) dobivamo = = A(x — 3) + B(z — 2), odnosno = = (A + B)x + (—3A — 2B).
Usporedivanjem koeficijenata uz potencije od  dobivamo sustav od dvije jednadzbe s dvije
nepoznanice:

1= A+ B

0= -3A- 2B

Rjesavajudi taj sustav dobivamo A = —2, B = 3. Dakle,

x =2 n 3
22 —-5x+6 -2 x-—3
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2. Q(z) sadrzi ireducibilan kvadratni faktor

Neka je gg) prava racionalna funkcija i neka su a,@ € € nule od Q(x)
kratnosti a, tj. Q(z) = (r—a)*(x—a)*¢(z), ¢(a) #0, ¢(@) # 0. Tada

je Qz) = (2 +pa+q)*d(x), gdje je p = —2Re(a), ¢ = Re’(a)+Im*(a).
Nadalje, jednoznaéno su odredeni realni brojevi M, N i polinom v (z)

takvi da je
P(xr)  Mz+N Y(x)
0w~ @rmrar  @ammraor i@ Y
Y(z

prava racionalna funkcija.

N P e g

Dokaz. Zamijetite da je (z — a)(z — @) = 2> — z(a + @) + a@. Uz oznake: p = —2Re(a) i
g = Re*(a) + Im?(a) imamo Q(z) = (2 + pz + ¢)“¢(x).

Dokazimo prvo jedinstvenost rastava (2.4), ukoliko on postoji. Ako M, N i ¢(x) imaju
svojstva navedena u tvrdnji, onda mnozenjem (2.4) s Q(z) = (24 pz + q)“¢(x) dobivamo

P(x) = (Ma + N)p(x) + (* +pz + @)y (z) = (Mz + N)¢(z) + (¢ — a)(z — @)y ().

Stavljanjem x = a dobivamo P(a) = (Ma+ N)$(a), odakle je M = Irrllalm <g((s))> , N =

Re <i((g)) ) — Eﬁglm <§((Z))> . Tz (2.4) dobivamo ¢ (z)(z*+pz+q) = P(z)— (Mz+N)¢(x)
odakle zaklju¢ujemo da je 1 (z) kvocijent kod dijeljenja polinoma ®(z) = P(z)— (Mz+ N)
polinomom 2 + pz 4 ¢. Dakle i ¥(z) je jednoznazno odreden.

Dokaz egzistencije rastava (2.4): Neka je M = ﬁlm (%)7 N = Re (%) _
Eﬁglm (Zég;) Nije tesko pokazati da je P(a) — (Ma+ N)¢(a) = 0. Osim toga je
MRea+ N = Re (gé{‘g) i MIma = Im (Zé;}) . Uocite da je §§§§ - (wQJ‘f;idi)a -

= +pf(+“’)q)&¢(x)7 edie je d(z) = P(x) — (Mz + N)o(z). Tz ®(a) = Pla) — (Ma +

N)(a) = 0 zakljuéujemo da su a,a nule od ®(z). Neka je ®(z) = (2% + px + @) (z),
Y(a) # 0, ¥(a) # 0. Tada je

P(x) __ Mz+N n P(z)

Q) (®+pr+q*  (2°+pr+q)* o)
Y(x)

(% +pz +q)* ' o(x)
funkcija pa je i sama prava racionalna funkcija.

Iz posljednje formule vidimo da je funkcija razlika pravih racionalnih
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3 .2
Primjer 2.44 Rastavimo na parcijalne razlomke izraz ﬁ :

Prema prethodnoj tvrdnji postoje realni brojevi Mi, N; takvi da je

z3 4 22 _ Miz+ N, P(x)
(xQ +4)3 ($2 +4)3 (xQ +4)2'

Ponovnom primjenom iste tvrdnje posljednji ¢lan se moze zapisati u obliku

’l/J(.CL‘) _ Mosx + No Msx + N3
(2?4 4)? (22 4 4)? 2% 44

Dakle, postoje realni brojevi M1, M2, M3, N1, No, N3 takvi da je

$3+$2 o Mix + Ny Msx + No Msxz + N3
(22 4 4)3 (22 4 4)® (z? 4 4)* 2% 44

Mnozenjem posljednjeg izraza s (2 + 4)* dobivamo
22 4a? = Maa™+ Ny +H Mot8Ms )2+ No+8 N3 )2+ My +4 Mo +16 M3 ) z-H Ny +4No+16N3).

Usporedivanjem koeficijenata uz iste potencije dobivamo:

0= Ms
0= N3
1= M5+ 8Ms3
1= Ny + 8N3

0= M1 +4M> + 16M3
0= Ny +4N; + 16N,

odakle je: M3z =0, N3 =0, My =1, No = 1, My = —4 i N1 = —4. Dakle, rastav na
parcijalne razlomke glasi

3 + 22 _ —4x—4 n z+1

($2+4)3 (11324—4)3 ($2+4)2
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Uzastopnom primjenom prethodne dvije tvrdnje nije tesko dokazati tvrdnju o
rastavu prave racionalne funkcije na parcijalne razlomke:

Neka je gg% prava racionalna funkcija i

Q(z) =c(x —a)* - (x —ap)™* (x2 +prx+ ql)>‘1 e (x2 + ppx + qn)A"

faktorizacija polinoma Q(z) nad R . Tada su jednoznaéno odredeni real-
ui brojevi AU, AD, ., AW A7 Al 2, N N, i)

n

takvi da je
P) _ AP A AG)
Q@) " T-a)™ e T T @)
Ak Ak Aka)
1 % 2(1"714,_...4,_7&‘
(z —ax) (z —ar)™* (z —ax)
s e )
(@t pr+a)M (@t pr )t @+ e+ q)
MMz 4 N™ MMz + NS MMz + N
=T + . +

I (332 + P + qn)An (wQ + Pu + qn) (12 +pn + qn) .

Prethodni izraz je rastav prave racionalne funkcije ggg na parcijalne

razlomke.

22% +4a® + 2+ 2
(r—1)%(2® + 2+ 1)
Parcijalne razlomke trazimo u obliku

20% + 4o + x4 2 A B Cx+ D
(z—1D*z*+z+1) - (z— 1) * z—1 * a1
Mnozenjem gornje jednadzbe s (x — 1)%(2® 4+ x + 1) dobivamo

20° + 4 +x+2=A@" + 2+ 1)+ Bz —1)(a* + 2+ 1)+ (Cz + D)(z — 1)°.

Primjer 2.45 Rastavimo izraz na parcijalne razlomke.

Usporedivanjem koeficijenata uz jednake potencije od x dobivamo sustav od 4 jednadzbe
s 4 nepoznanice:

2=B+C
4=A-2C+D
1=A+C-2D
2=A-B+D
Gije je rjeSenje: A =3, B=2, C =0, D = 1. Dakle,
20° + 42 +x+2 3 2 1

= + + :
(z—1D*z?+z+1) (z—12 -1 22+z+1
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2.5 Eksponencijalna funkcija

Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Funkciju f definiranu formulom

f(@) =a”

nazivamo eksponencijalnom funkcijom s bazom a.

Domena eksponencijalne funkcije je skup svih realnih brojeva. Za a > 1
eksponencijalna funkcija je rastuéa, dok je za 0 < a < 1 ona padajuca (Slika 2.12).
Svaka eksponencijalna funkcija je bijekcija sa skupa R na skup pozitivnih realnih
brojeva R T i ima sljedeéa svojstva:

1) flr+aa)=flm1) f(T2) e a®1tv2 = q*1q72,
2) flxy —x2) = ;g;; ........................................ a®lmv2 = Z%,
3) F(0) = 1 e a® =1
0<a<l1 Y a>1
]
= T~

Slika 2.12. Eksponencijalna funkcija

Primjer 2.46 Tijekom vremena cijena nekog stroja opada tako da je t godina od
poéetka upotrebe dana funkcijom Q(t) = Qo2 2t. Odredimo pocetnu cijenu stroja
koji nakon 10 godina upotrebe vrijedi 8 500 NJ.

Treba pronaéi Qo. Kako je Q(10) = 8 500 imamo 8 500 = Qo2 2, odakle je Qo = 34 000.
Opis mnogih prirodnih problema zahtijeva upotrebu eksponencijalne funkcije

kojoj je baza jedan iracionalan broj koji se oznacava slovom e. Broj e ¢emo definirati
u sljede¢em poglavlju, a sada recimo da je e ~ 2.718281828459.

Za velicinu Q(t) koja raste prema zakonu Q(t) = Qoe*’, gdje su Qg i k pozi-
tivne konstante, kazemo da eksponencijalno raste.

Za velicinu Q(t) koja opada prema zakonu Q(t) = Qe ", gdje su Qo i k
pozitivne konstante, kazemo da eksponencijalno opada.
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Primjer 2.47 Biolozi su ustanovili da pod idealnim uvjetima broj bakterija u kulturi
raste eksponencijalno.

Ako je u trenutku t = 0 u kulturi prisutno 2 000 bakterija, a 20 minuta kasnije
6 000 bakterija, koliko Ce biti bakterija nakon prvog sata?

Neka je Q(t) broj bakterija nakon ¢ minuta. Prema pretpostavci je Q(t) = Qoe®*, gdje su
Q(0) = Qo broj bakterija u poc¢etnom trenutku ¢ = 0 i k pozitivha konstanta. Trebamo
izracunati Q(60). Prema uvjetu zadatka je 6 000 = 2 000e2°* | odnosno e?°F = 3.

Q(60) = 2 000e™* = 2 000 (¢*°*)* = 2 000 - 3* = 54 000.

Primjer 2.48 Pretpostavimo da ée neka drzava za t godina imati priblizno P(t) =
4 500 000e°92¢ stanovnika. Procjenimo broj stanovnika za 30 godina.

Za 30 godina ta drzava ée imati P(30) = 4 500 000 €°%3% ~ 8 199 535 stanovnika.

Primjer 2.49 Broj jos neraspadnutih radioaktivnih atoma N nekog radioaktivnog
elementa nakon vremenskog intervala t dan je s N = N(t) = Noe ™, gdje su
Ny pocetni broj atoma @ A > 0 konstanta raspada. Vrijeme poluraspada T jest
vrijeme za koje se od ukupnog broja na pocetku prisutnih atoma Ny raspadne polovica
(N = Ny/2). Odreduje se eksperimentalnim putem. Uocite da je 0.5 = (e )T
odakle imamo N (t) = Ny(0.5)/7.

Kostur zivog biéa sadrzi ugljik 12 (*2C), koji nije radioaktivan i radioaktioni
ugljik 14 (**C) ¢ije je vrijeme poluraspada T priblizno 5730 godina. U trenutku
smrti (t = 0) ugljik 14 se pocinje raspadati. Odredimo starost kostura koji sadrzi
12.5% pocetne vrijednosti ugljika 14 (%No).

t/5730
) dobivamo

Neka je t vremenski interval nakon koga je N(t) = %No. Iz % = (%
23 = 21/5730 ndakle je t =17190. Kostur je star 17 190 godina.

Primjer 2.50 Prema Newtonovom zakonu hladenja, tijekom vremena temperatura
toplog tijela T = T(t) eksponencijalno opada do temperature okoline. Ako je u

temperatura okoline (u °C) i Ty pocetna temperatura tijela (u °©C), onda je T(t) =
u+ (To — u)e %, gdje je k pozitivna konstanta.

Tijelo temperature 100°C' stavljeno na sobnu temperaturu od 30°C za 5 min
ohladi se na 80°C. Odredimo temperaturu tijela nakon 20 min.
To = 100, u = 30. T(5) = 80 = 30 + (100 — 30)e*®, odakle je e *° = ?7’ T(20) =

5
30 + (100 — 30)(e~**)* = 30 4+ 70 (%) =43°C.
Primjer 2.51 Graf funkcije oblika f(x) = ﬁ, gdje su A,b i c pozitivne

konstante, poznat je pod nazivom logisti¢ka krivulja (Slika 2.13). Pravciy = A i

o . . . A
y = 0 su horizontalne asimptote. Graf sijece y os na visini 175.



2.6 Logaritamska funkcija 53

Slika 2.13. Logisticka krivulja

Logisticka krivulja se cesto uzima za opisivanje pojava koje teZe zasicenju kao
npr. rast populacije u Zivotnom prostoru s ogranicenim Zivotnim resursima.

2.6 Logaritamska funkcija

Eksponencijalna funkcija f(z) = a*, a > 01 a # 1, je bijekcija sa skupa R na
skup svih pozitivnih realnih brojeva R ™ pa prema tome ima inverznu funkciju koju
nazivamo logaritamskom funkcijom i oznacavamo sa log, x. Domena logarita-
mske funkcije log, = je interval < 0,00 >, a njena slika je R . Ona je strogo rastuéa
za a > 1 i strogo padajuca za 0 < a < 1. Grafovi jedne eksponencijalne i njoj
inverzne funkcije za a > 1 prikazani su na Slici 2.14.

Slika 2.14.



1)

2)

3)

4)
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Logaritme su otkrili oko 1590. godine skotski lord J. Napier (1550-1617) i J. Biirgi (1552-
1632), neovisno jedan od drugog. Njihov pristup logaritmima se ne zasniva na vezi s
eksponencijalnom funkcijom. Za Napierove tablice iz 1614. godine, koje su sadrzavale log-
aritme sinusa, zainteresirao se londonski profesor H. Briggs. Zajednickim radom razvijaju
ideju dekadskih logaritama za koje 1617. godine izdaju tablice koje su u matematici bile
nezaobilazne sve do pojave kalkulatora.

Neka je f(x) = a® eksponencijalna funkcija i f~!(z) = log,  njoj inverzna
logaritamska funkcija. Za x > 0 iz f(f~!(x)) = 2 dobivamo:

a8 =g x>0

tj. logaritam od x s obzirom na bazu a jednak je eksponentu, kojim
treba bazu a potencirati, da se dobije z.

Iz f~1(f(z)) = z, z € R, dobivamo:

log, a* = x za svaki z.

Primjer 2.52 Pokazimo da za racunanje s logaritmima vrijede ova pravila:

Logaritam umnoska jednak je zbroju logaritama pojedinih faktora:

log, (zy) = log, x +log, y

Logaritam kvocijenta jednak je logaritmu brojnika minus logaritam nazivnika:

loga % = loga xr — loga Yy

Logaritam potencije jednak je umnosku eksponenta s logaritmom baze:

log, ¥ = ylog, x

Za logaritme istog broja s obzirom na razlicite baze vrijedi:

logy, = = log, = - log, a

Za broj log, a kaZemo da je modul za prijelaz iz sustava s bazom a u sustav s bazom
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b. Specijalno, za x = b dobivamo 1 = log, blog; a.

1) Bududi da je z = a!°8+ i y = ¢'°%« ¥, onda je zy = a'°8+ *+1°8 ¥, S druge strane je
zy = a'°%a @) ; dakle je log, (zy) = log, = + log,, y.

2) Iz =a'°®" i y = a'°% ¥ izlazi % = ql°8a 71080 Y i log,, % =log, =z — log, y.

3) Tvrdnja slijedi iz 2¥ = (a'°%2 )" = @8 .

4) Treba logaritmirati x = a'®8« ® 5 obzirom na bazu b i primjeniti prethodno pravilo.

Logaritme s obzirom na bazu a = 10 nazivamo dekadskim ili Briggsovim
logaritmima i umjesto log;, « pisemo log xz. Ako je a = e, odgovarajuée logaritme
nazivamo prirodnim ili Napierovim logaritmima i umjesto log, x piSemo Inz.

Primjer 2.53 Najmanja jakost zvuka Sto ga moZe detektirati ljudsko uho iznosi
oko Iy = 10~'2 Wm™2. Buka L(I), mjerena u decibelima, zvuka jakosti I Wm™>
definira se kao L(I) =10-log % Tako npr. gradski promet stvara buku od otprilike
90 decibela, a rok muzika od oko 110 decibela, dok obicnom razgovoru odgovara oko
60 decibela.

Primjer 2.54 Kiselost otopine ovisi o koncentraciji vodikovih iona. Bududéi su te
koncentracije male, u kemiji se definira nova velicina pH kao negativni logaritam
molarne koncentracije vodikovih iona. Matematicki iskazano, pH = —log ([H30™")),
gdje je [H3O™] koncentracija vodikovih iona izraZena u mol dm™3. Za éistu vodu
je pH = 7.0 Otopine s pH veéim od 7 nazivamo luznatim, a one s pH mangjim
od 7 kiselim. Ilustracije radi, navedimo pH vrijednosti za neke otopine: juice od
narance-pH =~ 3.50, krv-pH = 7.41, mlijeko-pH =~ 6.4, normalna kisa ima pH oko
3.6, dok u zadnje vrijeme pH iznosi oko 3.1 (tzv. kisele kise).

Primjer 2.55 Pod odredenim uvjetima brzina vjetra v (u ms~!) na visini h metara
od pouvrsgine tla dana je s v = K -In(h/hg), gdje su K pozitivna konstanta (ovisna
o gustodi zraka itd.) i ho parametar ovisan o vegetaciji terena. Za hg = 0.007 m
(vrijednost za travnjak s 3 cm visokom travom) i K = 3ms~! odredimo a) visinu
na kojoj je brzina vjetra 12ms~! b) wvisinu na kojoj nema vjetra.

a) Iz 12 = 31n(h/0.007), dobivamo h = 0.007 - ¢* ~ 0.38 m. b) Na visini h = ho = 0.007 m.

Za jednadzbu u kojoj dolaze logaritmi izraza koji sadrze nepoznanicu kazemo
da je logaritamska jednadzba. Ako se jednadzba da svesti na oblik log, f(x) =
log,, g(z), onda se zbog svojstva bijektivnosti logaritamske funkcije moze rjesavati
ekvivalentna jednadzba f(z) = g(z).

Za jednadzbu u kojoj nepoznanica dolazi u eksponentu kazemo da je ekspo-
nencijalna jednadzba. Ona se moze rjesavati pomocu logaritama, ako se da svesti
na oblik af(®) = b, odakle je f(x)loga = logb. Eksponencijalna jednadzba se moze
rjesavati i bez logaritama, ukoliko se da svesti na oblik a/*) = a9 odakle zbog
svojstva bijektivnosti eksponencijalne funkcije izlazi f(z) = g(z).
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Primjer 2.56 Rijesimo jednadzbe

a) logs  +log, 5= 5 b) logslogglog, x =0
C) (3m+2)2 . (9m+2)m+2 — (272z+1)m_3 d) 4T _3* = 3% _ 22&7—1
a) log, 5 = loglsm' Ako stavimo u = logy =, imamo u + % =5/2, u1 =1/2, up = 2. Iz

logs x = 1/2 izlazi x1 = 51/2 — \/57 a iz logs x = 2 izlazi z2 = 52 = 925.

b) logslogglog, x = log; 1, logglog, x = 1 = logy 6, log, x =6, z = 78,

0) g2e+4  g22°+8x+8 _ 369:2—159379’ 322° +102+12 _ 36127151—97 222 + 10z + 12 = 622 —
152 —9,42% — 250 — 21 =0, x1 = —3/4, z2 = T7.

d) 47 — 3" =37 — 2271 220 3" =37 2201 92 -1(24 1) =2.3" 2272 =371
47t =gt (%)z_l =lLo-1=0z=1

2.7 Trigonometrijske funkcije

U ovoj tocki definirat ¢emo trigonometrijske funkcije realnog broja i trigono-
metrijske funkcije kuta. Najprije ponovimo osnovno o kutu.

2.7.1 Kut i mjera kuta

Neka su O srediste jedini¢ne kruznice k (radijus r = 1) i AB bilo koji luk.
Uvedimo Kartezijev koordinatni sustav u ravnini s ishodistem u tocki O tako da
tocka A lezi na z-osi (Slika 2.15).

Y, b
k B
« A
O la <
Slika 2.15.

Uniju svih polupravaca kojima je O pocetna tocka i s lukom AB imaju
zajednicku tocku nazivamo kutom i oznacavamo sa £AOB. Tocka O je vrh, a
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polupravci a i b su kraci tog kuta. Uobic¢ajeno je kutove oznacavati malim gré¢kim
slovima, npr. «, (.

Za kut kazemo da je orijentiran ako je odredeno koji mu je krak prvi, a koji
drugi. Orijentirani kut kojem je a prvi krak, a b drugi, ozna¢avamo s ¥(a,b) ili s

X(AOB).

U daljnjem pod kutom podrazumijevamo orijentirani kut. Koordinatni sustav
se uvodi tako da z-os sadrzi prvi krak a kuta. Korisno je smatrati da orijentirani
kut @ = ¥ (a,b) nastaje rotacijom z-osi do pozicije odredene drugim krakom b. Ako
se ta rotacija odvija u smjeru suprotnom onom kazaljke na satu (pozitivan smjer),
onda kazemo da je kut pozitivan. Ukoliko se rotacija odvija u smjeru kazaljke na
satu (negativan smjer), onda kazemo da je kut negativan.

Ako su A i B dijametralno suprotne tocke, onda kut ¥(AB) nazivamo is-
pruzenim kutom.

Uniju svih polupravaca kojima je O pocetna tocka i sijeku kruznicu nazivamo
punim kutom.

Da bismo s kutovima mogli rac¢unati (zbrajati i oduzimati ih) pridruzujemo
im mjerni broj.

Kutna ili geometrijska jedinica za mjeru kuta je jedan stupanj. Simbol za
stupanj je °.

Za kut koji nastaje rotacijom x-osi u pozitivhom smjeru za %U dio
potpunog okreta kazemo da ima mjeru od jednog stupnja.

Tako npr. ispruzeni kut ima 180°, dok puni kut ima 360°.

Stari Babilonci su uo¢ili da se otprilike svakih 360 dana ponavljaju godisnja doba. Vjerovali
su da se Zemlja nalazi u sredistu svemira koji se za 360 dana okrene oko Zemlje. Vjerojatno
od tuda dolazi stupanj za jedinicu mjere kuta.

Stupanj se dijeli na minute (simbol je /), a one na sekunde (simbol je ")

”»

1° =60, 1" =60
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Druga, analiticka ili lu¢na jedinica za mjeru kuta je jedan radijan.

Neka je () duljina luka sto ga kut o = ¥(a,b) odsijeca od jedini¢ne
kruznice sa sredistem u vrhu kuta a. Kazemo da kut « ima [(«) radi-
jana.

Primjer 2.57 Opseg jedinicéne kruinice (r = 1) iznosi 2w, stoga puni kut ima 2w
radijana, a ispruZeni kut m radijana.

Buduéi da puni kut ima 360° ili 27 radijana, to je 360° = 27 radijana, odnosno
180° = w radijana. Iz posljednje relacije dobivamo formule za pretvaranje stupnjeva
u radijane i obratno:

™

1° = 171'@ radijana 1 radijan:(@>

Primjer 2.58 Prouvjerite:

0° = 0 radijana 30° % radijana 45° = {r radijana
60° = % radijana 90° radijana 180° = 7 radijana

2.7.2 Definicija trigonometrijskih funkcija

Uzmimo jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava u
ravnini. Sada pravac naslonimo na kruznicu tako da ishodiste koordinatnog sustava
na pravcu padne u tocku O(1,0). Pravac namatamo na kruznicu kao na Slici 2.16.
Na svaku toc¢ku kruznice padne beskona¢no mnogo toc¢aka brojevnog pravca. Je-
dini¢nu kruznicu na koju su na navedeni nacin smjesteni realni brojevi nazivamo
brojevnom kruznicom. Realnom broju x prilikom namatanja pravca na kruznicu
pripada tocka T'(z). Apscisu tocke T'(z) oznacimo sa cos z, a ordinatu sa sinx. Ap-
scisa tocke T'(x) je funkcija koja ovisi od z. Tu funkciju nazivamo kosinusom. I
ordinata tocke T'(x) je funkcija koja ovisi od x. Tu funkciju nazivamo sinusom.
Tocka T'(x) pripada brojevnoj kruznici pa je

sin?z 4 cos?z =1
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Yy -
X
1| T()
sinz 7 |
|
|
|
| s ’
—1 { | cos
X
|
|
J
= -1
1| T(-=x) -T

Slika 2.16. Brojevna kruznica
Iz sin(—x) = —sinx i cos(—x) = cosx (vidi Sliku 2.16) slijedi da je sinus
neparna funkcija, a kosinus parna funkcija.

Tocke T'(x 4+ 7) i T'(x) simetri¢no su smjestene s obzirom na ishodiste koordi-
natnog sustava u ravnini, odakle zaklju¢ujemo da je

sin (x + 7) = —sinx

cos (z + m) = —cosz.

Buduéi da je opseg kruznice 2, tocki T'(x) pridruzeni su svi realni brojevi
oblika = + 2k, gdje je k bilo koji cijeli broj, tj. T'(z + 2kw) = T'(x). Prema tome je

sin (x + 2km) = sinzx
cos (z + 2km) = cos .

Kazemo da su sinus i kosinus periodicke funkcije s periodom 2.
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Opéenito, za funkciju f : D - R, D CR , kazemo da je periodicka funkcija
s periodom 7 # 0 ako vrijede ova dva uvjeta:

1) (xe D)= (z+7€D),
2) flz+71)=[(=)

Od svih brojeva 7 s navedena dva svojstva, za najmanji pozitivni 79 kazemo da je
temeljni period funkcije f.

Primjedba 2.1 Moze se pokazati da je realan broj T period periodicke funkcije f
onda i samo onda ako je T =k -1y za neki k € Z | gdje je 79 temeljni period.

Zbog periodi¢nosti dovoljno je nacrtati grafove tih funkcija u segmentu [0, 27]
( Slika 2.171 Slika 2.18).

Yy
1r ﬁ ____________ B
o S ///
/2 ™.  31/2 or @
1 F—————— === = = = = = = = =
Slika 2.17. Graf funkcije sin
Y
1 —"____________"/_x_____
\ P .
T2 E 3n/2 om 57/2 x
1 - = == - = === = = = = =
Slika 2.18. Graf funkcije cos
Primjer 2.59 Odredimo skup svih rjeSenja jednadzbe a) sinx = 1, b) cosx = —1.

a) Treba pronadi sve x koji namatanjem pravca na brojevnu kruznicu padnu u tocku (0, 1).
Tosu:c:%—&—?kw (keZ).

b) Treba pronadi sve x koji namatanjem pravca na brojevnu kruznicu padnu u tocku
(=1,0). Tosuz =7 +2kn (k€ Z ).

Primjer 2.60 Ako je na odredenom mjestu duljina dana D (u minutama) t dana
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poslije Nove godine priblizno zadana formulom:

. [t —=79.5)x
D =720+ 200 —_—
+ sin { %3

] , 0 <t <365,

odredimo a) najdulji i b) najkraéi dan.

a) (t—79.5)w/183 = 7/24+2kw = ¢t = 171+k366, k € Z . Buduéi da mora biti 0 < ¢ < 365,
to je t = 171. Dakle, 171 dan poslije Nove godine (20. lipnja) je najdulji dan.

b) (t—79.5)w/183 = 37 /2+2kw = t = 354+ k366, k € Z . Najkraéi dan nastupa 351-vog

dana poslije Nove godine, tj. 20. prosinca.

Pomocu funkcija sin i cos definiraju se funkcije tangens i kotangens formu-
lama:

sinx

tgxr = gogz (tangens od x)
_ COSZ
ctgr = 5o (kotangens od z)

Zamijetite da funkcija tangens nije definirana za one realne brojeve za koje je
cosz =0, tj. zax = 5 +km, k € Z . Funkcija kotangens je definirana za svaki = za
koji je sinz # 0, tj. nije definirana za x = kw, k € Z .

_ _ Sin(—x) _ _Sinx _ C e . .
Iz tg (—z) = cos(—z) ~ CosT tg x zakljucujemo da je tangens neparna
funkcija. Sli¢no se pokaze da je i kotangens neparna funkcija.
1 _sin(x+7)  _ging — .
Buduéi da je tg (z +7) = cos(z £ ) — —cost = tgx za svaki x, tangens je

periodicka funkcija s periodom 7. Moze se pokazati da je 7 temeljni period funkcije
tangens. Sli¢no, i kotangens je periodicka funkcija s temeljnim periodom 7, tj.
ctg (x + m) = ctgx za svaki x. (vidi Sliku 2.19 1 Sliku 2.20)
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Y
I I I
B
—7/2 /2 137/2
| 0 | T | /27(' X
I 1 I

Slika 2.19. Graf funkcije tg

—m/2 /2 3m/2

Slika 2.20. Graf funkcije ctg

Funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens zajednickim imenom nazivamo
trigonometrijskim funkcijama.
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2.7.3 'Trigonometrijske funkcije kuta

U nekim primjenama je korisno ”zamijeniti” domenu trigonometrijskih funk-
cija, skup R sa skupom svih kutova. To je lako ué¢initi ako kutu pridruzimo mjeru
u radijanima.

Pod sinusom, kosinusom, tangensom i kotangensom kuta « podrazu-
mijevamo, redom, sinus, kosinus, tangens, kotangens njegove mjere u
radijanima.

Primjer 2.61 Neka je A(ABC) pravokutan trokut s pravim kutom wuz vrh C (vidi
Sliku 2.21) i neka je u vrhu B srediste jedinicne kruZnice.

A

Slika 2.21.

Duljine stranica su: d(BC) = a, d(CA) = b, d(AB) = c. Kut § = XCBA ima
I(FD ) radijana. Trokuti A(ABC) i A(DBE) su sli¢ni pa je

d(AC) d(ED) . ~
TAD) = app) ~ 1B D) =sin (Z(FD )),
d(BC) d(BE) _ B ~

TAD) = amp) = 1B E) = cos (l(FD )).
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Prema navedenoj definiciji je:

b dulj. suprotne katete a dulj. susjedne katete
sinf=-= —— ,cosf=—= —
c dulj. hipotenuze c dulj. hipotenuze
tg = b dulj. suprotne katete ctg = a dulj. susjedne katete
L dulj. susjedne katete’ 8P =57 dulj. suprotne katete’

Primjer 2.62 Sa Slike 2.22 lako se moZemo uvjeriti u valjanost vrijednosti trigo-
nometrijskih funkcija navedenih u tablici.

V2 1 5
2
1
Slika 2.22.
sina cosa tga ctga
_qpe T | 1 V3 /3
— o __ T 2 2
_fe T 3 1 3
a=60°=% | % 5 V3

2.7.4 Adicione formule

Osnovna svojstva funkcija sinus i kosinus izrazena su tzv. adicionim formu-
lama:

sin(z £ y) = sinx cosy + coszsiny

cos(z £ y) = cosxcosy Fsinzsiny.
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Skica dokaza. Bez smanjenja opéenitosti, neka su z,y € [0, 27] i neka je y < z.

Na brojevnoj kruznici odaberimo tocke P, P, i P takve da je = duljina luka A,]Sg; ;Y

duljina luka AP, iz — y duljina luka AP .
Y

P(cos(z — y),sin(z — y))

Py(cosy,siny)

A(1,0)

P, (cos x,sin z)

Slika 2.23.
Lukovi AP i P,P, imaju istu duljinu pa je d(A, P) = d(Ps, Py), odakle se pomo¢u formule

za udaljenost dviju tocaka dobiva (provjerite!):
cos(x — y) = cosx cosy + sinxsiny.

Stavi li se u gornju formulu —y umjesto y i iskoriti ¢injenica da je kosinus parna, a sinus
neparna funkcija dobivamo i drugu adicionu formulu za kosinus (provjerite!).

Da bismo dokazali adicione formule za sinus, dokazimo prvo da je:

Prvu formulu dobivamo primjenom adicione formule za kosinus, a druga slijedi iz prve

zamjenjujuéi u s /2 — u. Sada imamo:
sin(z +y) =cos[r/2— (z+y)] = cos[(m/2 — x) — y]
= cos(m/2 — z) cosy + sin (7/2 — z) siny

= sin x cosy + cos r siny

Zamjenom y s —y dobivamo drugu adicionu formulu za sinus.
Primjer 2.63 Zapisemo li 15° = 60° — 45° 4 primjenimo li adiconu formulu za

kosinus dobivamo:

cos15° = cos (60° — 45°) = cos 60° cos 45° 4 sin 60° sin 45°

ﬁ+£ﬁ:—\/§+‘/é
2 2 4 :

=1.
— 272



66 2.8 Ciklometrijske funkcije

Iz adicionih formula za sinus i kosinus dobivamo adicione formule za tangens
i kotangens (provjerite!):

tgxr £tgy

ctgrctgy F1
lFtgatgy’

t Ty =
cte(w ) ctgy £ ctgx

tg(z £ y) =

2.8 Ciklometrijske funkcije

U tocki 2.1 dokazali smo da je svaka strogo monotona surjekcija definirana na
podskupu skupa R ujedno i bijekcija. Ovu ¢injenicu ¢emo iskoristiti kod definicije
ciklometrijskih funkcija.

Restrikcija Sin funkcije sin na segment [—7, 7] je strogo rastuca i preslikava
ga na segment [—1,1]. Prema tome, ta restrikcija je bijekcija sa segmenta [—F, 7]

na segment [—1,1]. Njen inverz nazivamo arkussinus i oznacavamo s arcsin.

Y

Yy -
L

1 |
_____ = i | |
I | |
. ' | |
-5 5 @ -1, S
_ - _ _ L _ _ _ _ | |
-1 | . |
mT T T2
Slika 2.24. Sin Slika 2.25. arc sin

Arkussinus je strogo rastuca i neparna funkcija na [—1,1].

Restrikcija Cos funkcije cos na segment [0, 7] je strogo padajuéa i preslikava
ga na segment [—1, 1]. Dakle, ta restrikcija je bijekcija sa segmenta [0, 7] na segment
[—1,1]. Njen inverz nazivamo arkuskosinus i oznacavamo s arc cos.
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T
|
|
|
y |
|
1 KJ_ - 0 |
|
f
% :77 Y 1 T
|
1 r———----
Slika 2.26. Cos Slika 2.27. arc cos

Arkuskosinus je strogo padajuéa funkcija na [—1,1].
Primjer 2.64 Pokazimo da za svaki realan broj x vrijedi: arcsinx+arccosx = %
Neka je a = arcsinx i f = arccosz. Tada je ¢ = sina, ¢ = cos 8. Nadalje je cosa =

V1—sin?z=+v1—-22isinf =+1—cos2z =+1—z2.

arcsinz + arccosz = a + [ = arcsin[sin (o + )] = arcsin[sin acos § + cos asin f]

= arcsin (as s+ V1 — 221 — 1‘2) =arcsinl = %

T T

Restrikcija Tg funkcije tg na interval < —F, 5 > strogo raste i preslikava ga
na skup R . Prema tome, ta restrikcija je bijekcija s intervla < —Z,5 > na R.
Njen inverz nazivamo arkustangens i oznac¢avamo s arctg (Slika 2.29).

Restrikcija Ctg funkcije ctg na interval < 0,7 > strogo raste i preslikava ga
na skup R . Dakle, ta restrikcija je bijekcija s intervla < 0,7 > na R . Njen inverz
nazivamo arkuskotangens i oznac¢avamo s arcctg (Slika 2.31).
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—m/2! /2

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
[ /o [
| ! |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Slika 2.28. Tg

Y

2.8 Ciklometrijske funkcije

Slika 2.29. arc tg

I7T/2

Slika 2.30. Ctg

Slika 2.31. arc ctg

Funkcije arc sin, arc cos, arc tg i arc ctg nazivamo zajednickim imenom cik-

lometrijske funkcije.
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2.9 Parametarsko zadavanje funkcija

Za funkciju f kazemo da je parametarski zadana ako su i nezavisna varijabla
2 1 zavisna varijabla y = f(z) prikazane kao funkcije trece varijable ¢, koju nazivamo
parametar. Formula za f(z) nije zadana. Dakle, parametarski zadana funkcija
predstavljena je sustavom funkcija:

= ¢(t)
y=4(t), teD, DCR.

Ako postoji inverzna funkcija od ¢(t), onda je lako prikazati f kao funkciju
od z. Naime, iz t = ¢~ (x) dobivamo y = % (t) = ¥(¢~(x)), odakle je f(z) =
(¢~ (@)

Primjer 2.65 Kod kosog hica u vakumu poloZaj tezista tijela zadan je jednakostima:

1
x = (vgcosa)t, y= (vosina)t — §gt2,

gdje su vo pocetna brzina tijela, 0 < a < 5 uzlazni kut, g ubrzanje sile teZe it

vrijeme. Izlu¢imo li iz prve jednakosti t i uvrstimo u drugu jednakost dobivamo:

g 2

=zrtga — —5———2
Y & 203 cos?a

odakle vidimo ovisnost visine tezZista tijela y o njegovoj udaljenosti od ishodista ko-
ordinatnog sustava x.

Primjer 2.66 Odredimo jednadzbu pravca kroz tocke To(xo,yo) @ T1(x1,y1)-

Neka je @ = ast + ayf, gdje su az = x1 — o 1 ay = Y1 — Yo, vektor smjera pravca i T'(z,y)
bilo koja tocka pravca (Slika 2.32)

Y 4
T(z,y)
T1(z1,y1)
To(zo0, yo) Q
O T

Slika 2.32.
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Vektori @ i ToT= (z — xo)?—i— (y — yo)f su kolinearni pa postoji realan broj t takav da

je ToT= td, odakle raspisivanjem po koordinatama dobivamo parametarske jednadzbe
pravca:

T = 20 + tag, Yy = yo + tay, teR.
Eliminacijom iz prve jednakosti parametra ¢ i uvrstavanjem u drugu jednakost dobivamo

Y = yo + 7£(z — 20), odnosno

Y1 — Yo
—(

T —x1).
X1 — Xo

Y =1%o+

To je dobro nam znana jednadzba pravca koji prolazi tockama Ty(xo, o), T1(x1,y1)-

Zadaci za vjezbu 2.2 - 2.9
1. Zadan je polinom f(z)=1%+ 522 — 1. Izracunajte: a) f(2), b) f(=2), c) f(z+2),
o) Leth) = 7)oy pay + ().

2. Odredite polinom f(z) treéeg stupnja takav da je f(1) = —1, f(—=1) = 1, f(2) =
6, f(3) = 21.

3. Pomnozite polinome:

a) f(z) =42 — 52> + 62— 7, g(z) = — 2 b) fz)=2*+1, g(x) =z +1
c) f(x) =52 +62> —8x+1,g(x)=2—5 d) fz)=2°-1,g(z) =2 -1
e) f(x) =82 —4a® + 62 -3, g(x)=2—1/2 f) f(x)=a+8, g(x)=x+2
g) f(z) =22 — 72, g(z) =2® — 1 h) f(z) =21, g(z) = 2®— 1.

4. Za polinome iz prethodnog zadatka nadite kvocijent g(x) i ostatak r(z) kod dijeljenja
polinoma f(z) polinomom g(z).

2
n“+2n+1
nt3 €L

6. Za f(z) = 2% i g(x) = 52% + 2z + 1 pronadite (go f)(z) i (f o g)(x).

7. Ako je z € € nula polinoma nad R (koeficijenti su realni brojevi), onda je i z nula
tog polinoma. Ta tvrdnja nije toéna za polinome nad C (koeficijenti su kompleksni
brojevi). Uvjerite se na primjeru: 144 je nula polinoma 2 —2? —iz® — 9z +9+ 94,
dok 1 — ¢ nije nula tog polinoma.

5. Odredite sve n € Z za koje je

8. Odredite polinom f(z) petog stupnja takav da je 1 nula kratnosti 2, 2 nula kratnosti
31 f(—1) =54.

9. Teorem o racionalnim nulama. Neka je f(z) = anz™ tan_12" "+ taiz+ao
polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je p/q (p,q € Z ,q# 01 M(p,q) =1)
racionalna nula polinoma f(z), onda je p djelitelj slobodnog ¢lana ao i ¢ je djelitelj
vodeéeg koeficijenta a,.

Uputa. Iz an(2)" + an_l(g)"_l + -+ a1’ + a0 = 0 mnozenjem s ¢" dobivamo
anp™ + an_1p" g + -+ a1pg" "t + aog™ = 0. Odatle je aog™ = —planp™ " +
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An—1p""2q + -+ a1¢" ). Buduéi da p ne dijeli ¢" (jer ne dijeli ¢), zaklju¢ujemo
da p dijeli ap. Sli¢no se pokaze da ¢ dijeli ay,.

Tlustrirajmo teorem primjerom. Neka je f(z) = 23 + 22 — 18z — 9. Buduéi da
je —9 djeljiv brojevima: +1,+3,49, a 2 s brojevima 41,42, ako polinom f ima
racionalnu nulu p/q onda je p/q € {1, £3,49,4+1/2,4+3/2,£9/2}. Da li polinom f
ima racionalnih nula?

Upotrijebite teorem o racionalnim nulama i pokazite da je nula polinoma s cjelobro-
jnim koeficijentima i vodeéim koeficijentom 1 ili cijeli broj ili iracionalan broj.

Neka je f(z) = 2% — n, gdje je n € N . Brojevi &+/n su nule tog polinoma. Buduéi
da je vodedi koeficijent 1, to je 4/m ili cijeli broj ili iracionalan broj. Dakle, ako n
nije kvadrat nekog prirodnog broja, onda je y/n iracionalan broj.

Rijesite jednadzbe:
a) 2¢° — 3z — 224+ 3=0 b) 9z* + 32% — 6522 + 722z — 16 =0
c)4a® —3x—-1=0 d) 27z* — 7222 + 642 — 16 = 0

Uputa: Primjenite teorem o racionalnim nulama.

Descartesovo pravilo. Neka je f(z) = anz™ + An_12" ' 4+ -+ a1x + ao poli-

nom nad R (koeficijenti su realni brojevi) zapisan u opadajuéem poretku potencija
od z. Prema ovom pravilu, broj promjena predznaka koeficijenata polinoma f(z)
[polinoma f(—=x)] iz pozitivne u negativnu vrijednost ili obratno povezan je s bro-
jem pozitivnih [negativnih] nula. Clanovi s koeficijentom 0 se ignoriraju. Tako npr.
polinom f(z) = z* 4+ 2% — z — 1 ima jednu promjenu predznaka koeficijenata, dok
polinom f(—z) = z* — 23 4+ £ — 1 ima tri promjene predznaka koeficijenata.

Broj strogo pozitivnih [strogo negativnih| realnih nula polinoma f(z) je ili
jednak broju promjena predznaka koeficijenata polinoma f(z) [polinoma
f(—=2)] ili je od njega manji za paran broj. Pri tome se svaka nula broji
onoliko puta kolika joj je kratnost.

Tako npr. za polinom f(z) = x* + 2® — x — 1 prema Decartesovom pravilu za-
klju¢ujemo da ima jednu pozitivnu realnu nulu i tri ili jednu negativnu realnu nulu.
Provjerite da su 1 i —1 jedine realne nule tog polinoma.

Rastavite na parcijalne razlomke:

a) 201 b) —p Lt 2 ¢) L =8 d) 3z=5
° —x 2 — 227tz xi(x— )3 51
e) 23 + 2? ) z? g) 3 41 h) 2?41
(2? 4 4)* (z? + 4)° 23 (x? 4 1)? (2 4z +1)%
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15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.

2
Zadana je funkcija f(z) = xx——i—l Za realan broj a > 0 izracunajte:

a) f(1/a) b) 1/f(a) c) f(a*) d) (f(a))?
e) f(Va) ) v f(a) g) f(2a%) h) (f(a—1))*

—t—
Za funkciju f(z) = I—&—Lx pronadite f"(z) = (fo fo...o f)(z).
Kojom totkom ravnine prolazi graf svake eksponencijalne funkcije f(z) = a”, a > 0,
a# 17
Rijesite jednadzbe: a) 32*T7 =27, b) 577 = 625, c) 2% = 1/8.

Fermat je postavio hipotezu da je f(n) = 22" 11 prost broj za svaki prirodni broj
n. BEuler je pokazao da veé¢ f(5) nije prost broj. Izracunajte f(1), f(2), f(3) 1 f(4),
a zatim provjerite da je f(5) = 641 - 6700417.

Hiperbolne funkcije su:

a) shx = % (sinus hip.) b) chz = % (kosinus hip.)
c) the = il}i—g (tangens hip.) d) cthz = gﬁ—g (kotangens hip.)
Dokazite da vrijedi:
a) ch?z —sh?z =1 b) sh(z+y) =shaxchy+chashy
¢) ch(z+y) = chachy+shzsh d) th(z+y) = hetthy
Y L i o Y Y)= TEXthathy
cthac
e)cth(zty) = W(:thyy f) sh(2z) =2shzchzx

Pokazite da su funkcije sh, th, cth neparne, a funkcija ch parna.

Pokazite da:

a) sh strogo raste naR ,
b) ch strog pada na < —o0,0 > i strogo raste na [0, co >,

c) th strogo raste naR .

)
)
)
d) cth strogo pada na R .

Uputa:

—x

a) sh je zbroj rastuéih funkcija % i —62 .

b) Iz ch®?z = 1 + sh? z slijedi chz > 1 za svaki z € R . Ako su z,y > 0 onda je
ch(x+vy) =chachy+shaxshy > chzchy > chz sto pokazuje da ch strogo
raste na [0, 0o > . Zbog parnosti ch strogo pada na < —00,0 > .

.. . S _ B shy
c) pokazite dazasvex € R iy > 0 vrijedi th (z+y)—thx = iz tychz > 0.

_ 1
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24.

25.

26.

27.

28.

73

Prema prethodnom zadatku slijedi da funkcije sh i th strogo rastu na R pa prema
tome imaju inverzne funkcije arsh, ar th. Funkcija arsh je definirana na R jer je
Imsh = R, a funkcija arth je definirana na < —1,1 > jer je Imth =< —1,1 > .
Pokazite da je

arshlen(x+\/x2+l) ,x€R; arthz=In %i‘—i, re< —1,1>.

Funkcija ch zbog parnosti nije bijekcija, ali njena restrikcija Ch na [0, co > je strogo
rastuca (prethodni zadatak) i prema tome ima inverznu funkciju ar ch definiranu na
skupu [1,00 > jer je ImCh = [1,00 > .

Ni funkcija cth nije bijekcija, ali je njena restrikcija Cth na < 0, 0o > strogo padajuéa
(prethodni zadatak) i prema tome ima inverznu funkciju ar cth definiranu na skupu
< 1,00 > jer je ImCth =< 1,00 > .

Pokazite da je

Funkcije ar sh, ar ch, ar th, ar cth nazivamo zajednickim imenom area funkcije.
Rijesite eksponencijalne jednadzbe:

a) 3% (3275%) T (930 1) T = (27717) T 81% b) 47! 41671 = 1536

c) 6-3"+8-3"" +10- 3" = 405 - 27 d) 275768122 +3 — gle—2gTe—1

Kojom toc¢kom ravnine prolazi graf svake logaritamske funkcije f(z) = log, z, a > 0,

a# 17

Odredite domene sljedeéih funkcija:

a) f(z) = 2logx b) f(z) = \/log z* ¢) f(z) =1 —InV1—a?
d) f(z) = In(=Inz) | e) f(z) = log(a® - 9) f) fz) =In|z|.

Koji od brojeva je veéi: 500%°t ili 5065°°? Uputa: Neka je z = 500%°* i y = 5065°°.
Usporedite log = i log y i upotrijebite svojstvo monotonosti logaritamske funkcije.

Logaritamska funkcija i funkcija najveée cijelo [-] mogu posluziti za odredivanje
broja znamenki N (x) cjelobrojnog dijela broja a”. Pokazite da je N(z) = [z-log a]+1.
Pronadite broj znamenki broja 213204 _1_ najveéeg prostog broja poznatog do 1983.
godine.
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29.

30.

31.

32.
33.

34.
35.
36.

37.

Neka je p = p(h) atmosferski tlak (u mm Hg) na visini A (u metrima) od morske
vode. Nadmorsku visinu A mozemo odrediti po formuli:

h_BOT+%mﬂ%(m>
p
gdje su po atmosferski tlak na povrsini morske vode i T temperatura (u °C') na visini

h.

Odredite nadmorsku visinu aviona ako instrumenti biljeze tlak od 360 mm Hg i tem-
peraturu 0° C. Uzmite da je po = 760 mm Hg.

Otkrijte gdje je greska:

a) 4 =log,16 b) 3>2
4 =log, (8 +8) 3log 0.5 > 21og 0.5
4 = log, 8 +log, 8 log 0.5° > log 0.5
4=3+3 0.5° > 0.5
4=6 0.125 > 0.25

Studenti ¢ine Cestu gresku zamjenjujuéi log(z +y) s log z +log y. Za koje vrijednosti
od z iy jelog(z +y) =logz + logy? Uputa: izrazite y pomodu z.

Odredite konstantu k tako da funkcije f(z) = e % i g(z) = (2.2)* budu jednake.

Rijesite logaritamske jednadzbe:

a) log; 25 =z b) Ine* =z c) log; 8l ==
d)In3z—In(z—-1)=4 e)In3z+mm2=1 f) og(log:c)—?)
g)In(lnz) —In2=0 h) log4 (log;z)=1 i) log, (logs #?) =0
j) logs 2* = log; (162) k) 2 161084 ® ) $In125+1/2Inz=Inz
m) logg x+log, x+log, z=11 n) logz 8§=2 0) 4logm 2=2-1/3log, 8.
Odredite cosz, tgx i ctgx ako je sinz = % ig<z<m
15

Odredite sinz, cosz i ctgx ako je tgx = iT<x< %’T

8
Koristedi se adicionim formulama prvo dokazite:

a) cos (u+wv)—+cos (u—v)=2cosucosv b) cos(u+v)—cos(u—v)=—2sinusinv
¢) sin (u+v)+sin (u—v)=2sinucosv d) sin (u+v)—sin (u—v)=2cosucosv

a atin Btasdjej e cosi T2 Jrdon (L5 y Phkasite-deoge:=—2sin (£5L) sin (252)
g) sinz+siny= 251n($+y) COS(IQy) h) sinz—siny= QCOS(zQy) sm( Qy).

Provjerite pomoc¢u adicionih formula:

a) sin (2z) = 2sinx cos b) sinxz = 2sin (§) cos (g)
c) cos (2z) = cos’z —sin’x d) cosx = cos? z)— sin2 (%)
2tgx 2tg( 5
e) tg (21‘) = 1_22;21 f) tgl‘ = %
2 ctg(Z)-1
g) ctg (2z) = Cthctgzl h) ctgz = QCth%)
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39.

40.

41.
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Podijelimo 1i jednadzbu sin? u + cos? v = 1 s cos? v dobivamo tg2u + 1 = l/cos2 u,

odakle je cos®u = ﬁ. Neka je t = tg (g) . Dokazite:
2t 11—t
a) sinz = b) cosx = ——
) 1+t ) 1+t

Uputa: a) sinz = 2sin (g) cos (%) =2tg (g) cos> (%) ,
b) cosz = cos? (5] —sin? (5) = o (3) (1 ().

Rijesite trigonometrijske jednadzbe:

a) 2sinzcosx — cosz = 0 b) 2sin®z + 5sinz +3 =10

c) sin®x —sinz =0 d) 2sin®z =1 — cosx

e) 2sinxcosx —cosz =0 f) sin (2z) —sinz =0

g) cos (2x) cos x + sin (2z) sinz = —1 h) sin (2z) cos z + cos (2z) sinx = 0.

Pokazite da je s
x=rcos¢, y=rsiny, ¥ € [0,2n]

parametarski zadana jednadzba kruznice radijusa r sa sredistem u ishodistu koordi-
natnog sustava.

Napisite u parametarskom obliku jednadzbu:

a) kruznice: (z — z0)? + (y — y0)* = 2,

2 2
b) elipse: ( —azxo) + (y —Qyo) =1.

b



76

3. NIZOVI REALNIH BROJEVA

3.1 Pojam niza

Funkciju a : {1,2,...,s} — R nazivamo konaénim nizom realnih brojeva
i biljezimo uredenom listom brojeva:

a1,a2y...,0p,y...,0g,

gdje je ap, = a(n), n=1,2,...,s. Za a, kazemo da je n-tiili opéi €lan niza.

Primjer 3.1 Za niz zadan opéim clanom a, = (—3)™ i s = 5, imamo konacan niz:
—3,9, —27, 81, —243.

Funkciju a : N — R, kojoj je domena c¢itav skup N, a kodomena skup
R nazivamo beskonaéni niz realnih brojeva (ili kra¢e niz realnih brojeva) i
oznacavamo s:

1,02, .., Cny e - - ili jednostavno s (a).

U daljnjem tekstu pod pojmom niz podrazumijevat ¢emo beskonacni niz realnih
brojeva, osim ako se drugacije ne kaze.

Primjer 3.2 Opéi ¢lan niza je: a) ap =n, b) a, =1/n, c¢) ap =3+4(n—1),
d) a,=2- 31 Ispisimo prvih pet ¢lanova tih nizova:

a)1,2,3,4,5 b)1,1/2,1/3,1/4,1/5 «¢) 3,7,11,15,19 d) 2,6,18,54, 162

Niz realnih brojeva moze se definirati, osim opéim ¢lanom, i rekurzivnom

formulom, kao npr-.:
3 ()
any1==|an+— 1], a1 =3.
2 a

n
Primjer 3.3 Ispisimo prvih nekoliko ¢lanova prethodnog niza:

3, 2, 1.75, 1.732142857, 1.73205081, 1.732050808. Poslije ¢emo pokazati da je a, sve blize
broju v/3 §to je veéi n.
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Primjer 3.4 Fibonaccijev niz. Leonardo od Pise, poznat jos kao Fibonacci,
postavio je 1202. g. u svom radu ,Liber abaci” tzv. ,problem zeceva”. Shema
razmnoZavanja zeceva je slijedeéa: par zec-zecica (starih barem 2 mjeseca) tijekom
svakog sljedeéeg mjeseca dobiju par mladih (zeca i zecicu). Ako smo poéeli s jednim
novorodenim parom, koliko ée biti ukupno parova zeceva nakon n mjeseci?

Nakon prvog mjeseca Ce biti jo§ uvijek jedan par zeceva, jer oni jo§ nisu zreli za oplodnju.
Nakon dva mjeseca imamo dva para. Nakon tri mjeseca imamo tri para (originalni par i
njihovi potomci nakon drugog i treéeg mjeseca).

Neka je Fy, broj parova zec-ze¢ica nakon n mjeseci, tj. tijekom (n + 1)-og mjeseca.
Prema pretpostavci je Fop = 11 F; = 1. Da bismo dobili F,, treba broju parova F,_1 koji
su zivjeli prethodni mjesec dodati novorodene parove koji mogu do¢i samo od F;,_» parova
zivih prije dva mjeseca. Stoga za svaki n > 2 vrijedi:

Fn: n—1+Fn—2~

Fibonaccijeve brojeveF,, prvi su izracunali De Moivré i, neovisno, D. Bernoulli i J.P.M.
Binet pocetkom 18. st. Mi navodimo samo rezultat:

1148\ [1=vB\""
e (5 ()] e

Za dokaz gornje jednakosti potrebno je poznavati teoriju rjesavanja tzv. linearnih rekur-

zivnih relacija s konstantnim koeficijentima, §to prelazi okvire ove knjige.

3.2 Aritmeticki i geometrijski niz

Svaki niz realnih brojeva kod kojeg je razlika izmedu ¢lana i ¢lana koji mu
direktno prethodi jednaka za svaki par susjednih ¢lanova, tj.

Gpt1 — ap =d, odnosno ap+1 =a, +d (VnelN)

nazivamo aritmetickim nizom. Broj d pri tome zovemo diferencija aritmetickog
niza.

Prema definiciji je an4+1 — an = ant2 — any1 (= d), odakle dobivamo:

(07 + Ap+2

5 ,neN.

Ap+1 =

Dakle, svaki ¢lan niza (osim prvog) je aritmeticka sredina® njemu susjednih ¢lanova.
Od tuda i dolazi ime tog niza.

IBroj A(a,b) = (a + b)/2 nazivamo aritmetickom sredinom brojeva a i b.
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Neka je a; prvi ¢lan aritmeti¢kog niza s diferencijom d. Potrazimo formulu za
opdi ¢lan a,,. Ispisivanjem prvih nekoliko ¢lanova dobivamo:
ap=a;+0-d,
as = a1 +d,
ag=as+d=(a1+d)+d=ay +2d,
ag=a3+d= (a1 +2d)+d=ay+3d,

Naslu¢ujemo da ¢e opéenito biti:

an =a1+ (n—1)d.

Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije. Vidjeli smo da je formula
valjana za n = 1,2,3,4. Pokazimo da iz pretpostavke a, = a1 + (n — 1)d slijedi da je
po pretpostavci
—_——~
ant1 = a1+ [(n+1) —1]d. Naime, any1 =an+d=a1+ (n—1)d+d=a1+[(n+1)—1]d.
Primjer 3.5 Zadan je aritmeticki niz 2,7,12,17,.... Odredimo asogg-

a1 =2, d=az—a1 =7-2=5. Opéiélan je an, = 2+ (n—1)5, a az000 = 2+ (2 000—1)5 =
9 997.

Primjer 3.6 Interpolirati izmedu dva zadana broja a i b aritmeticki niz od v éla-
nova znaci odrediti v brojeva, koji zajedno s a i b ¢ine konacan aritmeticki niz od
(r +2) clana, kome je a prvi i b posljednji élan. Za primjer interpolirajmo izmedu
10 ¢ 34 aritmeticki niz od 5 clanova.

a1 = 10,a7 = 34. Bududi da je ay = a1 + 6d dobivamo d = 4. Trazeni niz glasi:
10, 14, 18, 22, 26, 30, 34.

Za zbroj s, prvih n ¢lanova aritmetickog niza vrijedi:

Sp = %(al +a,), odnosno s, = %[2&1 + (n —1)d].

Dokaz. Zaista, iskoristimo li formulu za zbroj prvih (n—1) prirodnih brojeva: > (k—1) =
k=1
w (vidi Primger 1.1) dobivamo:

on :éak :él[a1+(k—1)d] :éal—&—él(k—l)d
:na1+di(k—1):na1+d(n—_2mz %[Qal—&—(n—l)d}

k=1
= %[al +a1+ (n—1)d] = %(al + an).
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Primjer 3.7 Odredimo zbroj prvih 30 ¢lanova arit. niza 24,20, 16, .. ..

a1 =24, d = —4, aso = a1 + (30 — 1)d = 24 + 29(—4) = —92. s30 = %Q(cu =+ ago) =
15(24 — 92) = —1 020.

Primjer 3.8 Odredimo aritmeticki niz (a,) za koji je s, = 14n — 2n2.

Iz 14n — 2n® = %[Qal +(n—1)d] = nQ% +n(ar — %) usporedivanjem koeficijenata uz iste
potencije od n dobivamo: 14 = a1 — %7 -2 = %, odakle je d = —4, a1 = 12. Dakle, opdi
¢lan trazenog niza je an, = 12 — (n — 1)4 = 16 — 4n.

Svaki niz kod kojeg je kvocijent izmedu ¢lana i ¢lana koji mu direktno prethodi
jednak za svaki par susjednih ¢lanova, tj. za koji je:

Ap4+1 _ Ap42 _ _
= an = O odnosno  ap+1 =a,-q (VneN),

nazivamo geometrijski niz. Broj g pri tome zovemo kvocijent geometrijskog
niza.

Iz definicione formule dobivamo:

An+1 = /Gnln42, N eN 5

odakle se vidi da je svaki ¢lan (osim prvog) geometrijska sredina? njemu susjednih
clanova.
Iz definicione formule slijedi:
a1 = a1 -q°,
as = ap - C]l7
agzag-q:al-q:al-q27

_ _ 2 _ 3
a4 =0a3-¢q=ay-q-=a-q-,

Matematickom indukcijom lako mozemo dokazati formulu za opéi ¢lan geometrij-
skog niza:

a, =aj - q"’l.

Dakle, geometrijski niz na jedinstven nacin odreden je svojim prvim ¢lanom aq i
kvocijentom q.

2Broj G(a,b) = Vab nazivamo geometrijskom sredinom brojeva a i b.
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Primjer 3.9 Odredimo opéi ¢lan geometrijskog niza 2, %, %, 727, e

Prvi ¢lan zadanog geometrijskog niza je a1 = 2, a kvocijent je g = 31; (¢= a_? = %/2 = 31;)

Prema prethodnoj formuli je a, = 2(%)"‘1.

Za zbroj s, prvih n ¢lanova geometrijskog niza imamo:

1—q"
Sn:{all_qa q#l

nay, q=1.

Dokaz. Za svaki realan broj ¢ vrijedi: (1+q+¢*>+---+¢"" (1 —¢) =1—¢". U to se
lako uvjeriti; izmnozimo 1i lijevu stranu dobit éemo desnu stranu jednakosti. Ako je g # 1,
ondajel+qg+¢*+ --+¢" 1= 11__qq . Sada za zbroj s, prvih n ¢lanova imamo:

1—q"
= n—1y _ T 1
sp=a1(l+q+¢ +--+q"") auT—g 47
ain, qf—ll

Primjer 3.10 Tri broja c¢ine konacan geometrijski niz, komu je zbroj 65. Ako se
srednjem élanu doda 10, dobivamo konacan aritmeticki niz. Kako glasi taj niz?

Neka je a1,a1q,a1¢? trazeni niz. Niz a1,a1q + 10,a1¢? je aritmeticki niz. Buduéi da je

3
a1g+10—a1 = a1¢®> —ai1g—10 (=d)i65=a1 11__qq =a1(l+qg+ q2), dobivamo sustav:
ai1(¢® —2q+1) =20
ai(1+q+ q°) = 65.

Izlu¢imo li iz druge jednadzbe a1 i uvrstimo u prvu, nakon sredivanja dobivamo jednadzbu
3¢°> — 10¢ 4+ 3 = 0, &ija rjeSenje su 1 = 3 i g2 = % Iz druge jednadzbe za a1 imamo dva

rjeSenja: a; = ﬁ- =5, a1 = ﬁ = 45. Za trazeni geometrijski niz

dobivamo dva rjesenja: a) 5,15,45, b) 45,15, 5.
Primjer 3.11 Zadan je pocetni kapital Cy i godisnja kamatna stopa p. Uz primjenu
sloZenog ukamacivangja izracunajmo vrijednost tog kapitala na kraju bilo koje godine.

Vrijednost pocetnog kapitala na kraju n-te godine (Cy) sastoji se od vrijednosti kapitala
s pocetka n-te godine C\,—1 i kamata obra¢unatih na C,_1. Dakle, za svaki n € N imamo

_ P _ .
C’n =Ch-1+ Cnfl 100 Cnfl T,

gdjejer =1+ 16;0 godisnji kamatni faktor. Kako se radi o geometrijskom nizu s kvoci-
jentom r i prvim ¢lanom Co za (n + 1)-vi ¢lan C), tog niza imamao:

Cn=Co-r"™.
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To je dobro znana osnovna formula financijske matematike za vrijednost pocetnog kapitala
Co na kraju n-te godine uz primjenu slozenog godisnjeg ukamacivanja.

Zadaci za vjezbu 3.2

1. Odredite opdi ¢lan nizova:

a) —1,1,-1,1,—1,... b) 0,2,0,2,0,2, ...
) 1,4,7,10,13,... d) —1,2,7,14,23, 34,47, . ..
0239 27 8L £ 23 4 5

12,832 1287 25 10" 17

2. Pet brojeva ¢ini konacni aritmeticki niz; njihov je zbroj 10, a njihov umnozak 320.
Odredite taj niz.

3. Umnozak prva 4 ¢lana aritmetickog niza je 360, a zbroj kvadrata drugog i treceg
¢lana je 41. Odredite opéi ¢lan niza.

4. Koliki je zbroj brojeva djeljivih s 19, a manjih od 50007
Uputa: Prirodnih brojeva manjih od prirodnog broja m koji su djeljivis n (n € N )

ima [mn— 1} .

5. Umnozak prvog i petog ¢lana geometrijskog niza je 144, a zbroj drugog, tredeg i
Cetvrtog Clana je 18. Odredite opéi ¢lan.

Uputa: Oznagdite treéi clan s z. Tada je %, Lz, xq, zq?, g%, . .. trazeni niz. Nadalje
q

je 2 = 144, odakle je & = £12. Iz jednadzbe % + x + xq = 18 odredite q.

6. Pocetni kapital Co = 20000 NJ primjenom slozenog ukamadivanja naraste za 4
godine na 30000 NJ. Odredite godi$nju kamatnu stopu.

7. Nakon koliko godina ¢e se neki pocetni kapital udvostruciti primjenom slozenog
ukamacdivanja uz godisnju kamatnu stopu p = 5%7?

8. Koliko treba uloziti sada da bismo za 12 godina imali 40 000 NJ ako se obra¢unava
5% slozenih kamata godisnje?

3.3 Klasifikacija nizova

Za niz realnih brojeva (a, ) reéi ¢emo da je pozitivan [negativan] ako postoje
realan broj a > 0 [a < 0] i prirodan broj ng takvi da je a, > a [a, < a] za svaki
n > ng.

Primjer 3.12 Niz kome je opéi ¢lan a, = %
3—n
n

je pozitivan niz, dok je miz zadan

opéim ¢lanom b, =

negativan niz.

Niz realnih brojeva (a,,) je stacionaran niz ako postoji prirodan broj ng takav da
je an = an, za svaki n > nyg.
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Primjer 3.13 Niz kome je opéi ¢lan a, =1+ [%] je stacionaran. Naime, buduci

da je [%] — 0 zan > 6 imamo niz 6,3,2,2,2,1,1,1,1,...,1,....

Za niz realnih brojeva (a,) kazemo da je monotono rastuéi niz ako postoji
ng € N takav da je:
an < any1 (V1 >ng).

Niz realnih brojeva (a,) je monotono padajuéi niz ako postoji ng € N
takav da je:
an > any1 (Y > ng).

Zamijetite da je niz (a,) monotono padajuéi onda i samo onda ako je niz (—a,)
monotono rastuéi. Ukoliko u prethodnim definicijama vrijede stroge nejednakosti,
onda kazemo da je niz strogo rastuéi odnosno strogo padajudi.

Primjer 3.14 Ako je ¢ > 0, onda je niz a, = q" ! strogo rastuci za q > 1 i strogo
padajuéi za 0 < q < 1. Zaista, ako je ¢ > 1 mnoZenjem te nejednakosti s q"*
dobivamo ¢" > ¢q"', tj. any1 > a, za svakin € N . Na slican nacin se provodi
dokaz za 0 < q < 1.

Za niz realnih brojeva (a,,) kazemo da je omeden odozgo [omeden odozdo]
ako je skup {a, | n €N} omeden odozgo [omeden odozdo] (vidi t.1.5.2). Za niz
koji je omeden i odozgo i odozdo kazemo da je omeden.

Primjer 3.15 PokazZimo da je niz:

1 z
n+1 = 5 | Gn + — , a1 =x >0,
2 A,
omeden i monotono padajuci:

Opcenito se moze pokazati da je aritmeticka sredina dvaju brojeva veca ili jednaka od
njihove geometrijske sredine. Za brojeve a,, i % to znaci da je:

an+l:%<an+ai>21/an'ai:\/5, ’)’Le[’\l

Iz gornje nejednakosti imamo:
an >z (Yn > 2),

odakle slijedi da za donju medu niza (a,) moZzemo uzeti broj m = min {z, /z}. Nadalje,

zan > 2,iz
An+1 1 x 1( 1) .
=—(1+S5 )< =(1+=) =1, tj.
an 2<+a2)—2 t1)=bu

n

an+1 <an (V’I'L > 2)7

zaklju¢ujemo da je niz monotono padajuéi. Primijetimo jo§ da je jedna gornja meda ovog
niza broj M = max {a1,a2} = max {z, (x +1)/2}.
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3.4 Limes niza realnih brojeva

Za realan broj a kazemo da je gomiliste ili tocka gomilanja niza realnih
brojeva (a,) ako svaka e-okolina broja a (interval < a—e, a+¢ >) sadrzi beskonac¢no
mnogo ¢lanova niza (a, ).

Primjer 3.16 Pokazimo da je 0 gomiliste niza (%)

Sto je n veéi to je % blize nuli (Slika 8.1). Drugim rije¢ima, kad u nizu idemo dovoljno
daleko onda apsolutna vrijednost | a, — 0 | postane i ostane manja od svakog pozitivnog

realnog broja . Napravimo strogi dokaz navedene tvrdnje:

Neka je < —e,e > e-okolina nule. Prema Arhimedovu teoremu postoji prirodan broj ng
takav da je no - € > 1, tj. n% < e. Sada za svaki n > ng vrijedi % < n% < e. Bududéi da

jelan—0|= % to je | an — 0 |< € za svaki n > ng, tj. svi ¢lanovi niza, osim eventualno
prvih kona¢no mnogo ¢lanova a1, az,...,an,, nalaze se u danoj e-okolini nule.
| | | | | | |
T T T T T T T
—€ 0 1 e 1 1 1
n no 2

Slika 3.1. n > ng = (‘% - O') <e
Zamijetite da je 0 jedino gomiliste danog niza.

Primjer 3.17 Gomiliste stacionarnog niza: ai,az,...,an,,a,a,a, ... je realan broj
a.

o . . ) Jo. 1 -1 . . )
Primjer 3.18 Niz kome je opéi ¢lan a, = % ima dva gomalista: 0 ¢ 1.
Zamijetite da se radi o nizu 0,1,0,1,0,1, . ... Clanovi niza s parnim indeksom su 1 (agk =
1,k € N ), a ¢lanovi s neparnim indeksom su 0 (azx—1 = 0, k € N ). U svakoj e-okolini
nule se nalaze svi ¢lanovi niza s neparnim indeksom, a u svakoj e-okolini broja 1 nalaze se
svi ¢lanovi niza s parnim indeksom.

azkp—1 =0 azk =1

—€ 0 3 11— 1 1+4¢

Slika 3.2.

2 nema gomiliste.

Primjer 3.19 Niz kome je opéi élan a, =n
an = n? je sve veée §to je n veéi pa se u svakoj e-okolini proizvoljnog realnog broja a moze

naéi najvise kona¢no mnogo ¢lanova niza.
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Navedimo bez dokaza:

Bolzano — Weierstrassov teorem

Svaki omeden niz realnih brojeva ima barem jedno gomiliste.

Realan broj a je limes ili grani¢na vrijednost niza realnih brojeva (a,,) ako
za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj ng takav da (vidi Sliku 3.9):

(n>ng)=(la, —al<e). (3.1)
Da je a limes niza realnih brojeva (a,) piSemo na jedan od slijede¢a dva nacina:

a= lim ay; i a, —a kada n — .

n—oo

Kazemo da je niz konvergentan ako ima grani¢nu vrijednost. Za niz koji nije
konvergentan kazemo da je divergentan.

no n a—e a a+e

Slika 3.5.
Primjedba 3.1 Uodcite da je tvrdnja:

Za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj ng takav da

(n>ng)=(lan—al<e)

ekvivalentna tvrdngi:

U svakoj e-okolini broja a nalaze se svi ¢lanovi niza (a,), osim eventualno kona¢no
mnogo njih.

Broj ng iz (3.1) zavisi od ¢ (vidi prethodne primjere). Iz (3.1) slijedi da
simetri¢na e-okolina < a —¢,a + € > limesa a sadrzi sve ¢lanove niza (a,), osim
eventualno prvih ng ¢lanova toga niza.
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Dokazimo slijede¢e dvije tvrdnje:

a) Svaki konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.

b) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedno gomiliste. To je
ujedno i njegov limes.

Dokaz. Neka je (an) konvergentan niz realnih brojeva, a = lim a, i b(b # a) proizvoljan
realan broj. Tada mozemo odabrati disjunktne e-okoline brojeva a i b, npr. < a—¢,a+¢ >

i<b—egb+e >, gdiejee = La Z b | Prema (3.1) u e-okolini broja a nalaze se svi

¢lanovi niza (an) osim mozda konaéno mnogo njih pa ti ¢lanovi ne mogu biti u e-okolini
< b—¢e,b+¢ > broja b. Prema tome, b ne moze biti niti grani¢na vrijednost niti gomiliste
toga niza.

Primjer 3.20 Niz kome je opéi ¢lan a, = c, je konvergentan za svaki ¢ € R.
lim c¢=c.

n—oo

Primjer 3.21 U Primjeru 3.16 pokazali smo da za svaki € > 0 postoji prirodan
broj ng takav da

(n>no):><’%—0‘<€),

BT
odakle prema definiciji slijedi da je nlingo 7 =0.

n?4+1
3n? -1
Sto je n ved to su i brojnik n? + 1 i nazivnik 3n” — 1 sve veéi. Tu se javlja tzv. neodredeni
oblik % (vidi Primgjedbu 3.2). Podijelimo li i brojnik i nazivnik s najveéom potencijom
od n (n?) dobivamo:

Primjer 3.22 Ispitajmo konvergenciju niza zadanog opéim élanom a, =

n+1 /:n®  1+41/n’
3n*—1/:n* 3-1/n°

anp =

mozemo uociti da je brojnik 1 + l/n2 sve blizi broju 1, a nazivnik 3 — l/n2 broju 3, ako
n rate. Nasluéujemo da ée biti:
n+1 1

lim a, = lim = =,
n— oo n— oo 371,2 —1 3

Dokazimo tu pretpostavku. Neka je € > 0 proizvoljan realan broj i odredimo prirodan
broj no takav da je | an — % |< e za svaki n > no. Provjerite da je:

n?+1 1
3n?2—-1 3

<e&

a —l)<6<:>
"3
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Trazeni broj je no = [ % (gl_s + 1)] .

Primjer 3.23 Ispitajmo konvergenciju niza a, = vn+1—+/n:

Sto je n vedi tosuivn+1i /1 sve vedi pa ne moZemo nista zakljuciti o ponaSanju
njihove razlike (opéeg ¢lana a,) kad n tezi u beskonaéno. Javlja se tzv. neodredeni oblik
0o — oo (vidi Primjedbu 3.2). Zamijetite da je:

an:\/ﬁ—\/ﬁ:(\/n+ —\/ﬁ)(\/n—&—l—i—\/ﬁ): 1 ’
vVn+1+4++/n vVn+1++/n
odakle naslu¢ujemo da je a, sve blizi nuli §to je n veéi. Pokazimo da je lim a, = 0. Za

zadani realan broj € > 0 treba pronadi prirodan broj no takav da za svaki n > ng vrijedi
| an — 0 |= m < e tj. L <v/n+1+/n. Iz posljednje nejednakosti vidimo da je
'za no dovoljno uzeti bilo koji prirodan broj takav da je y/no > 5-. Naime, tada za n > no
imamo:

1
Vn+1++vn>Vno+1++ng > 2/ng > -

Tako smo dokazali da je lim (vn+1—/n) =0.

Primjer 3.24 DokaZimo: a) lim {¢/n=1, b) lim a=1 za svakia > 0.

n—oo n—oo

a) Za proizvoljan € > 0 treba pronadi prirodan broj no takav da je | ¥/n—1|= ¥/n—1<e¢
za svaki n > ng. Primjenom binomne formule dobivamo:

(1+¢e)" :Z (Z)Ek > <;L>52 = n(n+1)527 n> 2.
k=0

Odaberemo li prirodan broj no tako da je -2 > 11no > 2, onda za svaki n > ng

ng —1
2

vrijedi ng L2y n02— L2y 1, odakle je

—1)e2

Vadenjem n-tog korijena imamo 1+¢ > ¥/n, tj. ¢/n—1<e.

b) Neka su a > 11 e > 0 proizvoljan realan broj. Bududéi da je

1 1
| Va—-1ll<es %<1+a@—loga<log(1+s)@& <mn,
n log (1+¢)
. _ log a . . log a .
neka je ng = [71(% 0+ E)] . Tada, za svaki n > no imamo n > Tog (112’ odakle dobi

vamo da je lim %/a = 1. Sli¢no se dokaze tvrdnja za 0 < a < 1.

n—oo



3.4 Limes niza realnih brojeva 87

Niz realnih brojeva (a,) divergira k +oo i piSemo lim a, = +o0, ako za

n—00
svaki broj M > 0 postoji prirodan broj ng, takav da (n > ng) = (a, > M). Niz
realnih brojeva (a,) divergira k —oo i pisemo hm an, = —00, ako za svaki broj

m < 0 postoji prirodan broj ng, takav da (n > no) :> (an, < m).
Primjer 3.25 Niz (n?) divergira k +oc.
Primjer 3.26 Pokazimo da je:

0, za0<|g|< 1
lim ¢" = 1, za q=1
e +o0, zagqg>1.

U prvom slucaju tvrdnju je dovoljno dokazati za 0 <| g |< 1. Naime, ako je ¢ = 0, onda je
q" = 0 za svaki n. Za proizvoljan realan broj e > 0 treba pronaéi prirodan broj ng takav
da:
(n>mno) = (lg" =0l =|q[|"<e).

Bududi da je:

loge
log | q|’

loge
log | ¢ |

lq|"<e<enlog|q|<loge < n>

treba pronaéi takav prirodan broj no da (n > no) = (n >

[logs]
log | q|
Zag=1jeq" =1paje lim ¢" = lim 1= 1.

n—o00 n—oo

) . Dovoljno je uzeti

Za q > 1 prema Bernoullijevoj nejednakosti (vidi Primgjer 1.2) imamo:

" =[1+(g-1]" =21+n(g—1).
Za proizvoljan realan broj M > 0 mozemo odabrati takav no € N daje 1+mno(q—1) > M
(Arhimedov teorem), odakle za n > no dobivamo:

" >1+4+n(g—1)>14no(¢g—1) > M.

Prema definiciji je lim ¢" = +oo.

Primjer 3.27 Za q < —1 niz (¢") je divergentan.

Za g = —1 dobivamo niz —1,1,—1,1,—1,1,.... On ima dva gomilista 1, —1 pa je stoga
divergentan. Neka je stoga ¢ < —1. Clanovi niza (¢™) s parnim indeksom postaju sve vedi
Sto je n vedi, a ¢lanovi s neparnim indeksom sve manji. To znaci da se u svakoj e-okolini
realnog broja a moze naéi najvise konatno mnogo ¢lanova niza pa taj niz nema limes.

Primjedba 3.2 Neka su (ay) i (by) bilo koja dva niza realnih brojeva takvih da
je hm an, = lim b, = oo i diskutirajmo konvergenciju pomocu njih oformljenih

n—oo

nizova a) ( ) b) (an —by) :
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U ovom slucaju kazemo da se radi o tzv. neodredenom obliku 2. Naime, i brojnik

i nazivnik divergiraju prema co kada n tezi u co. Pokazimo jednostavnim primjerom da

neodredeni oblik £ u limesu (ukoliko on postoji) moze dati bilo koji pozitivan realan broj:
Neka je an, =c-n,¢c>01ib, =n. Tada je lim a, = lim b, = co. Bududi da je %—" =c,
to je lim %—" =c.

Ovdje se radi o tzv. neodredenom obliku co — co. Ovaj neodredeni oblik u limesu moze
dati bilo koji realan broj, kao sto se vidi na primjeru: a, =c+n, b, =n, an, — by, =c.

Osim ova dva neodredena oblika postoje i neodredeni oblici %, 0- 00, 00, 1°°, 000

Svaki konvergentan niz realnih brojeva je omeden

Dokaz. Neka je (an) niz realnih brojeva koji konvergira broju a. Treba pokazati da je
skup {a, | n € N } omeden. Prema (3.1) za € = 1 postoji no € N takav da svi ¢lanovi
niza (an), osim mozda ¢lanova ai,az, ..., an,, leze u intervalu < a —1,a + 1 > . Pri tome
jelan |=|an—a+a|<|an—a|+|a|< 1+ |a]|.Nekaje M =la1 |+ + | an, |
+(14 | a|). Tada je | an |< M za svaki n € N, odakle slijedi da je skup {a, | n € N}
omeden.

Obrat prethodne tvrdnje nije istinit, tj. postoji niz koji je omeden ali nije
(_ n

1)

konvergentan. Takav je npr. niz a, = %

Svaki omeden i monoton niz realnih brojeva je konvergentan.

Dokaz. Neka je (an) rastuéi niz realnih brojeva. Prema pretpostavci skup {a, | n € N }
je odozgo omeden i prema aksiomu 15A polja realnih brojeva ima supremum a = sup {an |
n € N }. Pokazimo da je niz (an) konvergentan i lim a, = a. Za svaki € > 0 iz definicije

n— oo

supremuma slijedi da postoji no € N takav da je a — € < an, < a. Niz (a,) je rastudi
pa za n > ng dobivamo a — € < an, < an < a, odakle dobivamo | an, — a |< € za svaki
prirodan broj n > no. Time je pokazano da je niz (an) konvergentan i lim a, = a. Ako

n—oo

je niz (an) padajuéi, tada je niz (—an,) rastudi, i prema tome konvergira.

Primjer 3.28 Broj e. Pokazimo da je niz (ey) realnih brojeva, kojemu je opéi

clan
1 n
en:<1+—> , ne€N,
n

strogo rastuci i omeden niz (2 < e, < 3) pa prema prethodnoj tvrdnji ima limes.
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e1 =2, ea = 2.25. Za n > 2 primjenom binomne formule dobivamo

= (1) =2 (1) -

k=0

1+1+§n~(n—13€;.‘.n(:—k+1) :2+i%(1_%) (1_%)“(1_%)'

k=2

Sli¢no se dobiva:

1\t (aE ey 1 2 k-1
w1 = (1 —9 ~(1- 1— (1= .
Entl (+n—|—1> +;k!< n+1>( n+1> < n—|—1>

Clanovi kod e, su manji od odgovarajuéih ¢lanova kod e,41, a osim toga e,41 ima dodatni
pozitivan ¢lan. Stoga je

en < ent1, (YneN),
tj. niz (en) je strogo rastuéi. Nadalje, za donju medu mozemo uzeti e; = 2.

Iz nejednakosti k! > 28! ( vidi Zadatke za vjezbu 1.1) i formule za zbroj prvih n
clanova geometrijskog niza dobivamo:

k=2
n n n—1 1 k 1_(%>

SI+1+Y g Elel+d o =1) (5) =1+ <8,
k=2 k=2 k=1 2

pa za gornju medu mozemo uzeti broj 3.

Limes niza (e, ) iz prethodnog primjera zovemo broj e, tj.

n—oo

e= lim <1+%) .

Broj e ima vaznu ulogu u matematickoj analizi, naziva se jos Eulerov broj po
matematicaru L. Euleru(1707-1783). Cesto i prirodno uzima se za bazu logaritma.
To je iracionalan broj, a njegova priblizna vrijednost na 15 decimalnih mjesta je
e = 2.718281828459045 . . ..

3.5 Algebarske operacije s nizovima

Primjeri iz prethodne tocke pokazuju da je nalazenje limesa niza realnih bro-
jeva po definiciji tezak posao. Stoga ¢emo u ovoj tocki dokazati i ilustrirati neka
pravila za racunanje limesa.
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Neka su (ay), (bn) bilo koja dva niza realnih brojeva. Pod zbrojem, ra-
zlikom, produktom i kvocijentom tih nizova podrazumijevamo redom nizove:
(an+bn), (an—>byn), (an-by), z—". Kod kvocijenta treba biti b, # 0 za svakin € N .

n

Pravila za racunanje s limesima:

Neka su nizovi realnih brojeva (ay) i (b,) konvergentni i neka je a =
lim ap, b = lim b,. Tada:

n—oo n—oo
1. niz (a, £+ b,) je konvergentan i vrijedi:
lim (an,+b,) = lim a,+ lim b, = a=£b (tj. limes zbroja(razlike)
n—oo n— oo n—00
jednak je zbroju(razlici) limesa).

2. niz (ay, - by) je konvergentan i vrijedi:
lim (an - b,) = lim a,- lim b, =a-b (tj. limes produkta jednak
n—0oo n—oo n—oo

je produktu limesa).

3. niz (| ay, |) je konvergentan i vrijedi:
lim | a, |=| lim ay, |=| a| (tj. limes niza apsolutnih vrijednosti
n—oo n—oo
jednak je apsolutnoj vrijednosti limesa).

4. ako je b, # 0 za svakin € N i b #£ 0, onda je niz (1/b,) konver-
gentan i vrijedi:

. 1 1 ... . o . .
1 — = +— = ¥ (tj. 1 h dnost
n1—>r20 bn nh_{go bn b ( J 1mmes 1l1za reciprocnin vrijednostl

jednak je recipro¢noj vrijednosti limesa).

5. ako je b, # 0 za svakin € N ib# 0, niz (a,/b,) je konvergentan

i vrijedi:
“ lim a, a
. A\ _ nooo " A (4 P " . . .
nh—{go (bn> = "Em b, = b (tj. limes kvocijenta jednak je kvoci
n—oo

jentu limesa).
6. Ako je a, > 0 za svaki n € N i a > 0 bilo koji realan broj, onda

je niz (a%) konvergentan i vrijedi: lim a% = ( lim an> =a®.

n—oo n—o0

Dokaz.

1. Neka an — a i b, — b. Za svaki € > 0 postoje prirodni brojevi no(a) i no(b) takvi
da (n > no(a)) = (| an —a |< %) i(n>mned) = (] bn—05|< %) Tada za
no = max {no(a),no(b)}

(n>no):>(|an—a\<% i |bn—b\<%).

Nadalje, za n > ng vrijedi | (an £bn) — (a£b) |<| an—a |+ |bn —b|< %—&—%:5.
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2. Za dokaz ove tvrdnje iskoristit ¢emo slijede¢u nejednakost:
|an -bn—a-b|=|an -bn—a-bpta-bn—a-b|<|an-bn—a-bp|+|a-bp—a-b|<

[bn|-[an—al+lal-|bn—0b] (3.2)

Niz (bn) je konvergentan pa i omeden, tj. postoji pozitivan realan broj M takav da
je | bn |< M (¥Yn € N ). Odaberimo takav M da je

b |< M (VnelN) i |a|< M. (3.3)

Nizovi (an) i (bn) su konvergentni pa postoji no € N takav da

3 . €
Iz (3.2 ) — (3.4) zan > no slijedi
Me Me
n *UOn — Q- < n | ° n — . n — < — s ¢
|an -bn—a-b|<|bn| |an—al|+]al |b b‘*2M+2M €

Time je dokazana tvrdnja.
3. Tvrdnja slijedi iz || bn | — | b || <| bn — b | .
4. Uocite da je

1 1 | b—bn |
- =1 3.5
i T 35)
Prema prethodnoj tvrdnji niz (| b, |) je konvergentan i stoga omeden odozdo, tj.

postoji pozitivan realan broj m takav da je

| bn |> m za svaki n €N . (3.6)

Da postoji pozitivan m s navedenim svojstvom garantiraju nam pretpostavke b, # 0,
tj. | b |[>01b#0,tj |b|>0. Prema prethodnoj tvrdnji niz (| b, |) konvergira
broju | b |[> 0 u ¢&ijoj okolini <| b | /2,3 |b]| /2 > se nalaze svi ¢lanovi niza (| by |),
osim eventualno njih konaéno mnogo: | b1 |, | b2 |,...,| bny | . Za m je dovoljno
uzetim =min {|b| /2, | b1 |, | b2 |,...,]| bng |}-

Neka je € > 0. Niz (b,) je konvergentan pa postoji no € N takav da
(n>mno)=|bn—0bl<e|b|m (3.7)
Prema (3.5) — (3.7) dobivamo

i_1‘7|b—bn|<|b—bn|<6|b\m7€
by bl b|[ba| " Tb[[m]| " [b|m

Time je dokazana i ova tvrdnja

5. Ova tvrdnja slijedi iz druge i ¢etvrte tvrdnje.
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6. Treba pokazati da za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj no = no(e) takav
da(n>mno) = (|ay—a® |< ¢). Bez smanjenja opéenitosti, neka je a > 0ie < a®

(za a = 0 dokaz se provodi sli¢no). Bududéi da je opéa potencija = +— T/ strogo
rastuc¢a dobivamo:
(a® —e)/* <a < (a® +e)"*.
Odaberimo realan broj &’ > 0 tako da je
(@ —e)/*<a—¢ <a<a+e < (@ +e)/*. (3.8)

Niz (an) je konvergentan pa za ¢’ postoji no € N takav dajea—¢' <an <a+¢'
Potenciranjem i primjenom nejednakosti (3.8) za svaki n > no dobivamo

a® —e< (a—s')a <ap < (a—i—a')a <a” +e,
odnosno | agy — a® |< e.

Primjedba 3.3 Niz kome je opci ¢lan b, = c, gdje je c bilo koji realan broj, kon-
vergira broju c. Primjenimo li pravilo za limes produkta dobivamo da za svaki kon-
vergentan niz realnih brojeva (a,) vrijedi:

lim (¢-a,) =c- lim ay,.
n—oo n—oo

Primjer 3.29 lim (M) — 2 lim (3— 5) =2 (3— lim %) —2(3-0) =

Primjer 3.30 lim {/4+3 = i/ lim (4+3) = VT1=V2

n—oo

2
Primjer 3.31 Odredimo lim M
n—oo N +7TL—4

Ne smijemo primjeniti pravilo 5. jer nizovi u brojniku i nazivniku nisu konvergentni.
Izlucivanjem najvece potencijom od m u brojniku i nazivniku dobivamo:

2 54 2 5., 2
3n2—5n+27n<3_ﬁ+ﬁ> Pomt e
5 = :
n*+7n —4 n2(1+%_rix> 1+L-4

3

Prema navedenim pravilima je:

lim (3—§+%>:lim 3—lim§—|—lim %:37
n— 00 n n n— 00 n—oo N n—oo N

4 4
lim <1+Z——2>:lim 1+limz—lim — =1
n— oo n n n— oo n—oo N n—oo M,

Sada mozemo iskoristiti pravilo 5. Dobivamo:
i _54, 2
R L (3 nt o
lim —; =
n—oo n° +Tn —4 lim (1+%_n%_>

n—o00
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Primjedba 3.4 Opéenito, limes niza (R(n)) kome je opéi élan racionalna funkcija
R un moZemo lako odrediti izlu¢imo li u brojniku i nazivniku najveéu potenciju od
n.

Neka je R = g racionalna funkcija, P(x) = ama™ + @m_12™ 1 + - +
ar1r+ag i Q(z) = bpa® +by_ 128+ + bz +by. Da ne bi doslo da nesporazuma,
napominjemo da su G, . - ., a1, ag koeficijenti polinoma P, a b, . .., b1, by koeficijenti

polinoma Q. Bududci da je

m m-1 , .., _Go__
amnm +am71n7R71 + _._+a1n+a0 amn (1 + amn + + amnm

R(n) = Z =1 =
bpn” + bp_1n + -+ bin+ by bknk 1+bk,1+“.+ bok
brn brn
1 da svaki od élanova:
Am—1 Am—2 ag  bp—1 brp—o bo
amn  amn®’ T amn™ bn bpn?’ T bnk
konvergira nuli, dobivamo:
o amn™ F Q™ - ain 4 ag . amn™ . m ok
lim - y— = lim — = lim n
n—oo  bpn® + bp_1n + -+ bin+ by n—0oo bn n—oo by,

Primjer 3.32 llustrirajmo primgjerima receno u prethodnoj Primjedbi:

odnd 4+ n—2 . 4n® . Ap
Ml T TINEE T

s =dn4+n—-2 _ . —4n° _ .. —4n
P e T g T T

s dnt4n—2 _ o 4Ant g 4 _
) Jim Sgao,t = i g = Iim g =0.

Primjer 3.33 Ispitajmo konvergenciju niza apy1 = % (an + f—n> , ap =x > 0.

Niz ant1 = % (an + %) , a1 =z > 0, je omeden i monotono padajuéi (Primjer 3.15) i
prema tome konvergentan i ima limes a = lim a,. Prijelazom na limes dobivamo:

n—oo
. .1 T
lim any1 = lim = (ap + —
n—oo n—oo 2 Qan,

a*l<a+£>
2 al’

odakle je a® = z. Bududi da je a, > v/ za svaki n > 2, to je a > 0 pa je a = \/=.
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Primjedba 3.5 Ukoliko treba ispitati konvergenciju niza realnih brojeva definira-
nog rekurzivnom formulom, prije prijelaza na limes prethodno treba utvrditi da je
taj niz konvergentan. Ilustrirajmo primgjerom:

%. Raspisivanjem c¢lanova

niza zaklju¢ujemo da se radi o divergentnom nizu (ima dva gomilista): 2,1,2,1,2,....

Niz (an) definiran je rekurzivnom formulom: a1 = 2, an =

Brzopletim prijelazom na limes bez prethodne provjere konvergencije dobivamo: a = %,
gdje je a = %, odakle bi pogresno slijedilo da je a = lim = /2.
Primjer 3.34 Neka je s,, zbroj prvih n-clanova geometrijskog niza a, = a1 - ¢" .
Odredimo (ukoliko postoji) lim s, :
n—00
oo, a1 >0
Za g =1 je s, = a1 - n, odakle je lim s, = —00, a1 <0
noee 0, a1=0.
Neka je g # 1. Tada je sp, = alll_qu =a <ll—q — quq> . Za | ¢ |< 1 dobivamo (vidi
Primger 3.26):
lim s, = a1 lim 1 — 7 S — a1 lim 7" S .
n—oo n—oo\1l—q 1—g¢q 1—¢q n—oo 1 —q 1—gq
n oo, ay > 0
Za g > 1je lim 1q_—q = —oo (Primjer 3.26), pa je lim s, = —o0, a1 <0 ,dokje

za ¢ < —1 niz (s,) divergentan (vidi Primgjer 3.27)

Ako je lim |ay, |=0, onda je lim a, =0.
n—oo n—oo

Dokaz. Prema definiciji konvergencije niza za svaki € > 0 postoji prirodan broj ng takav
daje || an | —0| <€, tj.] an — 0 |< € za svaki n > no, §to govori da je lim a, =0.

. . . . —1"
Primjer 3.35 Odredimo limes niza a,, = ( n) .
1 o1 . N G O
| an |= 3, lim |a,|= lim 7 = 0. Prema prethodnoj tvrdnji je lim ~—5— =0

Neka su (a), (bn), (¢n) nizovi realnih brojeva i neka postoji prirodan
broj n; takav da je

an <bp <cp (N 2>m).
Akoje lim a,= lim ¢,=a, ondainiz (b,) konvergirak a, tj. lim b,=a.

n—oo n—o0 n—oo
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Dokaz. Za svakie > 0 postoje prirodni brojevi ng(a), no(c) takvi da je a—an <| a—an |<
ezan>nga)ich —a<|a—cy|<e zan>no(c). Neka je no = max {no(a),no(c),n1}.
Zamn >mnoimamo a —€ < an < by, <cn <a+e, tj. | by —a|<e, odakle je lim b, = a.

Primjer 3.36 Pokazimo da je lim %lr =0.

Buduéi da je 2" < n! za svakin € N | za n > 1 imamo 2" 2 < (n — 1)!. Nadalje je

2" 4 2n? 4
0< — — < —, tj
“nl nm-0! " n’ )
0< 2— < é
—nl T n
Kako je lim % =01 lim 0= 0, primjenom prethodne tvrdnje dobivamo lim % =0.

Primjer 3.37 Pokazimo da za svaki niz realnih (ay,) takav da je lim | a, |= oo

wmm1m1@+7%)":a

n—oo

Dokaz provodimo u Cetiri koraka:

1. Svi ¢lanovi niza (an) su prirodni brojevi,

2. Svi ¢lanovi niza (an), pocevsi od nekog pa nadalje, su pozitivni realni brojevi,
3. Svi ¢lanovi niza (an), pocevsi od nekog pa nadalje, su negativni realni brojevi,
4

. Niz (an) ima beskona¢no mnogo pozitivnih ¢lanova i beskona¢no mnogo negativnih
¢lanova.

1. Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Budué¢i da je lim (1 + %) = e, postoji
prirodan broj n; takav da je ‘ 14 %) - 6‘ < € za svaki n > nj. S druge strane,

kako je lim a, = oo, postoji prirodan broj no takav da je a, > ni za svaki n > ng.

(1—&—%) n—e

n > no, odakle dobivamo da je lim (1 + %) " e.

< € za svaki

Dakle, za svaki ¢ > 0 postoji no € N takav da je

n—oo
2. Za svaki n € N s £, oznaéimo najveée cijelo od an, tj. &, = [an]. Bududéi da je
lim a, = 0o, mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je a, > 1 za svaki

n— oo

n € N . Tada je
En<an <&t (3.9)

Osim toga, svi ¢lanovi nizova (£,) 1 (€ + 1) su prirodni brojevi. Iz (3.9) dobivamo

1
Gt 1

1 1
<= <=,
n ~ &n
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odnosno
! 1
&nt1 &n’

odakle ponovnom primjenom nejednakosti (3.9) slijedi

&n Entl
1 1\ 1
=1 1+—) <(1+—= = cn.
b <—|—£n+1) <<+an> _<+£n) c

Pomoc¢u prethodnog koraka i iz

En+1 -1 £n
1 1 1 1
bn_<1+£n+1> <1+m> ) Cn—<1+£—n) <1+§—n>

dobivamo da nizovi (b,) i (¢n) konvergiraju broju e. Zbog toga iz (3.9) slijedi da je
lim (1 + %) - e.

n— oo

1+

<1+i§1+
Qn

. Ako su pocevsi od nekog ¢lana pa nadalje svi ¢lanovi niza (a») negativni brojevi,

onda su b, = —1 — a, pozitivni realni brojevi. Sli¢no kao u prethodnom koraku,

mozemo pretpostaviti da je a, < —1 za svakin € N. Iz lim a, = —oo sli-

jedi da je lim b, = oo. Niz (b,) ispunjava sve uvjete iz drugog koraka i stoga
n_M?lo bn 1 an 1 bp+1

je lim (1 + b_> = e. Zamijetite da je (1 + W) = (1 + b_> , odakle

prijelazom na limes dobivamo lim (1 + % "o e.

. Neka niz (an) ima beskonatno mnogo pozitivnih i beskonaéno mnogo negativnih

¢lanova. Zamijetite da je

o — | an |, ako je an pozitivan
" —]an|, ako je a, negativan.
. - 1 lan] ,
U drugom koraku pokazano je da je lim (1 + m) = e, a u tre¢em koraku

—lan]
pokazano je da je lim (1 + %) = e. Dakle, za svaki realan broj e > 0

n—o00 - | Qn

postoje prirodni brojevi ni i na takvi da

lan]
1
<1+—) -
| an |

Neka je no = max{ni,n2}. Tada je

(n>n1) = <e.

—lan|
1
<5i(n>n2):>‘<1—|— ) —e

—lan|
(1—&—%) n—e

Pokazimo da za sve realne brojeve «, 3 i za svaki niz (a,,) realnih brojeva takav

< € za svaki n > ng.

da je je lim |a, |= oo vrijedi:
n—oo
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. o ﬂan
lim (1 + W) =P

n—oo

B
Dokaz. Za a = 0 tvrdnja je oCigledna. Buduéi da je lim (an)ﬁ = ( lim an> za svaki

n— oo n— oo

konvergentan niz (an ), dovoljno je tvrdnju dokazati za 3 = 1. Neka su stoga =11 a # 0.
Prema prethodnom primjeru je

o\ an 1 an/a « 1 an/a @
lim (1 + —> = lim <1 + —) = | lim <1 + —) = e
n—oo Qn n—oo an/oc n— oo an/Oé

2n 2n
Primjer 3.38 lim <n—|— 3) = lim <1 + %) =32 = ¢f,

n—oo n n—oo

o2n”
Primjer 3.39 lim (1 + %) =32 = ¢€f,

n—oo

Sliécno dokazu prethodne tvrdnje, lako se dokaze:

Neka su (a), (bn,) dva niza realnih broja i neka postoji prirodan broj
n1 takav da je

an <b, (n>ny).
Ako je (b,) konvergentan niz i lim b, = b, onda:

a) Niz (a,) je omeden odozgo,

b) Ako je (a,) konvergentan niz, onda je lim a, =a <b.

n—oo

Na kraju ove tocke navedimo definiciju Cauchyjeva ili fundamentalnog niza:

Niz (ay,) realnih brojeva je Cauchyjev ili fundamentalni niz ako za svako € > 0
postoji ng € N | takav da je | a, — am |< € za sve m,n > ng.

Moglo bi se pokazati da je niz realnih brojeva konvergentan onda i samo onda ako
je on Cauchyjev niz.
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Zadaci za vjezbu 3.3—-3.5

1. Odredite gomilista nizova:

a) an = n(=1)" b) an = cos(nm)
_ n n _ nm
c)an=((-1)"+1)-2 d)an—l—cos3
2. Pokazati iz definicije (ne pomocu pravila!) da je lim a, = a za:
a)anzz—l—?’z 27a:% b)a”_Q—I4Z—T—17a_2
c)an—l_i? = -2 d)an—42:17a—2
_2-30* _ 3
€e) an = n3_27a—2 f)a"_4+5n2’ =-%
3. Odredite limese:
. 3—n)%+ (34 n)? . B-nt-2-n)?
1 ( b) 1
a) lim (B=n)7—(3+n) L e ey e
. 6—n)°—(6+n) 8n° — 2n
1 ( 1
¢) Jim G+ m)?—(1—n)? d) Yim k) (01"
¢) lim n+2°+(n-2) £) lim (n+1)"+(n-1)
n—o00 nt+2n% -1 n—o00 n® —3n

Uputa: Prvo potencirajte.

4. Odredite limese:

3/ 92 3 3 5
li vn?—14Tn b) I 6n° —vn°+1
o) Tt 1—n A T Y
o) 1i vn+2—+vn?2+42 a1 vnt4+2++vn—2

nl—>n;o (4/n4+1—{‘3/n4—1 n—>00\/’rL5—|—2—|—\/n—2.
Uputa: Pod a) i b) podijelite brojnik i nazivnik s n®, a pod c) i d) s n.
5. Odredite limese:

a) nlirr;o (\/W— \/ﬁ) b) nlirr;o (\/m - n)

¢) lim (n+ YT—n?) i (Va(n+2) — V=205 3).
Uputa: a) Pomnozite i podijelite izraz s (\/W-F \/712—) Slicno postupite
pod b) i d). c¢) Uocite da je (n + \/——n?’) ( V/n3 — 4) i primjenite formulu
a—b:aajaﬁzaa—n b= Vn3—4.

6. Odredite limese:

a) lim 1+2+3+ +(n—1)> b) nlLH;o 1+3+5+7:;~14+(2n—1) _2n2+1)
1+2+3 + .4+ . 14549413+ +(4n—3) n
) i (L2 e) 2
. 24+ 4+6+---4+2n ) ( +4+74- n— >
1 f) lim .
e)nLIEo(1+3+5+~~~+(2n—1) ) Jim, Vont +n+1
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Uputa: Pogledajte Zadatke za vjeZbu 1.1.

Odredite limese:

2 lim (2n+(12)!—_&-|_%2)1'1+2)! b) tim (n—&-%)!;é?)l'—&-Q)!
o o Gn= DU+ (B0 + 1) 2 i ()
n—oo  (3n)l(n—1) oo (N — D)+ (n +2)I"

Uputa: (n+k)l=Mn+k)(n+k—-1)(n+k—-2)---(n+1) n!

Odredite limese:

n n n n+1
a) lim 72% +7Z_1 b) lim ﬁ—23+1_+55n+
¢) lim —=—FT=— d) lim T T

Uputa: a) Podijelite i brojnik i nazivnik s 7". Sli¢no postupite pod b) i ¢). d)
Primjenite formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza.

Odredite limese:

n n+1
) Jim (2£4) b tim (33)
2 3n? . n+4

c) nh_)ﬁ;(j (nn2 1) d) nh_)n;o (Zig) .

Rijesimo zadatak pod a). Preostali zadaci se sli¢no rjesavaju.
. l n . l n

. n+1\" n+1/:n . <1+”> nh—>H;o<1+n> e 2

hm( 1) = lim 1/ n = lim == m=—T=€

Ispitajte konvergenciju nizova zadanih rekurzivnom formulom: a) an = v/2 + an-1,
a1 =2, b) an = a”2_17 a1 = 1.

Uputa: a) Iz rekurzivne formule se vidi da je niz strogo rastuéi. Matematickom
indukcijom se moze pokazati da je an < 2 za svaki n € N . Buduéi da je niz strogo

rastu¢i i omeden on je konvergentan. Neka je @ = lim a,. Prijelazom na limes
dobivamo lim a, = lim /2+ an—1, tj. a = v/2 + a, odakle je a = 2. b) Pokazite

matemati¢kom indukcijom da je a, < 2 za svaki n € N . Sada iz ant1 — an =
1 —an/2 > 0 slijedi da je niz strogo rastuéi. Prijelazom na limes se dobiva da je
lim a, = 2.

Dokazite da je niz a, = 1+ % + % 4+ 4 % divergentan.

Uputa: Dani niz raste pa je dovoljno pokazati da je odozgo neomeden. Iskoristite
nejednakost
1 1 1 ontt _on

P T ST S S

Agon+1 =
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12.

13.

i pokazite matematickom indukcijom da je azn > 1+ %, odakle slijedi da je niz
neomeden.

Dokazite da je lim 2% =0.

2
Uputa: Prvo dokazite matematickom indukcijom da je 7—7’2— < 2" za svaki prirodan
2

broj n. Dakle, 0 < 2% <z
Neka je (an), an > 0, neki niz realnih brojeva. Dokazite tvrdnju: Ako postoji limes

. a s s e o
a= lim 22t onda postojii lim /a, i vrijedi lim %/a, = a.
n n— o0

a
n—oo n— oo

Uputa: Iz a = lim ag—zl slijedi da za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj

no takav da je a—% < ag—zl < a—&—% za svakin > ng. Za a > 0, neka je, bez smanjenja
opcenitosti, € < a. Mnozenjem ovih nejednakosti ( nejednakosti 0 < ag—jbl < %, ako
jea=0)zan=mno,no+1,...,n—1, dobiva se (a — %)"‘"0 < C?Tno <(1+ %)"‘"0
(0< C?Tno < (1+ %)"7"07 ako je a = 0), odnosno (a — %) Yoq < Yan < (a+ %) Vo
(0< W<%Q/@,akojea:O),gdjesualz(ail%>0ia2:(a_il#>
0. Bududi da je lim ¢/a; =1, ¢ = 1,2, postoji n1 > no takav da za svaki n > ng

vrijedi 1 — Qﬁ < rog il Yoz <1+ QaE——H:‘ (/a2 < 2, ako je a = 0). Sada za
n > ng imamo a—¢ < (a— %) Yari(a+ %) Yoz <a+e (% ag < g, ako je a = 0).
Dakle, za svaki n > n1 je a — e < Ya, < a+ ¢, odakle je lim a, = a.

n—o00
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4. REDOVI REALNIH BROJEVA

4.1 Pojam reda

Kao motivaciju za uvodenje pojma reda i pravilnog shvacanja novih pojmova,
razmotrimo na pocetku ovog poglavlja dva problema: problem sume beskona¢no
realnih brojeva i problem zapisa periodi¢nog decimalnog broja u obliku razlomka.

Primjer 4.1 Kako zbrojiti beskonacnu sumu:
1-14+1-141-14---7
Ako to napravimo na slijedeci nacin:
1-D4+0-D)+1-1)+...
mogli bi zakljuciti da je suma jednaka nuli. Ako to napravimo drugacije:
1-1-1)—-(1-1)—...

mogli bi zakljuciti da je suma iznosi 1.

Na ovom primjeru vidimo da zbrojiti konacno ili beskonacno realnih brojeva
nije isto. Zbog toga treba dobro definirati sumu beskonacno realnih brojeva.

Primjer 4.2 Neka je r = 0.b1ba...bgb1ba.. by ... zapis periodicnog decimalnog
broja r u sustavu s bazom 10. Tada je

T_ble...bk b1b2...bk+b1b2...bk+ biby ... by
- 10% 102k 103k 10mk

Pribrojnici a,, = %, n € N, ¢ine geometrijski niz s prvim clanom ay =

% t kvocijentom q = ﬁ < 1. Buduéi da th ima beskonacéno mmnogo, ne

mozZemo ih sve zbrojiti. Kako odrediti njihov zbroj? Sa s, oznacéimo sumu pruih
n élanova niza, tj. s, = a1 + ag + -+ + a,. Sto je n veéi to s, predstavlja bolju
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aproksimaciju broja r (zbrojili smo vise ¢lanova). Kad n — oo, s, ¢e konvergirati
broju r. Primjenimo li formulu za zbroj prvih n-clanova geometrijskog niza dobivamo
(vidi Primjer 3.26):

. al blbg...bk
r= lim s, = = = .
n—00 1—g¢q 10 —1

i — : 9. 135 135 _
Tako naprimjer za r = 0.135135135... imamo: k=3 ¢ r = 0% -1 999 =

357. Provjerite!

Neka je (ay) niz realnih brojeva. Pomocu njegovih ¢lanova induktivno defini-
rajmo niz parcijalnih suma (s,) :

S1 = aj
So = a1 + ag
S3 =ay + a2 + as

Sp=a1+as+ -+ an

sn, predstavlja sumu prvih n ¢lanova niza (a,).

Redom realnih brojeva nazivamo uredeni par nizova realnih brojeva ((a), (sn))-
Pri tome kazemo da je a, op¢i ¢lan reda, a s, njegova n-ta parcijalna suma tog
reda.

Zared ((an), (sn)) kazemo da je konvergentan [divergentan] ako je njegov
niz parcijalnih suma (s, ) konvergentan [divergentan|. Ako postoji limes s = lim s,

n—oo
(s konacan ili beskonacan), kazemo da je s suma ili zbroj reda ((a.), (s5)) i piSemo:
oo
=Y an
n=1

Zbog jednostavnosti izrazavanja upotrebljava se ista oznaka:
o0
Zan lll a1—|—a2_|_..._|_an_|_,,,
n=1

i za sam red ((an),(sn)) 1 za njegovu sumu s = lim s,. U daljnjem izlaganju iz

n—oo

konteksta ¢e biti jasno radi li se o redu ili o njegovoj sumi pa se nadamo da uz mali
oprez to neée dovesti do nesporazuma.
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Primjedba 4.1 Zapis reda moZe imati opéenitiji oblik:

Zam gdje je ke Z .

n=k

o0 o0
Tako npr. zapisi > a1q"~ Y, S aiq™ predstavljaju jedan te isti red:
n=0

n=1

atagtag® +-+arg" "+

o0 o0
Primjedba 4.2 Redovi > an i Y, an, k € N, istovremeno oba konvergiraju ili
n=1 n=~k

o0
oba divergiraju. Naime, ako je s, n-ta parcijalna suma reda . an,a o, n-ta par-
n=1

o0
cijalna suma reda Y, an, onda je:
n=k

On =g+ agr1 + -+ Qhgpn-1 = Sprn—1 — (@1 + - +ar_1),

odakle se vidi da lim o, postoji onda i samo onda ako postoji lim sgip—1 =
n—oo n—00

lim s,.
n—oo
S 1
Primjer 4.3 Odredi d —.
j redimo sumu reda ngl 2 )
_— . . s . . 1 11
Zamijetite da se k-ti ¢lan, k € N | moZe zapisati u obliku aj, = E R TS

Tada je opéi ¢lan niza (sn) jednak:
. “ /1 1 | | 1 1

- =S (e — =1+ 1] - (Y =1-——.
=D kl(k 1) <+ k) <k2k+n+1> Rt

Kako je lim s, = lim (1 — ﬁ) =1,red ) m je konvergentan i suma mu

n—oo n—oo n=1
. - 1 _
iznosi nX::l AT - 1.
S~ __4-5
Primjer 4.4 Odredimo sumu reda n;?) m

Najprije rastavimo op¢i ¢lan na parcijalne razlomke:

4—5n _ 4—5n _A B c
n®—=3n°+2n  nn—-1)(n-2) =ntn_1tn— / n(n—1)(n—2)

4-5n= A(n—-1)(n—2)+ Bn(n—2)+Cn(n—1).
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Zamjenjujuéi u prethodnoj jednakosti n redom s 0, 1,2 dobivamo A =2, B=1, C = —3.
Dakle,
4—5n 2 1 3

n(n—1)(n—2) P X

n-ti ¢lan niza (sp) je:

n+2 n+2 9 1 3 n+2 1 n+2 1 n+2 1
Sn:§3ak:,§3<z+ﬁ—ﬁ>*zgﬁ+gk 132 53

1
nt2 ntl n n n
1 1 1 1, 1 1 ) L
2;3E+'“22__3ZE2<EE+ +1+”+2)+<7+;ﬁ+n+—1>

Kako je nlingo Sp = nh—>H;o —44 ni—&-l + %) = —4, zadani red je konvergentan, a
njegova suma iznosi —4, tj. nz::d ﬁ% = —4.

oo
Primjer 4.5 Ispitajmo konvergenciju geometrijskog reda > a;q" ! :

n=1

ai
I—¢q
Prema Primgjerima 3.26 1 3.27 lim q" postoji onda i samo onda ako je | ¢ |< 11 pri tome

Za n-tu parcijanla suma s,, vrijedi: s, = a1(1+q+q2 +¢3+-- ~+q"_1) = —ai 1qTq

je lim ¢™ = 0. Dakle, geometrijski red je konvergentan onda i samo onda ako je | ¢ |[< 1.

n—oo
o0
. . . n—1 __ al
Pri tome njegova suma je: Zl ag" T =11
ne

o0
Primjer 4.6 Geometrijski red (21*0‘)n konvergira onda © samo onda ako je
n=0
a>1
Kvocijent ovog geometrijskog reda je ¢ = 2™ > 0. Prema prethodnom primjeru red je
konvergentan onda i samo onda ako je ¢ =2'7% < 1,tj. 1 —a < 0.

oo
Primjer 4.7 Harmonijski red % je divergentan:

n=1

Niz parcijalnih suma kome je n-ti ¢lan s, = 1+ % + % + -+ % je rastuci niz. Lako se

pokaze matematickom indukcijom da je son > 1+ %, odakle dobivamo lim s, = oo

n—oo

Nuzan uvjet konvergencije reda

o0
Ako je red > a, konvergentan, onda je lim a, = 0.

n=1 n—oo
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oo
Dokaz. Neka je s = lim s, suma reda Y an. Iz an = Sn — sn—1 prijelazom na limes
n— oo TL:1
dobivamo lim an, = lm (sp — sSp—1) = lim sp, — lim sp_1 =s—s=0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

o0
Obrnuto, ako je lim a, = 0, ne mozemo zakljuciti da je red > a,, konvergen-

n—00 n=1
tan. Primjer, koji potvrduje ovu tvrdnju, je harmonijski red. Dakle, nuzan uvjet
nije i dovoljan uvjet da bi red konvergirao.

2
Primjer 4.8 Red Y. 2 +5 je divergentan jer nije ispunjen nuian uvjet konver-
n

— n? +4
2
encije: lim an, = lim 252 =1 0.
geneije: g an= M0 wTid ~ 17

4.2 Kriteriji konvergencije

Racunanje sume nekog reda obi¢no je slozen matematicki problem, koji u
veéini prakti¢nih slucajeva nismo u moguénosti rijesiti. Ako ipak, na neki nac¢in
ustanovimo da je promatrani red konvergentan, u primjenama ¢emo se zadovoljiti
aproksimacijom sume reda. Zbog toga u ovoj tocki navodimo nekoliko osnovnih
kriterija za ispitivanje konvergencije redova.

o0
Zared > a, kazemo da je red s nenegativnim ¢lanovima ako je a, > 0
n=1
za svaki n € N . Takvi redovi ¢esto se javljaju u primjenama i sluze kod izucavanja
redova s ¢lanovima proizvoljnog predznaka. Redovi s nenegativnim ¢lanovima imaju
svojstvo da im je odgovarajuéi niz parcijalnih suma monotono rastuéi. Zbog toga
vrijedi:

Red s nenegativnim ¢lanovima je konvergentan onda i samo onda ako
je njegov niz parcijalnih suma omeden.

Dokaz. Ako je red konvergentan, onda je po definiciji njegov niz parcijalnih suma
konvergentan. U prethodnom poglavlju pokazali smo da je svaki konvergentan niz omeden
niz. Ako je niz parcijalnih suma omeden, tada je zbog monotonosti i konvergentan.

ni"" a > 0, konvergen-

118

Primjer 4.9 Pokazimo da je hiperharmonijski red

n=1

tan onda i samo onda ako je o > 1.
Za svaki n € N postoji jedinstven prirodan broj k = k(n) takav da je 27! < n < 2%,

Neka je a > 1. Buduéi da se radi o redu s nenegativnim ¢lanovima, treba pokazati da je
niz parcijalnih suma (s,) omeden. U dokazu ¢emo iskoristiti ¢injenicu da je geometrijski
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red Y 217" konvergentan i da ima sumu > g(i—an — ﬁ Za n-tu parcijalnu
n=0 n=0 -
sumu s, hiperharmonijskog reda vrijedi:

— R 1,1
Sn = 1+2 +3a+ +na §1+<2a+3a>
1 1 1 1 1 1 1
+<4 tEtE )t gttt @ 1)a>_

_ 2 4 1 R ey —a)d 1
,1+2—&+4—&+ +(2k71)a7§(21 )<§(21 )*1 oT—a

Kako je niz parcijalnih suma ovog reda omeden, red je konvergentan.

Neka je a < 1. Pokazat ¢emo da je u tom sluc¢aju hiperharmonijski red divergentan. U tu
svrhu dovoljno je pokazati da je niz parcijalnih suma (s,) neomeden. Za parcijalnu sumu
Sy, vrijedi:

sn=1+ 5 + 35 = +2%+<3%+4%>
+<5% +om +7%+8%>+ oy (2’“*21+ e (2Hl+2)a +...+ﬁ) >
H—QL&_'— 4%+4%>+<8%+8%+8%+8%>+'"+<(2k11)a 2 1) +- +(2k11)
:1+2%+4%+§i&+ + (22,;112)& :1+§%,(217a)i21+ (k;l).

Dakle, s, > 1+ @, odakle je lako uoéciti da je niz (sn) odozgo neomeden. Naime,
k =k(n) — oo kada n — oo pa je lim s, = co.

n— oo

Tako npr. redovi Z et Z konverglraju dok redovi Z \/_ > \/_ divergiraju.
n=1

o0 o0
Kazemo da je red Y b, majoranta reda ) a,, ako postoji prirodan broj
n=1 n=1

(o]
ng takav da je a, < b, za svaki n > ng. U isto vrijeme kazemo da je red > a,
- n=1
minoranta reda Y b,.
n=1
Pokazat ¢emo da je neki red s pozitivnim ¢lanovima konvergentan [divergen-
tan] ako posjeduje barem jednu konvergentnu majorantu [divergentnu minorantu.
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Poredbeni kriterij:

o0 (o]

Neka su > an i Y b, bilo koja dva reda s nenegativnim ¢lanovima i
n=1 n=1

neka postoje realan broj ¢ > 0 i prirodan broj ny takvi da je

an < c-b, (n>np). (4.1)
Tada vrijedi:

oo oo
a) Akored > b, konvergira, onda konvergiraired > an,

n=1 n=1

b) Akored ) a, divergira, onda divergira i red »_ b,.
n=1 n=1

o0 oo
Dokaz. Oznac¢imo parcijalne sume redova E an 1 E br sa Sp 1 opn. Nizovi (sn) 1 (on) su
n=1 n=1

monotono rastuéi. Iz (4.1) za proizvoljni n > ng dobivamo:

no—1 no—1 ng—1 ng—1
D S D e M
k=ng k=ng k=1 k=1
a) Neka je red Ebn konvergentan. To znaé¢i da je niz (0,) konvergentan, a onda i
n=1
omeden. Iz prethodne nejednakosti tada slijedi omedenost niza (s, ). Kako je, dakle,
niz (s») monotono rastuéi i omeden, red Z an je konvergentan.
n=1
b) Neka je red > an divergentan. To zna¢i da je niz (sn) odozgo neomeden, pa je
n=1

prema gornjoj nejednakosti i niz (0,,) odozgo neomeden. Dakle, red Y b, je diver-
n=1
gentan.

Primjer 4.10 Ispitajmo konvergenciju redova: a) Z mE b) Z \/—

[e'e]

a) Usporedivanjem prvog reda s konvergentnim geometrijskim redom »°

1
ST Z&
=t

klju¢ujemo da je on konvergentan, jer je —lr 2n—1_1— za svakin € N .
b) Drugi red je divergentan. Iz n < 2" slijedi ¥/n < 2, odakle je ” g/ﬁ

tome, harmonijski red % je minoranta naSeg reda. Kako je harmonijski red

1
> 5. Prema

n=1
divergentan, i na$§ red je takoder divergentan.
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Poredbeni kriterij u formi limesa:

o0 o0

Neka je > a, red s nenegativnim ¢lanovima, Y b, red s pozitivnim
n=1 n=1

. . . ee 9. a

¢lanovima i neka postoji lim b—” =c2>0.

n—oo n

a) Za ¢ > 0 red ) ay konvergira onda i samo onda ako red > by,

n=1 n=1
konvergira,

b) Ako je ¢ =01 akored ) b, konvergira, onda ired ) a, konver-

. n=1 n=1
gira,
o0 (o]
c) Akojec=01akored ) a, divergira, ondaired ) b, divergira.
n=1 n=1
Dokaz. lim g—" = ¢, pa za svaki ¢ > 0 postoji no € N takav da je g—" —c| < ¢

za svaki n > ng, odakle je —e < %—" — ¢ < ¢ za svaki n > ng. Preuredivanjem imamo

(c—¢e)bp < an < (c+¢€)bn (n > ng). U sluéaju ¢ > 0 mozemo bez smanjenja opéenitosti

pretpostaviti da je € < c¢. Tvrdnje slijede iz poredbenog kriterija.

1
< (14+1/n)"14(—5)"
Primjer 4.11 Pokazimo da red ( / )2[n ( ?) } konvergira.

n=1

Primjenom poredbenog kriterija u formi limesa s konvergentnim geometrijskim redom
1

. (1+1/n)"[14(=3)"]
Zl o dobivamo im r = Jﬂ(l—&—l/n)"[l—&—(—%)”] =el=e>0,
n— 2TL
n ]. n

> (1+1/n)"14 (-
odakle zaklju¢ujemo da red »_ ( /) o7 (=) konvergira.

n=1

1

Primjer 4.12 Red ) - je divergentan.

3+ 1+vVn+1

3|

o0
Divergenciju ¢emo pokazati usporedbom s divergentnim harmonijskim redom »_
n=1

1
3/1n3
lim Vn —&-11-"-\/11-"-1 = lim n n = lim ! =1.
oo 1 n—oo Y/nd +1+vn+1 n—co 3/14+1/n3+/1/n+ 1/n2

Divergencija reda »_

n=1

slijedi iz poredbenog kriterija u formi limesa.

1
Yn3+1+vn+1
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Primjer 4.13 Red Y. ﬁ je konvergentan.
n=1

1
. . . B"rg3 .
Bud 1 =1 7
ndudidaje fim S = lm pvr s
27 2) taom
iz tvrdnje b) poredbenog kriterija u formi limesa.

.. e 1 © .
= 0, konvergencija reda Y, = slijedi
= 5" +3

Pomocu konvergentnog geometrijskog reda 5% pokazite da je red »_ ﬁ konver-
n=0 n=1

gentan.

D’ Alembertov kriterij:!

o0
Neka je > a, red s pozitivnim ¢lanovima.
n=1

a) Ako postoje prirodan broj ng i realan broj g < 1 takvi da je

Ap+1
an

< q (n>no),

oo
onda je red > a, konvergentan.
n=1

b) Ako postoji prirodan broj ng takav da je

An+41

>1 (n>ng),
—— (n > ng)

o0
onda je red > a, divergentan.
n=1

Dokaz.

a) Iz ag% < ¢ (n > np) dobivamo ang+1 < @ang, Ang+2 < qng+1 < Clng, - - -, ti-
ngik < ¢Fany (k=1,2,...).

Za n-tu parcijalnu sumu (n > ng) vrijedi

n no n—ngo no n—ng ng

k Ang
Sp = ar = ak + Ang+k < ak + angq < ak + 1 .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 q

Niz (sn) je omeden pa je konvergentan.

1J.le R. D’ Alembert — francuski matematicar i filozof (1717-1783).



110 4.2 Kriteriji konvergencije

b) Ako postoji no € N takav da je ag—:l > 1, tj. 0 < an < anst1 za svaki n > ng, onda
nalazimo
O<an0 San0+l San0+2 S San0+k S Tty

§to pokazuje da nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije lim a, = 0.

Primjer 4.14 Pokazimo da red W"’_lw konvergira.
n=1 :

n+1
2" (n— I

ant1 _ n+2 1 (Za n Z 2)' Dak187

Opéi &lan je an = an = Fpnt1) ~ 2

Provjerite da je

red konvergira.

D’ Alembertov kriterij u formi limesa:

Neka je E an red s pozitivnim ¢lanovima. Ako postoji hm ag—:l =1L,

n=1

tada je red Z a, konvergentan za L < 11 divergentan za L > 1.

n=1
Dokaz. Akoje L < 1,za e = 1—5—1’ postoji ng € N takav da je —¢ < a"—“—L<5
odakle je M <e+ L =1-¢ < 1. Broj € + L igra ulogu broja ¢ u D’ Alembertovom
kriteriju.

Za L >1ie=L—1>0 postoji no € N takav da je —¢ < a”“ — L < e. Sada imamo

1=L—-e< a"“ , pa prema D’ Alembertovom kriteriju red dlverglra

Primjedba 4.3 Ilustrirajmo primjerima da za L =1 ne moZemo zakljuciti nista o
konvergenciji reda.

o0
Za harmonijski red % je L =1, a kao $to vam je poznato taj red je divergentan.
n=1

Za red E 5 je L =11 taj red je konvergentan.

o o . g X pl
Primjer 4.15 Ispitajmo konvergenciju redova: a) C;L—,, (a>0) b) > nn— :
n=1 """ n=1
a) Bududi da je: lim %2+l — lim {Lﬂ ' n_'} = 4+ =0<1, prema D’
Ie: n—oo @n n—oo (TL + 1)' a” n—ooo N+ 1 » P

Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da je red konvergentan.

b) Red je konvergentan prema D’ Alembertovu kriteriju:

' n
= N P B (2 o) LU U (NS SRR S
(n+ 1)”+1 n!

n—oo An n—oo
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n
Zamijetite da iz nuznog uvjeta konvergencije dobivamo: lim %— =0, (a > 0),

lim 2L — 0.

n— oo

Cauchyjev kriterij?:

o0
Neka je > a, red s nenegativnim ¢lanovima.
n=1

a) Ako postoje prirodan broj ng i realan broj ¢ < 1 takav da je /a, <

o0
q za svaki n > ng, onda je red > a, konvergentan,
n=1

b) Ako je /a, > 1 za beskona¢no mnogo indeksa n, onda je red

[e.e]

> a, divergentan.
n=1

Dokaz.

o0
a) Iz /a, < q dobivamo a, < ¢" za n > ng. Prema poredbenom kriteriju red Z an
n=1

konvergira jer smo mu pronadli jednu konvergentnu majorantu (geometrijski red

> ¢" < 1 s kvocijentom g < 1 je konvergentan).

n=1
b Ako je ¥/a, > 1 za beskona¢no mnogo indeksa n, onda je a, > 1 za beskonacno
mnogo indeksa n pa op¢i ¢lan a, ne konvergira nuli.

o0
Primjer 4.16 Ispitajmo konvergenciju reda 2%
=

Provjerite metodom matematicke indukcije da za svaki prirodan broj n vrijedi n < (%) ,
odakle je ¥/n < % Za svaki ¢lan reda a, dobivamo a, = %/ 2% = @ < % Red je
konvergentan prema Cauchyjevu kriteriju.

Cauchyjev kriterij u formi limesa:

o0
Neka je > a, red s nenegativnim ¢lanovima. Ako postoji lim /a,, =
n=1 n— oo

oo
L, onda red ) a, konvergira za L <1 i divergira za L > 1.

n=1

20. L. Cauchy — francuski matematicar (1789 — 1857).
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Dokaz. Shema dokaza ove tvrdnje istovjetna je dokazu D’ Alembertova kriterija u formi

. . a .. ..
limesa. Potrebno je Zzl zamijeniti s ¥/an.

Primjedba 4.4 Kao i kod D’ Alembertova kriterija, za L = 1 ne moZemo za-
kljuciti nista o konvergenciji reda. U to se moZemo lako uvjeriti na primjerima iz
Primjedbe 4.3.

Primjer 4.17 Ispitajmo konvergenciju reda kome je opéi ¢élan reda zadan s:

75 n paran
Ap = 4
7, N neparan.

Pokazimo da je lim /a, = % Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Zamijetite da je

Q’ n paran

n/a —
{ 1 /4, neparan.

Buduéi da je lim {/4 = 1, postoji prirodan broj no takav da je 1 — 2e < ¥4 < 1+ 2¢ za

svaki n > ng. Mnozenjem tih nejednakost s % dobivamo % —e< % Vi < % + £, odakle je
% —e < Yan, < % +e¢, (n > ng). Dakle, lim /a, = % i prema Cauchyjevu kriteriju u
formi limesa red je konvergentan.

Konvergenciju ovog reda ne mozemo ustanoviti D’ Alembertovim kriterijem u formi limesa.
Naime, imamo

ni1 2 n paran
% T neparan,

Qn,
§to znaci da lim agzl ne postoji.
Primjer 4.18 Ispitajmo k ju reda S (ZL"+3
rimjer 4. spitagmo konvergenciju reda 21 ol
n=
. . (=)™ +3 o . o/ (=1)" 4+ 3 o
Opéi ¢lan reda je an, = SnFT Zamijetite da iz 1 < —G— < V/n slijedi

= 1. Sada dobivamo

m v " 13 (=)™ +3
m e, = lim \/ g =5 Jim V2 3!

Prema Cauchyjevom kriteriju (u formi limesa) red je konvergentan.

lim

n— oo

/D" + 3
2

Zamijetite da je

any1 1 ()" +3 [ 1/4, n paran
an 2 (-)"+3 1, n neparan,
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§to nam govori da limes lim ne postoji. D’ Alembertov kriterij (u formi limesa)

n— oo

nije primjenjiv na ovaj red.

an+41
an

Primjedba 4.5 Ako postoji a = lim agzl
n—oo

lim /a, = a (vidi Zadatke za vjezbu 3.2-3.5). Dakle, Cauchyjev kriterij u formi

n—0o0

limesa daje konvergenciju odnosno divergenciju reda kad god to daje D’ Alembertov

kriterij u formi limesa. Takoder, ako nema odluke o konvergenciji reda D’ Alem-

bertovim kriterijem ( lim ag—::l = 1), onda necle biti odluke ni prema Cauchyjevu
n—oo
kriteriju (lim {/a, =1).
n—oo

Obrat nije istinit, tj. limes lim {/a, moZe postojati a da me postoji limes
n—oo

, onda postoji © lim a, i pri tome je
n—oo

lim ag—:l. U to se mozZete uvjeriti na prethodna dva primgjera. Stoga je Cauchyjev

n—oo

kriterij ,,jaci” od D’ Alembertova kriterija.

o0
Red Y a, nazivamo alterniranim redom ako je za svakin € N , ag,,—1 > 0,
n=1

azn < 01ili azp—1 <0, az, > 0.

Leibnizov? kriterij:

o0
Neka je > ay alternirani red. Ako niz realnih brojeva (| a,, |) pada i
n=1

o0

konvergira nuli, onda red »_ a, konvergira nekom realnom broju a za
n=1

koji vrijedi ocjena:

i) ako je za svakin € N | ag,—1 > 01 ag, <0, onda je as < a < aq,

ii) ako je za svakin €N | ag,—1 <01 ag, > 0, onda je a1 < a < as.

oo n

Dokaz. Neka je prvo > an, (a2n—1 > 0, a2, < 0) alternirani red i s, = ) ax njegova
n=1 k=1

n-ta parcijalna suma. Za parcijalnu sumu sz, parnog indeksa dobivamo s2, = Son—2 +

(a2n—1 + a2n) > son—2, a za parcijalnu sumu s2,+1 neparnog indeksa je sont1 = S2n—1 +
(az2n + azn+1) < S2n—1. Niz (s2,) monotono raste, a niz (s2n—1) monotono pada. Nadalje,
iz s2 < S2n = San—1 + a2n < Son—1 < s1 zakljuCujemo da su (s2n) i (s2n—1) omedeni

nizovi i prema tome konvergiraju. Kako je s2n = san—1 + a2n 1 lim a2, = 0, slijedi
n— oo

lim s2, = lim S2,—-1 = a. Stoga je i lim s, = a. Prema tome je red konvergentan. Iz

n— oo n— oo n— oo

s2 < s2p, < ap prijelazom na limes za sumu a reda dobivamo a2z < a < a;.

Ako zasvakin € N imamo: az,—1 < 0, a2, > 0, onda primjenom maloprije dokazane tvrd-

3G. W. Leibniz — njemacki filozof i matematicar (1646 — 1716).
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njenaredred Y bn, b = —an, dobivamo da je on konvergentan, pa je stoga konvergentan
n=1
i red Z an, i pri tome je by < b < b1, gdje je b = Z by = — Z an = —a. Mnozenjem
n=1

pOSlJednth nejednakosti s —1 dobivamo a1 < a < az. Time je dokazan Leibnizov kriterij.

N = (=1t
Primjer 4.19 Red El ~—4h— Je konvergentan:
n=
Niz | an \7 je padajuéi i konvergira nuli.

Pomocu definicije konvergentnog reda nije tesko dokazati sljedec¢u tvrdnju:

o0 o0
Nekasu > ani > by, bilo koja dva konvergentna reda realnih brojeva.
n=1 n=1
Tada su redovi:

Santba), Y (an—ba), Y Aan (AER)

konvergentni i pri tome za njihove sume vrijedi:

Do (an+bn) =3 an+ > by
n=1 n=1 n=1

gL
=
3
s
I
18
S
3
|
18
=

3
Il
-
3
Il
-
3
Il
-

8
>
g
3
|
>

8
Q
s

n=1 n=1
imj S (2 41 3)-5 2.5 3 o5 1 a5 1 2
PrlmJer 4.20 n§0<3 + n) _nzz:o R +n2::0 o = 27;::0 R +3 nz::() " T 1= 1/3+
3 __9
i—172 7
Primjedba 4.6 U opéem slucaju, konvergencija reda > (an+by) ili reda > (an—
n=1 n=1

by) ne povlaci konvergenciju redova » , ayp i Y. by. Tako npr. red: 0+04+04+0+4- -

n=1 n=1

o0
je konvergentan, dok su redovi: >, 1 > (—1) divergentni.
n=1 n=1

Redovi s nenegativnim ¢lanovima mogu posluziti za ispitivanje konvergencije
oo

redova s ¢lanovima bilo kakvog predznaka. Kazemo da je red Y a, apsolutno
n=1
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o0 o0
konvergentan ako je red > | a, | konvergentan. Red Y a, je uvjetno kon-
n=1 n=1

o0 [e.°]
vergentan ako je red Y a, konvergentan, a red > | a, | divergentan.
n=1 n=1

Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan

Dokaz. Neka je Y an apsolutno konvergentan red. Bududi da je an <| an | (n € N),
n=1
tvrdnja slijedi iz poredbenog kriterija.

Primjer 4.21 Red ). (—1)"#11)' je apsolutno konvergentan.
n=1 - :

Bududi da je | an |= #_11)', treba pokazati da konvergira red ) %, sto je
1 = !

ucinjeno u Primgeru 4.14.

n=1

Primjer 4.22 Pokazali smo da red ) (—1)”*1% konvergira i da red Ted %
n=1

oo
divergira. Dakle, red Y (—1)"71 1 7 Je uvjetno konvergentan.

n=1

Zadaci za vjezbu 4

1. Za svaki od navedenih redova odredite op¢i ¢lan a,, n-tu parcijalnu sumu s, i sumu
reda:

H%z%**@rﬁﬂﬂ“‘
b) +ﬁ+,,,+m+.,.

1
c) 1—4+2—5+“'+ CEE)

1
d) m mn+ IR CE V) I
) F+ad 4+ LT 4
2. Za svaki red nadite n-tu parcijalnu sumu s, i sumu reda:
S 4n — 2 S~ _3n—5 S 2
a) — b) v C) &
nz::S (n? = 1)(n—2) ;3 n(n? —1) r;s n(n? — 4)
d f
U DR T gy T P D g DY g
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3. Poredbenim kriterijem ispitajte konvergenciju redova:

S 2 S 240 1
Yooy Yo )T
d —_ = f
)nz::lnz—éln—l-f) e)nz::l n2 +2n )le::l n* +
o0 oo 1 . o0 1
g > (Vn—+vn—T) h) ¥ 5 (Va+rT—va—T) DY mn
n=1 n=1 n=2
4. D’ Alembertovim kriterijem ispitajte konvergenciju redovas:
[es) 2 00 [es)
3" —1 n" n"
a b ¢
) 712::1 2n2\/ﬁ ) nz::l nl ) nz::l nln!
0 n" 0 72n 0 n2
D 2 @ ©) L @ D2 mroy
= 3" = nldn o n!
8) 7?::1 (n+2)14" h) HE::I 3"+2 i) nz::l 2" 1 3
5. Cauchyjevim kriterijem ispitajte konvergenciju redova:
2 3
= o-n (n+1\" = (n?+2\" o an \"
Pk <—n ) b);(TH) c)n;(—m ) ,acR
it s~ _n®_ = n3"t?
Vo AU D
00 2n 00 3n es) 50n
3n—1 n—2 : n’3
8) n;”<4—n+_2> h) §2ﬁ<2n+1> DY Gt
6. Leibnizovim kriterijem pokazite konvergenciju redova:
o (_qynt1 2n+1 & (=t = sin(w/2 + n)
a) nz::l( 1) n(n+1) b) 712::3 In(n —1) ©) 712::2 n
Y S g Ry (e L) 0 ey
= n® +sin’n = n? =, (n+1)!
7. Ispitajte koji od redova konvergira apsolutno, koji uvjetno, a koji divergira:
= -1 n+1 1 b = —1 n+1 1 o 1 n’l’L+1
W) 3 ()" g I D P
a3 5 &) Y DD E
n—Inn = Vn o} 2
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5. LIMES FUNKCIJE. NEPREKIDNE
FUNKCIJE

U ovom poglavlju uvodimo dva osnovna pojma matematicke analize: limes funkcije
1 neprekidnost funkcije. Ti pojmovi predstavljaju osnovu za razumijevanje diferen-
cijalnog i integralnog rac¢una i zbog toga im treba posvetiti posebnu paznju. Pojam
limesa funkcije uvodimo preko limesa nizova realnih brojeva, a neprekidnost funkcije
pomocu limesa funkcije. Radi lakSeg razumijevanja paralelno ¢emo navoditi i ekvi-
valentne definicije tih pojmova na tzv. e, jeziku”.

5.1 Limes funkcije

Za realan broj a kazemo da je toCka gomilanja ili gomiliste skupa D C R
ako postoji takv niz (a,,) elemenata iz D da je:

an €D, ap#a 1 lim a, =a.
Skup svih totaka gomilanja skupa D oznatavamo s D’. Tocku a € D nazivamo
izoliranom tockom skupa D ako ona nije tocka gomilanja skupa D. Navedimo
nekoliko primjera: a) D = [a,b >, D' = [a,b]; b)) D =N, D' =0;¢) D =Q,
D’ =R ; d) Tocke a = 7 i a =11 su izolirane tocka skupa D =< 2,6 > U{7,11}.

Primjedba 5.1 Moze se pokazati da je realan broj a tocka gomilanja skupa D C R
onda i samo onda ako za svaki e > 0 vrijedi < a —e,a+¢ > N(D\{a}) # 0. Dakle,
tocke gomilanja skupa D su one tocke u ¢ijoj se svakoj e-okolini nalaze i druge tocke
1z D.

Sli¢no, realan broj a € D je izolirana tocka skupa D onda i samo onda ako postoji
e >0 takav da je < a —e,a+e >ND = {a}.
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Nekaje f: D — R, D CR,realna funkcija realne varijable. Osim u tockama
iz domene D, zanimat ¢e nas vrijednost funkcije f i u okolini to¢aka gomilanja skupa
D. Neka je a € D'. Tada postoji barem jedan niz (a,) elemenata iz D, takav da je
za svaki prirodan broj n :

an #£a i nllngoan:a.

Ppomoéu funkcije f i niza (a,) s gore navedenim svojstvima napravimo novi niz
(f(an)) . Niz (f(an)) :

1) moze konvergirati broju L koji ne ovisi o izboru niza (a,),
2) moze konvergirati broju L koji ovisi o izboru niza (a,,),
3) moze divergirati.

Navedeno ilustrirajmo primjerima.

2
Primjer 5.1 Funkcija [ zadana je formulom f(xz) = %_:4 Skup svih tocaka

gomilanja domene D =R \{-2} je D' =R.

a) Neka je a = —2. Za bilo koji niz realnih brojeva (an), an # —2, iz D za koji je
2
lim a, = ~2 dobivamo lim f(a,) = lim %227 = lim (an —2) = 2~ 2= —4.

b) Neka je a € D i (an), an # a, bilo koji niz iz D takav da je lim a, = a. Tada je

9 n—oo
Jm flon) = Jim Gy = Jim (a0 =2) =a =2

U ovim primjerima lim f(a,) ne ovisi o izboru niza (an).
n—oo

<
0, =<0 Njena domena

Primjer 5.2 Funkcija f zadana je formulom f(x) = { 1. 2>0

D je skup R .
a) Nekajea=01ia, =—1/n. Tadaje f(—1/n) =01 lim f(—1/n)=0.
b) Akojea=01ian,=1/n,ondaje f(1/n) =11 lim f(1/n)=1.

¢) Zaa=01ian =(—-1)"/nniz f(an) = % divergira.

Dakle, lim f(ay) ili ne postoji ili ovisi o izboru niza (ay,).
n—oo

Ukoliko za svaki niz realnih brojeva (a,) iz D takav da je a, # a i lim a, = a

n—oo

postoji realan broj L = lim f(a,) koji ne ovisi o izboru niza (a, ), onda L zasluzuje
n—oo

posebno ime.
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Heineova definicija limesa funkcije:

119

vrijedi:

uzimamo broj f(a). Za

Realan broj L je limes ili graniéna vrijednost funkcije f : D - R u
tocki a € D', ako za svaki niz (a,,) iz D, a, # a, za koji je lim a, = a
n—oo

lim f(a,)=L.

n—oo

Ako je a izolirana tocka skupa D, onda za limes funkcije f u tocki a

limes L funkcije f u toc¢ki a koristimo oznaku:

L = lim f(x).

r—a

i ¢itamo: f(z) konvergira (tezi) prema L kada x konvergira prema a.

Oznaka x — a znaci da se = priblizava tocki a.

Y
L+e T-—-——"=="---- At |
I
L T !
|
f(an) ——————————————— !
L—e 7777777~ I : :
v I
11 |
11 |
L
0 a—€|1 ap, a a-+ée2
Slika 5.1. L =1im f(z) : (anp —a )= ( flap) = L)

Primjedba 5.2 Funkcija f u tocki a moze imati samo jedan limes.

Primjedba 5.3 Neka je f : D — R, D C R, bilo koja funkcija i a € D. Iz
definicije limesa vidimo da limes funkcije f u tocki a ne ovisi o f(a), veé je odreden
vrijednostima funkcije u neposrednoj blizini tocke a. Stoga je problem egzistencije
i odredivanja limesa funkcije f u tocki a € D ekvivalentan problemu egzistencije i
odredivanja limesa u toc¢ki a funkcije f definirane formulom:

o - { 7

x € D\{a}

c, r=a
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gdge je c bilo koji realan broj. Ta ¢injenica, osim Sto nam éesto olaksSava racunange
limesa funkcije, govori nam da je u opéem slucaju lim f(x) # f(a).

s 222 + 52 —3 ; : :
Primjer 5.3 Za f(z) = 23— odredimo a) hm1 f(z), b) thf(ac).
Domena funkcije f je skup D =R \{-3}.

a) Neka je (an), an € D, an # 1, bilo koji niz realnih brojeva koji konvergira broju 1,
tj. za koji je lim a, = 1. Tada je

lim (2a2 + 5a, — 3)

202 + 5a, — 3 . 2.124+5-1-3
li n) = li n = = =1
Jm fan) = i = s T (an 1 3) 173
. . 222 4+ 51— 3 . .. . .
Dakle, hrn1 fz) = hm1 75— = L Uocite da je i f(1) = 1. Sli¢no se moze

pokazati da je lim f(z) = f(a) za svaki a € D.

b) Uzmimo sada a = —3. Ako je (ax) bilo koji niz realnih brojeva takav da je an € D,

2
an # —31 lim a, = —3, onda iz lim f(an) = lim QCL"a—"_‘?}%_—S vidimo da se

javlja neodredeni oblik (8) , tj. 1 brojnik i nazivnik konvergiraju prema nuli kada
n — oco. Zamijetite da za svaki x # —3 vrijedi:

_2$2+5$—3

=2z — 1.
fla)= R
L . o 222452 —3 . .
Prema Primgjedbi 5.3 hm3 flx) = hm3 =3 postoji onda i samo onda ako

postoji lim3(2w—1) i pri tome je lim3 f(x) = lim (2z—1). Odredimo lim3(2w—1) :

T—— rz——3 z—

lim (2z —1) = lim (2a, —1) =2 lim a, —1=2(-3) - 1= —T7.

r——3 n—oo n— oo

2
Dakle, lim 22~ +52—3 _ 7

r——3 $+3
Vi lolo pm Y21 s

Primjer 5.4 Odredimo: a) 71:11% 7= ; Jm

Neka je f(z) = —Q—Vxx__l_l Domena funkcije f je skup D = [1,2 > U < 2,00 > .
Zamijetite da je D' = [1,00 > .
a) Neka je (an) bilo koji niz za koji je an € D, an # 21 lim a, = 2. Treba odrediti

n— oo

lim f(an) = lim —Q—Vag__l_l. Kao i u prethodnom primjeru, javlja se neodredeni

n— oo n—oo

oblik (8) . Za svaki x # 2 imamo:

_M—l_\/ﬁ—1<m+l) 1

1@ === T2 \Va-T+1) Veoi+1
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e 1 _ 1 _1 - 1 1
Bududéi da je nlirr;o W/ g Ev, e i S tada je igm+l 5
Prema Primgjedbi 5.3 je:

1 1
z~>2f( ) IHQ\/‘Z‘—].-'-]. 2

b) Za bilo koji niz (an) takav da je an € D, an # a i lim an, = a € D dobivamo

n—oo

lim f(an) = lim Y ag __12_ LY aa—_12— 1, odakle zakljucujemo da je:

n—oo n—oo n

lim ve—1—-1 ya—-1-1

T—a xr — 2 a—2

Zamijetite da je lim f(z) = f(a) za svaki a € D.

T—a

Primjer 5.5 Za bilo koje realne brojeve « i B vrijedi:

lir%(l + az)P/" = e B,

Neka je (an), an # 0, bilo koji niz realnih brojeva koji konvergira nuli. Treba pokazati
da je lim (1 + aan)?/* = e*?. Pomoéu niza (a,) napravimo novi niz (£,) takav da je

Bén
&n = %. Tada je lim | &, |=oc0i lim <1 + §£> = e“? (vidi Primger 3.37). Buduéi

B&n
da je (14 aa,)?/on = (1 + g) dobivamo:

Bén
lim (1+aa,)?”* = lim (1 + g) =P,

n— oo n— oo

Tako je npr. lim (1 — %)G/I =e(71/3)6 — =2,
xz—0

Navedimo takoder i Cauchyjevu definiciju limesa funkcije f u tocki a. Pokazat

¢emo da je ona ekvivalentna Heineovoj definiciji, tj. ako je broj L limes funkcije f
u tocki a po jednoj definiciji, onda je L limes i po drugoj definiciji.
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Cauchyjeva definicija limesa funkcije:

Realan broj L je limes ili grani¢na vrijednost funkcije f : D — R
u tocki a € D’ ako za svaki realan broj e > 0 postoji realan broj § =
0(g) > 0 takav da:

(zeD\{a}; [z —al<d)=([flz)-L]|<e).

Ako je a izolirana tocka skupa D, onda za grani¢nu vrijednost funkcije
f u tocki a uzimamo broj f(a).

a—~0 a+o

Slika 5.2. (0<|z—al<d)= (| f(x)—L|<e)
Dokazimo ekvivalentnost Heinove i Cauchyjeve definicije limesa funkcije.
Dokaz. Neka je f : D — R realna funkcija realne varijable, a € D’ i L limes funkcije f
u to¢ki @ € D’ prema Cauchyjevoj definiciji. Nadalje, neka je (a»), an # a, bilo koji niz
iz D koji konvergira prema a. Za svako € > 0 postoji 6 > 0 takav da:
O<|lz—al<d)=(f(x)-—Ll<e). (5.1)
Zbog an, — a za taj ¢ postoji prirodan broj no takav da

(n>no) = (| an —a|< 9). (5.2)

Sada, za svaki n > ng prema (5.2) i (5.1) vrijedi | f(an) — L |< €, $to znadi da niz (f(an))
konvergira k L. Prema Heinovoj definiciji L je limes funkcije f u tocki a.
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Preostaje dokazati obrat. Ako f ima svojstvo da svaki niz (f(an)) konvergira k L, kad
god je (an), an # a € D', niz iz D koji konvergira broju a, treba pokazati da je L limes
funkcije f u tocki a po Cauchyjevoj definiciji. Dokaz provodimo metodom kontradikcije.
Pretpostavimo da L nije limes funkcije f u tocki a po Cauchyjevoj definiciji. To znaci da
postoji barem jedan £ > 0 sa svojstvom da za svako d > 0 postoji s € D, takvo da je

O<|zs—al|<d i |f(zs)—L|>e.
Posebno, stavimo li za § redom vrijednosti 1,1/2,1/3,...,1/n,... , postoji an = z1 takvo
da je
1
0<lan—al< = 1 | f(an)—L|>e.
n
Prva gore navedena nejednakost daje lim a, = a, a iz druge zakljucujemo da L nije
grani¢na vrijednost niza (f(an)). S druge strane, prema pretpostavci je lim f(an) = L.
Tako smo dosli do kontradikcije. Dakle, ako je L limes funkcije f u to¢ki @ € D’ prema
Heinovoj definiciji, tada je i prema Cauchyjevoj definiciji.
2
. . ~ . . . x —_ 4 _
Primjer 5.6 PokaZimo da je 11;1_>H12 T—o =4
2

T—7
realan broj takav da je § < e. Tada za svaki = takav da je 0 < |z — 2| < § imamo

Za svaki x # 2 imamo = |z — 2|. Za zadani £ > 0 neka je § > 0 bilo koji

2 pa—
z 4_4'—x—2<5<5.
T —2
Primjer 5.7 Vrijedi: a) lin% cosz =1, b) lir% sinz = 0.
xTr— r—

Izracunajmo samo prvi limes. Drugi se moze pokazati na slican nacin. Treba pokazati
da za svaki € > 0 postoji 6 > 0, takav da je | cosz — 1 |< ¢ za svaki ¢ # 0 iz intervala
< —=6,0 >.

Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Uzmimo jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu
koordinatnog sustava u ravnini. Pravac z = 1 — € sijeée kruznicu u tockama B,C (vidi
Sliku 5.8). Neka je 0 duljina luka AB . Sada tocke segmenta [—§,d] identificirajmo s

tockama luka CB . Pri tome je broju —¢ pridruzena tocka C, nuli tocka A i broju ¢ tocka
B. Neka je z # 0 iz intervala < —§,4 > . Sa slike se vidi da je 1 —e < cosz < 1+ ¢, odakle
je|cosx—1|<e.
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Y I
lx=1-—¢
|

1| B
| x
| |
| |
| |
| & 4
i _ e
—1 0 1 5: cos T A "
|
|
] o
—1 I
Slika 5.3.

Napravimo dokaz i na drugi na¢in. Prema poznatoj trigonometrijskoj formuli je 1 —cosx =
25sin? (%) , Bududi da je }sin (%)| < |%} , dobivamo:

2
a (5) =2 (3 o (3)] < 2

Za proizvoljan realan broj € > 0 neka je 6 > 0 takav da je § < v/2¢. Tada za svaki x # 0,
| z— 0 |< ¢ imamo:

|1 —cosx| =2

|‘2 2

|1 — cos \<x <(S <e
—cosz| < - < = <e.
2 2

Primjedba 5.4 Za razliku od Heinove definicije, Cauchyjeva definicija ne govori
nam kako pronaci limes L funkcije f u tocki a.

Ukoliko realan broj L ima svojstvo da je f(x), x € D\{a}, sve blize broju L
(u smislu da | f(x) — L | postane i ostane manje od svakog realnog broja) sto je x
blizi broju a, onda iz Cauchyjeve definicije slijedi da je L = lim f(x). DokaZite!

Primjer 5.8 Neka je funkcija f zadana formulom f(x) = %. Odredimo

Domena ove funkcije je skup D = R \{—2,2}. Zamijetite da je brojnik z* — 16 = (z —
2)(z + 2)(z? + 4), a nazivnik z* — 222 — 8 = (z — 2)(z + 2)(x* + 2). Stoga za svaki x € D

2 2
: izig Ako je x € D sve blizi broju ¢ f R, onda je f(z) = asti;l
blize broju & i;‘ Prema Primjedbi 5.4 je lim f(x) = %,

imamo f(x) = sve
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- (5) 244 _ 2244 _ 4
I =lim £ =16 0y, 2 td 2444
8) lim f(z) = lim 2o 22’ +2 2242 3
Unutar zagrada naveli smo neodredeni oblik koji se javlja kada = — 2.
4_ () 2 (=2)%+4 4
b) i = lim £ =16 0, 244 =3
) zgng(x) noy 27 — 222 — 8 i ;) (-2 +2 3

Unutar zagrada naveli smo neodredeni oblik koji se javlja kada z — —2.

4 4 2
. : —1 —1 4
¢) lim f(z) = lim —7% 2:526—8 - a4a—2a26—8 - 3212’

V14+2x—3

Primjer 5.9 Izracunajmo ilg}l Jr-2

lim Y1 +22 =3 _ (Q>:1im<*/1+2x_3> (V1+2z43)(Vx+2)

v—d T =2 0) 7 ama\ Vz-2 (\/1+2x+3)(ﬁ+2)
2T D) e o 2(VA+2) 4
B R e e R e v/ e ry e Rk

Osim limesa funkcije f : D — R u tocki a € D’ mogu se definirati i jed-
nostrani limesi tj. limes slijeva (lijevi limes) i limes zdesna (desni limes) u to¢ki
a € D'. Navest ¢emo istovremeno Heinovu i Cauchyjevu definiciju. Dokaz njihove
ekvivalentnosti slican je dokazu ekvivalentnosti definicija za limes funkcije u tocki i
stoga ga prepustamo cCitatelju.

Neka je f : D — R realna funkcija realne varijable i a € D’. Kazemo
da f ima limes L slijeva [limes L zdesna] u tocki a i pisemo

L= lim f(z) [L= lim+f(x)}
Heine: ako za svaki niz (a,) iz D takav da je a, < a [a, > a] i
lim a, = a vrijedi lim f(a,)= L.
Cauchy: ako za svaki ¢ > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki z € D
sasvojstvoma—d <z <ala<z<a+d]vrijedi| f(z)—L|<e.

Oznaka x — a— znaci da je x < a i da se z priblizava tocki a. Sli¢no znacenje ima
i oznaka x — a+ (vidi Sliku 5.4).
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A) (a-d<z<a)=(f(z)—Li1]<e) B) (a<z<a+d)= (] flx)—L2|<e)

Y Y
Lo+e]
Lo
LQ—E“
Ly +¢€]
Ly
L1 — &7
0 T 0

Slika 5.4. A) Ly = lim f(z), B) L2 = lim+f(x)

Jednostrani limes, kao i limes funkcije, je jedinstven ukoliko postoji.

1, x>0
Primjer 5.10 Nacrtajmo graf funkcije f(x) = signx = 0, x=0 1 odred-
-1, z<0.
) I i .
mo atir(r)l— f(Jf) ! ati%l-i- f(x)
Y
1
x
0
-1
Slika 5.5.
Za svaki z < 0 je f(z) = —1, dok je f(x) =1 za x > 0. Odredimo liron f(z):

Heine: Neka je (an), an < 0, bilo koji niz realnih brojeva koji konvergira nuli. Tada
je lim f(an) = lim (—1) = —1. Dakle, liI(I)l flz)=-1.

Cauchy: Neka je £ > 0 bilo koji realan broj. Buduéi da je | f(z) — (-1) |=0< ¢
za svaki x < 0, za trazeni § > 0 mozemo uzeti bilo koji realan broj.
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Slicno se moze pokazati da je lim f(z) = 1.

z—0+4

Funkcija f: D - R, D CR, ima limes L u tocki a € D’ onda i samo
onda ako ona u tocki a ima i limes slijeva i limes zdesna koji iznose L.

Dokaz. Ako je L = lim f(z), onda za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da:

(zeD;0<|z—al<d)= (] flz) —L|<e), (5.3)
odakle dobivamo:

(ze€Dja—d<z<a)=(|flx)-L|<e)(zeDja<z<a+d)=(|f(z)—LI|<e).
(5.4)
Iz (5.4) i Cauchyjeve definicije jednostranih limesa slijedi:

L= lim f(z), L= lim f(z).

T—a— r—a+

Obratno, ako je lim f(z) = lim f(z) = L, onda za svaki € > 0 postoje 61 > 01id2 >0

T—a— r—a+
takvi da:
(z€Dja-d <z<a)=(|fl@)-L|<e)&(ze€Dja<z<atd)=(|flz)-LI|<e).

Za § = min{d1,d2} vrijedi (5.3), $to nam govori da je lim f(z) = L.
Primjer 5.11 Neka je f(z) = % Odredimo lim f(x) Zwlgng f(z).

T—2—

Zamijetite da je:

f(a:)—{ s

x> 2.
Kadax — 2— (tj. = je manji od 21 sve blizi broju 2) onda je f(z) = —1. Dakle, 1ir£1 flx) =
lirg (—1) = —1. Sli¢no, ako x — 2+ onda je f(z) = 1, odakle je liH21+ fz) = 111121+ 1=1.

Prema prethodnoj tvrdnji funkcija f nema limes u tocki z = 2.
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Navedimo istovremeno Heinovu i Cauchyjevu definiciju za limes funkcije f
kada x — oo.

Neka je D CR odozgo neomeden skup i f : D — R bilo koja funkcija.
Kazemo da je realan broj L limes ili grani¢na vrijednost funkcije f
u oo i pisemo lim f(z) =1L

Heine: ako za svaki niz (a,,) iz D za koji je lim a, = oo vrijedi
n—oo

lim f(a,) = L.

n—oo

Cauchy: ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj M =
M (e) takav da

(zxeD;x>M)= (] f(z) - L|<e).

Slika 5.6. (v >M)= (]| f(x)—L|<e)
Dokaz ekvivalentnosti tih dviju definicija prepustamo c¢itatelju. Slicno se
definira limes funkcije f kada  — —oo. Svaki od limesa lim f(z), lim f(z),

ukoliko postoji, je jedinstven.

Primjer 5.12 Po definiciji pokaZimo da je lim % =0.

xr—00

Heine: Neka je a, bilo koji niz realnih brojeva takav da je lim a, = co. Tada je

n— oo

lim A = 0.

a- =
n—oo T

Cauchy: Za M je dovoljno uzeti broj %
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Slijedeca pravila posljedica su Heinove definicije limesa funkcije i odgovaraju-
¢ih pravila (Poglavije 8) za limes nizova realnih brojeva.

1.

. lim

Neka su f,g: D — R dvije funkcije i a € D’. Ako postoje realni brojevi
L1 i Lo takvi da je lim f(z) = Ly i lim g(x) = Lo, onda vrijedi:

lim (f(z) £ g(x)) = lim f(z) £ lim g(z) = L1 & Lo, tj. limes

zbroja(razlike) jednak je zbroju(razlici) limesa.

. lim (f(z)-g(x)) = lim f(z)- lim g(x) = Ly - Lo, tj. limes produkta

jednak je produktu limesa.

. lim | g(x) |=| lim g(x) |=| L2 | . Limes apsolutne vrijednosti
Tr—a r—a

funkcije jednak je apsolutnoj vrijednosti limesa funkcije.

1 _ 1
e—a g(z) — lim g(z)
Loy #0. Limgsi"céciproéne vrijednosti funkcije jednak je recipro¢noj
vrijednosti limesa funkcije.

= LL2 ako je g(z) # 0 u nekoj okolini od a i

lim f(x)
. Ihi% <chg§> = Ilgrcllg(x) = %—;, ako je g(xz) # 0 u nekoj € —

okolini broja a i Ls # 0. Limes kvocijenta jednak je kvocijentu
limesa.

. Ako je f(z) > 0 za svaki z € D i > 0 bilo koji realan broj, onda

je Tim (f(@))* = (1im f(2))" = L.

r—a

Primjedba 5.5 Moze se pokazati da navedene tvrdnje vrijede i za limes funkcije
kada x — +00 kao 1 za jednostrane limese.

Primjedba 5.6 Iz drugog pravila dobivamo da je lim (c- f(z)) = c¢- lim f(x) za

r—a r—a

svaki realan broj c.

Primjer 5.13 Prepoznajte koja su od navedenih pravila koristena u sljedeéim prim-

jerima:

a) lim

r—2

li 42
w2+2:szQ(x + ):22+2:1
3z lim (3z) 3-2 ’

r—2
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r—3

lim _z?=9 (i) lim (z=3)(@+3)
z—3 \/ 2 — 4z +3 \/ (z—=3)(x—1)
b)

1 z+3
_ilg}),\/;v—l

—Z7+3_ /343 _
lim 359 = /357 = V3,
lim

lim. \/3:n;+x (g) lim 7\/330;‘“70 ;z = lim /3+ 1/z
9

T—00

T—00

3+ lim (1/z) = V3.

T — 00

lim \/3x2 4+ x)

/i
r— —00 T [

lim \/3:1@; Tz (5%)

T— — 00

_ J&(‘m>:_ 5+ Tm _(1/2) = —V3.

U posljednja dva primjera javlja se tzv. neodredeni oblik (@
nazivnik su sve vedi kad x — oo ili kad z — —o0.

), tj. i brojnik i
2
Primjer 5.14 Odredimo lim " —3r+5,;

im 22 —-3x+5
xr—00 2!172 + 5 T——00 2%2 + 5
Za svaki z # 0 imamo:

2> —3x+5/:2> 1-3/x+5/z?
202 +5 [ :a? 2+ 5/2°

Kad x — oo ili 2 — —o0 onda 3/x — 0 i 5/2% — 0, odakle dobivamo:

22 —3x+5 () . 1-3/z+5 1
im ——— =" lim ————— =,
z—oo 2" 45 z—oo 245/x 2
ozt =3z+5(2) . 1-3/z+5 1
hm P = hm 72:—.

2z° +5 z—-oc0 2+4+5/x 2

Tr— —00

Neka su f,g,h: D — R realne funkcije realne varijable, a € D’ i neka
postoji e-okolina < a —€,a + € > broja a takva da je:

f(z) <g(x) <h(z) Vre<a-—ea+e>\{a}).

(5.5)
Ako je lim f(z) = lim h(z) = L, onda postoji lim g(x) i pri tome je
lim g(x) = L.

Dokaz. Neka je (an), an # a, bilo koji niz elemenata iz D koji konvergira prema broju a.
Tada je prema Heineovoj definiciji

lim f(an)= lim h(a,) = L.

n— oo
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Bududéi da je lim an, = a, postoji prirodan broj no takav da je | an — a |< € za svaki

n—oo

n > ng. Prema (5.5) za svaki prirodan broj n > no vrijedi

flan) < glan) < h(an),

odakle dobivamo da je lim g(an) = L, tj. lim g(z) = L.

Primjedba 5.7 Turdnja vrijedi za limes slijeva [limes zdesna] ako se zamijene €
okolina < a—e,a+e > intervalom < a—e,a > [intervalom < a,a+¢e >] i uvjet (5.5)
wvjetom f(x) < g(x) < h(x) za svaki x €< a—e,a > [za svaki x €< a,a+ ¢ >].

Zamijene li se € okolina < a — e,a + € > intervalom < —oo,m >, m < 0
[intervalom < M,00 >, M > 0], i uvjet (5.5) wyjetom f(z) < g(x) < h(x) za svaki
x < m [za svaki x > M], onda tvrdnja vrijedi i za limes kada * — —oo [kada
x — 00f.

sinx _
= = L.

Primjer 5.15 PokazZimo da je lim0

a) Neka je 0 < < % i neka duljina luka AC' iznosi .

y A
B
1
— __\C
tg =
x
sin x
!
—1 | 0 1A,
-1
Slika 5.7.
Prema slici je sinx < z. Povrsina trokuta OAB iznosi 1 -‘égx = thx7 a povrsina

kruznog isjecka OAC je lTx = % Bududi da je povrsina kruznog isjecka manja od
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povrsine trokuta, bit ée % < t_g2£7 tj. < tgz. Dakle, imamo:

sinz <z <tgz /:sinz

T 1
1 < sin;l;.< COos T

cos T < SI% < 1.

sinﬁ;w)

s

b) Neka je sada —% <2 <0. Tada je 0 < —x < 5 icos(—x) < < 1. Bududéi

snx1x7 x +— cos x parne, dobivamo cosx < SI% <1

da su funkcije z —
Dakle, za svaki x # 0 iz intervala < —%7 % > vrijede nejednakosti:

sinx
cosr < — < 1.
T

Kako je limO cosz = 1, prema prethodnoj nejednakosti je lin% % -1
Primjer 5.16 Odredimo lir% 1—+s(2x)
xr—

1 — cos(2x)

lim =

x—0

.2 .
— lim 2872 _ 9 Jipy ST 4ipy ging = 2.1.0=0.

z—0 z—0 z—0

Slijedeta tvrdnja govori o tzv. metodi supstitucije za rac¢unanje limesa
funkcije.

Nekasug: D —R i f: K — R dvije realne funkcije realne varijable,
a € D' 1ixge K'. Ako su ispunjene sljedeée pretpostavke:

a) g(D) C K, tj. definirana je kompozicija  — f(g(x)),

b) lim g(z) == 1 tlim f(t) =L,
r—a —X0

¢) postoji e > 0, takvo da je g(x) # xo za svaki x # a iz D za koji je
|z —al<e,

onda je lim flg(x)) = tlim ft) = L.

Dokaz. Iskoristimo Heineovu definiciju limesa funkcije. Neka je (axn), an # a, bilo koji kon-
vergentan niz iz D i lim a, = a. Treba pokazati da je lim f (g(an)) = L. Po pretpostavci
b) funkcija g ima lirrrblgsooxo u tocki a. Prema Heineovo?ilogﬁniciji je lim g(an)) = zo. Po
pretpostavcei a) je g(an) € K. Buduéi da je an # ai lim an = a, prrelrz(;oc) mozemo sma-
trati da je g(an) # zo. Funkcija f ima limes L u toékinzooopa stoga prema Heinovj definiciji
za niz (g(an)) vrijedi nlin:o f(g(an)) = L.
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Primjedba 5.8 llustrirajmo primjerom da se uvjet c) ne smije izostaviti. Neka je:

0, z#0

f@ =g ={ 3 170

Uoéite da je f(g(x)) =1 za svaki x € R . Osim toga je lirrbg(x) =0, }iH(l) f&)y=0
Tr— —

i lirrb flg(x)) = 1. Neka je a = xo = 0. Tada je 1 = lim f(g(x)) # tlim f@t) =0.
Tr— r—a —X0

Uvjet c) nije ispunjen. Naime, za svaki € > 0 i bilo koji realan broj x # a je

g(z) = xo.

Primjedba 5.9 Nije tesko provjeriti da navedena tvrdnja vrijedi i za jednostrane

limese. Takoder, zamijeni li se samo uvjet ¢) uvjetom

¢’) postoji M > 0 [ m < 0 Jtakav da je g(x) # zo za svaki > M [za svaki z < m],

onda tvrdnja vrijedi i za a = 00 [za a = —o0].

Objasnimo poblize kako koristiti navedenu metodu supstitucije. Pretpostavimo da

treba odrediti lim f(g(x)). Uvedimo supstituciju ¢ = g(x) i odredimo lim ¢t = ;.

r—a r—a
Ako je t # to za svaki & # a iz neke e-okoline broja a, onda je

lim f(g(x)) = lim f(¢).

r—a t—to

Sli¢éno se postupa kod jednostranih limesa i za a = oo ili a = —o0.

- ‘ . sin(z —2)
Primjer 5.17 Odredimo 71:11% ——

Neka je t = z — 2. Tada je lim2t:0it7é0zasvakix7é2. Dakle, lin;% =

lim 8¢ — 1.
t—0

Metoda supstitucije ¢esto se koristi za racunanje limesa iracionalnih izraza.
r2 93 \/ —
Primjer 5.18 Izracunajmo a) lim %, b) lim #
rz—1 (Ji—l) w~>0\/1—|—1‘—1
a) Neka jet = J/z. Kad z — 1 onda t = ¥z — 1, tj. limlt = lim1 ¥r = 1. Za svaki

x # 1 je t # lim t. Uz navedenu supstituciju dobivamo:
rx—1

L VR —2yr+1 N VR R (t—1)°

lim Y2 VI L _ . =1

T (z—1) -1 - D@+t +1)?
_ 1 _1
= M@0
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b) Stavimo li t = ¥/z + 1 dobivamo lirrht = 1. Lako je provjeriti da postoji € > 0 takav
da je t # 1 za svaki x # 0 iz intervala < —e,e > . Imamo:
Vitz—1. -1
lim Y22 =Ly, =lim(*+t+1) =3.
z—0 \3/]_—‘,—1‘—]_t~>1 t—1 t—1

Primjer 5.19 Pokazimo da za sve realne brojeve a i 3 vrijedi

lim (1—|—%)ﬁzzeaﬁ lim (1+%)Bz=eo‘5

xr—00 r— —00

Dokazimo samo prvi limes. Drugi se dokazuje na slican nacin. Neka je ¢t = % Tada je
lim¢t=0it= % # 0 za svaki z > 0. Sada je lim (1—&—%)’89: = lim (1 + at Bt — gof
r—00 r—00 t—0

(vidi Primgjer 5.5).

Kazemo da funkcija f : D — R, D CR , u tocki a € D’ ima limes oo i
pisemo lim f(z) = o0

Heine: ako za svaki niz (a,) iz D takav da je a, #ai lim a, =a

n—oo
vrijedi
lim f(a,) = occ.
n—oo
Cauchy: ako za svaki realan broj M > 0 postoji realan broj § > 0
takav da

(ze D\{a};|z—al<d)= (flx)>M).

Moze se pokazati da su Heineova i Cauchyjeva definicija ekvivalentne.
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Yy
M
\\\
\
0 a+ ) xT

Slika 5.8. (0<|z—al|<d)= (flz)>M)

Primjedba 5.10 Slicno se definiraju i sljedeéi limesi:

lim f(z) = —oo, lim f(z) = oo, lim f(z) = —oo,
i f(@) = oo, lim_ () = —cx.

Definirajte te limese!
Primjer 5.20 Odredimo lim —12
4 (x —4)
Sto je z blizi broju 4, nazivnik je pozitivan i sve blizi nuli, a kvocijent sve veéi. Dakle,

. 1 o
oA %

Napravimo strogi dokaz po Cauchyjevoj definiciji. Neka je M > 0 bilo koji realan broj.
Bududi da je
1 1 2 1
>Me —>(@—4> e — >z 4],

(w—4) M VAT

za d > 0 je dovoljno uzeti bilo koji realan broj manji od —.
J J J il ) \/M

Primjer 5.21 Odredimo a) Ilirilf x—léi ib) $lir£1+ J;—L[

a) Kada r — 4—, onda je nazivnik z — 4 negativan i sve blizi nuli, a izraz pod limesom

postaje manji od svakog realnog broja. Dakle, lim x—il{ = —00.

b) Ako x — 4+, nazivnik & — 4 je pozitivan i sve blizi nuli. Stoga izraz pod limesom
. . c 1
t d svaki 1 b tj. 1 = 00.
postaje veci od svakog realnog broja, tj Jim g =00
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Zamijetite da ne postoji lim niti kao konacan realan broj niti kao oo ili —oo.
j postoji lim 7—— X

Do sada smo definirali limese lim f(x) = L za sve kombinacije od a i L kao

konacne ili beskonacne brojeve osim zaa =coia=—-occuz L =i L = —o0.

Neka je D CR odozgo neomeden skup. Kazemo da funkcija f : D — R
konvergira prema oo [prema —oo] kada x konvergira prema oo i piSemo
lim f(z) =co [ lim f(z)=—00]

Heine: ako za svaki niz (a,,) iz D takav da je lim a, = oo vrijedi
n—oo

lim f(a,) =00 [ lim f(a,)= —o0 ].

n—oo n—oo

Cauchy: ako za svaki realan broj M > 0 [m < 0] postoji realan
broj zo = xo(M) > 0 [zg = zo(m)] takav da

(z€D\{a}; x> x0) = (f(x) > M)

[(z€D\{a};2>a0)= (f(z) <m)]

Nije tesko pokazati da su Heineova i Cauchyjeva definicija ekvivalentne defini-
cije. Sliéno se definiraju lim f(z) =oc0i lim f(z) = —o0 za funkciju f defini-
r——00 r——00

ranu na odozdo neomedenom skupu.

Primjer 5.22 Limes racionalne funkcije kada © — oo ili © — —oo. Neka je
R = g racionalna funkcija, P(z) = apa"™ + apn_12" "t 4+ -+ a1z +ao i Q(x) =
b Z™ + by 1™ 4 -+ bz + by. Buduéi da je:

n an—1 ail ag
_ anz” |14 4+ +
an” + an_12" '+ +axt+a " ( an® anz™ L | ana”

bmxm+bm_1xm—l+...+b1x+b0 _bml‘m(l"—bm_l R bl + bO )

bmx ™™t bpa™

R(z)=

1 da svaki od ¢lanova:

an—-1 Gn-2 ap bm—1 bm—2 bo

ant  anz?’ 7 apz™ by 20

’ m

bmx bmx

konvergira prema nuli kada x — oo ili x — —o0, dobivamo:

. Anx” + ap_12" L+ a1z + ap . apx"
lim — — = lim —.
2—+00 by, ™ + b1 +o bz +by  roEoo by

Dakle, limes racionalne funkcije kada x — oo ili x — —oo ovisi samo o eksponen-
tima 1 koeficijentima nagstarijih élanova. Ilustrirajmo navedenu tvrdnju:
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@ﬁﬂﬁff£i5:£&%§‘ﬂa¥:“%

b) lim AT ST i A im 4

0 lim 2L~ tim 725~ lim = o,
@) tm Sl 298 g =% o,
¢ Jim = tim 45— im0,

g) woog% :Iggog—ﬁ; =2,

b Jim WA i 42—

Primjer 5.23 Neka je lim f(x) = oo. PokaZimo da za sve realne brojeve o i (3

vrijedi:

lim

r— 00

<1+

_Q

f@»)ﬂf@)zeaﬁ

. 1 . .
Neka je t = . Tada lim f(x) = oo povlaci:
J f(x) P f( ) p

dovoljno velik z. Sada je lim

T — 00

6]

<1+?G_

lim ¢t = 0. Osim toga je t # 0 za svaki

T—00

)
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5.1.1 Asimptote

Neka tocka T'(x, f(z)) lezi na grafu funkcije f. Pravac p nazivamo asimpto-
tom funkcije f ako udaljenost tocke T od pravca konvergira nuli kada se tocka T'
udaljuje od ishodista.

Asimptota moze biti paralelna s nekom od koordinatnih osi ili u kosom polo-
Zaju prema tim osima.

Pravac ¢ = a nazivamo vertikalnom asimptotom funkcije f ako je barem
jedan od limesa:

lim f(z), lim f(x)

r—a+ rT—a—
jednak ili oo ili —oc.

Primjer 5.24 Odredimo vertikalne asimptote funkcije f(x) = gji'?

Domena ove funkcije je skup R \{4}. Budu¢i da za svaki a # 4 vrijedi lim f(z) = 2%15{,
pravac = a (a # 4) nije vertikalna asimptota. Kada je z < 4 i sve blizi broju 4 brojnik je
sve blizi broju 9, a nazivnik je negativan i sve blizi nuli. Dakle, lim h—l—? = —o0. Sli¢no

T—4—
se zakljuci da je lim £+2 — 5o, Prema to e, pravac * = 4 je vertikalna asimptota
Z jucl J Iili:_ m o0 remn. 11 prav: T Je vertl 1. 100019)

funkcije f.

Slika 5.9. Graf funkcije x — i—fi
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Pravac y = a ( vidi Sliku 5.10) nazivamo horizontalnom asimptotom
funkcije f ako udaljenost d =| f(x) — a | izmedu asimptote i tocke T' = (z, f(x))
konvergira nuli kada x — oo ili kada © — —o0, tj. ako je

lim d=0 ili lim d=0.

xr—00 Tr— —00

Slika 5.10. Pravciy = a i y = b su horizontalne asimptote
Zamijetite daje lim d = lim | f(z)—a |= 0 ondaisamo onda akoje lim f(x) = a.
Slicno, lim d = 0 onda i samo onda ako je lirzl f(x) = a. Dakle, vrijedi sljedeéa

r— —00

tvrdnja:

Pravac y = a je horizontalna asimptota funkcije f onda i samo onda
ako je lim f(z)=aili lim f(x)=a.
xr—00 r——00

Primjer 5.25 Koja od funkcija zadanih formulama a) f(z) = x_—|—27 b) f(z) =
sinx ima horizontalnu asimptotu:
a) f(z) =1+ % Sto je x sve vedi to je % sve manje pa % — 0 kada © — oco. Stoga
je lim f(z) = lim (1 + %) = 1. Slitno se moze pokazati da je lim f(z) = 1.
Dai?tefopravac yl: T} je jedina horizontalna asimptota funkcije f. T
b) Kad z — oo (ili —o0) funkcija sinus poprimi beskonaéno mnogo puta svaku vrijed-

nost iz segmenta [—1,1]. Stoga, za bilo koje L € R i M > 0 postoji beskonaéno
mnogo vrijednosti od z takvih da je | f(x) — L | veée od svakog realnog broja e < 0.5
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(provjerite grafickil). Dakle, ne postoje lim sinz i lim sinx pa stoga ne postoje

T—00 xr— —00

ni horizontalne asimptote.

Pravac y = kx + 1 (vidi Sliku 5.11) nazivamo desnom kosom asimptotom
[lijevom kosom asimptotom] funkcije f ako udaljenost d izmedu pravca i tocke
T(x, f(x)) konvergira nuli kada © — oo [kada © — —oo] tj. ako je lim d = 0

[ lim d=0].

Slika 5.11.

Zamijetite da udaljenost d izmedu pravca y = kx + [ i tocke T'(z,
nuli (kada * — oo ili © — —o0) onda i samo onda ako d(B,T) =
konvergira nuli.

f(x)) konvergira
|

flx) — ke —1]

Pravacy = kx -+ je desna kosa asimptota [lijeva kosa asimptota] funkcije
f onda i samo onda ako je

(i) tim L&) g [lim M:k} i

xr—00

(i) lim (f(x) —kz) =1 [ lim (f(x)—kx):l}

r— 00
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Dokaz. Neka je y = kx + | desna kosa asimptota. Tada je
lim | f(z) —kx—1]=0, (5.6)

odakle jei lim (f(x) — kx —1) = 0 pamora biti lim (f(z) — kz) = I. Prema (5.6) je ocito

T—00

fim L@ k=l g 0 i @-k-%’:omadajei lim (@—k—%):

xT
—00 r—00

0. Bududi da % — 0 kada z — oo, mora biti lim (@ — k) = 0, odakle je lim @ =

xr— 00 T—00
k.

Obratno, ako je lim @ =ki lim (f(z) —kz) =1, onda je lim (f(x)—kx—1)=0.

Tr—00 T — 00 T—00

Za lijevu kosu asimptotu dokaz se provodi sli¢no.

Primjedba 5.11 Dovoljno je traziti samo vertikalne i kose asimptote funkcije f.
Horizontalna asimptota je specijalan slucaj kose asimptote za k = 0 ¢ stoga je dobi-
vamo traZeéi kosu asimptotu. Naime, ako je pravac y = a horizontalna asimptota 1
mh—>Holo f(x) = a, onda u postupku traZenja desne kose asimptote y = kx+1 dobivamo:

k= lim M:0 il=lim [f(z)—-0-2] =a,

r—oo I r—00
tj. da je pravac y = a asimptota. Slicno se izvede zakljucak i u slucaju kada je

LS =a

Primjer 5.26 Odredimo kose asimptote funkcija zadanih formulama:

2) f(@) = VA1, b) () = =3, 0) fa) = B =3, q) f(o) = =3,

a) Prvo potrazimo desnu kosu asimptotu y = kx + [ :

k= lim—f&x):limivx2x+l—llm 1—&—%:1
T— 00 T— 00 T— 00 x
o)
= lim [f(z) — kz]= lim (\/x2+1—x): lim ( x2—|—1—x) x2—|—71—|—x
- lim —t
oo vri+l+uo
Pravac y = x je desna kosa asimptota. Pokazite da je pravac y = —zx lijeva kosa
asimptota.
b) Potrazimo lijevu kosu asimptotu y = kx + [ :
3 3
k= tim L@ = gy 22-8 gy 2
xr— —00 T xr— —00 x(x +:IZ) r——o0 T
l= lim [f(z)—kz]= lim [%3_—3 - 1~x} = lim %xﬂ = lim %xz:—l.
T— —00 x——o0 LT + X z——0c0 T°+ T rx——o0 I

Pravac y = x — 1 je lijeva kosa asimptota. Provjerite da se desna kosa asimptota
podudara s lijevom kosom asimptotom.
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2
¢) Bududida je k = lim @ = lim @ = %1—3) = 0, ova funkcija nema kosih
T—00 T—00 r\x x
2
asimptota. Da li postoji horizontalna asimptota? Postoji, jer je lim 2%%3 =2
r—oo I T
Asimptota y = 2 je paralelna s x osi.
. T . 5_3 . 5 . .
O i L) = i groh = i %= m 2 = oo ¢ R Ne postole kose
asimptote.

5.2 Neprekidnost funkcije

Neprekidne funkcije predstavljaju jednu od najvaznijih klasa funkcija. Intu-
itivno, neprekidnom funkcijom zvali bi onu funkciju ¢iji graf mozemo dobiti iz jednog
poteza olovkom po papiru, bez podizanja olovke. Za funkciju ¢iji graf nastaje iz dva
ili vige poteza rekli bi da ima prekid u tocki gdje smo napravili vertikalni pomak
olovke.

Slika 5.12. Prekid u tocki a

Ima mnogo slucajeva gdje nas zoran pristup napusta. Stoga je potrebna
precizna definicija neprekidnosti funkcije. Iako ¢emo u ovoj tocki upotrebljavati
isklju¢ivo Cauchyjevu definiciju neprekidnosti istovremeno navodimo i Heineovu.
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Za funkciju f : D — R, D C R, kazemo da je neprekidna u tocki
ac€D

Heine: ako za svaki niz (a,,) iz D takav da je lim a, = a vrijedi
lim_ f(an) = f(a).

Cauchy: ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
(z € Dilz—al|<d) = (| fx) - fla) [<e). (5.7)

Kazemo da funkcija f ima prekid ili diskontinuitet u tocki a € D,
ako ona nije neprekidna u a.

Kazemo da je funkcija f neprekidna na D, ako je ona neprekidna u
svakoj tocki iz D.

Na prvi pogled izgleda da su to definicije limesa funkcije u tocki. Ipak nije tako.
Raszlika je u tome sto se u Heineovoj definiciji neprekidnosti ne iskljuc¢uje moguénost
an, = a, a u Cauchyjevoj x = a. Te dvije definicije su medusobno ekvivalentne.
Dokaz je gotovo identican dokazu ekvivalentnosti odgovarajuéih definicija za limes
funkcije u tocki.

Primjedba 5.12 Za razliku od limesa funkcije koji se definira u tockama gomilanja
domene, neprekidnost funkcije definira se samo u tockama domene.

Primjer 5.27 Najjednostavniji primjer funkcije neprekidne na R je konstanta
f:ix—ec

Bududi da je f(z) — f(a) = ¢ — ¢ =0, za § mozemo uzeti bilo koji pozitivan realan broj.
Primjer 5.28 Afina funkcija f:x— cx+d, gdje suc,d€R, neprekidna je
na R .

Neka je e > 0ia € R . Pokazimo da je afina funkcija f neprekidna u tocki a. Treba pronaci
§ > 0 takvo da je | f(z) — f(a) |< € za svaki z € R za koji je | x —a |< §. Za svaki x € R
imamo

| f(z) = f(a) [=| (cx +d) = (ca+d) |=| c |z —a].

Ako je ¢ = 0, onda je funkcija konstanta (f(xz) = d) pa je neprekidna. Neka je stoga ¢ # 0.
Za § je dovoljno uzeti § = |ET\ Tada

(lz—al<d)= (| fx) = fla) [=lcllz—al<|c|d=e

Zbog proizvoljnosti tocke a funkcija je neprekidna na R .
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Ako je funkcija f : D — R neprekidna u toc¢ki a € D, onda iz (5.7) slijedi da
za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

(zreD;0<[z—al|<d)= (] f(z) - fla) [<e),

odakle po definiciji limesa dobivamo lim f(z) = f(a). Dakle, funkcija f neprekidna

u tocki a ima limes f(a). Vrijedi i obrat, tj. ako funkcija f u to¢ki a ima limes f(a),
onda je f neprekidna u tocki a. Zaista, ako je lim f(x) = f(a), onda za dani € > 0

postoji > 0 takav da
(xeD;0<|a—al<d) = (| fz) - fla) |< ).

Buduéi da je ta implikacija valjana i za = a, vrijedi (5.7). Time smo dokazali
sljede¢u tvrdnju:

Funkcija f : D - R, D CR, je neprekidna u tocki a € D onda i samo
onda ako ona u tocki a ima limes lim f(x) koji je jednak f(a).

Slijedeta tvrdnja slijedi iz prethodne tvrdnje i pravila za racunanje limesa
funkcija.

Neka su f,g: D — R, D C R, bilo koje dvije funkcije neprekidne u
tocki a € D. Tada su u tocki a neprekidne i funkcije:

a) f £ g (zbroj, odosno razlika, neprekidnih funkcija je neprekidna
funkcija),

b) f -g (umnozak neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija),

c¢) |g| (aps. vrijednost neprekidne funkcije je neprekidna funkcija),

d) 5 (ako je g(x) # 0 za svaki z € D) (kvocijent neprekidnih funkcija

je neprekidna funkcija).

Primjer 5.29 Polinomi su neprekidne funkcije na R . Racionalne funkcije su ne-
prekidne u svakoj tocki u kojoj su definirane.

Neka je R = 5 racionalna funkcija i neka je P(z) = anz™ + ... 4+ a1z + ao. Funkcija

3 @ a* ... . Svaki ¢lan

k

x — x je neprekidna pa su neprekidne i funkcije z — z2, 2 — x
ak, k =1,...,n, polinoma P kao umnozak konstante ax s neprekidnom funkcijom x — x
je neprekidna funkcija. Polinom P je neprekidna funkcija kao konaéna suma neprekidnih
funkcija. Buduéi da je racionalna funkcija kvocijent polinoma ona je neprekidna.
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Primjer 5.30 Trigonometrijske funkcije su neprekidne u svakoj tocki svoje dome-
ne.

Dokazimo prvo da su funkcije sin i cos neprekidne u svakoj to¢ki a € R . Prisjetite se da
za svaki realan broj z vrijede ocjene |sinz [< 11 |sinz |<| z | i formule:
sin z — sinw = 2cos =4 —-sin

z—gwsinz—Qw7 '

Z—Ww

COS z — cosw = —2sin

Iz tih formula dobivamo:

|sinz —sinal = 2 Cosx_é'a sinxga <|z-al,
|cosz — cosa| = 2 sinx;a sin £ | <|z —al,

odakle slijedi da su funkcije sinus i kosinus neprekidne na R , jer za zadani ¢ > 0, za § je
dovoljno uzeti 0 = e. Funkcije tangens i kotangens su neprekidne kao kvocijenti neprekidnih
funkcija.

I kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija:

Nekasug: D —-R i f: K — R, g(D) C K, dvije realne funkcije
realne varijable. Ako je g neprekidna u toc¢ki a i f neprekidna u tocki
g(a), onda je kompozicija f o g neprekidna u tocki a.

Dokaz. Treba pokazati da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
(zeDilz—al<d)= (]| flg(z)) - flg(a)) [<e).
Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki g(a) za € postoji 41 > 0 takav da
(v e Kily—gla)|<dr)= (| fly) - flg(a)) |<e). (5.8)
Za taj 61 zbog neprekidnosti funkcije g u tocki a postoji § > 0 takav da
(zeDifz—al<d)=(]g(z)-gla)[<d1).

Ako z € D zadovoljava uvjet | x —a |< §, onda y = g(z) zadovoljava uvjet | y — g(a) |< &1
i prema (5.8) vrijedi

(zeDifz—al<d)= (] flg(z)) - flg(a)) [<e).

Znacajnu klasu funkcija ¢ine elementarne funkcije koje se dobivaju iz os-
novnih elementarnih funkcija pomoc¢u kona¢nog broja osnovnih ra¢unskih operacija
(+,—.,:) 1 kona¢nog broja kompozicija osnovnih elementarnih funkcija. Do sada
smo pokazali neprekidnost polinoma, racionalnih i trigonometrijskih funkcija. Da
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bismo pokazali neprekidnost preostalih elementarnih funkcija, prema prethodne
dvije tvrdnje dovoljno je dokazati da su osnovne elementarne funkcije neprekidne u
svakoj tocki svoje domene. Prvo dokazimo pomoénu tvrdnju:

Ako monotona funkcija f preslikava interval I =< a,b > na otvoren
interval I’ = f(I), onda je ona neprekidna na I.

Dokaz. Neka je ¢ €< a,b > bilo koja tocka. Pokazimo da je f neprekidna u tocki c. Zbog
odredenosti neka je f rastuéa funkcija. Neka je M = f <b_—&2—_c> im=f <a_—|21> (vidi
Sliku 5.13).

y A

Slika 5.13.

Kad bi bilo f(z) = M za svakix € [07 b _5 C} , onda bi zbog toga Sto raste f bila konstanta

na segmentu x € {c, b '5 C] . Isto tako, kad bi bilo f(z) = m za svaki z € [a7 a '5 C] , onda

bi f bila konstanta na segmentu x € [a7 a _2|' €|. Ako je M = m, onda je f konstanta na

a+c b+c
2 0 2

segmentu [ } pa je neprekidna u tocki c. Neka je nadalje m < M. Slucajeve

M = f(c) i m = f(c) ¢éemo diskutirati poslije. Pretpostavimo sada da su M > f(c) i
m < f(c)ineka jee/2 >0 takvodajee/2 < M — f(c)ie/2 < f(c) — m. Buduéi da tocke
f(e) —€/2i f(c) + &/2 pripadaju intervalu I, postoje realni brojevi 61 > 0 i d2 > 0 takvi
da tocke ¢ — 41 i ¢+ 2 pripadaju intervalu I =< a,b > i da vrijedi f(c—01) = f(c) —¢/21
f(ct+62) = f(c)+e/2. Buduéi da funkcija raste, z € [c—d1, ¢] povlaéi f(c—d1) = f(c)—¢/2 <
f(z) < f(c). Slitno x € [¢,c+ 2] povlaci f(c) < f(z) < f(c+ d2) = f(c) + /2. Neka je
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0 > 0 manji od brojeva 61,02, tj. 6 = min{d1,d2}. Ako je m = f(c) za ¢ je dovoljno uzeti
bilo koji broj manji od d2 takav da je ¢ — & € I. Sli¢no se postupa i za M = f(c). Sada
z €< c—0,c+ 9> povladi f(c) —e/2 < f(x) < f(z)+¢/2, tj. | f(x) — f(c) |< &/2. Time
je pokazano da za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

(lz—cl<d)= (| fz) - flo) [<e).
Primjedba 5.13 Prethodna tvrdnja vrijedi i u sluc¢aju da sul i I' = f(I) segments.
Dokaz je potpuno isti.

Eksponencijalna funkcija  — a* (a # 1) je strogo monotona na R | a slika joj
je interval < 0,00 > . Njena inverzna funkcija, logaritamska funkcija log,x je strogo
monotona na intervalu < 0,00 > i preslikava ga na R . Dakle, eksponencijalna i
logaritamska funkcija su neprekidne funkcije u svakoj tocki u kojoj su definirane.

Opcéa potencija x — z% (a # 0) je strogo monotona na intervalu < 0,00 > i
preslikava ga na interval < 0,00 > . Prema tome, ona je neprekidna na < 0,00 > .

Funkcija arkussinus je strogo rastuca i preslikava segment[—1, 1] na segment
[—5—, %} . Prema tome, arkussinus je neprekidna na segmentu [—1, 1]. Sli¢no, funkci-
ja arkuskosinus je neprekidna funkcija na segmentu [—1, 1]. Funkcija arkustangens je
strogo rastu¢a na R i preslikava ga na interval —%7 % . Dakle, ona je neprekidna
funkcija. Arkuskotangens je neprekidna funkcija jer preslikava R na interval <
0,m>.

Sumirajmo:

a) Svaka osnovna elementarna funkcija je neprekidna u svakoj tocki u
kojoj je definirana.

b) Svaka elementarna funkcija je neprekidna u svakoj tocki u kojoj je
definirana.

Po analogiji s jednostranim limesima, osim neprekidnosti u toc¢ki mogu se
definirati neprekidnost slijeva i neprekidnost zdesna. Zamijenimo li u (5.7) pret-
postavku (z € D;| = — a |< §) s pretpostavkom (x € D;a — 0 < = < a)
[(z € D;a < 2 < a+ )] dobivamo definiciju neprekidnosti funkcije f sli-
jeva [ zdesna ] u tocki a € D. Nije tesko pokazati da je funkcija f neprekidna u
tocki a onda i samo onda ako je ona u tocki a neprekidna i slijeva i zdesna.
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Nadalje, moze se pokazati da je funkcija f neprekidna slijeva [zdesna] u tocki
a € D onda i samo onda ako je lim f(z) = f(a) [ 1im+f(x) = f(a) ].

Neka je funkcija f: D — R, D CR, neprekidna u tocki a € D.
a) Tada postoji d-okolina < a — §,a+ ¢ > broja a takva da je na njoj
f omedena.
b) Ako je f(a) > 0, onda postoji é-okolina < a — §,a + J > broja a
takva da je f(x) > 0 za svakix €<a—0d,a+ 9 > .
c¢) Ako je f(a) < 0, onda postoji d-okolina < a — d,a + § > broja a
takva da je f(z) < Ozasvakiz e<a—d,a+3 > .

Dokaz. Za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
(z € Dilz—al<d) = (| f(z) - f(a) [<e). (5.9)
a) Zae =1 iz (5.9)imamo
(z € Di|lz—al<d) =] f(z) |[<1+ f(a)),

Sto nam govori da je f omedena na intervalu < a —d,a+ 6 > .

b) Za e = f(a)/2 iz (5.9) dobivamo da je f(z) > f(a)/2 za svaki x € D takav da je
|z —al<d.

¢) Sliéno kao b).
Funkcije neprekidne na segmentu imaju niz dobrih svojstava. Navedimo bez
dokaza dva svojstva:

Bolzano-Weierstrassov teorem:

Neka je [a, b] segment realnih brojevai f : [a,b] — R neprekidna funkcija
na [a,b]. Ako funkcija f nije konstanta, onda je f([a,b]) = {f(z) | = €
[a,b]} segment u R .

Kazemo da je funkcija f : D — R jednoliko ili uniformno neprekidna na
skupu D, ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da

(v1,02 € Dj| 21 — 22 |[< ) = (| flw1) = fla2) [< &)

Ako je funkcija f : I — R neprekidna na segmentu I = [a, )], onda je
ona i uniformno neprekidna na tom segmentu.
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5.2.1 Neprekidnost i limes

Znamo da je funkcija f : D — R, D C R, neprekidna u toc¢ki a € D onda
i samo onda ako je lim f(z) = f(a). Tim svojstvom su otklonjene teskoce kod

racunanja limesa u onim tockama u kojima je funkcija neprekidna. One se mogu
pojaviti kada trazimo limes funkcije u tocki prekida ili u toc¢ki u kojoj funkcija nije
definirana.

Neka je f : D — R, D C R, bilo koja funkcija, a € D’ i neka postoji
lim f(z) = L. Ako funkcija f nije definirana u tocki a ili je L # f(a), onda za
r—a

funkciju f definiranu formulom:

oy ) fl@), z#a
flz) = { L, z=a,
kazemo da je proSirenje funkcije f po neprekidnosti u tocki a.
Primjer 5.31 Funkcija f zadana form.ulom flx) = % definirana je u svakoj
tocki osim u nuli. Bududéi da je lirr%)% = 1, funkciju f moZemo prosiriti po
xr—

neprekidnosti s funkcijom f zadanom formulom:

fo={ 5 T

, z==0.

Nekasu f: D —-R ig: K - R, f(D) C K, bilo koje dvije funkcije i
a € D'. Ako postoji L = lim f(z) i ako je g neprekidna u tocki L, onda
je

lim g(f(2)) = g (lim f(2)),

tj. limes i neprekidna funkcija ,komutiraju”.

Dokaz. Ako je funkcija f neprekidna u to¢ki a (L = f(a)) onda je i kompozicija g o f
9(2) = g (1im /(@)

neprekidna u tocki a. Stoga je lim g(f(z)) = g(f(a))

Ako f nije definirana u toc¢ki a ili u njoj ima prekid, oznacimo s f njeno prosirenje po

neprekidnosti u tocki a. Prema ve¢ dokazanom je lim g(f(z)) = g <lim f(z)) . Bududi da

je lim g(f(z)) = lim g(f(x)) i lim f(z) = lim f(x), dobivamo

lim g(/(2)) = g (lim f(z)).
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Primjedba 5.14 Oznacimo s g prirodnu eksponencijalnu funkciju (g(x) = e*).
Ako postogi lim In f(x), onda iz prethodnoe tvrdnje dobivamo: lim g(ln f(x)) =

g (i{r}l In f(ac)) , 4. o

lim In f(x
lim f(z) =eo—a T ili ekvivalentno: In (lim f(ac)) = lim In f(2).

r—a r—a r—a

Primjer 5.32 Odredimo a) limo M

x
iy a” —1
bl L
a) Znamo da je hn%) (1+x)T = e. Iskoristimo li neprekidnost logaritamske funkcije
dobivamo:

1 1
lin})M = lin%)ln (14+2)T =In <lin%)(l+x)f) =Ine=1.
T— X x— T—

b) Uvedimo supstituciju ¢ = t(z) = a® — 1. Buduéi da ¢t — 0 kada x — 0ida je t(z) # 0
za x # 0, smijemo primjeniti metodu supstitucije. Dobivamo:

| . Ina Ina Ina
lim = lim = =

= = — =Ina.
z—0 X t—0 1n(1+t)1/t 1iH(1)1n(1+t)1/t 1
t—s

Primjer 5.33 Neka su funkcije u i v definirane na nekoj okolini tocke a. Ako je
u(z) > 0 za svaki x iz te okoline i ako postoje limesi lim u(x) > 0 ¢ lim v(z), onda
je

lim v(x)
lim (u(x)v(x)> = <lim u(x))“ﬂﬂa .

r—a r—a

Neka je f(z) = u(w)v(x) Logaritamska funkcija je neprekidna i stoga je:

lim In f(z) = lim (v(z) Inu(z)) = lim v(z)In (lim u(x)) .

r—a rx—a r—a r—a

Bududi da je lim In f(z) = In (lim f(x)) , antilogaritmiranjem dobivamo:

T—a T—a

lim v(z) In(lim u(z)) In(lim u(x)) ;13{111/(23) lim v(z)
lim f(.l‘) = lim ez—a r—a = e T—a ={ lim U(‘Z'))I_)a .
Primjer 5.34 Pokazimo da je lim T = %.
r—1

Neka je f(z) = 277 . Odredimo prvo lim1 In f(z) :

L e N -

= lin(l)ln(l - t)l/t =In (1111(1)(1 - t)l/t> =lne 1=-1.
t— t—
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Iz In (lim f(x)) = —1 antilogaritmiranjem dobivamo: lim f(z) = e™'.

r—a z—1

Zadaci za vjezbu 5.1-5.2

1. Neka je f : D — R, D C R, funkcija i a € D’. Koja je od navedenih tvrdnji
istinita?

a) Ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je | f(z) — L |< e zasvakixz € D za
koji je | z — a |< §, onda je realan broj L limes funkcije f u tocki a.

b) Ako za neki € > 0 postoji § > 0 takav da je | f(z) — L |< £ za svaki x € D za
koji je | x — a |< 4, onda je realan broj L limes funkcije f u tocki a.

c) Ako postoje € > 01 ¢ > 0 takvi da je | f(z) — L |< e za svaki ¢ € D za koji je
0 <|z —a |< 4, onda je realan broj L limes funkcije f u tocki a.

d) Ako za svaki 6 > 0 postoji € > 0 takav da je | f(z) — L |< € za svaki z € D za
koji je | z — a |< §, onda je realan broj L limes funkcije f u tocki a.

e) Ako za svaki prirodan broj n postoji § > 0 takav da je | f(z) — L |< ¢ za svaki
z € D za koji je 0 <|  —a |< 1/n, onda je realan broj L limes funkcije u tocki
a.
RjeSenje: a) ie)

2. Dokazite prvo pomoc¢u Heinove, a zatim pomoéu Cauchyjeve definicije:

2— . .
) lim £=5 =4 b) lim 4y = § ) lim 32E2 = 1
6 1,1 2
o0 —1 . I+2__ s 224944
d) lim P51 =2 e) lim 4% =-1/4 f) lim S Em==—1
.22 45 —3 _ o6zl —1_ . o o 62 —5x+1_
g lm S =5 b lm T =5 1) lm g =l

3. IzraCunajte limese:

22 —3x—2

3 3

a)mirrlex —x—2 )szQ xg—x—Z C)zlg%«;:% —x—2
d) lim —2rx+1 li x> —2x —1 ) lim & —3x —2
)mlile:cz—x—l e)minjlx‘l—&—?x—&—l )ILrné x—2

Uputa: Prvo skratite brojnik s nazivnikom, a zatim potrazite broj L kojem tezi
f(x) kada x — a (Primgedba 5.4).

4. IzraCunajte limese:

. Jr—1 Yz —2 V91326
2) ierll 22— 1 b) a:lgrllﬁ x—4 ©) ilgg vz —3

. Y —6+2 Y8 ¥ 3z +a’—2 L a2
d) lim ¥Y¥-8T=2 1 £) 1
)a:i»n;l2 5+ 8 e)x% z+2° )r%3x2—16

Uputa: Racionalizirajte sve dok se ne rijesite neodredenog oblika (8) , a zatim

postupite kao u prethodnom zadatku. Koristite formule (a — b)(a + b) = a® — b?,
a® £ = (a £b)(a® F ab+ b?).
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5. Odredite limese:

a) lim (1 14 72)3/% b) lim Q-7 ¢ lim (14 72)” 3/w
d) lim (1 - 72)" 3/z
6. Ispitajte da li postoje jednostrani limesi:
a) lim & ; 19;52}: = b) Jim £ 19;52}: = ¢) lim ﬁ
D lim g o 0 m S5
9 g =p=B ) g =B i (34 )

j) lm cos(m/x) k) lim cos(w/x)

z—0+ x—0—
Rjesenje: Limesi a)-i) postoje, dok limesi j) i k) ne postoje. Da biste se uvjerili
da ne postoji limes j) uzmite nizove an, = 21% ial

" = Q%I i pokazite da je
lim f(an) =11 lim f(a},) =0, gdje je f(x) = cos(rw/z). Sliéno se postupa pod k).
7. Funkcija f je zadana formulom

f(x)—{ z+1, z< -1

—x, x> —1.
Odredite lirn1 f(z) i hm1 f(z). Da li postoji limlf(x)?

8. Odredite parametre a i b tako da za funkciju f,

3—z%, <=2
flz)=<% ax+b, —-2<z<2
z%/2, = >2,

postoje lim2 flz)i lim2 f(z).

9. Odredite:
o jim 1] )t L] ) Jim S
a 1 - —2x+1 li 3z — 2z 01 3% — 2z
)1—1>I110<> x> 43z —2 °) zggo 22 + x )z—l>moo 2% + x
g) lim 4% h) lim (x —vz2 +1) i) lim (z—+v22+1)

10. Koristedi se pravilima za racunanje s limesima odredite:

2 . B
a) lim 3z” — 5z b) lim —$0L ¢) lim sinz — tg’x
e—0 ST 20 2 f o lim ===
ozt —a” z2+2c -3 \/1-&-3&-3
d)ilil}l T —a e)zllmlx I )ilfé
im Vz2+1 241 N1 1
g) Ihir;o ;3_’_—& h) Igmoo ;;Uiﬂ i) Ilfél, 2 /SU

k) lim (V927 +1-3z)

1) lim z(v2%+1-x)

T—00
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12.

13.

14.

15.

16.
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Dokazite tvrdnju:
Ako je lim | f(x) |= 0, onda je lim f(z) = 0.

Pokazite da tvrdnja vrijedi i za jednostrane kao i za limese kada x — oo ili £ — —o0.

Dokazite:

. sinx _ . . _ . 2.:..3 1 —
a) IILH;OT =0 b) algli%xsm(l/x) =0 ¢) lim(z —1)%sin (x——f> =0.

T—

Uputa: a) 0<

%‘g%, b) 0<|zsin(l/z)|<|z],

(z — 1)%sin® (x—£I> ‘ < (z—1)>

Metodom suptitucije izra¢unajte limese:

c) 0<

: 2w — 2 : 41 o1+
lim —2t —2< 1 _——t 1
a) lim \3/26?—;5—?/)) b) Jlim 4(x+/1)7—2 °) Jim Tz
. i —7/6 . cos(mx/2 .1
d) lim ZLE—T/0) lim 5L/ =2) f) 1 tcosz
) A T8 —Bcosa ¢ Im =57 ) i
. tgg —sinx o lnz—1 S\ 13 SINZ —sina
O tm S nimEs ) Jim =

Uputa: a) 3 =26+, b) t* =24+ 17, ¢) t =235, d) t = x — /6, cos(t + 7/6)
@cost — Isint, sint = 2sin(t/2) cos(t/2), 1 — cost = 2sin*(t/2), ) t = = —

cos (% -3 ) = sin (%t) f) 1 —cosz = 2sin?(2/2), t = /2, h) t = z/e — 1, i

sinu — sinwv = 2(:05(“'2"”)sin(“;”).

Izracunajte:
2 82°+3
9 Jm@e1mt b im0 i () /
T 1/x
D Im(1+azT e i (351) 0 i ()

Odredite limese:

rz—1 2+l' T — 00 21‘2—31'—2
: 1\ li sin 2z l+e
odm () o ()
. 2245 T+ . tg(mx/2)
Pronadite asimptote (horizontalne,vertikalne i kose) funkcije f zadane formulom:
__1 __ 1 _zi+1
a)f(x)—x_g b)f(x)—(x+2)2 C)f(x)—x2_4
-2 4l _ Az — o
d)f(x)_m e) f(x)=z+ 3 f)f(x)—x2/32+x4
_ 1 _ 14z : _ 2z
8) fla) = h) f(z) = LEE i) o) =

)@ =155 k)f(x):(—“hzl)g ) f(a) = 34 S0z

= =
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Odredite parametar a tako da pravac y = —1 bude horizontalna asimptota funkcije

“+3
f(x):;cj_ng-

Zadane su funkcije:

202 +3, —co<az<1
a) f(z) = x2+2’ z<2 b) f(z)={ 10—5z, 1<z<3
-1 w22 t—3 >3

202 +3, —co<xz<1
’ = 4-3%, <0
c)f(x)—{l()—t')x, l<z<3 d)f(x)—{2a+x >0
—r—2, >3 ’ -

Odredite tocke prekida.

Odredite parametar a tako da funkcija

sin x
_ T <0
f@) {232—223—|—a7 >0
bude neprekidna na R .
Odredite parametre a i b tako da funkcija

f(x)_{ r—1, z<1

az® + bz, x>1

bude neprekidna na R .

Domena funkcije f(x) = 1_% je skup R \{0}. Definirajte f(0) tako da funkcija
bude neprekidna na R .

Ispitajte neprekidnost Dirichletove funkcije:

s ={ § TER
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6. DIFERENCIJALNI RACUN

Diferencijalni ra¢un nastao je iz potrebe da se rijeSe neki konkretni problemi, kao
npr. problem tangente na krivulju (datira od starih Grka), problem maksimalne i
minimalne vrijednosti funkcije, fizikalni problem brzine materijalne tocke itd. Ovaj
racun razvija se i formalizira tek od druge polovice 17. stoljeca, a njegovo otkri¢e
pripisuje se Isaac Newtonu (1642 — 1727) i Gottfried Leibnizu (1646 — 1716). Dife-
rencijalni ra¢un ima nezamjenjivu ulogu u prirodnim i tehni¢kim, a u zadnje vrijeme
i druStvenim znanostima.

Unato¢ mnogim nesuglasicama o tome tko je prvi otkrio diferencijalni ra¢un, veéina
povjesnicara matematike smatra da su ga istovremeno i nezavisno jedan od drugog otkrili
Newton i Leibniz. Newton je razmatrao problem brzine materijalne tocke, a Leibniz prob-
lem tangente na krivulju.

6.1 Pojam derivacije funkcije

Problem tangente. Iz geometrije poznato nam je da se svakom tockom Ty
kruznice moze povuéi samo jedna tangenta-pravac koji sijece kruznicu samo u tocki
Ty. Ta definicija ,pada u vodu” za neku drugu, proizvoljno izabranu krivulju. Na
Slici 6.1.a prikazano je nekoliko pravaca koji sijeku graf funkcije samo u tocki Tp,
a ni jedan od njih ne zelimo zvati tangentom.

Neka je pravac t tangenta na kruznicu u tocki Ty (vidi Sliku 6.1.b). Pomicemo li
po kruznici tocku T prema tocki Ty, sekanta s (pravac TpT") rotira oko tocke Tp.
Kada tocka T padne u tocku Tp, sekanta s prelazi u tangentu ¢. U ravnini mozemo
uvesti koordinatni sustav i s 3 oznaciti kut sto ga sekanta TyT zatvara s pozitivnim
smjerom z-osi, a s « kut Sto ga tangenta ¢ zatvara s pozitivnim smjerom z-osi. Ako
se sada tocka T priblizava tocki Ty, kut 5 sve je blizi kutu « (u smislu da je mjera
kuta [ sve bliza mjeri kuta «). Specijalno, tg 8 (koeficijent smjera sekante ToT') sve
je blizi broju tg « (koeficijent smjera tangente ¢). Ovo svojstvo iskoristit ¢emo za
definiranje tangente funkcije u toc¢ki Tj.
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Slika 6.1.a. Slika 6.1.b.

Neka je funkcija f: D — R, D C R, neprekidna na nekoj e okolini
< xo —€,20 + € > tocke zg. Uzmimo bilo koju tocku T' = T'(z, f(z)) grafa funkcije
f tako da je z iz te £ okoline tocke xo (vidi Sliku 6.2). Zbog neprekidnosti funkcije
f, tocka T primice se tocki Ty = To(xo, f(x0)) onda i samo onda ako x — xg.
Oznac¢imo s [ kut $to ga sekanta TyT zatvara s pozitivnim smjerom z-osi.

Slika 6.2.
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Na Slici 6.2 vidi se da je f = ¥TTyS, odakle za koeficijent smjera sekante

ToT iz pravokutnog trokuta ATTyS dobivamo tg g = %ﬁ;o@o). Ako postoji

(kao realan broj):

lim tg8 = lim M’

T—T0 T—T0 r — X9

onda jedinstveni pravac! y = kx + [ koji prolazi tockom T} i za koeficijent smjera
ima broj k£ = lim tg/ nazivamo tangentom funkcije f u tocki Ty. Nadalje, ako
T—xT0

ne postoji lim tg g, onda kazemo da ne postoji ni tangenta funkcije f u tocki Tp.
r—xo

Primjedba 6.1 Kut o sto ga tangenta t zatvara s pozitivnim smjerom x-osi dobi-
vamo rjeSavanjem jednadzbe:

tga = lim tgpg.
T—T0

Primjer 6.1 Odredimo tangentu (ako postoji) funkcije f(x) = x2 u tocki To(2,4)
i kut o izmedu tangente i pozitivnog smjera x-osi.
U ovom primjeru je xg = 2, f(zo) = 4. Bududi da postoji:

2
x° —

4

onda postoji i tangenta. Njena jednadzba glasi: y = 4z 4 [. Uvrstavanjem koordinata
tocke To(2,4) u jednadzbu pravca dobivamo | = —4. Dakle, pravac y = 4z — 4 je trazena
tangenta. Odredimo kut «. Iz tga = 4 dobivamo « ~ 1.326 radijana (provjerite pomocu
kalkulatoral).

Problem brzine. Materijalna tocka giba se po pravcu tako da se nakon ¢ sekundi
nalazi na udaljenosti s(t) metara. Unutar vremenskog intervala At = t — to ma-
terijalna tocka prevali udaljenost As = s(tg + At) — s(to). Njena srednja brzina u
vremenskom intervalu At iznosi:

T o= S(to + At) — S(to)
o At

Kako definirati pravu brzinu v(ty) u vremenskom trenutku to? Sto je manji vre-
menski interval At srednja brzina T bit ¢e bolja aproksimacija prave brzine. Stoga
fizicari pravu brzinu v(tp) u trenutku ¢y definiraju kao:

. s(to+ At) —s(t
o) = gom, ST

ukoliko taj limes postoji.

1 Ako je pravac p zadan jednadzbom y = kx + [, onda ¢emo si dozvoliti slobodu i pisati pravac
y = kx + | umjesto pravac p.
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Primjer 6.2 Predmet ispusten s visine so metara nalzi se u vakuumu nakon t se-
kundi na vising s(t) = so — %tQ metara, gdje je g ~ 9.81 ms~2 ubrzanje sila teze
(vidi Zadatak 2.32). Odredimo brzinu tijela u svakom trenutku t.

Najprije ¢emo izracunati vrijeme t; za koje ce tijelo pasti na tlo:

1 [2s0
OZS(tl):SO—igtfitlz 7

Potrazimo brzinu u trenutku ¢ < t; :

1 2 1,2
o) =  lim s(t—|—At%— s(t) ~ i 50 + 2g(t—|—A2t (so + 59t7)
_ A?ﬂo IKAt ot At—0
= lim (gt + 59At) = gt.

U ovom poglavljus Q C R oznatavamo otvoren skup, tj. skup sa svojstvom:
za svaki xog € Q postoji realan broj € = e(x) takav da je < g —e,x9 + £ >C Q.

Primjer otvorenog skupa u R je svaki interval < a,b > . Okolinom tocke o € R
nazivamo svaki otvoren skup Q CR koji sadrzi tocku xg.

Primjedba 6.2 Moze se pokazati da je skup Q@ CR otvoren onda i samo onda ako
je on unija (konacna ili beskonaéna) intervala iz R .

Neka je 2 CR otvoren skup i f: Q2 — R funkcija. Kazemo da je funkcija f
derivabilna ili diferencijabilna u tocki zg € €2, ako postoji limes:
f(@o + Az) — f(z0)

Alglcrgo Ax ' (6.1)

Ako limes (6.1) ne postoji, onda kazemo da funkcija f nije derivabilna u tocki .
Ako je funkcija f derivabilna u tocki zg, onda realan broj (6.1) nazivamo derivaci-

jom funkcije f u tocki zg i oznacavamo s f'(xzo) ili s %f(x), tj.

f(wo) = lim Lo+ 82) = J(@0) (6.2)

Az—0 Ax

Ako je funkciju f : Q@ — R derivabilna u svakoj tocki z¢ € €2, onda kazemo da je
ona derivabilna na , a funkciju z — f’(z) definiranu na Q oznac¢avamo s f’ i
nazivamo derivacijom funkcije f na (.

Primjedba 6.3 Ako se radi o derivaciji funkcije f u tocki x € 2, onda (6.2) glasi:

) — tn LT AN @),

o Az—0 Az
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Primjedba 6.4 Supstitucijom Az = x — x, (6.2) prelazi u ekvivalentnu formulu:

f'(z0) = lim M. (6.3)
T—To r — X
Broj f(x) = J(wo) nazivamo kvocijentom diferencija. U brojniku je diferencija

r — X
(razlika) vrijednosti funkcije f u tockama x i xo, a u nazivniku odgovarajuéa difer-
encija nezavisne varijable. Kvocijent diferencija mjeri ,,brzinu promjene” funkcije
f u odnosu na promjenu nezavisne varijable. Dakle, derivacija funkcije f u tocki

f(a) = f(wo)

T =, kada x — xg.

o je limes kojem konvergira kvocijent diferencija

Primjer 6.3 Derivacija konstantne funkcije isc¢ezava u svakoj tocki x € R :

Neka je f(z) =¢, ¢ €R . Tada je prema (6.2):

oy o fle+Az)—flz) . c—c
f (x)iAlalzTo Az 7Alglcgo Ax

- 0.
Primjer 6.4 Koristeéi definicionu formulu (6.2) odredimo derivaciju funkcija: a)
f@)=2, b) fx)=2% c) flz) =2

a) Za svaki z € R dobivamo:

oy o fletAxr)—flx) . (z+Az)—x _
fila)= Jim = ——— = lim —— = Jim 1=1

Dakle, funkcija f(z) = z je derivabilna naR i f'(z) = 1 za svakiz € R .
b) Za svaki z € R vrijedi:

Fz)= lim flx+Az) — f(z) _ lim (x + Azx)? — 22
Az—0 Ax—0 ZCL‘
= lim 2080 + (Az)” _ lim (2z + Az) = 2z.
Az—0 x Az—0

Funkcija f(z) = 22 je derivabilna na R i f'(z) = 2z.
¢) Domena ove funkcije je skup D(f) = {x € R | > 0}. Pokazimo da je ova funkcija

derivabilna u svakoj tocki > 0. Neka je x > 0. Bez smanjenja opéenitosti, mozemo
pretpostaviti da je x + Az > 0. Dobivamo:

f(x)= lim Va+Ar—a _ i N R NN
B T Az Al

Az=0 > Aa:l—>0 Az Vr+ Az ++T
li = .
A;EO\/IIZ-FAZL'—F\/E 2z
Primjer 6.5 Marginalna analiza. Oznacimo sa C(x) ukupne troskove proiz-

vodnje x jedinica neke robe. Za proizvodnju dodatnih Az jedinica robe potrebni su
dodatni troskovi AC = C(z+ Az)—C(z). U ekonomskoj teoriji kvocijent diferencija
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%Q Clz + Az) — C(z) naziva se srednjim marginalnim troskovima potreb-
nm za prozzvo%uu dodatnih Ax jedinica ma proizvodnom nivou od x jedinica ili
krace srednjim marginalnim troskovima. Slicno se definiraju srednji marginalni pri-
hod i srednji marginalni profit. Oznacimo s R(z) ukupni prihod ostvaren proizvod-
njom x jedinica robe. Profit P jednak je razlici ukupnog prihoda i ukupnih troskova,
tj. P = R — C. U literaturi se kvocijenti diferencija % = Rz + AAJ?C — R(z) 1
AP _ Pz + Az) — P(z) nazivaju srednjim marginalnim prihodom i sred-
n.]irm marglnalAlm profitom ostvarenim proizvodnjom dodatnih Ax jedinica robe

na proizvodnom nivou od x jedinica.

Za primgjer, odredimo a) srednje troskove proizvodnje prvih 20 jedinica robe, b)
srednje marginalne troskove proizvodnje prvih 20 jedinica robe i ¢) srednje margi-
nalne troskove proizvodnje jedne dodatne jedinice robe ako se trenutno proizvodi 20
jedinica robe. Ukupni troskovi (u novéanim jedinicama (NJ)) proizvodnje x jedinica
robe u ovom primjeru zadani su formulom C(x) = 2x? + 3x + 140.

a) Srednji troskovi C(x) proizvodnje prvih z jedinica robe dani su formulom C(z) =

—ng’“). C(20) = —0(20) = 50NJ.

b) Trazeni srednji margmalm troskovi proizvodnje prvih 20 jedinica robe iznose:
C(20)-C(0) _
——p - =43NJ.

g CRUCE0 gy

U teoretskim razmatranjima ekonomisti dozvoljavaju da broj proizvedenih je-
dinica robe x poprima realane vrijednosti. Za funkcije ukupnih troskova C, ukupnog
prihoda R i profita P koriste se derivabilene funkcije. Na taj nacin u modelima
moZze se koristiti teorija diferencijalnog racuna. Broj C'(zx) predstavlja marginalne
troskove na proizvodnom nivou od x jedinica robe. Slicno, brojevi R'(x) i P'(x)
predstavljaju marginalni prihod ¢ marginalni profit na proizvodnom nivou od x
jedinica robe. Bududi da je C'(x) = hm Clo + AAx) —C@) , Clzt AAx) — C(x)

r—0 x €T

za Ax = 1 dobivamo aprok:simaczonu formulu za marginalne troskove: C'(x) =~
C(z+1) — C(z) iz koje se vidi da su marginalni troskovi na proizvodnom nivou od
x jedinica robe priblizno jednaki troskovima proizvodnge jedne dodatne jedinice robe.
Sli¢no, marginalni prihod na proizvodnom nivou od x jedinica robe priblizno je jed-
nak prihodu ostvarenom proizvdnjom jedne dodatne jedinice robe. Marginalni profit
na nekom proizvodnom nivou priblizno je jednak profitu koji se ostvaruje proizvod-
njom jedne dodatne jedinice robe.

)

Navedeno ilustriragmo primjerom. Kada samo jedan proizvodaé proizvodi neku
robu govorimo o monopolu. U takvoj situaciji postoji direkina veza izmedu potraznje
D(p) za robom i prodajne cijene jedinice robe p. Opadanjem cijene raste potraznja za
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robom, a porastom cijene ona opada, tj. D je padajuca funkcija. Pretpostavimo da
monopolist moze proizvesti najvise 175 jedinica robe tjedno i da sluzba marketinga
procjenjuje da se x jedinica robe moZe prodati po cijeni p(x) = (500—x) NJ. Nadalje,
monopolist procjenjuje da ukupni tjedni troskovi proizvodnje x jedinica robe iznose
C(x) = 2% + 42 + 100 NJ. Odredimo a) ukupni tjedni prihod i tjedni profit koji se
ostvaruge prodajom x jedinica robe i b) marginalni profit na proizvodnom nivou od
x =124 NJ.

a) Ukupni tjedni prihod ostvaren prodajom z jedinica robe iznosi R(z) = zp(z) =
500z — 2> NJ, a tjedni profit je P(z) = R(z) — C(z) = —2z% + 496z — 150 NJ.

b) Treba izracunati P’(124). Izra¢unajmo prvo kvocijent diferencija %% :

AP_ P(z+Az)—P(z)  —2(z+Az)*+496(x+Az) — 150 — (2% +496x — 150)
Axr— Ax - ) Az
_ “dzlzd 4%?:5 —2(Az)” _ —4x + 496 — 2Ax

Prijelazom na limes dobivamo P’(x) = Alimo(—430—|—496—2A:Jc) = —4x+496, odakle
je P'(124) = —4 - 124 + 496 = 0.

Zamijetite da za svaki § > 0 vrijedi P’(124 + §) = —46 < 0, tj. dodatnom
proizvodnjom robe marginalni profit opada. Stoga je razumno ocikavati da e i
profit opadati. Sli¢no, buduéi da je P’'(124 — &) = 46 > 0 za svaki § > 0, moZemo
ocekivati da ¢e na proizvodnom nivou manjem od x = 124 jedinice robe povecanjem
proizvodnje rasti i profit. Dakle, mozemo oc¢ekivati da ¢e profit biti maksimalan
upravo na proizvodnom nivou od x = 124 jedinice robe. Odredite tjeme parabole

P(z) = —227 + 496z — 150 i uvjerite se da se maksimalan profit javlja upravo za
x =124 i iznosi P(124) = 30.60 NJ.

Primjedba 6.5 Geometrijski smisao derivacije. Prema definiciji, tangenta
funkcije f u tocki To(xo, f(xo)) postoji onda i samo onda ako je f derivabilna u
tocki xg. Ako wu tocki To(xo, f(xo)) tangenta postoji, onda nmjena jednadzba ima
oblik:

y = f'(x0) -2 +1,
gdje su f'(xo) koeficijent smjera tangente, a l odsjecak na y-osi. Uvrstavanjem u

posljednju jednadzbu koordinata tocke (xo, f(xo)) dobivamo I = f(xo) — f'(xo) - o-
Dakle, jednadzba tangente funkcije f u tocki (zo, f(z0)) glasi:

y = f(zo) + f'(w0)(x — x0).

Pravac koji prolazi tockom To(xo, f(x0)) i okomit je na tangentu nazivamo nor-
malom funkcije f u tocki To(xo, f(x0)). Ako je f'(xg) = 0, onda je tangenta u tocki
To(xo, f(xo)) paralelna s x-osi, a x = xo je jednadzba normale (vidi Sliku 6.3.a).
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Pretpostavimo stoga da je f'(xo) # 0 i y = Kz + ' jednadzba normale (vidi
Sliku 6.3.b). Koeficijent smjera k' normale odredit éemo pomodu poznatog rezul-
tata iz analiticke geometrije:

Dva pravcay = kx + 1,k #0iy = Kx +1', k' # 0 su okomita onda i samo onda
ako je k' = —1.

Y n L
i} t
VRN
i x x
0 Xo 0
Slika 6.3.a. f'(z9) =0 Slika 6.3.b. f'(xzo) # 0

Dakle, koeficijent smjera normale iznosi _ﬁ' Odsjecak ' na y-osi odredi se iz
0

wvjeta da normala prolazi tockom To(xo, f(xo)). Tako dobivamo jednadzbu normale
(provjerite!):

y = f(zo) - % (& —w0), za f'(z0) #0

T = o, za f'(xg) = 0.

Primjer 6.6 Odredimo jednadzbu tangente i normale funkcije f(x) = x? u tocki
(wo,23) :

Znamo da je f'(xo) = 2z0 (vidi Primjer 6.4). Jednadzba tangente glasi:
y= x% + 2zo(z — x0),

dok je s:
y:asg—ﬁ-(as—;co)7 za xo # 0
=0, za xo =0

zadana jednadzba normale.

Pomocu limesa funkcije slijeva i limesa zdesna definira se derivabilnost funkcije
slijeva i derivabilnost zdesna:



6.1 Pojam derivacije funkcije 163

Neka je Q CR otvoren skup, g € Q1 f: 2 — R funkcija. Ako postoji:

i) = tim Lot A0 =) [y gy SootBa) = flon)],

onda kazemo da je funkcija f derivabilna ili diferencijabilna slijeva [zdesna |
u tocki xg. Pri tome realan broj f’ (xo) [ f/ (20) ] nazivamo derivacijom slijeva
[derivacijom zdesna] funkcije f u tocki xg.

Neka je Q CR otvoren skup. Funkcija f: Q2 — R je derivabilna u tocki
xo €  onda i samo onda ako u tocki xog ima derivaciju slijeva f’ (x¢) i
derivaciju zdesna f’, (x), koje su jednake derivaciji f'(xo) u tocki xo.

Primjer 6.7 PokaZimo da je funkcija f(x) =| x| derivabilna u svakoj tocki osim

u nuli, te da je f'(x) :{ _li izg

Neka je z > 0. Izra¢unajmo f’(z). Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je Az
dovoljno malen, tako da je x + Az > 0. Dobivamo:

.|zt Ax| = x| . z+Az—zx
lim ——— "~ = lim = —
Az—0 Az Az—0 Az Az—0

fl(z) =

Za x < 01 Az dovoljno malen, tako da je x + Az < 0 imamo:

i EHAEI e —E@tAn) - ()

Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0

f(x) =

Pokazimo da funkcija f nije derivabilna u nuli:

, T |0+ Az | —|0] . _Ax
SO =t = T =
, . |0+ Az |—|0| . Az
f+(0) =l | z = aim Az =1L

Bududi da je f’(0) # f1(0), funkcija f nije derivabilna u nuli. To zna¢i da ova funkcija
nema tangentu u tocki (0, 0).

Neka je 2 CR . Ako je funkcija f : 2 — R derivabilna u tocki zy € €,
onda je ona neprekidna u tocki xg.

Dokaz. Znamo da je funkcija f neprekidna u tocki zo € €2 onda i samo onda ako u tocki
Zo ima limes koji iznosi f(xo). Buduéi da je f(zo) = lim f(zo), dovoljno je pokazati da
T—xT(
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je lim [f(x) — f(zo)] = 0. Iskoristimo li formulu (6.3) dobivamo:

r—xQ

lim [f(z) — f(z0)] = lim (M,(x_mo

TT0 z—xg T — o
z)— fx .
- g;ling}o 4 x)— £§ o) Ehjgo(w —x0) = f'(x0)-0=0

Obrat prethodne tvrdnje ne vrijedi, tj. postoji funkcija koja je neprekidna
u x, ali nije derivabilna u toj tocki. Takva je npr. funkcija f(z) =| x |, koja je
neprekidna u nuli ali u nuli nije derivabilna.

6.2 Derivacije elementarnih funkcija. Pravila de-
riviranja

Rac¢unanje derivacije funkcije prema definicionoj formuli (6.2) je neprakti¢no
i tesko. Stoga u ovoj toc¢ki navodimo derivacije osnovnih elementarnih funkcija i
pravila deriviranja pomoc¢u kojih se lako moze izracunati derivacija bilo koje ele-
mentarne funkcije.

Funkcija f : x — 2%, a € R, derivabilna je u svakoj tocki svoje domene
i pri tome je:
f'(z) = az™L.

Dokaz. Dokazimo prvo da za sve realne brojeve a i = # 0 vrijedi:

(1 + %) —1
AT A T
T
Neka je u = % it=(14u)*— 1. Zamijetite da v — 0 kada Az — 0. Stoga i t — 0
Az \”
1+ —) 1
kada Az — 0. Bududéi da je (# = - 1n(11+ 7 In (1u+ u)7 (provjerite!)
= —
dobivamo:
Az \”
o HSE) -1 mOtw o |
Ax—0 % t—0 M u—0 u In 11m(1+t)1/t]
t—0

- In lin})(l—ku)l/u =2 .lne=a.
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Za derivaciju funkcije f u tocki z prema (6.2) dobivamo:

Az—0 Az—0 Ax Az—0 Az
Az\® v
<1+Tx> -1
271 lim —ﬁ:x"*l a
Axz—0 ar
T

3x2 - 3x2
ce e . -2 . ’ 2 2.1 92 -5 2
a) Zamijetite da je f(x) =z~ 3. Stoga je f'(x) = —5273 " = -2 3 = BT
x -V
PR 1 . 14 _z 1
b) Bududi da je f(z) =z, dobivamo f'(z) = —227 5 ' = —lz7% = o Un

Derivacija logaritamske funkcije:

Neka je a > 0 (a # 1). Logaritamska funkcija x — log,x je derivabilna
u svakoj tocki x € R 1 i pri tome vrijedi:

1
(log, z) = —log, e.
x

Specijalno, za derivaciju prirodne logaritamske funkcije (a = e) dobiva-
mao:

(Inz) = !

X

Dokaz. Prema definicionoj formuli (6.2) dobivamo:

(log, z) = lim log, (z + Az) —log, z _ lim log,e-In(z+ Az) —log, e -Inzx

Az—0 Az A Az—0 Ax
In (1—1—7%) z/Ax _ Az
. . _log, e .. ( M) _|t=5—-0
=logg e fim —xg— = =g Jm {1+ % =| kada Az — 0

_log,e . 1/t _ log_ e . 1/t _ log, e
_T,}%ln(l+t) _Tln}%(1+t) = =8

U dokazu smo upotrijebili formulu: log, z = log,elnz (vidi t.2.6).

Primjer 6.9 a) f(z) =logx, f'(x) = 109%6; b) f(x) =logzx, f'(x) = longe.
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Derivacija eksponencijalne funkcije:

Eksponencijalna funkcija  — a®, a > 0 (a # 1) je derivabilna u svakoj
tocki z € R 1 vrijedi: ,

(ax) =a’lna.
Specijalno, za derivaciju prirodne eksponencijalne funkcije imamo:

(%) = €%

T
Dokaz. U prethodnom poglavlju pokazali smo da je alglg%) a = L —Ina (vidi Primger 5.82).

Prema (6.2) dobivamo:

, az+Az_ x Ax
(ax) = lim — =4%. lim

T
=a"Ilna.
Az—0 Az Az—0 Az

Primjedba 6.6 Moglo bi se pokazati da se od svih derivabilnih funkcija jedino
prirodna eksponencijalna funkcija (f(x) = €*) podudara sa svojom derivacijom.

Trigonometrijske funkcije: x +— sinx i  +— cosx su derivabilne u svakoj
tocki z € R . Pri tome vrijedi:

(sinz) = cosz, (cosz) = —sinu.

Dokaz. Upotrijebit éemo poznate trigonometrijske formule ( vidi Zadatke za vjeZbu 2.2—
2.8):

sinu — sinv = 2 cos (u—'%i> sin <U_5_U>
cosu — cosv = —2sin (u_+2i> sin <_2_u = v) .

Prema (6.2) za derivaciju funkcije sin dobivamo:

(sinz) = lim sin (z + Az) —sinz _ lim 2cos (z + 55~ )sin (557)
Ax—0 Az Az—0 Az
Az Az Az
B . cos(z+ SF)sin(57) Az, .. Sin(57)
= Jmg EY; = Jim cos(z+ 57) Jim —x5=— = cosz.

2

Az
2

Zbog neprekidnosti funkcije cos je Alim0 cos (z + =% ) = cos z, §to smo iskoristili u dokazu.
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Odredimo derivaciju funkcije cos:

; Az Az
_ —2 +
(cosz)'= lim cos (z + Azx) —cosz _ lim sin (z + 557 )sin (55)
Az—0 Az Az0 Az
. Azy.. Az Az
S +57)s S
_ —Alirgo in (z ATI) 111(_2 ) :_Alirgosin (z + QQE)ALIEIEO%STI_ w:—sinx.

Funkcija sin je neprekidna pa je Alimosin (z+ %) =sinz.

Derivacija zbroja i razlike funkcija:

Neka je Q2 CR otvoren skup. Ako su f,g: Q — R derivabilne funkcije
u tocki z € Q, onda vrijedi:

a) zbroj f 4+ g je derivabilna funkcija u toc¢ki x € i pri tome vrijedi:
(f +9) (z) = f'(x) + ¢'(x).
b) razlika f — g je derivabilna funkcija u tocki x € Q i pri tome vrijedi:

(f = 9) (2) = f'(z) — g'().

Dokaz. Dokazimo tvrdnju a). Neka su f i g derivabilne funkcije u tocki z € . Prema
(6.2) dobivamo:

rov— o ST E+AT)—(f+g)(x) _ . fla+Az) + g(x+Ax)— f(z)—g(z)
(f+g) (z) Aligo A AI;EO Az
i (Lt 80— 10) o+ A= 0(a) _ gy Lot An) = S0
Axz—0 Az Az AE*}OT
+A1¥EOW = f'(z) + ¢ (2).

Sliéno se moze dokazati tvrdnja b).

Primjer 6.10 Provjerite:

/

a) (2 +2+3) = (22) + (@) +(3) =22 +1,
) (27 —Ino+ VE) = (2~ (na) + (VB =272~ + gl
) (sinz — logzz) = (sinz)’ — (logsz)’ = cosx — 1onge

d) <"EZ—§1>/ = (J;+ %)/ = (2) + (ac‘2)l =1- x%

Cc
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Primjedba 6.7 Ne vrijedi obrat prethodne tvrdnje. Naime, postoje funkcije f i g
¢igi je zbroj derivabilna funkcija u svakoj tocki, a da ni jedna od ngjih nije derivabilna
ni u jednoj tocki. Takve su npr. funkcije f i g definirane formulama:

1 . 1, I
r={g5 1e8 i sw={y TEq

Derivacija produkta:

Neka je  CR otvoren skup. Ako su f,g: Q — R derivabilne funkcije
u tocki x € Q, onda je i funkcija f - g derivabilna u tocki € Q i pri
tome vrijedi:

(f-9) (@) = f'(2) - g() + f(2) - ¢'(2).

Specijalno, za derivaciju produkta funkcije f s konstantom ¢ € R dobi-
vamo:

(c ) () =c f'().

Dokaz. Pretpostavimo da su f i g derivabilne u to¢ki z € Q. Prema (6.2) dobivamo:

. oy e (f9)(@+ Ax) — (fg)(z) _ f(z+ Az)g(z + Az) — f(z)g(x)
Al;rgo(f 19) (@) = Alalcril»o Ax - Az ’

Dodavanjem i oduzimanjem ¢lana f(z + Axz)g(z) u brojniku i pregrupiranjem ¢lanova
dobivamo:

[z + Az)g(x + Az) — g(2)] + 9(=)[f(z + Az) — f(z)]

lim (f-g)'(z)= lim

Az—0 Az—0 AIIZ
= Jim fe+ o) fim SELGEZIE i g(a) i HetGp =)
= f(@)g'(z) + g(2)f'(x)-

Primjer 6.11 Provjerite:

a) (wQSin x)/ = (1‘2), sinx + 2 (sinz)’ = 2z sinx + z2cos
b) ((=® +2)(a® —2)) = (@® +2)/(2® - 2) + (¢ + 2)(2® — 2)/
=322 (2® — 2) + (2% + 2)32? = 62°,
c) ((32°— 62) (92" + 32° + 3))’ =(32®—62)' (9z* + 32> +3) + (32® — 62) (92" + 3z + 3)’
= (922 — 6)(9z* + 323+ 3) + (32° — 62) (362> + 3)
= 1892°% + 542° — 2702* — 7223 + 272% — 18.

Rijesite primgjere b) i ¢) tako da prvo pommnoZite izraze unutar zagrada i zatim
derivirate.
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Primjedba 6.8 Zamijetite da je svaki polinom derivabilna funkcija na R .

Neka je Q CR ig:Q — R derivabilna funkcija u tocki z € Q. Ako
je g(t) # 0 za svaki ¢ iz neke e-okoline tocke x, onda je i funkcija %
derivabilna u tocki x i pri tome vrijedi:

() =4

Dokaz. Neka je funkcija g derivabilna u tocki € 2 i neka je g(t) # 0 za svaki ¢ iz neke
e-okoline tocke x. Za dovoljno malen Az, takav da x4+ Az pripada e-okoline tocke x, prema
(6.2) dobivamo:

1
i, () = gim AT 0 _ . g - gt A
Az—0 g Az—0 AIZ' Az—»O ASEQS x + AI)Q(I)
— lim [ ~1 9(z + Az) —g( }
arolgled DO Ae) () _
_ 1 oy 9@t AD) —g(@) 1
= Jm T Aas@ AT A = P 9@

Iz prethodne tvrdnje i pravila za deriviranje produkta slijedi

Pravilo za deriviranje kvocijenta:

Neka su funkcije f,g: Q@ — R definirane na otvorenom skupu Q2 CR .
Ako su f i g derivabilne u tocki x € Q i ako je g(t) # 0 za svaki ¢ iz neke
e-okoline tocke x, onda vrijedi:

(f)’ (2) f(@)g(z) — f(2)g'(z)

9

Primjer 6.12 Pokazimo: =1 1= =4
rimjer 6 okazimo: a) (tgx) et b) (ctgx) g

Primjenom pravila za deriviranje kvocijenta dobivamo:

i ! sinz)’ - cosx —sinz - (cosz)’
@) (rga) = (3ng) - el cond s (cond)
_ CoST-cosx —sinz - (—sinx) _ cos?z +sin®x __1
cos? x cos? cos’z’

Tako smo pokazali da vrijedi:
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r_ 1
(tg l') - COS2 1'7
;_ (coszy’ _ (cosz) -sinx — cosx - (sinz)’
b (etga) = (ST = sl
_ —sinx-sinx —cosz-cosx _ —(sin” x + cos” z) — =1
sin? ¢ sin? z sin®z’
Dakle, vrijedi:
(ctga) = ——.
sin® x
3
Primjer 6.13 Odredimo derivaciju funkcija: a) f(x) = 2—‘;%?1’96, b) f(x) =
2z +1)(3z+2)
x4+ 1D(xz-1)

a) Neka je | z |# 1. Primjenom pravila za deriviranje kvocijenta dobivamo:

(223 — 3x)' (22 —(1) — (§x5 —3x)(z? — 1)
z% —1)2
(607~ 3)(a* — 1) — (22 — 30)2% _ 20 — 32 13
@ -1 RSV

f'(@) =

2
b) Zamijetite da se ova funkcija moze zapisati u obliku: f(z) = % Imamo:

Fle) = (622 + 7w +2) (z® — 1) — (62 + Tz +2)(z* — 1)’

(:cQ - 1)2
_ (2047 1) — (62" +Tx +2)2 _ 72> — 162 —7
(z? —1)? (z? —1)?

Primjedba 6.9 Zamijetite da je svaka racionalna funkcija, kao kvocijent dvaju
polinoma, derivabilna u svakoj tocki svoje domene.

Derivacija kompozicije funkcija:

Neka su 2 CR i Q2; CR otvoreni skupovii¢: Q —R, f:Q; — R
takve funkcije da je ¢(©2) C ;. Ako je funkcija ¢ derivabilna u tocki
xo € Qi ako je funkcija f derivabilna u tocki ¢(x¢), onda je kompozicija
f o ¢ derivabilna u tocki xg € € i vrijedi:

(fo ¢)/(fﬂo) =f (é(z0)) '¢/($o)' (6.4)
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Dokaz. Definirajmo pomoénu funkciju F : Q; — R formulom:

(1) = f(o(an)
m)‘{ TG P TFOw)

f(#(x0)) za T = ¢(x0).

Kako je i F(r) = i f(0) = f(o(xo)) _ 4 =F , funkcija F je
je lim F(r)= lim ===y F(@(x0)) = F(¢(x0)), funkeija F
neprekidna u tocki ¢(zo). Buduéi da je ¢ derivabilna u tocki zo (i stoga neprekidna u tocki

Zo), a F neprekidna u ¢(zo), kompozicija F o ¢ je neprekidna u tocki xo. Stoga imamo:

lim F(¢(z)) = F(¢(x0)) = f (d(x0)).

T—xT(

Neka je x # xo. Zamijetite da za ¢(x) # ¢(xo) vrijedi:

f(¢(@)) = f(d(x0)) _ f(¢(x)) — f(d(x0)) P(x) — ¢(x0) _ F(é()) [@(ﬁﬂ) —¢($0)} .

T — o o(x) — (o) T — To T — o

Gornja jednakost vrijedi i u slucaju ¢(z) = ¢(zo). Naime, tada su i lijeva i desna strana
jednakosti jednake nuli. Tako dobivamo:

T—xTQ xr — X0 T—xT(

p(z) — (o)

T — X0

} = f'(¢(x0)) &' (x0).

Pravilo za deriviranje kompozicije funkcija (formula (6.4)) moze se jednostav-
nije zapisati pomoc¢u Leibnizove oznake derivacije: f’' = % (citajte: de ef po de

iks). Objasnimo poblize.

Kod kompozicije funkcija uobicajeno je istom simbolu dati dva znacenja. Neka
je x nezavisna varijabla, ¢ funkcija od = i f funkcija od z, tako da je definirana
kompozicija © — h(z) = f(t(z)). Umjesto oznake h(z) stavlja se f(z) = f(t(x)).
Na taj na¢in f ima dvostruku ulogu: s lijeve strane f je direktna funkcija od x, a
na desnoj strani f je funkcija od z. Kako se z i ne pojavljuje to i slovu ¢t dajemo
dva znacenja. Osim §to je t funkcija od x, smatramo jos da je t nezavisna varijabla
funkeije f. Uz taj dogovor formula (6.4) prelazi u:

df df dt
dr dt dz’ (6.5)

Pri tome, treba imati na umu da f na lijevoj i desnoj strani predstavlja razlicite

funkcije. Isto tako t ima razli¢ita znacenja. Kod qJf> toznacava varijablu (¢ —

f(t)) dok u g—i oznacava funkciju (z — t(z)). Podrazumijeva se da derivaciju

= % racunamo u tocki z, derivaciju % u tocki t(z) 1 derivaciju ((11—; u tocki x.
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Primjer 6.14 Deriviragmo funkcije: a) f(x) = sin (22 +3) b) f(x) = 3087,

a) Nekajet = z?+3. Tada je: f(t) =sint, df _ d gn¢= cost, (cllt di( 243) =
2x. Prema (6.5) dobivamo:

b) Neka je t = cosz. Dobivamo: f(t) = 3¢, df _ d g _ 3y, 3, dt — d gy

t = dit de ~ dz -
—sinz. Tada prema (6.5) imamo:
roy_df odt . _ . cos T
fi(z) = TR =3"In3(—sinz) = —In3 sinx 3 .

Cesto zavisnu varijablu f(z) kraée oznacavamo s ¥, a derivaciju f’(z) s 3/ ili g—g
Uz taj dogovor formula (6.5) prelazi u:
dy dy dt

dz  dt daz’

Nadamo se da ovaj dogovor nec¢e dovesti do nesporazuma.

Primjer 6.15 Odredimo derivaciju funkcija: a) y = (2 —|—3x—|—3)99, b) y =
22 -1
2+ 1"

a) Neka je t = 2 4 3z 4 3. Bududi da je y(t) = t99, (cli_:g = %tgg =99¢% i g—;

%(w2+3x+3):2x+3, dobivamo:
,_dy _dy dt _ .98 B 2 98
V=1, =97 I =% (22 +3) =99 (2> +3z+3)" - (22 +3).
2
b) Nekajet:ﬁ.Tadaje y(t) =Vti d—:—\/_ Nadalje je:
dt _ d (22=1)_ @ =D +1) - @ - 1@" +1)
dx de \z2+1) (2 1)
_ 2x(w2+1)—(:c2—1)2x_ 4z
(1132+1)2 ($2+1)2
Dobivamo:
y'— @ _ @ ﬁ _ 1 4x _ 2z

de — dt dz 2 t.(x2+1)2 B (w2+1)3(w2—1).
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Logaritamsko deriviranje. Ni pomoc¢u jednog od do sada navedenih pravila
ne mozemo derivirati funkciju x — f(z) = g(ac)h(gc)7 gdje je g(z) > 0. Oznac¢imo
f(x) s y. Logaritmiranjem nalazimo:

Iny = h(x) - Ing(x).

Sada lijevu stranu derivirajmo po pravilu za deriviranje kompozicije funkcija, a
desnu stranu po pravilu za deriviranje produkta i kompozicije funkcija. Dobivamo:

AR )
2= W) Ing(e) + ()2

MnoZenjem s y = g(ac)h(x) dobivamo:

v =9 (k) mg(e) + )22,

Nemojte memorirati ovu formulu. Upamtite da se funkcija najprije logaritmira, a
zatim derivira.
CcCos T

Primjer 6.16 Odredimo derivaciju funkcija: a) y = 2%, b)y = 2% (sinx)

a) Logaritmiranjem dobivamo Iny = z - Inz. Sada deriviramo:

y/ ! ’ 1
Y —@Yhme+ao (nz) =lhe+z- -
) (z)'Inz+ - (Inx) ne -+ —

Kona¢no, mnozenjem gornje jednakosti s y = 2% dobivamo:
y =2 (Inz+1).

b) Logaritamskim deriviranjem dobivamo:

Iny =1In(2°) 4+ In ((sinx)“*7) ,
Iny=2In2+ cosz - In(sinz),

/

% =1n2+ (cos ) In(sin x) + cos = (In(sin z))’,
/

Yy _ _ g ; . cox

7 = n2 smxh;(smx) teosz - St
r_ cos“x _ :

y =y [ln2 + sy —sinz In(sinzx)| ,

y = 2% (sinzx)°*® [an + % —sinz In(sin x)] .
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Derivacija inverzne funkcije:

Neka je f: Q — € bijekcija s otvorenog skupa 2 C R na otvoren skup
V' CR . Ako je inverzna funkcija f~! neprekidna u tocki 2o € €' i ako
funkcija f u tocki f~1(x) € Q ima derivaciju f/'(f~1(z0)) # 0, onda je
inverzna funkcija f~! derivabilna u to¢ki zo € Q' i vrijedi:

1

—1\/ x _
U 60 = Fpiy

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje slican je dokazu pravila za deriviranje kompozicije funkcija.
Funkcija f~! ima ulogu funkcije ¢. Pomoénu funkciju F : ' — R definirajmo formulom:

F<t>—{ t— [ (xo) L7 1 (o)
PG @)zt =S ().

- : — FO) = FUH@0)) _ g pm P
Kako je Hfh_l{l(lo) F(t) = Hfh_l{l(zo) T @) F'(FH(@o)) = F(f~ (0)), funk-

cija F' je neprekidna u tocki fﬁl(;co). Nadalje, prema pretpostavci funkcija f~! neprekidna
je u tocki zo. Dakle, kompozicija F o f~! neprekidna je u tocki xo. Stoga imamo:

lim P (@) = P @0) = 7 (o))
Zamijetite da za x # zo vrijedi:

7M@) = f (o) _ 1
T —To F(f ()

Buduéi da je lim F(f '(z)) = f/(f *(x0)) # 0, prema pravilu za limes kvocijenta dobi-
r—xQ
vamo:

S = ) L

lim =

smag @ — 0 220 F(f 1 (2))  Tm F(f'(x)  f( (@0)

z—0

Dakle, funkcija f~* je derivabilna u tocki xo.

Primjer 6.17 Vrijede sljedece formule za derivacije ciklometrijskih funkcija:

. 1 / -1
arcsinz) = ——— arccosz) = ——=—
( )= ( )=
r_ 1 r_ _—1
(arctgz) = T2 (arcctgz) = a2
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Dokaz. Dokazimo samo prvu tvrdnju. Preostale tvrdnje mogu se dokazati na slican nacin.
Na intervalu < —%, % > funkcija sin i njen inverz arc sin ispunjavaju sve potrebne uvjete

za primjenu prethodne tvrdnje. Dobivamo:
(arcsinz) = L = L = L = 1
sin’(arcsinz)  cos (arcsinz) /1 — sin?(arcsin z) VI—a?

Predznak , +” dolazi zbog toga Sto je arc sin rastuca funkcija.

Na kraju ove tocke navedimo u obliku tablice pravila deriviranja i derivacije
osnovnih elementarnih funkcija:

Pravila deriviranja

(F+9/ (@) = @) +9(a)

(f =9/ (@ = @)~ g'a)
(F-9)(@) = F'@)g@) + [@)g'(@)
(- fY @ =c-f'@), (ceR)
(1) @) = L @lato) - Sl (o)

Tablica 6.1.
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Derivacije osnovnih elementarnih funkcija

f(z) f'(z)
¢ (konst.) 0
% (e €R) az®—1
a’ a’ Ina
el el
1 L(=11
Ogax T lna ( €T Ogae)
In z %
sinx Ccos T
cosT —sinz
1
tgx cos® x
ctgx ,_21
sin“ x
arcsinx 1
V1—a2
arccosx =1
V1—a2
arctgx —21
14+x
arcctgx -1
1+ 22
Tablica 6.2.

Tehnika deriviranja sastoji se u tome da se na pravilan nacin primjene pravila
deriviranja i navedena tablica derivacija osnovnih elementarnih funkcija.
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Zadaci za vjezbu 6.1-6.2

1. Pomoéu definicione formule (6.2) odredite f'(zo) :

a) f(z) =2% -3z, zo=1 b) f(x) =4a* +7, xo=—1
©) f(@) = = w0 =2 d) f(@) = gy, 20 = —1
e) f(z) = 757, 20=0 f) fz) =v2z — 1, o =2
g) f(z) =2° +3yz, z0=4 h) f(z) =T+ 3, wo=4
i) f(z) = Jx, wo=38 j) fx) = V/x, xo=81

Rjesenje: a) f'(1) = —1, b) f/(-1) = =8, <) f'(v2) = -277/%, d) f'(-1) =
=2 9 0 =1 @) =5 @ W="F WSW=—1 )=

T3 0 S8 =1,

2. Pokazite da sljedece funkcije nisu derivabilne u toc¢ki xo :

a) f(z)=3|xz|+1, 2z0=0 b) f(x)=| 2> —52+6 |, zo=21ix0=3
_ x zax <1 _J @sinl zaz#0
c) f(z) { 2—x zax>1, wo=1 d) f(x){ 0 za x =0, 2o=0.

Uputa: Pod a), b) i c¢) pokazite da se u tocki xo derivacija slijeva razlikuje od
derivacije zdesna. Pod d) pokazite da ne postoje niti derivacija slijeva niti derivacija
zdesna u tocki xg = 0.

3. Derivacija parne funkcije je neparna funkcija.

RjesSenje: Neka je Q C R simetrican otvoren skup i f : © — R parna funkcija.
Pokazimo da za svaki x¢ € Q vrijedi f'(—zo) = —f'(w0) :

/ — 1im @) = flzo) _ t=—x — i (51 = f(=20)
f(=wo)= ILHPIO xx— (—xf)o | t— x0 kada z — —x0 7}3210 —t+ o -
= im KO0 = i LG=f0 = )

4. Derivacija neparne funkcije je parna funkcija. Dokazite.
5. Odredite derivacije funkcija:
29

a)y=x+sinm b)y = c)y=cose—e

d) y = (32)* — (22)° e) y = (a* +22)° £) y = (2)*(3z +5)
g)y=(z?-2)(z+1) h) y = z(3z+2)(3z—2) i) y=8z%—3(x+1)>+2

3 3
j)y:w k) y=1/z\/zvz 1) y = 2" +log,x
= 1 _VJr+1

m)y= Yr—2cosz n)y=z—Inz 0)y= 7z
Rjesenje: a) ¥ =1, b))y =0, ¢)y =0, d) v = —160z* + 3242°, e)

y =4a® +122% + 8z, f)y =362 +40z, g)y =32 +2x—2, h)y =27z> —4,
i)y = 67222 — 62 — 6, Dy = —25x76 — %x_17/3 — 10273 — %x_s/g, k)¢ =
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o718 1)y =2"In2+ ﬁ7 m) y = 227 + 2sinz, n)y = _1—&—_236’ o)
Y = 1g75/6 _ 1y=4/3,

Odredite derivacije funkcija:

a) y =zsinz b) y = sin’x c) y =sinzcosx
d)y=e"lnzx e) y =zarctgx f) y=2%cosz

_z? =2 _ 2’ +dr+4 oy @+ (z+2)
2 Y="%77 h)y="7"35— )y= 2z —73)
N, _ e’ +sing _cosx+sinz _ 1 2
py=ctEr gy-csrgsne oy (Gl (735

Rjesenja: a) y':xcos z+sinz, b) ¢y’ =sin(2z), ¢) ¥’ =cos(2z), d) y'=e” (lnx + %) ,
2% 4 62 4 2 h)

/

e) y = arctgzx + 2

, f) ¥ = 2xcosx — z’sinz, g) ¥y =

1+ ( +3)2 )
po_ozt 41023 12202 4 20 44 0 _ ozt — 623 — 1322 —28x+42 N —
Y (1— x3)2 1)y (as2 — 32:)2 Ny
z(cosz —sinx) — sinz — e° , e . 4 + 6
) k =-2 ) 1 = T 72 a., o\2"
113261 ) Yy € smx ) y (II? 4 3z 4 2)
Odredite derivacije funkcija:
RV 2R b :(\/54—7)3 — /0=
a)y (z +5)3 )y VO — 22 o)y V Vi
d) y = xsin % e) y=xz%In(z — a) f) y= e tg(2z)
g) y=Intgx h) y = 57 i) y = arcsiny/1 — 2
+7 [ ) 4z x+7w}
Rjesenje: a) y' = M’ b)y = (ot 7° \/_( ) reve ’
Va2 +1(z +5)* (9 — 2%)3/2
/ —1 e (1Y _ 1 1 / z?
o)y =—— d)y :sm<—>——cos<—>,e y =2zxIn(zx—a)+ ==,
) 4\/5\/m ) z T z ) ( R
z2 COS T 2 .
f) ¢ = 2e (mtg(Q )+ﬁﬁ> gy = ﬁ, h) ¥/ = —5°**sinzIn5, i)

’

x
———Z a0
Y |z | V1 — 2?2 v

Odredite derivacije funkcija:

)y*\/smx—&— " b) y = ¥/2e* +2° + 1+ In°x
c) y = arc cos\/_ d) y = arctg(lnz) + In(arc tg z)
e) y=2°+2% f) y = In?arc tg(z/3)
2cosx 2sinx r_ 2e” +2%1In2 5ln*z ’

R- -~ . . ! — - — —
jeSenje: a) y 32 Vsine cosdx )y 3%/(2695 — 20 1 1)2 T c)y
—1 ! 1 1 1 ! _ oz 2% fxy. 2
—d = + + , € =2"In2+42 In“2,
2y/z(1—=x) )y :U\/1+ln2:c arctgr © 1+ 27 )y
3

o ) 1 .
f) ¥’ = 2Inarctg(z/3) arctg(z/3) 9+ 2%
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Pronadite dvije funkcije f i g tako da kompozicija f o g bude derivabilna u tocki
r =a, ada fig nebudu derivabilne u tocki z = a.

Logaritamskim deriviranjem odredite derivacije funkcija:
a)y=av" b)y={z ) y=a"

Rjesenje: a) ' = %(lnx + 2)95‘/5_1/2, b) ¢y’ = x%—Q(l —Inz),c)y = xzz—O—z—l[l T
zlnz(l+Inz)l,

Odredite jednadzbe tangente i normale funkcije f u tocki s apscisom zg, ako je:

a) f(zr) =3z -2z +1, zo=—2 b) f(z) =22% — 3z, z0=2
) f(z) = 2?2z +5), xo=—1 d) f(z) = 2z +4)?%, zo= -2
¢) [(&) = girg, w0 =0 f) f(z) =z +1, 20 =3.
Rjesenje: a) ¢t : y = —1ldz — 11, n : 14y = x4+ 240, b) t : y = 21z — 32,

n: 2ly=212—z,¢)t: y=—-4dz—1,n: dy=z+13,d)t: y=0,n: == -2,
e)t: 2z +9y=3,n: 2y=92—3,0)t: dy=x+5,n: y+4zx=14.
Odredite jednadzbu tangente inverza funkcije f(z) = ﬁ u tocki (2,4).
Rjesenje: 2z +y = 8.

z

Pronadite vrijednost apscise z¢ tako da tangenta funkcije f(z) = TIT U tocki s

apscisom zo bude paralelna s tangentom inverzne funkcije u tocki s apscisom x.
Rjesenje: xo = 0.

Odredite onu tangentu funkcije f(z) = x? + 4z + 4 koja je paralelna s pravcem
2y = 8x — 3.

Rjesenje: y = 4z + 4.

Neka je f(z) = az® +bx + 3. Odredite a i b tako da tangenta funkcije f u tocki (1, 5)
bude okomita na pravac y + x = 1.

Rjesenje: a = —1, b = 3.
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6.3 Derivacije viseg reda

Ako je funkcija f : € — R derivabilan u u svakoj tocki otvorenog skupa
Q, onda funkciju x — f’(x) definiranu na Q oznacavamo s f’ ili f() i nazivamo
derivacijom ili prvom derivacijom funkcije f na Q. Prva derivacija f’ moze,
ali i ne mora biti derivabilna funkcija na .

Primjer 6.18 PokazZimo da je funkcija f :R — R definirana formulom:
2
L <0
f@=9 3% "
% x>0

derivabilna na R i da je njena derivacija f' derivabilna u svakoj tocki x € R | osim
uwz=0.

Iz definicione formule dobivamo:

Izracunajmo derivaciju u nuli:

/ 1 0 Az — 3 2 — : — AT

. (0) hn}) B vra——— hmo —AL— hmo —5* 0.
! . 0 + Az 0 _ . 2 o . x

fi(0) = hmo R = hmm+ Az Azhi%Jr 2 0

Buduéi da je f(0) = fi(0) = 0, funkcija f derivabilna je u nuli i f'(0) = 0. Tako smo
pokazali da je f'(z) =| = | . U Primjeru 6.7 pokazano je da je funkcija f’ derivabilna u
svakoj to¢ki z € R, osim u nuli.

Ako je prva derivacija f’ derivabilna na 2, onda njenu derivaciju nazivamo
drugom derivacijom funkcije f i oznacavamo s f” ili f(?). Dakle, f” = (f')’.
Derivacije viseg reda definiraju se induktivno:

!

Fo = <f<n—1>> neN ,

gdje je f) oznaka za n-tu derivaciju funkcije f. Po dogovoru je f(© = f.
Primjedba 6.10 Prema Leibnizovoj notaciji, n-tu derivaciju f™ (n > 2) funkeije
d™ f

oznacavamo § .
f dz™

Primjer 6.19 Odredimo prve tri derivacije funkcije f(z) = 2> + xsinx :

f(x)= 32 +sinz+zcosz
f’(x) = 6x+cosz+ (cosx —xsinz) =6x + 2cosz — zsinx
f"(x)= 6—2sinz — (sinz+ xcosz) =6 — 3sinz — xcosx
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Primjer 6.20 Funkcije f(x) =sinz i g(z) = cosx su beskonaéno puta derivabilne
na R :

f(z) =sinz g(z) = coszx
f(z) = cosz g'(z) = —sinzx
f7(xz) = —sinz g’ (z) = —cosx
f"(z) = —cosx g"(z) =sinz
g® (x) = cosx

f®(z) =sinz

Opéenito, za n € N vrijedi:

Fer (@) = (1) teosz, [P (2) = (~1)"sina,
g V(@) = (~D)"sinz,  ¢®"(2) = (~1)"cosz,

Provjerite ove formule i dokazite ih matematickom indukcijom.

Primjer 6.21 Odredimo parametar k tako da funkcija y = sin(kz) zadovoljava
jednadzbu vy’ = —9y.
Buduéi da je y’ = kcos(kz) iy’ = —k?sin(kx), iz jednadzbe y” = —9y dobivamo:
—k? sin(kx) = —9sin(kz),
odakle je k? = 9. Dakle, imamo dva rjesenja: k =31k = —3.

Primjer 6.22 Leibnizova formula. Neka je Q CR otvoren skup. Ako funkcije
f,9:Q—R imaju derivaciju svakog reda na ), onda vrijedi:

n

(f-9)™=>" (Z) fRgn=h),

k=0

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n. Za n = 1 formula se svodi na formulu za derivaciju

produkta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n, tj. da je (f - g)<”) => (Z)f(k)g(nfk).

Pokazimo sada da iz te pretpostavke slijedi da tvrdnja vrijedi i za n + 1 (usporedite ovaj
dokaz s dokazom binomne formule (t.1.7)):

9= (U0 = (S R0 ) = B [) o (500
= k=0
_ z":(z) [f+D gln=k) 4 ) g1 :zn:(z)f(k+l)g(n—k)+zn: ()R gln=h+D)
§=0 k=0 k=0
e o Tragonss o]
k=1
n n (k) ,(n+1—k) (n+1) .(0)
[(20) + ()] Vg + g

w +1 k k
go (71 ) g

- f(n+1)g(0)

F(0) g(nt1)

+2
kil

+2
k=1
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Uocite da je dovoljno da funkcije imaju derivaciju n-tog reda da bi vrijedila Leibnizova
formula.

Zadaci za vjezbu 6.3

1. Odredite koeficijente ao, a1, .. ., an tako da bude f(z) = (1+z)" = ao+a1x+ a2z’ +

st anz™.

Uputa: Izracunajte f(k)(O), k=0,1,...,n, na dva nacina: prvo iz formule f(z) =

(14 x)", a zatim iz formule f(x) = ao + a1z + azx? + -+ + anpz™. Provjerite da

dobivate binomnu formulu (14 z)" = ) (Z)x"_k Zamijenite li = s % i pomnozite
k=0

li jednakost s a™ dobivate binomnu formulu (a + )" = > (Z) akpnr.
k=0

2. Neka je y = (14 )~ '. Pronadite formulu za y(™.
Rjesenje: y™ = (—=1)"n!(1 + )"+

3. Neka je f dvaput derivabilna funkcija na R i g(z) = z®f(z). Ako je g(—1) = 4,

g'(—=1) =21 g¢g”(—1) = =3, pronadite f”(—1).

Rjesenje: f7(—1) = —57.
4. Odredite polinom f drugog stupnja tako da bude: f(2) =2, f'(2) =4, f"(2) =6.
Rjesenje: f(z) = 32% — 8z + 6.

5. Ako je (z — a)? faktor polinoma f, onda je f(a) = 0i f'(a) = 0. Prvo dokazite, a
zatim generalizirajte ovaj rezultat.

6.4 Diferencijal funkcije

U praksi cesto susre¢emo funkcije zadane kompliciranim formulama s kojima
je tesko racunati. U takvim situacijama, u svrhu pojednostavljivanja funkcije, ¢esto
se koristi tzv. metoda linearizacije kod koje funkciju f u okolini neke tocke zg
aproksimiramo nekim polinoma stupnja < 1. U daljnjem razmatranju ograni¢avamo
geometrijskog stajaliSta znac¢i da u okolini tocke (zo, f(zo) graf funkcije f aproksimi-
ramo tangentom u tocki s apscisom xg.

Svaki polinom stupnja < 1 jedna je afina funkcija (z — azx + b; a,b € R ), koja se
nekada nazivala linearnom funkcijom. Od tuda dolazi naziv metoda linearizacije. Danas
pod linearnom funkcijom podrazumijevamo funkciju z — azx (e € R). Opravdanje za
to nalazi se u teoriji linearnih operatora. Primijetite da za linearnu funkciju f : z — ax
vrijedi f(A1z1 + Aex2) = A f(z1) + A2 f(x2), dok za afinu funkciju to svojstvo ne vrijedi.
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Analizirajmo poblize ovu metodu. Neka je 2 CR otvoren skupi f: Q — R
derivabilna funkcija u tocki zg € €, tako da u tocki (xg, f(x¢)) ima tangentu zadanu
jednadzbom:

y=y(x) = f(xo) + f'(2z0)(x — x0). (6.6)

f(zo+Ax)

f(zo)

Slika 6.4.

Realan broj Af(zo; Az) = f(xo + Az) — f(x¢) nazivamo prirastom funkcije f
u tocki xg koji odgovara prirastu Az nezavisne varijable x. Jasno, pretpostavlja se
da je zo + Az € Q. Vrijednost tangencijalnog polinoma (6.6) u tocki zo + Az iznosi
y(xo+Ax)=f(x0)+f (o) Az. Greskom aproksimacije (u tocki xo+Ax) funkcije
f tangencijalnim polinomom (6.6) nazivamo realan broj e(zo; Az) = f(xo + Az) —
y(xo + Ax) (vidi Sliku 6.4). Zamijetite da je:

e(zo; Ax) = f(wo + Ax) — f(z0) — f'(w0)Ax. (6.7)

Ocjena greske aproksimacije:

Ako je funkcija f : 2 — R derivabilna u tocki zo € €2, onda postoji
realan broj ¢ > 0 takav da za svaki Az > 0 sa svojstvom | Az |< §
vrijedi:

0 <|e(xmo, Ax) |<| Ax | .

Dokaz. Iskoristimo li derivabilnost funkcije f u tocki xo dobivamo:

Alirgj(l‘g%m :Algfo f(l'o“!‘AAl'a):_f(IO) _f/(wo)] :Alirgof(‘ro + AJZ‘:I): _ f(l'o) _ f,(l'o)

= f'(z0) = f'(z0) = 0.
Sada tvrdnja slijedi iz definicije limesa. Naime, za ¢ = 1 postoji § > 0 takav da za svaki

Az # 0 iz intervala < —4,8 > vrijedi @# - 0‘ <1
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Ako u ocjeni greske aproksimacije prijedemo na limes dobivamo: Alim0 e(xzo, Az)=0.
To znaci da u dovoljno malenoj okolini tocke xg funkciju f mozemo aproksimirati
tangencijalnim polinomom (6.6). 1z (6.7) dobivamo f(zo+Az) = f(zo)+/f'(xo)Az+
e(xo, Az), odnosno:

fxo + Ax) = f(w0) + f'(w0)Aw. (6.8)
Iz y(zo+Az)—y(z0) = f/'(x0) Az vidimo da realan broj f’(z¢)Ax predstavlja prirast
ordinate tangente na krivulju u tocki (xo, f(x0)) koji odgovara prirastu apscise za
Az. Oznacavamo ga s d f(xg, Az), tj.

d f(zo, Az) = f'(z0)Ax.

Formula (6.8), kojom u okolini to¢ke xy aproksimiramo funkciju f tangencijalnim
polinomom (6.6) prelazi u:

f(o+ Az) = f(zo) + d f(z0, Ax). (6.9)

Funkciju Az — d f(zo, Az) nazivamo diferencijalom funkcije f u tocki xo i
oznacavamo s d f(xg,-). Ako je funkcija f derivabilna na Q, onda svakoj tocki x € Q
mozemo pridruziti diferencijal funkcije f u toj tocki z, tj. funkciju z — d f(z,-).
Kada je jasno koliki su = i Az, tada d f(z, Ax) oznacavamo kraée s d f. Buduéi da
uz tu notaciju za funkciju z — z dobivamo dx =1 - Az, imamo:

df=f'(z) dz. (6.10)

U (6.10) nezavisna varijabla je d z, a zavisna varijabla d f. Ako je dz # 0, onda je

f(z) = % To je upravo Leibnizov na¢in oznacavanja derivacije funkcije.

Primjer 6.23 Aproksimirajmo pomocu diferencijala: a) /145 b) sin42°

Primijenimo formulu (6.9).

a) Neka je f(z) = /7, zo = 144 i Az = 1. Tada je f'(z) = =L

=55
V145 = f(145 +1) ~ f(144) +d f(144,1) = f(144) + £/ (144) - 1
= VI + 2\/11ﬂ = 120417,
b) Stavimo f(z) = sinz, z¢ = 45° i Az = —3°. Stupnjeve moramo pretvoriti u radijane

(vidi .2.7.1): 45° = 7/4, Az = —3 g5 = —0.5236 radijana. Bududi da je f(z0) =
sin(w/4) = Q i f'(z0) = cos(mw/4) = @, dobivamo:

sin 42° & sin(m/4) + cos(m/4)(—0.5236) = (—0.5236) = 0.6701.

ol

2 2
.

Za usporedbu, prava vrijednost je =~ 0.6691.
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Primjer 6.24 Greske pri mjerenju. Znanstvenik ili inZenjer cesto pomocéu vri-
jednosti x jedne fizikalne velicine racuna po formuli y = f(x) wvrijednost druge
velicine. U praksi stvarna vrijednost x cesto nije poznata i stoga se ona odreduje
eksperimentalnim putem. Zbog nepreciznosti mjernih instrumenata izmjerena vri-
jednost x* razlikovat ée se od prave vrijednosti x, ali se zna da se greska aproksi-
macije Az = x — x* krede u intervalu [—¢,¢], tj. da je —e < Az < g, pa desto
simbolicki pisemo x = x* €. Za € kaZemo da je maksimalna apsolutna greska
(ili granica apsolutne greske). Realan broj Ax* =| x — x* | je apsolutna greska
aproksimacije. Radi greske mjerenja Ax = x — x*, izracunata vrijednost f(x*) raz-
likovat ée se od prave vrijednosti f(x) = f(z*+Ax). Apsolutnu gresku aproksimacije
Af*=| f(z*+Ax)— f(x*) | moZemo procijeniti prema (6.9):

Af* =] fl@* + Ax) = f(2¥) |~| /(@) Az |=] f/(2*) || Az |,
a kako je | Ax |< g, maksimalna apsolutna greska moze se procijeniti s:
Af* < fi(zo) | e

Dakle, f(z* + Azx) = f(z*)x | f(z*) | e.

Omger izmedu apsolutne greske aproksimacije/A f* i apsolutne vrijednosti stvar-
ne velicine | f(x) | nazivamo relativnom greskom §f*, tj. §f* = ﬁ Kako je u
praksi stvarna vrijednost f(x) obicno nepoznata, a f(x) = f(xo), onda se relativna
greska moze definirati i kao 6f* = m. MnoZenjem §f* sa 100 dobivamo
relativnu gresku izraZenu u postocima (%).

llustracije radi, procjenimo apsolutnu i relativnu gresku prilikom izracunavanja
mase m olovne kugle, ako je radijus kugle zadan s r = 8 4+ 0.01 cm. Specificna
gustoca olova je p =12g/cm".

Imamo: ro = 8, e = 0.01, m(r) = o-V(r) = g%rgm m(ro) = 8 192w g, %m(ro) =

4r2mo = 3 072m g/m. Za ocjenu apsolutne greske dobivamo:

Am* < ‘%m(ro) e=3072r-0.01 = 30.727 g.

Dakle, m(r) =~ m(ro) &+ 30.727 = 8 1927w + 30.727 g.

Za ocjenu relativnu greske imamo: §m” = | mAg;'}(:) < S0T2T — 0.00375 ili 0.375%.

Hlustrirajmo primjerom potrebu uvodenja pojma relativne greske. Pretpostavi-
mo da su radijus T i visina h valjka izmjereni s istom apsolutnom greskom: r =
3+ 0.0lcm, h = 200 £ 0.01 cm. Bududi da je h >> r, to¢nost mjerenja veli¢ine h
mnogo je vecéa od toénosti mjerenja velicine r.
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Primjer 6.25 Neka je f(r) = 2 —2%—3. Zamijetite da je f(1) = =3 i f(2) =

1. Polinom f je neprekidna funkcija na segmentu [1,2] pa je i f([1,2]) segment
(neprekidna funkcija preslikava segment na segment). Stoga postoji & € [1,2] takav
da je f(§) = 0. Kako pronaéi £

Neka je xo = 2. Buduéi da je f(xo)=1, potrazimo iz jednadzbe d f = (32> —2x)dx
onaj dz koji ée za x=uxo dati d f = —f(xg). Dobivamo: —1 = (3 22-2.2)dux,
odakle je dx = _8 Stoga ocekujemo da ée x1 =xo+dx=2— 8 = lsé biti blizu

. Provjerite pomocu kalkulatora da je f(x1) = 53T92 =~ 0.076. Ponovimo postupak s

novom vrijednoséu rp = % i potmiz'mo dx koji ée iz jednadzbe d f = (32? — 2x)d x

2aw = dati df = —f(z1) = — £y Dobivamo: — 2 = [<%> %] e

Dakle, dx ——T%zg Zaxo=x1+dx = % ?%213 = %% ocekujemo da bude jos
bolja aproksimacija broja £. Pomodéu kalkulatora provjerite da je f(x2) ~ —0.01329.
Postupak iteriranja moZe se nastaviti dalje.

Zamijetite da je x1 = 19 — J{,((‘Z%)), To =1 — J{,((‘le)), itd. Opcenito (k+1)-va

Joe) o1,

aproksimaciyja Ti4+1 glasi: Tpy1 = T — lan)’ . Za sada recimo samo

da je ova tehnika rieSavanja jednadzbe f(x) =0 poznata pod nazivom Newtonova
metoda. Vise o ovoj metodi mozZe se naci u knjigama iz numericke matematike.

Zadaci za vjezbu 6.4

1. Aproksimirajte pomoc¢u (6.9):

d) 2.01% — 2.012 e) 0.999'° £) 0.95° — 9154

Rjesenje: a) ~ 1.06, b) ~ 3.0741, c¢) ~ 8.1875, d) ~4.08, e) ~0.99, f) =~ —0.4
2. Odredite diferencijale funkcija:

_ 2 _ 1248 _ — 42
a) y = cos(l — z*) b)y—(2_~_x)2 c) S=85(r)=4rn

d) s=s(t)=so—§t* ) y= 47 £) f=f(r)=—k"0"2 (k,mi,mo €R)
Rjesenje: a) dy = 2z sin(l—acQ)dx7 b)dy = %dx, c¢)dS =8rndr,

d) ds = gtdt, e) dy = sdz, )df:k%dr

(+1)

3. Stari Babilonci su 2000 g. pr. n. e. imali sljede¢u pribliznu formulu za racunanje

kvadratnog korijena:
Va2 +z~a+ —.
2a

Pokazite da ta ,babilonska” formula slijedi iz (6.9).
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4. Povrsina S kruga radijusa r poveéa se priblizno za 0.25 cm?. Procjenite poveéanje
Ar radijusa.

dS ~
Arx~dr —4?——1—6?0m

Rjesenje: S =r?n.dS =2rndr = dr = s - 025 1

6.5 Derivacija implicitno zadane funkcije

Graf svake neprekidne funkcije f : < a,b >— R jedna je ravninska krivulja.
Svaki pravac ¢ = ¢ (¢ €< a,b >) sijece tu krivulju (graf) samo u jednoj tocki.
Opcenito, za neprazan podskup S ravnine kazemo da je funkcijski skup, ako ga
svaki pravac = a (a € R ) sije¢e najvise u jednoj tocki. U tom slucaju skup S je
graf neke funkcije. Na Slici 6.5 prikazana je jedna ravninska krivulja S koja nije
funkcijski skup.

Y

Slika 6.5.

Neka je S dio krivulje izmedu tocaka T7(x1,y1) 1 Ta(ze,y2) i To(xo,yo) € S (vidi
Sliku 6.5). Skup S je funkcijski skup. Oznacimo li s y ordinatu tocke u kojoj paralela
s y-osi kroz tocku (z,0) (z €< x1,xy >) sijete skup S, onda je s & — y zadana
funkcija s intervala < xz1,29 > u R . Za tu funkciju y kazemo da je implicitno
zadana skupom S u okolini to¢ke Ty (zo, yo).

Podskup S najéesée zadajemo jednadzbom, kao §to je npr. z? + y? = 1,
Y5 +3y? — 222 +4 = 0 i opéenito jednadzbom F(z,y) = 0, gdje je F realna funkcija
od dvije realne varijable. Napomenimo da pod realnom funkcijom od dvije
realne varijable podrazumijevamo svaku funkciju F' : D1 x Do — R, gdje su
Dy, D5 CR neprazni skupovi.
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Neka je S podskup ravnine zadan jednadzbom F'(x,y)=0. Prisjetite se da je
realan broj y(x) rjesenje po y jednadzbe F(z,y) = 0, ako je F(x,y(z)) = 0. Ako na
nekoj okolini tocke zg jednadzba F'(x,y) = 0 ima rjeSenje y(x) po y (jedno ili vise) i
ako svakom z-u iz te okoline pridruzimo samo jedno rjesenje y(x), onda za funkciju
Y : z — y(z), definiranu na navedenoj okolini tocke z¢, kazemo da je implicitno
zadana skupom S. Radi jednostavnosti, uobic¢ajeno je funkciju Y oznacavati slovom
y. Nadamo se da taj dogovor nece dovesti do nesporazuma radi li se o funkcijiy =Y
ili 0 nepoznanici jednadzbe F(x,y) = 0. Ako je y(zo) = yo, onda se jos kaze da je
implicitna funkcija y zadana u okolini tocke (xq,yo)-

Primjer 6.26 KruzZnica radijusa r = 5 s centrom u ishodistu koordinatnog sustava
u ravning zadana je jednadzbom x? + y% = 25.
Y

Slika 6.6.

Odredimo koeficijent smjera tangente na kruinicu u tocki: a) (3,4), b) (3,—4):

Zamijetite da su gornja i donja polukruznica funkcijski skupovi.

a) Tocka (3,4) lezi na gornjoj polukruznici, koja je graf funkcije y implicitno zadane
jednadzbom kruznice: 2% + y? = 25. Njena eksplicitna formula glasi: y = y(z) =
v/25 — x2. Deriviranjem dobivamo:

VO = e

Koeficijent smjera tangente u tocki (3, 4) iznosi y'(3) = :4§

b) Donja polukruznica je graf implicitno zadane funkcije. Njena eksplicitna formula
glasi: y = y(x) = —v/25—22. Deriviranjem dobivamo y/(z) = ——=t— = —L..
25 —22  y(@)

Dakle, koeficijent smjera tangente na kruznicu u tocki (3, —4) iznosi y'(3) = %
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Neka je y funkcija bilo pod a) bilo pod b) i odredimo njenu derivaciju bez pozivanja
na eksplicitnu formulu. Znamo da vrijedi 2> + y(z)? = 25. Deriviranjem obiju strana po
x dobivamo 2z + 2y(z)y'(z) = 0, tj. y'(z) = ﬁ
Pokazite da je jednadzba tangente na kruznicu z2 + y? = r? u tocki (o, yo) zadana s

rxo + YYyo = 7"2.

Mozemo postaviti sljedec¢a pitanja:
Pod kojim je wvjetima u nekoj okolini tocke xzo jednadzbom F(z,y) = 0 implic-
itno zadana funkcija y? Koji su dodatni uvjeti potrebni da bi ta implicitno zadana
funkcija y bila derivabilna na toj okolini tocke xq?

Odgovor na ovo pitanje daje teorem o implicitnim funkcijama. Buduéi da je za
njegovo razumijevanje potrebno uvesti nove pojmove, neéemo ga navoditi.

Ako je na nekoj okolini tocke xy jednadzbom F'(z,y) = 0 implicitno zadana
funkcija y i ako znamo formulu po kojoj se racuna y(z), onda tu formulu nazi-
vamo eksplicitnom formulom funkcije . Cesto puta nismo u stanju naéi eksplic-
itnu formulu implicitno zadane funkcije y, a ipak nam treba njena derivacija v/’
U sljedec¢ih nekoliko primjera ilustrirano je kako tada odrediti derivaciju implicitno
zadane funkcije.

Primjer 6.27 Odredimo derivaciju implicitno zadanih funkcija:
a) y® +3y? — 222 = —4 b) 23 4 22%y> + 3y* =6 c)y? =322 =1

Na y treba gledati kao na funkciju od z i primjeniti formulu za deriviranje kompozicije
funkcija. Derivacija (po x) lijeve strane jednakosti jednaka je derivaciji desne strane.

a) Deriviranjem dobivamo:
(v°) +3(y%) — 2(2*) = (-4)',
5yty’ + 6yy’ — 4z = 0,

4z
5yt + 6y
b) Deriviranjem dobivamo:

($3)'+(2$2)’y3+2w() +(3y") = (6),
322 + dzy® + 622y%y’ + 12¢°%y =0,

odakle je y' =

322 + day®
odnosno y, = —m
c) Iz y* — 32% = 1 deriviranjem dobivamo (y?)’ — 3(z?)" = (1), odnosno 2yy’ — 6z = 0.

Dakle, ¢y = 3733
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Primjedba 6.11 Derivacije ciklometrijskih ~ funkcija arc sin, arc cos, arc tg i
arc tg moZemo izracunati primjenom derivacije implicitno zadane funkcije. Tako
npr. funkciju y = arcsinx moZemo zapisati u implicitnom obliku: siny = x 1
derivirati kao implicitnu funkciju. Dobivamo:

cosyy =1,
odakle slijedi:
1 1 B 1
cosy /1 —sin’y VI—a2
Primjer 6.28 Napuhavanjem zraéni balon sfernog oblika mijenja svoj volumen V

i svoje oplosje S. Pronadimo brzinu kojom se mijenja oplosje S w ovisnosti o volu-
menu V.

/

Y

Treba pronadi % Neka je r radijus balona. Tada je S = 4r’n iV = %’I‘Sﬂ'. Da bismo
0j

dobili jednadzbu koja sadrzi samo S i V' zamijetite da je
= 3V i r? = i
T 4n T 4n
X . X ) 3 3 2
Iz r® = (r*)? = ﬁ—l%‘; ir=(r?)3= _56f7rf dobivamo Flsw = 36‘2 , odnosno S* = 367wV2.

Deriviranjem po V' imamo:

2dS
=2 _ 79
35 v 27V,
odakle je:
dsS 247V Y

dv — sz~ VeV’

Derivacije viseg reda implicitno zadane funkcije mogu se pronadi uzastopnom prim-
jenom implicitnog deriviranja.

Primjer 6.29 Jednadzbom x2 4 y? = 2 implicitno je zadana funkcija y. Odredimo
njenu drugu derivaciju.

Deriviranjem dobivamo 2yy’ 4+ 2z = 0, odakle je ¢y’ = _Tw Deriviranjem posljednje jed-
nakosti dobivamo: ) .
/
w_ D)y —(=2)y  —y+ay
vy = 2 = )
Y Yy
Bududi da je y' = _Tx’ dobivamo:
9 —y-l—xy/ _ —y2—l'2
y? y?
Kako je 22 +y2 =2, toje ¢y’ = _—32

Y
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6.6 Derivacija parametarski zadane funkcije

Pretpostavimo da je funkcija f parametarski zadana (vidi t.2.9), tako da su
nezavisna varijabla x i zavisna varijabla y=f(x) funkcije parametra ¢ :

z = ¢(t)
y=19(@), te<ab>, (6.11)

pri ¢emu su ¢ i ¥ derivabilne funkcije na intervalu < a,b > .

Neka je tg €< a,b > 1 ¢'(tg) # 0. Pokazimo da postoji realan broj § > 0 takav
da je ¢ strogo monotona na intervalu J =<ty — 6,90 + 0 >C< a,b >:

Pretpostavimo prvo da je ¢’ (to) > 0. Odaberimo realan broj ¢ > 0 takav da je 0 <e < ¢'(to).
Prema definiciji derivacije funkcije u tocki, postoji § >0 takav da je:

o(t) — ¢(to)

— — @' (to)| <e zasvakit €<ty —d,to+ 6> \{to},
— o

odakle dobivamo da za svaki t €< tg — d,t9 + § > vrijedi:

o(t) — o(to)

/
to).
ro— <e+ ¢ (to)

¢'(to) —e <
Buduéi da je 0 < ¢'(to) — €, prva nejednakost daje 0 < %ﬂm), odakle zaklju¢ujemo
da je ¢(t) < ¢(to) za t < to i ¢(t) > ¢(to) za t > to. Dakle, funkcija ¢ je strogo rastuéa
na intervalu < to — §,t0 + & > . Ako je ¢'(to) < 0, onda je —¢'(to) > 0 pa postoji interval
< to — d,to + 0 > na kome funkcija (—¢) strogo raste a funkcija ¢ strogo pada.

Neka je ¢ = ¢ restrikcija funkcije ¢ na interval J =< tg —d,%9 +d > . Zbog
stroge monotonosti funkcije ¢ postoji inverzna funkcija ¢! (vidi t.2.1.2) pa za
t €<ty —d,tg+ 0 > iz (6.11) dobivamo t = ¢~ 1(x) i f(x) =y = ¥(p (z)). Sada
nam pravila za deriviranje kompozicije funkcija i inverzne funkcije omogucavaju da
nademo derivaciju f’(xg) funkcije f u tocki zog = ¢(to) = p(to) :

(o) = (o 1) (z0) = (¢ (z0)) - (1) (20) = ' (¢ (z0)) - (o)

Uzmemo li u obzir da je to = ¢~ 1(x0) i ¢’(to) = ¢'(to), onda dobivamo:

f'(xo0) = Zﬁ//((zg)), T = ¢(to)- (6.12)

Zamijetite da simboli x i y imaju dva znacenja. Tako je x nezavisna varijabla
funkcije f i funkcija koja ovisi od ¢t (z : t — ¢(x)). Sliéno, y je zavisna varijabla
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funkcije f (y = f(z)) i funkcija od t (y : t — ¥(z)). Stoga formulu (6.12) mozemo
pisati u obliku:

y'(x0) = o) xo = x(to). (6.13)

Pri tome treba znati da y na lijevoj i desnoj strani predstavlja razlic¢ite funkcije.
Kod 4 (x0), y oznacava funkciju f (y : © — f(z)) dok y kod ' (t¢) oznacava funkciju
odt (y:t— Y(t)).

Primjer 6.30 Odredimo derivaciju parametarski zadanih funkcija:

a) x(t) = 2cost —cos2t, y(t) =2sint—sin2t, te<0,7/6>.

b) a(t) = 154, y(t) =12y, tel-loo>.

1++¢
¢) z(t) =3cost, y=3sint, te[-n/2,7/2).
a) Zamijetite:

@' (t) = —2sint + 2sin 2t = 4 cos(3t/2) - sin(¢/2),
y'(t) = 2cost — 2cos 2t = 4sin(3t/2) - sin(t/2).

Prema formuli (6.12) dobivamo parametarske jednadzbe prve derivacije:

’ y/(t)

y' () = 5= =tg(3t/2), xz(t) =2cost— cos2t.
' (t)
—2
!
- . on_ Yy A+
b) Prema (6.12) za prvu derivaciju dobivamo y'(z) = P e 1
(1+1)?
¢) Bududi da je z'(t) = —3sint, y'(t) = 3cost, to je:
p (¢ 3cost 3cost x —
v =210 -

(t)  —3sint  —3/T—cos?t - _3\/1_ (E)Q B VO —a?
3

Pod b) i ¢) dobili smo eksplicitne formule za prvu derivaciju y’. Pronadite eksplicitnu
formulu za funkciju y.

Primjer 6.31 Kod kosog hica u vakuumu koordinate teZista tijela zadane su u pa-
rametarskom obliku (vidi Primjer 2.65):

1
x=(vpcosa)t, y= (vpsina)t — §gt2,

gdje su vg pocetna brzina tijela, 0 < o < 3 izlazni kut, g ubrzange sile teZe it

vrigeme. Odredimo y'(x).
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Buduéi da je z'(t) = vocos @ # 0, prema (6.12) dobivamo:

’
yl(a"):y/ - 7thl— 9 :tga—iztga_
'(t)

(t) wosina—gt t gtuvocosa gx

Vo COS Vo COS Qv vé cos? a vg cos’a

Jasno, isti rezultat dobiva se i iz formule y = 2 tga — —5TL——a? (vidi Primjer 2.65).

Zadaci za vjezbu 6.5—6.6

1.

2vg cos“a

Za sljedeée implicitno zadane funkcije u okolini to¢ke (zo,yo) pronadite y'(zo) na
dva nacina: prvo rjesavanjem jednadzbe po y, a zatim implicitnim deriviranjem.

a) zy = 4, (zo,y0) = (1,4) b) z?y + zy* = 12, (z0,v0) = (3,1)

¢) #®—y*=16, (z0,y0)=(5,-3) d) zy?—32°y+4=0, (z0,y0)=(—1,1)

e) (3$+2y)1/2($—y):8, (ﬂco,yo) :(47 2) f) 3$2y3+4$y2:6+\/§, (x07y0):(17 1)

Rjesenje: a) —4, b) — L, ¢) =2, d) L, ¢) 2, f) -2
3

. Odredite jednadzbe tangente i normale na krivulju zadanu jednadzbom y? = a® —

22%y 4+ 1 u tocki (2,1).
Rjesenje: t: 5y —2x =1, n: 2y 4 5z = 12.

Krivulja je zadana jednadzbom z2y — zy? = 16. Odredite one njene tocke u kojima
je tangenta paralelna s y-osi. Uputa: Shvatite z implicitnom funkcijom od y i

derivirajte jednadzbu po y. Da bi tangenta u tocki (xo,yo) bila paralelna s y-osi

mora biti 3—2(3}0) =0.

Rjesenje: (4,2).

. Funkcija y = f zadana je u okolini tocke (2,1) implicitno jednadzbom y3 — 3zy +

222 = 8. Aproksimirajte £(1.98) pomoéu diferencijala.

Rjesenje: f(1.98) =~ %.

. Funkcija y implicitno je zadana u okolini tocke (2, —1) jednadzbom y° — zy = 1.

Odredite y”(2).

Rjesenje: y”(2) = 4.

. Odredite jednadzbu tangente parametarski zadane funkcije: @ = 3t+4, y = ¢ — 3t,

t €R , u tocki s apscisom x = —5.

Rjesenje: 3x +y = 3.

. Odredite jednadzbu normale parametarski zadane funkcije: = = V22 +1, y =

4t — 5, t > 1, u tocki s ordinatom y = 3.

Rjesenje: = + 3y = 12.
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6.7 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

U ovoj tocki navodimo pet teorema (Fermatov, Rolleov, Lagrangeov, Cauchy-
jev i Taylorov) i neke njihove posljedice u kojima su sadrzane osnove za teorijski
razvoj i praktiénu primjenu diferencijalnog racuna.

Fermatov? teorem:

Neka funkcija f : [a,b] — R u toc¢ki zy €< a,b > ima lokalni ekstrem.
Ako je f derivabilna u tocki zg, onda je f'(z) = 0.

Dokaz. Zbog odredenosti pretpostavimo da f u tocki x¢ ima lokalni maksimum. Prema
definiciji lokalnog maksimuma postoji 6 > 0 takav da je f(zo) > f(x) za svaki x €
[a,b] N < 2o — J,z0 + 6 > . Bududi da je zo €< a,b >, nadalje mozemo pretpostaviti da je
<xo— 0,70+ >C< a,b >, tako da za svaki Az €< —§,d > vrijedi:

f(xo) > flxo + Az). (6.14)

Funkcija f je derivabilna u to¢ki xo pa u toj tocki ima derivaciju slijeva f_ (o) i derivaciju
zdesna f\ (zo) koje iznose f’(zo). Stoga je dovoljno pokazati da vrijede nejednakosti:

0 < fL(x0) = f'(wo) = fi(wo) < 0.
Krenimo redom. Neka je prvo Az €< —4,0 > . Tada iz (6.14) dobivamo:

f(zo + Az) — f(z0)
Ax ’

0<

Prijelazom na limes imamo:

. flwo + Az) — f(x0) /

< = .
0<  Jm Az 1= (@o)
Neka je sada Az €< 0,5 > . Tada prema (6.14) dobivamo nejednakost:

f(zo + Az) — f(=0)
Az

<0,

odakle prijelazom na limes imamo:

4 = 1 <0.
F5 (o) AQI;IE%H Az =0

Tako smo pokazali da je f'(xo) = 0.

Ako funkcija f u tocki zo ima lokalni minimum, onda funkcija g = —f u tocki z¢ ima
lokalni maksimum i ispunjava sve pretpostavke teorema. Prema prvom dijelu dokaza,
tada je ¢'(wo) = —f'(w0) = 0, odakle je f'(z0) = 0.

2Pierre de Fermat, 1601-1665, francuski pravnik kome je matematika bila hobi.




6.7 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna 195

Fermatov teorem poznat je i kao nuzan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema
za derivabilnu funkciju definiranu na intervalu.

Kazemo da je toCka x( stacionarna za funkciju f, ako je f derivabilna u tocki
xo 1 ako je f'(x0) = 0.

Primjedba 6.12 NuZan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema derivabilne funkcije
nije ¢ dovoljan uvjet Tako je npr. tocka xog = 0 stacionarna tocka derivabilne
funkcije f : x v 23, ali f nema lokalni ekstrem u nuli (vidi Sliku 6.7.a). S druge
strane, funkcija g @ x —| x | u tocki g = 0 ima lokalni minimum, ali xo nije
stacionarna tocka funkcije g jer ona u nuli nije derivabilna (vidi Sliku 6.7.b).

y :
____________ e $ |
Slika 6.7.a. Graf funkcije © — o Slika 6.7.b. Graf funkcije x —| z |

U sljedecoj tocki navest éemo dovoljne wuvjete za postojanje lokalnog ekstrema u
stacionarnoj tocki neke funkcije.

Na Slici 6.8 prikazan je graf jedne funkcije definirane na segmentu [a,b] i
derivabilne u svim tockama intervala < a,b >, osim u tocki zs.

Y

Slika 6.8.

Ta funkcija u tockama a, 2 1 24 ima lokalne maksimume f(a), f(z2) i f(z4), a u
totkama x1, 3 i b lokalne minimume f(z1), f(x3) 1 f(b). U tocki a ima globalni
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maksimum M = f(a), a u toc¢ki b globalni minimum m = f(b). Njeni ekstremi

(lokalni i globalni) javljaju se u rubnim tockama (a i b) segmenta [a, b], u tocki u

kojoj nije derivabilna (z2) i u tocki gdje je derivacija jednaka nuli (z1, x3 1 4).
Slijedeca tvrdnja govori nam u kojim tockama funkcija definirana na segmentu

moze imati lokalni ekstrem. Buduéi da je globalni ekstrem ujedno i lokalni ekstrem
(vidi t.5.2), tvrdnja vrijedi i za globalne ekstreme.

Neka funkcija f : [a,b] — R u tocki xy € [a,b] ima lokalni ekstrem.
Tada vrijedi jedna i samo jedna od sljede¢ih tvrdnji:

(i) xo je rubna tocka segmenta [a,b], tj. o = a ili g = b,
(ii) xo €< a,b > i funkcija f nije derivabilna u tocki xg, ili

(iil) xo €< a,b >, funkcija f je derivabilna u tocki z¢ i pri tome je

f/(.’to) = 0

Dokaz. Ako xo nije rubna tocka i ako je f derivabilna u tocki xo, onda treba pokazati da
je f'(zo) = 0. Da je upravo tako slijedi iz Fermatovog teorema.

Stacionarne tocke funkcije f i tocke iz domene u kojima funkcija f nije deriv-
abilna nazivamo zajednickim imenom kritiénim tockama funkcije f.

Navedimo sada algoritam za nalaZenje maksimalne vrijednosti M (globalni
maksimum) i minimalne vrijednosti m (globalni minimum) funkcije f neprekidne
na segmentu [a, b].

Korak 1. Odrediti sve kriti¢ne tocke funkcije f na intervalu < a,b > .

Korak 2. Izracunati f(a)i f(b). Ako postoje kriti¢ne tocke z1, z2,...,2n, n €
IN , onda izracunati i vrijednosti f(x1), f(z2),..., f(z,).

Korak 3. Najveca vrijednost dobivena u Koraku 2 je maksimalna vrijednost
M, a najmanja vrijednost je minimalna vrijednost m funkcije f na
segmentu [a, b].

Primjedba 6.13 Zamijetite da se pomocéu ovog algoritma moZe pronaci tocka glob-
alnog maksimuma, kao i tocka globalnog minimuma neprekidne funkcije f na seg-
mentu [a,b]. Osim toga, buduéi da je svaka tocka lokalnog ekstrema ujedno i tocka
globalnog ekstrema na nekom podsegmentu [a',b'] segmenta [a,b], ovaj algoritam
moze (ali ne mora) dati pozitivan odgovor na pitanje da li funkcija u stacionarnoj
tocki ima lokalni ekstrem ili ne. Da bi odgovor bio pozitivan dovoljno je pronaci
takav podsegment [a’,b'] na kome ée stacionarna tocéka biti tocka globalnog ekstrema.
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Primjer 6.32 Odredimo tocke globalnog ekstrema, maksimalnu (M) i minimalnu
(m) vrijednost funkcije f na segmentu [—2,2], definirane formulom f(z) = x® — 3z.
Ova funkcija je polinom pa je stoga neprekidna na segmentu [—2,2]. Osim toga, ona je
derivabilna na intervalu < —2,2 >, pa osim stacionarnih toc¢aka u intervalu < —2,2 > nema
drugih kriti¢nih tocaka. Da bi odredili njene stacionarne tocke treba rijesiti jednadzbu
f'(x) =0, tj. jednadzbu 3z> — 3 = 0. Dobivamo dva rjesenja 21 = —1 i z2 = 1. Dakle,
stacionarne tocke su 1 = —1 i z2 = 1. Za vrijednosti funkcije f u stacionarnim i rubnim
tockama dobivamo:

f=2)=-2,  f(-1=2,  fO)=-2, f@)=2

Dakle, M = f(-1) = f(2) = 2im = f(—-2) = f(1) = —2. U totkama z; = —1 i
b = 2 funkcija ima globalni maksimum, a u totkama a = —2 i 2 = 1 globalni minimum na
segmentu [—2, 2]. Prema Primgjedbi 6.13 funkcija f u tocki 21 = —1 ima lokalni maksimum,
a u tocki x2 = 1 lokalni minimum.

Primjer 6.33 Odredimo tocke globalnog ekstrema, maksimalnu (M) i minimalnu
(m) vrijednost funkcije f na segmentu [—1,2], ako je f(zx) = 2 4 2x — 322/3.

Funkcija je neprekidna na segmentu [—1,2]. Deriviranjem dobivamo f'(z) = 2 — l,

§|

odakle vidimo da prva derivacija f’ nije definirana u nuli. Stoga je z1 = 0 kriti¢na tocka
funkcije f. Iz jednadzbe f'(z) = 0, tj. iz 2 — Slﬁ = 0 dobivamo jednadzbu ¢z = 1.

Njeno jedino rjesenje x2 = 1 je stacionarna tocka funkcije f. Za vrijednosti funkcije f u
stacionarnim i rubnim to¢kama dobivamo:

f(=1) = -3, £(0) =2, fy=1, f(2) =6 — V4~ 1.2378.

M = f(0)=2im = f(—1) = —3. Funkcija f u tocki 1 = 0 ima globalni maksimum, a u
rubnoj tocki a = —1 globalni minimum na segmentu [—1, 2].

Primjer 6.34 Protok QQ automobila na odredenom dijelu ceste ovisi o brzini v au-
tomobila. Pretpostavimo da je brzina automobila zadana formulom:
100
= km/h, 0 < p <300,
1+ (165)

gdje je p gustoéa prometa (broj automobila po jednom kilometru). Odredimo gustocéu
prometa pri kojoj c¢e protok automobila biti maksimalan.

v(p)

100p
2
L+ (+65)
maksimalnu vrijednost funkcije @ na segmentu [0, 300]. Deriviranjem dobivamo:

Protok automobila zadan je formulom Q(p) = p - v(p) = . Treba odrediti

ag 100 1+ ()] - 1000 (%) 100 - 100 (5)°
— - 2

4 [1+ ()] [1+ ()’
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Jednadzba 100 — 100 (ﬁ)Q = 0, odnosno jednadzba (ﬁ)Q = 1, ima dva rjeSenja: p =
—100 i p = 100. Dakle, imamo jednu stacionarnu tocku p = 100 iz segmenta [0, 300].
Za vrijednosti funkcije @ u stacionarnoj (p = 100) i rubnim to¢kama (p = 0 i p = 300)
dobivamo:

100-0 100 - 100 100 - 300
=0, Q(100) = 5=y~ = 5000, Q(300) = T~ 55~

100 100

Q(0) = = 3000.

- 0

Prema tome, funkcija @ u stacionarnoj tocki p = 100 ima lokalni ekstrem (vidi Pri-
mjedbu 6.13) koji je ujedno i globalni ekstrem na segmentu [0, 300]. Maksimalan protok
Q(100) = 5000 javlja se pri gustoéi prometa od 100 automobila po kilometru i brzini
v(100) = 50 km /h.

Rolleov? teorem:

Neka je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] i derivabilna na inter-
valu < a,b > . Ako je f(a) = f(b) = 0, onda postoji tocka ¢ €< a,b >
takva da je f/(c) = 0.

Dokaz. Ako je f konstanta na segmentu [a, b], onda za totku ¢ mozemo uzeti bilo koju
tocku intervala < a,b > .

Ako f nije konstanta, onda je prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu (vidi t.5.2)
slika od f, tj. skup f([a,b]) = {f(z) | = € [a,b]} takoder segment. Neka je f([a,b]) =
[A, B]. Kako je 0 = f(a) = f(b) € [A,B], to je A < 0 < B. Nadalje, barem jedan od
brojeva A, B je razli¢it od nule. U suprotnom bi f bila konstanta. Ako je B > 0, onda
sa ¢ oznac¢imo onu tocku segmenta [a,b] u kojoj f poprima globalni maksimum B. Kako
je fc) =B > 01 f(a) = f(b) =0 to je c €< a,b > . Prema Fermatovom teoremu je
f'(¢) = 0. Ako je B = 0, onda je A < 0. Oznac¢imo u ovom slu¢aju sa ¢ onu tocku segmenta
[a,b] u kojoj f poprima globalni minimum A. Iz f(c) = A < 01 f(a) = f(b) = 0 imamo
da je c €< a,b > . Prema Fermatovom teoremu je f'(c) = 0.

Primjedba 6.14 Geometrijska interpretacija Rolleova teorema. Ako graf
neprekidne funkcije sijece x- os u dvije tocke i ako ima tangentu u svakoj tocki
izmedu te dvije nul-tocke, onda postoji barem jedna medutocka u kojoj je tangenta
paralelna s x osi (Slika 6.9).

3Michel Rolle, 1652-1719, francuski matematicar.
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Yy
f(e)=0
y ;:. S
a c1 \ /b T
f(e2)=0
Slika 6.9.

Primjedba 6.15 Uujet derivabilnosti funkcije f na intervalu < a,b > ne smije se
ispustiti. On je nuzan uvjet Rolleovog teorema. Ilustrirajmo primjerom. Funkcija
f zadana formulom f(x) = 1— | z | na segmentu [—1, 1] udovoljava svim uvjetima
Rolleova teorema, osim $to nema prvu dervicaiju u nuli (Slika 6.10), tj. na graf te
funkcije u tocki s apscisom x = 0 ne moZemo povuéi tangentu paralelnu s x-osi.

Y

-1 1t
Slika 6.10. Graf funkcije f 1z — 1— |z |

Pomoéu Rolleova teorema mozemo dokazati Lagrangeov teorem ili teorem o
srednjoj vrijednosti diferencijalnog rac¢una.

Lagrangeov® teorem:

Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a, b] i derivabilna na intervalu
< a,b >, onda postoji tocka ¢ €< a,b > takva da je

f@) = fla)=f'(c)- (b—a).

Dokaz. Definirajmo na segmentu [a, b] funkciju g formulom:

o(x) = 7@~ 1a) - LU,

4] L. Lagrange, 1736-1813, francuski matematicar.

x—a).
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Deriviranjem dobivamo:
_ () — f(a)
b—a
Funkcija g na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleova teorema (provjerite!). Stoga
postoji totka ¢ €< a,b > takva da je g’'(c) = 0, tj.

7o - 101D

sto povlaéi f(b) — f(a) = f'(c) - (b — a).

Primjedba 6.16 Geometrijska interpretacija Lagrangeova teorema. Po-
micemo i paralelno sekantu s odredenu tockama (a, f(a)) i (b, f(b)) dolazimo do
tangente t u tocki (c, f(c)) (Slika 6.11).

y t
(¢, f(e))

Slika 6.11.

Primjedba 6.17 Kao i kod Rolleova teorema, uvjet da je funkcija derivabilna na
intervalu < a,b > nuZan je uvjet za Lagrangeov teorem. U to se lako moZete uvjeriti
na primjeru iz Primjedbe 6.15.

Primjer 6.35 Provjerimo Lagrangeov teorem za funkciju f definiranu na segmentu
[1,3] formulom f(z) = —2? 4 6z — 6.

Funkcija f je restrikcija polinoma na segment [1, 3], pa je stoga neprekidna na segmentu
[1,3] i derivabilna na intervalu < 1,3 > . Dakle, ispunjene su sve pretpostavke iz La-
grangeova teorema. Pronadimo tocku ¢ €< 1,3 > za koju vrijedi:

fB) =) =f(e)B3-1).
Buduéi da je f'(c) = —2c+61i f(3) — f(1) =4, iz 4 = (—2c + 6)2 dobivamo ¢ = 2.

Pojam derivacije uveli smo za funkciju definiranu na otvorenom skupu. Na taj
nacin su tocke domene medusobno ravnopravne. Sada ¢emo prosiriti tu definiciju.

Neka je I jedan od sljedeé¢ih skupova: slijeva zatvoreni interval [a,b > ili
segment [a,b]. Za funkciju f : I — R kazemo da je derivabilna u tocki a ako je
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ona derivabilna zdesna u tocki a. Pri tome pod derivacijom funkcije f u tocki a
podrazumijevamo derivaciju zdesna funkcije f u tocki a, tj. f'(a) := f (a).

Sli¢no, ako je I’ =< a,b] ili I’ = [a,b], onda za funkciju f : I’ — R kazemo da je
derivabilna u tocki b ako je ona derivabilna slijeva u tocki b. Pri tome realan broj
f7(b) nazivamo derivacijom funkcije f u tocki b, tj. f'(a) := f"(b).

Primjedba 6.18 MoZe se pokazati da sva pravila deriviranja i tvrdnje koje smo
dokazali za funkciju f : Q@ — R derivabilnu na otvorenom skupu Q (ili u tocki
xo € Q) vrijede i u sluc¢aju kada se Q zamijeni sa segmentom [a, b], slijeva zatvorenim
intervalom [a,b > ili zdesna zatvorenim intervalom < a,b].

Tako naprimjer, ako je funkcija f : [a,b] — R derivabilna u tocki ¢ € [a, b],
onda je ona neprekidna u tocki xg.

Znamo da je derivacija konstante jednaka nuli. Prije nego $to pokazemo da
vrijedi obrat navedimo

Kao posljedicu Lagrangeova teorema dokazimo sljede¢u tvrdnju:

Neka je I jedan od skupova: segment [a,b], interval < a,b >, s lijeva
zatvoreni interval [a,b > ili zdesna zatvoreni interval < a,b]. Ako je
funkcija f : I — R derivabilna na I i ako je f/'(z) = 0 za svaki x € I,
onda je f konstanta na I.

Dokaz. Neka su z1 i z2 bilo koje dvije tocke iz domene [ i z1 < z2. Funkcija f
je neprekidna na segmentu [r1,z2] i derivabilna na intervalu < z1,z2 > . Prema La-
grangeovom teoremu postoji tocka ¢ €< x1,x2 > takva da je:

fx2) = f(x1) = f'(c)(w2 —21) =0 (22 — 1) =0,

odakle je f(xz2) = f(x1). Bududi da su x1 i z2 bilo koje dvije tocke domene I, funkcija f
je konstanta.

Neka je I jedan od skupova: segment [a,b], interval < a,b >, s lijeva
zatvoreni interval [a,b > ili zdesna zatvoreni interval < a,b]. Ako su
funkcije f,g : I — R derivabilne na I i ako je f/'(z) = ¢'(x) za svaki
x € I, onda postoji konstanta c takva da je f = g + c, tj.

fl@)=g(x)+c za svaki z € I.

Dokaz. Funkcija f — g ispunjava sve uvjete prethode tvrdnje, iz ¢ega slijedi navedena
tvrdnja.

Neka je I jedan od skupova: segment [a, b, interval < a,b >, s lijeva zatvoreni
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interval [a,b > ili zdesna zatvoreni interval < a,b]. Primitivnom® funkcijom
funkcije f na skupu I nazivamo svaku funkciju F': I — R sa svojstvom:

F'(z) = f(z) za svaki x € I.
Skup svih primitivnih funkcija funkcije f oznacavamos [ f(z)dx i nazivamo anti-

derivacijom ili neodredenim integralom funkcije f.

Ako je F' primitivna funkcija od f na skupu I i C bilo koja konstanta, onda
je 1 funkcija  — F(x) + C primitivna funkcija od f. Nadalje, prema prethodnoj
tvrdnji, bilo koje dvije primitivne funkcije F' i G od f na skupu [ razlikuju se za
neku konstantu C, tj. G(z) = F(x) + C za svaki € I. Dakle, da bi se nasao
neodredeni integral funkcije f na skupu I dovoljno naéi jednu njenu primitivnu
funkciju, recimo F; i tada je:

/f(x)dx: (F+C:CeR),
Sto se krace (ali nepreciznije) pise u obliku:

/f(x)dac:F(x) +C.

Pri tome funkciju f nazivamo podintegralnom funkcijom.

Vise o neodredenom integralu bit ¢e rijec¢i u sljede¢em poglavlju. Za sada
navodimo samo nekoliko primjera.

Primjer 6.36 Odredimo a) [2xdxz, b) [1dz.

a) Prema prethodnoj tvrdnji dovoljno je pronadi jednu funkciju ¢ija derivacija u svakoj
tocki z € R iznosi 2z. Neka to bude funkcija = — 2. Dakle, f 2ede =%+ C.

b) Bududi da je (In | z |)" = 1, prema prethodnoj tvrdnji je [1dz =1In |z | +C.

Cauchyjev® teorem:

Neka su f i g neprekidne funkcije na segmentu [a,b] i derivabilnne na
intervalu < a,b > . Ako je ¢'(z) # 0 za svaki €< a,b >, onda postoji
tocka ¢ €< a,b > takva da je

5Lat. primus=prvi, onaj koji je bio prije
6A.L. Cauchy, 1789-1857, francuski matematicar
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Dokaz. Bududi da je g'(z) # 0 za svaki z €< a,b >, to je g(b) # g(a). U suprotnom bi
funkcija g definirana formulom g(z) = g(z) — g(b) na segmentu [a, b] ispunjavala sve uvjete
Rolleova teorema pa bi postojala tocka c €< a,b > takva da je §'(c) = g(c) = 0.

Funkcija h definirana formulom:
———=1[g(x) — g(a)]

na segmentu [a, b] ispunjava sve uvjete Rolleova teorema (provjerite!). Stoga postoji tocka
c €< a,b > takva da je h'(c) = 0, tj.

f(0) = f(a)

a(b) —gla)? =0

f(e) -

Primjedba 6.19 Ako je g(x) = x, onda iz Cauchyjeva teorema slijedi Lagrangeov
teorem.

Taylorov’ teorem:

Neka je < a,b > interval, ¢ €< a,b >, f :< a,b >— R funkcija koja
ima (n + 1)-vu derivaciju na intervalu < a,b > i p bilo koji prirodan
broj. Tada za svaki x €< a,b > postoji realan broj &, (¢ < & < x za
x > ¢, odnosno = < &, < ¢ za r < ¢), takav da vrijedi:

f(z) = f(c)—!—f—ll(!c—)(x— c)+L22).(#)(x— 0)2+L2!@(x— c)3+---

G NITTR

(6.15)
m)n—0—1

FUD(Es).

gdje je R, (f,c;x) = (;:é)p' - _Tﬁp

Formulu (6.15) nazivamo Taylorovom formulom funkcije f u tocki ¢, dok
polinom:

()
31

()
2!

f'(¢)
1!

) (¢
1) o

3
(x—c)’+- -+ o

To(f,ci2) = fo)+ =~ (z—0)+ (w—c)*+
(6.16)
nazivamo n-tim Taylorovim polinomom funkcije f u tocki ¢. Za R, (f,c;x)

kazemo da je n-ti ostatak funkcije f u tocki c.

"Brook Taylor, 1685-1731, engleski matematicar.
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Dokaz. Fiksirajmo x €<a,b> . Radi odredenosti neka je c<z. Uoctite da je R, (f,c;x)=
f(x) — Th(f,c;x). Treba pokazati da postoji &z €< a,b > takav da je

_ P _ n+1
Rn(ﬁc;a:)_(;—.;) = TSZ) P

Oznacimo s t nezavisnu varijablu koja poprima vrijednosti iz segmenta [c, ] i definirajmo
na segmentu [c, ] pomoénu funkciju ¢ formulom:

=t G j
(x—C)pRn(f’ ’ )7 t.]'

) n_(@—1)"

n! (z—1) (z—c)?

Vidi se da je funkcija ¢ neprekidna i derivabilna na segmentu [c, z] i da je ¢(z) = 0. Osim
toga, iz definicione formule za funkciju ¢ dobivamo:

¢(c) = f(x) = Tu(f, c,x) = Ru(f,¢;2) = 0.

Dakle, na segmentu [c, z] funkcija ¢ ispunjava sve uvjete za primjenu Rolleova teorema,
pa unutar intervala < ¢,z > postoji tocka &, za koju je ¢'(£;) = 0. Deriviranjem (po t)
funkcije ¢ dobivamo:

Rn(f, [ II?)

(z—0o)”
Zamijetite da se svi ¢lanovi (osim zadnja dva) medusobno pokrate. Dobivamo:

(n+1) r — )Pt
¢/(t) _ _fT'(t)(x _ t)n +p%}{n(}c7 C; 56)7

f(’;).(t) n(z—t)" 1 — J[(L;jﬁ(x _ t)"} + pMRn(f, ¢ )

odakle za t = &, iz ¢'(£) = 0 slijedi:

r—c\’ (&)t FOtD
r— & nlp

R.(f,cx) = < (&x)-

Primjedba 6.20 Ako je ¢ = 0, onda formulu (6.15) ¢esto nazivamo Mac Lau-
rinovom® formulom, a polinom (6.16) n-tim Mac Laurinovim polinomom.
Dakle, n-ti Mac Laurinov polinom glasi:

ORI

(n)
f(@) = 1)+ e+ —; ac2+~-~+fn!(0)

8C. Mac Laurin, 1698-1746, engleski matematicar.

z".
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Primjer 6.37 Odredimo n-ti Mac Laurinov polinom funkcije f zadane formulom
flz) =e".
Bududi da je f*®)(z) = e® za svaki z € R isvaki k € N, to je f*(0) = €® = 1. Za n-ti
Mac Laurinov polinom dobivamo:
z oz "
Tn(fao;x):1+ﬂ+g+”'+m~
Razmotrimo ostatak R, (f,c;z) iz (6.15). Tocka &, lezi izmedu tocaka c i .
To znaci da postoji realan broj 6, 0 < 6 < 1, takav da je &, = ¢+ 0(x — ¢). Sada je
éx —c=0(x —¢), odnosno = — &, = (x — ¢)(1 — ). Stoga n-ti ostatak R, (f,c;x)
mozemo pisati u obliku:

(x — )"t (1 —g)n—r

+1 (i)
o f [c+0(x — ¢)].

R (f,c;x) =

Razmotrimo dva vazna slucaja:
(a) Za p =mn+ 1 dobivamo Lagrangeov oblik ostatka:

(x —c)ntt

Wf("+l)[c +6(x — o).

R (f,c;x) =

(b) Za p =1 dobivamo Cauchyjev oblik ostatka:

(x — )"t (1 -

ol Fo et 0a — o).

Ro(f, ;) =

Zamijetite da je u opéem sluc¢aju vrijednost broja 6 u Lagrangeovom obliku razli¢ita
od vrijednosti za 6 u Cauchyjevom obliku.

Neka je < a,b > interval i ¢ €< a,b > . Ako funkcija f :< a,b >— R na
intervalu < a,b > ima derivaciju svakog reda, onda red potencija:

f'le) F?(c) F(e)

fle)+ (x—c)+ (x—c) 4+ (x—c)"+--- (6.17)
nazivamo Taylorovim redom funkcije f u tocki c. Za ¢ = 0 red (6.17) nazivamo

Mac Laurinovim redom.

Primjedba 6.21 Za x = ¢ Taylorov red (6.17) konvergira broju f(c). Opéenito, za
x €< a,b > \{c} Taylorov red ne mora konvergirati broju f(x). MoZe se pokazati
da funkcija f definirana formulom:

o e’l/IQ, zax #0
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ima naR derivaciju svakog reda i da je pri tome f™(0) =0, n € N . Njen Taylorov
red u tocki ¢ =0 (Mac Laurinov red):

04 0z + 0% +02® + - - 4+ 02" + - -,
predstavlja funkciju f samo u tocki x = 0.
Prirodno se postavlja sljedeée pitanje:
Za koje vrigednosti od x iz intervala < a,b > red (6.17) konvergira broju f(x)?

U vezi s tim imamo ovu tvrdnju.

Taylorov red (6.17) konvergira broju f(x), x €< a,b >, onda i samo
onda ako je lim R,(f,c;x)=0.

Dokaz. Neka je ¢ > 0 bilo koji realan broj. Zamijetite da je n-ti Taylorov polinom
Tn(f,c; x) ujedno i n-ta parcijalna suma Taylorova reda (6.17). Iz (6.15) dobivamo:

f(@) = To(f, ¢ 2) = Ru(f, ¢ @),

odakle slijedi da je | f(z) — Tn(f,c;z) |< € onda i samo onda ako je | Rn(f,c;z) |< €, tj.
da je lim Tn(f,c;z) = f(z) onda i samo onda ako je lim Ry (f,c;x) =0.

Neka je < a,b > interval, ¢ €< a,b > i f :< a,b >— R funkcija. Ako
postoje realni brojevi § > 01 M > 0 takvi da funkcija f na intervalu
< ¢—4,c+d > ima derivaciju svakog reda i da za sve xz €< c—6§,c+§ >

izasven € N vrijedi:
| f" () |< M,

onda je:
lim R, (f,¢;z) =0,

tj. Taylorov red (6.17) konvergira broju f(x) za svaki © €<c—48,c+0> .

Dokaz. Iz Lagrangeova oblika ostatka imamo ocjenu:

(=™ |z —c "
b1 s z—c|™ . . . .
Bududéi da je lim WM:O, prijelazom na limes dobivamo lim R, (f,a;x)=0.

Primjer 6.38 U Primjeru 6.37 pokazali smo da Mac Laurinov red funkcije f : x +—

e” glasi:
1 z  x? z"
_|_ﬁ_|_§_|_..._|__n! 4o
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Pokazimo da taj red za svaki x € R konvergira broju e®, tj. da je

2 n n

o0
e _qer o TN
f=l+gtortot _Zn!.

n=0

Neka je x € R . Odaberimo takav § > 0 da je x €< —J,8 > . Zbog monotonosti funkcije
x e vrijedi e 7° < e” < €°, odnosno | * |< €’. Buduéi da je f™(z) =e* (n €N ), za
M iz prethodne tvrdnje mozemo uzeti €.

Primjer 6.39 Pokazimo da Mac Laurinov red funkcije x — sinx ima oblik:

3 5 x2n+1
T (=)
v MR A o s T

i da konvergira k sinx za svaki x € R, odnosno da vrijedi:

) 1’3 1’5 s N 1,2n+1
Slnx:x—§+a+--~=ngo(—l) a1

—sinz, f"(x) = —cosz, fW(2) =

Neka je f(z) = sinz. Tada je f/'(z) = cosz, f7(x) =
0, f"(0) = -1, f*(0) = 0, itd. Prema

sinz itd. Za x = 0 dobivamo f'(0) = 1, f"(0) =
tome, Mac Laurinov red funkcije sin ima oblik:

3 5 x2n+l

x__+x_+...+(_1)"7+...

! (2n +1)!
Bududi da je | f0(z) |[< 1 za svaki € R, prema prethodnoj tvrdnji za svaki § > 0 i
M = 1 Mac Laurinov red konvergira k sin x za svaki x €< —§,0 > . Kako je § proizvoljno,

red konvergira prema sin z za svaki z € R .

Primjer 6.40 Postupajuci slicno kao kod prethodnog primjera nije tesko provjeriti
da Mac Laurinov red funkcije cos glasi:

R 220
1oL 4 (=1 ..
ST TRl o T
i konvergira prema cosz za svaki x € R . Dakle:
- o0 2
cosz =1-— §+Z+-~-:Z(—1) )

Za beskonacno puta derivabilnu funkciju f kazemo da je analiticka u tocki
c ako postoji interval < a, b > koji sadrzi tocku c takav da njen Taylorov red u tocki
¢ konvergira broju f(x) za svaki x €< a,b > . Funkciju koja je analiticka u svakoj
tocki svoje domene nazivamo analitickom funkcijom.
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Zadaci za vjezbu 6.7

1.

Dokazite da polinom f(x) = z® — 622 + 152 + 3 ima samo jednu realnu nulu.

Rjesenje: Bududi da je u pitanju polinom neparnog stupnja, postoji barem jedna
nula a. Kad bi polinom f imao drugu nulu b, onda bi prema Rolleovom teoremu
postojao realan broj ¢ (izmedu a i b) takav da je f'(c) = 0. To nije moguée. Naime,
jednadzba f'(x) = 3z — 122 + 15 = 0 nema ralnih rjesenja.

Pokazite da jednadiba z® + az? 4+ ¢ = 0 (a < 0,¢ > 0) ima toéno jedno negativno
rjeSenje.

Uputa: Neka je f(x) = 2® + az? + c. Buduéi da je f(0) = ¢ > 01 f(x) < 0 za
dovoljno malen x, jednadzba ima barem jedno negativno rjesenje. Pokazite pomocéu
Rolleova teorema da ne mogu postojati dva negativna rjesenja jednadzbe.

Pokazite da se kod Rolleova teorema uvjet f(a) = f(b) = 0 moze zamijeniti uvjetom
fla) = f(b) = A.

Uputa: Funkcija z — f(z) — A ispunjava sve uvjete za primjenu Rolleova teorema.

Funkcija f zadana je formulom f(z) = 2%°. a) Pokazite da je f(—1) = f(1) =0, b)
Da li postoji realan broj ¢ €< —1,1 > takav da je f'(c) = 0? c) Da li ova funkcija
f obara tvrdnju Rolleova teorema? Zasto?

. Automobil koji se giba po pravcu nakon ¢ sekundi nalazi se na udaljenosti s(t).

Unutar vremenskog intervala [t1,%2] automobil prevali udaljenost s(t2) — s(t1) sa
S(tz) — S(tl)
to — 1
srednja brzina T jednaka pravoj brzini v(¢) u nekom trenutku t €< t1,t2 > .

srednjom brzinom v = . Dokazite pomoc¢u Lagrangeova teorema da je

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na
intervalu < a,b > . Oznacimo s m minimalnu, a s M maksimalnu vrijednost funkcije
f na segmentu [a,b]. Pomoéu Lagrangeova teorema pokazite da za svaki x € [a, b]
vrijedi:
fl@)+m(x—a) < f(z) < fla) + M(z — a).

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b] i derivabilna na
intervalu < a,b > . Dokazite: Ako postoji realan broj M takav da je | f'(z) |[< M
za svaki x €< a,b >, onda je | f(b) — f(a) |[< M(b— a).

Uputa: Primjenite Lagrangeov teorem.

Dokazite da za sve realne brojeve x i y vrijedi:
| sinz —siny |[<|z—y|.

Uputa: Iskoristite prethodni zadatak.

Ako je f kvadratna funkcija i [x1, x2] segment, onda za broj ¢ iz Lagrangeova teorema
mozemo uzeti ¢ = % Dokazite!
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10.

11.

12.

13.

14.

Neka je f :< a,b >— R dva puta derivabilna funkcija i 20,70 + Az €< a,b > .
Pokazite da postoji realan broj £ €< xo,zo + Ax > takav da greska aproksimacije

8 (aay2.

Uputa: Iskoristite Taylorovu formulu s Lagrangeovim oblikom ostatka.

broja f(xo + Az) formulom (6.9) iznosi

Aproksimirajte broj e osmim Taylorovim polinomom u nuli i nadite maksimalnu
gresku te aproksimacije.
Uputa: e” = > % Upotijebite Lagrangeov oblik ostatka.

n=0
Pomoc¢u kalkulatora pronadite najmanji prirodan broj n takav da za svaki z € [0, 7]
greska aproksimacije broja sin x brojem T, (sin, 0; ) ne bude veéa od 1076,

RjeSenje: n = 9.

Za sljedecée funkcije pronadite Taylorov red u zadanoj tocki c i odredite vrijednosti
od x za koje red kogverglra broju f( )

a) f(z) =In(1 - B Flz) = (2 +z), c=0
) f@) =cosgy e=7ft D J@)=2 =0
RjesSenje: a) E —1— ze<—-1,1>,b) > (- Dn(n—fl)?’”’ , T €< —2,2], ¢)
VA1) gy I

2

) = z"(In2)"
P 2(’”') 4 71'6[R7d)nz::0T,1'€[R

Da li je funkcija = — y/x analiticka u nuli?

6.8 Primjene diferencijalnog racuna

6.8.1 Monotonost i derivacija

Neka je I jedan od skupova: segment [a,b], interval < a,b >, s lijeva
zatvoreni interval [a,b > ili zdesna zatvoreni interval < a,b]. Ako je
funkcija f : I — R derivabilna na intervalu < a,b >, onda vrijedi:

a) Funkcija f raste na skupu I onda i samo onda ako je f/'(z) > 0 za
svaki €< a,b > . Ako je f'(z) > 0 za svaki z €< a,b >, onda
funkcija f strogo raste na skupu I.

b) Funkcija f pada na skupu I onda i samo onda ako je f'(z) <0 za
svaki €< a,b > . Ako je f'(z) < 0 za svaki z €< a,b >, onda
funkcija f strogo pada na skupu I.
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Y /<0 £/50 #/<0
—~ = |/_M
|

0 M M T
funkcija funkcija raste funkcija
pada pada
Slika 6.12.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju a). Neka funkcija f raste na skupu I i neka je o €< a,b >
bilo koja tocka. Treba pokazati da je f’'(zo) > 0. Buduéi da f raste na I, za svaki x # xo
iz intervala < a,b > vrijedi:
fla) = o) |
T — Xo
odakle prijelazom na limes dobivamo:

[@) = f)

— Y

lim tj. f'(w0) > 0.

T—x(Q X — X0
Da bi dokazali obrat treba pokazati da je f(z1) < f(x2) za sve z1,z2 € I takve da je
x1 < x2. Neka su z1 i 2 € [ bilo koje dvije tocke i 1 < x2. Prema Lagrangeovom
teoremu postoji tocka c €< x1,x2 > takva da je

flx2) = f(z1) = f'(e)(z2 — 21).

Akoje f'(z)>0[ f'(z) > 0] za svaki z €< a,b >, onda je f(z2) > f(z1) [ f(z2) > f(z1) ] tj.
f je rastuda [ strogo rastuca | na skupu I. Tvrdnje b) svodi se na tvrdnju a) promatranjem
funkcije © — —f(x).

Primjedba 6.22 Ako derivabilna funkcija f : I — R strogo raste na skupu I,
onda je f'(x) > 0 za svaki x €< a,b > . Bilo bi pogresno zakljuciti da je f'(x) > 0
za svaki x €< a,b > . Tako npr. funkcija f(x) = a3 strogo raste na < —1,1 >, ali
je f'(0) = 0.

Primjer 6.41 Odredimo intervale monotonosti (intervale rasta i intervale pada)
2
funkcije f zadane formulom f(x) =e™%

2
Iz f'(z) = —2ze™* > 0 dobivamo = < 0, a iz f'(z) = —2ze < 0 dobivamo z > 0.

Dakle, funkcija raste na intervalu < —oo,0 >, a pada na < 0,00 > .
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Primjer 6.42 Elasti¢nost funkcije potraznje. U monopolistickoj situaciji po-
traznja robe opisuje se funkcijom potraznje D koja ovisi o cijeni p jedinice robe.
Porastom cijene opada potraznja za robom, tj. D je padajuca funkcija. Elastic-
nost funkcije potraznje D u tocki p oznacava se s Ep(p) i definira formulom:

D(p
E =—1
p(p) A Ap :
p
pod uvjetom da taj limes postoji. Ako je funkcija potrainje D derivabilna u tocki
/!
p, onda je Ep(p) = —plD)(g))) Negativan predznak u definicionoj formuli stavlja se

radi toga da bi elasticnost Ep(p) bila pozitivan broj (p i D(p) su pozitivni, a D'(p)
je megativno jer potrainja opada s porastom cijene). Za krivulju potrainje (graf
funkcije D) kaZemo da je elasti€éna u tocki (p, D(p)) ako je Ep(p) > 1. Ako je
Ep(p) < 1, onda za krivulju potraznje kazemo da je neelastiéna u tocki (p, D(p)).

Interpretirajmo geometrijski elasticnost krivulje potraznje. Neka je A(p, D(p))
tocka krivulje potraznje (vidi Sliku 6.13), B, kut $to ga duZina OA zatvara s poz-
itivnim smgjerom x-o0si i «p kut §to ga tangenta ma krivulju u tocki A zatvara s
negativnim smjerom x-o0si.

D(p)
0 o ________
A= (p,D(p)) podrucje
elasti¢nosti
(po, D(po))
podrucje
O neelasti¢nosti
_________________ .
Bp /C:t p
0O
Slika 6.13.
Zamijetite da je tg By = Dl(jp) i D'(p) = tg(m — ay). Iz formule tg(m — a) = —tg

dobivamo: tg oy = —D'(p). Dakle, krivulja potraznje je elasticna u tocki (p, D(p))
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onda i samo onda ako je Eggt > 1, tj. ako je oz > Bp.
P

Hlustrirajmo primjerom. Funkcija potraZnje zadana je formulom: D(p) =
200 — p, 25 < p < 200. Odredimo interval cijena unutar koga je krivulja potraznje
elasticna.

Bududi da je D’(p) = —1, imamo Ep(p) = _250__? = 200p_ 5 Nije tesko provjeriti da je

p
Ep(p) <1za25<p<1001i Ep(p) > 1 za 100 < p < 200. Dakle, krivulja potraznje je
elasti¢na za p €< 25,100 > i neelasti¢na za p €< 100,200 > .

6.8.2 Lokalni ekstremi

Neka je funkcija f :< a,b >— R derivabilna na intervalu < a,b > i
¢ €< a,b > njena stacionarna tocka.

a) Ako postoji realan broj 6> 0 takav da je f'(x)>0 [f'(x) > 0] za svaki
xe<e—4,c>1f'(x) <0 [f'(x) < 0] za svaki z €< ¢,c+ 6 >,
onda funkcija f u tocki ¢ ima lokalni maksimum [strogi lokalni
maksimum].

b) Ako postoji realan broj 6> 0 takav da je f'(2)<0 [f’(z) <0] za svaki
x€<c—06,c>1f(x) >0[f(x) > 0] zasvakiz €< ¢,c+d >, onda
funkcija f u tocki ¢ ima lokalni minimum [strogi lokalni minimum).

¢) Ako postoji realan broj § > 0 takav da je f'(z) > 0 za svaki
rxe< c—0,c+0>\{c} ili f'(z) < 0 za svaki x €< c—d,c+0 > \{c},
onda funkcija f nema lokalni ekstrem u tocki c.

@) <0 @) >0

0 1 €2 €3 x

Slika 6.14. x1-tocka lokalnog maksimuma, xs-tocka lokalnog minimuma
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Dokaz.

a) Da bi pokazali da funkcija f u stacionarnoj tocki ¢ ima lokalni maksimum [strogi
lokalni maksimum| dovoljno je pokazati da je f(z) < f(c) [f(z) < f(c)] za svaki
x €< c—b,c+ > \{c} Neka je x €< ¢ — §,¢ > . Bududi da je f'(z) >0 [f'(x) > 0],
prema prethodnoj tvrdnji dobivamo da funkcija f raste [strogo raste] na intervalu
< c—96,¢>.Dakle, f(z) < f(c) [f(z) < f(c)] za svaki x €< c—§,c > . Sli¢no, kako
je f'(x) <0 [f'(z) < 0] za svaki z €< ¢,c+ § >, prema prethodnoj tvrdnji funkcija
f pada [strogo padal na intervalu < ¢,c+6 >, tj. f(z) < f(c) [f(z) < f(c)] za svaki
TES c,c+d>.
b) Slijedi iz prethodne tvrdnje promatranjem funkcije z — —f(z).
¢) Radi odredenosti neka je f'(z) > 0 za svaki z €< c—§,c+3§ > \{c}. Tada je funkcija
f strogo rastuéa na skupovima x €< ¢ — d,c] i [¢,c + § > pa stoga u stacionarnoj
tocki ¢ nema lokalni ekstrem. Sluéaj f'(z) < 0, z €< ¢ — §,¢c+ § >, dokazuje se na
slican nacin.
Primjer 6.43 Pronadimo onaj pozitivan broj x za koji je suma tog broja i njegove
reciproéne vrijednosti minimalna:

Neka je f(z) = = + %, z > 0. Tada je f'(z) = 1 — %, x > 0. Totka ¢ = 1 je jedina
x
stacionarna tocka funkcije f na intervalu < 0,c0 > . Provjerite:

fl(r) <0, ze<0,1>
f(x) >0, z€<1l,00>.

Prema prethodnoj tvrdnji funkcija f u tocki ¢ = 1 ima strogi lokalni minimum. Bududi da
f strogo pada na < 0,1 > i strogo raste na < 1,00 >, tocka c je tocka globalnog minimuma
funkcije f na intervalu < 0,00 > . Dakle, trazeni broj je 1.

Lokalni ekstrem moze se identificirati pomoc¢u predznaka druge derivacije u
stacionarnoj tocki.

Neka je f dvaput derivabilna funkcija na nekoj okolini svoje stacionarne
tocke c.

a) Ako je f”(c) < 0, onda f ima strogi lokalni maksimum u tocki c,

b) Ako je f”(c) > 0, onda f ima strogi lokalni minimumm u tocki c.

Dokaz.

! ! !
a) Akoje f”(c)=1lim f (ccx) — ({ () _ lim g; (_xg < 0, onda postoji interval < c—4, c+6 >

r—cC r—cC

!
takav da je CJ; (_xg < 0 zasvaki z €< ¢ —6,c+ > \{c}, odakle dobivamo:

fi(z) >0 zasvakiz e<c—d,¢c>
f(z) <0 zasvakiz €<c,c+6d> "



214 6.8 Primjene diferencijalnog racuna

Prema prethodnoj tvrdnji funkcija f ima strogi lokalni maksimum u tocki c.

b) Dokaz ove tvrdnje sli¢an je dokazu prve tvrdnje.

Primjer 6.44 PokaZimo da je udaljenost tocke (xq,yo) od pravca y = kx+1 zadana
formulom:
_ lyo—kzo—1]

dmin
V14 k?

Neka je (z,y) = (z,kz + 1) bilo koja totka s pravca y = kx + [. Oznaimo s d njenu
udaljenost od tocke (zo,yo) (vidi Sliku 6.15).

Slika 6.15.

Primjenom Pitagorinog teorema na pravokutni trokut sa slike dobivamo:
& = (x — 20)* + (y — 0)” = (z — w0)* + (kz + 1 — yo)* .

Treba odrediti onu tocku (¢, ke + 1) pravca y = kz + I za koju je d najmanje. U tu svrhu
dovoljno je naé¢i minimum funkcije:

fz) = d* = (x—xo)2 + (kx+l—yo)2.
Rjesavanjem jednadzbe:
f(x)=2(x—x0)+2k(kx+1—yo) =0

dobivamo jednu stacionarnu tocku ¢ = %ﬂ Buduéi da je f"(z) = 2+ k* > 0,

zaklju¢ujemo da funkcija f u tocki ¢ ima strogi lokalni minimum. Pri tome je:

— 2 p—
kyo — kl + xo . l‘o) n (k kyo — kl 4+ xo

2
- )
1+ k2 T+ k2 W

f(C):(c—xo)2+(kc+l—y0)2:(
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. . . —kxo—l)2 . | yo — kxo — 1|
Nak _ Wo—kzo = D)” okl je dysn — 190 KT 1]
akon sredivanja dobivamo f(c) Ty odakle je d s

Primjer 6.45 Odredimo dimenzije valjka volumena Vo cm? kome je oplosje mini-
malno:

Neka je r polumjer baze, a h visina valjka. Oplogje S iznosi S = 2712 + 2rmh. Iz formule
Vo = nr?h dobivamo h = Vo /nr?. Dakle, oplogje je funkcija polumjera 7 :

S = 2mr? + 2rmh = 2mr? + QTWLOQ =2 (WTQ 4 %) .
wr

Deriviranjem po r dobivamo (provjerite!):

ds Vo
L o (omr - 22).
dr (M r2>

Rjesavanjem jednadzbe s _ 0 dobivamo stacionarnu tocku ro = {/ % Buduéi da je

dr
2
% =4 <7r+ Kg) > 0, polumjer baze treba biti ro = {/32, a visina hy = LOQ =
dr r 4 g
Vo
279 - 3 = 2rp.
ro 2mrd ro

6.8.3 Konveksne funkcije i derivacija

Neka je f dva puta derivabilna funkcija f na intervalu < a,b > .

a) Funkcija f je konveksna na < a,b > onda i samo onda ako je
f"(x) >0 za svako z €< a,b > .

b) Funkcija f je konkavnana < a,b > onda i samo onda ako je f”(z) <
0 za svako r €< a,b > .

Dokaz. Bududi da je funkcija f konkavna na intervalu < a,b > onda i samo onda ako
je funkcija —f konveksna na < a,b >, dovoljno je dokazati samo tvrdnju a). Neka je
f konveksna funkcija na intervalu < a,b > . Treba pokazati da je f”(z) > 0 za svaki
x €< a,b >, tj. da je prva derivacija f’ rastuéa funkcija na intervalu < a,b >, Neka su z1
i T2, 1 < T2, bilo koje dvije tocke iz intervala < a,b > . Pokazimo da je f'(z1) < f'(z2).
Za svaki prirodan broj n neka je s:
Gi=a14+(i—1) hn, hn=2"21 i=1,2... ,n+1
n

dana subdivizija segmenta [a,b]. Zamijetite da je T1 = x1 1 Tny1 = z2. Osim toga je
lim h, = 0. Funkcija f je konveksna na < a,b > pa za svaki 1 < i < n — 1 vrijedi

n—oo

f(@ig1) < 3 (F(@) + f(Zir2)), odakle je:
f@it1) = f(@i) < f(Biv2) = f(Zit1), i=1,...,n—1
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Uzastopnom primjenom prethodne nejednakosti dobivamo:
f(@2) = f(21) < f(@3) = f(Z2) < f(Za) — f(T3) < ... < f(@ny1) — f(Zn).
Dakle, f(Z2) — f(Z1) < f(Zn+1) — f(Zn), ti.
[+ hn) = f(z1) < fz2) = f(22 = hn).
Dijeljenjem posljednje nejednakosti s h, i prijelazom na limes dobivamo:

f(z1) = lim f(@1 + hn) — f(z1) < lim f(@2 — hn) — f(z2)

n— oo hn T n—oo —hn

= f'(z2).

Naime, funkcija f je derivabilna u toCkama x1 i x2 pa iz definicije derivacije funkcije u
tocki i Heinove definicije limesa funkcije dobivamo:

fen) = tim LA Z @) i) gy L2 ) = J2),

n— oo hn n— o0 —hn

Tako smo pokazali da je f'(z1) < f'(z2).

Dokazimo obrat. Neka su x; i 2 bilo koje dvije tocke intervala < a,b > i x1 < x2.

Prema Lagrangeovom teoremu postoje tocke ¢; €< z7, £ —5232 >1ic €< %, T2 >
takve da je:
T1 + x2 T2 — X1 . T1+ T2 T2 — X1
F(H5) s = Fle)- B i f) - £ (P = o) B

Buduéi da je f”(z) > 0 za svaki x €< z1,z2 >, prva derivacija f’ je rastuéa funkcija na
segmentu [z1, 2], pa je f'(c1) < f'(c2). Dakle

7 (P52) -~ fan < flaa) - £ (P52,

odakle slijedi: f (951_5—332> < % (f(z1) + f(=z2)).

Pri skiciranju grafa funkcije vazne su tocke u kojima se ,,mijenja konveksnost”.
To su tzv. tocke infleksije. Navedimo preciznu definiciju. Tocku c iz domene funkcije
f nazivamo tockom infleksije funkcije f ako postoji realan broj § > 0 takav da
je f strogo konveksna na < ¢ — 4, ¢ > i strogo konkavna na < ¢,c+ 6 > ili da je f
strogo konkavna na < ¢ — 4, ¢ > i strogo konveksna na < ¢,c+ 46 > .

Y.

konkavnaé konveksna
0' c X
Slika 6.16.
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Na slici 6.16 prikazan je graf jedne funkcije kojoj je ¢ tocka infleksije: lijevo
od tocke ¢ funkcija je konkavna, a desno od ¢ funkcija je konveksna.

Slijedeta tvrdnja govori da su tocke infleksije dvaput derivabilne funkcije f
ujedno strogi lokalni ekstremi njene prve derivacije f’.

Neka je f dvaput derivabilna funkcija na intervalu < a,b > . Tocka
c €< a,b > je tocka infleksije funkcije f onda i samo onda ako funkcija
f! ima strogi lokalni ekstrem u c.

Dokaz. Funkcija f’ ima strogi lokalni ekstrem u tocki ¢ onda i samo onda ako postoji
§ > 0takav daje f'(z) >0zax e<c—68,c>i f'(z) <0zax e<c,c+d>ili f'(z) <0
zax €< c—6,¢c>1 f'(x) >0z x €< c,e+ 6 >, tj. ako je f strogo konveksna na
< ¢—d,c > istrogo konkavna na < ¢,c+ § > ili ako je f strogo konkavna na < c—4d,c >
i strogo konveksna na < ¢,c+ 4§ > .

Primjer 6.46 Odredimo intervale konveksnosti, intervale konkavnosti i tocke in-
3
fleksije funkcije f zadane formulom f(z) = xz—;l

4o . 7 ;1;3 -+ 1 . ..
Bududi da je f"(x) = o dobivamo (provjerite!):

f(x) >0, €< —00,—1> U< 0,00 >

f'(z) <0, z €< —1,0 >,
Dakle, funkcija f je strogo konveksna na < —oco, —1 > ina < 0,00 >, a strogo konkavna na
< —1,0 > . Bududi da funkcija f nije definirana u nuli, tocka —1 je jedina tocka infleksije.

6.8.4 L’ Hospitalovo pravilo

Ovo pravilo je od izuzetnog znacaja za racunanje limesa funkcije kada se javl-

0 X 50 — 00, 000, 00, 1° i 00,

jaju neodredeni oblici 0
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L’ Hospitalovo® pravilo:

Neka su f i g bilo koje dvije funkcije takve da je lim f(z)= lim g(z)=0.

Ako su ispunjene sljedeée pretpostavke:

(i) postoji realan broj § > 0 takav da su funkcije f i g derivabilne u
svakoj tocki intervala < a — d,a + § >, osim mozda u tocki a,

(i) ¢'(z) #0 zasvakix €< a—d,a+0 > \{a},

/
(iii) postoji L = lim g ,g; ,

onda je

(6.18)

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da su funkcije f i g neprekidne u tocki

a, tj. da je f(a) = lim f(z) =01 g(a) = lim g(x) = 0. U suprotnom prosirimo funkcije f

i g po neprekidnosti u to¢ki a, tj. zamijenimo f(a) s lim f(z) = 01 g(a) s lim g(z) = 0
!

(vidi £.5.2.1). Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Prema (iii) je lim g,((g = L pa postoji

0: >0, §: < 6, takav da

f'(x)
g'(z)

Pokazimo da za svaki z €< a — d.,a > [z €< a,a + §. >] postoji tocka ¢ €< z,a >

[c €< a,z >] takva da je:
_ !

f) _ J@) = fa) _ 1) (6.20)

g(x)  g(z) —g(a)  g'(c)
Neka je £ €< a — d.,a > . Funkcije f i g su neprekidne na segmentu [z, a] i derivabilne
na intervalu < x,a > pa prema Cauchyjevom teoremu postoji tocka ¢ €< x,a > takva da
vrijedi (6.20). Sli¢no se razmatra sluc¢aj x €< a,a+0. > . Buduéi da je ¢ €< a—0c, a+05c >,
iz (6.19) i (6.20) dobivamo:

< 5) .

Dakle, lim M = L.
T—a g(x)

Primjedba 6.23 Pretpostavka lim f(x) = lim g(z) = 0 moZe se zamijeniti s pret-
r—a r—a

- L

(z #£a;x €< a—0de,a+ e >):><

< 5) . (6.19)

1o,

(z#are<a—i,a+ 0 >) = ('M—L' = 7

g(z)

postavkom: lim f(x) = lim g(z) = oo ili lim f(z) = lim g(z) = —oco. Nadalje moze
r—a r—a r—a r—a
se uzeti da x konvergira tocki a samo slijeva ili samo zdesna.
9G. F. A. de L’ Hospital, 16611704, francuski matematicar.
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Da bi formula (6.18) vrijedila za limes kada x — oo [kada x — —oo] potrebno je
pretpostavke (i) i (ii) zamijeniti s pretpostavkama:

(i’) postoji realan broj M > 0 [m < 0] takav da su funkcije f i g derivabilne na intervalu
< M,00 > [< —o0,m >],

(ii’) ¢'(x) #0 za svaki x > M [xt < m].

- . . . (1+z)"—-1 . .
Primjer 6.47 Odredimo limese: a) 2%%7 b) wlLII;C lnTx, c) xlg(r)l+(+/gﬂ'

a) Ovdje je f(z) =(1+2)" — 1, g(z) = z. Bududi da je lint flx)=0, lin%g(x) =0,u

pitanju je neodredeni oblik % Primjenom L’ Hospitalova pravila dobivamo:

n _ ’ n—1
lim a+a)?-1 P21 lim nd+2)" =nlim(1+z)""" =n.

z—0 T z—0 1 z—0
b) f(z) =Ilnz, g(x) =z, lim f(z) = oo, lim g(z) = co. U pitanju je neodredeni oblik

o0 e 5 . . . .
o5+ Primjenom L’ Hospitalova pravila dobivamo:

Inx L'

— |8~

=0.

lim lim

r—oo I —00

¢) Nekaje f(z) = z, g(z) = e */*. Ovdje se radi o0 neodredenom obliku % Uzastopnom
primjenom L’ Hospitalova pravila dobivamo:

L'H .. 1 2 L'H . 2 . 3

lim —Z = lim ——————=1lm 4~ = lim —=~—— = lim =T

amote VT anore  VE(1/2?)  e—ore VT asore VE(1/2%) w—ore /®
’ 2 4 — I ™
EHpy _2:30° gy 2800 gy (W=Dt

z—0+4 e_l/z(l/x2) z—0+ € z—0+ e

1/x
odakle vidimo da ,idemo pogresnim putem”. ZapiSemo li % u obliku 61%7 tj.
e

pretvorimo li neodredeni oblik % u neodredeni oblik %7 primjenom L’ Hospitalova
pravila dobivamo:
eV g . etm(=1/z%)

lim = lim ————% = lim e

. 1/x
——— = lim
a0+ e~ V% amot 1/x a0+ —1/2> 20+

= OQ.

Primjedba 6.24 Neodredeni oblici 0 - co i co — 0o mogu se rjesavati tako da se

zadana funkcija prikaZe u obliku kvocijenta s neodredenim oblikom 8 ili %, a zatim
primgjeni L’ Hospitalovo pravilo.

Ako produkt f - g u limesu daje neodredeni oblik 0 - co, onda kvocijent ﬁ daje
neodredeni oblik %7 a kvocijent 1/% daje neodredeni oblik % Pomocu izraza f—g =

1/g—1/f
1/fg

pretvaramo neodredeni oblik oo — oo u neodredeni oblik 0"



220 6.8 Primjene diferencijalnog racuna

- ‘ : 1 1
Primjer 6.48 Odredimo 71:11% <§ — = 1) .

U pitanju je neodredeni oblik oo — oo koji éemo prvo pretvoriti u neodredeni oblik 8 i
zatim dva puta uzastopno primjeniti L’ Hospitalovo pravilo. Dobivamo:

e—0 x(e® —1) z—0xe® +e¥ —1 e—0e’(x+2) 2

T

(1 1 )_. e’ —1—x 'm . e® —1 L'H .. e’ 1
x -1/

Primjedba 6.25 Neodredeni oblici 0°, 1° i oc® mogu se rjesavajti tako da se
zadana funkcija prvo logaritmira, a zatim rezultat zapise u obliku kvocijenta i onda
primjene L’ Hospitalovo pravilo i formula lim (Iny) = ln lim y (vidi t.5.2.1).
r—a r—a

Primjer 6.49 Odredimo lim 21/

r—00
Ovdje se radi o neodredenom obliku co®. Neka je y = xl/x. Tada je Iny = lnTx Prvo
odredimo L” Hospitalovim pravilom lim Iny :

1 / 1
lim Iny = lim LT e lim % =0.
T — 00 rz—oo T T — 00

Buduéi da je lim(lny) = Inlim y, imamo In( lim y) = 0, odakle antilogaritmiranjem

r—a r—a T—00

dobivamo: lim y = lim xl/x =1.

x— 00 x— 00

6.8.5 Ispitivanje tijeka funkcije

Pod ispitivanjem ,tijeka” funkcije f podrazumijevamo odredivanje:

a) podrucja definicije funkcije f, ukoliko je funkcija f zadana formulom,

=3

nul tocaka funkcije f,

tocaka u kojima funkcija f ima prekid,

o

[o})

asimptota funkcije f (vertikalnih, horizontalnih i kosih),

@

intervala gdje funkcija f raste odnosno pada,

-

g) intervala u kojima je funkcija f konveksna odnosno konkavna,

h
Da

1

tocaka infleksije funkcije f.
i skiciranje grafa funkcije f bilo lakSe dobro je ispitati jos:

parnost funkcije f i

)
)
)
)
)
) ekstremnih vrijednosti funkcije f,
)
)
b
)
i)

periodi¢nost funkcije f.
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Kod ispitivanja tijeka funkcije f od velike koristi je sljedeé¢a tvrdnja:

Neka je funkcija f:< a,b >— R neprekidna na intervalu <a,b> . Ako
je f(x)#£0 za svaki x €<a,b>, onda funkcija f ne mijenja predznak na
<a,b>, tj. sign f(x1) = sign f(x2) za sve x1, 2 €< a,b > .

Dokaz. Neka su zi1,z2 €< a,b > bilo koje dvije tocke. Bez smanjenja opcenitosti,
pretpostavimo da je 1 < x2. Buduéi da je funkcija f neprekidna na segmentu [z1,x2],
prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu o neprekidnim funkcijama na segmentu (vidi
t.5.2) skup f([z1,z2]) = {f(x) | © € [x1,z2]} je segment. Neka je f([z1,z2]) = [A, B].
Kako funkcija f nema nul to¢aka na segmentu [z1,z2] to su A, B > 0 ili A, B < 0. Dakle,
sign f(z1) = sign f(x2).

Primjer 6.50 Ispitajmo tijek i skicirajmo graf funkcije f zadane formulom f(z)=

Iz
T—x

a) Domena funkcije f je skup D(f) =R \{1}.

b) Rjesavanjem jednadzbe f(z) = 0 dobivamo da je z = 0 jedina nul tocka funkcije f.
Odredimo predznake funkcije f. Funkcija f je neprekidna na intervalima < —oco,0 >,
< 0,1 >1i < 1,00 > i unutar njih nema nul to¢aka. Prema prethodnoj tvrdnji, da
bismo odredili predznak funkcije f na nekom od tih intervala dovoljno je odrediti
predznak funkcije f samo u jednoj tocki tog intervala. Odaberemo li tocke © = —8,

=% iz =28dobivamo f(—8) = —2, f(3) =21 f(8) = —2.

——————————————— e e T e
1

0 1
Slika 6.17. Predznaci funkcije f

¢) Funkcija f je neprekidna na skupu D(f)

d) Buduéi da je funkcija f neprekidna na D(f), pravac © = a, a # 1, ne moze biti
vertikalna asiptota (vidi t.5.1.1 i 5.2). Kada z — 1+ brojnik /= — 1, a nazivnik

Ve _

= —o0. Sli¢no

1— 2z je negativan i konvergira nuli. Stoga je lim f(z) = lim
r—14

rz—14 11—z
\/_

3
se pokaze da je i = 1l T — 0. Tako smo pokazali da je pravac
pokaz je lim f(z) = lim =% = o0 mo pokazali da je prav

x = 1 vertikalna asimptota (vidi t.5.1.1). Funkcija f nema kosih asimptota jer je
r—+oo r—too I (1 — :L‘)
(vidi Primjedbu 5.11).

= 0. Pravac y = 0 (x-0s) je horizontalna asimptota

1+ 2x

= m, odakle zaklju¢ujemo

Deriviranjem dobivamo (provjerite!): f’(z)



222 6.8 Primjene diferencijalnog racuna

da funkcija f nije derivabilna u tockama z = 0 i z = 1. RjeSavanjem jednadzbe f'(z) =0

dobivamo da je x = —% stacionarna tocka.

e) Prva derivacija f’ je neprekidna na svakom od intervala < —oo, —% > < —%7 0>,
< 0,1 >1i< 1,00 > iunutar njih nema nul to¢aka. Njeni predznaci prikazni su na
Slici 6.18.

——————————— +++ +F+++H+++ A4 ’
T T sign f

0 1
Slika 6.18. Predznaci prve derivacije f’
Dakle, funkcija f strogo pada na intervalu < —oo, —% > i strogo raste na intervalima
<—2,0>,<0,1>i<1,00>.
f) Bududi da lijevo od stacionarne tocke x = —% funkcija f pada, a desno od —% raste,
funkcija f u tocki x = —% ima lokalni minumum f(—%) = —% ~ —0.53. Funkcija

f nema drugih ekstrema.

2 p—
Druga derivacija f"(x) = %
x —x

Njene nul tocke dobivamo rjesavanjem kvadratne jednadzbe 522 + 5z — 1 = 0. RjeSenja su
r=—-3-2Vbx-11Tiz=-1+3V6~017.

nije definirana u tockama x =01ix = 1.

g) Da bi odredili intervale konveksnosti i konkavnosti moramo naéi predznak druge
derivacije na intervalima odredenim tot¢kama z = 0, = = 1 (f” nije definirana) i

x:—%—% 5,x:—%+% 5 ( nul tocke od f").

—————— e e e T T o o o o e e
I I I

1,3
3~ 15V 0 —5+5V5 1
Slika 6.19. Predznaci druge derivacije f”

Na intervalima (—% - f’—o\/'f_), 0) i (—% + f’—o\/'f_), 1) funkcija f je konveksna, a na
1
2

intervalima (—oo7 —% — %\/5) , (07 -+ % 5) i(1,00) je konkavna.

h) Tocke infleksije funkcije f su: x = —% - % 5x=0ixz= —% + %\/5_) Zasto x = 1
nije tocka infleksije?

i) Funkcija f nije parna niti je neparna.

j) Funkcija f nije periodicka.

Graf funkcije f prikazan je na Slici 6.20.
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Slika 6.20. Graf funkcije x — 1‘2536

Zadaci za vjezbu 6.8

1. Odredite intervale monotonosti funkcije:

a) fz)=2>—6z+2 b) fl@)=2*+322—92+5 c¢) f(z) =8+ 12z — z*
d) f(z) = 73 e) f(z) = Pf_—1 2 £) f(z) = sinz + cos'z
g) f(z) =sin(cosz)  h) f(a) = L2 i) fla) = D=2

e
Rjesenje:

a) strogo raste na < 3,00 > i strogo pada na < —o0,3 >, b) stogo padana < —3,1 >
i strogo raste na < —o0,—3 > U < 1,00 >, ¢) strogo pada na < —2,2 > i strogo
raste na < —o00,—2 > U < 2,00 >, d) strogo pada na < —o0,—2 > U < —2,2 >
U < 2,00 >, e) strogo pada na < —oo,—1 > U < —1,1 > U < 1,00 >, f) f/(z) =
—2sin(4x). Raste na intervalima: < 7/8 4+ kn/2,37/8 + kn/2 >,k € Z , i pada na
intervalima: < —7/8 + kn/2,7/8 + kn/2 >k € Z g) f'(x) = —sinz - cos(cos x).
Funkcija strogo raste na intervalima: < /24 2k7,37/242km >, k € Z , i strogo
pada na intervalima: < —m/2 + 2km, /2 + 2km >,k € Z , h) Funkcija strogo raste
na < —00,0 > U < 1,4 > i strogo pada na < 0,1 > U < 4, 00 >, i) Funkcija strogo
raste na < 0,e > U < 1,4 > i strogo pada na < e, 00 > .

2. Psiholozi su pronasli da u prvih ¢ sati uc¢enja stranog jezika studenti prosjecno usvoje
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2
w(t) = 10 + ?%, 1 <t < 8, novih rije¢i. Pokazite da je w rastuéa funkcija na
intervalu < 1,8 > . Odredite vremenski interval unutar koga brzina uéenja raste.

Uputa: Brzina uéenja mjeri se prvom derivacijom w’(t) = % Pokazite da

w’ raste na intervalu < 1,3 > i pada na intervalu < 3,8 > .

Koje su od navedenih tvrdnji istinite:

(a) Ako je zo kriti¢na totka funkcije f, onda je f'(zo) = 0.

(b) Ako je f'(z0) = 0, onda je o kriti¢na tocka funkcije f.

(c) Ako je f'(zo) = 0, onda funkcija f u to¢ki o ima lokalni ekstram.

(d) Ako je funkcija f derivabilna na intervalu < a,b > i u tocki g €< a,b > ima

lokalni maksimum, onda je f’'(zo) = 0.
(e) Ako funkcija f u tocki zo €< a,b > ima lokalni minimumm, onda je ona
derivabilna u tocki zo i pri tome je f'(zo) = 0.
RjeSenje: b) i d)

xz—x+1n

Odredit maksimalnu (M) i minimalnu (m) vrijednost funkcije f(z) = e a
segmentu: a) [—3,—2], b) [-2,0], ¢) [0,2], d) [-2,2].
Rjesenje: a) M = I, m=2b)M =3, m=1c)M=1,m=3d) M =2,

=1
m=s.

Odredit maksimalnu (M) i minimalnu (m) vrijednost funkcije f(z) = sinz + cosz
na segmentu: a) [0,7/2], b) [-7/2,7/2], ¢) [0, 7], d) [7/2, 27].

Rjedenje: a) M =2, m=1b) M =+v2,m=—-1c) M =+v2,m=-1d) M =1,
m=—2.

Odredite tocke lokalnih ekstrema funkcije:

_ 1 _ -z _ 1
a) f(1) = = b)) =1 ) (@) = sz

d) f(z) =| cosz | e) flx) = Vz—2+ vz +2 f) f(z) = 2% — 52%/3 + 3

RjeSenje: a) Lokalni maksimum u stacionarnoj tocki x = 0, b) Lokalni maksimum
u stacionarnoj tocki £ = —1; lokalni minimum u stacionarnoj tocki z = 1, ¢) Lokalni
maksimum u stacionarnim tockama x = k7, k € Z ; lokalni minimum u stacionarnim
totkama x = 7w/2 4+ km,k € Z , d) Lokalni maksimum u stacionarnim totkama
x = km,k € Z ; lokalni minimum u stacionarnim tockama =z = 7/2 4+ km, k € Z
e) Stacionarne tocke: © = —2 i = 2. Funkcija nema lokalnih ekstrema, f) Lokalni
maksimum u stacionarnoj tocki x = 0; lokalni minimum u stacionarnoj tocki x = 2.

Zadana je funkcija f(x) = 2 4+ ax + 7. Odredite parametar a tako da totka z = 0
bude stacionarna.

Rjesenje: a = 0.
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Zadana je polinomijalna fumkcija: f(z) = az® + bx + 24.

(a) Odredite kvocijent g tako da u tocki = 2 bude lokalni minimum,

(b) Odredite a i b tako da u tocki lokalnog minimuma xz = 2 vrijednost funkcije
bude f(2) = 12,

(¢) Da li postoje a i b takvi da funkcija f u toc¢ki z = 2 ima lokalni maksimum
f(2) =127

Rjesenje: a) g =—4,b) a=3;b=—12, ¢) Ne.
Prikazite broj 36 u obliku umnoska dvaju brojeva, kojima je zbroj kvadrata mini-
malan.

Rjesenje: 36 = z - y. Treba naéi minimum funkcije f(z) = 2® +¢* = 2% + 25
Dobiva se = y = 6.

U skupu svih uspravnih stozaca upisanih u kuglu polumjera r, odredite visinu onog
s najveéim volumenom.

Rjesenje: h = 4r/3.

Od svih pravokutnih trokuta kojima jedna kateta lezi na pozitivnom dijelu x-osi a

druga na pozitivnom dijelu y-osi i kojima hipotenuza sadrzi tocku (1, 1), odredite

onaj €ija je povrsina najmanja.

RjeSenje: Neka hipotenuza trokuta lezi na pravcu y = kx + [, £ < 0. Vrhovi tog

trokuta su tocke: A = (—+£,0), B = (0,1) i C = (0,0), a njegova povriina je P =

2 AV

—é—k. Bududi da je 1 = k+1 (zasto?), za povrsinu dobivamo: P = P(k) = —%.

dP _ 1

2
Nije tesko pokazati da je I5E =2 (k% — 1) i &°P _% > 0, odakle dobivamo

dk* —  k
da su k = —11i k = 1 stacionarne tocke funkcije P. Buduéi da mora biti k& < 0,
hipotenuza trokuta s najmanjom povrsinom P(—1) = 2 lezi na pravcu y = —x + 2.

Njegovi vrhovi su tocke A = (2,0), B = (0,2) i C = (0,0).

Neka avio-kompanija na odredenoj liniji godisnje prevozi 8 000 putnika uz cijenu
karte od 500 NJ. Sluzba za marketing procjenjuje da se svakim povecanjem cijene
karte za 1 NJ broj putnika smanji za 10. Odredite cijenu karte pri kojoj ¢e prihod
avio-kompanije biti maksimalan.

RjeSenje: Neka je p cijena jedne karte i n broj putnika. Treba pronaéi maksimum
funkcije R = n - p. Buduéi da je n =8 000 — (p — 500)10 = 13 000 — 10 p, dobivamo
R = 13 000p — 10p?. Funkcija R ima lokalni maksimum u to¢ki p = 650. Dakle,
maksimalni profit javlja se pri cijeni karte p = 650 NJ.

Ukupni troskovi tiskanja x (z > 150) knjiga iznose C(z) = 1 000 + 71z NJ. Broj
prodanih knjiga ovisi o prodajnoj cijeni p jedne knjige. Izdava¢ procjenjuje da
ée se po cijeni p, p > 80, prodati [z] knjiga (najveée cijelo od z), gdje je z =
500 + 300 (1 — 1%0) . Po kojoj cijeni (zaokruzenoj na dva decimalna mjesta) treba
prodavati knjigu da bi profit bio maksimalan?
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14.

15.

16.

17.

18.

RjeSenje: Profit ostvaren prodajom x knjiga iznosi:

. 2
.M_(1000+71x):—x—+¥w—1000~

Plx)y=z-plx)—C(z)== 3

Pokazite da profit P strogo raste na intervalu < 250,293.5 > i strogo pada na
intervalu < 293.5,00 >, odakle zaklju¢ujemo da ¢e biti maksimalan za x = 293.5,
8to odgovara prodajnoj cijeni p = p(293.5) ~ 168.83 NJ.

Ukupni troskovi proizvodnje z jedinica robe iznose C(z), gdje je C derivabilna
funkcija na intervalu < 0,00 > . Prosjecni ukupni troskovi proizvodnje x jedinica

robe iznose C(x) = Cc(cx) . Dokazite: ako funkcija prosje¢nih troskova C ima min-

imum u tocki zp €< 0,00 >, onda je C(x0) = C'(20). Dakle, minimalni prosje¢ni
troskovi C'(xo) jednaki su marginalnim troskovima C’(zo).

Uputa: Neka je zo tocka lokalnog minimuma funkcije C. Treba pokazati da je

C(xo) = C'(x0). Iskoristite Fermatov teorem (nuZan uvjet za postojanje lokalnog
ekstrema derivabilne funkcije).

Pokazite da se maksimalan profit javlja na proizvodnom nivou na kome je marginalni
prihod jednak marginalnim troskovima.

Uputa: P(z) = R(z) — C(z), gdje su: P(x) profit, R(z) ukupni prihod i C(z)
ukupni troskovi pri proizvodnji x jedinica robe.

Odredite tocke infleksije, intervale konveksnosti i konkavnosti funkcije:

a) f(z) = (@ +2)Y%  b) f(x) =sinfz  c) f(z) = 122

T T—z
RjeSenje: a) funkcija je konveksna na < —oo,—2 >, konkavna na < —2,00 >;
z = —2 je toctka infleksije. b) intervali konveksnosti: <4—k4+—3 T, 4—]64"ﬂ 7r> kel |

intervali konkavnosti: <4—k4ﬂ m, 4—%"—3 7r> ,k €Z ; tocke infleksije:x = 2—]€4ﬂ, kel .

¢) intervali konveksnosti: <_51703\/5, 0> i <_5—'1_703\/5, 1> , intervali konkavnosti:

<—c>o7 i}‘—f)’\/g> i <07 i{—.—?\/g> i < 1,00 >; tocke infleksije: = = i_l—.—;)\/g,
x:T_5+3ﬁix:0.

Koji uvjet mora biti ispunjen da bi kvadratna funkcija f(z) = az® + bz + c,a # 0,
bila a) konveksna na R , b) konkavna na R ?

RjeSenje: a) a >0, b) a < 0.
Koliko najvise tocaka infleksije moze imati polinom n-tog stupnja?

RjeSenje: Tocke infleksije su lokalni ekstremi prve derivacije (polinoma stupnja
(n — 1)), a njih moze biti najvise n — 2 (Zasto?).



19. Primjenom L’ Hospitalova pravila izracunajte limese:

. 2 _
a) lim SILZZ b) lim A8%_%
20 20 T—SINT
d) lim 1—cos/z ¢) lim tg(z/2)—1

20 sin x

. 1 1 . Inzx
9 i, (3 75) N
j) lim 0L k) lim —SLZ
z—0 e’ —e z—0 cos“x — 1
m lim cosz-In(z—T n) lim (z + %)%/®
) z—(7/2)+ ( 2) ) z—»oo( )

p) lim (1-1— %)

z—/2+4 113—71'/2

. 1\”
q) lim (1—&-?—)
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¢) lim 1=cosz
z—0 5
f) lim

z—0r T—SINT

i) lim zlnz
x—0+
.2
1) lim Slnixz
T—T (l' - T
o) lim z3e'/”
z—0+

I2
r) lim (1—1—%) .

T — 00

Rjesenje: a) 0, b) 2, ¢c) 1/2,d) 1/2, e) 1, f) 400, g) 400, h) 0, 1) 0, j) 1/2, k) —1,

1) 1 m) 0, n) €3, 0) +00, p) €2, q) 1, r) +oo0.
20. Ispitati tijek i skicirati graf funkcija:

) flr) =52 b) fla)=2=Az+1

d) f(@)=R/e(z+6)> e fla)={/(z+2)(z—4)?
g) f(x)=(20+3)e*“*V  h) f(z)=3InzTs-1

j) fa)=etneteons k) fz)=einemoose

f) F(z)=/z*(@ +2)?
i) f(2)=§—
l) f‘(x):e—ﬁcosz
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7. INTEGRALNI RACUN

Problem racunanja povrsine ravninskih likova star je vise od 4 000 godina. Egipéani
(2 000 — 1 800 god.pr.n.e.) su poznavali pravila za ra¢unanje povrsine i volumena
jednostavnijih objekata. Znali su to¢ne formule za povrsinu pravokutnika, trokuta

2
i trapeza. Povrsinu kruga radijusa r aproksimirali su izrazom (%) r2, tj. broj =

2
aproksimirali su s brojem (19(—5> ~ 3.16. Znali su odrediti volumen kocke i valjka,

a pretpostavlja se da su znali izracunati i volumen piramide s kvadratnom bazom.
Ta pravila preuzeli su stari Grei i pocevsi od Talesa (585 god.pr.n.e.) Grei sis-
tematski i logicki izvode te formule. Od svih Grka, modernom konceptu trazenja
povrsine najvise se priblizio Arhimed (250 god.pr.n.e). U svojim radovima koris-
tio je tzv. metodu ekshaustije (,iscrpljivanja”): da bi odredio povrsinu nekog lika
on ga prekriva skupom pravokutnika ili u lik upisuje pravokutnike, a povrsinu lika
aproksimira zbrojem povrsina pravokutnika. Na toj ideji Riemann' je zasnovao
pojam odredenog integrala.

7.1 Problem povrsine i volumena.

Iz osnovne skole znamo kako izracunati povrsinu jednostavnijih likova, kao
npr. pravokutnika, trokuta ili poligona.

Problem povrsine: Neka je funkcija f : [a,b] — R nenegativna i omedena na
segmentu [a,b], tj. neka postoje realni brojevi m > 0 i M > 0 takvi da je m <
f(z) < M za svaki x € [a,b]. Ozna¢imo s T skup tocaka ravnine koji je omeden
grafom funkcije f, pravcima = a iz = b i z-osi (Slika 7.1). Uobicajeno je takav
skup T nazivati pseudotrapezom ili krivolinijskim trapezom. Kako izracunati
povrsinu pseudotrapeza 1'7

1G. F. B. Riemann, 1 826-1 866, njemacki matematicar
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Iz osnovne $kole znamo da ako je T' mnogokut treba ga rastaviti na pravokut-
nike, odnosno na trokute, da bi odredili njegovu povrsinu. To nismo u stanju uc¢initi
sa skupom na Slici 7.1, jer graf funkcije f nije ravna crta. Kako onda definirati
povrsinu? A(T) skupa T'?

r=a z=0>
0 a b T
Slika 7.1.
Neka je I = [a,b] segment realnih brojeva. Konacan skup tocaka P =
{zo,x1,...,2n} za koje je:

a=zrg<r1<23<...<xp=0>

nazivamo subdivizijom ili particijom segmenta I. Dijametrom subdivizije P
nazivamo realan broj:

d(P)=max{|z;—z;—1 |1 i=1,...,n}.

Za subdiviziju P’ kazemo da je profinjenje subdivizije P ako je P C P'.

Primjer 7.1 Neka je I=[a,b] segment i n€N . Za subdiviziju P,={x0,1,...,2n}
definiranu s:

vimatih h=""0

, 1=0,1,....n
n

kazemo da je ekvidistantna. Zamijetite da je §(P,) =h i lim 6(P,) =0.

n—oo

Da bi se definirala povrsina skupa 7', prirodno se postupa na sljede¢i nacin:

Neka je n prirodan broj i P = {zg, z1, ...,z } particja segmenta [a, b]. Prav-
cima: x =29, * =21, T = T2,...,T = Tp_1, T = & podijelimo pseudotrapez T na
pseudotrapeze T, ..., Ty, tako da je [x;_1, x;] baza pseudotrapeza T;. Buduéi da je

2engl area=povrsina.
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funkcija f omedena na segmentu [a, b], ona je omedena i na [x;_1,z;], i =1,...,n,
pa na tom segmentu ima supremum M; i infimum m; (vidi t.1.5.2):
M; =sup{f(z) : © € [x;—1, 2]}, mi=inf{f(z) : z € [ri1, 2]}

Pravokutnik P; visine M; i duljine baze x; — x;_1 opisan je pseudotrapezu T;, a
pravokutnik p; visine m; i duljine baze z; — x;—1 je upisan u T;. Na Slikama 7.2.a i
7.2.b prikazan je slucaj n = 6.

N =/ ml

P1|P| P3| Py| Ps Pp1 | P2 | P3| Dpa
Ty | To|T3|Ta| T5 Ty | To|T3| Ty
0 a4 T1 T2 T3 Ta x5 b a6 a T1 T2 T3 Ta x5 b €T
Slika 7.2.a. Slika 7.2.b.

Zamijetite da je p; C T; C F;, i = 1,...,n. Stoga, ako pojam povrsine pseudo-
trapeza ima smisla, onda zbog monotonosti povrsine vrijedi:

Alpi) < A(Ty) < A(R), t).
mi(x; —xi—1) < A(T;) < Mi(z; — 2-1). (7.1)
Skupovi P, = PP UPU...UP, 1P, =py Upa U...Up, su unije pravokutnika.
Nadalje, skup P, je opisan, a skup P, je upisan pseudotrapezu T pa vrijedi:
P, CTCPh,,
odakle zbog aditivnosti povrsine dobivamo:

A(P,) < A(T) < A(P,), 4.

Zmi(xi —xi1) SA(T) < ZMz(J% — i)
i=1 i=1

Prema tome, povrsinu pseudotrapeza A(T') mozemo odozdo aproksimirati brojem
A(P,), a odozgo brojem A(P,). Pri tome apsolutna greska te aproksimacije ne

prelazi broj:
n

A(Py) = A(Py) = (M —mi)(w; — i 1).

i=1



7.1 Problem povrsine i volumena. 231

Iz gornjih razmatranja zaklju¢ujemo da o povrsini pseudotrapeza T ima smisla
govoriti samo onda ako za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj n i subdi-
vizija P = {xg, Z1,...,Tn} segmenta [a,b] takva da je:

n

A(Py) — A(Py) =Y (M; —mi) (i — wi1) < e,

i=1
tj. ako se graf funkcije f moze prekriti sitnim pravokutnicima [x;_1,x;] X [m;, M;],
i=1,...,n, ¢ija je ukupna povrsina manja od .

Problem volumena: Tijelo koje nastaje rotacijom oko z-osi pseudotrapeza T
odredenog grafom omedene i nenegativne funkcije f : [a,b] — R, pravcima = = a,
x = b i x-osi nazivamo rotacionim tijelom (Slika 7.3). Pri toj rotaciji svaka tocka
(z, f(x)) opisuje kruznicu radijusa r = f(x). Prirodno se postavlja sljedeée pitanje:

Kada i kako definirati volumen V rotacionog tijela?

Postupimo sliéno kao kod problema povrsine:

Neka je P = {zg, 21,...,z,} particja segmenta [a, b]. Buduéi da je funkcija f
omedena na segmentu [a,b], ona je omedena i na svakom podsegmentu [x;_1, z;],
i=1,...,n, pa postoje realni brojevi:

M; =sup{f(z): z € [wi—1, 2]}, my=inf{f(x): z € [z;—1, 2]}

Nadalje, zbog nenegativnosti funkcije f vrijedi:

M? =sup{f3(z): z € [®i—1, @]}, m? = inf {fz(ac) D€ [xi1, x) )

Slika 7.3. Rotaciono tijelo
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Paralelne ravnine: © = z¢, *t = 1, * = z3,...,T = Tp_1, T = &, dijele rotaciono
tijelo na n manjih rotacionih tijela. Svakom od njih ¢emo upisati disk visine (x; —
x;—1) 1 radijusa baze m; i opisati disk visine (x; — x;—1) 1 radijusa baze M;. (na
Slici 7.3 prikazan je i-ti upisani disk). Volumen tako dobivenog i-tog upisanog diska
iznosi V; = 7m?(z; —x;—1), dok volumen i-tog opisanog diska iznosi V; = mM? (z; —

n n o __
xi—1). Neka je V;, = > Vi zbroj volumena svih upisanih diskova, a V, = > V;

i=1 i=1
zbroj volumena svih opisanih diskova. Ako pojam volumena ima uopée smisla,
onda vetem skupu pripada veéi volumen, tj. mora vrijediti:

V<V <V,

Ako volumen V' aproksimiramo s V,, ili V,, onda apsolutna greska te aproksi-
macije nije veéa od V, —V,,. Ako je ta apsolutna greska velika, onda se segment [a, b]
dijeli na manje podsegmente i postupa na prethodno opisani nacin.

Iz prethodnog razmatranja proizlazi da o volumenu rotacionog tijela ima
smisla govoriti samo onda ako za svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj
n isubdivizija P = {zg, 1, ..., T} segmenta [a,b] takva da je:

V, =V, = ﬂZ(Mf - mf)(xl —xi—1) <e¢,

i=1
tj. ako razliku V, — V,, mozemo uéiniti proizvoljno malom.

Vise o povrsini i volumenu bit ¢e rijeci u sljedec¢oj tocki.

Zadaci za vjezbu 7.1

1. Trokut s osnovicom duljine b, visinom duljine h i povr§inom A = Lpn prekriven je

s n pravokutnika visine %
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a) Pokazite, ako povrsinu trokuta aproksimiramo s povrsinom pravokutnika, dobi-
vamo:

bh
Am (1424 4n).

b) Pomod¢u formule za zbroj prvih n prirodnih brojeva pokazite da je A ~ %bh—&— g%

¢) Pokazite da je lim (%bh+ g%) = Lbn = A.

Uputa: Povrsina od vrha k-tog pravokutnika iznosi Ay = % . %

. U krug radijusa r upisan je pravilni n-terokut. Spojnice vrhova sa sredistem kruznice
dijele n-terokut na n sukladnih trokuta. Na slici je prikazan slucaj n = 4.

} rsin =

w/n

rcos &
n

2
a) Pokazite da svaki tako dobiveni trokut ima povrsinu - sin (%T)

b) Neka je A povrsina kruga. Dokazite aproksimacionu formulu:

2
Azﬂsin<2—w>7
2 n

tako da povrsinu kruga aproksimirate s povrsinom n-terokuta.

2
¢) Pokazite da je lim [%L sin (2%” = 727, Uputa: Uvedite supstituciju z = QWW
. Neka su a i b duljine osnovica trapeza, h duljina visine i m = %(a + b) duljina

srednjice. Postupite slicno kao u prethodnim zadacima i pokazite da je povrSina

trapeza zadana formulom:
1

A= i(a—&—b)hz mh.

. Lik je omeden grafom funkcije y = 4 — 2? i z-osi. Pokazite da njegova povriina
: - 16

iznosi ==

Uputa: Zbog simetrije lika s obzirom na y-os, dovoljno je izrac¢unati povr§inu onog
dijela lika koji se nalazi nad segmentom [0, 2]. To mozete uéiniti tako da taj dio lika
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prekrijte s n pravokutnika iste duljine osnovice %, zatim povrsinu tog dijela lika
aproksimirat s povrsinom A, tih pravokutnika i nadete limes lim A,,.

n— oo

5. Aproksimirajte povrsinu lika omedenog segmentom [—2,0] i grafom funkcije y = x*,
tako da u njega upisujete pravokutnike.

Rjesenje: ~ 4.

6. U polukuglu radijusa r upisano je n diskova visine % Slike prikazuju popreéni
presjek.

N2
a) Pokazite da volumen i-tog diska (vidi sliku b)) iznosi V;=n 1 2> =71 [7"2 — (%) ]

b) Neka je V volumen kugle. Pokazite, ako se volumen polukugle aproksimira s
volumenom diskova dobiva se aproksimaciona formula:

V%Qrgﬂ'[l—l<1+l> (2+l)],
6 n n

koja u limesu daje volumen kugle V = %r37r.
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7.2 QOdredeni integral

Neka je funkcija f : I — R omedena na segmentu I = [a, b], tj. neka postoje
realni brojevi M i m (vidi Sliku 7.4) takvi da je:

m< f(x) <M zasvakix € [a, b

i neka je P = {xo,x1,...,2,} bilo koja subdivizija segmenta I. Tada za svaki
1 =1,2,...,n postoje brojevi (vidi t.1.5.2):

M; =sup{f(z) : x € [xi—1, 2]}, mi=nf{f(z) : z € [zi—1, 3]}

i pri tome je:

Na svakom segmentu [z;_1,2;], ¢ = 1,...,n, odaberimo bilo koju to¢ku &;. Prema
definiciji supremuma M; i infimuma m; je m; < f(&§) < M; pa iz prethodnih
nejednakosti dobivamo:

Slika 7.4.

Odredeni integral funkcije f na segmentu [a,b] bit ée definiran pomocu sljedeéih
suma funkcije f vezanih uz subdiviziju P :

1. donja Darbouxova suma s(f, P) = > m;(z; — x;_1),
i=1
2. gornja Darbouxova suma S(f, P) = > M;(z; — x;-1),
i=1
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3. integralna suma o(f, P, {{1,...,&,}) = i F&) (z — i—1).
i=1

MnozZenjem nejednakosti (7.2) s (x; — x;—1) 1 sumiranjem po ¢ od 1 do n dobivamo:
m(b_a) S S(f7P) S U(f7P7{§17'~‘7§n}) S S(f,P) S M(b_a‘) (73)

Primjedba 7.1 Neka je f : [a,b] — R nenegativna i omedena funkcija, a T pse-
udotrapez omeden grafom funkcije f, x-osi i pravcima x = a i x = b (Slika 7.4).
Tada donja Darbouzrova suma predstavlja ukupnu povrsinu pravokutnika upisanih
pseudotrapezu T. Slicno, gornja Darbouzova suma predstavlja ukupnu povrsinu pra-
vokutnika opisanih pseudotrapezu.

Primjer 7.2 Neka je funkcija f : [a,b] — R definirana formulom f(z) = x. Za
svaki prirodan broj n definirajmo ekvidistantnu subdiviziju P, = {zo,21,...,Zn}
segmenta [a,b] :

b—a

r; =a+ith, h= , t=0,1,...,n.

Funkcija f je neprekidna i strogo rastuda na segmentu [a,b] pa je:

m; = mf{f(ac) L x e [1‘1_1,331‘]} = f(xi—l) =Ti—-1,
M; =sup{f(z) : @ € [wi—1, @]} = flxi) = @i,
1=1,...,n.

Odgovarajuée Darbouzove sume glase:

S(f, Pn): i:lmi(xi—xi,l): i:lxi,lh: 4 [CL + (Z — ].)h] h= z": [ah + (Z — 1)h2]
= ahn—I—%(n —1)nh?=a(b—a)+ %(n —1(b—-a)h=(b—-a

~30-h=0- o)t by - Bt b o 4 - B,
+

S(f, Py) = _:ZlMi(xi—xi,l):éxih::l(a—i—ih)h:é(ah ih?)
= ahn+%(n+1)nh2:a(b—a)+%(n+1)(b2—a)h:(b—a)(a+%;Lh)
—a 2 2 —a
+30-ah=(b-a)a+ bz E b ot (boaf

U racunu treba iskoristiti formulu za zbroj prvih k prirodnih brojeva (vidi Prim-

(k+1)
ALY

k
jer].]):Zi:k itozak=n—114ik=n.
i=1

Na Slici 7.5 prikazani su graf funkcije f i odgovarajuci upisani i opisani pra-
vokutnici za ekvidistantnu particiju Pg.
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0 Aa=xo X1 T2 T3 T4 T5 b= ¢ z
Slika 7.5.
2 2
Zamijetite da je lim s(f,P,) = lim S(f,P,) = %— — 92—7 Sto je upravo
n—00 n— o0
pouvrsina trapeza omedenog grafom funkcije f, segmentom [a,b] i pravcima x = a
ix =b. Taj smo rezultat mogli i ocekivat. Naime, $to je dijametar subdivizije 6(Py,)
mangi to se Darbouzove sume s(f, P,) i S(f, P,) sve manje razlikuju od povrsine
trapeza.

Ako pomocu tocaka & € [x;—1,xi], i = 1,...,n, napravimo odgovarajuéu in-
tegralnu sumu o(f, Pp,{&1,...,&n}), onda iz (7.3) dobivamo:

a2

5

|

nh—{go U(f7 P, {517 s 7§n}) =

Neka je P skup svih subdivizija segmenta [a, b]. Nejednakost (7.3) vrijedi za
svaku subdiviziju P i govori nam da je skup {s(f, P) : P € P} omeden odozgo, a
skup {S(f, P) : P € P} omeden odozdo. Tada postoje brojevi (vidi t.1.5.2):

L.(f,[a,b]) =sup{s(f,P) : PP}

I*(f,[a,b])) =inf {S(f,P) : P € P}

Broj I.(f, [a,b]) nazivamo donjim Riemannovim integralom, a broj I*(f, [a, b])
gornjim Riemannovim integralom funkcije f na segmentu [a,b).

Iz (7.3) dobivamo da za svaku subdiviziju P € P vrijedi:
m(b_a) < S(faP) < I*(f)[a7b]) i I*(f7[a7b]) < S(faP) < M(b_a) (74)

Pokazat ¢emo da je L.(f,[a,b]) < I*(f,]a,b]). Prvo dokazimo sljede¢a dva osnovna
svojstva Darbouxovih suma:
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Dva osnovna svojstva Darbouxovih suma:

a) Za bilo koje dvije subdivizije P i P’ segmenta [a,b] takve da je
P C P’ vrijedi:

s(f,P) < s(f,P) 1 S(f,P) = S(f.P),

tj. ako neku subdiviziju profinimo s kona¢no mnogo tocaka onda se
gornja Darbouxova suma necée povecati, a donja Darbouxova suma
se nete smanjiti.

b) Za bilo koje dvije subdivizije P; i Py segmenta [a, b] vrijedi:
S(fapl) < S(faP2)7

tj. bilo koja donja Darbouxova suma nije veéa od bilo koje gornje
Darbouxove sume.

Dokaz.

a)

Neka su P i P’ bilo koje dvije subdivizije segmenta [a,b], takve da je P C P'.
Zamijetite da je tvrdnju dovoljno dokazati za slu¢aj kada je P'\P jedno¢lani skup.
Neka je nadalje P = {z0,T1,...,Tn}, a =20 < 71 < T2 < ... < X, = b, i P\P =
{z'}. Tada postojii € {1,...,n} takavdaje z;—1 <z’ < x;. Suma S(f, P') nastaje iz
sume S(f, P) tako da se sumand M;(z;—x;—1) zamijeni s My, (¢’ —xi—1)+ M} (z:—a'),
gdje je M supremum funkcije f na [z;—1,2'], a M;” supremum funkcije f na [z’, z;].
Bududi da je M < M; i My < M; dobivamo:

Mj(z' — xi—1) + M (2 — 2') < Mi(z; — i—1).
Iz posljednje nejednakosti slijedi da je S(f, P') < S(f, P). Sliéno se pokaze da je
s(f, P') > s(f, P).

Neka su P; i P» bilo koje dvije subdivizije segmenta [a, b]. Ozna¢imo s P subdiviziju
Py U P,. Prema tvrdnji a) je s(f, P1) < s(f,P) i S(f,P) < S(f, P2). Buduéi da je
s(f,P) < S(f, P), dobivamo s(f, P1) < S(f, P2).

Ako je funkcija f : [a,b] — R omedena na segmentu [a, b], onda je

L(f,[a,b]) < I*(f,[a, b))

Dokaz. Neka su P i P» bilo koje dvije subdivizije segmenta [a,b]. Prema svojstvu b)
Darbouxovih suma je s(f, P1) < S(f, P2), odakle zaklju¢ujemo da je S(f, P>) gornja meda
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skupa {s(f, P1) : P1 € P}. Prema tome , za svaki P> € P vrijedi I.(f, [a,b]) < S(f, P2). Iz
posljednje nejednakosti dobivamo da je I.(f,[a,b]) donja meda skupa {S(f, P») : P> € P}
pa je I*(fa [CL, b}) S ]*(fa [aa b])

Iz (7.4) i prethodne tvrdnje dobivamo:

m(b—a) < s(f, P) < L(f,[a,b]) < I"(f,[a,b]) < S(f, P) < M(b—a).  (7.5)

Neka je [a,b] segment realnih brojeva i f : [a,b] — R omedena funkcija na
[a,b]. Ako je I.(f,a,b]) = I*(f,a,b]), onda za funkciju f kazemo da je integra-
bilna u Riemannovom smislu ili krade integrabilna na segmentu [a, b], a realan
broj:

I(f,[a,b]) = L(f,[a,b]) = I*(f,[a,b]).

nazivamo odredenim integralom funkcije f na segmentu [a, b] i oznacavamo s:

b
/f(x) dz.

Pri tome kazemo da je f podintegralna funkcija, segment [a,b] podruéje in-
tegracije i x varijabla po kojoj se integrira. Cesto se kaze da je tocka a donja
granica, a tocka b gornja granica integracije.

b a a
Po definiciji uzimamo da je [ f(z)dz = — [ f(z)dz i [ f(z)dz =0.
a b a

b
Primjedba 7.2 Odredeni integral [ f(x) dz je broj koji ne ovisi o varijabli x i stoga
a

integracionu varijablu moZemo oznaciti bilo kojim simbolom. Tako npr. moZemo

pisati: , . .
/f(w)dwz /f(t) dt = /f(u) du.

Uocite razliku izmedu odredenog i neodredenog integrala: odredeni integral je
realan broj, a neodredeni integral je skup funkcija.

Znak integrala ([ )dolazi od izduZenog slova S, prvog slova znaka sume (Y ).
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b
Odredeni integral [ f(x) dz mozemo aproksimirati donjom s(f, P) ili gornjom
a

S(f, P) Darbouxovom sumom. Prema (7.5) je:

b
s(f,P) < / f(x)dz < S(f.P),

odakle mozemo zakljuciti da apsolutna greska te aproksimacije nije veéa od broja
S(f,P)—s(f,P). Sliéno, aproksimiramo li odredeni integral nekom integralnom
sumom o(f, P,{&1,...,&,}), onda apsolutna greska aproksimacije nece biti veéa od
S(f,P) — s(f,P) jer je s(f,P) < o(f,P,{&,...,&n}) < S(f, P). Sljedeéa tvrdnja
govori nam da se ta aproksimacija moze uciniti dovoljno tocno. Osim toga, tu
tvrdnju koristit ¢emo u dokazu drugih tvrdnji.

Omedena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna na segmentu [a, b]
onda i samo onda ako za svaki realan broj € > 0 postoji subdivizija P
segmenta [a, b] takva da je S(f, P) — s(f,P) <e.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji subdivizija P takva da je S(f, P)—
s(f, P)<e. Prema (7.5) je s(f, P) < L.(f,[a,b]) i I*(f,[a,b]) < S(f, P), zbog Cega je:

]*(f,[a,b])—f*(f,[a,b}) SS(f7P)_S(f7P) <e.

Zbog proizvoljnosti broja ¢ > 0 je I*(f, [a,b]) — I.(f, [a,b]) < 0. Buduéi da je I.(f,[a,b]) <
I*(fa [a7b})7 to je I*(f7 [CL, b]) = I*(f7 [a7b})

Obratno, neka je funkcija f integrabilna na segmentu [a,b] i € > 0 bilo koji realan
broj. Bududi da je po definiciji:

L(f,|a,b]) =sup{s(f,P) : PP}, I*(f, |a,b]) =inf{S(f,P): PeP},

postoje subdivizije P; i P> segmenta [a, b] takve da je (vidi definiciju supremuma i infimuma
u t.1.5.2):
L(f,1a,b]) —e/2 < s(f, Pr) i S(f, P2) <I"(f,[a,b]) +¢/2. (7.6)

Neka je P = Py U P,. Prema svojstvu a) Darbouxovih suma je:
s(f, 1) <s(f,P), S(f,P)<S(f P2).
Sada iz (7.6) dobivamo:
L(f,la,b)) —e/2 < s(f, Pr) < s(f,P) 1 S(f,P) < S(f.P2) <I'(fa,b]) +e/2,
odakle je:
S(f, P)=s(f,P) < [I"(f.[a,b]) + /2] = [L.(f. [a, b]) — €/2] = I"(f, ]a,b]) = L.(f, [a, b]) +e<.
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Funkcija f je integrabilna pa je I.(f, [a,b]) = I*(f,[a,b]) 1 S(f, P) — s(f,P) < e.

Povrsinu pseudotrapeza i volumen rotacionog tijela definiramo pomoc¢u odre-
denog integrala.

Neka je funkcija f: [a,b] — R omedena i nenegativna na segmentu [a,b], a
T pseudotrapez omeden grafom funkcije f, xz-osi i pravcima x = a i * = b. U
prethodnoj tocki zakljucili smo da o povrsini pseudotrapeza T ima smisla govoriti
samo onda ako za svaki € > 0 postoji subdivizija P segmenta [a,b] takva da je
S(f,P) —s(f,P) < e, tj. ako je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b]. Kazemo
da pseudotrapez ima povrsinu jedino u slucaju kada je funkcija f integrabilna na
segmentu [a, b]. U tom slucaju povr§inom A(T') pseudotrapeza T nazivamo broj:

Povrsina pseudotrapeza:

AT) = [ f(x)da.

Q— =

U prethodnoj tocki vidjeli smo da o volumenu rotacionog tijela ima smisla
govoriti samo onda ako za svaki € > 0 postoji subdivizija P segmenta [a, b] takva da
je Vo—V, < . Buduéidaje V, = S(m f?, P) (gornja Darbouxova suma funkcije 7 f2)
i V, = s(mf?, P) (donja Darbouxova suma funkcije mf?), to zna¢i da o volumenu
ima smisla govoriti samo onda ako je funkcija f? integrabilna na segmentu [a,b]. U
tom slucaju volumenom V nazivamo broj:

Volumen rotacionog tijela:

b
V=mn/[f*z)dz.
a

Primjedba 7.3 Povrsina opcenitijeq skupa od pseudotrapeza svodi se na povrsinu
trapeza. Tako je npr. povrsina A(T) skupa T prikazanog na Slici 7.6.a jednaka

b
povrsini A(T") skupa T', tj. A(T) = — [ f(z)d=.
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Y4 Y 4
y=—f(z)
y=fl=)
- ﬁ
T
0 a b x
— T
y=g(z)
y = f()
0 a b T
Slika 7.6.a. Slika 7.6.b.

Zamijetite da povrsina A(T) skupa T prikazanog na Slici 7.6.b iznosi

b b

A(T) = / F(z)dz — / o(z) da.

a a

Riemannov teorem:

Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b], onda je
ona i integrabilna na [a, b].

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Treba pokazati da postoji subdivizija P segmenta [a,b] takva
da je S(f,P) — s(f, P) < e. Svaka neprekidna funkcija na segmentu [a, ] je i uniformno
neprekidna na [a, ] (vidi t.5.2) pa postoji 6 > 0 takav da je | f(z) — f(y) |< bi o za
sve z,y € [a,b] za koje je | © — y |< 0. Neka je P = {zo,1,...,%n} bilo koja subdivizija
segmenta [a, b] ¢iji je dijametar §(P) manji od ¢. Buduéi da neprekidna funkcija preslikava
segment na segment (Bolzano-Weierstrassovov teorem o neprekidnim funkcijama), postoje
tocke =, 2" € [wi—1,x:], takve da je f(z') < f(z) < f(2") za svaki x € [x;_1, z;]. Pri tome
je:

m; = inf{f(z) : & € [wi—1, 7]} = f(z') i M; =sup{f(z):x € [ziz1, 7]} = f(z").

Zamijetite da je M; —m; =| f(z")— f(z') | . Kako je | " — 2’ |< §(P) < 4, zbog uniformne
neprekidnost funkcije f je M; — m; < ﬁ. Sada je:

n

S, P) = s(f,P) = Y (Mi = mi)(wi — i) < ) = (wi —wi1) = <.

=1
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Teorem srednje vrijednosti za integral neprekidne funkcije:

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b]. Tada
postoji tocka ¢ € [a, b] takva da je:

b
[ f@ds =0 -a).

Dokaz. Funkcija f je neprekidna pa i integrabilna na segmentu [a, b]. Iz (7.5) dobivamo:

b
m(b — a) S/f(as)dasSM(b—a)7

b
odakle zaklju¢ujemo da postoji realan broj v € [m, M] takav da je ff(:n) dz = v(b—
a

a). Buduéi da neprekidna funkcija preslikava segment na segment (Bolzano-Weierstrassov
teorem), postoji tocka ¢ € [a, b] takva da je v = f(c).

Primjedba 7.4 Geometrijsko znacenje teorema srednje vrijednosti za integral ne-
prekidne funkcije sastoji se u tome da je moguée pronadi takav broj ¢ € [a,b] da
povrsina pseudotrapeza ispod grafa funkcije bude jednaka poursini pravokutnika s
bazom (b — a) i visinom f(c).

Yy
£ 1 y=[fl)
0 a 1c b T

Slika 7.7.

b
Iz tog razloga za broj 2 E 7 [ f(z)dz kazemo da je srednja vrijednost funkcije f
a

na segmentu [a, b].
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Darbouxov teorem:

Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija i (P,) bilo koji niz subdivizija
segmenta [a, b] sa svojstvom da §(P,) — 0 kada n — oo. Tada su nizovi
Darbouxovih suma (S(f, P,)) i (s(f, P,)) konvergentni i pri tome vrijedi:

lim S(f,P,) =I"(f,[a,b]), lim s(f,P,) = L(f, [a,b]).

n—oo n—oo

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati samo za gornje Darbouxove sume. Na sli¢an nacin moze
se pokazati tvrdnja za donje Darbouxove sume.

Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Treba pokazati da postoji prirodan broj no takav
daje | S(f, Pn) — I*(f,[a,b]) |= S(f, Pn) — I"(f,[a,b]) < € za svaki n > no.

Gornji Riemannov integral je infimum svih gornjih Darbouxovih suma pa postoji
subdivizija P = {yo, y1, ..., Ys} segmenta [a,b] takva da je:

a=y <y <--<ye=b i S(P)<I(f,[a,b])+e/2

Odaberimo § > 0 tako da je § < m, gdje je M =sup{| f(z) |: = € [a, b]}. Bududi

da je lim §(P,) =0, postoji prirodan broj no takav da je §(P,) < § za svaki n > no.
Neka je n>no. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je P,={x0,21,...,Zn}.

Ako interval < z;_1,z; > sadrzi tocke i, < yi, < ... < y;, iz P, onda u sumi S(f, Pn)

sumandu:
Mz(l‘z — .CL‘ifl) (77)

u sumi S(P U P,,) odgovara broj:

M (2i—1,yi,) Wiy — Tie1) + M (Yiy, Yin) Wiy — Yiy) + -+ M (s, xa) (2 —vi,),  (7.8)

gdje su M (-, -) supremumi funkcije f na odgovarajuéim segmentima. Ocijenimo apsolutnu
vrijednost razlike brojeva (7.8) i (7.7):

| M(zi—1,Yi,)(Yi, — Tim1) + -+ M(ys,, i) (25 — y3y) — Mi(®i — w-1) |[<
| M(zi—1,9iy) | (Yin — @im1) + -+ | M(ysy, %) | (w0 —y3,)+ | My | (w0 —24-1) <
M {(yiy —@i-1) + (i —yir) + -+ (@ —ya)] + M(2i — wim1) = 2M (i — 23-1) <
2M6(P,) < 2M8.

Broj tocaka u P je k + 1 pa se takva moguénost moze pojaviti najvise k — 1 puta. Prema
tome je: .
| S(PUP,) = S(f, Pn) |< (k—1)-2Mé < /2.

Iz gornje nejednakosti dobivamo S(f, Pn) < S(PU P,)+¢/2. Subdivizija PU P, je profin-
jenje subdivizije P, pa je S(PUP,) < S(P) < I*(f,[a,b]) + £/2. Dakle,

S(f,Pn) < S(PUP,) +¢/2 < [I*(f,[a,b]) + /2] + /2 =T"(f,[a,b]) +¢,
odakle je S(f, Pn) — I*(f,[a,b]) <e.
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Primjedba 7.5 Ako je funkcija f omedena i integrabilna na segmentu [a,b], onda
je:

/f f’ [a b]):I*(f’ [a’b])

Prema Darbouzovom teoremu, za bilo koji niz (Py,) subdivizija segmenta [a,b] takav
da je lim §(P,) =0, vrijedi:
n—oo

n—oo n—oo n—oo

/f(x)dx = lim s(f,P,) = lim o(f, P,) = lim S(f,P,).
a

Primjer 7.3 Za funkciju f i niz subdivizija (P,) iz Primjera 7.2 vrijedi:
2
a

2
lim s(f,P,) = lim o(f,P,) = lim S(f,P,) = % -5

b
/xdx:
a

7.2.1 Svojstva odredenog integrala

Prema tome je:

CL2

7.

|

Iz srednje skole poznata su nam sljedec¢a pravila za konac¢ne sume:
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=
o
Il
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=

n 7 n
(2) Yoai=) ai+ ) a (1<j<n)
i=1 i=1 i=j+1
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Ko/
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(o)
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Il
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=
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(a; +b;) = Zai-i-Zbi

=1
n

(5) ai<bi(i=1,....,n)= > a; <3 b
=1

=1

ﬁ
Il
-

Odredeni integral ima analogna svojstva:

(1) Konstantna funkcija  — ¢ je integrabilna na svakom segmentu [a,b] i pri

b
tome je [cdx = c(b—a) (vidi Sliku 7.8.a),
a
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(2a) Ako je ¢ € [a,b] i f : [a,b] — R integrabilna funkcija na [a,b], onda je f
integrabilna i na [a, c] i na [c, b]. Pri tome je (vidi Sliku 7.8.b):

C

/b Fz)dz = / F(@)dz+ /b (@) da, (7.9)

(2b) Ako je ¢ € [a,b] i f integrabilna funkcija i na [a,c] i na [¢,b], onda je f
integrabilna na [a, b] 1 vrijedi:

b c b
flx)de = | f(x)dz+ [ f(z)dz, (7.10)
e frove]
Yy Y
c flz)=c f
0 a b x 0 a c Ib T

Slika 7.8.a. fbcdx =c¢(b—a) Slika 7.8.b. fbf(ac) dz zfcf(a:) dac—|—fbf(ac) dz

(3) Ako je funkcija f integrabilna na [a, b] i ¢ bilo koja konstanta, onda je funkcija
c¢- f integrabilna na [a, b] i vrijedi:
b b
/cf(ac)dac:c/f(ac)dac7 (7.11)
a

a
(4) Ako su funkcije f i g integrabilne na [a, b], onda je i funkcija f + g integrabilna
na [a, b] i vrijedi:

b b b
/[f(x)+g(a:)] da::/f(x)da:+/g(a:)dx, (7.12)

a
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(5) Ako su funkcije f i g integrabilne na [a,b] i f(z) < g(z) za svaki x € [a, ],

onda je:
b

/b f(@)dz < / o(z) da, (7.13)

a

(6) Ako je funkcija f integrabilna na [a, b], onda je i funkcija | f | integrabilna na
[a,b] 1 vrijedi:

[ )as| < /b | f(@) | da. (7.14)

a

Dokaz.

(1) Ako je c¢ konstantna funkcija, onda je s(c,P) = S(c, P) = ¢(b — a) za bilo koju
subdiviziju P segmenta [a, b].

(2a) Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Funkcija f je integrabilna na segmentu [a, b]
pa postoji subdivizija P’ segmenta [a,b] takva da je S(f, P’") — s(f, P’) < €. Neka
je P = P'U{c} = {wo,71,...,2n} i ¢ = x. Buduéi da P profinjuje P’ to je
S(f,P) < S(f,P")is(f,P)>s(f,P). Dakle,

S(f,P)—S(f,P) < S(.ﬁpl)_s(fapl) <e
Zamijetite da je P = (P N [a,c]) subdivizija segmenta [a,c], a P = (P N [c, b))

subdivizija segmenta [c, b]. Neka je P1 = {zo,21,...,Zk} 1 P2 = {Tk, Tht1y. - Tn}-
Sada je:
S(f,P) —s(f,P)= > (M Nai —wio1) < 30 (Mi —ma) (i — zi1)
i=1 i=1
= S( ) - S(f7 ) <g,
S(faPQ)_S(f7P2): Z (M mz)(xi_xi 1 Z M mz ZB'-II?i_l)
i=kt1 i=1

= S(f,P)—S(f,P)<E
odakle zakljuCujemo da je funkcija f integrabilna na segmentima [a, ] i [c, b].
Neka je (P,) bilo koji niz subdivizija segmenta [a,b] sa svojstvom lim §(P,) = 0.

Tada je P, = P, N[a, c] subdivizija segmenta [a, c|, a P;, = P, N [c, b] subdivizija od
[c,b]. Osim toga je lim §(P;) = lim §(P;) = 0. Primjenom Darbouxova teorema

dobivamo:

fl@)dz = lim S(f,Pn) = lim (S(f, Pn)+S(f, Pi))

Q—

= lim S(f,P,)+ hm S(f, PY)

n) =

)

c b

= [flx)dz+ [ f(
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(2b) Da bi pokazali da je funkcija f integrabilna na segmentu [a, b] dovoljno je pokazati
da za svaki realan broj € > 0 postoji subdivizija P segmenta [a,b] takva da je
S(f,P)—s(f,P) <e.

Neka je € > 0. Funkcija f je integrabilna na segmentima [a,c] i [c,b] pa postoje
subdivizije P’ (segmenta [a,c]) i P" (segmenta [c,b]) takve da je:

S(faP/) _S(f7Pl) < 6/2 i S(f’PN) _S(f7P”) < 6/2
Tada za subdiviziju P = P’ U P"” segmenta [a, b] vrijedi:

S(f,P)=s(f,P)= (S(f,P)+5S(f,P")) = (s(f, P") +s(f, P"))

(S(f, P') —s(f, P"))+ (S(f, P") = s(f, P")) <e,
odakle zakljuéujemo da je f integrabilna na [a,b]. Formula (7.10) dokazana je pod
(2a).

(3) Za c =0 tvrdnja se svodi na tvrdnju (1). Neka je ¢ # 0. Funkcija f je integrabilna na
segmentu [a, b] pa postoji subdivizija P segmenta [a, b] takva da je S(f, P)—s(f, P) <
e/lel.-

Neka je prvo ¢ > 0. Tada je S(c- f,P) = ¢S(f, P) i s(c- f, P) = es(f, P), odakle
dobivamo:

S(c-f,P)—s(c~f7P):cS(f7P)—cs(f7P):c(S(f7P)—s(f7p))gc-s/c:s.

Ako je ¢ < 0, onda je S(c- f,P) = —cs(f, P) i s(c- f, P) = —cS(f, P). Prema tome
je:

S(Cf,P) _S(C'f7P) = —CS(f,P)+CS(f,P) <e.
Dokazite formulu (7.11) pomoéu Darbouxova teorema.
(4) Pokazimo da je funkcija f+ g integrbilna na segmentu [a, b]. Neka je € > 0. Dovoljno
je pokazati da postoji subdivizija P segmenta [a, b] takva da je S(f + g, P) — s(f +
g,P) <e.

Funkcije f i g su integrabilne na [a,b] pa postoje subdivizuje P; i P» segmenta
[a,b] takve da je: S(f,P1) — s(f,P1) < €/21 S(g,P2) — s(g,P2) < €/2. Neka je
P=PUP, ={xo,1,...,%n}. Buduéi da subdivizija P profinjuje P; i P, vrijedi:

S(f,P)—s(f,P)<e/2 1 S(g,P)—s(g,P)<c¢e/2.

Neka je:
m;(f) = inf{f(z) : = € [xi—1, 3]}, mi(g) = inf{g(z) : = € [vi—1,z4]},
M;(f) = sup{f(=) : = € [i—1, 2]}, M;(g) = sup{g(z) : = € [ri_1,z:]},
mi(f+g)=inf{f(z)+g(z) : v €[wi—1,z:]}, Mi(f+g)=sup{f(z)+g(z): x€[ri—1,z:]}.

Bududi da je mi(f) +mi(g) < mi(f+g) i Mi(f+9g,P) < M;(f)+ M;(g) (dokazite!)
dobivamo:

s(f, P) +s(g9,P) < s(f+g,P), S(f+g,P)<S(f,P)+S5(g,P),

odakle je S(f +g,P) —s(f+g,P) <e.
Dokazite formulu (7.12) pomoéu Darbouxova teorema.
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(5) Ova tvrdnja se lako dokaze pomoéu Darbouxova teorema.

(6) Definirajmo pomoéne funkcije f* i f~ formulama:

Lako se uwotava daje f= ft+ f~i| fl=fT = f".
Neka je P bilo koja subdivizija segmenta [a,b] takva da je S(f, P) — s(f,P) < e.
Buduéi da je fT(z) > 0i f(z) > f(x) za svaki = € [a,b], to je
Mi(f*) = Mi(f) i mi(f*) > mi(f)
ili M;(fY) =mi(f)=0.
U oba slucaja je M;(f™) —mi(f™) < Mi(f) — mi(f). Prema tome je
S(f+7P)_S(f+7P) SS(f,P)—S(f,P) <g,

odakle slijedi da je funkcija f* integrabilna na [a, b]. Funkcija f~ jednaka je razlici
(f~ = f — f") integrabilnih funkcija pa je prema svojstvima (3) i (4) integrabilna
na segmentu [a, b]. Kako je — | f(z) |< f(x) <| f(z) | za svaki z € [a, b], primjenom
svojstava (3) 1 (5) dobivamo:

b b b
- [ ass [rwars [ 11w an

b b
G [ f@)de| < [ | f(@)] de.

7.2.2 Odredeni integral i primitivna funkcija

U ovoj tocki pokazat ¢emo da svaka na segmentu [a, b] neprekidna funkcija ima
primitivnu funkciju. Osim toga, dokazat ¢emo osnovnu formulu integralnog rac¢una,
tzv. Newton—Leibnizovu formulu po kojoj se odredeni integral ra¢una pomocéu
primitivne funkcije.

Primitivnu funkciju definirali smo u tocki 6.7. Zbog izuzetne vaznosti tog
pojma ponovo navodimo definiciju.

Primitivnom funkcijom funkcije f : [a,b] — R nazivamo svaku funkciju
F :[a,b] = R sa svojstvom:

F'(z) = f(x) za svaki x € [a,b].
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Pri tome, pod derivacijom funkcije F' u tocki a podrazumjevamo njenu derivaciju
zdesna u tocki a, dok pod derivacijom u tocki b podrazumjevamo njenu derivaciju
slijeva u tocki b. Vrijedi:

Neka je [a,b] segment i zg € [a,b]. Ako je funkcija f : [a,b[— R
neprekidna na [a, b], onda je funkcija F': [a,b] — R definirana formulom:

primitivna funkcija funkcije f, tj. F'(z) = f(z) za svaki z € [a, b].

Dokaz. Neka je x € [a,b], Az # 0 i z+ Az € [a,b]. Treba pokazati da je

lim F(x+ Az) — F(x) ~ ).

Az—0 Az

Definicija funkcije F' i svojstvo (2a) odredenog integrala daju (vidi Sliku 7.9):

T+ Az T T+ Az To T+ Ax
F(x+ Az) — F(x) = /f(t)dt—/f(t)dt: /f(t)dt+/f(t)dt: /f(t)dt.
Y
F(@) ;
A

Slika 7.9.

Po teoremu srednje vrijednosti za odredeni integral postoji tocka ¢ (c €< z,x + Ax > za
Az
Az > 0, odnosno ¢ €< z + Az,z > za Az < 0) takva da je [ f(t)dt = f(c)Az. Dakle,

x



7.2 Odredeni integral

251
MAM = f(c). Zbog neprekidnosti funkcije f je Alim0 f(c) = f(x), pa prijelazom
. . . Flx+ Azx)— F(x) _
na limes dobivamo Algl;go AL = f(=).

Primjedba 7.6 Odredivanje primitivne funkcije za zadanu funkciju je tezak posao.
Tako su npr. funkcije:

fo = g ={ T 020

neprekidne na R pa prema prethodnoj tvrdnji imaju primitivnu funkciju na R .
Moglo bi se pokazati da te primitivne funkcije nisu elementarne funkcije.
Newton—Leibnizova formula:

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu [a, b]. Ako je F
bilo koja primitivna funkcija od f na [a,b], onda je

b
/f(a:) dz = F(b) — F(a).

Realan broj F(b) — F(a) krade se oznacava s F(x) |° .

Dokaz. Ako su F i @ primitivne funkcija od f na [a, b], onda postoji konstanta C' takva
da je ®(z) = F(z) + C za svaki = € [a, b](vidi t.6.7). Bududi da je

®(b) — ®(a) = [F(b) + C] = [F(a) + C] = F(b) — F(a),
z
u daljnjem mozemo pretpostaviti da je F(z) = f F () dt, gdje je xo € [a,b]. Dobivamo:
Zo

b a b ) b
F(b)—F(a):/f(t)dt—/f(t) dt:/f(t)dt+/f(t) dt:/f(t)dt.
Zo o Zo a a

Primjedba 7.7 Moze se pokazati (ali ne jednostavno) da na segmentu [a, b] postoji
derivabilna funkcija F za koju je funkcija f := F' omedena na [a,b], ali nije integra-
bilna na [a,b]. To znaci da egzistencija primitivne funkcije ne povladi integrabilnost.

U tom sluc¢aju Newton-Leibnizova formula nema smisla. Dakle, uvjet neprekidnosti
ne smije se izostaviti.
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Primjer 7.4

Zadaci za vjezbu 7.2

1
dx 1
=arctgx |;=arctgl —arctg0 =
/H%2 gz o g g
0

1. Ekvidistantna subdivizija P, segmenta [0, 2] zadana je tockama:

9
=22 i=0,1,...,n
n
Za funkciju f(z) = 3z + 2 odredite: a) donju Darbouxovu sumu s(f, P,), b)

lim s(f, Pn), ¢) Gonju Darbouxovu sumu S(f, P,), d) lim s(f, P.).

n—oo

Rjesenje: a) 10— &, b) 10, ¢) 10+ 8, d) 10.

n’ n’

. Neka je f : [a,b] — R monotona i omedena funkcija. Dokazite da je f integrabilna

na [a, b].

Uputa: Treba pokazati da za svaki € > 0 postoji subdivizija segmenta [a,b] takva
da je S —s < g, gdje su S i s toj subdiviziji pripadajuéa gornja i donja Darbouxova
suma.

Pretpostavite prvo da f raste na [a,b] i podijelite segment [a,b] totkama 2o = a,

Zi,..., Tn = b na n jednakih dijelova duljine ~—5 @ Zatim izvedite formule za
pripadne Darbouxove sume:
b—a b—a
sn = [f(z0) + f(@1) + - 4 flan-1)] ——=,  Sn = [f@1) + -+ flan)] ——.

Odakle je Sy, — s = [f(zn) — f(20)] 2% = [f(b) — f(a)]272. Sada za dani & > 0
odaberite n, tako da je S, — s, < €.

U slucaju da f pada na [a, b] dobiva se: S, — sn = [f(a) — f(D)] b 2.
Funkcija f : [a,b] — R zadana formulom f(z) = z? je neprekidna na [a,b] pa i
integrabilna (vidi Riemannov teorem).

a) Podijelite segment [a, b] na n jednakih dijelova duljine b ?L @ Koristeéi formulu:

1
P22+ 4k = gh(+ D)2k +1), keN
dokazite da pripadna donja Darbouxove suma iznosi:

Sn = (b—3a)3 (1—%4—#) +a(b—a)? (1—%)+a2(b—a).
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.. . b o b3 a3 . .. Lo
b) Dokazite da je fa a”dz = 5 — 5, tako da nadete lim s, (vidi Primjedbu 7.5).

¢) Odredite povrsinu lika omedenog grafom funkcije f, pravcem x = 5 i z-osi.
d) Pokazite da srednja vrijednost funkcije f na segmentu [0, 2] iznosi %

Odredite realan broj ¢ > 0 tako da na segmentu [—c, ¢] srednja vrijednost funkcije
x — z* — 1 bude jednaka nuli. Uputa: (2°/5 —z)' = 2* — 1.

Rjesenje: c = 5174,

. Odredite povrdinu A lika omedenog parabolom y = 2z — z? i segmentom [0,2].

Rjesenje: Parabola sije¢e z-os u tockama z1 = 0 i 2 = 2. Nad segmentom [0, 2]

3
funkcija je pozitivna i A = f02(2x — 2%)dz. Bududi da je funkcija z — z? — &

primitivna funkcija za podintegralnu funkciju, prema Newton-Leibnizovoj formuli
dobivamo:

A= /(233 —2?)de = (2% — 2°/3) 2= (2% — 2%/3) — (0% — 0°/3) = %
0

Nadite povrsinu lika omedenog grafom parabole y = 22 — 2z +2 i pravcem y = x + 2.

Uputa: Prvo skicirajte trazeni lik, a zatim pokazite da pravac sijeCe parbolu u
tockama (0,2) i (3,5). Sa slike zakljucite da je

3 3
A= /(x +2)da — /(x2 2w+ 2)dz = (22/2 + 22) |} —(2°/3 — & + 20) [= g
0 0
Odredite povrsinu lika omedenog grafom parabole y = z® —4 i pravecem y = —z + 2.

Uputa: Pravac sije¢e parbolu u tockama (—3,1) i (2,0). Povrsina je jednaka vrijed-
nosti odredenog integrala f_QQ[(—x +2) — (2 — 4)]dz (vidi Primjedbu 7.3). Upotri-
jebite Newton-Leibnizovu formulu, pri ¢emu za primitivnu funkciju mozete uzeti
funkciju  — —z*/3 — 2?/2 + 2.

Nadite volumen tijela koje nastaje rotacijom oko z-osi pseudotrapeza omedenog
grafom funkcije f(x) = sinz i segmentom [0, 7/4].

Rjesenje: V = %—1

Pokazite da volumen stoSca visine v i polumjera baze r iznosi V = %r%rv.

Uputa: StoSac nastaje rotacijom oko x-osi pseudotrapeza omedenog grafom funk-
cije f(z) = %:m pravcem x = v i z-0si.

Funkcija F zadana je formulom F(z) = fol t?/T + tdt. a) Odredite domenu funkcije
F b) Odredite F'(z).

Rjesenje: a) Funkcija je definirana za svaki > 0. b) F'(z) = 2>V + z.
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11. Neka je funkcija f : [a,b] — R integrabilna na segmentu [a, b].

a) Provjerite da funkcija F(t) = f: f(x)dz na [a,b] ispunjava sve potrebne uvjete
za primjenu Lagrangeova teorema srednje vrijednosti

b) Pomoéu Lagrangeova teorema dokazite teorem srednje vrijednosti za integral
funkcije f.

Uputa: b) F(b) = [* f(z)dz, F(a) = [* f(z)dz = 0.
12. Koje su od navedenih izjava istinite:
a) Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na [a,b] i fab f(z)dz = 0, onda
postoji tocka ¢ € [a, b] takva da je f(c) = 0.
b) Ako je parna funkcija f integrabilna na[R , onda je fila flx)dx =2 foa f(z)dx.

c) Ako je neparna funkcija f integrabilna naR | onda je fi)a f(z)dx = foa f(z)dz.

d) Ako je neparna funkcija f integrabilna na[R ,ondajefi)a flx)dz= —foaf(;v) dz.

Rjesenje: a), b) i d)

7.3 Neodredeni integral

Pojam neodredenog integrala uveli smo u t.6.7. Ukratko ponovimo osnovna
svojstva.

Neka je I jedan od sljede¢ih skupova: interval < a,b >, s lijeva zatvoreni
interval [a,b >, zdesna zatvoreni interval < a,b] ili segment [a,b]. Primitivnom
funkcijom funkcije f na skupu I nazivamo svaku funkciju F' sa svojstvom:

F'(z) = f(x) zasvakix € I.

Za funkciju f kazemo da je integrabilna na I, ako ona na I ima primitivnu funkciju.
Skup svih primitivnih funkcija funkcije f oznacavamo s [ f(z)dz i nazivamo neo-
dredenim integralom ili antiderivacijom funkcije f, a postupak trazenja neo-
dredenog integrala integriranjem. Da bi se nasao neodredeni integral funkcije f
na skupu I dovoljno je naéi jednu njenu primitivnu funkeiju (vidi t.6.7), recimo F,
i tada je:

/f(x) dz = F(x) + C.
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Na odredeni nacin, integriranje je inverzna operacija od deriviranja, kao sto je npr.
izracunavanje drugog korijena inverzna operacija od kvadriranja. Stoga se rezultat
integriranja uvijek moze provjeriti deriviranjem.

Iz definicije neodredenog integrala i svojstava derivacije lako se mogu provjeriti
sljedeca svojstva.

Neka je I jedan od sljedeéih skupova: < a,b >, [a,b >, < a,b] ili [a,]].
Tada vrijedi:

(a) Ako je funkcija f: I — R derivabilna na I, onda je:
/f’(x) doe = f(z) +C.

(b) Ako je funkcija f: I — R integrabilna na I, onda je:

& ([ rwae) = s

tj. derivacija bilo koje primitivne funkcije jednaka je funkciji f.

(¢) Ako je funkcija f : I — R integrabilna na I i A bilo koji realan
broj, onda je funkcija A - f integrabilna na I i pri tome je:

//\f(ac) d — )\/f(ac) dz.

(d) Ako su funkcije f,g : I — R integrabilne na I, onda je i funkcija
f + g integrabilna na I i pri tome je:

/[f(x)+g(x)} dx:/f(ac) dx+/g(x)dx.

Svojstvo (c) nazivamo homogenost neodredenog integrala, a svojstvo (d)
aditivnost neodredenog integrala.

Primjedba 7.8 Moze se pokazatli da su svojstva (c) i (d) ekvivalentna svojstvu:

/[Alf(x)—i-)\gg(x)} dor = Al/f(x) dx—l—)\g/g(x) de  za sve A1, A2 €R.

Ovo svojstvo pokazuje nam da je meodredeni integral ,linearna operacija”, tj. ima
svojstvo linearne funkcije h : x — ax. Naime, za linearnu funkciju vrijedi:

h()\lfL‘l + )\2!1,‘2) = )qh(xl) + )\Qh(.’tg) za sve A, A2 €ER .
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Opéa metoda integriranja sastoji se u tome da se podintegralna funkcija
dovede u vezu s funkcijama za koje su primitivne funkcije navedene u Tablici 7.1.

7.3 Neodredeni integral

Pri tome se koriste navedena svojstva neodredenog integrala.

Tablica neodredenih integrala:

%(C{L‘)7CE[R = [edz=cx+C

d a+1 o o a+1
d—<a+1>:x,a€[R\{—1} = [z dng—_i_l—i—c
Lmjzpn=12 = [laz=m|z|+cC
i(aw>:ar (@>0ia#1) = [a*dz=L44C

dz \Ina ’ Ina
i(ez)—e” = [efdz=e"+C

dz - -
%(—cosx):sinx = [sinzdr = —cosz+C
(?—x(sinx):cosx = [coszdz =sinz+C

d _ 1 dv _

%(tgx) = oz = po tgx +C

A etan) — 1 dr _ _

dx( ctg ) sin’z - fsin2x ctgz +C
di(ln|slnx|)—ctgx = [ctgzdr =In|sinz | +C
(?—x(—ln|cosac|):tgac = [tgzdr=—In|cosz |+C
A (arcsing) = ——— = [ —— =arcsinz +C
dx V1— 22 /12

i(aurc tgz) = 1 = [ = arctgx

dz 1+a? 1+ 2

d / /

Tablica 7.1.
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7.4 Metode integracije

U ovoj tocki navodimo osnovne metode integracije. Da bi se one savladale
nuzno je dobro poznavati tablicu neodredenih integrala (Tablica 7.1) i svojstva
neodredenog integrala.

7.4.1 Direktna integracija

Ova metoda sastoji se u tome da se zadana podintegralna funkcija tako trans-
formira, da se raspadne na nekoliko elementarnih funkcija, koje zatim integriramo
prema formulama iz Tablice 7.1. Jasno, pri tome koristimo pravila integriranja.

Primjer 7.5 Izracunajmo integrale: a) [(z*4+4)3 dz, b) fﬁﬁlﬁ—\/%“ dz, ¢) [z
d) [tg?zdu,

a) Buduéi da je (22 4 4)% = 2® 4+ 122" 4 4822 + 64, dobivamo:

/(x2+4)3dx :/(x6—|—12x4+48x2+64)dw:/x6 dz+12 /x4 dz+48 /xde+64 /dx

7

T 12 5

*—+12~x—5+48-x—3+64x+07x—7+—x + 162> + 64z + C
7 5 3 T 5 ’

b) Prvo éemo podintegralnu funkciju zapisati u obliku podesnom za integriranje, a
zatim integrirati:

2_
u\/f—’_ldx:/(m?’m—fmlm—&—x*l/z) dz :/x3/2 dx—5/azl/2 dx—i—/az*l/Q dx
x

2 2 2
—5x5/2—5~§x3/2+2x1/2+0—2\/5<%—5§+1) +C.

¢) Transformirajmo podintegralnu funkciju na sljedeéi naéin:

1 _ sin® z + cos? z 1 1

sin? z cos? sin? z cos? cos’z  sin’z

Dakle,

dx 1 1 dx dz
— = — t+ —— ) dz = —+ | —5— =tga—ctgz+C.
sin® x cos? x cos?xr  sin’z cos? x sin” x

d) Pomocéu formuule tg>z = —4— — 1 dobivamo:

2 1 > dzx
= S = — = — .
/tg rdz /(cos%c dz /cos%c de =tgex —z+C
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Deriviranjem desne strane lako je provjeriti sljedec¢e pravilo za racunanje in-

tegrala:
/ f'(x)
f(x)

Rijecima: Ako se u brojniku podintegralne funkcije nalazi derivacija nazivnika,
onda je integral jednak prirodnom logaritmu apsolutne vrijednosti nazivnika.

=In| f(z) | +C.

Primjer 7.6 Ilustrirajmo navedeno pravilo na primjerima:

)fxlTadlen|x:|:a|+C

a
b) [tgrdr = [SLdy = — [ =S4y = —In | cosz | +C
¢) [etgzdr = [€2Ldr =1In|sinz | +C

) [ de =5 [ P2 de=gln |2 + 20 -T|+C

Primjer 7.7 Izracunajmo: a) [ ef+';22f_1 dz, b) [=dzic) [

e’ + 2z - 2

1. %
b) LDogem [ e [ L ge- [2 G0,
cos T sin(z + %) 2sin($ + ) cos(% + ) tg($+ %)

Bududi da se u brojniku nalazi derivacija nazivnika, dobivamo:

1
dx:ln’tg<f+z>‘+a
cos x 2 4
1 1 SR
0 L dr= [ — 1 _da- “#dx:ln‘tgf’—ka
sinx 2sin § cos 5 tg3 2

Zadaci za vjezbu 7.4.1

Primjenom osnovnih pravila i formula za integriranje ( Tablica 7.1), izratunajte
integrale:

1.

a) [(2z—1)dz f(——Qx) c) f(%\/f—l)dx
d) [ /zvzdx e) [(Wz+1)(z— &+ 1)dx f) [V5da.

Rjesenje: a) 2> — 2+ C, b) —
%x3/2+x+0, e) VEz + C.

—2—%—1—07 c) sVad—z+C, d) 2Va3+C, e)

2z
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\/1+z —1- (VE+1)(2®— V7)
f - a:4 d(I? b) de

z—2 z—2 T 2 x—
c) f(ll}2_m—l/2 - 132/2""11/2 1_1/2>d$€ d) f(é_ﬁ> (£+1 £+l>dw

2
Rjesenje: a) arcsinz—In(z++v22 +1)+C, b) Z-—z+C, ¢ 2 2324427124,
2
d) 22%/% — %xS/Q +C.
Uputa: o) YIt22-V1-2? 1 1 b) Wz +D(=* = Vr) _
V1—zt V1—z2 /1422 T/T+ T+ /T
1—a? 2 2 —
x—1, C) W—W+M:_xl/2_2x 3/27
Q) (@_ 1 )2(\/5—1_\/5+1>:x—1/2_x1/2
Ve+l Jz-—1 ’

2 2z

—x 3
a) [ 5 — dz b) [ 5 de ) [FERL dzx d) [ 35 dx
e) f : dl’ f) f 51022293 d g) io#?:indi h) zc}:z °

V1—z2 arcsinz
Rjesenje: a) —In(e >+ 1)+ C, b) —ln(e®*+1)+C, ¢)In|3+zlnz | +C, d)
_lef In|3—z*| +C, e)In | arcsinz | +C f) —In(cos®>z2)+C, g)In|1+cosz | +C,
h)In|Inz | +C.

Uputa: Podintegralnu funkciju zapiSite tako da se u brojniku nade derivacija

e * z3 1 —4 3
D em =S Dfm=—1 71 ©

—x

I
e~T4+1 e~ %41

nazivnika: a)

1 — Via? gy sinr __ —2sinzcosz oy _1 1/x

V1 —22 arcsing  arcsing’ cos?x cos? zInx nx’
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7.4.2 Metoda supstitucije

Cesto primitivnu funkciju ne mozemo pronaéi direktno. U takvim situacijama
mozemo pokusati primjeniti metodu supstitucije (uvodenja nove varijable). Pri
tome se podintegralna funkcija dovodi u vezu s kompozicijom funkcija. O tome
govori sljede¢a tvrdnja.

Neka su [A, B] i [a,b] segmenti, ¢ derivabilna funkcija na [a,b], ¢’
neprekidna funkcija na [a,b] i f neprekidna funkcija na [A, B]. Ako je
#([a,b]) C[A, B] tako da je na [a,b] definirana kompozicija f o ¢, onda
vrijedi:

a) Funkcija z — f[¢(2)]¢’ (z) na segmentu [a, b] ima primitivnu funk-

ciju. Pri tome je

/ o) () dz = Flp(@)] + C, (7.15)

gdje je F' primitivna funkcija od f.
b) Za sve «, 3 € [a, ] vrijedi:

(7.16)

Il
—
~
~
N~—
(ol
~

B
/ Fl6(@))é () de

Dokaz. Zamijetite da je funkcija = — f[¢(x)]¢’(x) neprekidna pa stoga i integrabilna na
[a,b], a funkcija f integrabilna na [A, B].

Dokazimo tvrdnju a). Neka je F' primitivna funkcija od f na [A, B]. Buduéi da je
¢([a,b]) C [A, B], kompozicija Fog je derivabilna na [a, b]. Primjenom pravila za deriviranje
kompozicije funkcija dobivamo:

(F o) (x) =Fp(x)¢' () = flo(x)]¢' (x)-
Dakle, [ fl¢(x)]¢'(x) dz = Flo(z)] + C.

Tvrdnja b) slijedi iz Newton-Leibnizove formule:

5 6(9)
/ Fl(@)é (2) de = Flo(8)] — Flg(a)] = / £(t)dt.
a ola)
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Primjedba 7.9 Zahtjev neprekidnosti funkcije ¢’ na [a,b] nije suvisan (vidi Pri-
mjedbu 7.7). On nam daje integrabilnost funkcije © — f[p(x)]¢ (x).

U formuli (7.16) provedena je supstitucija ¢(z) = t. Pri tome diferencijal
d¢ = ¢'(x)dx prelazi u diferencijal d¢, a granice integracije o i 3 u nove granice

¢(a) i ¢(B).

/2
Primjer 7.8 Odredimo [ sinzcoszdx :
0

Uvedimo supstituciju sinz = t. Diferenciranjem dobivamo coszdx = dt. Za x = 0 je
t=sin0=0, azaz=m/2jet=sin(r/2) = 1. Prema (7.16) dobivamo:

w/2 1
/sinxcosmdm:/tdt:—
0 0

2
Primjer 7.9 Izracunajmo f V2 —zdz:

/\/2—$d$_‘ E_wit

/\/_dt /I/th

2 3214 _ 2 32 ( 3/2) 16
=Z.¢ =Z2.432_(Z.0 = .
3 }0 3 3 3

Iz formule (7.15) dobivamo shemu po kojoj se moze pronaci neodredeni integral

[ f1é(2)]¢' (z) dz :

de =

[ @a=| A0 =" |- [r0a=roso-r@ne

gdje je C proizvoljna konstanta, a F' primitivna funkcija od f.

Primjer 7.10 Izracunajmo: a) f%d% b) [ ‘/H;mdx.
1[131' o Inz=t . 3 B t4 7 1[141'
a)/ z dx_‘%dx—dt —/t dt =7 +C===+C.

4
) /7“;1”(13;: :/\/Edt:/ /2 dt = 3 20324 0 = %\3/ln2x+0.

l+lnx=t¢t
%dw:dt
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Primjer 7.11 Rjesavajuci sloZene integrale, cesto
oblika:

a) Integral tipa [ \/ﬁ dz (a>01ib>0):

Metode integracije

dolazimo do integrala sljedecih

1 1 b —¢ / 1 a
dz dr = a = | ———— . = dt
/ a? — b2z? a 1_(1,_9;)2 gdx:dt av1—t2 b
1
:—arcsint—kC:larcsin(b—x)—FC
b b a
b) Integral tipaf\/ﬁdx (a>0ib>0):
/ 1 de — 1 o be —¢ 1 a
Va? + b2a? ay/1+ () Sdx = dt a1+ b
1 2
:Eln<t+ t2+1>+C——1n<b§+ (b_x) +1>+C
21 22
_%m(bﬂ— W)w_%ln(bﬁ & )

% In (bx+ v a? —|—b2w2> +C.

U zadnjem koraku ispustili smo konstantu —
primitivne funkcije razlikuju za konstantu.

c) Integral tipa [ \/ﬁ dz (a>01ib>0):

1 1
/ G/Q.CL‘Q—bQ dx:/ az 2
by () —1

lln(t—&-\/tQ—l)—&—C':lln
a a

2.2 12
ln<ax+ c;)x b)+C

1
p; In (aa: + v a2x? — b2> + C.

dx—‘

Kao i u prethodnom primjeru, u zadnjem smo koraku ispustili konstantu —=g

Ina

. To je dopusteno stoga sto se dvije

e B e
7dxr =dt Wt —1 a

ax ax

ar AT g

b (b) >+C

ln(aﬂc—!— a?x? b2>+C Inb
Inb
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Primjer 7.12 Integral tipa [ \/ﬁ dz (a # 0) mozemo rijesiti tako da prvo
kvadratnu funkciju pod korijenom nadopunimo na potpuni kvadrat:

+b2 b2+ +b2b2—4ac

x - = c=alx -

2a 2a 2a 4a

a zatim wvedemo supstituciju x + % = t. Dobivamo jedan od tri tipa navedena u
Primjeru 7.11.

ar’ +br+c=a

Primgjera radi, rijesimo integral [ \/7 dz

243x+1
w7
202 4 3x + 1 20w+ 3)2-1 dr =dt /oy
t 7)

= (Primjer 7.11.c) = % In (x/it +/22 — 1/8> +C
= %ln |:\/§<5L‘+2> + 22:2—1—32:—1—1] + C.

Primjer 7.13 Neka sup,q € R \{0}. Rijesimo integrale: a)f —SE— 2+q2, b)f

dx 1 dx P —t 1 dt 1
- = a = = —
» /p%%q2 e /(%)QH qdz=dt | qp /t2+1 o e
= — arctg <I£> +C
P q
dx 1 dx B =t 1 dt
b) /p2x2—q2 q_Q/(%)Q—l_ %dx*dt = /t2—1 (Tab. 7.1)
1 1 1—-t 1 q—px
== s +0=— C
w 2 n‘1+t|+ 200 gtpr| T
Neka su ¢,d € [A, B]. Ako je ¢ bijekcija sa [a,b] na [A,B] i = ¢! njena
inverzna funkcija, onda postoje tocke «, 3 € [a,b] takve da je ¢ = (a) id=¢(B).
Nadalje, iz formule (7.16) dobivamo:
¥(d)
[r@ar= [ fowi@a (717)
¢ ¥(c)

U formuli (7.17) provedena je supstitucija x = ¢(t). Pri tome treba obratiti
paZnju na odredivanje novih granica integracije ¥ (c) i ¥(d). Na lijevoj strani for-
mule (7.17) integrira se po podsegmentu [c, d] segmenta [a, b], a na desnoj strani po
podsegmentu [¢(c), ¥ (d)] segmenta [A, B].
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Neka je G primitivna funkcija funkcije ¢ — f[p(t)]¢’(t). Zamijenimo li u for-
muli (7.17) gornju granicu integracije d s x, x € [a, b], dobivamo:

T Y(z)
/f(U) du = / flo@)]¢' (t) dt = Gy (z)] — Gl(a)].
@ ¥(a)

x
Bududi je F(z) = [ f(u)du primitivna funkcija od f, to je funkcija x — G[¢p(z)]
a

primitivna funkcija od f. Tako smo pronasli shemu po kojoj se moze pronaci neo-
dredeni integral [ f(x)dz :

Jr@as=| JSZ00 | = [l a—caic—cwie,

gdje je C proizvoljna konstanta, a G primitivna funkcija od (f o ¢) - ¢'.

Navedenu shemu koristimo samo onda kada je jednostavnije pronaéi primi-
tivnu funkciju G nego primitivnu funkciju F od f.

2
Primjer 7.14 Rijesimo odredeni integral [ /4 — 2% dux :
0

Funkcija t — ¢(t) = 2sint, ¢ € [0,7/2], ispunjava sve potrebne uvjete za primjenu
prethodne tvrdnje. Neka je stoga x = 2sint i Tada je do = 2costdt. V4 — 22 =

\/4 —4sin®t = 2cost. Prema (7.17) dobivamo:

™ g
2 2 2
JVAi—a%dz = [2cost2costdt =2 [(1+ cos2t)dt
0 0 0

yis
= 2+ %sin 2t) |07: .
Primjer 7.15 Supstitucijom x = tgt izra¢unajmo integral [ W;iflm :

Iskoristimo poznatu trigonometrijsku formulu: ﬁ = 1+ tg%t. Dobivamo:

1 dt
a / (1+ tg2t)\/1 + tg2t cos®t
tgt

V1 +tgt

/ dx . T =tgt
(1_;'_.1‘2)4/14'_1‘2 dx:ﬁdt

:/costdt:sint+C:tgtcost—i—Cz +C

T

+C
V1+ 22
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Zadaci za vjezbu 7.4.2

Uvodenjem nove varijable izra¢unajte:

1. a) [zv&—5dx b) [ ¥1+sinz coszdx c fﬁ

D ] o) [ e de ) Jrera
21/2 . @
_ £\5/2 _ £\3/2
Rjesenje: ) t = vx—5, 2(x 55) + 10(z 35) +C; b)t = 1+sinz,
3(1 + sinz)*/3 1
0+ c)t=arccosz, Torccods +C; d)t=/z, cosv/z+C;

e) t=sinz, — .13 +C; ) t=3z% -5, (13631 P+

sin® x
7/6 5/6 1/2
@)z =156 (xT — xT + xS — /6 4 arctgx1/6> +C; h) 1+e*=t2, 21 F e
vV1+er—1 . z 1
1 7> ; =2 —1
+n<\/1+—el+l O DE=2 gy ln
dz dx dx
2. a) fa:2+4z+5 f4z2+25 C) f z24x+1 d) f \/m

dx dzx dx

e) f o a? as f /72+6I+1 8 ) h) f 7262113
1 20 +1
Rjesenje: a) arctg(z +2)+C, b arct +C, ¢ arct + C,
J ) ) g( ) ) 10 g—g— ) 23 g 73

d) garcsin—Qa—s +C, e arcsmx—jg;—Q +C, filn|z+3+vVz2+6z+1|4+C, g

1 2242 +2 1 z—3
—_In | NETTTE L0 ) 5 C.
4«5“‘2I—(I+2) +C o) 7t
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7.4.3 Parcijalna integracija

Iz pravila za deriviranje kompozicije funkcija dobili smo pravilo za integriranje
supstitucijom. Sli¢no, iz formule za deriviranje produkta dobivamo formulu za
parcijalnu integraciju.

Ako su u,v : I — R neprekidno derivabilne funkcije na intervalu I,
onda su funkcije v'v i uv’ integrabilne na I i pri tome vrijedi:

/u'(x)v(x) dz = u(z)v(z) — /u(x)v’(x) dz. (7.18)

Dokaz. Prema pretpostavci funkcije v’ i v’ su neprekidne na I. Stoga su i funkcije u'v i
uv’ neprekidne pa i integrabilne na I. Primjenom pravila za deriviranje produkta funkcija
dobivamo (uv)’(z) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z), odnosno:

v (z)v(z) = (w) (z) — u(z)v' ().
Integriranjem dobivamo: [ u/(z)v(z)dz = (w)(z) — [u(z)v'(z)dz.

Integraciju primjenom formule (7.18) nazivamo parcijalnom integracijom.
Nadalje, iz formule (7.18) dobivamo odgovarajué¢u formulu za ra¢unanje odredenog

integrala:
b b

/ W (@)o(z) dz = u(@)o(@) P — / (@) (z) da.

a a

Primjedba 7.10 Kod parcijalne integracije podintegralnu funkciju treba prikazati
u obliku produkta dviju funkcija v’ ©v. Pri tome funkciju v’ treba odabrati tako da
se lako moZe odrediti primitivna funkcija w od u’, pri ¢emu treba paziti da racunanje
integrala [ u(z)v'(z) dz bude lakse od racunanja integrala [ u'(z)v(zx)da.

Metodu parcijalne integracije cesto koristimo u slu¢aju ako je podintegralna
funkcija produkt polinoma i trenscedentne funkcije ili produkt dviju transcedentnih
funkcija.

Primjer 7.16 Izracunajmo [ xze® dx :

z e de=_e" =z — e’ 1 dex=ze"—e"+C.
~ N~~~ ~ ~
v u’ u v u v’
Rezultat provjerite deriviranjem.

Ako bi stavili v/ (x) = z, onda bi prema formuli (7.18) imali:

CL‘Q 1 2
z e dr=—e"—= [ z°e"dz,
M~ 2 2

u’/ v
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odakle vidimo da nas formula za parcijalnu integraciju vodi u pogre$nom smjeru. Naime,
teze je izracunati integral f z%e® dz od integrala f ze” dz, jer se poveéao eksponent od x.

Primjer 7.17 Stavimo v'(z) =1, v(z) = Inz i izra¢unajmo [Inzdz :
1

€ € €
1
Inzdz = 1 Inz de=_=z Inz|f-— z = de=zhzl|{—-z|i=1
~ ~ = ~~ T
1 1 u’/ v u v 1 u =~

v’

Primjer 7.18 Ponekad je potrebno nekoliko puta redom parcijalno integrirati. Ilus-
trirajmo primjerom:

z? cosz dr =sinz- z® — 2z sinz dx.
~ N~ N~ ~
v [ u v v/ u

Zadani integral smo sveli na laksi, jer smo smanjili eksponent od x. Promijenimo li oznake,
ponovnom parcijalnom integracijom dobivamo:

/ z ging dr=—cosz- = —/ 1 (—cosz)der=—x cosz +sinz + C.

~ —_—— ~— ,
u’ u v v’/ w

Dakle,foCosxdx:xQSinx—i—Qx cosx —2sinz + C.

Primjer 7.19 Izracunajmo [ e*sinzdx :

Parcijalnom integracijom dobivamo:

(%) e’ sing de=_e" sing— [ e" cosz dx.
~ ~ ~ N~
u’ v u v u v’/

Primjenom iste metode imamo:

(%) / e’ cosz dxr=_e* cosz —/ e’ (—sinz) dz =e€” cosz + /ez sinz dz.
\,/./\,./ ~ N~ ~ ,
u v u v u ’

v

Uvrstavanjem (%%) u (%) dobivamo:
/em sinzdz = e*(sinz — cosz) — / e’ sinz dz,

odakle je [e”sinzdz = 3e”(sinz — cosz) + C.
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Primjer 7.20 Rijesimo integral [ (gﬂziﬁ, gdje sun €N i« # 0 realan broj:

Neka je I, = [ (Ezf% (n =1,2,...). Zamijetite da je Iy = LarctgZ +C. Zan > 2
dobivamo:

1 22 +a? — 22 1 dx z?
In=— [ 2 T2~ % qp= = -
(0 a? (2 +a2)" de a? (22 + a2)n1 (2 +a?)n de

1 x?
= |Ilpn-1— | —————d
a2 [ 1 /(w2+a2)n x]

Metodom parcijalne integracije dobivamo:

u’ u

/_H v v
[e?de _[_ % I = (1‘2_’_&2)7714»1./'?
J@ZahT (24 a2)n 2(1—n)
1 =

_f2(1_n) (1‘2_’_0[2)7714& 1 de = 2(11771) [(1,2 + a2)7n+1x _ In—l] )

Uvrstenje u () daje I, = aiz {I,hl — 2<1£n) (<z2+;2)n,1 — In,1>} , odakle dobivamo re-
kurzivnu formulu:

1 x 2n—3
n = n— > .
() I 2(n —1)a? (z2 + a2)™ * 2(n —1)a? Tna (n=2)

Pokazite da za integral J,, = [ (9023#)" vrijedi rekurzivna formula:
1 T 2n —3
* % K Jn = In— > 2),
( ) 2(n —1)a? (22 — a2)" + 2(n—1)a? 1 (n22)
gdje je J1 = ﬁ In | 222 | + C (provjerite deriviranjem,).

Nemojte pamdtiti rekurzivne formule (%x) i (xx*), nego na primjerima usvojite
postupak njihova izvodenja.

Primjedba 7.11 Zamijetite da se svaki integral oblika:

1
S dzx,
(z2 +pr+q)

gdje sup,q € R in €N, moZe supstitucijom svesti na jedan od sljedeca dva oblika:

dx dx
IL,=| ———+— ili J,= | ———.
/ (22 + a2)n iliJ, / (22 — a2)n
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Tlustriragmo primjerom:

gt 4 -1 dx _|z-1=t
—2z2+3zx—1 "~ 202 =3¢ +1 " 2) (z-3)2- & de =dt
1 dt 11 |t—3 4t —1
—_- = __-.2 4140 =-1 ‘ c
2/t2—1/16 PR P HNaralt
4o — 4 2z — 1
=—1 C=1 c
n4x—2‘+ n2x—2‘+
Zadaci za vjezbu 7.4.3
1. Metodom parcijalne integracije izracunajte sljedece integrale:
a) [ € cos4daxda b) [zIn (l—l—%) dz  «¢) [Y I2+1[1“(zi+1)721“z] dz
d) [In(z+V1+2%)dz e) [ Yz(nz)’ds f) [ aresnxds
g) [ sz::f;m h) [ 3% coszdx i) [(1+ x?)? cosx dz.

Rjesenje: a) Le°* (sin dx + %cos 4x) +C, b) 32— 1)In(z +1) — é Inz +

. (z% 4 1)%/? 1 2 P)
C, e) %%[(lnx)Q—%lnx—i—%] + C, f) 2y/1+zarcsinz + 41—z + C, g)
1 x 3%(sinz + In3 - cosx) N 2 .

5 (—sinzx —|—ctgx> +C, h) 1T (n3)? +C, i) (z* =10z +21)sinz +

z(4z* — 20) cosz + C.

Uputa: b) Prvo transformirajte podintegralnu funkciju: x In <1+ %) =zln(z+1)—

zlnzx, a zatim parcijalno integrirajte, c) Prvo uvedite supstituciju ¢ = 1 + %7 a
x

zatim parcijalno integrirajte,

2. Metodom parcijalne integracije izvedite sljedeée rekurzivne formule:

(a) In = [(Inz)"dz = z(Inz)" —nl,_1;

a+1 1 n
(b) L= [e*(no)rde = T W00 _np (0 1),

(¢) In = [a"e"dx = z"e” — nl,_1;

o n(n —1)

d) I, =e*®sin" zde = ———— sin" ! z(asinz — ncosx) + ne2;
(@) s RV
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7.5 Tehnika integriranja

Skup integrabilnih funkcija je bogat. U ovoj tocki pokazat ¢emo razne ,tri-
kove” pomoc¢u kojih se mogu integrirati neke klase funkcija. Savjetujemo ¢itatelju
da pazljivo prouéi gradivo ove tocke i da rjeSavanjem veceg broja zadataka usvoji
te ,trikove”, umjesto da napamet nauci formule.

7.5.1 Integriranje racionalnih funkcija

Vaznu klasu integrabilnih funkcija ¢ine racionalne funkcije. Buduéi da svaku
racionalnu funkciju mozemo prikazati u obliku zbroja polinoma i prave racionalne
funkcije, problem integracije racionalne funkcije svodi se na problem integracije
prave racionalne funkcije. Zahvaljujuéi prikazu prave racionalne funkcije u obliku
zbroja parcijalnih razlomaka (vidi t.2.4), integracija prave racionalne funkcije svodi
se na ra¢unanje integrala sljedeca cetiri tipa:

A A Mx+ N Mzxz+N
I /—dx, II. /ﬁdx, II1. /Qde, V. /Qde,
—a (x—a) 2 +prtq (*+pr+q)"

gdje su m > 21 n > 2 prirodni brojevi; A, M, N,p i q realni brojevi, takvi da
polinom 22 + pz + ¢ nema realnih nula, tj. da je p?> —4q < 0.

Pokazimo kako se mogu izracunati ti integrali.

Integral tipa I:
A
/ do =
T—a
Integral tipa II:

Integral tipa III:

r—a=t
der =dt

':A/%:Alnﬂ—i—C:Alnx—a—f—C.

r—a=t —A —A
:A -m = —'rC:
dz=dt ‘ /t di (m —1)tm—1 (m—-1)(x—a)m1!

()
.

Nadopunimo kvadratnu funkciju do potpunog kvadrata:

2 2
2’ +pr+q= (aH—g) +<q—%>.
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Neka je o = 4/ q — %. Supstitucijom ¢ = x 4 § dobivamo:
Mz + N dx_/MH(N—— M/ 2dt (o Mp / dt
24pr+q 2+ o2 t2+02 2 2+ a?
M M d(L
= — In(* + a?) + N-=L —/#
2 2 Jal) (1?41
M 2N - M t
=— ln(t2+a2)+7parctg—+0
2 2a o
M IN — Mp 2+ p
= — In(2® + pr + q) + “—= arctg———=+C
2 Vg —p? Vg —p?

Integral tipa I'V:
Uz oznaku a = 1/q — % supstitucijom ¢ = = + § dobivamo:

MeyN M (N—— _M (d(+a?) [\ Mp dt
(22+pr+q)" = (t24+a2)m T2 ) (242 2 ) ) 2+
I R / a
C2(n—1)(t2 + a2)”—1 2 (t2+a2)n
Integral I, = [ (t%ﬁd«%)" mozemo izracunati po rekurzivnoj formuli (%%) iz Prim-
gera 7.20.

Primjedba 7.12 Zamijetite da su integrali tipa I i III transcedentne funkcije (sa-
drzi logaritme i arkustangense). Integral tipa II je prava racionalna funkcija, kod
koje stupangj polinoma u nazivniku iznosi (m — 1). Integral tipa IV (vidi rekurzivnu
formulu (%x) iz Primjera 7.20) sastoji se od prave racionalne funkcije kod koje je
polinoma u nazivniku stupnja 2(n — 1) ¢ transcedentnog dijela koji sadrzi funkciju
arc tg. Dakle, integral prave racionalne funkcije elementarna je funkcija, koja se
moZze prikazati u obliku zbroja transcedentnog i pravog racionalnog dijela.

z°—z +2a: +3a: +2x+2
i —x3—x+1 da :

Primjer 7.21 Rijesimo integral f

Bududi da je stupanj polinoma u brojniku veéi od stupnja polinoma u nazivniku, prvo
éemo podijeliti brojnik s nazivnikom. Dobivamo (provjerite!):

2 —at + 222 + 322+ 20+ 2 7w+2x3+4x2+x+2 —za 2 + 42 + x4+ 2
t -3 —x+1 N xt—ad—x+1 (x—1)222+x+1)
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Rastav na parcijalne razlomke glasi (vidi Primjer 2.45):

20° +42’ +2x+2 3 L2 1
(-1 +z+1) (z-1)% z—-1 2°4+z+1

Integriranjem dobivamo:

5 4 3 2
r’ —x" +2x° 4+ 3" +2x + 2 3 2 1
dr = d
/ -z —x+1 * /|:x+(x—1)2+$—1+x2+$+1:| v
7x_2+3 dx 49 dx n dx
2 (z—1)2 z—1 |
T

2
3 dx

==—- ——+2hn|z-1|4+ | 5¥——.

2 z—1 | | /x2+w+1

Izracunajmo posljednji integral:

1 dz 4 dz \/— =t
Pror1 T ) G 28 3) [y, | Gde=dt
x° +x+ z <2a\:/—gl) +1 V3

20+ 1
——arcttgt—FCf arctg
f/t2 ( )
Dakle,
5 4 3 2 2
z°—x" + 227 + 3"+ 22+ 2 T 3 2 20+ 1
- de = ———+21 -1 — t C.
/ zt—axd—z+1 T x—1+ nlw |+\/§arcg< V3 )+

Integral prave racionalne funkcije jednak je zbroju racionalnog i transceden-
tnog dijela (Primgjedba 7.12). Racionalni dio mozemo odrediti metodom Ostro-
gradskog® bez integriranja. Pri tome se ra¢unanje transcedentnog dijela svodi na
racunanje integrala prave racionalne funkcije s medusobno razli¢itim faktorima na
prvu potenciju u nazivniku. Dokaz metode Ostrogradskog bazira se na razmatran-
jima iz Primgjedbe 7.12. Mi ¢emo ga ispustiti i samo opisati metodu.

Nazivnik @ prave racionalne funkcije g rastavi se na dva faktora Q1 i Q2 (tj.

Q = Q1 Q2), gdje je Q2 produkt svih faktora (uzetih jednostruko) koji se javljaju
u Q. Integral trazimo u obliku (formula Ostrogradskog):

1( ) | [ Bal=)

Q Q1(x) Q2(7)

gdje su P; i P; polinomi s neodredenim koeficijentima kojima je stupanj za jedan

manji od stupnja polinoma Q1 i Q2 (st Py =st Q1 — 1, st Po = st Q2 — 1). Derivi-
ranjem formule Ostrogradskog dobivamo jednadzbu:

P(z) [ Pi() " Py(x)
Q) {qu)] T )

3M. V. Ostrogradski (1801-1861)-ruski matematicar.

dz,
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iz koje metodom neodredenih koeficijenata odredujemo koeficijente polinoma P; i
Ps.

__6-Tx—x® ..
r4—2x34-32x2—2x+1 dx :

U ovom primjeru je Q(z) = 2* —22® + 322 — 22+ 1= (2> —2 +1)2, Q2(x) = 2® — 2 + 1,
Qi(z) = 2 — 2% — 2 4 1. Integral trazimo u obliku:

Primjer 7.22 Izracunajmo metodom Ostrogradskog integral [

T Qa(x)
6—Tx —a’ Az+ B Cx+D
dz = ———da.
/x4—2x3+3x2—2w+1 v x2—x+1+/x2—x+1 v
Deriviranjem dobivamo:
6 —Tx — 2 _A(ccQ—:c+1)—(Ax+B)(2:c—1)+ Czx+ D
x4 — 203 +322 - 22 +1 (z2 —x +1)2 2 —x+1’

odakle imamo:
6—Tzx—a2°=A@*>—z+1) — (Az+ B)(2z — 1) + (Cz + D)(z® — z + 1).

Usporedivanjem koeficijenata uz iste potencije od z dobivamo sustav:

C = 0

—A -C +D = -1
-2B +C -D = -7

A +B +D = 6

Za rjeSenje nalazimo (provjerite!): A =2, B =3, C =0, D = 1. Dakle,

6 —Te —a? 2x + 3 dz
- dx = + .
24— 223 4+322 -2+ 1 2—x+1 2 —x+1

Bududéi da je:

2c—1 __
/%dx_/d—w_é/diwg_‘ B =t
z¥—z+1 (x—1/2)2+3/4 3 (21«71) i1 Fdz=dt

dobivamo:

6 —7x—a’ 2z +3 2 2z —1
- dr = — arct C.
/x4—2x5+3x2—2w+1 v xQ—x+1+\/§ang< )+
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7.5.2 Binomni integral

Integral oblika:
/xm(a + bz™)P dzx,

gdje su a # 0,b # 0 realni brojevi; m,n i p racionalni brojevi, nazivamo binomnim
integralom. Godine 1853. ruski matematicar P. L. Cebisev (1821-1894) dokazao je
da se binomni integral moze prikazati pomoc¢u elementarnih funkcija samo u sljedeca
tri slucaja:
a) ako je p € Z . U ovom slucaju izraz (a + bx™)P treba razviti po binomnoj
formuli, a zatim integrirati;

b) ako je mT“ € Z . U ovom slucaju supstitucijom t" = a + bz", gdje je r
nazivnik razlomka p (uzet s pozitivnim predznakom), integral svodimo na
integral racionalne funkcije (provjerite!);

¢) ako je L +p € Z . U ovom slucaju transformacijom
2™ (a+bx™)P = 2™ [x"(b+ ax™™)]P = 2™ TP (b + ax")P

polazni integral prelazi u integral tipa b) (provjerite!) pa ga rjesavamo sup-
stitucijom b + ax™" = t", gdje je r nazivnik razlomka p uzet s pozitivnim
predznakom.

Primjer 7.23 Rijesimo binomni integral | wzdﬁ :

Zamijetite da integral mozemo zapisati u obliku | z72(1+2?)71/2dz, odakle vidimo da je
m=—2,n=2 p= —%7 r =2 1ida se radi o ¢) sluéaju. Svedimo ga na b) slucaj:

/x_Q(l +22) Y de = /x_2[x2(x_2 + 1) Yz = /x_3(1 + 277

Nove vrijednosti eksponenata su: m’ = —3, n’ = =2, p’ = —1, v = 2. Bududi da je
% = —1¢€Z (b) slucaj), supstitucijom t*> = 1 4 22 dobivamo:
a1+ e = [(1+27?) e da = P=lta® [y,
- T tdt=—x3dx |

:—/dt:—t+0:—\/1+x*2+0.

Primjer 7.24 Ako su p i q racionalni brojevi, onda integral:

/Sinpxcosqxdx 0<z< g)
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supstitucijom sinx = t prelazi v binomni integral:
/sinp xcos? xdr = /sinp z(cos )7 coszda = /tp(l - 252)q5_1 dt.

Tlustrirajmo primgjerom:

sinx=t L-tr=u!
- ’:/t3(1—t2)1/4dt: tdt = —2u3du

-3
/sm xry/cosxrdr= . _
coszdr=dt t3dt = 2u3(u*— 1) du

:2/(u6—u2)du: 2u7—2u3—i—C: %?/(1—t2)7—§\4/(1—t2)3+0

7 3

2 2
= ?\/cos7ac— g\/cos3x+C.

7.5.3 Integriranje nekih iracionalnih funkcija

A) Integral oblika:
/R(x, oz xi)de,

gdje je R racionalna funkcija svojih argumenata i qq,...,q, € Q .

Supstitucijom x = t*, gdje je k najmanji zajednicki visekratnik od nazivnika
brojeva q1,qs, . - ., qn, dobivamo integral racionalne funkcije.

Primjer 7.25
Va+§ =6 o+ tt+t 1
z(1+ Jx) dz = 6t” dt to(1+t2) t2+1

3 3
= §t4+6arctgt+C’: §x2/3+6arctg\%_3+0.

B) Ima li integral oblik:

/R (x, \/ ar + b) dz,
cx+d

az+b

cx+d’

az+b

4N o <3
cotd = t" svesti

gdje je R racionalna funkcija od z i mozemo ga supstitucijom

na integral racionalne funkcije.
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Primjer 7.26

/ 2 Jf2-w, _ e a=24 B /2(1+t3)2t~12t2dt
- T _ —12¢? -
2-—22\2+=x 2—w={L do= T2 dt 1616 (1 4 13)2
3 _3 3 3, <2+x>2
=2 [tP3dt="+C0="2 C.
2/ 4t2+ 4 2—x +

C) Integral oblika:

/R (ac, vax? +bx + c) dz,

gdje je R racionalna funkcija od = i vax? + bx 4 ¢, pomo¢u Eulerovih supstitucija
mozemo svesti na integral racionalne funkcije.

Eulerove supstitucije:
a) Za a > 0 uzimamo supstituciju: vaz? +bx + ¢ = t + v/a - z. Kvadriranjem
dobivamo bz + ¢ = t? 4+ 2\/atx, odakle je:
2 —¢ d —2\/5t2+2bt—2c\/5d
= xr =
b—2yat (b—2y/at)?

Buduéi da je z racionalna funkcija od ¢, ovom supstitucijom polazni integral
svodi se na integral racionalne funkcije.

T

b) Za a < 0 prvo odredimo nultocke x1 i z2 kvadratne funkcije x — ax? + bz + c.
Neka je 1 < x2. Uvedimo supstituciju:

Vaz? + bz +c=alx — 1) (@ —x2) =t (x — 7).
Kvadriranjem dobivamo a(z — 21)(x — x2) = t?(x — x1)?, odakle je:

z1t% — azo 2a(xy — x
rT="F—72 dz=

1)t
— % .

(t* —a)
Kao i u prethodnom sluc¢aju, z je funkcija od ¢ pa se stoga polazni integral
svodi na integral racionalne funkcije.

Primjer 7.27 Rijesimo integrale: a) fﬁ, b) [ Hliﬁ :

a) Neka je Va2 +z + 1 = t + 2. Kvadriranjem dobivamo z? + x 4+ 1 = > + 2tz + 2
2 —t41
(1—-2t)2 "

1-2

ili x =
imamo:

1. Diferenciranjem nalzimo (provjerite!): dz = —2 Prema tome,

dz 2 —t+1 -2 3 3
- =2 —_dt= — + - dt
T4+vVr2+x+1 t(1 — 2t)? t (2t—1) (2t —1)2
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:—21n\t|+ 1n\2t—1|+L+C
2(2t = 1)
= —2In| \/x2—|—x—|—1—x\+§ln|2\/x2+x+1—2x—1|
5 +C

+
22Vl +x+1—-2z—1)

b) U ovom primjeru javlja se b) slucaj. Provjerite da suz1 = -1 — V2ize=—-14+2
nultocke kvadratne funkcije  — 1 — 2z — 2. Uvedimo Eulerovu supstituciju:

\/1—233—2:2:\/(—1)(x+1+\/§)(x+1—\/§):t(x+1+\/§).

Kvadriranjem dobivamo (—1)(z + 1 — v/2) = t*(x + 1 + v/2), odakle je:

2
(V24 1)+ V21
(V241 +V2 RV —— 2v2 ¢,

t24+1 241
2+ 22t +1 421
1+\/1—2w—x2:+7\/_+, de = — V2 dt.
2 +1 t2+1)2

Konacéno dobivamo:

dzx tdt
/1—|—\/1—2x—x27_4\/5/(t2+1)(t2+2\/§t+1)

_/ 2 4 B 4 &
241 t4v2-1 t+vV2+1
7t+\/§_1‘+c

= —2arctgt+4In ;

+v2+1
1—2zx—x2
N S tV2-l
= —2arctg W +4In \/7 +C.
x 1—-2z—=x
o+v/241 +V2+1
D) Integral oblika:
/ i 1C) N
var? +bxr+c

gdje je P, polinom m-tog stupnja (m > 1), moZemo rijesiti metodom neodredenih
koeficijenata. Opisimo ovu metodu:

Stavimo:

dz = P ( \/ax2+bx+c+K/

/\/ax2—|—ba:—|—c \/aac2—|—bac—|—c
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gdje su P,,_1 nepoznati polinom (m — 1)-vog stupnja i K kostanta. Deriviranjem
obje strane gornjeg identiteta dobivamo:

P, 2 b) - P, — K
__In@ e rhe e B Puai(@) ,
var? +bxr+c 2vVax? +bx +c var? +bxr+c

odakle nakon mnozenja s vax? + bx + ¢ imamo:

P.(z) =P, _,(z)- (ax® + bz +c) + (ax + g) P_1(z) + K.

Usporedivajuéi koeficijente istih potencija od z dolazimo do sustava (m + 1) line-
arnih jednadzbi s (m + 1) nepoznanica, iz kojeg odredujemo koeficijente polinoma
P,,_1 i konstantu K.

Primjer 7.28 Rijesimo metodom neodredenih koeficijenata integral [ \/% dx :

Integral treba potraziti u obliku:
3

i ——  — _dr= (A2’ 4+ Bz +CO)\/a2 + 22 +2 +D/

\/x2+2w+ \/x2—|—2x—|—
Deriviranjem gornjeg identiteta dobivamo:
Sz —1 Az®+ Bz +C 1 D
T2l 9ar 4 B) for s op s 2y AT+ Bzt O)@+1) 7
2 4+ 2x 4+ 2 Va4 2x+2 VarZ+2x+2

odakle je 2* —x —1 = (2Ax + B)(2* + 22 +2) + (Az? + Bz + C) (2 + 1) + D. Usporedivanjem
koeficijenata uz iste potencije od x dobivamo sustav:

3A = 1
4A +3B +C = -1
5A +2B = 0
2B +C +D = -1,
Gije je rjesenje: A=+ B=-2,C=1% D Dakl
cije je rjeSenje: A= 3, B=—%, C =g, akle
2—x—1 (1 2 5 1 1
—z ——x—|——> 22+2r4+24 < | ———.
W Al 6 6 2/ 22 + 2z + 2
Bududi da je
/ T _/ dx |l x+1l=t _/
VaZ+2x+2 (x+1)24+1 dx = dt VEF1

=1In(t+ t2—|—1)—|—C:ln(w+1+ 1‘2+25L‘+1>+C7

dobivamo:

S_x—1 1 5 1 1

r 7 (wQ —x+—> x2—|—2x—|—2+—ln(x—|—1—|— x2+2x+1>—|—0.
\/x2+2w+ 3 6 6 2
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Primjedba 7.13 Zamijetite da se integral oblika:

/ dr dje je m € N
(x —xz1)™Vaz? +br + ¢ e ’

supstitucijom #961 =t svodi na integral oblika D (dokaZite!).

T =

7.5.4 Integriranje trigonometrijskih funkcija

A) Pokazimo kako se moze izra¢unati integral oblika:
/sinmx cos"zdx, gdjesum,neN.

1) Ako je n = 2k + 1 neparan broj, onda supstitucijom ¢ = sin 2 dobivamo:

sinr=t ‘:/tm(l _tz)lc dt.

sin™x cos"x dz = [sin™x cos**z cos x dr =
cosrdr=dt

Posljednji integral se lako rjesava, jer je podintegralna funkcija polinom u
varijabli t.

Sli¢no, ako je m neparan, onda supstitucijom ¢t = cos x polazni integral prelazi
u integral polinoma.

2) Brojevi m = 2k i n = 2l su parni. Integral ovog tipa moze se svesti na prvi
slucaj. Prvo pomocu trigonometrijskih formula:

ginZg — L —cos2x
cosZy — 1t cos2x,

podintegralnu funkciju zapiSemo u obliku:

k 1
Sinmx Sinnm - (SiIl2x)k(COS2x)l = < 5 x) ( on x) )

2 2

a zatim, nakon potenciranja, tranformiramo sve dok ne dobijemo samo nepar-
ne potencije funkcije cos.

Primjer 7.29 Rijesimo integral fsin4 zrcos’xdx :

[sin*zcos’zdz = [(sin’z)’cos’zdx = [ (chs 2“3)2 (HCSS?E) dz
2 [(1 — cos2z — cos”2z + cos’2z) dx
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Bududi da je fcos 2zdx = % + C, fCOSQQJSdl' = f % de = % + sin84x +Ci

sin2x =t

1 2 t
2cos 2z dx = dt :Qf(l_t )dt:E——6—+C:

fcos32x dz = f(l—sin22x)cos 2xdx = '

. i3
sin2z _ &GE + C, dobivamo:

fsin4xcos2xdx _ % [w . s11122x _ % (:v + s1n44x> + (s1n22x . sm62x>] +C
_ 116 [w _sindr sin32x] +C

B) Integrale oblika:

/sin(aac) sin(fx) dz, /sin(ozx) cos(fBx)dx i /cos(ow:) cos(fz) dx,

gdje su a i 8 realni brojevi, mozemo rijesiti pomocu trigonometrijskih formula (vidi
Zadatke za vjeibu 2.2-2.8):

sin(ax) sin(fz) = %1 [cos(a — B)z — cos(a + B)x],

sin(ax) cos(fBz) = 7 [sin(a — B)z + sin(a + B)z],

cos(ax) cos(fBr) = 5 [cos(a — B)x + cos(a + ()]

Pri tome je potrebno znati sljedece integrale:
. 1 1.
/sm(aac) dx = - cos(az) + C (a # 0), /cos(ax) dz = o sin(az) + C (a # 0),

koji se lako rjesavaju supstitucijom ¢ = ax.
Primjer 7.30 Rijesimo integral [sin2z cos3z dx :

Pomocu prve navedene trigonometrijske formule nalazimo:

(—sinz + sin 5z).

N | =

1
sin 2x cos 3z = 5 [sin(—x) + sin bz] =

Integriranjem dobivamo:

1 1 1
/sin 2x cos3xdx = 5/(— sin z+sin bz)dz = 5 COST — 75 €08 5z + C.

C) Integral oblika:
/ R(sinz, cosz) dz,
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gdje je R racionalna funkcija svojih argumenata, mozemo supstitucijom ¢ = tg%
svesti na integral racionalne funkcije.

Zamijetite da iz t = tg% slijedi z = 2arctgt, odakle diferenciranjem dobi-
vamo:

2dt

de = —.
TTire

Nadalje, prema poznatim trigonometrijskim formulama (vidi Zadatke za vjezbu 2.2-
2.8) imamo:

' 2% 1 —¢2
sing = ——— cosT = .
S &x 1 + t2 ? x 1 =+ t2
Dakle,
. 2t 1—t2\ 2dt
t/R@mxw%x%MZﬂ/R<1+ﬁ’1+ﬁ>1+¢T

dz
sin x(24+cos z—2sin r)

Primjer 7.31 Izracunajmo integral [

Supstitucijom ¢t = arc tg%— dobivamo:

dz _ e _ (1+¢*)dt
sinz(2+cosx — 2sinz) (2_|_ 1-t2 4t ) ) t(#2—4t+3)

1+t2 1+t2 1+t2

Rastav na parcijalne razlomke glasi (provjerite!):

e 1 5 1
t(t2—4t+3) 3t 3(t—-3) t-—1

Dakle,

dx 1 5
= [|= dtf—l t]+2 In|¢-3|—In | t-1
/sinx(2+cosx—2sinx) /[3t+3(t—3) —1 | |+ n =3 ]=In[t=1]+C

ln | tg |+ In | tgg—i’) |—In | tg%—l | +C.

Zadaci za vjezbu 7.5

1. Izracunajte sljedece integrale racionalnih funkcija:

8) [ ide b) [ Zide c) | =t
d) [ =55 = dz e) J 7”2314322‘_55 5 de ) [t peitds

S5x—4 3z—1 23—z +21+1
fsz 41+2 f (@2—22+2)2 21+2)2 f (@Z—xt1)2 d.
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oSenie: 1 a® _a? Lyn(a?
RjesSenje: a) In | z |45 +C, b) ) z+1n|z+1|+4C, c) + In(z*4+1) +
arctgz + C, d)—%ln|x\+%—%ln|x—3\+zliln|w+lH—C, e)x+71n\w+3|
1 z
—arctg—=+C
zarcte 540 g
%ln | 302 —4x+2 | —ﬁarctg <3w — 2)—1—07 h) ﬁm—&—amtg(x—l)—&—a

a1 -mlzt1]4C, f)ln'(x+2) '+1ln( 249)—

V2 2(z* — 2z +2)
i) ﬁ + gln |2 —x 41| +\/§arctg<2x\/_§1> +C.
Rijesite binomne integrale:
a) fx_2/3(1 +x2/3)_1dcv f \/Td c) fx1/3(2 +x2/3)1/4dx
D [ e e) [z° 1+x)1/2dx f)fﬁ.

RjeSenje: a) 3arctg/z+C, b) 2(1+x/3)%/24C, c) (2+ 2/3)9/4 152 (2—|— 2/3)5/4
3/2 _ 2 _
+0, 3 (F)+2m 0 o (1+2%) 15(3"” 2 ¢, gy YiEei2e21)

1+ + Vz 32°
+C.
Izracunajte integrale:
f+f _e=3)'2 4 dz
f d f (2e—3)1/341 dx c) f

Rjesenje: a) 4 Yz + 6z +24Yxr+24In| Yo —1|+C,
b) 3 [1(22-3)"°—L(20—3)"/+ 1(22—3)"/* = (22—3)"/*+arctg(22-3)"/°] + C,

3/ 4 .
c) —%arcthf/%l +1In (titjlt“ + C, gdje je t = {/ 2.

Eulerovim supstitucijama izracunajte integrale:

da da da
a) f r—y/z242c+4 b) f V1—-z2-1 C) ‘[ \ (2z—22)3 ’

Rjesenje:
2In | Vzit2ztd—z | — 3 — 3| vVa2roztd-a—1
a)2ln | vVz2+2z+4—=x | DIV o R n| va2+2z+4—x—1|+4C,
1++1—22 1tz rz—1
b)ﬁ—&—Qarctg lt_a:+C C)\/ﬁ—FC
Rijesite integrale:
23 —622+112—6 3234522 7249 923 322 9a® 32242 4
a) f RV z244x+3 dCU b) RV 22245247 dCU f \/3xz2— 29:+l

Rjesenje: a) zl,)(x — 14z +11)vVa2 +4x+3—-66 In |z + 2+ Va2 + 4z + 3 | +C,
b) gy (3202 ~202—373)V3? + bz + T+ 13297 In | 4z+5+2v/422 + 10z + 14 | +C,

) 28v/2
c) ?’x—%ix_l\/?)xQ—Qw—&—l—i—C.

Rijesite integrale:
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a) [ sin®z cos® zdx b) [ sin®z cos* zdx ¢) [ cos® zsin® zdx
d) [ sin®2zdx e) [tg’zda f) [ sin® atg’zda.
.3 5 7 5 . 4 . 6
Rjesenje: a) sm3 T _ su% T 0, by T cosé)zx +C, ¢) ST _ sn%3 T,
d) —1 (cos2x— 2 cos® 2z + %COSSQZ') +C, e) thx +In|cosz | +C, f) ﬁ —
cos’ +2cosx+C
3 T .
. Dokazite rekurzivne formule:
san—1
(a) I, = fsin"xdx _ —sin nxcosx + o= Ly .
n—1 :
(b) In — fCOSn rdr = Ccos nxsmx + ’I'L"; 11’”72'
. Rijesite integrale:
dx sin x+2 x dx
a) 5cos z+5sinz+1 b) f l+cosczs dx C) 4cosa:+3sina:d:r
ogenie: a) Lm |28z 1 x 1 1, |1+tes
Rjesenje: a) 7In TeZ =3 +C, b) 2z—2 tg5+21n cosT +C, ¢) £ln PR +C,
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8. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Teorija diferencijalnih jednadzbi obi¢no se obraduje kao zaseban dio teorije infini-
tezimalnog racuna. Dijeli se na teoriju obi¢nih i teoriju parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi. Nas ¢e zanimati samo obic¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda. Na-
vedimo definicije:

Svaku jednadzbu koja sadrzi nezavisnu varijablu z, nepoznatu funkciju y i
njene derivacije ili diferencijale nazivamo obiénom diferencijalnom jednadz-
bom ili krac¢e diferencijalnom jednadzbom.

Redom diferencijalne jednadzbe nazivamo red najviSe derivacije ili diferen-
cijala u jednadzbi. Tako su npr. 3’ = 2z i dy = coszdx diferencijalne jednadzbe
prvog reda, a y” — 2zy’ =51 y” = — sinz diferencijalne jednadzbe drugog reda.

U najopéenitijem slu¢aju diferencijalnu jednadzbu prvog reda mozemo zapisati
u obliku:

o(y',y,x) =0, (8.1)
gdje je ¢ realna funkcija svojih argumenata.

Funkciju y : I — R nazivamo rjeSenjem diferencijalne jednadzbe (9.1) na
intervalu I, ako je ¢(y',y,x) = 0 za svaki x € I. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
na intervalu I znaci pronaci skup svih rjesenja te jednadzbe. Jasno, kad god je
moguce, dobro je pronadi rjeSenje na Sto vecem intervalu.

Ako postoji funkcija F' takva da se svako rjesenje jednadzbe (9.1) moze zapisati
u obliku:
y=F(C) (8.2)

za neku vrijednost konstante C, onda (9.2) nazivamo opéim rjeSenjem ili opéim
integralom diferencijalne jednadzbe (9.1).

Geometrijski opce rjesenje diferencijalne jednadzbe predstavlja familiju kri-
vulja. Te krivulje nazivamo integralnim krivuljama. Razli¢itim vrijednostima
konstante C' odgovaraju razliCite integralne krivulje. Tako su npr. na Slici 8.1
prikazane integralne krivulje diferencijalne jednadzbe 1y’ = 2.
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Cauchyjev problem:

Neka su xg € I i yo realni brojevi. Treba pronaéi ono rjesenje dife-
rencijalne jednadzbe (9.1) koje zadovoljava pocetni uvjet: y(zo) = yo.
Ako takvo rjesenje postoji, nazivamo ga posebnim ili partikularnim
rjeSenjem.

Prirodno se postavljaju sljedeéi problemi:

a) problem egzistencije rjeSenja, tj. da li jednadzba (9.1) ima rjeSenje.

b) problem jedinstvenosti partikularnog rjeSenja, tj. koji su uvjeti potrebni da bi
Cauchyjev problem imao jedinstveno rjesenje.

¢) efektivno nalaZenje rjesenja.

Odgovor na ova pitanja zahtijeva opsezniji pristup teoriji diferencijalnih jednadzbi
od pristupa u ovoj knjizi. Mi é¢emo obraditi samo nekoliko jednostavnijih tipova
diferencijalnih jednadzbi, ¢ija se rjeSenja mogu lako pronadi.

Primjer 8.1 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y' = 2 :

U ovom primjeru radi se o diferencijalnoj jednadzbi prvog reda. Integriranjem dobivamo
opée rjedenje: y = a2 4+ C. Geometrijski ovo opée rjesenje predstavlja familiju parabola
(Slika 8.1) koje se mogu dobiti translacijom jedne parabole uzduz y-osi.

Slika 8.1. Integralne krivulje diferencijalne jednadzbe y' = 2.

Tako npr. partikularno rjesenje ¢iji graf prolazi toc¢kom (0,1) dobivamo tako da u
opce rjesenje za konstantu C' uvrstimo vrijednost C' = 1.
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Primjer 8.2 Odredimo integralne krivulje diferencijalne jednadzbe xdxz+ydy=0:

Zamijetite da ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

d o 2
—(z” + =0,
@ty
odakle dobivamo:
2? +y° =C%
Dakle, integralne krivulje ove diferencijalne jednadzbe su koncentri¢ne kruznice sa sredis-
tem u ishodistu koordinatnog sustava u ravnini.

Za razliku od integralnih krivulja iz Primgjera 9.1 ove kruznice ne mogu se dobiti
translacijom duz y-osi jedne kruznice.

8.1 Postavljanje diferencijalnih jednadzbi

Sa stajalista prakti¢ne primjene teorija diferencijalnih jednadzbi jedno je od
najvaznijih grana matematike. Tako su npr. mnogi fizikalni zakoni iskazani up-
ravo preko diferencijalnih jednadzbi. U posljednje vrijeme diferencijalne jednadzbe
nalaze svoju primjenu i u drugim prirodnim (npr. kemija i biologija), kao i u
drustvenim znanostima (npr. ekonomija, psihologija i sociologija). Osnovni prob-
lem koji se ovdje javlja jeste kako postaviti odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu
koja ¢e opisivati neku pojavu ili proces.

Prilikom postavljanja diferencijalne jednadzbe prvog reda korisno je primjeniti
tzv. metodu diferencijala. Ova metoda sastoji se u tome da se priblizni odnosi
izmedu neizmjerno malog prirasta Az nezavisne varijable i neizmjerno malog pri-
rasta Ay zavisne varijable, koji su to¢niji §to su prirasti manji, zamijene pripadnim
odnosima izmedu njihovih diferencijala dz i dy.

Tlustrirajmo receno na primjerima.

Primjer 8.3 Neka je M(t) masa stabla u trenutku t. Nakon kratkog vremena At
masa poraste za AM = M (t + At) — M(t). Pretpostavimo li da je taj prirast pro-
porcionalan proteklom vremenu At i trenutnoj masi M(t), dobivamo jednadzbu:

AM = k M(t) At,

gdje je k koeficijent proporcionalnosti, koji ovisi o vrsti drveta.

Prijelazom na diferencijale dobivamo diferencijalnu jednadzbu:
dM =k M dt,

koja opisuje rast mase drveta.
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Primjer 8.4 U rezervoaru ima 50 | vodene otopine od 5 kg soli. U trenutkut =0
otopina koncentracije ¢, = 1 kg /1 pocne utjecati u rezervoar brzinom od v, =41 u
minuti, pri cemu se mijesanjem otopina odrzava jednolika koncentracija smjese. U
istom trenutku smjesa iz rezervoara pocéne istjecati brzinom od v; = 2 1 u minuti.

Napisimo diferencijalnu jednadzbu koja ée opisati kolicinu soli u ovisnosti o
vrement:
Neka je y kolicina soli (u kilogramima) koja se nalazi u rezervoaru nakon istjeka ¢ minuta.
Bududi da otopina utjeCe brzinom v, = 4 l/min, a smjesa istjece brzinom v; = 2 1/min,
rezervoar nakon ¢ minuta sadrzi 50 + 2t litara otopine koncentracije ¢ = 5()#—1—215 kg/1.
Dakle, koncentracija ¢ mijenja se tijekom vremena. Sto je vremenski razmak At manji to
su manje i promjene u koncentraciji. Nakon kratkog vremena At koli¢ina soli u rezervoaru
promijeni se za iznos Ay = y(t + At) — y(t). Ako unutar vremenskog intervala [t,¢ + At]
koncentraciju smjese u rezervoaru aproksimiramo sa ¢ = 51%2—, onda dobivamo:

Ay = (vycu — vic) At = <4~ 1-2 At.

50 + 2t

Prijelazom na diferencijale ta priblizna veza postaje to¢nom, tj. dobivamo:

Y
dy=(4- Y \ar
Y ( 25+t> ’

Ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

d 1
=
8.2 Osnovni tipovi diferencijalnih jednadzbi prvog

reda

Okvir ove knjige dopusta nam proucavanje samo nekih tipova diferencijal-
nih jednadzbi, ¢ije rjeSenje mozemo dobiti jednostavnim metodama svodenja na
racunanje neodredenog integrala.

8.2.1 Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama

U ovaj tip ubrajamo one diferencijalne jednadzbe koje se nakon razli¢itih
transformacija mogu zapisati u obliku:

P(z)dz = Q(y) dy.
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U toj jednadzbi varijable su separirane (razdvojene): sa svake strane jednadzbe
stoji diferencijal jedne varijable i funkcija te varijable. Nakon separacije varijabli
opce rjesenje diferencijalne jednadzbe dobivamo integriranjem:

/P(ac) dz = /Q(y) dy+C

Primjer 8.5 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu iz Primjera 9.3:

Kada separiramo varijable dobivamo:

dm
— = kdt.
M
Integriranjem imamo In M = kt + InC, gdje je In C' konstanta integracije izrazena
pomocu logaritma. Antilogaritmiranjem prethodnog izraza dobivamo:

M=C-e".

Ako je u trenutku ¢ = 0 masa bila My, onda iz gornje jednadzbe slijedi C' = M.
Dakle, uz navedene pretpostavke masa stabla eksponencijalno raste po zakonu:

M = My e,

0 t

Slika 8.2. Graf funkcije t — Moe* (k> 0)

Buduéi da masa stabla postaje neizmjerno velika (M — oo kada ¢ — c0), ovaj model
nije dobar za duze vremensko razdoblje. Jedna moguénost ,popravke” ovog modela dana
je u sljede¢em primjeru.

Primjer 8.6 Malthusova teorija o neogranicenom rastu populacije, zapisana u ob-
liku diferencijalne jednadzbe, glasi:
dy

azay, a>0,
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gdje su t — vrijeme, y = y(t) — veli¢ina populacije u trenutku t i o — konstanta pro-
porcionalnosti. Ta jednadzba kaZe da je brzina rasta populacije u svakom trenutku t
proporcionalna velicini populacije. Njeno opée rjeSenje glasi (vidi prethodni prim-
jer):

y=C-e,

Ako pretpostavimo ogranicenost Zivotnog prostora i izoliranost populacije, koja

se snabdjeva hranom i ostalim potrebstinama samo sa te ogranicene teritorije, onda
populacija ne moze rasti neizmjerno. Stoga Verhulst uzima drugu pretpostavku:

brzina rasta populacije u svakom trenutku ¢ proporcionalna je velicini populacije
y(t) 1 jo§ neiskoriStenom zivotnom potencijalu A — y(¢), gdje je A razina zasiéenja tj.
maksimalna veli¢ina populacije.

Verhulstovoj pretpostavci odgovara diferencijalna jednadzba:

d
d_i =ay(A—y),a>0.
Ovu diferencijalnu jednadzbu rijesit cemo separacijom varijabli:

_dy
y(A—y)

Integriranjem lijeve strane dobivamo (bez konstante integracije):

= adt.

[ (R
———— = [ |-——)dy=— ;
yA-y) AJ\y y-A A |y—A
dok integral desne strane glasi:
Inb
dt =at— —
/a @ R
gdje je 1—2197 b > 0, integraciona konstanta. Dakle, 71[ In ‘y——y/[’ =at— 1—21@ Buduéi

da je prema pretpostavei 0 < y < A, imamo 71I1n (Z?i—g) = at — 1—?4@, odakle uz

oznaku ¢ = a A antilogaritmiranjem dobivamo Zb—Ly = ¢, Konacéno, rjesavanjem

po y dobivamo:

A

y=—-".
1+bect

To je dobro znana logisticka funkcija (vidi Primjer 2.51).
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Primjer 8.7 FEksperimentalnim putem ustanovljeno je da je kod slobodnog pada na
malim visinama od povrsine tla otpor zraka proporcionalan brzini tijela. Odredimo
brzinu v tijela mase m koje je pocelo slobodno padati u trenutku t = 0.

Neka su v brzina tijela, G= mg gravitaciona sila i Fy = kv sila otpora zraka, gdje je K > 0
konstanta proporcionalnosti koja ovisi o tijelu. Brzina tijela i gravitaciona sila usmjereni
su prema sredistu Zemlje, dok je sila otpora zraka suprotnog smjera (Slika 8.3).

F, = —kv
Ft = kv
G =mg
G =mg
Slika 8.35.

Prema drugom Newtonovom zakonu mehanike, pisanom u skalarnom obliku, imamo
diferencijalnu jednadzbu:

md—v =mg — kv
dt - g ’
gdje je ccll_v akceleracija tijela. Negativan predznak kod ¢lana kv dolazi zbog toga $to otpor

zraka djefuje u suprotnom smjeru od smjera brzine kretanja tijela.

Separacijom varijabli dobivamo:

_mdv dt.
mg — kv
Nakon integriranja imamo:
—% In|mg—kv|=t+C.

Bududi da je v = 0 u trenutku ¢ = 0, dobivamo vrijednost integracione konstante: C' =
—(m/k) - In(mg). Dakle:
—% In|mg—Fkv|=t— % In(myg),
In|mg—kv|= —% t 4+ In(myg),
| mg — kv |= mge™*t/™,

Iz fizikalnih razloga je mg—kv > 0 (u suprotnom bi se tijelo uspinjalo) pa mozemo izostaviti

znak apsolutne vrijednosti. Dobivamo mg — kv = mgeikt/m, odnosno
_ mg —kt/m
v = T (1 — € ) .
Zamijetite da v — % kada t — oo. To znaci da ¢e od nekog dovoljno velikog

trenutka ¢t pa nadalje tijelo padati s brzinom v & %

Izvedite formulu u kojoj ée se vidjeti ovisnost prijedenog puta s o vremenu ¢.
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8.2.2 Homogene diferencijalne jednadzbe

Svaku diferencijalnu jednadzbu prvog reda koju mozemo zapisati u obliku:

=0
nazivamo homogenom diferencijalnom jednadzbom prvog reda.
Primjedba 8.1 Funkcija ¢ definirana formulom ¢(x,y) = f (%) ispunjava uvjet:

o(tx, ty) = ¢(x,y)  (za svaki realan brojt #0),

koji je poznat pod nazivom homogenost. Od tuda dolazi ime homogene diferenci-
jalne jednadzbe.

Stavimo li y = zx, gdje je z nova varijabla, i uzmemo li u obzir da je tada
y' = x 2’ + z, polazna diferencijalna jednadzba prelazi u novu:

xa +z = f(2),

u kojoj mozemo separirati varijable:

Za f(z) — z = 0 imamo diferencijalnu jednadzbu y' = %7 Cije opce rjesenje
glasi y = Cz.

z
y+ 7b)y’:%.

Primjer 8.8 Rijesimo diferencijalne jednadzbe: a) y' = =

a) Supstitucijom y = zx, odnosno z = % polaznu diferencijalnu jednadzbu svodimo na

d
z+xz = z+1, odnosno dz = &
T

Integriranjem dobivamo: z = In | z | +InC, gdje je C > 0. Dakle, opée rjesenje
glasi:
y=zln |Cz|.

b) Ako brojnik i nazivnik desne strane jednadzbe podijelimo s x, dobivamo:

1+
y_].— )

8

8 |
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odakle vidimo da se radi o homogenoj diferencijalnoj jednadzbi. Stoga uvodimo
supstituciju z = £. Kao §to smo pokazali, tada je y' = z + 22’. Zamijenimo lijevu
strane jednadzbe s z 4+ xz’, a desnu s % + =

Separacijom varijabli z i z dobivamo (provjerite!)

d_x 1—=z

r 1422

dz zdz
Infz|= 1—|—z2_ 14 2%

1
In|x|=arctgz — 3 In(1+42*)+InC, C>0,
odakle antilogaritmiranjem imamo:

dz.

Integriranjem nalazimo:

|£L'| 1+22:Cearctgz.

Uvrstenjem z = % dobivamo trazeno opce rjesenje u implicitnom obliku:

tg Y
22 +y2 =Ce "8,

8.2.3 Linearne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalnu jednadzbu oblika:

Y + f(z)y = g(z),

gdje su f i g neke funkcije, nazivamo linearnom diferencijalnom jednadzbom
prvog reda. Nepoznata funkcija y i njena derivacija y’ ulaze linearno, tj. s prvom
potencijom.

Ako jednadzbu pomnozimo s eJ F@1d gobivamo:

ly' + f(z)y] el S@ _ g(x)ef @)z,

Buduéi da je (y' + yf(ac))ef f(@)da % (yef ﬂm)dz) moZemo pisati:
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odakle integriranjem dobivamo:
yef Heyde /g(x)ef H@ydzqy 4 O,

Dakle, opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe glasi:

y=e J #@)dz [/g(x)ef F@dzqy 4 O
Primjer 8.9 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu xy’ + vy = x cosx?
Ako jednadzbu podijelimo s x dobivamo:

y' + ly = cosz°.
x

U ovom primjeru je f(x) = % i g(x) = cosz?®. Nadalje je ff(:c) dz = fdx—x = Inuz,

ef fde _ oz _ x, i eiff(w)dz =e In® = % Uvrstenje tih vrijednosti u opce rjeSenje

1
y== |:/xcosx2dx+0] ,
x
a kako je f x cos z’dx = %sin 22, trazeno opée rjedenje glasi:

1 (sinz?
y__(smx +C>.
x 2

Primjer 8.10 U Primjeru 9.4 treba pronaci koli¢inu soli u rezervoaru nakon t = 25
minuta:

daje:

Opée rjesenje linearne diferancijalne jednadzbe dobivene u Primjeu 9.4 glasi (provjerite):

1
T 254t

y (100t 4 2t + O).

U trenutku ¢t = 0 je y = 5 kg. Uvr§tenjem tih vrijednosti u opce rjesenje dobivamo C = 125.
Dakle,

y (26> + 100t + 125),

T 2%+t
odakle za t = 25 dobivamo y = 77.5 kg.

Primjer 8.11 Diferencijalnu jednadzbu prvog reda oblika:
y' + f@)y =g(@)y”, a €R

nazivamo Bernoullijevom jednadzbom. Za a = 0 ova jednadzba prelazi u line-
arnu, a za « = 1 moZemo je rijesiti metodom separacije varijabli. PokazZimo da se
ova jednadzba za o # 0 i a # 1 supstitucijom z = y' = svodi na linearnu jednadzbu.
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Neka je z = y' =% Tada je y = 217 i ¢/ = ﬁzaﬂl*a)z'. Uvrstavanjem ovih

vrijednosti u Bernoullijevu jednadzbu dobivamo:

1 _ _ _
1_a2a/(l a)zl_’_f(x)zl/(l ) :g(x)za/(l 04).

1/(1=2) dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu:

4 (1-a)f(2)z = (1 - a)g(a).

Mnozenjem sa z

Zadaci za vjezbu 8.1-8.2

1. Metodom separacije varijabli rijesite diferencijalne jednadzbe:

.2
a) y' = 2%y’ b)y' = 2yt )y = +a’y?
d) zyy =1— 2?2 e) ydr = zdy ) zy’ —y =195

L2 L 0iy=0, b)—ctgy=tgas+C tey = 1234+ C
=3 y=0, b) —ctgy =tgz+C, c)arctgy = gz°+C,
d) 2% +y* = In(Cz?), e) z = Cy, f)x:&iyzo.

Vity?

2. Rijesite homogene diferencijalne jednadzbe:

Rjesenje: a)

a) y’:ﬁTﬂf’z b) zdy = (z + y)dx c) y’:%
d)y' = eV 4 L e)y = —‘fj’; f) 2 =tg¥.

2
Rjesenje: a) Cz (1 — y—2) =1, byy=z(n|z|+C), c)y?®=2*(In2®+C),

8

d)ey/z: e)3ln|y—2z|+In|y+2z|=C, f)sin¥=_Cuz.

—1
Infz|+C°
3. Rijesite linearne diferencijalne jednadzbe:

a)y —xy=0 b) y' +y=3e” c) ¥ +2y=xe 2743

d) (22 +z+1)y+22z+)y=z e) (z+z3)y +4yz?=2 f)zy +y=ctga.

2
Rjesenje: a) y = Ce™’ /2, b) y = Ce™* + %em, c)y = Ce > + %6721 + %,
D@ +z+ 1)y =a/4+23/3+2%/2+C, ¢ 1+2%)y—2In|z|—y?>=C, f)
zy —In |sinz |= C.

4. Rijesite Cauchyjev problem:
a)y'=%,y(2)==3 b)y'=cosL+L y(m)=0 c)2’y'—(z+y=z, y(1)=—2.

1

Rjesenje: a) y® = 2> +5, b) o5 T

+tgl =%, o) y=—a(l+e 7).

5. Rijesite Bernoullijeve jednadzbe:
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a) xy’—4y—x2\/§:0 b) zy’ +y = 2zy°.
2
Rjesenje: a) y = z* (% In|z| —|—C> , b)2zy(C—In|z|)=1.

. Sila otpora zraka pri padanju tijela s padobranom proporcionalna je kvadratu brzine
padanja. Nadite grani¢nu brzinu padanja.

Uputa: Treba rijesiti jednadzba gibanja mdv =mg—kv?, uz pocetni uvjet v(0) =0.
dt

. Pretpostavimo da broj stanovnika neke drzave, kao funkcija vremena, u nekom vre-
menskom intervalu [0, T] raste po zakonu %—Itj =rP+1, pri ¢emu konstanta I pred-
stavlja brzinu migracije (za I < 0 imamo emigraciju, a za I > 0 imigraciju) a
konstanta r mjeri brzinu prirodnog prirasta. RijeSite ovu diferencijalnu jednadzbu
uz pocetni uvjet P(0) = P.

Rjesenje: Broj stanovnika raste eksponencijalno po formuli: P(t) = (Po + %) e —

L telo,).

T
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9. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Teorija diferencijalnih jednadzbi obi¢no se obraduje kao zaseban dio teorije infini-
tezimalnog racuna. Dijeli se na teoriju obi¢nih i teoriju parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi. Nas ¢e zanimati samo obic¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda. Na-
vedimo definicije:

Svaku jednadzbu koja sadrzi nezavisnu varijablu x, nepoznatu funkciju y i
njene derivacije ili diferencijale nazivamo obiénom diferencijalnom jednadz-
bom ili kraé¢e diferencijalnom jednadzbom.

Redom diferencijalne jednadzbe nazivamo red najvise derivacije ili diferen-
cijala u jednadzbi. Tako su npr. 3’ = 2z i dy = coszdx diferencijalne jednadzbe
prvog reda, a y” — 2zy’ = 5 i 9" = —sinxz diferencijalne jednadzbe drugog reda.

U najopéenitijem slu¢aju diferencijalnu jednadzbu prvog reda mozemo zapisati
u obliku:

oy, y,x) =0, (9-1)
gdje je ¢ realna funkcija svojih argumenata.

Funkciju y : I — R nazivamo rjeSenjem diferencijalne jednadzbe (9.1) na
intervalu I, ako je ¢(y',y,x) = 0 za svaki x € I. Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
na intervalu I znaci pronaci skup svih rjesenja te jednadzbe. Jasno, kad god je
moguce, dobro je pronaci rjeSenje na Sto veéem intervalu.

Ako postoji funkcija F' takva da se svako rjesenje jednadzbe (9.1) moze zapisati
u obliku:
y=F(z,0) (9.2)

za neku vrijednost konstante C, onda (9.2) nazivamo opéim rjesenjem ili opéim
integralom diferencijalne jednadzbe (9.1).

Geometrijski opée rjesenje diferencijalne jednadzbe predstavlja familiju kri-
vulja. Te krivulje nazivamo integralnim krivuljama. Razli¢itim vrijednostima
konstante C' odgovaraju razliCite integralne krivulje. Tako su npr. na Slici 8.1
prikazane integralne krivulje diferencijalne jednadzbe y' = 2.
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Cauchyjev problem:

Neka su xg € I i yo realni brojevi. Treba pronaéi ono rjesenje dife-
rencijalne jednadzbe (9.1) koje zadovoljava pocetni uvjet: y(zo) = yo.
Ako takvo rjesenje postoji, nazivamo ga posebnim ili partikularnim
rjeSenjem.

Prirodno se postavljaju sljedeéi problemi:

a) problem egzistencije rjeSenja, tj. da li jednadzba (9.1) ima rjeSenje.

b) problem jedinstvenosti partikularnog rjeSenja, tj. koji su uvjeti potrebni da bi
Cauchyjev problem imao jedinstveno rjesenje.

¢) efektivno nalaZenje rjesenja.

Odgovor na ova pitanja zahtijeva opsezniji pristup teoriji diferencijalnih jednadzbi
od pristupa u ovoj knjizi. Mi é¢emo obraditi samo nekoliko jednostavnijih tipova
diferencijalnih jednadzbi, ¢ija se rjeSenja mogu lako pronadi.

Primjer 9.1 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu y' = 2z :

U ovom primjeru radi se o diferencijalnoj jednadzbi prvog reda. Integriranjem dobivamo
opée rjedenje: y = a2 4+ C. Geometrijski ovo opée rjesenje predstavlja familiju parabola
(Slika 8.1) koje se mogu dobiti translacijom jedne parabole uzduz y-osi.

Slika 8.1. Integralne krivulje diferencijalne jednadzbe y' = 2.

Tako npr. partikularno rjesenje ¢iji graf prolazi toc¢kom (0,1) dobivamo tako da u
opce rjesenje za konstantu C' uvrstimo vrijednost C' = 1.
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Primjer 9.2 Odredimo integralne krivulje diferencijalne jednadzbe xdx+ydy=0:

Zamijetite da ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

d o 2
—(z” + =0,
@ty
odakle dobivamo:
2? +y° =C%
Dakle, integralne krivulje ove diferencijalne jednadzbe su koncentri¢ne kruznice sa sredis-
tem u ishodistu koordinatnog sustava u ravnini.

Za razliku od integralnih krivulja iz Primgjera 9.1 ove kruznice ne mogu se dobiti
translacijom duz y-osi jedne kruznice.

9.1 Postavljanje diferencijalnih jednadzbi

Sa stajalista prakti¢ne primjene teorija diferencijalnih jednadzbi jedno je od
najvaznijih grana matematike. Tako su npr. mnogi fizikalni zakoni iskazani up-
ravo preko diferencijalnih jednadzbi. U posljednje vrijeme diferencijalne jednadzbe
nalaze svoju primjenu i u drugim prirodnim (npr. kemija i biologija), kao i u
drustvenim znanostima (npr. ekonomija, psihologija i sociologija). Osnovni prob-
lem koji se ovdje javlja jeste kako postaviti odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu
koja ¢e opisivati neku pojavu ili proces.

Prilikom postavljanja diferencijalne jednadzbe prvog reda korisno je primjeniti
tzv. metodu diferencijala. Ova metoda sastoji se u tome da se priblizni odnosi
izmedu neizmjerno malog prirasta Az nezavisne varijable i neizmjerno malog pri-
rasta Ay zavisne varijable, koji su to¢niji §to su prirasti manji, zamijene pripadnim
odnosima izmedu njihovih diferencijala dz i dy.

Tlustrirajmo receno na primjerima.

Primjer 9.3 Neka je M(t) masa stabla u trenutku t. Nakon kratkog vremena At
masa poraste za AM = M (t + At) — M(t). Pretpostavimo li da je taj prirast pro-
porcionalan proteklom vremenu At i trenutnoj masi M(t), dobivamo jednadzbu:

AM = k M(t) At,

gdje je k koeficijent proporcionalnosti, koji ovisi o vrsti drveta.

Prijelazom na diferencijale dobivamo diferencijalnu jednadzbu:
dM =k M dt,

koja opisuje rast mase drveta.
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Primjer 9.4 U rezervoaru ima 50 1 vodene otopine od 5 kg soli. U trenutkut =0
otopina koncentracije ¢, = 1 kg /1 pocne utjecati u rezervoar brzinom od v, =41 u
minuti, pri cemu se mijesanjem otopina odrzava jednolika koncentracija smjese. U
istom trenutku smjesa iz rezervoara pocéne istjecati brzinom od v; = 2 1 u minuti.

Napisimo diferencijalnu jednadzbu koja ée opisati kolicinu soli u ovisnosti o
vrement:
Neka je y kolicina soli (u kilogramima) koja se nalazi u rezervoaru nakon istjeka ¢ minuta.
Bududi da otopina utjeCe brzinom v, = 4 l/min, a smjesa istjece brzinom v; = 2 1/min,
rezervoar nakon ¢ minuta sadrzi 50 + 2t litara otopine koncentracije ¢ = 5()#—1—215 kg/1.
Dakle, koncentracija ¢ mijenja se tijekom vremena. Sto je vremenski razmak At manji to
su manje i promjene u koncentraciji. Nakon kratkog vremena At koli¢ina soli u rezervoaru
promijeni se za iznos Ay = y(t + At) — y(t). Ako unutar vremenskog intervala [t,¢ + At]
koncentraciju smjese u rezervoaru aproksimiramo sa ¢ = 51%2—, onda dobivamo:

Ay = (vycu — vic) At = <4~ 1-2 At.

50 + 2t

Prijelazom na diferencijale ta priblizna veza postaje to¢nom, tj. dobivamo:

Y
dy=(4- Y \ar
Y ( 25+t> ’

Ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

d 1
=
9.2 Osnovni tipovi diferencijalnih jednadzbi prvog

reda

Okvir ove knjige dopusta nam proucavanje samo nekih tipova diferencijal-
nih jednadzbi, ¢ije rjeSenje mozemo dobiti jednostavnim metodama svodenja na
racunanje neodredenog integrala.

9.2.1 Diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama

U ovaj tip ubrajamo one diferencijalne jednadzbe koje se nakon razli¢itih
transformacija mogu zapisati u obliku:

P(z)dz = Q(y) dy.
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U toj jednadzbi varijable su separirane (razdvojene): sa svake strane jednadzbe
stoji diferencijal jedne varijable i funkcija te varijable. Nakon separacije varijabli
opce rjesenje diferencijalne jednadzbe dobivamo integriranjem:

/P(ac) dz = /Q(y) dy+C

Primjer 9.5 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu iz Primjera 9.3:

Kada separiramo varijable dobivamo:

dm
— = kdt.
M
Integriranjem imamo In M = kt + InC, gdje je In C' konstanta integracije izrazena
pomocu logaritma. Antilogaritmiranjem prethodnog izraza dobivamo:

M=C-e".

Ako je u trenutku ¢ = 0 masa bila My, onda iz gornje jednadzbe slijedi C' = M.
Dakle, uz navedene pretpostavke masa stabla eksponencijalno raste po zakonu:

M = My e,

0 t

Slika 8.2. Graf funkcije t — Moe* (k> 0)

Buduéi da masa stabla postaje neizmjerno velika (M — oo kada ¢ — c0), ovaj model
nije dobar za duze vremensko razdoblje. Jedna moguénost ,popravke” ovog modela dana
je u sljede¢em primjeru.

Primjer 9.6 Malthusova teorija o neogranicenom rastu populacije, zapisana u ob-
liku diferencijalne jednadzbe, glasi:
dy

azay, a>0,
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gdje su t — vrijeme, y = y(t) — veli¢ina populacije u trenutku t i o — konstanta pro-
porcionalnosti. Ta jednadzba kaZe da je brzina rasta populacije u svakom trenutku t
proporcionalna velicini populacije. Njeno opée rjeSenje glasi (vidi prethodni prim-
jer):

y=C-e,

Ako pretpostavimo ogranicenost Zivotnog prostora i izoliranost populacije, koja

se snabdjeva hranom i ostalim potrebstinama samo sa te ogranicene teritorije, onda
populacija ne moze rasti neizmjerno. Stoga Verhulst uzima drugu pretpostavku:

brzina rasta populacije u svakom trenutku ¢ proporcionalna je velicini populacije
y(t) 1 jo§ neiskoriStenom zivotnom potencijalu A — y(¢), gdje je A razina zasiéenja tj.
maksimalna veli¢ina populacije.

Verhulstovoj pretpostavci odgovara diferencijalna jednadzba:

d
d_i =ay(A—y),a>0.
Ovu diferencijalnu jednadzbu rijesit cemo separacijom varijabli:

_dy
y(A—y)

Integriranjem lijeve strane dobivamo (bez konstante integracije):

= adt.

[ (R
———— = [ |-——)dy=— ;
yA-y) AJ\y y-A A |y—A
dok integral desne strane glasi:
Inb
dt =at— —
/a @ R
gdje je 1—2197 b > 0, integraciona konstanta. Dakle, 71[ In ‘y——y/[’ =at— 1—21@ Buduéi

da je prema pretpostavei 0 < y < A, imamo 71I1n (Z?i—g) = at — 1—?4@, odakle uz

oznaku ¢ = a A antilogaritmiranjem dobivamo Zb—Ly = ¢, Konacéno, rjesavanjem

po y dobivamo:

A

y=—-".
1+bect

To je dobro znana logisticka funkcija (vidi Primjer 2.51).
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Primjer 9.7 Eksperimentalnim putem ustanovljeno je da je kod slobodnog pada na
malim visinama od povrsine tla otpor zraka proporcionalan brzini tijela. Odredimo
brzinu v tijela mase m koje je pocelo slobodno padati u trenutku t = 0.

Neka su v brzina tijela, G= mg gravitaciona sila i Fy = kv sila otpora zraka, gdje je K > 0
konstanta proporcionalnosti koja ovisi o tijelu. Brzina tijela i gravitaciona sila usmjereni
su prema sredistu Zemlje, dok je sila otpora zraka suprotnog smjera (Slika 8.3).

F, = —kv
Ft = kv
G =mg
G =mg
Slika 8.35.

Prema drugom Newtonovom zakonu mehanike, pisanom u skalarnom obliku, imamo
diferencijalnu jednadzbu:

md—v =mg — kv
dt - g ’
gdje je ccll_v akceleracija tijela. Negativan predznak kod ¢lana kv dolazi zbog toga $to otpor

zraka djefuje u suprotnom smjeru od smjera brzine kretanja tijela.

Separacijom varijabli dobivamo:

_mdv dt.
mg — kv
Nakon integriranja imamo:
—% In|mg—kv|=t+C.

Bududi da je v = 0 u trenutku ¢ = 0, dobivamo vrijednost integracione konstante: C' =
—(m/k) - In(mg). Dakle:
—% In|mg—Fkv|=t— % In(myg),
In|mg—kv|= —% t 4+ In(myg),
| mg — kv |= mge™*t/™,

Iz fizikalnih razloga je mg—kv > 0 (u suprotnom bi se tijelo uspinjalo) pa mozemo izostaviti

znak apsolutne vrijednosti. Dobivamo mg — kv = mgeikt/m, odnosno
_ mg —kt/m
v = T (1 — € ) .
Zamijetite da v — % kada t — oo. To znaci da ¢e od nekog dovoljno velikog

trenutka ¢t pa nadalje tijelo padati s brzinom v & %

Izvedite formulu u kojoj ée se vidjeti ovisnost prijedenog puta s o vremenu ¢.
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9.2.2 Homogene diferencijalne jednadzbe

Svaku diferencijalnu jednadzbu prvog reda koju mozemo zapisati u obliku:

=0
nazivamo homogenom diferencijalnom jednadzbom prvog reda.
Primjedba 9.1 Funkcija ¢ definirana formulom ¢(x,y) = f (%) ispunjava uvjet:

o(tx, ty) = ¢(x,y)  (za svaki realan brojt #0),

koji je poznat pod nazivom homogenost. Od tuda dolazi ime homogene diferenci-
jalne jednadzbe.

Stavimo li y = zx, gdje je z nova varijabla, i uzmemo li u obzir da je tada
y' = x 2’ + z, polazna diferencijalna jednadzba prelazi u novu:

xa +z = f(2),

u kojoj mozemo separirati varijable:

Za f(z) — z = 0 imamo diferencijalnu jednadzbu y' = %7 Cije opce rjesenje
glasi y = Cz.

z
y+ 7b)y’:%.

Primjer 9.8 Rijesimo diferencijalne jednadzbe: a) y' = =

a) Supstitucijom y = zx, odnosno z = % polaznu diferencijalnu jednadzbu svodimo na

d
z+xz = z+1, odnosno dz = &
T

Integriranjem dobivamo: z = In | z | +InC, gdje je C > 0. Dakle, opée rjesenje
glasi:
y=zln |Cz|.

b) Ako brojnik i nazivnik desne strane jednadzbe podijelimo s x, dobivamo:

1+
y_].— )

8

8 |
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9.2 Osnovni tipovi diferencijalnih jednadzbi prvog reda

odakle vidimo da se radi o homogenoj diferencijalnoj jednadzbi. Stoga uvodimo
supstituciju z = £. Kao §to smo pokazali, tada je y' = z + 22’. Zamijenimo lijevu
strane jednadzbe s z 4+ xz’, a desnu s % + =

Separacijom varijabli z i z dobivamo (provjerite!)

d_x 1—=z

r 1422

dz zdz
Infz|= 1—|—z2_ 14 2%

1
In|x|=arctgz — 3 In(1+42*)+InC, C>0,
odakle antilogaritmiranjem imamo:

dz.

Integriranjem nalazimo:

|£L'| 1+22:Cearctgz.

Uvrstenjem z = % dobivamo trazeno opce rjesenje u implicitnom obliku:

tg Y
22 +y2 =Ce "8,

9.2.3 Linearne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalnu jednadzbu oblika:

Y + f(z)y = g(z),

gdje su f i g neke funkcije, nazivamo linearnom diferencijalnom jednadzbom
prvog reda. Nepoznata funkcija y i njena derivacija y’ ulaze linearno, tj. s prvom
potencijom.

Ako jednadzbu pomnozimo s eJ F@1d gobivamo:

ly' + f(z)y] el S@ _ g(x)ef @)z,

Buduéi da je (y' + yf(ac))ef f(@)da % (yef ﬂm)dz) moZemo pisati:
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odakle integriranjem dobivamo:
yef Heyde /g(x)ef H@ydzqy 4 O,

Dakle, opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe glasi:

y=e J #@)dz [/g(x)ef F@dzqy 4 O
Primjer 9.9 Rijesimo diferencijalnu jednadzbu xy’ + vy = x cosx?
Ako jednadzbu podijelimo s x dobivamo:

y' + ly = cosz°.
x

U ovom primjeru je f(x) = % i g(x) = cosz?®. Nadalje je ff(:c) dz = fdx—x = Inuz,

ef fde _ oz _ x, i eiff(w)dz =e In® = % Uvrstenje tih vrijednosti u opce rjeSenje

1
y== |:/xcosx2dx+0] ,
x
a kako je f x cos z’dx = %sin 22, trazeno opée rjedenje glasi:

1 (sinz?
y__(smx +C>.
x 2

Primjer 9.10 U Primjeru 9.4 treba pronaci kolicinu soli u rezervoaru nakon t = 25
minuta:

daje:

Opée rjesenje linearne diferancijalne jednadzbe dobivene u Primjeu 9.4 glasi (provjerite):

1
T 254t

y (100t 4 2t + O).

U trenutku ¢t = 0 je y = 5 kg. Uvr§tenjem tih vrijednosti u opce rjesenje dobivamo C = 125.
Dakle,

y (26> + 100t + 125),

T 2%+t
odakle za t = 25 dobivamo y = 77.5 kg.

Primjer 9.11 Diferencijalnu jednadzbu prvog reda oblika:
y' + f@)y =g(@)y”, a €R

nazivamo Bernoullijevom jednadzbom. Za a = 0 ova jednadzba prelazi u line-
arnu, a za « = 1 moZemo je rijesiti metodom separacije varijabli. PokazZimo da se
ova jednadzba za o # 0 i a # 1 supstitucijom z = y' = svodi na linearnu jednadzbu.
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Neka je z = y' =% Tada je y = 217 i ¢/ = ﬁzaﬂl*a)z'. Uvrstavanjem ovih

vrijednosti u Bernoullijevu jednadzbu dobivamo:

1 _ _ _
1_a2a/(l a)zl_’_f(x)zl/(l ) :g(x)za/(l 04).

1/(1=2) dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu:

4 (1-a)f(2)z = (1 - a)g(a).

Mnozenjem sa z

Zadaci za vjezbu 8.1-8.2

1. Metodom separacije varijabli rijesite diferencijalne jednadzbe:

.2
a) y' = 2%y’ b)y' = 2yt )y = +a’y?
d) zyy =1— 2?2 e) ydr = zdy ) zy’ —y =195

L2 L 0iy=0, b)—ctgy=tgas+C tey = 1234+ C
=3 y=0, b) —ctgy =tgz+C, c)arctgy = gz°+C,
d) 2% +y* = In(Cz?), e) z = Cy, f)x:&iyzo.

Vity?

2. Rijesite homogene diferencijalne jednadzbe:

Rjesenje: a)

a) y’:ﬁTﬂf’z b) zdy = (z + y)dx c) y’:%
d)y' = eV 4 L e)y = —‘fj’; f) 2 =tg¥.

2
Rjesenje: a) Cz (1 — y—2) =1, byy=z(n|z|+C), c)y?®=2*(In2®+C),

8

d)ey/z: e)3ln|y—2z|+In|y+2z|=C, f)sin¥=_Cuz.

—1
Infz|+C°
3. Rijesite linearne diferencijalne jednadzbe:

a)y —xy=0 b) y' +y=3e” c) ¥ +2y=xe 2743

d) (22 +z+1)y+22z+)y=z e) (z+z3)y +4yz?=2 f)zy +y=ctga.

2
Rjesenje: a) y = Ce™’ /2, b) y = Ce™* + %em, c)y = Ce > + %6721 + %,
D@ +z+ 1)y =a/4+23/3+2%/2+C, ¢ 1+2%)y—2In|z|—y?>=C, f)
zy —In |sinz |= C.

4. Rijesite Cauchyjev problem:
a)y'=%,y(2)==3 b)y'=cosL+L y(m)=0 c)2’y'—(z+y=z, y(1)=—2.

1

Rjesenje: a) y® = 2> +5, b) o5 T

+tgl =%, o) y=—a(l+e 7).

5. Rijesite Bernoullijeve jednadzbe:
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a) xy’—4y—x2\/§:0 b) zy’ +y = 2zy°.
2
Rjesenje: a) y = z* (% In|z| —|—C> , b)2zy(C—In|z|)=1.

. Sila otpora zraka pri padanju tijela s padobranom proporcionalna je kvadratu brzine
padanja. Nadite grani¢nu brzinu padanja.

Uputa: Treba rijesiti jednadzba gibanja mdv =mg—kv?, uz pocetni uvjet v(0) =0.
dt

. Pretpostavimo da broj stanovnika neke drzave, kao funkcija vremena, u nekom vre-
menskom intervalu [0, T] raste po zakonu %—Itj =rP+1, pri ¢emu konstanta I pred-
stavlja brzinu migracije (za I < 0 imamo emigraciju, a za I > 0 imigraciju) a
konstanta r mjeri brzinu prirodnog prirasta. RijeSite ovu diferencijalnu jednadzbu
uz pocetni uvjet P(0) = P.

Rjesenje: Broj stanovnika raste eksponencijalno po formuli: P(t) = (Po + %) e —

L telo,).

T
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10. FINANCIJSKA MATEMATIKA

Financijska matematika vazno je poglavlje primjene matematike u ekonomskim
znanostima ali i drugim podruéjima, koja se bave financijskim aspektima u primje-
nama (poljoprivreda, gradevinarstvo, elektrotehnika itd.)

Nastojali smo se drzati uobicajenog pristupa prisutnog u udzbenicima na
sveucilistima zapadne Europe (kao npr. [1], [2], [7], [8], [9]), ali za neke pojmove
(kao sto je pojam ispodgodisnje ukamadivanje) dat je suvremeniji i matematicki
utemeljeniji pristup (kao npr. u [3], [5], [6], [11], [15], [17], [19]). Na taj nacin
moguce je objasniti i neke fenomene prisutne u uvjetima visoke inflacije.

Brojni zadaci ilustriraju navedene pojmove, a jedan dio njih predviden je
kao sadrzaj studentskih seminarskih radova. Pri tome od c¢itatelja se zahtijeva
poznavanje primjene elektronickih ra¢unala, poznavanje barem jednog programskog
jezika te nekih standardnih gotovih programa.

Takoder, dane su potrebne osnove za postavljanje korektih odnosa u finan-
cijskom poslovanju banaka i drugih poduzeca.

10.1 Postotni racun

Potreba medusobnog usporedivanja relativno razlicitih veli¢ina vodi na pojam
postotnog racuna. Ideja se sastoji u tome da nekoj osnovnoj veli¢ini pridruzimo
broj 100 (u promilnom racunu osnovnoj veli¢ini pridruzujemo broj 1000), a ostale
veli¢ine linearnim preslikavanjem mjerimo u odnosu na nju.

Oznatimo s G osnovnu veli¢inu, kojoj ¢emo pridruziti broj 100. Linearna

funkcija, ¢iji graf (Slika 9.1) prolazi ishodistem i tockom (G, 100) glasi:

100
= —x.

e (10.1)

Neka je nadalje, W proizvoljna velic¢ina, koju zelimo usporediti s osnovnom veli¢i-
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nom G. Iz (9.1) slijedi da veli¢ini W treba pridruziti broj:

100
= —W. 10.2
V=G (10.2)
y
100
p
X
0 w G
Slika 9.1.

Veli¢inu (9.2) u financijskoj matematici obi¢no oznacavamo slovom p i nazi-
vamo postotak. Veli¢cinu W nazivamo procentni iznos. Izraz (9.2) tada se obitno
pise u obliku:

_G:p
W = Jo& (10.3)

¢ime je procentni iznos W izrazen kao p/100—ti dio osnovne velic¢ine G. Kazemo da
je W ,p posto” (pisemo p%) od G.

Primjer 10.1 Masa neke kokice na kraju petog tjedna rasta iznosi 1 600g, a na
kraju Sestog tjedna 1 840 g. Prirast mase tijekom Sestog tjedna je 240 g. Interesira
nas koliki je prirast u postocima.

Osnovnoj veli¢ini G = 1 600 pridruzit ¢emo broj 100. Veli¢ini W = 240 tada ¢e (prema
(9.3)) biti pridruzen broj:

_1()()1/1/_100~24()_15
G 1600 T

Prema tome prirast mase kokice tijekom Sestog tjedna iznosi 15/100 od mase na pocetku
Sestog tjedna. Kaze se da je prirast mase kokice u Sestom tjednu iznosio 715 posto” (15%).

Pretpostavimo da neka veli¢ina S naraste za p% i primi novu vrijednost N
(vidi Sliku 9.2).
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%
S N

Slika 9.2.

U skladu s (9.3) novu vrijednost N mozemo izraziti pomoéu stare vrijednosti S:
N=§5+ 1]9—0%, odnosno:

N = (1 v 1%()) 3 (10.4)

I obrnuto, staru vrijednost S mozemo izraziti pomoc¢u nove vrijednosti N:

100
100+ p

(10.5)

Ako nova velicina N nastaje smanjenjem stare velicine S za p%, onda to mozemo
pisati:

N=§-—= (10.6)
odakle takoder mozemo izraziti staru S ili novu veli¢inu N.
Primjer 10.2 Masa neke kokice na kraju petog tjedna rasta iznosi 1 600 g. Tijekom
Sestog tjedna prirast je iznosio 15%. Kolika je masa kokice na kraju Sestog tjedna?
Prema (9.4) masa kokice na kraju Sestog tjedna je:

15
N=1 1+—) =1840g.
600<+100> 840 g

Primjer 10.3 Masa neke kokice na kraju Sestog tjedna je 1 840¢g. Kolika je bila
njezina masa na pocetku tog tjedna, ako je tjedni prirast bio 15% ¢

Prema (9.5) masa kokice na pocetku Sestog tjedna je:

S:18401100 =1600 g.

00+ 15
Primjer 10.4 Nekoj robi sniZena je cijena za 5% i sada iznosi Cy = 1 178.00.
Kolika je bila cijena Cs robe prije sniZenja?

Prema (9.6) cijena robe prije snizenja bila je:

100

Cs = 100 — p

Cn =1 240.
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Zadaci za vjezbu 9.1

1. U pivu se nalazi 4.8% alkohola. Koliko se decilitara alkohola nalazi u boci od 0.5 1

piva ?

Rjesenje: 0.24 dl.

Cijena neke robe snizena je za 12% i sada iznosi 2 178.00. Kolika je bila cijena robe
prije snizenja ?

Rjesenje: 2 475.00.

Cijena neke robe povecana je za 15% i sada iznosi 1 380.00. Kolika je bila cijena
robe prije poskupljenja?

RjesSenje: 1 200.00.

Od zive svinje dobiva se 80.7% tople Surene polovice, a od tople Surene polovice
dobiva se 98.2% hladne surene polovice. Koliko se kilograma hladne Surene polovice
dobije od zive svinje teske 100 kg ?

Rjesenje: 79.25 kg.

Od zivog juneta dobiva se 58% juneée polovice-tople, od juneée polovice—tople do-
biva se 98% juneée polovice-hladne, a od juneée polovice-hladne dobiva se 96.87%

junece polovice—kompenzirane. Koliko se kilograma junece polovice— kompenzirane
dobije od Zivog juneta mase 250 kg i koliki je to postotak od zZivog juneta ?

Rjesenje: 137.65 kg, sto ¢ini 55.06%.

Od tzv. svinjske francuske polovice dobiva se 69% Sunka—karea, 21% plecke i 10%
vrata s kostima, a od Sunka-—karea dobiva se 36% karea s kostima i 64% Sunke.
Koliko je masa sunke od francuske polovice mase 25 kg?

Rjesenje: 11.04 kg.

Morska voda sadrzi 3.5% soli. S koliko litara neslane (slatke) vode treba pomijeSati
1 I morske vode, da bi se dobila normalna voda za piée, koja sadrzi 0.5 promila soli?
Rjesenje: 69 1.

Na nekim izborima bilo je 2 930 392 biraca s pravom glasa. Na izbore je izaslo
73.9% biraca. Vazedih glasackih listica bilo je 2 127 508. Koliko % je bilo nevazeéih
glasackih listi¢a (zaokruzite na jednu decimalu)?

Rjesenje: 1.8%.

Kupovna cijena jednog automobila je 112 000.00. Automobil se moze dobiti na 40—
mjesecni kredit. Odmah treba uplatiti 5% cijene automobila, a na ostatak se dodaje
20% kamata. Tako dobiveni iznos dijeli se s 40. Kolika je ovako dobivena mjesecna
rata.

Rjesenje: 3 192.00.
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10.2 Kamate

Pod pojmom kapital u financijskoj matematici obi¢no podrazumijevamo neku
gotovinu novca, ali to moze biti i iznos kredita ili zajma, hipoteka, Stednja, zapis
duga itd. Iznos kapitala uobic¢ajeno se zaokruzuje na dvije decimale jer se osnovna
jedinica valute obi¢no dijeli na 100 sitnijih dijelova. U trenutku aktiviranja kapitala
(bez smanjenja opcéenitosti, a zbog jednostavnosti uzmimo da je to trenutak ¢y = 0)
njegov iznos nazivamo pocetni kapital i oznacavamo s Cy. Od tog trenutka osoba
koja koristi kapital mora vlasniku kapitala plaé¢ati kamate'. Kamate za jedini¢no
obraéunsko razdoblje (godina, mjesec, dan itd) definira se kao procentni iznos
pocetnog kapitala Cy, gdje se velicina odgovarajuteg postotka p naziva kamatna

stopa. Pri tome, veli¢inu:
p

100
nazivamo kamatnjak. Tako ¢emo npr. reé¢i da je pocetni kapital Cy posuden uz
godisnju kamatnu stopu 7 ili uz godisnji kamatnjak ¢+ = 0.07, odnosno godisnji
kamatnjak i = 7%. Vrijednost kapitala na kraju obra¢unskog razdoblja zvat ¢emo
konaéni kapital.

i (10.7)

Obrac¢un kamata moze se obavljati na kraju obracunskog razdoblja (dekur-
zivno ukamadivanje) i tada vrijedi:

konacni kapital = pocetni kapital + kamate na pocetni kapital. (10.8)

Ako se obrac¢un kamata obavlja na pocetku obracunskog razdoblja (anticipa-
tivno ukamadivanje), onda vrijedi:

pocetni kapital = konacni kapital - kamate na konacni kapital. (10.9)

Primjer 10.5 Neka je Cy = 100.00 pocetni kapital, a p = 7 godisnja kamatna
stopa.

Konacni kapital na kraju prve godine uz dekurzivno ukamacivanje bit ce:

7
C? = Cy + Co-£— = 100 + 100— = 107.00.
1= Co+Cogag + 10700

LU njemackoj literaturi (vidi npr. Bosch (1987), Caprano i Girel (1992)) razlikuju se kamate
koje plad¢a duznik (Sollzinsen ili Schuldzinsen) i kamate koje dobiva vlasnik kapitala (Habenzinsen)
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Anticipativni nacin obrac¢una kamata podrazumijeva obracun kamata na pocet-
ku godine. Tako ée npr. konacéna vrijednost kapitala na kraju godine biti 100.00, ako
je njegova pocetna vrijednost 93.00. Ako je pocetni kapital 100.00, njegovu konacénu
vrijednost na kraju prve godine (C) u skladu s (9.9) dobit éemo iz jednadzbe:

7
100 = Cf — Of 7o

Dakle, C{ = 107.52688.

Bududi da se u financijskoj praksi gotovo isklju¢ivo koristi dekurzivno ukama-
¢ivanje, dalje (ako to ne bude posebno naglageno) bavit ¢emo se samo dekurzivnim
nac¢inom obracuna kamata.

10.2.1 Jednostavne kamate

Pretpostavimo da je u trenutku ty = 0 pocetni kapital Cy posuden uz godisnju
kamatnu stopu p (ili godisnji kamatnjak 7) i dekurzivan obra¢un kamata (dalje ¢emo
u tom sluéaju govoriti o ,,dekurzivnoj kamatnoj stopi p”). Treba izra¢unati konacnu
vrijednost kapitala na kraju n-te godine ako na kraju svake godine pribrajamo
kamate obracunate samo na poéetni kapital Cy. Ovakav nac¢in obra¢una kamata
nazivamo jednostavno ukamacivanje.

Co Ch Cs Cn-1 C, .
0 1 2 n—1 n
Slika 9.3. Jednostavno godisnje ukamacivanje
Na kraju prve godine kapitalu Cy dodajemo kamate:
I = 001% i L =0Cy- i, (10.10)
pa je vrijednost kapitala na kraju prve godine:
Ci=Co+ 1 = Co (1 + 1%0) i €= Co(l+1). (10.11)

Vrijednost kapitala na kraju druge godine (Cs) sastoji se od vrijednosti kap-
itala s pocetka druge godine (C7) i kamata obrac¢unatih ponovo samo na osnovni
kapital Cj :

Co=C1+ Colpﬁ ili Cy = C1 + Cyi. (1012)



(a)

(b)
(c)
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Uvrstavajudi (9.11) u (9.12) dobivamo:

Oy = Co (1 +2- 1%) i Cy=Co(l+2i). (10.13)

Ponavljajuéi postupak, dobivamo vrijednost kona¢nog kapitala na kraju n-te godine:

Cn = Co (1 - %) ili G, =Co(l+ni). (10.14)

pri ¢emu su ukupne jednostavne kamate nakon n godina zadane s:

I,=nCoqy i I, =nCoi. (10.15)

Formula (9.14) moze se dokazati matematickom indukcijom.

Niz Cy, C1, Cy, . .. definiran s (9.14) je aritmeticki niz s diferencijom d = Co 155
(odnosno d = Cpi). Zato se neki puta jednostavno ukamacivanje naziva linearno
ukamacdivanje.

Primjer 10.6 Pocetni kapital Cy = 12 350.00 uloZen je u banku uz obracun jed-
nostavnih dekurzivnih godisnjih kamata.

Ako je godisnja kamatna stopa p = 15, kolika ée biti vrijednost konacénog kapitala
na kraju cetvrte godine, iznos jednogodisnjih kamata I i vrijednost ukupnih kamata
na kraju Cetvrte godine ?

Ako je kapital nakon éetiri godine narastao na iznos C4 = 20 501.00, koja je godisnja
kamatna stopa pri tome primijenjena ?

Ako je konacni kapital C,, = 18 895.50, a godisnji kamatnjak i = 13.25%, koliki je
broj godina n ?

(a) Direktnom primjenom formule (9.14) i (9.15) dobivamo: C4 = 19 760.00, I, =
1 852.50, I4 = 7 410.00.

(b) 1z (9.14) dobivamo: p = 12 (g—g —1). U nagem slucaju je p = 16.5.

(c) Iz (9.14) dobivamo: n = 1 (g—g —1). U naSem slucaju je n = 4.

Primjedba 10.1 Obracunsko razdoblje ne mora biti godina. Ako se kamate obra-
cunavaju na kraju svakog obracunskog razdoblja duljine At i ako se pri tome koristi
dekurzivna kamatna stopa pe, tada je vrijednost kapitala na kraju n-tog obracunskog
razdoblja duljine At jednaka:

Crt = Co (1+n1%>. (10.16)
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Primjer 10.7 Neka je 12 500.00 pocetni kapital i p = 7 tromjeseéna kamatna
stopa (smatra se da su svi mjeseci jednako dugacki). Uz primjenu jednostavnog
dekurzivnog ukamacivanja treba izracunati vrijednost kapitala nakon 15 mgjeseci,
iznos tromjesecnih kamata I i vrijednost ukupnih kamata nakon 15 mjeseci.

Primjenom formule (9.16) dobivamo: Ci5 = 16 875.00, I3 = 875.00, i I15 =4 375.00.

10.2.1.1 Jednostavno ispodgodisnje ukamacdivanje

Cesto je u praksi zadana dekurzivna godisnja kamatna stopa, a vrijednost
kapitala treba izracunati za vrijeme krace od jedne godine. Neka je:

Co — pocetni kapital u trenutku tg = 0,
p — dekurzivna godisnja kamatna stopa,
m — broj jednakih podintervala na koji dijelimo godinu?,

pm — dekurzivna kamatna stopa vezana uz obrac¢unsko razdoblje duljine 1/m (m—ti
dio godine).

Co Ci/m Co/m e Ch

0 1/m 2/m 1

Slika 9.4. Jednostavno ispodgodisnje ukamacéivanje

Ispodgodisnja kamatna stopa p,, treba biti tako definirana da iznos konaénog
kapitala C; na kraju godine uz primjenu jednostavnog ukamacivanja bude jednak,
bez obzira da li smo jedanput primijenili godisnju kamatnu stopu p ili smo m puta
sukcesivno primijenili ispodgodisnju kamatnu stopu p,.

Konacéni kapital C; na kraju prve godine dobiven primjenom godisnje kamatne
stope p na pocetni kapital Cy, iznosi:

D
= L 10.1
Cr = Co + Coggo (10.17)

S druge strane, vrijednost pocetnog kapitala Cy na kraju prvog podintervala
(uz primjenu ispodgodisnje kamatne stope p,,) je:

Pm

Cipm = Co + Co 20t

2Npr. ako je m = 2, duljina promatranih vremenskih intervala je 1/2 godine — kazemo da su to

polugodista. Ako je m = 12, duljina promatranih vremenskih intervala je 1/12 godine — kazemo

da su to mjeseci (primijetimo ipak, da 1/12 godine opéenito ne predstavlja mjesec jer svi mjeseci
u godini nemaju jednaki broj dana).
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na kraju drugog podintervala vrijednost kapitala je:

P = Gy + 2022

CQ/mzcl/m+00100 100°

a na kraju m-tog podintervala (Sto se podudara s krajem godine) imamo:

Pm

Cm/m = Cy + mCy 100"

(10.18)

Izjednacavajudi izraze (9.17) i (9.18) dobivamo veli¢inu jednostavne ispod-
godiSnje kamatne stope p,,:

(10.19)

s

Pm =

Dakle, jednostavnu dekurzivnu ispodgodisnju kamatnu stopu p,, dobijemo tako da
dekurzivni godisnji kamatnjak p podijelimo brojem m (broj jednakih dijelova na
koji dijelimo godinu).

Primijetimo jos da je vrijednost pocetnog kapitala Cyp nakon k ovakvih obra-
c¢unskih razdoblja jednaka:

S

Chojm = Co (1 +k "6) , (10.20)

=
e

aritmeticki niz s diferencijom d = Co 5.

a da je niz C(), Cl/ma C2/m7 RPN
Primjer 10.8 Neka je Cy = 1 000.00 pocetni kapital, p = 24 dekurzivna godisnja
kamatna stopa a m = 12 (godinu dijelimo na 12 jednakih dijelova — priblizno

mjeseci!).

Odgovarajuca ,mjesecna” jednostavna ispodgodisnja kamatna stopa u ovom
slucagu je p1o = 2. Vrijednost pocetnog kapitala Cy na kraju godine je C1 = 1 240.00.
U Tablici 9.1 prikazano je kretanje vrijednosti kapitala na kraju svakog ,mjeseca’.

kraj ,,mjeseca” | dio godine | stanje kapitala
1. 1/12 1 020.00
2. 2/12 1 040.00
3. 3/12 1 060.00
11. 11/12 1 220.00
12. 12/12 1 240.00
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Tablica 9.1. Kretanje vrijednosti kapitala na kraju svakog ,,mjeseca”

Primjer 10.9 Neka je 15 250.00 vrijednost pocetnog kapitala, a p = 12 godisnja ka-
matna stopa. Uz primjenu jednostavnog dekurzivnog ukamacivanja treba izracunati
vrijednost kapitala nakon 20 mjeseci uz pretpostavku da mjesec predstavija 1/12
godine.

Uzet éemo da je m = 12 (godinu smo podijelili na 12 jednakih ,mjeseci”). Tada je
,mjesecna” jednostavna ispodgodiSnja kamatna stopa pi12 = 1. Vrijednost kapitala nakon
20 mjeseci bit ¢e prema (9.20):

- bz} _
Primjer 10.10 Netko je 6. 03. posudio iznos od 10 000.00 uz obracun jednostavnih
dekurzivnih kamata i promjenjivu mjesecnu kamatnu stopu. Dug treba vratiti 19. 05.
iste godine. Mjeseéna kamatna stopa u oZujku bila je 1, u travnju 2.5 a u svibnju 2
(vidi Sliku 9.5). Izracunagte veli¢inu duga na dan 19. 05.

C C C C
° 1y ' 959% 2oy P t

6.03. 31.03. 30.04. 19.05.

Slika 9.5. Jednostavno ispodgodisnje ukamacéivanje

Najprije éemo mjesecne kamatne stope pretvoriti u dnevne (,,ispodmjesecéne”) prema
principu izloZzenom u ovom odjeljku i izracunati broj dana u svakom mjesecu u kojem je
koristen kapital (vidi nize navedenu tablicu).

mjesec | ukupni broj | dani koriStenja dnevni
dana kapitala kamatnjak
ozujak 31 25 0.03226
travanj 30 30 0.08333
svibanj 31 19 0.06452
Tablica 9.2.

Vrijednost kapitala na dan 31.03. bit ée: C1 = Co + 25Co % = 10 080.65, na

dan 30.04. bit ée: Co = C1 + Co 120—% = 10 330.65, a vrijednost kapitala na dan 19.05.
bit ée: C3 = Cy +19Cp 20852 = 10 453.24. Dakle, veli¢ina duga na dan 19.05. iznosi

10 453.24.

Primjedba 10.2 U Primjeru 10.10 broj dana racunali smo prema kalendaru,
pri éemu dan sklapanja ugovora (06.03.) nismo racunali, dok smo dan u kome
istjece ugovor i kada se dug mora vratiti (19. 05) uzeli u racun, pa je ukupni broj
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dana koristenja kapitala 74. Postoji i tzv. trgovacki naéin obrac¢una broja dana,
po kome se smatra da godina ima 12 mjeseci, a svaki mjesec 30 dana. Takoder kao
i prema kalendarskom nacinu obracuna dana, dan sklapanja ugovora se ne racuna,
dok se dan istjeka ugovora uzima u racun®. Primjena ovakvog nacina obracuna
dana daje takav efekt kao da se primjengivala visa kamatna stopa. Ta visa kamatna

stopa tada se naziva efektivna kamatna stopa.
Kolika bi bila veli¢ina duga iz Primjera 10.10 po istjeku ugovora (19.05) ako

bi se primijenio trgovacki nacin obracuna dana?

Primjer 10.11 Na pocetni kapital od 30 000.00 treba izracunati veli¢inu jednos-
tavnih dekurzivnih kamata nakon 3 godine i 25 dana ako je primjenjena godisnja
kamatna stopa p = 9.5.

Ako broj dana racunamo prema kalendaru, onda je ukupni broj dana 1120, pa prema
(9.20) imamo:

9.5
Ch120/365 = 30 000 - (1 +1120 m) = 38 745.20.

Dakle, kamate iznose 8 745.20.

Ako broj dana ra¢unamo na trgovacki nacin, onda je dnevna kamatna stopa pseo =

:?ET%’ a ukupni broj dana je 1 105. Prema (9.20) imamo:
C *30000~<1+1105L>*3874792
1120/360 = 360100/ — 92.

Dakle, kamate iznose 8 747.92.

Efektivna kamatna stopa iznosi 9.50295.

Primjer 10.12 Gospodin X posudio je 11.studenog iznos Cy do 5. listopada slje-
deée godine uz obracun jednostavnih dekurzivnih kamata s godisnjim kamatnjakom
i = 9%. &.listopada dobio je pocetni kapital Cqy i kamate u iznosu od I = 600.00.
Treba izracunati veli¢inu pocetnog kapitala Cy ako se broj dana racuna na trgovacki
nacin.

Od 11. studenog do 31. prosinca obracunavamo 49 dana, a od 1. sije¢nja do 5. listopada 275
dana, dakle ukupno 324 dana. Prema (9.20) imamo:

9
0324/360 _CO . (1+324 7360 100) 5

odakle slijedi: Co = 7 407.41.

Koliki bi bio poc¢etni kapital uz kalendarski na¢in obracuna dana ? Kolika je efektivna
kamatna stopa ?

3U njemackoj financijskoj praksi uvijek se upotrebljava trgovacki naéin obraguna, ako se nekim
propisom drugacije ne odredi.
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10.2.2 Slozene kamate

Pretpostavimo da je u trenutku tg = 0 posuden pocetni kapital Cy uz dekur-
zivnu godisnju kamatnu stopu p. Treba izracunati vrijednost kapitala na kraju n—te
godine ako na kraju svake godine pribrajamo kamate obra¢unate na vrijednost kapi-
tala s pocetka te godine. Ovakav obracun kamata naziva se slozeno ukamacdivanje.
Razlika izmedu jednostavnog i slozenog ukamacivanja je u tome $to se prilikom
obracuna jednostavnih kamata na kraju svake godine kamate racunaju samo na
pocetni kapital, dok se kod slozenog ukamacivanja kamate obracunavaju i na ka-
mate.

Slika 9.6. SloZeno godisnje ukamacivange
Vrijednost kapitala na kraju prve godine (C7) sastoji se od vrijednosti pocet-
nog kapitala Cj i odgovarajucih kamata na taj iznos:

p p
= _ = 1 — ) =
C1 = Co + Cogos = Ci ( + 100) Cor,

gdje je: r =1+ 74 ili 7 = 1 + i godisnji kamatni faktor.

Vrijednost kapitala na kraju druge godine (Cs) sastoji se od vrijednosti kapi-
tala s pocetka druge godine (C4) i kamata obra¢unatih na kapital Ci:

Cy =4 +01% =Cir = 007‘2.

Primijetimo da kapital C; ve¢ sadrzava kamate obracunate na iznos Cy u prethodnoj
godini. Zbog toga se kaze da se slozenim ukamadéivanjem obracunavaju kamate na
kamate.

Opéenito, vrijednost pocetnog kapitala Cy na kraju n—te godine (C,,) sastoji
se od vrijednosti kapitala s pocetka n-te godine (C,,—1) i kamata obrac¢unatih na
kapital C,,_1:

p
Cn = Cnfl + Cnflﬁ = Cnflﬁ

Prema tome, vrijednost pocetnog kapitala Cy nakon n godina uz primjenu

slozenog ukamacivanja s dekurzivnom godisnjom kamatnom stopom p iznosi:

Co=Cor", r=1+ b (10.21)
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Primijetimo da je niz Cy, C1,Co, ... definiran s (9.21) geometrijski niz s kvo-
cijentom 7.

Primjer 10.13 Pocetni kapital Cy = 12 350.00 uloZen je u banku uz obracun
slozenih dekurzivnih godisnjih kamata.

Ako je godisnja kamatna stopa p = 15, kolika ée biti vrijednost konaénog kapitala i
vrijednost ukupnih kamata na kraju céetvrte godine ¢

Ako je kapital nakon éetiri godine narastao na iznos Cy = 20 501.00, koja je godisnja
kamatna stopa pri tome primijenjena ?

Ako je konacni kapital C,, = 33 417.40, a godisnji kamatnjak i = 13.25%, koliki je
broj godina n ?

(a) Primjenom formule (9.21) dobivamo: Cy = 21 600.23, I, = 9 250.23.
1/n
(b) Iz (9.21) lako dobivamo: p = 100 {(%}i) - 1] . U nasem slucaju je p = 13.508144.

log C, — log Co

(¢) Iz (9.14) dobivamo: n = fogr

. U naSem slucaju je n = 8.

Primjer 10.14 Gospodin X uloZio je u banku pocetni kapital od 30 000.00 i nakon
12 godina uz obracun sloZenih dekurzivnih godisnjih kamata dobio 70 000.00. Prve
3 godine kamatna stopa p nije se mijenjala. Sljedeéih 5 godina bila je za 0.5 niZa
(p — 0.5), a posljednje 4 godine poveéala se za 1 (p+ 0.5). Koja je kamatna stopa
vrijedila prve 3 godine ?

Oznagimo: Cp = 30 000.00, Ciz = 70 000.00, r = 1+ {B5, 1 = 1+ 202 py =

14 2£05 Tada je: Cs = Co -3, Cs = Cs-15 = Co-13 15, Cro = Cg-14 = Co -3 -1 .14
Tako dobivamo jednadzbu:

p\?3 ( p—.5>5 ( p+.5>4
70000=30000-(14+—) -(14+=——) -(14=—7=
( +100> + 100 * 100 '

koju mozemo lako rijesiti npr. metodom Regula falsi (vidi [18]). Dobivamo: p = 7.358595.

Primjer 10.15 Promatramo pocetni kapital Cy = 100.00, koji se ukamacuje prim-
jenom godisnje dekurzivne kamatne stope p = 8. U Tablici 9.3 moZe se usporediti
kretanje wvrijednosti kapitala, a na Slici 9.7 kretanje ukupnih kamata prvih deset
godina u uvjetima jednostavnog i sloZenog ukamacivanja.
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kraj Jednostavno ukamacivanje sloZeno ukamacivange
godine | kamate | vrijednost kapitala | kamate | vrijednost kapitala

0 - 100.00 - 100.00

1 8.00 108.00 8.00 108.00

2 8.00 116.00 8.64 116.64

3 8.00 124.00 9.33 125.97

4 8.00 1532.00 10.08 156.05

5 8.00 140.00 10.88 146.93

6 8.00 148.00 11.75 158.69

7 8.00 156.00 12.69 171.38

8 8.00 164.00 13.71 185.09

9 8.00 172.00 14.81 199.90
10 8.00 180.00 15.99 215.89
> 80.00 99.90

Tablica 9.5.

Slika 9.7. Jednostavno i sloZeno ukamacivangje. Svjetliji pravokutnici predstavljaju
ukupne jednostavne, a tamniji ukupne sloZene kamate krajem godine

Primjedba 10.3 Obracunsko razdoblje ne mora biti godina. Ako se kamate obra-
cunavaju na kraju svakog obracunskog razdoblja duljine At i ako se pri tome koristi
dekurzivna kamatna stopa py, tada je vrijednost kapitala na kraju n—tog obracunskog
razdoblja duljine At jednaka:

P

Co=Cor, =1+ 100,

(10.22)
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Primjer 10.16 Neka je 12 500.00 pocetni kapital ¢ p = 7 tromjesecna kamatna
stopa (smatra se da su svi mjeseci jednako dugacki). Uz primjenu sloZenog dekur-
zivnog ukamacdivanja treba izracunati konacni kapital i vrijednost ukupnih kamata
nakon 15 mjeseci. Usporedi dobiveno rjesenje s rjesenjem iz Primjera 10.7.

Primjenom formule (9.22) dobivamo: Ci5 = 17 531.90 i I15 = 5 031.90.

Primjedba 10.4 Pojam anticipativnog ukamacivanja ve¢ smo spomenuli na pocet-

ku ovog odjeljka. Pogledajmo malo detaljnije princip sloZenog anticipativnog uka-

macivanja. Neka je q anticipativna godisnja kamatna stopa, a j = &5 odgovarajuci

anticipativni godisnji kamatnjak. Prema (9.9) vrijedi:
00201—C1~j:C1(1—j), tj. Ci =

00117
Ci=0—-Cy-j=Co(1—3), tj. Cy=

‘a-j%

1 opcenito:

_ 1

Kako je: 1 — 32 = (1—35)(1+7) < 1, vrijedi: (1+5) < 1%3" §to znaci da pri
jednakoj kamatnoj stopi anticipativno ukamacivanje daje veéu konacénu vrijednost
kapitala nego dekurzivno ukamacivange. Primjena dekurzivnog godisnjeg kamatnjaka
i dat ée istu konacénu vrijednost kapitala kao i primjena anticipativnog godisnjeg
kamatnjaka j onda ako je: 1 +1i = T— 1 , tj. ako je:

i= (10.24)

Tako bi v Primjeru 10.5 godisnji dekurzivni kamatnjak, koji bi dao istu vri-
jednost konacnog kapitala (107.52688) kao i anticipativni kamatnjak j = 7% bio:

i = 20 = 0.0752688, odnosno: 7.52688%.

10.2.2.1  Slozeno ispodgodisnje ukamadivanje

Cesto je puta u praksi zadana godisnja kamatna stopa, a vrijednost kapitala
treba izracunati za vrijeme krace od jedne godine. Neka je:
Co— pocetni kapital u trenutku ty = 0,

p— dekurzivna godisnja kamatna stopa,
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m— broj jednakih podintervala na koji dijelimo godinu (isto kao u slu¢aju jednos-
tavnog ispodgodisnjeg ukamadivanja — vidi Sliku 9.8),

pm— dekurzivna kamatna stopa vezana uz obracunsko razdoblje duljine 1/m (m—ti
dio godine).

Co Ci/m Co/m e Ch

0 1/m 2/m 1

Slika 9.8. SloZeno ispodgodisnje dekurzivno ukamacivanje

Ispodgodisnja kamatna stopa p,, treba biti tako definiran da iznos konac¢nog
kapitala C7 na kraju godine uz primjenu slozenog ukamacivanja bude jednak, bez
obzira da li smo jedanput primijenili godisnju kamatnu stopu p ili smo m puta
sukcesivno primijenili ispodgodisnju kamatnu stopu p,,. Broj p,, nazivamo slozeni
ispodgodisnji kamatnjak ili konformni kamatnjak.

Konacéni kapital C; na kraju prve godine dobiven primjenom godisnje kamatne
stope p na pocetni kapital Cy iznosi:

p
Cr=Co (1+705) - 10.25
1=Co(1+ (10.25)

S druge strane, vrijednost pocetnog kapitala Cy na kraju prvog podintervala
(uz primjenu ispodgodisnje kamatne stope p,,) je:

Pm

Pm ..
— _— = m s d m — 1 .
Ciym = Co + Co 100 Cor gdje je + 106

Veli¢inu r,, nazivamo ispodgodis$nji kamatni faktor.

Na kraju drugog podintervala imamo:

Coym = Cjm + C f—m Ch/m (1 + p—’") — Cyr2,.

00 100
Opéenito, nakon k podintervala duljine % vrijednost kapitala bit ée:
Crym=Cork,, rm =1+, (k=12,..) (10.26)

Na kraju m—tog podintervala (sto se podudara s krajem godine) imamo:

Cojm = Co (1 n %)m. (10.27)
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Izjednacavajudi izraze (9.25) i (9.27):
P\ _ Pm \™
Co(1+ 555) = o (1+ T55)

dobivamo veli¢inu slozene ispodgodisnje kamatne stope p,,:

pm =100 (5/1+ 15 - 1). (10.28)

Obrnuto, ako je zadana ispodgodisnja kamatna stopa p,,, iz formule (9.28)
lako mozemo izracunati velicinu godisnje kamatne stope p:

Pm \™
=100 [(1 —) - 1} . 10.29
P " 100 (10.29)
Primjer 10.17 Neka je 1 000.00 pocetna vrijednost kapitala, a p = 24 dekurzivna
godisnja kamatna stopa. Za m = 2, 4, 12 treba izracunati vrijednost kapitala na
kraju svakog podintervala tijekom godine dana.

U Tablici 9.4 prikazano je kretanje vrijednosti kapitala na kraju svakog polugodista, kvar-
tala i ,mjeseca”. Primijetimo da, bez obzira koliko cesto godisnje obavljamo ukamacivanje
(naravno uz primjenu odgovarajuéeg ispodgodisnjeg kamatnjaka), na kraju godine dobiva
se isti iznos kapitala.

m=2 (polugodista) | m=4 (kvartali) | m=12 (,,mjeseci”)
p2 = 11.35529 p1 = 5.52501 p12 = 1.80876
1 018.09
1 036.50
1 055.25
1 074.34
1093.77
1113.55
1 133.69
1 154.20
1175.08
1 196.33
121797
1 240.00

1. 1 055.25

1. 1 113.55 2. 1 113.55

3. 1175.08

— ==
e R

2. 1 240.00 4. 1 240.00

Tablica 9.4. Kretanje vrijednosti kapitala prilikom ispodgodisnjeg ukamadivanja

Primjer 10.18 Zadan je pocetni kapital od 15 250.00 i godisnja kamatna stopa
p = 12. Uz primjenu sloZenog dekurzivnog ukamacéivanja treba izracunati vrijednost
kapitala nakon 20 mjeseci. Usporedi rjesenje iz Primjera 10.9



328 10.2 Kamate

Uzet ¢emo da je m = 12 (godinu smo podijelili na 12 jednakih ,mjeseci”). Tada je
prema (9.28), ,mjesecna” slozena ispodgodisnja kamatna stopa jednaka: p,, = 0.948879.
Vrijednost kapitala nakon 20 mjeseci prema formuli (9.26) bit ée:

0.948879
100
Primjer 10.19 Netko je 6. 03. posudio iznos od 10 000.00 uz obracun sloZenih
dekurzivnih kamata i promjenjivu mjesecnu kamatnu stopu. Dug treba vratiti 19. 05.
Mjeseéna kamatna stopa u ozZujku bila je 1, u travnju 2.5, a u svibnju 2. Izracunaj
velidinu duga na dan 19.05. (vidi Sliku 9.5). Usporedi rezultat s rezultatom iz

Primjera 10.10.
Najprije ¢emo izra¢unati broj dana u svakom mjesecu u kojima je koristen kapital (vidi nize
navedenu tablicu), a mjesecne kamatne stope pretvoriti u dnevne prema formuli (analogno

formuli (9.28)):
a/ p
pa = 100 < 1+ 100 1) , (10.30)

p — mjesecni kamatnjak u mjesecu s d dana,

20
Ca0/12 = Co (1 + ) = 18 420.44.

gdje je:

pa — dnevni kamatnjak u mjesecu s d dana.

mjesec | ukupni broj | dani koriStenja | mjese¢ni | dnevni konformni
dana kapitala kamatnjak kamatnjak
ozujak 31 25 1 0.032103
travanj 30 30 2.5 0.082343
svibanj 31 19 2 0.063900
Tablica 9.5.

Vrijednost kapitala na dan 31. 03. bit ¢e: C1 = C5-1.00032103%° = 10 080.57, na dan 30. 04.
bit ¢e: Cy = C1-1.025 = 10 332.58, anadan 19.05. bit ée: Cs = C3-1.000639*° = 10 458.75.
Prema tome, veli¢ina duga na dan 19.05. je 10 458.75.

Primjer 10.20 Zadan je pocetni kapital od 10 000.00 i dekurzivna godisnja ka-
matna stopa p = 25. Treba izracunati vrijednost kapitala nakon 100 dana (u godini
koja ima 365 dana):

a) primjenom jednostavnog dekurzivnog ukamadivanja,

b) primjenom sloZenog dekurzivnog ukamadivanja.

a) Dnevna jednostavna ispodgodisnja kamatna stopa prema (9.19) iznosi:

Pa 25

=-— = — =0.068493

Pd= 365 = 365 ’

a vrijednost kapitala Cp nakon 100 dana uz primjenu jednostavnog ukamacdivanja
prema (9.20) je:

Cioo = Co + 100 Co 1% — 10 684.93.
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b) Dnevna slozena ispodgodi§nja kamatna stopa prema formuli (9.30) iznosi pg =
0.061154, a vrijednost pocetnog kapitala Cy nakon 100 dana uz primjenu slozenog
ukamacivanja je:

C o (1+24)"™ 210 63043
100 = 0( -l-m) = 45,

10.2.2.2 Konformna i relativna kamatna stopa

Da bi se prema formuli (9.28) izra¢unala slozena ispodgodisnja kamatna stopa,
potrebno je izracunati m—ti korjen nekog realnog broja. Ranije, dok u praksi nisu
postojala elektronicka racunala, jedina realna moguénost za to bila je primjena
logaritamskih tablica. Kako je to za primjenu u poslovanju bilo neprakti¢no i sporo,
javila se potreba za pojednostavljivanjem postupka.

Izraz (9.28) mozemo pisati:
pm=100<m\/1—|—i—1>,

gdje je i = % odgovarajuéi godisnji kamatnjak. p,, mozemo shvatiti kao funkciju
od i. Razvojem funkcije p,, (i) u Taylorov red u okolini 0, dobivamo

100 11001 —
Pr(i) = 0+ —i + B2y (10.31)
m 2m m

Uz pretpostavku da je i2,43,--- zanemarivo, iz (9.31) dobivamo linearnu
aproksimaciju konformne kamatne stope koju ¢emo oznaciti s p,.:
100, p
= — 11 =

==, 10.32
= = (10.32)

pr:

U literaturi ovu linearnu aproksimaciju konformne kamatne stope nalazimo
pod imenom relativna kamatna stopa. Opravdanost (odnosno neopravdanost!)
ovakve aproksimacije vidi se veé i iz kretanja potencija godisnjeg kamatnjaka i (vidi
Tablicu 9.6).

Tablica 9.6. Potencije godisnjeg kamatnjaka i za razli¢ite vrijednosti odgovarajuce

P 3 5 24 60
i | 003 0.05 0.24 0.6

2| 0.0009 | 0.0025 | 0.0576 | 0.36
i3 | 0.000027 | 0.000125 | 0.013824 | 0.216

godisnje kamatne stope p.
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Smisao linearne aproksimacije konformne kamatne stope p,, moze se i graficki
predstaviti. Na Slici 9.9 prikazani su grafovi konformne i relative kamatne stope
kao funkcije godisnje kamatne stope p.

br

Pm

0

Slika 9.9. Konformna i relativna kamatna stopa kao funkcija godisnje kamatne
stope

Funkciju py,(7) u okolini nule aproksimirali smo linearnom funkcijom, a njen
graf tangentom u tocki (0,0). Kao §to se vidi na Slici 9.9 ova aproksimacija je
,dobra” za male vrijednosti godisnje kamatne stope p, dok za vece vrijednosti od p
razlike (greske aproksimacije!) postaju drasti¢ne!

Primjedba 10.5 Primijetimo da se relativna kamatna stopa (9.32) podudara s jed-
nostavnom ispodgodisnjom kamatnom stopom (9.19), ali to ne znaci da se prim-
jenom relativne kamatne stope kod obracuna ispodgodisnjih sloZenih kamata dobija
isti rezultat kao 1 prilikom obracuna jednostavnih ispodgodisnjih kamata.

Primjedba 10.6 Ako jem > 1, onda je p,, < pr (konformna kamatna stopa manja
je od odovarajuée relativne kamatne stope). To ima za posljedicu da primjenom rela-
tivne ispodgodisnje kamatne stope prilikom obracuna sloZenih ispodgodisnjih kamata
wvijek nesto vise (nego $to bi trebalo) dobiva onaj koji posuduje novac (u éiju korist
se obracunavaju kamate). Ako je m < 1 (obracunska razdoblja su duza od godine
dana), onda je p,, < p, *.

Neka je p dekurzivna godisnja kamatna stopa i neka se obracun ispodgodisnjih
kamata obavlja primjenom relativne kamatne stope p,. Efekt je takav kao da se
realno primjenjuje visa godisnja kamatna stopa p. za koju vrijedi:

Co (1 n %%) =0y (1 n %)m. (10.33)

4Dokaze ovih tvrdnji moze se vidjeti kod Sego (1991).
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U tom slucaju kamatnu stopu p nazivamo nominalna godiSnja kamatna stopa,
a kamatnu stopu p. efektivnha kamatna stopa. Prema (9.33J) efektivna kamatna
stopa je takva dekurzivna godisnja kamatna stopa, ¢ijom primjenom na kraju godine
dobivamo isti iznos kao da smo m puta sukcesivno primijenili relativhu kamatnu
stopu. U Tablici 9.7 za zadane vrijednosti godisnjih kamatnih stopa p, izracunate
su vrijednosti odgovarajuéih , mjeseénih” (m = 12) konformnih p,, i relativnih p,
kamatnih stopa, kao i odgovarajuée efektivne kamatne stope pe.

2 3.5 7.5 12 24 60 120 360 720
pm | 0.28709 | 0.60449 | 0.948879 | 1.808758 | 3.994410 | 6.791140 | 13.56115 | 19.1656
pr | 0.29167 0.625 1 2 5 10 30 60
pe | 3.55670 | 7.76326 | 12.68250 | 26.82417 | 79.58563 | 213.8428 | 2229.808 | 28047.5

Tablica 9.7. Konformna, relativna i efektivna kamatna stopa

Primjer 10.21 Treba odrediti efektivnu godisnju kamatnu stopu p. za kvartalni
relationi kamatnjak 1.5%.

Iz (9.33): Co (1+ &5) = Co 1.015* dobivamo: p. = 6.136.

Primjer 10.22 Pocetni kapital od 100.00 uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu
p = 60 na kraju godine primi vrijednost 160.00. Ako se obracun kamata obavlja
ispodgodisnje uz primjenu odgovarajuceg konformnog kamatnjoka, na kraju godine
konacni kapital je isti. Ako se primjenjuje relativni kamatnjak, vrijednost konacénog
kapitala je veéa (vidi Tablicu 9.8 ¢ Sliku 9.10 — kolike su efektivne kamatne stope u
ovom primjeru ?) °

kraj kvartalna kamatna stopa | mjeseéna kamatna stopa
mjeseca | konformna | relativna | konformna | relativna
0. 100.00 100.00 100.00 100.00
1. 105.99 105.00
2. 108.15 110.25
3. 112.47 115.00 112.47 115.76
4. 116.96 121.55
5. 121.63 127.63
6. 126.49 132.25 126.49 134.01
7 131.5 140.71
8. 136.80 147.75
9. 142.26 152.09 142.26 155.13
10. 147.94 162.89
11. 153.85 171.03
12. 160.00 174.90 160.00 179.59

Tablica 9.8. Kretanje vrijednosti kapitala tijekom godine uz primjenu konformne i
relativne kamatne stope

5To je bio razlog §to su stedise, koji su tijekom 1984-1986 svoja sredstva orocavali tromjeseéno,
na kraju godine dobili viSe nego oni koji su svoja sredstva orocavali na godinu ili vise dana — vidi
Scitovski (1987) i Sego (1991).
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Slika 9.10. Kretanje vrijednosti ukupnih kamata tijekom godine uz primjenu
konformne (svjetliji pravokutnici) i relativne (tamniji pravokutnici) kamatne stope

10.2.2.3 Korektan obracun slozenih ispodgodisnjih kamata

U t.9.2.2.2 vidjeli smo da primjena relativne kamatne stope za izracunavanje
slozenih ispodgodisnjih kamata vodi do racunskih pogresaka, koje su to vece sto
je odgovarajuca godisnja kamatna stopa veéa. Buduéi da danas svako i najmanje
poduzece raspolaze elektroni¢kim rac¢unalom, relativno komplicirani rac¢unski pos-
tupak prilikom obrac¢una ispodgodisnjih slozenih kamata ne bi trebao biti razlog da
se i dalje koristi relativna kamatna stopa.

Medutim, i prilikom primjene konformnog kamatnjaka za obrac¢un ispodgodis-
njih kamata mogu se javiti greske:

— zbog numerickog zaokruzivanja veli¢ine konformne kamatne stope;

— zbog toga $to svi mjeseci u godini nemaju jednaki broj dana, pa mjesectna
konformna kamatna stopa, gdje se za jedan mjesec uzima 1 godine, samo po
sebi pretstavlja jednu aproksimaciju.

Vrijednost ispodgodisnjih kamata moze se izrac¢unati i bez koristenja pojma
»ispodgodisnja kamatna stopa”. Pretpostavimo da neki kapital Cy od trenutka ty =
0 raste po dekurzivnoj godisnjoj kamatnoj stopi p. Njegova vrijednost u trenutku
t > 0 bit ¢e (vidi npr. Muskardin (1985)):

C(t) = Cor', r=1+1h5- (10.34)

Ako je potrebno izrac¢unati vrijednost kapitala Cy nakon istjeka m—tog dijela
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godine, onda to prema (9.34) mozemo uraditi pomoc¢u formule:
C1/m = Cor'/™,

dok na kraju k ovakvih dijelova godine imamo (vidi takoder Scitovski (1987):

Cojm = Cor®/™. (10.35)

Primjedba 10.7 Vrijednost t iz formule (9.34) mozZemo shvatiti tako kao da smo

k(m)

broj m pustili u beskonacnost, a brojt tada je granicna vrijednost kvocijenta —5—=,

kada m — oo (vidi Franciskovié (1990)).
Funkcija C iz (9.34) rjesenje je Cauchy—evog problemas:

1dy

~Sh = y(0)=Cy ()

Modelom (%) opisan je tzv. prirodni zakon rasta: ,relativna brzina porasta kap-
itala je konstantna i jednaka prirodnom logaritmu godisnjeg dekurzivnog kamatnog
faktora r = 1+ %” (vidi Franciskovié (1990), Muskardin (1985), Sego (1991)).
Funkcija C naziva se funkcija kontinuiranog ukamadivanja. Formula (9.35)
je diskretna, a formula (9.34) kontinuirana generalizacija osnovne formule finan-
cijske matematike (9.21). Bududi da se funkcije zadane s (9.21), (9.85) i (9.84)
podudaraju na zajednickoj domeni, kaZemo da su medusobno ekvivalentne (vidi
Franciskovi¢ (1990)). To se medutim, ne moZe reéi za funkciju:

C(t)=Co-e", i=p/100, (%%)

koja se cesto spominje u literaturi (vidi Caprano (1992), Reli¢ (1990), Dabcievié i
dr.(1989), Martié¢ (1980), Sego (1991) itd). Naime, za t € N, formula (x*) ne
podudara se s (9.21), a ako jet € Q , ne podudara se s (9.35). Formula (3x) moZe
se dobiti granicnim prijelazom na obracunska razdoblja kraca od godine, pri éemu
se koristi relativni kamatnjak (vidi npr Sego (1991)).

U najopcenitijem slucaju od interesa za financijsku i privrednu praksu kao
dijelove godine promatramo dane. U tom slu¢aju mjerenje vremena organizirat
¢emo na sljedeéi nacin:

— trenutku pocetka aktiviranja kapitala pridruzit ¢emo realni broj tg = 0;
- o e . . . “e , . . _ k
— k—tom danu od pocetka aktiviranja kapitala pridruzit ¢emo realni broj ¢ = 5.
Tada ¢e vrijednost kapitala u trenutku ¢ (nakon istjeka k dana) biti:

Ci /365 = Cor*/3%.
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Ovdje treba primijetiti da broj k moze biti manji, veéi ili jednak 365. Ako
zelimo potpunu korektnost, treba uzeti u obzir i prestupne godine.

Primjenom korektne formule (9.34) za obracun slozenih dekurzivnih ispod-
godisnjih kamata pojam: ,efektivna kamatna stopa” vise nije potreban jer se ona
podudara s odgovaraju¢om nominalnom godisnjom kamatnom stopom.

Primjer 10.23 Pocetni kapital od 10 000.00 uplaéen je na dan 23. 02 (u godini

koja nije prestupna). Treba izracunati njegovu vrijednost na dan 16. 04 iste godine
ako je u ¢itavom razdoblju koristena godisnja kamatna stopa p = 12.

Danu 23.02. pridruzit ¢éemo to = 0. Taj dan se ne broji prilikom obracuna. Danu 16. 04.
pridruzit ¢emo broj %, a vrijednost kapitala toga dana je:

Csa/365 = 10 000 - 1.12°%/%%% = 10 162.76.

Primjer 10.24 Pocetni kapital od 10 000.00 uplacen je na dan 23.02. (u godini
koja nije prestupna). Treba izracunati njegovu vrijednost na dan 16. 04. iste godine.
Mjeseéni kamatnjaci mijenjaju se kao Sto je prikazano na Slici 9.11.

Ty = 12% im = 14% im = 15% t

93.02 1.03 1.04 16.04

Slika 9.11. Jednostavno ukamacivanje uz promjenjivu kamatnu stopu

Kretanje stanja kapitala, kao i formule po kojima je to stanje izracunato vidljive su u
Tablici 9.9.

datum | dani | kamate | stanje kapitala formula
23.02 - - 10 000.00 -

28.02 5 204.43 10 204.43 Co % 1.12°/%8
31.03 31 | 1428.62 11 633.05 Cix1.14
16.04 16 958.27 12 533.31 Cs x 1.1516/30

Tablica 9.9. Korektno izracunavanje stanja kapitala

Primjedba 10.8 Koristenjem formule (9.34) direktno se izracunava vrijednost ka-
pitala na rok kraci ili duzi od godine dana bez prethodnog izracunavanja konform-
nog kamatnjaka, Sto doprinosi smanjenju numerickih pogresaka prilikom obracuna.
Prirodno bi bilo da se obracun sloZenih dekurzivnih ispodgodisnjih kamata u nasim
financijskim institucijama obavlja direktno primjenom formule (9.34). NaZalost,
slozene ispodgodisnje kamate danas se u praksi u najboljem sluc¢aju obracunavaju uz
primjenu odgovarajuéeg konformnog kamatnjaka, koji je zadan s konacno (najées-
ée s 5) decimala u odgovarajuéim tablicama. Na taj nacin znacajno se povecavaju
numericke greske u obracunu, a wvid u financijsko poslovanje je neprecizan.
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Ako na pocetni kapital Cy primijenimo formulu (9.34) s ¢ > 0, vrijednost
kapitala se povecava — kazemo da se pocetni kapital ukamacduje. Za t < 0 vri-
jednost kapitala se smanjuje — kazemo da se pocetni kapital diskontira. Na Slici
9.12 prikazano je kretanje ukupnih kamata prilikom ukamaéivanja i diskontiranja
pocetnog kapitala Cy = 100.00 uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 18.

Slika 9.12. Kretanje ukupnih kamata prilikom jednostavnog (svjetliji pravokutnici)
i slozenog (tamniji pravokutnici) ukamaéivanja i diskontiranja pocetnog kapitala
C =100.00 uz godisnju kamatnu stopu p = 18.

Primjedba 10.9 Razmotrimo na kraju problem procjene prosjecne dekurzivne ka-
matne stope u nekom vremenskom intervalu, ako su poznati podaci o kretanju pro-
matrane veli¢ine u nekoliko trenutaka. Ovaj problem cesto se javlja u ekonomskim
istrazivangima, poljoprivredi, biologigi itd. Za primjer uzmimo tjedne podatke o kre-
tanju mase (u kg) jedne vrste Zenskih pilica tijekom pruvih Sest tjedana®:

kraj tjedna (t;) 1 2 3 4 5 6

masa prosjecnog | 1 0.147 0.357 0.641 0.980 1.358 1.758

pileta (C;)

Tablica 9.10.

Na osnovi podataka (t;,C;), i = 1,...,m treba procijeniti parametre Cy i p
funkcije-modela (9.34):
Pt
() =Co (14 ) .
(1) =Co 1+ 155

6Vidi: G. Kralik, R. Scitovski, Istrazivanje znacajki rasta brojlera pomoéu asimetri¢ne S—
funkcije, Stocarstvo 47(1993), 207-213
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To éemo uraditi pomocu metode najmangih kvadrata (vidi Scitovski (1993)) mini-
mizirajuci sumu kvadrata relativnih odstupanja stvarnih od teoretskih vrijednosti:

()|
m | C; —Co 1+ 785
F(Cop) =Y | T

i=1

Slika 9.13. Izracunavanje prosjecne tjedne stope rasta

Primjenom GauB—-Newtonove metode, dobivamo optimalne parametre:

Cy = 0.111581 p* = 63.1251 ¢ F(Cg,p*) = 0.223327. Broj C§ predstavlja pocetnu
masu pileta, a p* tjednu kamatnu stopu prirasta. Na Slici (9.13.a prikazani su em-
pirigski podaci i graf funkcije—modela, a na Slici 9.13.b nivo krivulje minimizirajuce
funkcije F.

Cesto puta se prosjecna stopa rasta pogresno racuna kao geometrijska sredina
prirasta (u ovom sluc¢aju bilo bi p = 64.26) ili preko eksponencijalnog trenda (u
ovom slucaju bilo bi p = 48.93 — vidi Scitovski (1993)).

Zadaci za vjezbu 9.2

1. Ako je 25 000.00 pocetni kapital i p = 22 godisnja kamatna stopa, uz primjenu
jednostavnog dekurzivnog ukamacivanja izracunajte vrijednost tog kapitala na kraju
treée godine, iznos jednogodi$njih kamata I i vrijednost ukupnih kamata nakon 3
godine.

Rjesenje: Cs = 41 500.00 , I; = 5 500.00 , I3 = 16 500.00 .
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. Neka je p = 25 godisnja kamatna stopa. Nakon koliko ¢e se godina neki kapital

utrostruciti ako primjenjujemo jednostavno dekurzivno ukamacdivanje?
RjeSenje: nakon n = 8 godina.

Kapital od 10 000.00 nakon 4 godine uz primjenu jednostavnog dekurzivnog uka-
madivanja naraste na iznos od 15 000.00. Koja je godisnja kamatna stopa pri tome
primjenjena ?

Rjesenje: p = 12.5.
Ako je 15 750.00 osnovni kapital i p = 2 mjesetna kamatna stopa, uz primjenu

jednostavnog dekurzivnog ukamacivanja izracunajte vrijednost tog kapitala nakon
6 mjeseci, iznos mjesec¢nih kamata I; i vrijednost ukupnih kamata nakon 6 mjeseci.

Rjesenje: Cs = 17 640.00, I; = 315.00, I = 1 890.00.

Zadan je pocetni kapital od 32 500.00 i p = 19 godi$nja kamatna stopa. Uz primjenu
jednostavnog dekurzivnog ukamadivanja izracunajte vrijednost kapitala nakon 16
mjeseci.

RjesSenje: Cig = 41 762.50.

Netko je 13.05. posudio iznos od 15 000.00 uz obracun jednostavnih dekurzivnih
kamata i promjenjivu mjese¢nu kamatnu stopu. Dug treba vratiti 15.09. Mjese¢na
kamatna stopa u svibnju bila je 1, u lipnju 1.5, u srpnju 2, u kolovozu 1.75, a u
rujnu 2.2. Izra¢unajte veli¢inu duga na dan 15.09.

Rjesenje: 16 044.44.

Izradite BASIC ili LOTUS program na osnovi kojeg ¢éete svaki zadatak tipa Zadatka
6. modi rijesiti unoSenjem podataka o veli¢ini duga, datumu preuzimanja duga,
datumu vracanja duga te vrijednostima kamatnih stopa po mjesecima.

Izradite BASIC program kojim éete modi rijesiti bilo koji zadatak tipa Zadatka 1.,2.
ili 3.

Neka je 25 000.00 pocetni kapital i p = 22 godiSnja kamatna stopa. Uz prim-
jenu slozenog dekurzivnog ukamadcivanja izracunajte vrijednost tog kapitala na kraju
trece godine i vrijednost ukupnih kamata nakon 3 godine.

Rjesenje: Cs = 45 396.20 , Is = 20 396.20.

Neka je p = 25 godisnja kamatna stopa. Nakon koliko ¢ée se godina neki kapital Co
utrostruciti ako primjenjujemo slozeno dekurzivno ukamacdivanje 7

RjeSenje: nakon n = 4.923343 godina, tj. nakon 4 godine i 337 dana.

Pocetni kapital od 10 000.00 nakon 4 godine uz primjenu slozenog dekurzivnog
ukamagdivanja naraste na iznos 15 000.00. Koja je godisnja kamatna stopa pri tome
primjenjena ?

Rjesenje: p = 10.6682.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Gospodin X ulozio je u banku pocetni kapital od 30 500.00 uz obracun slozenih
dekurzivnih godisnjih kamata.

(a) Ako je godisnja kamatna stopa p = 6.125, kolika ¢ée biti vrijednost konacnog
kapitala na kraju cetvrte godine i vrijednost ukupnih kamata na pocetku cetvrte
godine 7

(b) Nakon koliko godina pocetni kapital naraste na iznos 36 786.07, ako je primjen-
jivan godisnji kamatnjak i = 5.5% ?
(c¢) Koju kamatnu stopu je banka primjenjivala ako je nakon 12 godina pocetni

kapital narastao na vrijednost 64 937.44 7

(d) Koliki bi pocetni kapital gospodin X morao uloziti u banku da bi nakon 18
godina uz godisnju kamatnu stopu 5.5 dobio konaé¢ni kapital od 100 000.00.

Rjesenje: (a) Cy = 38 687.50, I = 5 954.65 (b) 3.5, (c) 6.5, (d) 38 146.59.

Poduzeée za prodaju stanova ima dvije ponude za jednu vrstu stana: A: 80 000.00
odmah, 100 000.00 nakon 2 godine, 40 000.00 nakon 5 godina; B: 96 600.00 odmah,
75 000.00 nakon 3 godine, 50 000.00 nakon 4 godine; Koja ponuda je povoljnija za
kupca, ako se rac¢una sa 7% (odnosno 9%) dekurzivnih godisnjih kamata ? Izradite
odgovarajuéi BASIC program kojim ¢éete modi rijesiti svaki zadatak ovakvog tipa.

Rjesenje: Kod 7% ponuda A je povoljnija za 103.76, a kod 9% ponuda B je po-
voljnija za 230.27.

Ako je 20 000.00 pocetni kapital i p = 2.5 polugodisnja kamatna stopa, uz prim-
jenu slozenog dekurzivnog ukamacivanja izracunajte vrijednost tog kapitala nakon
3 godine i vrijednost ukupnih kamata nakon 3 godine.

RjesSenje: Cs = 23 193.87, Is = 3 193.87.

Neka je 50 000.00 pocetni kapital, a p = 19 dekurzivna godisnja kamatna stopa. Uz
primjenu konformnog kamatnjaka izracunajte vrijednost kapitala nakon 16 mjeseci.

RjeSenje: p12 = 1.4601687, Cis = 63 052.06.

U godini koja nije prestupna za vrijednosti dekurzivnih godisnjih kamatnih stopa:
p € {100, 375,1000} izracunajte ekvivalentne konformne mjese¢ne kamatne stope za
veljacu, travanj i srpanj.

Rjesenje:

mjesec p =100 p =375 p = 1000
veljaca | 5.461201 | 12.696582 | 20.195348
travanj | 5.862511 | 13.662879 | 21.785033
srpanj 6.063739 | 14.149131 | 22.587743

U godini koja nije prestupna za vrijednosti dekurzivnih mjese¢nih kamatnih stopa:
p12 € {0.8,1.2,12,20} izracunajte odgovarajuéu korektnu godisnju kamatnu stopu
ako se mjese¢na kamatna stopa odnosi na: veljacu, travanj i srpanj.
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Uputa: za zadanu mjese¢nu kamatnu stopu najprije treba izracunati odgovarajuéu
dnevnu pomoéu formule (9.30), a onda pomocu formule (9.29) izra¢unati godisnju
kamatnu stopu.

Rjesenje:
mjesec P12 = 0.8 P12 = 1.2 P12 = 12 P12 = 20
veljaca 10.946 16.824 338.12 976.92
travanj 10.180 15.619 297.03 819.12
srpanj 9.836 15.079 279.75 755.65

Netko je 13. 05. posudio iznos od 20 000.00 uz obracun slozenih dekurzivnih kamata
i promjenjivu mjesecnu kamatnu stopu. Dug treba vratiti 29. 07. Mjesecna kamatna
stopa u svibnju bila je 3, u lipnju 2.5, a u srpnju 2. Izracunajte veli¢inu duga na
dan 29.07.

Rjesenje: 21 265.09.

Neka je 25 000.00 pocetni kapital, a p = 15 dekurzivna godisnja kamatna stopa.
Izrac¢unajte vrijednost tog kapitala nakon 150 dana (u godini koja nije prestupna)
uz primjenu relativnog ili konformnog dnevnog kamatnjaka. Kolika je efektivna
godisnja kamatna stopa u slu¢aju primjene relativnog kamatnjaka ?

RjeSenje: Uz primjenu konformnog kamatnjaka: 26 477.95; uz primjenu relativnog
kamatnjaka: 26 589.25; efektivni godisnji kamatnjak: 16.18%.

Koja je polugodi$nja relativna kamatna stopa ekvivalentna efektivnom godisnjem
kamatnjaku 9% ?

RjesSenje: 4.4.
Pocetni kapital od 50 000.00 ukamacuje se kvartalno uz primjenu relativnhog kamat-
njaka i godiSnje nominalne kamatne stope 8.
(a) Na koju kona¢nu vrijednost ¢e narasti kapital nakon 20 godina ?
(b) Kolika je efektivna godisnja kamatna stopa 7
(c) Koja relativna mjese¢na kamatna stopa odgovara efektivnoj kamatnoj stopi iz
(b) 7
Rjesenje: (a) 243 772.00, (b) 8.243, (c) 0.662.

Nakon 75 dana (u godini koja nije prestupna) kapital od 15 000.00 uz primjenu
slozenog dekurzivnog ukamacivanja naraste na 15 381.47. Koja je godisnja kamatna
stopa primjenjena?

Rjesenje: p = 13.

Nakon koliko ¢ée dana (u godini koja nije prestupna) kapital od 12 000.00 uz 15%
dekurzivnih godignjih kamata narasti na 12 516.247

Rjesenje: 110 dana.
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31.

. Izradite BASIC program kojim éete modi rijesiti bilo koji zadatak tipa Zadatka 10.
ili 12.

Izradite BASIC program na osnovi kojeg éete svaki zadatak tipa Zadatka 18. modci
rijeSiti unoSenjem podataka o veli¢ini duga, datumu preuzimanja duga, datumu
vracanja duga te vrijednostima kamatnih stopa po mjesecima.

Izradite BASIC program kojim éete modi rijesiti bilo koji zadatak tipa Zadatka 19
- 21.

Netko je ulozio u banku pocetni kapital od 50 000.00 i nakon 6 godina uz obracun
slozenih dekurzivnih godisnjih kamata dobio 88 971.03. Prve dvije godine kamatna
stopa p nije se mijenjala. Sljedeée godine povecala se za 2, a posljednje 3 godine
smanjila se za 1. Kolika kamatna stopa je vrijedila prve dvije godine 7

Rjesenje: p = 9.25.

Netko je ulozio u banku pocetni kapital od 100 000.00 i nakon 3 godine uz obra¢un
slozenih dekurzivnih godisnjih kamata dobio 127 718.10. Prve godine kamatna stopa
p nije se mijenjala, a svake sljedeée poveéavala se za 1. Kolika kamatna stopa je
vrijedila prve godine 7 Pokusajte generalizirati ovaj zadatak za n godina. Izradite
odgovarajuéi BASIC program.
RjesSenje: p = 7.5.
Godina je podijeljena na m jednakih podintervala. U i—tom podintervalu djeluje
godisnja kamatna stopa p;, (i = 1,...,m). Pokazite da u uvjetima slozenog de-
kurzivnog ukamacdivanja, relevantni godi$nji kamatni faktor za tu godinu mora biti
jednak geometrijskoj sredini svih m ispodgodisnjih kamatnih faktora, tj.:

r=(r ~r2-~~rm)1/m.

Godina je podijeljena na kvartale. U prvom kvartalu djeluje godisnja kamatna stopa
p1 = 12, u drugom p2 = 15, u treem p3 = 20, a u ¢etvrtom godisnja kamatna stopa
pa = 18. Primjenom Zadatka 29. izracunajte prosjecnu godisnju kamatnu stopu.
Rjesenje: p = 16.21.

Ako u i—tom mjesecu godine (koja nije prestupna) djeluje godisnja dekurzivna ka-
matna stopa p;, pokazite da je prosjecna godi$nja kamatna stopa za tu godinu:

gdje je d; broj dana u i—tom mjesecu.

Izradite BASIC program koji ¢ée na osnovi poznavanja godi$njih kamatnih stopa,
koje djeluju u pojedinim mjesecima, izracunati prosjetnu godi$nju kamatnu stopu.

Generalizirajte ovu formulu uz pretpostavku da su poznate godisnje kamatne stope
p; un vremenskih intervala duljine d;.
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10.3 Konacna i sadasnja vrijednost vise uplata

Cesto je u nekom trenutku potrebno izracunati vrijednost vise uplata. Naj-
CesCe je to potrebno izracunati na pocetku prvog (sadasnja vrijednost) ili na
kraju posljednjeg (konaéna vrijednost) promatranog razdoblja. Uplate mogu
biti redovite (godisnje, mjesecne itd) i uplaéivati se pocetkom (prenumerando
uplate) ili krajem (postnumerando uplate) obracunskog razdoblja. Uplate se
takoder mogu uplacéivati neredovito u proizvljnim vremenskim trenucima. Iznos
uplata moze biti jednak ili razli¢it, a kamatna stopa moze biti konstantna ili prom-
jenjiva. U slucaju tekuéih racuna ili kreditnih kartica jo§ se mora uzeti u obzir
i mogucénost dozvoljene isplate u proizvoljnom trenutku. Mi ¢emo proanalizirati
samo neke tipi¢ne situacije, a jos neke moguénosti dane su u zadacima na kraju
poglavlja.

10.3.1 Godisnje uplate s konstantnom kamatnom stopom

Neka je p dekurzivna godisnja kamatna stopa. Pretpostavimo da se na poc¢etku

svake godine kroz n godina uplaé¢uju iznosi a1, as, . .., a, (vidi Slku 9.14).
! v v o _
0 1 2 o on n
\— anr
asr™ 2
agr™ 1
air”

Slika 9.14. Konacéne vrijednosti uplata

Najprije ¢emo izracunati sumu konaénih (na kraju n—te godine) vrijednosti
svih uplaéenih svota.
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Vrijednost svote a; na kraju n—te godine (prema (9.21)) iznosi a; 7, gdje je
r = 1+ 165 kamatni faktor. Vrijednost svote az na kraju n-te godine je as rnl
itd. Kona¢no, vrijednost svote a, na kraju n—te godine je a,, r. Prema tome, suma
svih tih svota na kraju n—te godine je:

Sp=arr™ +aor™ 4+ apr (10.36)

Specijalno, ako je a := a1 = as = ... = a, (8to je u praksi najéeséi slucaj),
onda se izraz (9.36) moze pisati kao:

Sp=a(r™ +r" 4 ).

Zbrajanjem sume u zagradi (n—ta parcijalna suma geometrijskog reda s kvocijentom
r), dobivamo:

Sp=ar =L (10.37)

Ovo je konaéna vrijednost n jednakih periodi¢nih svota koje se uplaéuju pocet-
kom godine.

Oznacimo s A, sadasnju (u trenutku tg = 0) vrijednost sume svih tih svota.
Tada, prema (9.21), vrijedi:

Sp = Apr™, (10.38)
a onda iz (9.36) i (9.38) dobivamo sadasnju vrijednost A,:
Ap=Sr " =ay+axr t+ - Far (10.39)
Specijalno, ako je a := a3 = a2 = ... = a, onda iz (9.37) i (9.38) dobivamo
sadasnju vrijednost n jednakih periodi¢nih svota koje se upla¢uju pocetkom go-
dine:
Ap =ar =L (10.40)

Primjer 10.25 Jedna rentna ustanova treba pocetkom svake od narednih n = 8
godina isplaéivati iznos a = 50 000.00.

(a) Kolika je sadasnja vrijednost cijele rente (svih isplata) u trenutku prve isplate ako
je dekurzivna godisnja kamatna stopa p = 9.5 ?

(b) Kolika je konacna vrijednost cijele rente u trnutku posljednje isplate?

(c) Ako se primjenjuje dekurzivna godisnja kamatna stopa p = 9.5, koliki bi kapital Cy
korisnik rente morao uplatiti 200 dana prije prve isplate ?
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(d) Uz koju dekurzivnu godisnju kamatnu stopu bi kapital Co = 200 000.00 uplaéen 200
dana prije prve isplate pokrio cijelu rentu ¢

(e) Koliko dugo bi mogla biti isplad¢ivana godisnja renta a = 50 000.00 ako je 200 dana
prije prve isplate rentnoj ustanovi stavljen na raspolagangje kapital Cy = 400 000.00
uz godisnju kamatnu stopu p = 9.5 ? Koliki kaptal bi preostao u trenutku posljednje
isplate?

(a)
(b)

—
o

Prema (9.40) imamo: As = 50 000 1.095~7 L095-2-1 _ 997 480.61.

Prema (9.37) konac¢na vrijednost cijele rente na kraju osme godine je:
Ss =50 000 - 1.095 L095-2-1 — 14 853.46. Diskontiranjem ove vrijednosti za jednu
godinu, dobivamo konac¢nu vrijednost rente u trenutku posljednje isplate: 561 510.00.

) Diskontiranjem veli¢ine Ag iz (a) za 200 dana, dobivamo: Agr~20%/365 = 283 049.17.

Najprije ¢emo vrijednost ulozenog kapitala izra¢unati u trenutku prve isplate: C71 =
200 000 - 1.0952°0/365 — 210 197.13, a onda iz jednadzbe:

n
— 1 rt—1
[

a-r
r—1

izracunati kamatni faktor r (primijeni metodu Regula falsi iz [18]). Dobivamo r =
1.244674, odnosno godisnju kamatnu stopu p = 24.674.

Takoder, najprije ¢emo vrijednost ulozenog kapitala izracunati u trenutku prve is-
plate: C1 = 400 000 - 1.095209/3%5 — 420 394.25. To ujedno mora biti i sadasnja
vrijednost rente (9.40), tj mora biti:

—nt1 In (T —-C- T;—1>
= ('1,o0dakle slijedi: n=1-— .

r—r

r—1 Inr

Tako dobivamo n = 14.40484821. To znaci da je godidnju rentu od 50 000.00 moguce
isplacivati pocetkom svake godine tijekom iduéih 14 godina. U trenutku posljednje
isplate preostali kapital mozemo izra¢unati na sljedeéi nacin (provjerite!):

rt 1

AC=C-r®—a = 18 986.82.

Primjer 10.26 (Wiener stediSe). Netko tijekom 15 godina na pocetku svake go-
dine uplati neki iznos a. Na kraju petnaeste godine dobit ée sumu svih uplacenih
iznosa wvedanu za 50% (tj. dobit ée 22.5a). Koja se godisnja kamatna stopa prim-
jenjuje u ovoj financijskoj transakciji?

Obedani iznos (22.5 a) mora biti jednak kona¢noj vrijednosti svih periodiénih uplata, dakle:

15_1

r—1"

250 =ar -

Sredivanjem ove jednadzbe dobivamo:

% —235r4+225=0, r>1.



(a)
(b)

(c)
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Ovu jednadzbu mozemo rjesiti metodom Regula falsi iz [18]. Dobivamo: r = 1.04921,
odnosno p = 4.921.

Primjedba 10.10 Specijalni tip rente je tzv. dozivotna renta, koja se isplacuje
tako dugo dok korisnik rente Zivi. Financijska baza ovakve rente moZe biti gotovina
ili nekretnina, koja se ustupa ili prodaje rentnoj ustanovi u svrhu ostvarivanja prava
na dozZivotnu rentu. Visina rente ovisi o tom pocetnom kapitalu, ali i o starosti
(odnosno ocekivanom dozZivljavanju) buduleg korisnika rente. U tu svrhu koriste
se tzv. tablice smrtnosti. Za primjer navodimo jedne ovakve tablice od 1984/86
godine (vidi Caprano i Gierl (1992)) u kojima je za razlicite starosne dobi muskaraca
(m) i Zena (Z) naveden broj godina doZivljavanja (najuvjerojatniji broj godina koji ée
jos§ promatrana osoba doZivjeti):

godine godine godine

starosti  (m) (z) | starosti  (m) (z) | starosti  (m) (2)
0 71.54 78.10 25 48.07 54.19 60 17.10 21.55
1 71.27 77.73 30 43.30 49.31 65 13.68 17.46
2 70.33  76.78 35 38.56 44.46 70 10.58 13.63
5 67.41 73.85 40 33.88 39.67 75 7.96 10.21
10 62.49 68.92 45 29.33 34.96 80 594  7.36
15 57.56 63.98 50 24.98 30.34 85 446  5.22
20 52.59  59.08 55 20.89 25.96 90 3.61  3.79

Tablica 9.11. Tablica smrtnosti — ocekivano doZivljavanje za muskarce (m) i
Zene(Z)

Tako npr. za pocetni kapital od 500 000.00 uz godisnju kamatnu stopu p = 7.5,
muskarac star 55 godina (za kojeg se prema tablici ocekuje da ée doZivjeti jos 20.89
godina — dakle, ukupno oko 76 godina) moze dobiti doZivotnu godisnju prenumerando
rentu od 44 765.08. Naime, za n = 20.89 i A,, = 500 000.00 iz (9.40) dobivamo: a =

A, ;}L__ll = 44 765.08. Koliku godisnju prenumerando rentu bi Vi ostvarili

PO 0V0J 0SNOVI?

Primjedba 10.11 (Vjecna renta). Ako netko raspolaZe pocetnim kapitalom Cy,
koji se ukamaduje uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p, a na kraju svake godine
podiZe neku svotu, moZe se dogoditi:

ako je podizanje manje od prispjelih kamata na kraju godine, osnovni kapital raste;
ako je podizanje veée od prispjelih kamata na kraju godine, osnovni kapital se sman-
Juge;

ako se podiZe samo prispjela kamata, osnovni kapital se ne mijenja.

Moze se postaviti ovakvo pitanje: ,koliki mora biti pocetni kapital Cy da bi se uz
godi$nju kamatnu stopu p na pocetku svake godine vlasnik kapitala mogao podiéi
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iznos a 77
Ako u (9.40) pustimo n — +00, dobivamo:

Co=lim A, =a-~, i=p/100. (10.41)
1

n—oo

Lako se vidi da vlasnik kapitala podiZe samo kamate jer su kamate na kraju prve
(pocetku druge) godine jednake:

7

(C’o—a)~i=a<f—1> i = a,
itd. Znate li barem jedan primjer vjecne rente ?

10.3.2 Ispodgodisnje uplate s konstantnom kamatnom sto-
pom

Neka je p dekurzivna godisnja kamatna stopa. Pretpostavimo da smo godinu
podijelili na m jednakih obracunskih razdoblja i da se pocetkom svakog od n takvih
razdoblja uplaéuju iznosi a1, as,...,a, (vidi Sliku 9.15). Treba izracunati sumu
konacnih (na kraju n—tog obrac¢unskog razdoblja) i sadasnjih (na pocetku prvog
obrac¢unskog razdoblja) vrijednosti svih uplacenih svota.

751 as as PN .. an

|
=T

|
T
2 n

-

Slika 9.15. Periodi¢ne ispodgodisnje uplate

Vrijednost svote a; na kraju n—tog obra¢unskog razdoblja, prema (9.35), iznosi
ayr™™ gdjejer =1+ 1’% godisnji kamatni faktor. Vrijednost svote as na kraju
n-tog obrac¢unskog razdoblja je as r®~1/™ jtd. Prema tome, suma svih n svota
na kraju n—tog obracunskog razdoblja je:

Sp = arr™™ + agr™TV/M g gt/ (10.42)

Specijalno, ako je a := a1 = as = ... = a, (8to je u praksi najéeséi slucaj),
onda se izraz (9.42) moze pisati kao:

So=art/m (14 t/m g g pln/m)
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Zbrajanjem sume u zagradi (n—ta parcijalna suma geometrijskog reda s kvocijentom
/™), dobivamo:

S, = arl/m%. (10.43)

Ovo je konaéna vrijednost n jednakih periodi¢nih svota koje se uplaéuju pocet-
kom obra¢unskih razdoblja.

Oznac¢imo s A, sadasnju (u trenutku ¢y = 0) vrijednost sume svih tih svota.
Tada prema (9.35) vrijedi:

S, = Ap ™™, (10.44)

a onda iz (9.42) i (9.44) dobivamo sadasnju vrijednost:
Ay =8, r7™ = a1 4 agr~ V™ 4 - 4 a0/ (10.45)
Specijalno, ako je a := a1 = as = ... = ay, onda iz (9.43) i (9.44) dobi-

vamo sadasnju vrijednost n jednakih periodi¢nih svota koje se upla¢uju pocetkom
obrac¢unskih razdoblja:

A, = qr(i-m/m rm

pt/m _1°

(10.46)

Primjer 10.27 Prodajna cijena automobila je 84 900.00. MozZe ga se kupiti na
kredit uz 10% uceséa i 18 mjesecnih rata od 4 399.00 plativih pocetkom mjeseca. Iz-
racunajte efektivnu dekurzivnu godisnju kamatnu stopu uz koju se nudi automobil.

Nakon odbitka ucesca, ostatak prodajne cijene automobila je 76 410.00. Ovaj iznos nakon
18 mjeseci mora biti jednak sumi konaénih vrijednosti svih uplata prema (9.43), tj. mora
biti: 1812

18/12 __ 1/12T -1
odakle (primjenom metode Regula falsi, [18]) dobivamo r = 1.086479, odnosno godisnju
kamatnu stopu: p = 8.6479.

10.3.3 Proizvoljne uplate s promjenjivom kamatnom stopom

Sadasnjem trenutku pridruzit ¢emo broj to = 0, a k—tom danu nakon tog
trenutka (u godini koja nije prestupna) sli¢no kao u ¢.9.2.2.3 pridruzit ¢emo broj
t = %. Pretpostavimo nadalje, da se u trenucima ty, to,...,t, upla¢uju svote
ai, as,...,a, (Slika 9.16) i da u intervalu [t;_1,t;], i = 1,...,n vrijedi dekurzivna
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godidnja kamatna stopa p;. Treba izra¢unati kona¢nu vrijednost (u trenutku t,)
svih uplaéenih svota.

Vrijednost svote a, ostaje nepromjenjena. Vrijednost svote a,_; u trenutku
t,, bit ée:

_ p
bp_1=an_1 ,,,an tnil’ =14 ﬁ
P1 ar py ®2 o dn-1 p,  On ¢
0 t1 ta s th—1 tn
\— bn—1
bo
by

Slika 9.16. Konacna vrijednost vise uplata

Vrijednost svote as u trenutku t,, bit ée:

by = agrisTt2 ---rt“*t”*ﬂ r; =1 Pi .
2 273 " i + 100
Vrijednost svote a1 u trenutku t,, bit ée:
by = ayriz gt Ttz . cptnTtn-1 ri =1+ Pi .
PR " ’ 100

Konaé¢na vrijednost svih upla¢enih svota moze se zapisati u obliku:

n—1 —1 n
Sp=Sbi+a,=3 [I r* "' +a,. (10.47)
=1 =1 k=i+1

Sadasnju vrijednost svih uplata mozemo dobiti kao sadasnju vrijednost veli¢ine
(9.47):

Ap = Sy Uity (i)t (10.48)

Primjer 10.28 Netko na pocetku svakog mjeseca, u godini koja mije prestupna, u-
placuge iznos od 1 000,00. Dekurzivne godisnje kamatne stope po mjesecima dane
su u tablici. Treba izracunati vrijednost sume svih uplata na kraju godine.
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mjesec |1 [ 2|3 | 4|5 |6 |7 |89 |10]11]|12
Di 718101010 |12 | 12| 15| 15| 17 |19 | 20

Tablica 9.12.

Ako s b;, i = 1,...,12, oznafimo kona¢nu vrijednost svote uplaéene na pocetku i—tog
mjeseca, imamo:

b1: 1000 - 1'0731/365 . 1.0828/365 . 1.161/365 . 1'1261/365 . 1.1561/365 . 1.1731/365.
1.1930/365 . 1 231/365 — 1 19872,
by= 1122.26,...,b, =1 015.61.

Suma svih konaénih vrijednosti je 12 954.30.

Druga mogucénost je da se u trenutku svake uplate racuna stanje svih prispjelih uloga
primjenom formule (9.34), kao §to je uradeno u Tablici 9.13

mjesec | broj | god. kam. stanje na stanje na
dana stopa pocetku mj. | kraju mj.

1 31 7 1 000.00 1 005.76
2 28 8 2 005.76 2 017.64
3 31 10 3 017.64 3 042.17
4 30 10 4 042.17 4 073.96
5 31 10 5 073.96 5 115.20
6 30 12 6 115.20 6 172.42
7 31 12 7172.42 7 241.79
8 31 15 8 241.79 8 340.21
9 30 15 9 340.21 9 448.12
10 31 17 10 448.12 10 588.37
11 30 19 11 588.37 11 755.25
12 31 20 12 755.25 12 954.30

Tablica 9.13. Konacna vrijednost vise uplata

Jasno je da se i u jednom i u drugom sluc¢aju ne treba upustati u rjesavanje ovakvih
problema bez pomo¢i racunala. Moguce je izraditi vlastiti program ili koristiti neki gotovi
tabliéni kalkulator (kao $to je npr. LOTUS 1-2-3).

Primjer 10.29 Koliki iznos treba uplatiti 1. sijecénja (u godini koja nije prestupna)
da bi se na kraju svakog mjeseca te godine mogao podic¢i iznos od 10 000.00 wuz
pretpostavku konstantne dekurzivne godisnje kamatne stope p = 192

Sada$nja vrijednost svih iznosa je:

A= 10000 (r—31/365 4 ,—59/365 | . —90/365 4 ,.—~120/365 4 ,.—~151/365 4 ,.—181/365

—212/365 —243/365 —273/365 —304/365 —334/365 -1
+r /365 4y /365 4 p /365 4y /365 4y /+r)7

gdje je r = 1.19. Odvade se lako moze izracunati da 1.sije¢nja treba uplatiti 109 388.10.
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Primjer 10.30 Na tekuéem racunu otvorenom 12.03. 1994.
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tijekom te iste go-

dine zabiljeZene su promgjene vidljive u Tablici 9.14. Banka primjenjuje dekurzivnu
godisnju kamatnu stopu p = 18 i na pozitivni i negativni saldo.
Tablicu 9.14, w kojoj je prikazano kretanje kamata, i stanja tekuceg racuna. Izra-

dite LOTUS-program koji ée generirati ovakve tablice.

Proanalizirajte

r.br. | datum | dana | uplata isplata | kamata | stari saldo | novi saldo
1. 12.03. 0 1 250.00 0 0 0 1 250.00
2. 20.03. 8 0 1 000.00 4.54 1 250.00 254.54
3. 04.04. 15 1 560.00 0 1.74 254.54 1 816.28
4. 07.04. 3 0 1 500.00 2.47 1 816.28 318.75
5. 25.04. 18 0 750.00 2.61 318.75 - 428.63
6. 08.05. 13 1 450.00 | 500.00 - 2.53 - 428.63 518.83
7. 04.06. 27 0 700.00 6.39 518.83 - 174.78
8. 10.06. 6 2 200.00 0 - 0.48 - 174.78 2 024.75
9. 15.06. 5 0 800.00 4.60 2 024.75 1229.34
10. | 18.06. 3 0 250.00 1.67 1229.34 981.02
> 98 | 6 460.00 | 5500.00 | 21.02

Tablica 9.14. Obrada stanja jednog tekuceg racuna

biljezene su promgene vidljive u Tablici 9.15. Banka primjenjuje dekurzivnu godisnju
kamatnu stopu p = 5. Proanalizirajte Tablicu 9.15, u kojoj je prikazano kretanje

stanja salda u Stednoj knjizici do kraja tekuce godine.

r.br. | datum | dana | uplata isplata | kamata | stari saldo | novi saldo
1. 17.01. 0 1 500.00 0 0 0 1 500.00
2. 25.03. 67 0 1 000.00 | 13.49 1 500.00 513.49
3. 04.04. 10 3 000.00 0 0.69 513.49 3 514.18
4. 23.05. 49 1 800.00 0 23.09 3 514.18 5 337.27
5. 10.07. 48 0 2 000.00 | 34.36 5 337.27 3 371.63
6. 15.09. 67 2 000.00 0 30.33 3 371.63 5 401.96
7. 05.10. 20 1 800.00 0 14.46 5 401.96 7 216.42
8. 01.11. 27 2 200.00 0 26.09 7 216.42 9 442.51
9. 15.11. 14 0 1200.00 | 17.69 9 442.51 8 260.20
10. | 03.12. 18 2 400.00 0 19.90 8 260.20 10 680.10
11. | 31.12. 28 0 0 40.05 10 680.10 | 10 720.15
> 348 |14 700.00 | 4 200.00 | 220.15

Tablica 9.15. Obrada stanja jedne Stedne knjiZice

"Broj dana ra¢una se prema kalendaru (vidi Primjedbu 10.2) tako da se u nekom intervalu prvi
dan ne uzima u obzir, a zadnji dan se broji. Tako npr. od 20.03. do 04.04. racunamo 15 dana:
(31 —20) + (4 —0) =15.
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Zadaci za vjezbu 9.3

1. Jedna rentna ustanova treba pocetkom svake od narednih 20 godina isplacivati iznos

a = 30 000.00.

(a) Kolika je sadasnja vrijednost cijele rente (svih isplata) u trenutku prve isplate
ako se primjenjuje dekurzivna godisnja kamatna stopa p =77

(b) Kolika je kona¢na vrijednost cijele rente u trnutku posljednje isplate?

(¢) Ako se primjenjuje dekurzivna godisnja kamatna stopa p = 7, koliki bi kapital
C korisnik rente morao uplatiti godinu dana prije prve isplate 7

(d) Uz koju dekurzivnu godisnju kamatnu stopu bi kapital od 300 000.00 upla¢en
100 dana prije prve isplate pokrio cijelu rentu ?

(e) Koliko dugo bi mogla biti ispladivana godisnja renta a = 30 000.00 ako je
100 dana prije prve isplate rentnoj ustanovi stavljen na raspolaganje kapital
Co = 240 000.00 uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 7?7 Koliki kaptal
bi preostao u trenutku posljednje isplate?

Rjesenje: (a) 340 067.86, (b) 1 229 864.77, (c) 317 820.43, (d) p = 8.6243, (e)
n = 11.25888474, AC = 7 441.41.

Izradite prethodni zadatak uz pretpostavku da se rente ispla¢uju krajem godine.

Pocetkom svake od narednih 4 godine netko bi trebao uplaéivati iznos od 12 000.00.
Treba izracunati ukupnu vrijednost svih tih uplata na kraju pete godine ako se
tijekom cijelog razdoblja primjenjuje dekurzivna godi$nja kamatna stopa p = 20.

Rjesenje: 77 299.20.

Netko je tijekom 10 godina pocetkom svake godine uplaéivao 10 000.00, pa je na
kraju desete godine podigao iznos od 196 545.83. U ¢itavom razdoblju kamatna
stopa se nije mijenjala. Izracunajte velicinu dekurzivne godi$nje kamatne stope.

Uputa: Prilikom rjesavanja ovog zadatka bit ¢e potrebno koristiti metodu Regula
falsi iz [18].
Rjesenje: p = 12.

Koliki iznos treba uplatiti neka osoba na pocetku godine da bi idué¢ih 12 godina na
pocetku svake godine mogla podiéi iznos od 35 000.007 Tijekom cijelog razdoblja
primjenjivat ¢e se konstantna dekurzivna godisnja kamatna stopa p = 12.

RjesSenje: 216 803.10.

Izvedite formule za sadasnju vrijednost vise periodi¢nih prenumerando uplata [9.39),
odnosno (9.40)] direktno, bez pozivanja na formule (9.37) i (9.38), svodenjem poje-
dina¢nih uplata na sadasnju vrijednost.

Neka je p dekurzivna godisnja kamatna stopa. Pretpostavimo da se na kraju svake
godine, kroz n godina uplad¢uju jednaki iznosi a. Izra¢unajte sumu konacénih S,
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(na kraju n—te godine) i sadasnjih A, (na pocetku prve godine) vrijednosti svih
uplaéenih svota.

nTT_1T7 Sn:arr_ll'
Izradite BASIC program koji ée uéitati broj godina n, godisnju dekurzivnu kamatnu
stopu p i nacin godidnjih uplata (po¢etkom ili krajem godine) te kao rezultat dati
vrijednost sume konaé¢nih i sadasnjih vrijednosti svih uplata.

RjeSenje: A, = ar

Netko tijekom 4 godine, na pocetku svake godine, upla¢uje 35 000.00. Kamatna
stopa u prvoj godini je 12, u drugoj 10, u tre¢oj 15, a u ¢etvrtoj 8. Izracunajte sumu
sada$njih i konac¢nih vrijednosti svih uplata.

Rjesenje: As = 119 362.65,  Si = 155 750.00.

Izradite kompjuterski program koji ¢e ucitati nacin periodi¢nih uplata (pocetkom
ili krajem godine), za svaku godinu uéitati godisnju kamatnu stopu i uplaéeni iznos,
te kao rezultat dati sumu sadasnjih i kona¢nih vrijednosti svih uplata.

Netko tijekom 6 mjeseci pocevsi od 1.veljace (u godini koja nije prestupna) po-
Cetkom svakog mjeseca uplacuje iznos od 15 000.00. Dekurzivne godisnje kamatne
stope po mjesecima kretale su se kao u Primjeru 10.27. Izracunajte sumu sadasnjih
i kona¢nih vrijednosti svih uplata.

RjeSenje: Ag = 87 782.53, Se = 92 784.89.

Izradite kompjuterski program koji ¢e ucitati datume uplata ili isplata, veli¢ine
uplata ili isplata i dekurzivne godi$nje kamatne stope po mjesecima, te kao rezultat
dati vrijednosti sume svih uplata i isplata na proizvoljno ucitani datum.

Koliki iznos treba uplatiti 1. sije¢nja (u godini koja nije prestupna) da bi se na kraju
svakog od prvih 6 mjeseci te godine mogao podiéi iznos od 2 500.00 uz pretpostavku
konstantne dekurzivne godisnje kamatne stope p = 167

Rjesenje: 14 817.13.

Neka je p dekurzivna godi$nja kamatna stopa. Pretpostavimo da smo godinu podi-
jelili na m jednakih obracunskih razdoblja i da se krajem svakog od n takvih raz-
doblja uplaéuju iznosi a1, a2,...,an. Treba izra¢unati sumu kona¢nih (na kraju
n-tog obracunskog razdoblja) i sadasnjih (na pocetku prvog obra¢unskog razdoblja)
vrijednosti svih uplac¢enih svota.

Pretpostavimo da se godina dijeli na 12 jednakih ,mjeseci”. Izvedite formule za sa-
dasnju i kona¢nu vrijednost n ,,mjesecnih” uplata platvih: (a) potetkom ,mjeseca”,
(b) krajem ,mjeseca”, ako za ¢itavo razdoblje vrijedi konstantna dekurzivna godisnja
kamatna stopa p. Odgovarajuéu , mjeseénu” kamatnu stopu odredite kao: (i) rela-
tivnu kamtnu stopu, (i) konformnu kamatnu stopu.

Analizirajte razlike. Izradite odgovarajuée BASIC ili LOTUS programe.

Koliki iznos treba uplatiti neka osoba na pocetku godine da bi 8 godina na kraju
svake godine (pocevsi od tekude) mogla podiéi iznos od 50 000.007 Tijekom cijelog
razdoblja primjenjivat ¢e se konstantna dekurzivna godisnja kamatna stopa p = 10.
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8
Rjesenje: A=a(r ' +r 2+ +7r %) =ar® 7;:11 = 266 746.31.

17. Na tekuc¢em racunu otvorenom 05.01.1994. tijekom te iste godine zabiljezene su
sljedeée promjene: 05.01. (uplata: 2 500.00), 03.02. (isplata: 1 350.00), 10.02.
(uplata: 1 950.00), 07.03. (uplata: 1 560.00, isplata: 2 500.00), 25.03. (isplata:
1 500.00), 08.04. (uplata: 1 450.00), 15.04. (isplata: 2 500.00), 10.05. (uplata:
2 200.00), 01.06. (isplata: 2 500.00), 08.06. (isplata: 250.00). Banka primjenjuje
dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 24 i na pozitivni i negativni saldo. Izradite
tablicu po uzoru na Tablicu 9.14 iz koje ¢e se vidjeti kretanje stanja na tekucem
racunu.

Kontrola rjeSenja: ukupno dana: 154, suma uplata: 9 660.00, suma isplata:
10 600.00, ukupne kamate: 153.82, saldo na dan 08.06.: —786.18

18. U stednoj knjizici otvorenoj 05.02.1994. tijekom te iste godine zabiljezene su
sljedeée promjene: 05.02. (uplata: 2 000.00), 03.03. (uplata: 1 800.00), 20.05.
(uplata: 1 500.00), 28.05. (isplata: 1 500.00), 01.07. (uplata: 2 500.00), 03.08.
(isplata: 1 000.00), 30.09. (uplata: 2 000), 25.10. (uplata: 2 200.00), 08.11. (up-
lata: 1 200.00), 13.12. (uplata: 2 500.00). Banka primjenjuje dekurzivnu godisnju
kamatnu stopu p = 7.5. Izradite tablicu po uzoru na Tablicu 9.15 iz koje Ce se vidjeti

Kontrola rjesenja: ukupno dana: 312, suma uplata: 15 700.00, suma isplata:
2 500.00, ukupne kamate: 399.32, stanje na dan 31.12.: 13 599.32.

19. Izradite LOTUS ili BASIC program kojim ¢ete moéi rijesiti svaki zadatak tipa Za-
datka 17. ili 18. Za slucaj obracuna tekuéeg rac¢una predvidite moguénost da banka
na negativni saldo zaracunava drugu (visu !) kamatnu stopu.

10.4 Potrosacki krediti

Potrosacki kredit je poseban imovinsko—pravni odnos kreditora (banke ili tr-
govactkog poduzecéa) i korisnika kredita (individualnog potrosaca), kojim se povecava
kupovna snaga potrosaca radi nabavke netrajnih i trajnih potrosnih dobara. Kredit
se vraca jednakim otplatnim kvotama, kojima se dodaju jednostavne anticipativne
kamate obracunate na ostatak duga.

Neka je C' iznos odobrenog potrosackog kredita, a U uéesée u gotovini. Ozna-
¢imo s Cyp = C'—U iznos kredita koji treba vratiti s n rata plativih poc¢etkom svakog
od n jednakih vremenskih intervala duljine (1/m) godine uz primjenu jednostavnog
anticipativnog ukamacivanja i godisnje kamatne stope p. U praksi se za vremenski
interval obi¢no uzima ,mjesec” dana (kao 1/12 godine). Odmah treba naglasiti da
na taj nacin svjesno pravimo pogresku jer svi mjeseci nisu jednako dugacki.
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Slika 9.17. Obracun potrosackih kredita

Na pocetku svakog obra¢unskog razdoblja obracunat ée se n—ti dio kredita Cjy
(otplatna kvota) i kamate za tekuée obracunsko razdoblje na ostatak duga. Prema
tome, rata koju treba platiti na pocetku prvog obracunskog razdoblja iznosi:

p
100 -m’

Rata plativa na pocetku drugog obracunskog razdoblja sadrzi takoder n—ti dio kred-
ita, kao i kamate I na ostatak duga do kraja drugog obracunskog razdoblja:

1 1
Ri=-Co+1L=—-Cy+Cy
n n

1 1 1
Ro=-Cotlo==-CotCp1-=)—-L .
n n n) 100-m

Opcenito, otplatna rata koja dospjeva na pocetku k—tog obracunskog raz-
doblja, iznosi:

1 1 k-1
Ri=-Cotli=-CotCo(1-) L k=12..n (10.49)
n n n 100 -m

Zbroj svih otplatnih rata iznosi:

ZRi:TL(lCo)-FCo P [1+<1—1)+---+<1—”_1)]
pt n 100-m n n

odnosno:
- p n+1
E R, =Cy+Cop——— R (10.50)
P 100-m 2
gdje su:
_ P n+1
I1=Cy 00T 9 (10.51)

ukupne kamate.

Primjer 10.32 Kredit od 12 000,00 treba otplatiti jednakim otplatnim kvotama s
n = 6 mjeseénih otplatnih rata uz godisnju kamatnu stopu p = 24.

Plan otplate prikazan je u Tablici 9.16. Ukupne kamate prema (9.51) iznose I = 840.00.
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pocetak ostatak otplatna | kamate | otplatna

mjeseca duga kvota rata
1 12 000.00 | 2 000.00 240.00 2 240.00
2 10 000.00 | 2 000.00 200.00 2 200.00
3 8 000.00 2 000.00 160.00 2 160.00
4 6 000.00 2 000.00 120.00 2 120.00
5 4 000.00 2 000.00 80.00 2 080.00
6 2 000.00 2 000.00 40.00 2 040.00
> 12 000.00 | 840.00 | 12 840.00

Tablica 9.16. Otplata potrosackog kredita primjenom principa jednakih otplatnih kvota

Ovakvim na¢inom obrac¢una potrosackih kredita sve otplatne rate bile bi me-
dusobno razlicite. Zato se u praksi definira prosje¢na otplatna rata kao aritmeticka
sredina svih rata:

R= R = (Co+1). (10.52)

S[=

n

=1

Ovdje je u sustini sadrzan klasiéni na¢in obrac¢una potrosackih kredita, koji
se moze opisati ovim jednostavnim algoritmom:

1. od ukupnog zaduzenja C' odbije se ucesce U;

2. na ostatak duga (Cy = C' — U) obracunavaju se ukupne jednostavne kamate
I prema (9.51) (za vrijeme otplate kredita);

3. otplatna rata, koja dospijeva pocetkom svakog (uklju¢ujuéi i trenutnog) obra-
¢unskog razdoblja, dobije se djeljenjem ukupnog zaduzenja (Cy 4 I) s brojem
rata, odnosno obrac¢unskih razdoblja.

Primjer 10.33 Kredit iz Primjera 10.32 treba otplatiti sa Sest jednakih otplatnih
rata definiranth s (9.52), koje se uplacuju pocetkom mjeseca.

Ukupne jednostavne kamate obracunate na iznos Cp = 12 000.00, vremenski rok n = 6
mjeseci (m = 12) i godisnju kamatnu stopu p = 24 prema (9.51) iznose: I = 840.00.
Veli¢ina rate prema (9.52) je R = 2 140.00. Plan otplate prikazan je u Tablici 9.17.

pocetak ostatak otplatna | kamate | otplatna

mjeseca duga kvota rata
1 12 000.00 | 1 900.00 240.00 2 140.00
2 10 100.00 | 1 938.00 202.00 2 140.00
3 8 162.00 1 976.76 163.24 2 140.00
4 6 185.24 2 016.30 123.70 2 140.00
5 4 168.94 2 056.62 83.38 2 140.00
6 2 112.32 2 097.75 42.25 2 140.00
Z 11 985.43 | 854.57 | 12 840.00

Tablica 9.17. Otplata potrosackog kredita jednakim ,mjeseénim” otplatnim ratama
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Primjedba 10.12 Postoje mnoge druge modifikacije modela otplate potroSackih
kredita. Mnogo vise o tome, a narocito u wvjetima visoke inflactje moZe se vid-
jeti kod Sego (1991).

Zadaci za vjezbu 9.4

1.

Kredit od 9 000.00 treba otplatiti u rokun =9 , mjeseci” uz godisnju kamatnu stopu
p = 12 primjenom principa jednakih otplatnih kvota. Izracunajte otplatnu kvotu,
ukupne kamate te izradite plan otplate.

RjeSenje: Otplatna kvota je 1 000.00, I = 450.00.

Zadatak 1. rijeSite prema principu jednakih otplatnih rata. Izrac¢unajte mjesec¢nu
otplatnu ratu i izradite odgovarajuéi plan otplate.

Rjesenje: R =1 050.00.

Automobil, ¢ija je prodajna cijena 89 600.00 moze se kupiti na kredit uz 10% ucesca.
Ostatak prodajne cijene moze se otplatiti (a) u 12 mjeseci s 12% godisnjih kamata,
(b) u 18 mjeseci s 15% godisnjih kamata, (c) 24 mjeseca s 20% godisnjih kamata.
Kolika bi iznosila mjese¢na rata u sva tri slucaja, ako se primjenjuje princip jednakih
otplatnih rata

RjeSenje: (a) R =7 156.80, (b) R=5012.00, (c) R = 4 060.00.

Automobil, ¢ija je prodajna cijena 75 200.00 moze se kupiti na kredit: (a) 12% uceséa
i 12 jednakih mjesecnih rata od 5 699.00, (b) 15% uceséa i 24 jednake mjesecne rate
od 2 899.00, (c) 18% uceséa i 36 jednakih mjesecnih rata od 1 999.00. Koliki su
godis$nji kamatnjaci primijenjeni u sva tri slucaja, ako se primjenjuje princip jednakih
otplatnih rata ? Kolike su efektivne kamatne stope ? Izradite BASIC ili LOTUS
program kojim ¢ete modi rijesiti svaki zadatak ovakvog tipa.

Primjedba: Upravo na ovaj na¢in u Zapadnoj Europi nude automobile, ali i drugu
robu na prodaju.

Uputa: iz (9.52) dobivamo i = f—f”l (% — 1), gdje je C ostatak prodajne cijene
nakon uplate uceséa. Da bi izracunali efektivnu godisnju kamatnu stopu pe, treba
izjednagciti iznos C' sa sumom sadagnjih vrijednosti svih rata. Tako se dobiva nelin-

earna jednadzba u varijabli pe, koju treba rijesiti metodom Regula falsi (vidi [18]).

RjeSenje: (a) i = 6.170963%, p. = 7.4888, (b) i = 8.494618%, p. = 9.4042, (c)
i = 10.83466%, p. = 11.5129.

Izradite BASIC ili LOTUS program koji ¢e ucitati veli¢inu kredita, rok otplate u
mjesecima i godisnju kamatnu stopu te prema principu jednakih otplatnih kvota
izra¢unati veli¢ine otplatnih rata i izraditi plan otplate (tablicu sliénu Tablici 9.16).

Izradite BASIC ili LOTUS program koji ¢e ucitati veli¢inu kredita, rok otplate
u mjesecima i godisnju kamatnu stopu te prema principu jednakih otplatnih rata
izracunati ukupne kamate, veli¢inu otplatne rate i izraditi plan otplate (tablicu sli¢nu
Tablici 9.17).
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10.5 Otplata zajma

Financijska sredstva potrebna za investicije, koja treba vratiti uz obracun
dekurzivnih slozenih kamata nazivamo zajam. Prilikom ugovaranja zajma
obicno se precizira: velicina zajma, kamatna stopa, datum pocetka otplate i rok
otplate, nacin otplate i eventualne mjere osiguranja zajma. Kamatna stopa u ci-
jelom razdoblju otplate moze biti fiksna, ali se moze ugovoriti i promjenjiva kamatna
stopa. Zajam se moze vratiti jednokratno ili s viSe otplatnih rata. Ako se vrada
s viSe rata, onda se pojedini iznosi kojima se otpla¢uje zajam nazivaju anuiteti.
Svaki anuitet u sebi sadrzi prispjele kamate i dio otplate zajma (tzv. otplatnu
kvotu). Kada se od iznosa duga u nekom trenutku odbije otplatna kvota, pre-
ostali iznos zajma zovemo ostatak duga. Anuiteti se mogu uplaéivati pocetkom
ili krajem jednakih vremenskih razmaka (godina, polugodiste, kvartal, mjesec itd).
Takoder, moze se dozvoliti slobodna strategija otplate zajma, gdje ni vremenski raz-
maci ni pojedini anuiteti ne moraju biti isti (vidi npr. [3], [5], [17], [19]). Osim toga,
narocito u uvjetima visoke stope inflacije, treba voditi ra¢una o realnoj i nominalnoj
kamatnoj stopi (vidi Sego (1991)).

Bez obzira na nac¢in i uvjete otplate zajma uvijek vrijede sljede¢a opéa pravila
otplate:

(i) pocetni dug (zajam) moZe se smanjivati samo iznosima otplatnih kvota;

(ii) ostatak duga u nekom trenutku jednak je razlici izmedu pocetnog duga i sume
uplaéenih otplatnih kvota;

(i4i) na kraju dogovorenog roka otplate zajma:

— ostatak duga mora biti jednak nuli, a

— suma svih otplatnih kvota mora biti jednaka pocetnom dugu.

Kada se utvrde uvjeti i nacin otplate zajma, moguce je izraditi plan otplate
— tablicu iz koje ¢e biti vidljivo kretanje prispjelih kamata, otplatnih kvota, anuiteta
i ostatka duga.

Primjer 10.34 Zajam od 10 000.00 treba otplatiti kroz 5 godina godisnjim anuite-
tima plativim krajem godine. Dekurzivna godisnja kamina stopa je 8, a visine prva
cetiri anuiteta su: 2 000.00, 2 500.00, 3 500.00 ¢ 3 000.00.

Plan otplate prikazan je u Tablici 9.18. Otplatne kvote su nejednake i ovise o veli¢ini
prispjelik kamata. Posljednji, peti anuitet iznosi 1 500.63, a dobiven je kao zbroj ostatka
duga s kraja cetvrte godine i prispjelih kamata u petoj godini otplate. Suma svih anuiteta
jednaka je zbroju iznosa pocetnog duga i ukupnih kamata.
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konac | prispjele | otplatna anuitet ostatak
godine | kamate kvota duga
0 - - - 10 000.00
1 800.00 1 200.00 2 000.00 8 800.00
2 704.00 1 796.00 2 500.00 7 004.00
3 560.32 2 939.68 3 500.00 4 064.32
4 325.15 2 674.85 3 000.00 1 389.47
5 111.16 1 389.47 1 500.63 0
> 2 500.63 | 10 000.00 | 12 500.63

Tablica 9.18. Plan otplate

10.5.1 Otplata zajma godiSnjim anuitetima
10.5.1.1 Otplata zajma jednakim godi$njim anuitetima
Pretpostavimo da zajam Cj treba vratiti kroz n godina jednakim anuitetima

plativim krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p. Pretpostavimo
da je zajam Cj odobren na pocetku prve godine (Slika 9.18).

Co 01 O3 Opn—1 Oy, ¢
0 1 2 n—1 n
a a a a

Slika 9.18. Otplata zajma jednakim godicnjim anuitetima

Oznac¢imo s a veli¢inu anuiteta, koji unaprijed nije poznat. Na kraju prve
godine dug Cj uvelan je za kamate. Medutim, u tom trenutku uplacuje se i prvi
anuitet, pa ostatak duga Op na kraju prve godine iznosi:

O, =Cyr —a, gdjeje r=1+ % (10.53)

Do kraja druge godine iznos O; povecat ¢e se za kamate. Buduéi da i na kraju
druge godine uplaé¢ujemo anuitet a, ostatak duga na kraju druge godine bit ce:

02 = 01 rT—a. (1054)
Uvrstavajuéi (9.53) u (9.54), dobivamo
Oy =Cor? —ar —a. (10.55)

Opéenito, ostatak duga na kraju k—te godine je:

Or=0k_17—a, k=1,...,n,
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odnosno, sukcesivnim uvrstavanjem prethodnih izraza:

Ok’ — CO ’I“k — CL’I“k_l — e —Qar — a. (1056)

Buduéi da ¢itav zajam Cy mora biti vra¢en u roku od n godina, onda ostatak
duga na kraju n—te godine mora biti nula:

O, =0 (10.57)

odnosno:

Cor™ —ar™!

—...—ar—a=0 (10.58)
Izraz (9.58) mozemo pisati:

a(r"_1—|—~-~—|—7‘—|—1) =Cor".
Zbrajajuéi n—tu parcijalnu sumu reda u zagradi, dobivamo:

r"—1

_ n
a =Cyr",

a odavde dobivamo izraz za veli¢inu anuiteta:

a=Corm =L (10.59)

Cesto je u praksi potrebno, nakon izvjesnog broja uplaéenih anuiteta, izra-
Cunati ostatak duga u svrhu redefiniranja uvjeta, konacne otplate zajma i sl. Za
ostatak duga na kraju k-te godine (1 < k < n), iz (9.56) dobivamo:

k
Or=Cort —a(rF ' 4+ 4 r+1)=Cor* —a =L (10.60)

Uvrstavajudi (9.59) u (9.60), dobivamo formulu iz koje mozemo izrac¢unati ostatak
duga na kraju k-te godine:®

n _ .k
Ok = Co T =1 (10.61)

8Primijetite da je formulom (9.60) dan ostatak duga ako se na kraju savkog obracunskog raz-
doblja upladuje neki iznos a, a formulom (9.61) dan je ostatak duga ako se na kraju svakog
obracunskog razdoblja uplac¢uje bas iznos (9.59).
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Primjer 10.35 Zajam od 50 000.00 treba otplatiti kroz 6 godina uz dekurzivnu go-
disnju kamatnu stopu p = 20 jednakim anuitetima plativim na kraju godine.

Prema (9.59) dobivamo:a = 50 000 - 1.26% = 15 035.29. Plan otplate prikazan je u
Tablici 9.19 ’

konac | prispjela otplatna anuitet ostatak
godine kamata kvota duga
0 - - - 50 000.00
1 10 000.00 | 5035.29 | 15 035.29 | 44 964.71
2 8 992.94 6 042.35 | 15 035.29 | 38 922.36
3 7 784.47 7 250.82 | 15 035.29 | 31 671.54
4 6 334.31 8 700.98 | 15 035.29 | 22 970.56
5 4 594.11 | 10 441.18 | 15 035.29 | 12 529.28
6 2 594.11 | 12 529.28 | 15 035.27 0
> 40 211.71 | 50 000.00 | 90 211.72

Tablica 9.19. Plan otplate

Primijetimo da posljednji anuitet nije jednak svim ostalim. To se dogodilo zbog
zaokruzivanja brojeva na dvije decimale. Taj posljednji, korektivni anuitet obi¢no u praksi
nazivamo krnji anuitet. Pomocu formule (9.61) mozemo provjeriti npr. ostatak duga na
kraju cetvrte godine:

1.26 —1.2¢
O4 = 50 000 - 22 970.58.

Razlika u posljednjoj decimali nastala je takoder zbog prethodnog zaokruzivanja
brojeva u tablici plana otplate na dvije decimale.

Primjer 10.36 Zajam od 100 000.00 odobren na pocetku ove godine treba vratiti
jednakim godisnjim anuitetima od 10 000.00 plativim krajem godine uz dekurzivnu
godisnju kamatnu stopu p = 6. Koliko godina ce trajati otplata zajma 1t koliki ée biti
posljedngi (krnji) anuitet ¢
Iz (9.59) dobivamo jednadzbu:

10 000 - (1.06™ — 1) = 100 000 - 1.06™ - 0.06,

odakle logaritmiranjem dobivamo: n = 15.7252. Dakle, otplata zajma trajat ¢e 15 godina,
a posljednji 15. anuitet sastoji se od a5 = 10 000.00 i ostatka duga prema (9.60): O15 =
6 896.12. i iznosi 16 896.12.

10.5.1.2 Otplata zajma promjenjivim godiSnjim anuitetima

Pretpostavimo sada da zajam Cj treba vratiti kroz n godina s anuitetima
a1, as, ..., 0n, koji ne moraju biti jednaki uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p.
Pretpostavimo da se anuiteti upla¢uju krajem godine. Treba pronaéi uvjet uz koji
¢e zajam Cp biti vraden anuitetima aq, as, ..., ay.
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Co al as Apn—1 an t
0 1 2 n—1 n

b1 —/

bo

bn

Slika 9.19. Otplata zajma promgjenjivim godisnjim anuitetima

Sadasnja vrijednost anuiteta a; (u trenutku to = 0, vidi Sliku 9.19) je:

_ p
b = 1 = 1 _
1 air s T + 1007

sadasnja vrijednost anuiteta as je: by = a3 r2 itd.

Da bi zajam bio vrac¢en, suma sadasnjih vrijednosti svih anuiteta (by + by +
...+ by) u trenutku ¢y = 0 mora biti jednaka veli¢ini zajma Cjy, tj. mora biti:

Co

I
A\
g
5

L

(10.62)

Primjer 10.37 Zajam od 30 000.00 treba vratiti kroz 3 godine anuitetima plativim
krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 15. Ako je prui anuitet
5 000.00, a drugt 10 000.00, treba odrediti treéi anuitet.

Iz jednadzbe:
arr” 4 aer T +azr™? = Oy,
dobivamo: ,
as =1° (Co—arr™" —asr™?) = 27 513.75.

Specijalni slucaj otplate zajma nejednakim godiSnjim anuitetima je otplata
zajma jednakim otplatnim kvotama, Sto se ¢esto kao moguénost spominje u
literaturi i u praksi.

Pretpostavimo dakle, da zajam Cy treba vratiti s n jednakih otplatnih kvota R
plativih krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p. Ocigledno vrijedi:
Co

== 10.
R="", (10.63)
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pri ¢emu je ostatak duga na kraju k—te godine:
C k
Ok:CO—k~—0:CO<1——>. (10.64)
n n

Svaki anuitet sadrzi otplatnu kvotu R i kamate na ostatak duga. Tako dobi-
vamo iznose anuiteta:

01=R+Colpﬁ,
= (G0 ) iy = o (1)

i opcenito:

ar = R+ Coglg (1 - %) . (10.65)

Primjer 10.38 Zajam od 10 000.00 treba vratiti kroz 5 godine jednakim otplatnim
kvotama plativim krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 5. Plan
otplate prikazan je u Tablici 9.20.

konac | prispjele | otplatna anuitet ostatak
godine | kamate kvota duga
0 - - - 10 000.00
1 500.00 2 000.00 | 2500.00 | 8 000.00
2 400.00 2 000.00 | 2400.00 | 6 000.00
3 300.00 2 000.00 | 2 300.00 | 4 000.00
4 200.00 2 000.00 | 2 200.00 | 2 000.00
5 100.00 2 000.00 | 2 100.00 0
> 1 500.00 | 10 000.00 | 11 500.00

Tablica 9.20. Plan otplate

10.5.2 Otplata zajma ispodgodisnjim anuitetima

Zajam se moze vracati i jednakim ili medusobno razli¢itim ispodgodisnjim
anuitetima. Ispodgodisnja obrac¢unska razdoblja mogu biti takoder medusobno jed-
naka ili razlicita.

10.5.2.1 Otplata zajma jednakim ispodgodiSnjim anuitetima u jed-
nakim ispodgodisnjim obracunskim razdobljima

Pretpostavimo da je u trenutku ty = 0 odobren zajam Cy uz dekurzivnu
godi$nju kamatnu stopu p. Pretpostavimo nadalje da smo godinu podijelili na
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m jednakih obracunskih razdoblja i da zajam treba vratiti s n jednakih anuiteta
veli¢ine a plativih krajem obracunskog razdoblja. Broj n moze biti manji ili veéi od
m. (vidi Sliku 9.20). Treba odrediti veli¢inu anuiteta a.

Co 01 02 Om Om+1 On ¢
0 1 2 1 i1 n
a a a a a

Slika 9.20. Otplata zajma jednakim ispodgodisnjim anuitetima

Ostatak duga na kraju prvog obrac¢unskog razdoblja bit ée:
O = C’grl/m —a,
na kraju drugog obrac¢unskog razdoblja:
Oy =017 —a=Coyr?/™ —ar'/™ —a  itd.

Opcenito, za k < n ostatak duga iznosi:

Or = Op 1 7/™ —a=Cor* —ar=D/m ... _q.pt/m _q
odnosno:
k/m
O = Cork/m — ¢ :Jmi:} (10.66)

Buduéi da ostatak duga na kraju n—tog obracunskog razdoblja mora biti jed-
nak nuli (O,, = 0), onda vrijedi:

n/m_l
—Cygn/m T
0=Cyr arl/m—l’

odakle dobivamo formulu za veli¢inu anuiteta:

n/m?"l/m—l

a = COT W (1067)

Sada mozemo izracunati i ostatak duga nakon k obracunskih razdoblja ako
se na kraju svakog od njih uplaéivao anuitet (9.67). Uvrstavanjem (9.67) u (9.66),



10.5 Otplata zajma

dobivamo:?

OkZCQTk/m—COT”/mT

k/m_l
pr/m 1’

363

(10.68)

Primjer 10.39 Uzmimo da je zajam od 20 000.00 odobren na pocetku godine i da
ga treba vratiti s 5 jednakih kvartalnih anuiteta wz primjenu dekurzivne godisnje
kamatne stope p = 18.

U ovom slucaju godinu dijelimo na m = 4 jednaka kvartala, dok je n = 5. Prema (9.67)
taj anuitet iznosi:

1/4
a=20000-1.18°/*. 1'185/7_1 = 4 520.93.
1.18%4 —1
kraj prispjela | otplatna anuitet ostatak
kvartala | kamata kvota duga
0. - - - 20 000.00
1. 844.93 3 676.00 4520.93 | 16 324.00
2. 689.63 3 831.30 4 520.93 12 492.71
3. 527.77 3 993.16 4 520.93 8 499.55
4. 359.08 4 161.85 4 520.93 4 337.70
5. 183.25 4 337.70 4 520.95 0
> 2 604.67 | 20 000.00 | 22 604.67

Tablica 9.21. Plan otplate

Primjer 10.40 Zajam od 12 000.00 treba otplatiti sa Sest jednakih mjesecnih anu-
iteta plativih krajem mgjeseca. Dekurzivna godisnja kamatna stopa je p = 24.

Primjenom formule (5.67) dobivamo a = 2 128.50. U planu otplate prikazanom u Tablici
9.22 posljednji redak je korigiran zbog zaokruzivanja brojeva na dvije decimale. Usporedite

ovaj plan otplate s planom otplate u Primjeru 10.32 i Primjeru 10.33.

konac prispjele | otplatna anuitet ostatak
mjeseca | kamate kvota duga
0 - - - 12 000.00
1 217.05 1911.45 2 128.50 | 10 088.55
2 182.48 1 946.02 2 128.50 8 142.53
3 147.28 1981.22 2 128.50 6 161.31
4 111.44 2 017.06 2 128.50 4 144.25
5 74.96 2 053.54 2 128.50 2 090.71
6 37.82 2 090.71 2 128.53 0
> 771.03 11 999.97 | 12 771.00

Tablica 9.22. Plan otplate

9Primijetite da je formulom (9.66) dan ostatak duga ako se na kraju svakog obracunskog raz-
doblja uplacuje neki iznos a, a formulom (9.68) dan je ostatak duga ako se na kraju svakog
obracunskog razdoblja upla¢uje bas iznos (9.67).
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Primjer 10.41 Zajam od 15 000.00 treba otplatiti s tri tromjesecna jednaka anu-
iteta od 5 500.00 plativa krajem kvartala. Treba izracunati veli¢inu dekurzivne
godisnje kamatne stope. koja se pri tome primgjenjuje.

Na osnovi (9.67) dobivamo jednadzbu:
5500 - (r*/* — 1) = 15 000 - 7¥/* . (r1/* — 1),
iz koje dobivamo'®: 7 = 1.211862, odnosno p = 21.1862.

Primjer 10.42 Zajam od 20 000.00 treba otplatiti jednakim mjesecnim anuitetima
od 1 000.00 plativim krajem mgjeseca uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 18.
Treba izracunati broj anuiteta i veli¢inu posljednjeg povecanog anuiteta.

Iz (9.67) dobivamo n = 23.59271. To znaci da ¢e prvih 22 anuiteta iznositi 1 000.00,
a na posljednji dvadest i tre¢i anuitet dodat ¢e se ostatak duga O23 = 586.13 izracunat
prema (9.66). Dakle, posljednji, dvadeset i tre¢i anuitet iznosi a2s = 1 586.13.

10.5.2.2 Otplata zajma proizvoljnim ispodgodiSnjim anuitetima

Neka je Cpy zajam koji je odobren u trenutku ¢y = 0 uz dekurzivnu godisnju

kamatnu stopu p. Zajam treba otplatiti anuitetima aq, as, ..., a, koji se uplac¢uju
u trenucima tq, to, ..., t, (vrijeme izrazeno u godinama kao u ¢.9.2.2.59)
Co a1 az e Anp—1 an
0 tq ta ak tn—1 128
T t —/
Ty t2
rotn

Slika 9.21. Otplata zajma proizvoljnim ispodgodisnjim anuitetima

10Primijenite metodu Regula falsi iz [18].
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Ocigledno je da ¢e ovim anuitetima zajam Cj biti otpla¢en ukoliko je suma
sadasnjih vrijednosti svih anuiteta jednaka iznosu zajma Cj, tj. ako vrijedi:

n
Co= > a;r . (10.69)
i=1
Specijalno, ako su svi anuiteti medusobno jednaki: a := a3 = as = ... = an,

onda iz (9.69) mozemo lako izrac¢unati veli¢inu anuiteta a:

n -1
a=Ch (Z r“) . (10.70)
=1

Primjer 10.43 Zajam od 20 000.00, koji je odobren 1. veljace (u godini koja nije
prestupna), treba otplatiti s pet anuiteta koji se upladuju svakog prvog u narednim
myjesecima uz primjenu dekurzivne godisnje kamatne stope p = 18. Prva cetiri
anuiteta iznose redom: 2 000.00, 3 000.00, 4 000.00 7 5 000.00. Treba odrediti peti
anustet 1 izraditi plan otplate.

0 ai as as ay as /
1.02. 1.03. 1.04. 1.05. 1.06. 1.07.
Slika 9.22. Jednostavno ispodgodisnje ukamacivanje
Iz jednadzbe:
Co = ayr—23/365 4 qop—59/365 | . —89/365 | —120/365 | —150/365
dobivamo: as = 6 986.91. Plan otplate prikazan je u Tablici 9.25.
datum | proteklo | prispjela anuitet otplatna ostatak
dana kamata kvota duga
1.02. - - - - 20 000.00
1.03. 28 255.56 2 000.00 1744.44 18 255.56
1.04. 31 258.44 3 000.00 2 741.56 15 514.00
1.05. 30 212.49 4 000.00 3 787.51 | 11 726.49
1.06. 31 166.01 5 000.00 4 833.99 6 892.50
1.07. 30 94.41 6 986.91 6 892.50 0
Z 150 986.91 20 986.91 | 20 000.00

Tablica 9.23. Plan otplate
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I u ovom sluc¢aju moze se izrac¢unati ostatak duga u nekom trenutku ¢, (¢ <
t < tpt1). Ostatak duga neposredno nakon uplate prvog anuiteta (tj. u trenutku
t1) iznosi:
Otl = Co ’/‘tl —ay,

ostatak duga u trenutku to iznosi:
Ot2 = Ot1 ’I"t2_t1 —ag = Co ’I“t2 — CL1’I‘t2_t1 — ag, itd.

Opéenito, ostatak duga u trenutku ¢ € [tg, tg41) iznosi:

k
Or = Oy, rite = Co rt— Zair“t’i. (10.71)
i=1
Primjer 10.44 Treba izracunati ostatak duga na dan 20.04 w Primjeru 10.43.

Prema (9.62) imamo:
Or = Cor™% — (arr®'/*% 4 ayr®"/3%) = 15 655.34.

Primjer 10.45 Zajam od 50 000.00, koji je odobren 13. veljace (u godini koja nije
prestupna), treba otplatiti s 10 jednakih anuiteta od 5 300.00, koji se uplacuju svakog
prvog u narednim mjesecima pocevsi od 1. oZujka. Koja se dekurzivna godisnja ka-
matna stopa mora primijeniti.

Najprije treba primjenom formule (9.35) izracunati vrijednost zajma na dan l.ozujka
50 000.00 7“16/365, a onda prema (9.69) uz a1 = ... =a10 = 5300 dobivamo jednadzbu:

50 00016/365 — 5 300 (1+ p—31/365 | . —61/365 4 ,.—92/365 | . —122/365
4 183/365 | —184/365 | ~214/365 | . —245/365 +T—275/3657

Cije je rjesenje’! r = 1.149944, odakle dobivamo p = 15.

10.5.3 Otplata zajma uz promjenjivu kamatnu stopu

Zadana je veli¢ina zajma Cy, rok otplate, nacin otplate i kretanje dekurzivne
godisnje kamatne stope tijekom otplate zajma. Razmotrimo najprije slucaj jed-
nokratne otplate, a zatim i otplate s vise anuiteta.

10.5.3.1 Jednokratna otplata zajma

Pretpostavimo da je u trenutku tg = 0 odobren kratkoro¢ni zajam Cy s rokom
otplate u trenutku ¢, (vidi Slkku 9.25). Nadalje, neka u intervalu [t;—1,t;] vrijedi
godisnja kamatna stopa p; zai=1,...,n.

M Koristi metodu Regula falsi iz [18].
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Slika 9.23. Jednokratna otplata zajma uz promjenjivu kamatnu stopu

Oznatimo s r; = 1 + pi/1007 i =1,...,n, godisnji kamatni faktor. Tada dug
u trenutku ¢ iznosi:
Ctl = CO ’I“il 5
u trenutku ¢o on iznosi:

Cpy = Cyy r2 ™" = Corltrl2™ | jtd.
Opéenito (uz oznaku Cy, : = Cp ) vrijedi:

_ ti—ti—1 __ t1  to—t1 ti—ti—1
Ct,; — Ct,;_l ’ri - CO 7‘1 T2 e Ti s

i=1,...,n. (10.72)

Primjer 10.46 Dana 01.01. (u godini koja nije prestupna) odobren je zajam od
10 000.00 s rokom otplate 01.07. iste godine. Promatrajmo slucaj konstantne ka-
matne stope p = 12 i promjenjive kamatne stope, koja se mijenja svakog prvog u
mgesecu na sljedeéi nacin:
mjesec|1|2|3|4|5|6
p 12| 15]18]15]20] 18
U Tablici 9.24 prikazano je kretanje duga u slucaju konstantne kamatne stope (p = 12) i
promjenjive kamatne stope.

datum konstantna promjenjiva
kamatna stopa | kamatna stopa
1.02. 10 096.72 10 096.72
1.03. 10 184.88 10 205.55
1.04. 10 283.38 10 350.03
1.05. 10 379.62 10 469.61
1.06. 10 480.00 10 632.99
1.07. 10 578.08 10 778.63

Tablica 9.24. Kretanje stanja duga

10.5.3.2 Otplata zajma s viSe anuiteta

Pretpostavimo da je u trenutku ¢y = 0 odobren zajam Cj, koji treba vratiti
s n anuiteta a1, as, ..., a, plativih u trenucima t1,ts, ..., t, (vrijeme u godinama).
Dekurzivna godisnja kamatna stopa je promjenjiva. U intervalu vremena [t;_1, ;]
vrijedi dekurzivna kamatna stopa p;, ¢ = 1,...,n (vidi Sliku 9.24).
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Co ai as e p—1 an

O pl tl p2 t2

Slika 9.24. Otplata zajma s vise anuiteta i promjenjivu kamatnu stopu

Da bi anuitetima a1, as, . . ., a, plativih u trenucima t1, to, . . ., t, zajam Cy bio
otpla¢en, mora suma sadasnjih vrijednosti svih anuiteta biti jednaka veli¢ini zajma
Coy, tj. mora biti:

NSE

Co =

(2

i
a; J[ r=®—tet) =1+ 1]%0
1 k=1

U opcem slucaju trenutak uplate pojedinog anuiteta ne mora se podudarati s
trenutkom promjene kamatne stope.

Primjer 10.47 Zajam od 20 000.00, koji je odobren 1.veljace (u godini koja nije
prestupna), treba otplatili s pet anuiteta koji se uplacuju svakog prvog u narednim
myjesectma. Dekurzivna godisnja kamatna stopa u veljaci bila je 12, u oZujku 15, u
travnju 18, a u svibnju i lipnju 20. Prva cetirt anuiteta iznose redom: 2 000.00,
3 000.00, 4 000.00 7z 5 000.00. Treba odrediti peti anuitet i izraditi plan otplate, te
odrediti ostatak duga na dan 20. travnja (vidi sliku uz Primjer 10.43 ).

Ako oznac¢imo r1 = 1.12, ro = 1.15, r3 = 1.18 i r4 = 1.20, onda iz jednadzbe:

—28/365 —59/365 —89/365 —120/365 —150/365
Co=air / +azry /395 4 az e gy /3% 4 asr /965,

dobivamo peti anuitet as = 6 885.95. Ostatak duga na dan 20. travnja iznosi: 15 524.83.
Plan otplate prikazan je u Tablici 9.25.

datum | broj | kamatna | prispjela | otplatna anuitet ostatak
dana stopa kamata kvota duga
1.02. - - - - - 20 000.00
1.03. 28 12 174.63 1 825.37 2 000.00 | 18 174.63
1.04. 31 15 217.02 2 782.98 3 000.00 | 15 391.65
1.05. 30 18 210.82 3 789.18 4 000.00 | 11 602.47
1.06. 31 20 181.06 4 818.94 5 000.00 6 783.53
1.07. 30 20 102.42 6 783.53 6 885.95 0
> 885.95 20 000.00 | 20 885.95

Tablica 9.25. Plan otplate

Primjer 10.48 Zajam od 30 000.00 odobren 17.ozujka treba vratiti do 10. stu-
denog iste godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 15. Korisnik zajma
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sam je odabrao broj anuiteta, vremenske trenutke u kome ce uplacivati anuitete 1
iznose anuiteta. Duvije takve varijante prikazane su u Tablici 9.26 ¢ Tablici 9.27. Na
Slici 9.25 7 Slici 9.26 prikazno je kretanje anuiteta (tamniji pravokutnici) i ostatka

duga (svjetliji pravokutnici).

Primjedba 10.13 Prilikom otplate zajma uz nepromjenjivu ili promjenjivu kamat-

nu stopu moguce je definirati razlicite strategije otplate zajma.

r.br. | datum | dana | prispjele | otplatna anuitet ostatak
kamate kvota duga

0 17.03. - - - - 30 000.00
1 10.05. 54 626.77 1373.23 2 000.00 | 28 626.77
2 07.06. 28 308.57 2 691.43 3 000.00 | 25 935.34
3 15.07. 38 380.13 7 619.87 8 000.00 | 18 315.48
4 03.08. 19 133.74 11 866.26 | 12 000.00 | 6 449.21
5 05.09. 33 82.01 4 417.99 4 500.00 2 031.22
6 10.11. 66 51.99 2 031.22 2 083.21 0

> 238 | 1583.21 | 30 000.00 | 31 583.21

Tablica 9.26. Plan otplate
r.br. | datum | dana | prispjele | otplatna anuitet ostatak
kamate kvota duga

0 17.03. - - - - 30 000.00
1 20.04. 34 393.12 2 606.88 3 000.00 | 27 393.12
2 15.05. 25 263.49 4 736.51 5 000.00 | 22 656.61
3 10.06. 26 226.63 6 773.31 7 000.00 | 15 883.29
4 15.07. 35 214.30 9 785.70 | 10 000.00 | 6 097.59
5 03.09. 50 117.87 3 882.13 4 000.00 2 215.46
6 10.11. 68 58.44 2 215.46 2 273.90 0

> 238 | 1273.90 | 30 000.00 | 31 273.90

Tablica 9.27. Plan otplate
Slika 9.25. Slika 9.26.
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U tzv. ,vlastitog strategiji” (vidi [17]) velicine i vremenski trenuci svih anu-
iteta (osim posljednjeg) mogu se proizvoljno odrediti. Jedini uwvjet koji se nuzno
postavlja je povrat ukupnog duga zajedno s kamatama do ugovorenog vremenskog
roka, a kreditor moZe postaviti jos neke dodatne uvjete kao npr. da svaki anuitet
sadrzi barem kamate prispjele do trenutka uplate tog anuiteta. Stvar je poslovne
politike institucije koja odobrava zajam da li ée korisniku zajma dati potpunu slo-
bodu odabiranja strategije otplate zajma ili ée pri tome odrediti i neke svoje uvjete.
U [17] izraden je odgovarajuéi software za PC, pomocu kojeg su izradeni navedeni
primgjersi.

Mogu se definirati i vrlo razlicite teorijske strategije otplate zagma (vidi npr.
[3], [5], [6], [17], [19], [20]).

Za izradu plana otplate zajma u svim navedenim situacijama vrlo efikasno
moze posluZiti neki tablicni kalkulator (npr LOTUS 1-2-3), a mogudée je izraditi i
specijalni programski paket za ove potrebe.

Primjer 10.49 Zajam od 50 000.00, koji je odobren 14.oZujka, treba otplatiti do
1. sijec¢nja sljedece godine. Dogovoreno je da se anuiteti uplacuju pocetkom mjeseca,
ali tako da se prvi i drugi anuitet od 350.00 uplati 1. lipnja, odnosno 1. srpnja, treci i
ceturti od 15 000.00 1. kolovoza, odnosno 1. rujna, peti od 5 000.00 1. listopada, Sesti
od 100.00 1. studenog i sedmi anuitet od 10 000.00 1. prosinca. Dekurzivna godisnja
kamatna stopa mijenjala se tijekom godine kako slijedi: ozujak(12), travanj(10),
svibangj(11), lipanj(9), srpanj(10), kolovoz(12), rujan(10), listopad(10), studeni(8)
i prosinac(9). Treba izracunati posljednji anuitet koji dospjeva 1. sijecnja, izraditi
plan otplate, te izracunati ostatak duga na dan 29. srpnja.

Plan otplate (prikazan u Tablici 9.28) dobiven je primjenom tabli¢nog kalkulatora LOTUS
1-2-3. Pri tome pojedine elemente tablice treba definirati vodeéi racuna o sljedeéim
zahtjevima:

— prispjelu kamatu ra¢unamo tako da na prethodni ostatak duga primijenimo formulu
(9.34);

— otplatna kvota jednaka je razlici anuiteta i prispjele kamate ako je anuitet veci od
prispjele kamate; u protivnom otplatna kvota jednaka je nuli;

— ostatak duga dobije se tako da se stari ostatak duga umanji za prispjeli anuitet
i poveda za prispjele kamate. Primijetimo da u sluc¢aju, ako je anuitet manji od
prispjele kamate, ostatak duga se povecava; u suprotnom, on se smanjuje;

— posljednji anuitet jednak je zbroju starog ostatka duga i prispjele kamate; — suma
svih anuiteta jednaka je zbroju veli¢ine zajma i sume svih prispjelih kamata;

— suma otplatnih kvota jednaka je zbroju veli¢ine zajma i sume svih razlika (prispjela
kamata — prispjeli anuitet) za sluc¢aj da je prispjeli anuitet manji od prispjele kamate.
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datum | broj | kam. | prispjela | otplatna anuitet ostatak
dana | stopa | kamata kvota duga
14.03 - - - - 50 000.00
01.04 18 12 280.22 0 0 50 280.22
01.05 30 10 395.43 0 0 50 675.65
01.06 31 11 451.16 0 350.00 50 776.81

01.07 30 9 360.93 0 350.00 50 787.74
01.08 31 10 412.79 14 587.21 | 15 000.00 | 36 200.53
01.09 31 12 350.12 14 649.88 | 15 000.00 | 21 550.65
01.10 30 12 201.68 4 798.32 5000.00 | 16 752.32

01.11 31 10 136.16 0 100.00 16 788.48
01.12 30 8 106.53 9 893.47 | 10 000.00 | 6 895.01
01.01 31 9 50.65 6 895.01 6 945.67 0

> 293 2 745.67 | 50 823.90 | 52 745.67

Tablica 9.28. Plan otplate

Posljednji anuitet iznosi 6 945.67, a ostatak duga na dan 29. srpnja je 51 160.43. Prosje¢na
kamatna stopa u promatranom razdoblju moze se izracunati slicno kao u Zadatku 9.2.31.
Dobivamo p = 10.22415.

Primjedba 10.14 Prilikom koristenja svih formula financijske matematike trebalo
bi voditi racuna i o stopi inflacije (odnosno deflacije), koja moZze imati bitan utjecaj
na konacéne rezultate.

Oznac¢imo s p, nominalnu godiSnju kamatnu stopu (stopa koja se po-
javljuje u nekom financijskom ugovoru), s p; godisnju stopu inflacije, a s p,
realnu kamatnu stopu (stopa koja djeluje kao superpozicija nominalne kamatne
stope i stope inflacije — moglo bi se takoder reci da je realna kamatna stopa vrijed-
nost nominalne kamatne stope u uvjetima bez inflacije i deflacije, tj. ako je p; = 0).
Vrrijedi ovakva zavisnost izmedu ove tri veli¢ine (vidi Sego (1991)):

1+ f5 = (1+ fg5) - (1+ £ (10.73)

Tako npr. ako je godisnja stopa inflacije p; = 12, a Zelimo da realna ka-
matna stopa u nekom financijskom poslu bude p, = 5, onda perma (9.73) trebamo
dogovoriti nominalnu kamatnu stopu p, = 17.6.

Ako je godisnja stopa inflacije p; = 125, a u nekoj financijskoj transakciji
dogovorili smo nominalnu godisnju kamatnu stopu p, = 130, onda je realna kamatna
stopa prema (9.73):

_ 100 (pn — ps)

= — 929292
b 100 + p;
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Primjedba 10.15 Dugi niz godina u nasim je bankama vladalo pravo sarenilo losih
metoda obracuna zajmova, $to se narocito pokazalo nekorekinim u uvjetima visoke
inflacije i za slucaj obracuna ispodgodisnjeg anuiteta. Tako su npr. u vremenu 1985-
1987 w Privrednoj banci Zagreb primjenom relativnog polugodisnjeg kamatnjaka
1zracunavali polugodisngi anuitet, dijelili ga sa 6 i tako dobivali iznos mjesecénog anu-
iteta. U Zagrebackoj banci primjenom relativnog mjesecnog kamatnjaka direktno su
izracunavali mjesecni anuitet. U Slavonskoj banci nisu razlikovali zajam i potrosacki
kredit, pa su mjesecni anuitet racunali prema formuli (9.52). U to vrijeme godisnje
nominalne kamatne stope veé su bile vise od 40. Detaljna analiza posljedica ovakvog
nekorektnog nacina obracuna zajmova moze se vidjeti u [14] i [19]. Ovdje navodimo
samo jedan primjer. Za zajam od 1 000 000.00 ¢ godisnju kamatnu stopu p = 45
usporedit ¢emo visinu korekinog mjesecnog anuiteta (izracunatog prema (9.67) i vis-
inu mjesecnog anuiteta koju bi dobili strucnjaci Privredne, Zagrebacke i Slavonske
banke u to vrijeme u slucaju da se zajam otplacuje 1, 5, 10 ili 25 godina.

mjesecnt anuitet broj godina amortizacije zajma
1 ) 10 25
korektni 101 832.50 | 37 261.23 | 32 232.54 | 31 450.92

Privredna banka | 112 406.40 | 43 173.59 | 38 158.99 | 37 501.47
Zagrebacka banka | 105 012.40 | 42 126.73 | 37 957.88 | 37 500.62
Slavonska banka | 103 645.80 | 35 729.17 | 27 259.59 | 22 1}5.84

Provedite dodatnu analizu ovih metoda obracuna zajma (izracunagjte apsolutne
i relativne pogreske pojedinog anuiteta i cijelog zajma, izradite graficke prikaze itd)

Zadaci za vjezbu 9.5

1. Zajam od 30 000.00 odobren na pocetku godine treba otplatiti kroz 7 godina uz
dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 12 anuitetima plativim na kraju godine.
Izracunajte anuitet, izradite plan otplate te izracunajte ostatak duga na dan 29.
srpnja 1 995. godine.

RjeSenje: a = 6 573.53, ostatak duga = 16 852.27.

2. Zajam od 50 000.00 odobren na pocetku godine treba vratiti jednakim godisnjim
anuitetima od 9 000.00 plativim krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu
stopu p = 9. Koliko godina ée trajati otplata zajma i koliki ée biti posljednji (krnji)
anuitet 7 Uputa: Jednadzbu dobivenu iz (9.62) rijesite metodom Regula falsi iz [18].

RjeSenje: n = 8.042924. Prvih sedam anuiteta iznose 9 000.00, a osmi 9 371.87.

3. Neka je Cop zajam odobren na pocetku godine, koji treba vratiti s n jednakih
godis$njih anuiteta plativih pocetkom godine. Dekurzivna godisnja kamatna stopa p
je nepromjenjiva u ¢itavom razdoblju otplate. Izracunajte veli¢inu anuiteta i ostatak
duga na pocetku k-te (k < n) godine.

Rjesenje: a = Cor™ ' - TT __11 , Op = 52
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Zajam Co odobren na pocetku godine treba vratiti kroz n godina s anuitetima koji
se uplacuju pocetkom godine uz dekurzivnu godi$nju kamatnu stopu p. Prvi anuitet
uplaé¢uje se u trenutku odobrenja zajma. Odredite uvjet uz koji ée zajam Co biti
vrac¢en nakon n godina anuitetima a1, az, ..., an.

Rjesenje: Co = > a;r~ 1.
i=1

Zajam od 50 000.00 odobren na pocetku godine treba biti vracen kroz 4 godine
anuitetima plativim krajem godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 20.
Ako je prvi anuitet 10 000.00, drugi 15 000.00, a treé¢i 20 000.00, odredite Cetvrti
anuitet i izradite plan otplate.

Rjesenje: a4 = 40 800.00.

Izradite kompjuterski program, koji ¢e uéitati veli¢inu zajma Co, rok otplatete (broj
godina), godidnju kamatnu stopu p i naéin otplate (pocetkom ili krajem godine), te
kao rezultat dati veli¢inu godi§njeg anuiteta i tablicu plana otplate. Svi brojevi
trebaju biti zaokruzeni na 2 decimale.

Izradite kompjuterski program kojim c¢ete modi rijesiti svaki zadatak tipa Zadatka
3.1 5.

Zajam od 80 000.00 treba otplatiti s 12 jednakih mjesecnih anuiteta plativih krajem
mjeseca. Dekurzivna godi$nja kamatna stopa je p = 7.5. Izracunajte veli¢inu mjesec-
nog anuiteta i izradite odgovarajuéi plan otplate kao u Primjeru 10.40. Nakon uplate
sedmog anuiteta kamatna stopa se povecala, tako da su se preostalih 5 mjesecnih
anuiteta povecali za 10%. Koliko iznosi nova godisnja kamatna stopa ?

Zajam od 100 000.00 treba otplatiti s 20 jednakih polugodisnjih anuiteta od 6 500.00.
Kolika je dekurzivna godisnja kamatna stopa u slucaju prenumerando, a kolika u
slu¢aju postnumerando uplata 7

Rjesenje: p = 5.3503 (prenumerando uplate),

Zajam od 30 000.00 treba otplatiti jednakim mjese¢nim anuitetima od 2 000.00
plativih krajem mjeseca uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 12. Treba
izraCunati broj i veli¢inu posljednjeg povecanog anuiteta.

RjeSenje: n = 16, a6 = 2512.23.

Pretpostavimo da je u trenutku to = 0 odobren zajam Cy uz dekurzivnu godi$nju
kamatnu stopu p. Pretpostavimo nadalje da smo godinu podijelili na m jednakih
obrac¢unskih razdoblja i da zajam treba vratiti s n jednakih anuiteta veli¢ine a pla-
tivih pocetkom svakog obratunskog razdoblja pocevsi od trenutka odobrenja zajma.
Broj n moze biti manji ili veéi od m. Treba odrediti veli¢inu anuiteta a i ostatak duga
na pocetku k—tog obracunskog razdoblja. Neka je Co = 75 000.00, p = 12, m =4
(obracunska razdoblja su kvartali) i n = 20. Izra¢unajte veli¢inu anuiteta i izradite
plan otplate.

Ako u Zadatku 11. korisnik zajma nakon uplate desetog anuiteta uplati jos dodatno
20 000.00, koliko kvartalnih anuiteta iste veli¢ine korisnik zajma treba jos uplatiti ?
Koliki je posljednji (poveéani) anuitet ?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Zajam od 30 000.00, koji je odobren 12.travnja (u godini koja nije prestupna), treba
otplatiti sa Sest anuiteta koji se upla¢uju svakog prvog u narednim mjesecima uz
primjenu dekurzivne godisnje kamatne stope p = 24. Prvih pet anuiteta iznose
redom: 2 000.00, 3 000.00, 5 000.00, 6 000.00 i 7 500.00. Treba odrediti Sesti anu-
itet i izraditi plan otplate. Koliki je ostatak duga na dan 4.srpnja. Uputa: vidi
Primger10.43.

Rjesenje: ag = 8 636.58, ostatak duga =21 340.76.

Zajam od 20 000.00 odobren je na pocetku godine. Treba ga vratiti s 4 jednaka
polugodisnja anuiteta plativa krajem polugodista uz primjenu dekurzivne godisnje
kamatne stope p = 9. Izracunajte velicinu anuiteta i izradite plan otplate.

Rjesenje: a = 5 562.23.
Izradite kompjuterski program kojim ¢ete modéi rijesiti proizvoljni zadatak tipa Za-

datka 13.

Izradite kompjuterski program kojim ¢ete modéi rijesiti proizvoljni zadatak tipa Za-
datka 14.

Dana 12.04. odobren je zajam u iznosu od 10 000.00 s rokom jednokratne otplate
01.10. iste godine. Koji iznos treba vratiti u slucaju konstantne dekurzivne godisnje
kamatne stope p = 15, a koliko u slu¢aju dekurzivne godisnje kamatne stope, koja
se mijenja svakog prvog u mjesecu na sljedeéi nacin:

mjesec | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 |
p |15 ]18]18]20[17 [ 19 |

Rjesenje: 10 680.78; 10 811.81.

Izradite kompjuterski program kojim ¢ete modéi rijesiti proizvoljni zadatak tipa Za-
datka 17.

Zajam od 30 000.00 odobren je na pocetku godine treba otplatiti kroz 7 godina
uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 12 anuitetima plativim na pocetku
godine. IzraCunajte anuitet, izradite plan otplate te izracunajte ostatak duga na
dan 29. srpnja 1995. godine. Uputa: vidi Zadatak 3.

Rjesenje: a = 5 869.23, ostatak duga = 15 046.67.

Zajam od 50 000.00 odobren je na pocetku godine treba vratiti kroz 4 godine anu-
itetima plativim pocetkom godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p = 20.
Ako je prvi anuitet 10 000.00, drugi 15 000.00, a tre¢i 20 000.00, odredite Cetvrti
anuitet i izradite plan otplate.

RjesSenje: 18 995.20.

Zajam Cy odobren na pocetku godine treba vratiti s n jednakih otplatnih kvota R
plativih pocetkom godine uz dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p. Prvi anuitet
uplacuje se u trenutku odobrenja zajma. Izracunajte ostatak duga na pocetku k—te
godine i iznose pojedinih anuiteta. Neka je Cp = 50 000.00, n =5, p = 9. Izradite
plan otplate.
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Zajam od 30 000.00, koji je odobren 12.travnja (u godini koja nije prestupna),
treba otplatiti sa Sest anuiteta koji se upla¢uju svakog prvog u narednim mjesecima.
Dekurzivna godisnja kamatna stopa u travnju je bila 21, u svibnju 18, u lipnju 20,
u srpnju 26, u kolovozu 24, i u rujnu 28, Prvih pet anuiteta iznose redom: 2 000.00,
3 000.00, 5 000.00, 6 000.00 i 7 500.00. Treba odrediti Sesti anuitet, izraditi plan
otplate i odrediti ostatak duga na dan 29.srpnja. Uputa: vidi Primgjer 10.47.

Rjesenje: ag = 8 444.41 , ostatak duga = 21 448.43.

Zajam od 20 000.00, koji je odobren 3. sije¢nja (u godini koja nije prestupna), treba
otplatiti s 20 jednakih ,mjesecnih” anuiteta od 1 100.00, koji se uplac¢uju svakog
prvog u narednim mjesecima pocevsi od 1. travnja iste godine. Koja se dekurzivna
godisnja kamatna stopa mora primijeniti ?

Rjesenje: Primjenom metode Regula falsi iz [18] na jednadzbu:

1/12
_ 87/365 20/12 T -1
1.1=20-r T m

dobivamo r = 1.090237, odnosno p = 9.0237.

Zajam od 10 000.00, koji je odobren 14. ozujka, treba otplatiti do 1. sijenja sljedece
godine. Dogovoreno je da se anuiteti upla¢uju pocetkom mjeseca, ali tako da se prvi
anuitet od 70.00 uplati 1.srpnja, drugi od 3 500.00 1.kolovoza, tre¢i od 3 000.00
1. rujna, cetvrti od 35.00 1. listopada, peti od 1 500.00 1.studenog i Sesti u iznosu od
1 200.00 1. prosinca. Dekurzivne godisnje kamatne stope tijekom godine mijenjale su
se kao u Primgeru 10.49. Treba izracunati posljednji anuitet koji dospjeva 1. sijeCnja.
Izradite plan otplate, te izracunajte ostatak duga na dan 29. srpnja.

RjeSenje: a0 = 1 456.37, ostatak duga = 10 303.11. Plan otplate:

datum | broj | kam. | prispjela | otplatna anuitet ostatak
dana | stopa | kamata kvota duga
14.03 - - - - - 10 000.00
01.04 18 12 56.04 0 0 10 056.04
01.05 30 10 79.09 0 0 10 135.13
01.06 31 11 90.23 0 0 10 225.36
01.07 30 9 72.68 0 70.00 10 228.05
01.08 31 10 83.13 2 416.87 2 500.00 7 811.18
01.09 31 12 75.55 2 924.45 3 000.00 4 886.72
01.10 30 12 45.73 0 45.00 4 887.45
01.11 31 10 39.72 1 960.28 2 000.00 2 927.18
01.12 30 8 18.57 1 481.43 1 500.00 1 445.75
01.01 31 9 10.62 1 445.75 1 456.37 0
> 293 571.37 10 228.78 | 10 571.37

Izradi plan otplate zajma iz Zadatka 24. ako je prvi anuitet od 50.00 uplaé¢en
1. srpnja, drugi od 3 500.00 1. kolovoza, tre¢i od 3 000.00 1.rujna, ¢etvrti od 35.00
1. listopada, peti od 1 500.00 1.studenog i Sesti od 1 200.00 1.prosinca. Koliki je
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posljednji anuitet koji dospjeva 1.sijetnja? Izradite plan otplate, te izracunajte
ostatak duga na dan 29. srpnja.

Rjesenje: a0 =1 255.15, ostatak duga = 10 323.25.
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DODATAK

Njemacko — hrvatski rjecnik pojmova
financijske matematike

Abschreibung, die — otpisivanje, amortizacija
abzinsen — diskontiranje (skidanje kamata)
Abzinsungsfaktor, der — diskontni faktor (1/r)
anfallende Zinsen, die — prispjele kamate
Anfangskapital, der — pocetni kapital
Anfangsschuld, die — pocetni dug

anizipative Verzinsung, die — anticipativno ukamadivange
Anleihe, die — zajam

Anleiheschein, der — obveznica

Annuitat, die — anuitet

Anzahl der Zinsperioden pro Jahr — broj obracunskih razdoblja uw godini
Anzahlung, die — ucesée (kod kredita)
Aufzinsungsfaktor, der — kamatni faktor
Bankeinlage, die — ulog u banku

Bargeld, das — gotovina

Barwert, der — gotovina, pocetni kapital

Betrag, der — iznos (novca)

Darlehen, das — zajam

Darlehenszinsen, die — kamate na zajam

dekursive Verzinsung, die — dekurzivno ukamadcivanje
diskontieren — diskontiranje (skidanje kamata)
Diskontierungsfaktor, der — diskontni faktor
effektiver Zinsfuss, der — efektivna kamatna stopa
effektiver Zinssatz, der — efektivni kamatnjak
einfache Verzinsung, die — jednostavno ukamadivanje
einfache Zinsen, die — jednostavne kamate
Einnahme, die — prihod

Einzahlung, die — upladivanje, uplata

Endkapital, das — konacni kapital

Ersatzkapital, das — fiktivni pocetni kapital

ewige Rente, die — vjecna renta

fallig — plativ, dospio

Gebiihr, die — pladanje usluge (bankarske)
Guthaben, das — ustedevina, kapital, potraZivanje
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Guthaber, der — vjerovnik

Habenzinsen, die — kamate koje netko treba dobiti
Interpolationsverfahren, das — inerpolacija
Kapitaleingang, der — ulaz (unos) kapitala

Kapital, das — kapital, glavnica

Kapitalwert, der — vrijednost kapitala

kaufmannische Rechnen, das — trgovacki nacin obracuna
konformer Zinsfuss, der — konformna kamatna stopa
konformer Zinssatz, der — konformni kamatnjak

Kredit, der — kredit

Laufzeit, die — vrijeme (koristenja kapitala)

Leibrente, die — doZivotna renta

nachschiissige Rente, die — postnumerando renta
nachschiissiger Verzinsung, die — dekurzivno ukamacivanje
Nennwert, der — vrijednost kapitala

nominaler Zinsfuss, der — nominalna kamatna stopa
nominaler Zinssatz, der — nominalni kamatnjak
Nominalkapital, das — nominalni kapital

Nutzungsdauer, die — vrijeme (koristenja kapitala)
postnumerando Rente, die — postnumerando renta
Prozent, das — postotak

Prozentsatz fiir Gebiihren — postotak na uslugu (bankarsku)
Prozentsatz, der — postotak

pranumerando Rente, die — prenumerando renta
Realkapital, das — realn: kapital

regelmissig gezahlte Rate (Rente), die — ravnomgjerno plative rate (rente)
relativer Zinsfuss, der — relativna kamatna stopa

relativer Zinssatz, der — relativni kamatnjok
Rentenbarwert, der — sadasnja vrijednost rente
Restschuld, die — ostatak duga

Schuld, die — dug

Schulder, der — duznik

Schuldverschreibung, die — zapis duga, pismena obaveza
Schuldzinsen, die — kamate koje netko treba platiti (dugovne kamate)
Sollzinsen, die — kamate koje netko treba platiti (dugovne kamate)
Sparbuch, das — $tedna knjiZica

stetige Verzinsung, die — neprekidno ukamacivange
Tilgung einer Schuld — otplata zajma (duga)

Tilgung, die — otplata

Tilgungsbetrag, die — otplatni iznos (rata)

Tilgungsplan, der — plan otplate

Tilgungsquote, die — otplatna kvota
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Tilgungsrate, die — otplatna rata

unterjahrliche Verzinsung, die — ispodgodisnje ukamacivanje
verzinsen — ukamacivati

Verzinsung, die — ukamadivanje

vierteljahrlich — kvartalno

vorschiissige Rente, die — prenumerando renta
vorschiissiger Verzinsung, die — anticipativno ukamacivanje
Zeitpunkt, der — vremenski trenutak

Zinsbelastung, die — opterecenje kamatama

zinsen — placati kamate, ukamadcivati

Zinseszins, der — slozeno ukamadivanje (kamate na kamate)
Zinseszinsrechnung, die — sloZeno ukamadivanje (kamate na kamate)
Zinsfaktor, der — kamatni faktor

Zinsfuss, der — kamatna stopa

Zinsperiode, die — obracunsko (kamatno) razdoblje
zinspflichtig — duzan placati kamate

Zinssatz, der — kamatnjak

Zinssteuer, die — porez na kamate



