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Poglavlje 1

Pogreske

Vrlo ¢esto praksa namece potrebu operiranja s pribliznim umjesto sa
stvarnim veli¢inama, a umjesto stvarne fizikalne situacije, vrlo cesto
u praksi promatramo idealiziranu sliku stvarnosti. Takoder, umjesto
stvarnog rezultata, cesto se zadovoljavamo njegovom aproksimacijom.
U svim takvim i slicnim situacijama moramo biti svjesni s kakvom
pogreskom ulazimo u rac¢un i sto je joS vaznije, moramo unaprijed znati
kakve ¢e to posljedice imati na konac¢ni rezultat.

1.1 Vrste pogresaka

Opéenito, pogreske u prakticnom radu i struénim i znanstvenim istra-
zivanjima mozemo podijeliti u nekoliko skupina.

1.1.1 Pogreske zaokruzivanja

Cesto u praksi neki broj zaokruzujemo na nekoliko prvih signifikantnih
znamenki (vidi Primjedbu 1.5, str. 10), ¢ime svjesno pravimo pogresku.
Neki puta u racun nije moguce uzeti stvarni broj (primjerice transcen-
dentan broj 7 ili e), a neki puta iz prakticnih razloga nije potrebno
operirati s potpunim brojem (primjerice stopa rasta proizvodnje).

Primjer 1.1. Zadan je kvadrat sa stranicom a = 100cm. Njegova
povrsina je P = 10000cm?. Treba odrediti stranicu kvadrata koji ée

imati dvostruko manju povrsinu.

S x oznadimo stranicu trazenog kvadrata. Treba biti a? = 222,

odakle je x = a?. Broj /2 je iracionalan broj (beskonacni nepe-

1
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riodi¢ni decimalni broj), pa smo prisiljeni u racun uzeti njegovu pri-
bliznu vrijednost. Ako uzmemo v/2 ~ 1.41, dobivamo stranicu kva-
drata z = 70.5cm, a odgovaraju¢a povrsina je P = 4970.25cm?. Ako
uzmemo /2 & 1.41421, dobit ¢emo stranicu kvadrata z = 70.7105
i povr§inu P = 4999.97481 cm?. Koju ¢emo vrijednost aproksimacije
broja v/2 upotrijebiti, ovisi o tome s kakvom to¢noséu zelimo dobiti
rezultat.

Ovaj primjer pojednostavljena je verzija poznatog problema “dupli-
kacije kocke”, koji potice jos iz anticke Grcke (vidi primjerice Briickler
(2007))

1.1.2 Pogreske nastale zbog nepreciznosti ulaznih podataka

Cesto se u praksi koriste priblizne vrijednosti nekih konstanti koje
utjecu na veli¢inu pogreske konacnog rezultata. Primjerice, Cesto za
veli¢cinu akceleracije sile teZe uzimamo vrijednost 9.81ms™2, iako se
zna da to nije toc¢na vrijednost, koja osim toga ovisi o zemljopisnom
polozaju tijela.

1.1.3 Pogreska metode

Razli¢iti iterativni procesi (primjerice, rjeSavanje sustava linearnih ili
nelinearnih jednadzbi, trazenje lokalnih ekstrema funkcije, itd.) po
prirodi su beskonacni iterativni procesi, koje u praksi zaustavljamo na
nekom koraku (kad postignemo Zeljenu to¢nost aproksimacije).

1.1.4 Pogreska modela

U praksi gotovo uvijek, zbog slozenosti stvarnog problema, promatramo
idealizirani model kao njegovu aproksimaciju.

Primjer 1.2. Prilikom proucavanja balistickih putanja u eksternoj ba-
listici (Cumin et al., 2009; Molitz and R.Strébel, 1963) najvazniji pro-
blem predstavlja dobro definiranje zakona otpora zraka za balisticki objekt.
Da bi se postavljanje problema pojednostavilo, wvijek najprije proma-
tramo balisticki problem u vakuumu (dakle, balisticki problem bez otpora
zraka), ¢ime se stvara idealizirana situacija u kojoj se problem lako rje-
sava. No, rezultati koji se dobivaju ovakvom idealizacijom stvarnosti
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mogu se jako razlikovati od stvarnih. Usporedimo za primjer maksi-
malni domet obicnog puscanog metka (10g) i teskog topovskog projek-
tila (150kg) iste pocetne brzine vy = 900ms™" u vakuumu i u zrakom
1Spunjenom prostoru.

maksimalni domet projektila vakuum  zrak

puscani metak 82 km 3.5 km
teski projektil 82 km 40 km

Ocigledne razlike nastale su u najvecoj mjeri zbog toga sto je otpor zraka
prema letecem objektu obrnuto proporcionalan teZini projektila.

1.1.5 Strojna pogreska

Za potrebe numerickih izracunavanja realan broj a € R obi¢no zapisu-
jemo u obliku

a=+m x b° (1.1)

gdje je b € Z, b > 2 baza, { < m < 1 mantisa a ¢ € Z eksponent
realnog broja a. ILjudi uglavnom za bazu koriste b = 10 (dekadski
sustav), a kod veéine rac¢unala koristi se b = 2 (binarni sustav) ili b = 16
(heksadecimalni sustav) (Ackleh et al., 2010; Deuflhard and Hohmann,
2008; Gill et al., 1991; Schwarz and Kéckler, 2011; Truhar, 2010).

U kompjuterskom zapisu koristi se tzv. zapis s pomi¢nim zarezom

(floating-point representation) broja
a = :I:O.m1m2 oMy X be, (12)

gdje je mantisa m = 0.m;ms - --m; zapisana pomocu ¢ nenegativnih
cijelih brojeva 0 < m; < b, m; # 0. Kazemo da je broj a reprezentiran
u t-znamenkastoj floating-point aritmetici. Broj t je fiksan za svako poje-
dino rac¢unalo i predstavlja obi¢nu tocnost (single precision) ra¢unala.
Ako realni broj a ima vise od t znamenki, racunalo ¢e ga postupkom
zaokruzivanja (“rounding”) ili odbacivanja (“chopping”) pretvoriti u
t-znamenkasti broj. Svako racunalo obi¢no ima i moguénost izracuna-
vanja i u dvostrukoj preciznosti (~ 2t znamenki mantise). Eksponent e
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takoder ima svoje granicel
L<e<U LUEZ,

Poruka “Overflow” znaéi da smo pokusali zapisati broj a > bV, a “un-
derflow” da smo pokusali zapisati broj a < b=F

Primjedba 1.1. Svakom racunalu pridruzuje se najmanji broj e > 0 za
koji je 1 + € > 1. Broj € nazivamo tocnost racunala, a priblizno ga
mozemo izracunati sljede¢im programom:

In[1]:= eps = 1;
While[epsl = eps + 1; epsl > 1, eps = .5 eps]
Print["tocnost racunala = ", eps]

Primjerice za racunalo s 2.66 GHz Intel(R) Core(TM)i5 CPU s
4GB RAM dobivamo 1.42109 x 10714

Neke brojeve je moguce, a neke nije moguce prikazati u obliku (1.2).
Primjerice, brojevi v/2, e, 7 ne mogu se prikazati u tom obliku. Primi-
jetite takoder, da je primjerice broj -5 moguce prikazati u obliku (1.2)
s bazom b = 10, ali ne i s bazom b = 2.

Zaokruzivanjem ili odbacivanjem decimala dobivamo tzv. floating-
point aproksimaciju fl(a) broja a, za koju vrijedi

fl(a) = a(1+9),
gdje je 0 pogreska aproksimacije.
Primjer 1.3. Potrazimo manji po apsolutnoj vrijednosti korijen kva-
dratne jednadzbe

22 4 2pr —q =0, p>0,g>0, p>q.

Poznatom formulom iz srednje skole dobivamo

To = —p+ P4 (%)
Ako racunamo u floating-point aritmetici, lako se moze dogoditi da je

fl(p) = fl(Vp? + q) i da je rezultat zp = 0.

'Raéunala koja su gradena prema IEEE standardima za bazu koriste b = 2. Vrijednost
za t u obicnoj preciznosti je 23, a u dvostrukoj preciznosti ¢ = 52. Granice eksponenta su
L =126i U = 127, &to znadi da ta rac¢unala “prepoznaju” brojeve veli¢ine 1 x 10738 <
a<2x10%8
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Ako () napisemo u obliku

(%)

q
o= ——F—»
P+ VP ty
dobit ¢emo znatno tocniji rezultat.
Primjerice, u 4-znamenkastoj floating-point aritmetici za p = 0.125x
1031 ¢ = 0.125 x 10~ dobivamo

zo = 0.00005 (prava vrijednost)
=0 (prema (¥)
xg = 0.00005 (prema (**))

Nize je naveden Mathematica-modul za pretvaranje realnog broja
x u k-znamenkasti floating-point broj

fllw_, k_]:= Module[{sw},
sw = MantissaExponent [w];
swl[[1]] = Round[10"k sw[[1]] 1/107k;
ww = swl[[1]] 10~sw[[2]] //N

1.2 Apsolutna i relativna pogreska

Oznacimo s a stvarnu vrijednost neke poznate veli¢ine (primjerice v/2)
ili nepoznate veli¢ine (primjerice korijen jednadzbe e* —sinx = 0), a s
a* njezinu pribliznu vrijednost. Obiéno kazemo da je a* aproksimacija
od a.

Definicija 1.1. Razliku (a — @*) izmedu stvarne velicine
a i njene aproksimacije a* nazivamo pogreska aproksimacije.
Apsolutnu vrijednost pogreske aproksimacije nazivamo ap-
solutna pogreska aproksimacije i oznacavamo

Aa* = |a — a*|. (1.3)

Primjer 1.4. Niz (a,) definiran rekurzivnom formulom

1 2
an+1:2(an+a)7 a=1, n=0,1,2,..
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konvergira prema broju \/2 (vidi primjerice Jukié and Scitovski (2004),
Primjer Ul). U Tablici1.1 prikazana su redom prva cetiri clana niza
(tj. prve cetiri aproksimacije broja \/2), kao i odgovarajuce pogreske
aproksimacija.

n Qp a — Qp

0 1 +0.414214
1 1.5 —0.085786
2 1.416667 —0.002453
3 1.414216 —0.000002

Tablica 1.1: Aproksimacije broja v/2

Vidi se takoder, da pogreske aproksimacije mogu biti pozitivni ili
negativni brojevi. Apsolutna pogreska aproksimacije na brojevnom
pravcu predstavlja udaljenost tocke koja odgovara aproksimaciji a,, do
tocke koja odgovara stvarnoj vrijednosti a (vidi Sliku 1.1).

ao al

0 1 V2 2
Slika 1.1: Aproksimacije broja v/2

U praksi stvarna vrijednost a cesto nije poznata, ali se zna da se
pogreska aproksimacije kreée u intervalu [—e¢, €|, za neki ¢ > 0. To
znaci da za aproksimaciju a* vrijedi

la —a*] <, (1.4)

Spomenuti broj € > 0 nazivamo granica pogreske aproksimacije. Nejed-
nadzbu (1.4) mozemo pisati u obliku

a—e<a<a +e (1.5)

Broj a* — € je najmanja, a broj a* + € najveca vrijednost koju moze
primiti aproksimacija broja a, pa ¢esto (posebno u tehnici) simbolicki
piSemo

a=a"te. (1.6)
To znaci da je stvarna veli¢ina a aproksimirana brojem a* i da pri tome
apsolutna pogreska nije vec¢a od e.
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Primjer 1.5. Obavljen je niz mjerenja neke velicine y i dobiveni su
sljedeci rezultati

mjerenje 1 2 3 4 ) 6
Yi 29.2 293 29.25 29.28 29.24 29.26

Aritmeticka sredina y = 29.255 predstavlja jednu aproksimaciju
veli¢ine y, pri ¢emu mozemo smatrati da je granica apsolutne pogreske
€= ,rﬁnlaxﬁﬂy —y;|} = 0.055. Zbog toga pisemo y = 29.255 + 0.055.

Primjer 1.6. Zadani su radijus r ¢ visina h cilindra s odgovarajucim
granicama pogreske

r=2=x0.05cm, h =100 £ 0.05 cm.

Iako su granice pogresaka obje veli¢ine brojcano jednake, one ne-
maju isto znacenje jer je veli¢ina h relativno mnogo veca od velic¢ine
r. Toc¢nost izmjerene veli¢ine h cilindra relativno mnogo je ve¢a nego
tocnost izmjerene velicine r. Dakle, veli¢inu pogreske treba promatrati
u odnosu na promatranu veli¢inu.

Definicija 1.2. Omjer izmedu apsolutne pogreske Aa* i ap-
solutne vrijednosti veli¢ine a (a # 0) nazivamo relativna po-
greska da* i piSemo

Aa*

oa* = )
|a|

(1.7)

Relativna pogreska je u stvari veli¢ina apsolutne pogreske izmjerena
u odnosu na promatranu veli¢inu a. Zbog toga se ona cesto izrazava
u postocima (mnozenjem relacije (1.7) sa 100) ili u promilima (mnoze-
njem relacije (1.7) s 1000).
Primjedba 1.2. Kako je u praksi obi¢no a* =~ a, onda se relativna po-
greska Cesto izrazava na sljedeéi nacéin

Sat Aa*
at ~ ——
ja*|”

a* 0. (1.8)

Mi ¢emo nadalje relativnu pogresku aproksimacije a* takoder racunati
na ovaj nacin.
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Spomenimo jos da je cesto puta u praksi prikladno koristiti tzv.
mjesovitu pogresku
B la — a*|
14 |a¥|

e(a®)

Primijetite da je za |a*| < 1 mjesovita pogreska e(a*) sli¢na apsolutnoj
pogreski, a za |a*| > 1, mjeSovita pogreska e(a*) slicna je relativnoj
pogreski.

Primjer 1.7. U Primjeru 1.1, str. I relativna pogreska aproksimacije
a* = 1.41 broja /2 je

V2 - 141

* ~ 0.00299 ~ .
da Ta 0.00299 =~ 3%
U Primjeru 1.6, str. I relativne pogreske velicina r ¢ h su
A 0.05 A 0.05
Ope % — = —— = 0.025, Opr = — = —— = 0.0005.
[ 2 M e 100

Mogli bismo reci da je velicina h zadana 50 puta pouzdanije od velicine
r.

Zadatak 1.1. Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, onda za integral
b
I = [ f(x)dx vrijedi

mb—a) < I < Mb-a), m=minf@) M= max/f@).
x€E|a, xE|a,

Kao jednu od aproksimacija integrala I mozemo uzeti aritmeticku sre-
dinu

— M(b— M
I*:m(b a)+ M(b a):<b_a)m+ '
2 2
Pokazite da tada vrijedi
M —m M —m
AI* < (b— ol < :
sb-a)—— “M+m

2
Ocijenite na takav nacin integral [ 95:;2 dx, te izracunajte apsolutnu i
0

relativnu pogresku.

Rjesenje: I* =1.1, AI*<0.1, 6I*<9%
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1.3 Signifikantne znamenke

Svaki pozitivni realni broj a u dekadskom sustavu mozemo zapisati u
obliku

a=bp10M4b, 110™ e by 1 10T 10T by £ 0, mEZ
(1.9)
gdje su b; € {0,1,...9} znamenke broja a. Primjerice,

0.02305=2-10"2+4+3-102+0-10"*+5-107°.
Neka je
a* =b510™ + b, 10 o b 10" by 0™

m—n-+1
(1.10)
aproksimacija broja a, takva da im se podudaraju prvih n znamenki

b:n = bm7 b:zfl = bmflu R b*mfnﬂ = bmfnJrl-
Tada apsolutnu pogresku Aa* mozemo ovako ocijeniti
Ad* = la = a*| = |(Opn-n = by, _) 1077 + (bnon1 = by q) 10777 |

< bm—n = V| 10" + [brp 1 — b4 10m"

1
<9-10™ "4 =9-10""(14+ 107+ ) g9~10m*"1 - = 10"

10

Ovo je motivacija za uvodenje sljedece definicije:

Definicija 1.3. Neka je
a* =b510" + b, 10™ T 4 b £0, mEZ

aproksimacija broja a zadanog s (1.9). Kaze se da su prvih
n znamenki by, ..., by _ ., broja a* signifikantne (pouzdane)

ako je n najveci pozitivni cijeli broj za koji vrijedi

Ad* =|a —a| < 5 x 10m"H (1.11)
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Primjedba 1.3. Aproksimativni broj a* zadan s (1.10) je signifikantan
na k svojih decimala ako vrijedi

la—a*| < x 107"

Naime, kako je n =m + k + 1, iz (1.11) slijedi prethodna tvrdnja.
Primjerice, ako je a = 0.0024357 & 0.3 x 1074, tada je m = —3 i
vrijedi

1 1
Aa* =03 x 1071 < 3 1074 = 5 % 10737 = p =2,

odakle zaklju¢ujemo da su samo prve dvije znamenke broja a* signi-
fikantne pa mozemo pisati a* = 0.0024. U ovom sluc¢aju broj a* ima
k =2 —(—3) — 1 = 4 signifikantne decimale.

Ako je a = 243.5731 £ 0.7 x 1072, tada je m = 2 i vrijedi

1 1
Aa* =0.7x102=0.07x 107! < 3 % 107! = 3 % 1027 = pn =4,

odakle zakljucujemo da su prve 4 znamenke broja a* signifikantne i mo-
zemo pisati a* = 243.6. U ovom slucaju broj a* imak=4—-2-1=1
signifikantnu decimalu.

Broj 1.416667 iz Primjera 1.4 ima prve tri, a broj 1.414216 ima
prvih Sest signifikantnih znamenki.

Primjedba 1.4. Kako je
la*| > a* > by, 10™ > 10™,

broj signifikantnih znamenki pribliznog broja a* mozemo definirati i na
drugi nacin - kao najveci pozitivni cijeli broj n za koji vrijedi

* |a—a*|

da* ~

1
7 <5 % 107"+ (1.12)

Broj signifikantnih znamenki procijenjen na taj nacin moze se od
Definicije 1.3 razlikovati najvise za jedan.

Primjedba 1.5. Vrlo ¢esto u praksi brojeve aproksimiramo zaokruzi-
vanjem. Pri tome treba se drzati sljedeé¢ih pravila (Demidovich and
Maron, 1981):
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e ako se iza znamenke na koju zaokruzujemo broj nalazi
znamenka manja od 5, znamenka na koju zaokruzujemo
ne mijenja se;

e ako se iza znamenke na koju zaokruzujemo broj nalazi
znamenka veca ili jednaka 5, znamenka na koju zaokru-
Zujemo povecava se za 1;

Primjer 1.8. Broj a = 2.351850 treba zaokruziti na jedno, dva, tri i
cetiri decimalna mjesta. Redom dobivamo sljedece aproksimacije broja
a:

24, 235, 2352, 2.3519.

1.4 Pogreske kod izracunavanja vrijednosti funkci-
je

Zadana je realna funkcija n varijabli z = f(x1, ..., z,). Treba izracunati
apsolutnu pogresku vrijednosti funkcije u tocki x* = (27, ..., z) ako je,
uskladus (1.6), z; = af £ Az}, i=1,...,n.

Prema teoremu o srednjoj vrijednosti je

z”: J f(a, ,i’n)(

A" = |f(z1, .. xn) — fla], .., z))| = 52 x; — xY)

?

=1

gdje je x; izmedu z; i 7. Bududi da brojevi Z; nisu poznati, a x} ~ x;,
mozemo pisati

Of(Z1, ey Tn)

axi

n
Az < Z
i=1

Zato je

0f(at, t)

Az S 310 1A}, gdjeje O = =20

=1

(1.13)

Primjer 1.9. Treba odrediti apsolutnu i relativnu pogresku pri izra-

cunavanju volumena kugle V = %7“377, ako je radijus kugle zadan s

r =10.2+£0.01 cm, a broj m =~ 3.14.
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Imamo
r*=10.2, Ar*=0.01, 7 =314, Ar=0.0016,
O,V (r*,7*) = 4r**7* = 4-10.2% - 3.14 = 1306.74,

4 4
0LV (r*, 7*) = gr*?’ =3 10.2° = 1414.94,

AV* & |0,V Ar* + 0, V*|Ar* = 1306.74 - 0.01 + 1414.94 - 0.0016 = 15.33.

Dakle,
4
V= 37’*3”* + AV* = 4442.92 + 15.33 cm®.

Kako je AV* ~ 0.5 x 10372*!, signifikantne su samo prve dvije zna-
menke pa moZemo zaokruziti V* ~ 4400cm3. Relativna pogreska
prema (1.8) je

AV 1533
TOVE T 4442.92
Prema Primjedbi 1.4 to bi znacilo da su prve tri znamenke signifikantne,

tj. V* ~ 4440 cm?®.
Za navedeni racun mozemo koristiti kratki Mathematica-program:

)% = 0.00345 =~ 3.5%.

In[1]:= V[r_, pi_] := 4 r~3pi/3;
w=A{r -> 10.2, pi -> 3.14};
Vz = V[r, pil /. w
DV=.01 Abs[D[V[r,pil,r]/.w] + .0016 Abs[D[V[r,pil,pil/.w]
dv = DV/Vz
Primjer 1.10. Treba izracunati pogresku pri izracunavanju povrsine
kruga radijusa 100 m, ako uzmemo m =~ 3.14.

Imamo
™ =314, An*=0.0016, r*=100, Arc=0,
AP* = |0, P*|Ar* + |0, P*|Am* = 0 4+ 10000 - 0.0016 = 16 mz,
N AP* 16

5P*N —
|P*| 31400

~ 0.5%p.

Priblizna povrsina je P* = r?7* = 31400 & 16 m?, a stvarna povrsina
je P~ 31415.93m?, §to se podudara s gornjom procjenom.
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Primjer 1.11. Treba procijeniti pogresku kod izracunavanja volumena
valjka (V = r?*mh), ako su mu radijus r &~ 2m i visina h ~ 3m zadani
s tocnoséu na dvije decimale, dok broj m smatramo egzaktnim.

Imamo

=2, h*=3, 7" =3.14159,

Ar* =0.005, Ah*=0.005, Ar = 0.00000265,

O, V* =2r*r*h* = 2-2-3.14159 - 3 = 37.6991,

OV =rPn=22.3=12, 9,V* =r"r* =2.3.14159 = 12.5664,
AV* & |0,V |Ar* + |0, V*|Ar* + |0, V| AR* ~ 0.25m?,

AV 0.25

SV* ~ =
V*| — 37.6991

= 0.0066 ~ 7%j.

To znaci da su u broju V* = 37.6991 samo prve dvije znamenke signi-
fikantne, tj. V* = 38.

Primjedba 1.6. Prilikom izvodenja racunskih operacija s pribliznim bro-
jevima potrebno je unaprijed znati s kakvom toc¢noséu mozemo oceki-
vati dobiveni rezultat. Primjenom formule (1.13) uz pretpostavku da
su apsolutne pogreske ulaznih veli¢ina malene i to je moguce procijeniti:

e Prilikom zbrajanja ili oduzimanja dva priblizna broja dobivamo
broj ¢ija apsolutna pogreska ne prelazi zbroj apsolutnih pogresaka
pribrojnika. Naime, ako je z = x + y, onda je
A" = |z—2"| = |[z+y—a"—y*| < |z —2"|+|y—y*| = A"+ Ay".

e Prilikom mnozenja dva priblizna broja dobivamo broj ¢ija rela-

tivna pogreska ne prelazi zbroj relativnih pogresaka clanova pro-
dukta. Naime, ako je z = x - y, onda prema (1.13) vrijedi

AZ* & |0, 2" |Ax” + [0,2" | Ay* = |y*|Ax™ + |27|Ay*,
odakle slijedi

Azt lyf|Ax* + oAyt Azt Ay*
|2*] |z*y] [z [yl

02" ~

= 0x* + dy”.
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e Prilikom dijeljenja dva priblizna broja dobivamo broj cija rela-
tivna pogreska ne prelazi zbroj relativnih pogresaka c¢lanova kvo-
cijenta. Naime, ako je z = x/y, onda prema (1.13) vrijedi

*

1
Az = |0,27|Ax* + 10,2 Ay = — Az + x*2 Ay*,
|y —y
odakle slijedi
A * * A * * A * A *
o2t e S [ (o + el ) = o o b
[ T Py v 2+ y]

Primjedba 1.7. U primjenama se takoder upotrebljava tzv. standardna

pogreska funkcije (naroc¢ito ako je broj nezavisnih varijabli x1,...,x,
nesto veéi — vidi primjerice DAHLQUIST (1972)). Uz pretpostavku (vidi
Bensi¢ and Suvak (2012)) da su sve pogreske z; — xf, i = 1,...,n

nezavisne i normalno distribuirane slucajne varijable s matematickim
ocCekivanjem 0 i standardnim devijacijama Ax7, ... Az}, standardna po-
greska funkcije z = f(x1,...,x,) zadana je s

n 1/2
Az~ (Z(ai f*)Q(ijf) .

=1

1.5 Inverzni problem u teoriji pogresaka

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako se moze procijeniti pogre-
ska prilikom izracunavanja vrijednosti funkcije ako su vrijednosti neza-
visnih varijabli priblizni brojevi. U praksi se obi¢no postavlja obrnuti
problem:

s kojom tocnoscéu moramo uzeti vrijednosti nezavisnih vari-
jabli promatrane funkcije, tako da njezina vrijednost bude u
granicama unaprijed zadane tocnosti ¢

Za rjesavanje ovog problema koristit ¢emo tzv. “princip jednakih efe-
kata":

pretpostavljamo da svi parcijalni diferencijali iz (1.13) imaju
jednaki utjecaj na velicinu apsolutne pogreske, tj.
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|01 f[AxY = |0af*|Axl = -+ = [Onf"| Az, (1.14)
Iz (1.13) i (1.14) lako slijedi
Az*
Ar ~ ———, i=1,...,n. 1.15

Primjer 1.12. Kolike smiju biti apsolutne pogreske radijusa r ¢ visine
h waljka volumena V = 127 + 0.1m?3 (dozvoljena tolerancija je 100
litara!)? Neka je pri tome r* = 2m. Broj m uzet éemo dovoljno tocno
da njegova pogreska ne utjece na rezultat.

Najprije iz 127 = r*27h* slijedi h* = 3m. Kako je 0,V* = 2rr*h* =
37.7, O, V* = r*?1 = 12.57, iz (1.15) dobivamo

AV* AV*
. — 0.001 A
210,V m’ 2|0,V

rs

= 0.004 m.

Dakle, radijus » moramo imati s to¢noséu do na 1 mm, a visinu do na
4mm.

Primjer 1.13. Treba naciniti spremnik za tekucinu oblika prikazanog
na Slici 1.2 volumena 10001, Sirine baze 2r* = 80 cm i visine baze 2r* +
h* = 100 cm. Kolika mora biti duZina d spremnika ? Kolike smiju biti
pogreske Ar*, Ah*, Ad*, ako je dozvoljena tolerancija volumena 10
litara ?

Slika 1.2 Spremnik za tekucinu
Kako je V* = r*d*(r*m + 2h*), onda je

% _ 1000000
r*(r*m + 2h*)  40(407 + 40)

d* = ~ 151 cm.
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Kako je
O V* =2d*(r*m + h*) = 43990,

OV  =2d"r* =12080, O,V* =r*(r*m +2h*) = 6627,
onda iz (1.15) dobivamo

* AV* 10000 __
Arr = 077 — 343000 — 0-08cm,
~ AV*
Ah* ~ W =03 C111,
x N AV
Ad" =~ T0av7 = 0.5 cm.

Dakle,
r=404+0.08cm, h=204+03cm, d=151+0.5cm.

Primjedba 1.8. Vise detalja o teoriji pogresaka i primjenama moze se
vidjeti primjerice kod (Demidovich and Maron, 1981). Posebno o pro-
blemu kompjuterske preciznosti u numerickim metodama moze se vi-
djeti kod (Ackleh et al., 2010; Deuflhard and Hohmann, 2008; Gill et al.,
1981, 1991; 7; Schwarz and Kockler, 2011; Stoer and Bulirsch, 2002).

1.6 Zadaci

Zadatak 1.2. Koristenjem poznatih formula izracunajte po apsolutnoj
vrijednosti manji korijen kvadratne jednadzbe 222 + 984z — 0.05 = 0
u a) 2-znamenkastoj, b) 6-znamenkastoj, ¢) 7-znamenkastoj, d) 8-
znamenkastoj i e) 10-znamenkastoj floating-point aritmetici. Uspo-
redite rezultat s tocnom vijednoséu tog korijena: xy = 0.000050813.
Kako treba napisati formulu da bi rjesenje i u nizoj floating-point arit-
metici bilo prihvatljivo 7 Kakva su ta rjesenja ?

Uputa:  Koristite priloZeni Mathematica-program.

Rjesenje: a) 4, b) 0, «¢) 0.0001, d) 0.00005, ) 0.0000508.

Zadatak 1.3. U k-znamenkastoj (k = 3,4, 6, 8) floating-point aritmetici
izracunajte vrijednost polinoma P(z) = —322°+962° —9024-27 u tocki
a = 0.6 direktno i koriste¢i Hornerovu shemu. Sto primjecujete 7
Zadatak 1.4. Broj a* je aproksimacija broja a. Za koliko znamenki
broja a* mozemo reci da su signifikantne?

a) a =23.395, a*=2340 b)a=0.00275 a* =0.00266
c) a=243317, a*=243315 d)a=0.012815, a* = 0.0130
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Rjesenje: a) Aa* =0.5-1072 = 0.5 x 101741, 4 signifikantne znamenke
b) Aa* = 0.09 x 1073 < 0.5 x 1073711 1 signifikantna znamenka
c) Aa* =2 <05 x 10" =0.5 x 10°°*! 5 signifikantnih znamenki
d) Aa* =0.185 x 1072 < 0.5 x 1072721 2 signifikantne znamenke

Zadatak 1.5. Broj a zaokruzite na jedno, dva, tri i cetiri decimalna
mjesta.

a) a=271828 b)a=0.753550 c)a=0.97965

Rjedenje: a) 2.7, 2.72, 2.718, 2.7183
b) 0.8, 0.75, 0.754, 0.7536
¢)1, 098, 0.980, 0.9797

Zadatak 1.6. Zadana je godisnja kamatna stopa p. Ispodgodisnji kon-
formni kamatnjak p,, (vidi primjerice SCITOVSKI (1993)) racuna se po

formuli
p
m = 100 /1 —1),
b (V * 100

gdje je m broj jednakih podintervala na koje dijelimo godinu. Jedna
aproksimacija konformnog kamatnjaka koja se koristi u praksi je tzv.
relativni kamatnjak, dobiva se kao linearna aproksimacija konformmnog
kamatnjaka pomocu Taylorove formule

p

m

Pr =

Ako je m = 12, izracunajte apsolutnu i relativnu pogresku aproksima-
cije, te relativnu pogresku u % za razli¢ite vrijednosti godisnje kamatne
stope

p = 2%, 3.5%, 5%, 7.5%, 12%, 24%, 50%, 120%, 360%, 1000%.
RjeSenje: Ap, = |py — pr|, 6pr = 2

P \ 2% 3.5%  15% 12% 24% 50% 120% 360% 1000%

Ap, | 0.0015 0.0046 0.02 0.05 0.19 0.73 3.21 16.44 61.21

op, [ 0.0091 0.0159 0.03 0.05 0.11 0.21 047 1.21 2.76
% 1 1.6 3 5 11 21 47 121 276

Zadatak 1.7. Kako se ponasa apsolutna i relativna pogreska u prethod-
nom zadatku ako za m uzmemo 2, 4 ili 3657
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Zadatak 1.8. Neka je z = 2.00 £ 0.005, y = 3.00 &£ 0.005, =z =
4.00 £ 0.005. Procijenite pogresku prilikom izracunavanja vrijednosti
nize navedenih funkcija u tocki (z*, y*, z*)

a) f(x,y,z) =3zx+y—=z, b) flz,y,2) = x%, c) f(z,y) =xsin 4%)

RjeSenje:  a) Af* ~ 0.025, b) Af* =~ 0.008, ¢) Af* =
0.003
Zadatak 1.9. Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izra¢una-
vanju povrsine P pravokutnika sa stranicama

a=293=+0.05cm, b=18.140.04cm.
Rjedenje: AP* ~ 2.08 cm?, §P* ~ 0.0039 =~ 4%y.

Zadatak 1.10. Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izra¢una-
vanju volumena V' paralelepipeda sa stranicama

a=2934+0.05cm, b=1814+0.04cm, c¢=11.2+0.03cm.

RjeSenje: AV =~ 39.17cm?, V* ~ 0.0066 ~ 7%.

Zadatak 1.11. Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracu-
navanju volumena V = 2ar?m? torusa koji nastaje rotacijom kruga
radijusa r, ¢ije je srediste za a udaljeno od centra rotacije, ako je

a)r=75+0.05cm, a=30+0.1cm.
b) r =20+ 0.2cm, a =100 £ 0.5 cm.

Rjesenje: a) AV* & 555.2 cm, OV* =~ 0.017 =~ 2%.
b) AV* ~ 19739.2cm, o0V* = 0.025 =~ 2.5%.

Zadatak 1.12. Prema poucku o kosinusima, ako su za neki trokut poz-
nate dvije stranice a,b i kut v izmedu njih, onda se treca stranica c
moze izrac¢unati po formuli

¢ =a® + b* — 2abcos .

Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracunavanju trece stra-
nice ¢ trokuta, ako je

a) a=1024+0.05cm, b=75+0.05cm, ~=31.32=+0.05°
b) a =230.7+0.06m, b=123.54+0.05m, ~=27.4°+0.05°.
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Rjesenje: kut v najprije treba pretvoriti u radijane. Dobivamo:
a) Ac* ~ 0.0524cm, dc* =~ 0.01 =~ 1%, ¢* ~ 5.4367 cm.
b) Ac* =~ 0.16 m, dc* ~ 0.0012 ~ 0.1%g, c* =~ 133.733m.

Zadatak 1.13. Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku prilikom:
a) zbrajanja n pribliznih brojeva
b) mnozenja n pribliznih brojeva
¢) kvadriranja jednog pribliznog broja
d) potenciranja s n-tom potencijom jednog pribliznog broja
e) izracunavanja drugog korijena nekog pribliznog broja
f) izra¢unavanja n-tog korijena nekog pribliznog broja
g) izracunavanja prirodnog logaritma nekog pozitivnog realnog broja

Zadatak 1.14. Treba naciniti tetraedar volumena V = 1+ 0.017. S
kojom tocnosc¢u treba imati stranicu a tetraedra?

Uputa: Volumen tetraedra stranice a je V = “31‘2/5

Rjesenje: Aa* ~ 0.0068 cm, da* =~ 0.0033 =~ 0.3%q, a* ~
2.03965 dm.
Zadatak 1.15. Ako je z = a{"x5? -+ - 28 i x; = xf £ Az}, pokazite da

n
n
je 62" = 21 | |0},
=

Uputa: Najprije logaritmirajte Inz = ayInz; + - - i In .

Zadatak 1.16. Procijenite apsolutnu pogresku pri izracunavanju vrijed-
nosti funkcije f(z) = v1+ 22 — = + 200, ako je z = 100 £ 1.

Rjesenje: f(z) = 200.0050 £ 0.5 x 107*,

Zadatak 1.17. Balisticki projektil ispaljen u vakuumu pocetnom brzi-
nom vy pod kutem a u odnosu na ravni teren, past ¢e na udaljenosti

d = %Q’sin 2a, gdje je g = 9.81ms™? akceleracija sile teze (vidi Pri-
mjer 4.11, str.106). Procijenite apsolutnu i relativhu pogresku pri
izracunavanju daljine gadanja ako je

a)vg =115+ 1ms™, «a=15°+0.1°

b) vo =900 £ 10ms™, « = 15°40.1°.

RjeSenje: a) Ad* ~ 15.8m, 0d* =~ 0.023 =~ 2%, d* ~ 674.057 m.
b) Ad* ~ 1167.04m, &d* ~ 0.028 ~ 3%, d* ~ 41284.4m.
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Zadatak 1.18. Maksimalni domet balistickog projektila na ravnom te-
renu u vakuumu racuna se po formuli (vidi Primjer 4.11, str.106):

2
X = % Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izra¢unavanju
maksimalnog dometa projektila, ako je

a) vy =115+ 1ms™!, ¢=19.8140.001ms2.
b) vo =900 & 10ms™, ¢ =9.81+0.001 ms™2.

Rjesenje: a) AX* ~ 23.58m, 0X* ~0.017 ~ 1.7%.
b) AX* ~ 1843.28 m, §X* =~ 0.022 ~ 2.2%.

Zadatak 1.19. Vrijeme leta balistickog projektila ispaljenog pod kutem
« pocetnom brzinom vy na ravnom terenu u vakuumu rac¢una se po for-
muli (vidi Primjer /.11, str.106): T = 2% sin . Procijenite apsolutnu
i relativnu pogresku pri izracunavanju vremena leta T' projektila, ako
je

a)vp=115+1ms™!, ¢=09.81+0001ms2 a=15+0.1°
b) vp =900+ 10ms~!, ¢=9.8140.001ms 2 «=15+0.1°

Rjesenje: a) AT* ~ 0.093s, o0T* =~ 0.015 ~ 1.6%, T* ~ 6.068s.

b) AT* ~ 0.84s, dT* ~0.018 ~2%, T* ~47.49s.

Zadatak 1.20. Balistickim projektilom pocetne brzine vy = 300ms™!

u vakuumu na ravnom terenu gada se tocka udaljena d = 5000 m.
S kojom to¢nos¢u treba imati izlazni kut o (u stupnjevima), ako se
tolerira apsolutna pogreska pogotka cilja od Ad* = 50m?

Uputa: Vidi Zadatak 1.17. Veli¢ine vy i g smatraju se tocnim.
Rjesenje: v ~ 0.288 £ 0.003 (odnosno a ~ 16.5° 4+ 0.18°).



Poglavlje 2

Interpolacija. Spline
interpolacija

Cesto za neku funkciju f nemamo analiticki izraz, ali poznajemo njenu
vrijednost u konacno tocaka: zg < ;7 < --- < x,. U podrucju po-
dataka, tj. u intervalu [xg,z,] treba aproksimirati funkciju f nekom
jednostavnijom poznatom funkcijom g, tako da bude

g(x;) = f(x;), i=0,1,...,n. (2.1)

Problem odredivanja funkcije g na osnovi zahtjeva (2.1) nazivamo pro-
blem interpolacije. Funkcija g obi¢no se bira u klasi polinoma, trigono-
metrijskih, eksponencijalnih, racionalnih ili nekih drugih jednostavnih
funkcija. Kada odredimo funkciju g, onda mozemo procijeniti vrijed-
nosti funkcije f u nekoj tocki z, x # z;, tako da stavimo f(x) = g(x).

2.1 Interpolacija

Pretpostavimo da je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i da je njena
vrijednost poznata u n + 1 toc¢aka (zvat ¢emo ih Evorovi interpolacije)

a<zg<T1<---<x,<b (2.2)
u kojima prima vrijednosti
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Na osnovi podataka (z;,;), i = 1,...,n, treba rekonstruirati funkciju
f, tj. pronaéi novu funkciju g : [a,b] — R, tako da bude g(x;) = ;.
Pri tome pogresku aproksimacije obi¢no izrazavamo u L..-normi

1f = 9llee = max |f(z) — g(x)]

ili u Ly-normi

1f = glla = \//ab(f(flf) —g(z))%dx.

Prijedimo na problem interpolacije polinomom. Treba pronadci in-
terpolacijski polinom P, stupnja n

Po(z) = apa” + ap12™ "+ - 4 a1z + ag,

