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PROSIRENJE POLJA
Osnovni pojmovi

Definicija
Neka je K polje. Ako je L polje takvo da je K C L, kazemo daje L
prosirenje polja K.

Polie L moZemo promatrati kao vektorski prostor nad poljem K. Ako je taj
prostor kona¢nodimenzionalan, kazemo da je L kona¢no prosirenje
polja K, a prirodan broj dim g L nazivamo stupanj prosirenja i
oznatavamo s [L : K. Ukoliko prosirenje L polja K nije konagno,
pisemo [L : K| =
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Primjer
Polje C konacno je prosirenje polja R.

Primjer

Polje C nije konac¢no prosirenje polja Q, to jest [C : Q] = oc.

Teorem

Neka je K polje i neka je f nekonstantan polinom u K'[z]. Tada postoji
prosirenje L polja K u kojem polinom f ima nultocku.

Neka je L prosirenje polja K i o € L. Najmanji potprsten od L koji sadrZi
K i o oznatavamo s K [a]. Vrijedi

Klo] = {f(e): f € K[z]}.

adalje, s K () oznatavamo najmanije potpolje od L koje sadrzi K i c.

v
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Definicija

Neka je L prosirenje polja K. Za element o € L kazemo da je
algebarski nad K ako postoji nekonstantan polinom f u K [x] takav da je
f(a) = 0. Ako element « nije algebarski nad K, kazemo da je
transcendentan nad K.

Definicija
Ako je svaki element v € L algebarski nad K, kazemo da je L
algebarsko prosirenje polja K.

Napomena
Polje C algebarsko je prosirenje polja R.
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Zadatak 1
Ispitajte jesu li sliede¢i elementi algebarski nad poljem Q:

a) V2,

2

b) m=. )

Zadatak 2
—14+1v3

Ispitajte jesu lia = /2 + V3i 8= —;\[ algebarski nad polijem
Q. )
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Neka je o € L algebarski nad K. Tada je
I'={f € Klz]: f(a) =0}

ideal u prstenu K [x].

Teorem
Ako je K polje, onda je K [x] domena glavnih ideala.

Kako je K'[z] domena glavnih ideala, ideal I glavni je ideal, pa postoji
jedinstven normirani polinom pi, u K[x| takav daje I = (pq)-

Polinom i, zove se minimalni polinom elementa o« € L algebarskog
nad K. )
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Propozicija
Minimalni polinom g, elementa « iz L algebarskog nad K ima sljedeca
svojstva:
a) Akoje f € K|x]takav daje f(a) = 0, onda je polinom f djeljiv s
polinomom fi u Kz].
b) Polinom i, ima najmaniji stupanj medu svim nekonstantnim
polinomima iz K [z] kojima je « nultotka.

c) Polinom 11, jedini je normiran ireducibilni polinom u K'[z] kojemu je
o nultocka.
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Teorem

Neka je L prosirenje polja K, element « iz L algebarski nad K it
minimalni polinom od o nad K stupnja m. Tada je

K(a) = K[a] = {f(a): f € K[z], deg f <m —1}.

Nadalje, skup {1, a,a?,...,a™ 1} je baza vektorskog prostora K ()
nad K, odnosno

[K(«): K] =m = deg q.-

Zadatak 3
Nadite minimalni polinom i, u Q[z] i bazu od Q(«) nad Q za
a) a = J3+1,

b) a =2+ V2.
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Neka je L prosirenje polja K i S C L. Tadas K(.S) oznatavamo
najmanje potpolje od L koje sadrzi K i S. Ako je
S ={a1,9,...,a,} C L, onda pisemo

K(S)=K(ai,a,...,0n).

Definicija
Za polje L kaZzemo da je konaéno generirano prosirenje polja K ako
postojen € Niaj,as,...,a, € Ltakvidaje

L=K(ay,ag,...,ap).

Teorem

Prosirenje L polja K konacéno je ako i samo ako je algebarsko i konacno
generirano.
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Definicija
Prosirenje polja K oblika K («) naziva se jednostavno prosirenje od K g

Primjer

Polie Q(+/2) jednostavno je prosirenje polja Q.

Napomena
Neka je L prosirenje polja K ineka su a i b elementi od L. Tada je

K(a,b) = K(a)(b) = K(b)(a).

Zadatak 4

Pokazite da je proSirenje Q(\/g, \/5) polja Q jednostavno i nadite bazu
za njega.
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Zadatak 5

Pokazite da je prosirenje Q(+/3, v/21) polja Q(+/7) jednostavno i
odredite stupanj prosirenja polja Q(v/3, v/21) nad poliem Q(+/7). O

Teorem

Neka su K C L C M polja. Neka je {«;: i € I} baza vektorskog
prostora L nad poliem K ineka je {Bj: j € J} baza vektorskog prostora
M nad poliem L. Tada je

{aiﬁj:iEI,jGJ}

baza vektorskog prostora M nad poliem K.
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Teorem
Nekasu K C L C M polja. Tada je

[M:K|=[M:L]-[L:K].

Pritomejeco-n =n-00 =00 00 = oo zan € N. Drugim rijeima,
prosirenje M polja K konacno je ako i samo ako su prosirenja M od L i
L od K kona¢na i tada je stupanj [M : K] jednak umnogku stupnjeva
[M: L)i[L:K].
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Zadatak 6
Koristeéi Cinjenicu
Q CQ(V2) € Q(V2,V3),

odredite stupanj prosirenja [Q(v/2, v/3) : Q] i nadite bazu od
Q(v/2,v/3) nad Q.

Zadatak 7

Neka je «v nultotka polinoma f(z) = 3+ 2+ 3. Ispitajte je li polinom
p(z) = 22 — 2 reducibilan nad Q(«v).
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Zadatak 8
Odredite stupanj proSirenja

[Q(V2): Q(v2)]

i minimalni polinom elementa v/2 nad Q(v/2).
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