Vjerojatnost i statistika

Osnove kombinatorike, slu¢ajan pokus i
prostor elementarnih dogadaja

10. listopada 2023.

1 Osnove kombinatorike
1.1 Osnovni principi prebrojavanja

Teorem 1 (Princip jednakosti). Neka su S i T konacni skupovi. Ako postoji
bijekcija medu njima, tada je
k(S) = k(T).

Teorem 2 (Princip sume). Nekajen € Ni Sy, ..., S, konacni skupovi takvi da
jeSiNS;j =0, cimjei # j (disjunktni). Tada je S U S, U ---U S, konacan skup
i vrijedi

k(S1USU---US,) =k(S1) + k(S2) + - - + k(S,).

Primjer 1. Iz jednog grada prema sjeveru vode 3 ceste, prema zapadu 2 ceste,
prema istoku 2 ceste i prema jugu 1 cesta. Na koliko se razli¢itih nac¢ina moze
cestom izadi iz toga grada?

Teorem 3 (Princip produkta). Nekajen € NiSy,...,S, konacni skupovi (ne
nuzno disjunktni). Tada je njihov Kartezijev produkt konacan skup i vrijedi

k(51 X Sy X -+ X Sn) = k(51)k(52) s k(Sn)

Primjer 2. Trebamo odabrati jedan par, mladic¢a i djevojku, iz razreda koji se sas-
toji od 21 djevojke i 5 mladic¢a. Na koliko razli¢itih na¢ina to moZemo napraviti?



Teorem 4 (Princip uzastopnog prebrojavanja). Nekasuzai=1,...,n dani
konacni skupovi A; sacinjeni od k; elemenata. Nadalje, nekaje T C A1 X---X Ay,
skup uredenih n-torki (a1, az, . . ., a,) definiranih na sljedeci nacin:

* proa komponenta ay moZe se birati na ki nacina;

* za svaku ve¢ izabranu prou komponentu, drugu komponentu ay moZemo
birati na ko razlicitih nacina;

* za svaki izbor komponenata a1, ay, . . . a,—1, n-tu komponentu a,, mozemo
odabrati na k,, razlic¢itih nacina.

Tada je
k(T)=ky---ky.

Zadatak 1. Muskarac na raspolaganju ima 4 kosulje, 3 kravate, 2 hlaca i 2
para cipela. Na koliko se razli¢itih na¢ina on moZe odjenuti?

Primjer 3. Iz grada A u grad B vode 4 ceste, a iz grada B u grad C vode 3 ceste.
Na koliko se razli¢itih nac¢ina moZze do¢i iz grada A u grad C preko grada B ?

1.2 Varijacije i permutacije

Definicija 1. Neka je A = {a1, ..., a,} skup koji se sastoji od n elemenata
i neka je r < n prirodan broj. Varijacija r-tog razreda u skupu A je svaka
uredena r-torka medusobno razli¢itih elemenata iz skupa A.

Broj varijacija r-tog razreda n-¢lanog skupa je

n!

Vi=nn-1)---n-r+1)= T

Primjer 4. Koliko ima medusobno razli¢itih "rije¢i" od 2 slova, a koliko od 3
slova iz skupa {M, O, R, E}?



Definicija 2. Svaku uredenu n-torku skupa od n elemenata zovemo per-
mutacija. Broj permutacija n-¢lanog skupa je

pn=V)=nn-1)---2-1=n!

Primjer 5. Na koliko razli¢itih nacina pet ljudi moZe stati u red?

Zadatak 2. Na koliko razlic¢itih nac¢ina moZzemo n osoba razmjestiti na n
mjesta oko okruglog stola?

Zadatak 3. Sest mugkaraca i pet Zena trebaju stati u red tako da alterni-
raju (poredani su na na¢in muskarac-Zena-muskarac-Zena...). Na koliko je
razlic¢itih nacina to moguce napraviti ?

Definicija 3. Neka je A = {a1, ..., a,} skup koji se sastoji od n elemenata.
Varijacija r-tog razreda s ponavljanjem skupa od n-elemenata je svaka
uredena r-torka elemenata iz skupa A. Broj takvih varijacija s ponavljenjem
jen’.

Primjer 6. Koliko ima binarnih nizova duljine 7?

Zadatak 4. Lokot na Sifru ima 4 koluta s 10 znamenki {0,1,...,9}. Lokot
se moZe otvoriti ako je na svakom kolutu ispravna znamenka. Koliko ima
razlicitih Sifri?

1.3 Kombinacije

Definicija 4. Neka je A = {a1,...,a,} skup koji se sastoji od n elemenata
i neka je r < n prirodan broj. Kombinacija r-tog razreda u skupu A je

svaki r-¢lani podskup skupa A. Broj kombinacija r-tog razreda skupa od

n elemenata je
LA n!
Cn = (r) Crl(n =)




Zadatak 5. U razredu ima 15 djecaka i 10 djevoj¢ica. Na koliko nacina
moZemo odabrati:

a) 3 djecaka,

b) 3 djecakai2 djevojcice,

c) jednak broj djecaka i djevojcica,

d) petero ljudi, od kojih su barem 3 djevojcice,

e) Cetvero ljudi, od kojih su najviSe 2 djecaka?

2 Slucajan pokus i prostor elementarnih dogadaja

2.1 Osnovni pojmovi

* pokus (eksperiment) odreden je uvjetima u kojima se odvija

¢ ishod pokusa nazivamo elementarni dogadaj, a on moze biti

— determiniran

- nedeterminiran (slucajan, stohasti¢an)

Primjer 7. Na raspolaganju imamo kutiju u kojoj se nalazi 10 bijelih kuglica.
Promotrimo pokus koji se sastoji od izvlacenja dvaju kuglica iz kutije. Sto
moZete reci o boji izvucenih kuglica?

Primjer 8. Promotrimo pokus koji se sastoji od zagrijavanja odredene koli¢ine
vode pod normalnim atmosferskim tlakom na temperaturu od 100°C. Rezultat
ovog pokusa jednoznacno je odreden uvjetima u kojima se pokus odvija, a sastoji
se od promjene agregatnog stanja vode (iz tekuceg u plinovito).

Primjer 9. Promotrimo bacanje simetri¢nog novcica i pri tome registrirajmo je
li ishod bacanja pismo (P) ili glava (G). Ukoliko je nov¢i¢ simetric¢an (ima oblik
pravilnog valjka) i napravljen je od homogenog materijala (teZiSte mu se nalazi
u sredistu pravilnog valjka), pri bilo kojem izvodenju pokusa ne moZemo sa
sigurnoscu tvrditi da ée pasti pismo ili glava. Dakle, rezultat bacanja nov¢ica nije
jednoznac¢no odreden uvjetima u kojima se odvija. Na osnovu toga zaklju¢ujemo



da je bacanje simetri¢nog nov¢ica slu¢ajan pokus ¢iji su mogudi ishodi elementi
sljedeceg dvoclanog skupa {P, G}.

Definicija 5. Svaki ishod slucajnog pokusa je jedan elementarni dogadaj i
oznacava se slovom w. Skup svih moguéih ishoda nekog slu¢ajnog pokusa
naziva se prostor elementarnih dogadaja i oznacava se s Q).

Definicija 6. Neka je dan konacan prostor elementarnih dogadaja QO =
{w1,..., wn}. Akoje A € Qondakazemo daje A slucajni dogadaj ili samo
dogadaj. Smatramo da se dogadaj A = {wy,, ..., ws } C Q realizirao (ili
dogodio) ako se u pokusu realiziraobilo kojiodishodaw,;, € A,i =1,...,r.

Primjer 10. Elementarni dogadaji iz Primjera 9 su P = {palo je pismo} i G =
{palaje glava}, a prostor elementarnih dogadaja je skup Q1 = {P, G}.

Primjer 11. Bacamo homogenu igra¢u kocku i biljeZimo broj koji se pojavio.
Tada je Q = {1,2,3,4,5,6}. Odredite dogadaje A = {pao je broj manji od 3} i
B = {pao je neparan broj}.

Zadatak 6. Konstruirajte prostor elementarnih dogadaja za sljedece slu-
¢ajne pokuse:

a) uzastopno bacanje simetri¢nog novcica dva puta,

b) istovremeno bacanje dvaju simetri¢nih igra¢ih kockica,

c) uzastopno bacanje simetri¢ne igrace kockice n puta,

d) slucajan izbor delegacije od dva <¢lana iz skupa osoba

{A,B,C,D,E,F}.

Zadatak 7. Slucajan pokus sastoji se od istovremenog bacanja simetri¢nog
novcica i simetricne igrace kockice, pri ¢emu se kao ishod registriraju
pojava pisma ili glave na nov¢ic¢u i broj na gornjoj strani kockice, tim
redom. Modelirajte prostor elementarnih dogadaja.




Zadatak 8. U kutiji se nalaze Cetiri papiri¢a numerirana brojevima 1, 2, 3, i
4. 1z kutije se na slucajan nacin izvlaci po jedan papiri€ i to:

a) bez vracanja, sve dok se ne izvuce papiri¢ na kojem je neparan broj;
b) sa vracanjem, sve dok se ne izvuce papiri¢ na kojem je neparan broj.

Ako se kao ishod ovog slucajnog pokusa registriraju izvuceni brojevi, mo-
delirajte pripadni prostor elementarnih dogadaja.

Zadatak 9. U kutiji imamo 15 kuglica: 8 crvenih, 2 bijele i 5 plavih. Odjed-
nom izvlac¢imo 4 kuglice. Koliko imamo razli¢itih moguénosti za odabir 2
crvene, 1 bijele i 1 plave?
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