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Diskretan slučajni vektor

Definicĳa 1. Neka je (Ω, ℱ , 𝑃) vjerojatnosni prostor pridružen slučajnom
pokusu. Funkcĳu (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) koja svakom ishodu slučajnog pokusa
𝜔 ∈ Ω pridružuje uređenu 𝑛-torku realnih brojeva (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) zovemo
𝑛-dimenzionalni slučajni vektor ako vrĳedi

{𝑋1 ≤ 𝑥1} ∩ · · · ∩ {𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛} ∈ ℱ

za sve 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R.

Definicĳa 2. Neka je Z = (𝑋,𝑌) slučajni vektor. Distribucĳe njegovih
komponenti dane su s

𝑋 ∼
(
𝑥1 𝑥2 . . .

𝑝1 𝑝2 . . .

)
, 𝑌 ∼

(
𝑦1 𝑦2 . . .

𝑞1 𝑞2 . . .

)
.

Distribucĳa vektora Z zadana je s

𝑝𝑖 𝑗 = 𝑃
(
Z = (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

)
= 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦 𝑗),

pri čemu je 𝑝𝑖 𝑗 ≥ 0 i
∑

𝑖 , 𝑗 𝑝𝑖 𝑗 = 1.

Uz pretpostavku da imamo konačno mnogo vrĳednosti 𝑥𝑖 i 𝑦 𝑗 , distribucĳu vek-
tora Z najčešće zapisujemo tablično
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𝑋/𝑌 𝑦1 𝑦2 𝑦3 . . . 𝑦𝑚
𝑥1 𝑝11 𝑝12 𝑝13 . . . 𝑝1𝑚 𝑝1
𝑥2 𝑝21 𝑝22 𝑝23 . . . 𝑝2𝑚 𝑝2
𝑥3 𝑝31 𝑝32 𝑝33 . . . 𝑝3𝑚 𝑝3
...

...
...

...
...

...

𝑥𝑛 𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 𝑝𝑛3 . . . 𝑝𝑛𝑚 𝑝𝑛
𝑞1 𝑞2 𝑞3 . . . 𝑞𝑚

Napomena 1. Distribucĳe slučajnih varĳabli 𝑋 i 𝑌 koje čine slučajni vektor
Z = (𝑋,𝑌) zovu se marginalne distribucĳe. One se lako iščitaju iz tablice
distribucĳe od Z

𝑋 ∼
(
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑛

)
, 𝑌 ∼

(
𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑚
𝑞1 𝑞2 . . . 𝑞𝑚

)
.

Definicĳa 3. Uvjetna distribucĳa od 𝑋 uz uvjet da je 𝑌 = 𝑦 𝑗 dana je
tablicom

𝑋 |𝑌=𝑦𝑗 ∼
(

𝑥1 𝑥2 . . .

𝑝1 |𝑌=𝑦 𝑗 𝑝2 |𝑌=𝑦𝑗 . . .

)
,

pri čemu je

𝑝𝑖 |𝑌=𝑦𝑗 =
𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦 𝑗)

𝑃(𝑌 = 𝑦 𝑗)
=

𝑝𝑖 𝑗

𝑞 𝑗
, 𝑖 = 1, 2, . . .

Napomena 2. Neka su 𝑋 i 𝑌 diskretne slučajne varĳable na (Ω, ℱ , 𝑃) s distribu-
cĳama

𝑋 ∼
(
𝑥1 𝑥2 . . .

𝑝1 𝑝2 . . .

)
, 𝑌 ∼

(
𝑦1 𝑦2 . . .

𝑞1 𝑞2 . . .

)
.

Slučajne varĳable 𝑋 i 𝑌 su nezavisne ako i samo ako

𝑝𝑖 𝑗 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦 𝑗) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑦 𝑗) = 𝑝𝑖𝑞 𝑗

za sve 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 te za sve 𝑗 = 1, . . . , 𝑚.
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Definicĳa 4. Neka je X = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) slučajni vektor na vjerojatnosnom
prostoru (Ω, ℱ , 𝑃). Ako je 𝐸 |𝑋𝑖 | < ∞ za svaki 𝑖, kažemo da postoji očeki-
vanje slučajnog vektora X koje je dano s

𝐸X =


𝐸𝑋1
...

𝐸𝑋𝑛

 .
Teorem 1. Ako su slučajne varĳable 𝑋 i 𝑌 nezavisne i ako postoje 𝐸𝑋 i 𝐸𝑌, tada
slučajna varĳabla 𝑋𝑌 ima očekivanje i vrĳedi

𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸𝑋 · 𝐸𝑌.

Kovarĳanca i koeficĳent korelacĳe

Definicĳa 5. Neka su 𝑋 i 𝑌 slučajne varĳable takve da postoje 𝐸𝑋, 𝐸𝑌 i
𝐸(𝑋𝑌). Tada definiramo kovarĳancu slučajnih varĳabli 𝑋 i 𝑌 s

Cov(𝑋,𝑌) = 𝐸
(
(𝑋 − 𝐸𝑋)(𝑌 − 𝐸𝑌)

)
= 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸𝑋 · 𝐸𝑌.

Teorem 2. Neka je (𝑋,𝑌) slučajni vektor za koji postoje 𝐸𝑋 i 𝐸𝑌. Ako su slučajne
varĳable 𝑋 i 𝑌 nezavisne, onda je Cov(𝑋,𝑌) = 0.

Obrat ovog teorema općenito ne vrĳedi. Ako je Cov(𝑋,𝑌) = 0, to ne znači
nužno da su slučajne varĳable 𝑋 i 𝑌 nezavisne. Za takve slučajne varĳable ćemo
reći da su nekorelirane.

Definicĳa 6. Broj

𝜌𝑋,𝑌 =
Cov(𝑋,𝑌)√

Var(𝑋)Var(𝑌)
∈ [−1, 1]

zove se koeficĳent korelacĳe slučajnih varĳabli 𝑋 i 𝑌.
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Zadatak 1. Slučajan pokus sastoji se od dva uzastopna bacanja simetričnog
novčića. Neka je (𝑋,𝑌) slučajni vektor pri čemu 𝑋 označava broj glava, a
𝑌 broj pisama koja se realiziraju u ta dva bacanja. Odredite

a) distribucĳu i marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

b) uvjetnu distribucĳu 𝑋 |𝑌=1,

c) koeficĳent korelacĳe 𝜌𝑋,𝑌 .

Zadatak 2. Neka je (𝑋,𝑌) slučajni vektor kod kojeg 𝑋 predstavlja broj
izlazaka trgovačkog putnika na teren, a𝑌 broj prodanih knjiga. Distribucĳa
slučajnog vektora zadana je tablicom

𝑋/𝑌 0 1 2 3 4 5 6
1 1/32 1/16 1/32 0 0 0 0
2 0 1/8 1/16 1/32 1/32 0 0
3 0 1/16 1/8 1/8 1/8 1/16 0
4 0 1/128 1/64 1/32 1/32 1/32 1/128

Odredite

a) marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

b) vjerojatnost da je trgovački putnik prodao četiri knjige, ako je dva
puta izašao na teren,

c) vjerojatnost da je trgovački putnik prodao barem četiri knjige, ako je
četiri puta izašao na teren.

Zadatak 3. Promotrimo slučajan pokus koji se sastoji od bacanja igraće
kockice dva puta zaredom. Neka je (𝑋,𝑌) slučajni vektor u kojemu 𝑋

predstavlja broj realiziranih trojki, a 𝑌 broj realiziranih dvojki. Odredite

a) distribucĳu i marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

b) uvjetnu distribucĳu 𝑋 |𝑌=1,

c) koeficĳent korelacĳe 𝜌𝑋,𝑌 .
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Zadatak 4. Bacamo dvĳe igraće kockice. Neka je 𝑋 manji, a 𝑌 veći od dva
pojavljena broja. Odredite

a) distribucĳu i marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

b) uvjetnu distribucĳu 𝑋 |𝑌=4,

c) vjerojatnost događaja 𝐴 = (𝑋 ≥ 2|𝑌 = 4) i 𝐵 = (𝑌 = 4|𝑋 ≥ 2).

Zadatak 5. Promotrimo slučajan pokus koji se sastoji od bacanja dvaju
novčića tri puta za redom. Novčić 𝐴 je simetričan (𝑃𝐴(𝐺) = 𝑃𝐴(𝑃) = 0.5),
ali novčić 𝐵 nĳe (𝑃𝐵(𝐺) = 0.25, 𝑃𝐵(𝑃) = 0.75. Neka je (𝑋,𝑌) slučajni vektor
u kojem 𝑋 predstavlja broj glava realiziranih bacanjem novčića 𝐴, a 𝑌 broj
glava realiziranih bacanjem novčića 𝐵. Odredite

a) distribucĳu i marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

b) uvjetnu distribucĳu 𝑋 |𝑌=2,

c) koeficĳent korelacĳe 𝜌𝑋,𝑌 .

Zadatak 6. Distribucĳa slučajnog vektora (𝑋,𝑌) zadana je s

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦 𝑗) =
{
𝑘(2𝑥𝑖 + 𝑦 𝑗), 𝑥𝑖 ∈ {1, 2}, 𝑦 𝑗 ∈ {1, 2},
0, inače.

Odredite

a) konstantu 𝑘,

b) marginalne distribucĳe slučajnog vektora (𝑋,𝑌),

c) 𝑃(𝑋 = 2|𝑌 = 2).
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Rješenja

1. 𝑋/𝑌 0 1 2
0 0 0 1/4 1/4
1 0 1/2 0 1/2
2 1/4 0 0 1/4

1/4 1/2 1/4

a)

𝑋 |𝑌=1 = 1 g.s.b)
𝜌𝑋,𝑌 = −1c)

2.
𝑋 ∼

(
1 2 3 4

1/8 1/4 1/2 1/8

)
,

𝑌 ∼
(

0 1 2 3 4 5 6
1/32 33/128 15/64 3/16 3/16 3/32 1/128

)a)

𝑃(𝑌 = 4|𝑋 = 2) = 1/8b)
𝑃(𝑌 ≥ 4|𝑋 = 4) = 9/16c)

3. 𝑋/𝑌 0 1 2
0 4/9 2/9 1/36 25/36
1 2/9 1/18 0 5/18
2 1/36 0 0 1/36

25/36 5/18 1/36

a)

𝑋 |𝑌=1 ∼
(

0 1
4/5 1/5

)
b)

𝜌𝑋,𝑌 = −1/5c)

4. 𝑋/𝑌 1 2 3 4 5 6
1 1/36 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 11/36
2 0 1/36 2/36 2/36 2/36 2/36 9/36
3 0 0 1/36 2/36 2/36 2/36 7/36
4 0 0 0 1/36 2/36 2/36 5/36
5 0 0 0 0 1/36 2/36 3/36
6 0 0 0 0 0 1/36 1/36

1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

a)

𝑋 |𝑌=4 ∼
(

1 2 3 4
2/7 2/7 2/7 1/7

)
b)

𝑃(𝑋 ≥ 2|𝑌 = 4) = 5/7, 𝑃(𝑌 = 4|𝑋 ≥ 2) = 5/16c)
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5. 𝑋 ∼ ℬ(3, 0.5), 𝑌 ∼ ℬ(3, 0.25)

𝑋 =

(
0 1 2 3

1/8 3/8 3/8 1/8

)
, 𝑌 =

(
0 1 2 3

27/64 27/64 9/64 1/64

)
,

X / Y 0 1 2 3
0 27/512 27/512 9/512 1/512 64/512
1 81/512 81/512 27/512 3/512 192/512
2 81/512 81/512 27/512 3/512 192/512
3 27/512 27/512 9/512 1/512 64/512

216/512 216/512 72/512 8/512

a)

𝑋 |𝑌=2
𝑑
= 𝑋b)

𝜌𝑋,𝑌 = 0c)

6. X / Y 1 2
1 3k 4k 7k
2 5k 6k 11k

8k 10k

, ⇒ 𝑘 = 1/18a)

𝑋 =

(
1 2

7/18 11/18

)
, 𝑌 =

(
1 2

4/9 5/9

)
b)

𝑃(𝑋 = 2|𝑌 = 2) = 3/5c)
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