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Procjena o£ekivanja, varijance i standardne devijacije

� varijabla - stupac u bazi podataka

� slu£ajna varijabla - model za varijablu

� procjena o£ekivanja slu£ajne varijable je aritmeti£ka sredina

podataka (x1, x2, . . . , xn)

x̄n =
1

n

n∑
i=1

xi

� procjena varijance slu£ajne varijable je korigirana varijanca

podataka (x1, x2, . . . , xn)

s2n =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄n)
2

� procjena standardne devijacije slu£ajne varijable je
√

s2n
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Zadatak - automobili.sta

a) Napravite histogram za varijablu potrosnja. Ima li smisla

modelirati potro²nju goriva ovog modela automobila koriste¢i

normalnu slu£ajnu varijablu?

b) Procijenite o£ekivanje i varijancu slu£ajne varijable kojom

modeliramo potro²nju automobila.

c) Procijenite vjerojatnost da je potro²nja goriva manja od 5.5.
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Jednostavni slu£ajni uzorak i procjenitelj

De�nicija 1. Jednostavni slu£ajni uzorak (j.s.u.) je slu-

£ajni vektor (X1,X2, . . . ,Xn) kojemu su komponente nezavisne

i jednako distribuirane.

� izmjerene podatke x1, x2, . . . , xn smatramo realizacijama

komponenti jednostavnog slu£ajnog uzorka
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Jednostavni slu£ajni uzorak i procjenitelj

De�nicija 2. Procjenitelj je slu£ajna varijabla dobivena na

temelju j.s.u. kojom modeliramo procjenu.

� npr. Xn = 1

n

∑n
i=1

Xi je procjenitelj za o£ekivanje slu£ajne

varijable X kojom se modelira neko obiljeºje

� procjena je jedna realizacija procjenitelja
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Intervalna procjena

De�nicija 3. Neka je γ ∈ (0, 1). Interval pouzdanosti γ

za procjenu neke numeri£ke karakteristike slu£ajne varijable je

interval koji ima slu£ajne varijable kao granice i odre�en je

zahtjevom da se stvarna vrijednost veli£ine nalazi u slu£ajnom

intervalu s vjerojatno²¢u barem γ.

� jedna realizacija intervala pouzdanosti γ koju odredimo na

temelju uzorka je obi£an interval realnih brojeva

� u barem 100γ% slu£ajeva izra£unati interval realnih brojeva

sadrºavat ¢e stvarnu vrijednost veli£ine koju procjenjujemo
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Intervalna procjena o£ekivanja za velike uzorke

� Xn za velike n ima pribliºno N (µ, σ2/n) distribuciju

� ako Xn standardiziramo

X n − EX n√
Var(X n)

=
X n − µ

σ

√
n

dobivena slu£ajna varijabla ima pribliºno N (0, 1) distribuciju

� neka je Z ∼ N (0, 1) i zγ broj za koji vrijedi

P(|Z | ≤ zγ) = γ

� uo£imo da γ predstavlja povr²inu ispod grafa funkcije gusto¢e

standardne normalne distribucije nad intervalom [−zγ , zγ ]

P(|Z | ≤ zγ) =
1√
2π

∫ zγ

−zγ

e−x2/2 dx = γ
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Intervalna procjena o£ekivanja za velike uzorke

−zγ zγ
x

f (x)

P(|Z | ≤ zγ) = γ
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Intervalna procjena o£ekivanja za velike uzorke

� ako uvrstimo Z ′ = X n−µ
σ

√
n umjesto Z , slijedi

P(|Z ′| ≤ zγ) = P
(
−zγ ≤ Z ′ ≤ zγ

)
= P

(
−zγ ≤ X n − µ

σ

√
n ≤ zγ

)
= P

(
X n − zγ

σ√
n
≤ µ ≤ X n + zγ

σ√
n

)
� dakle, vrijedi

P

(
µ ∈

[
X n − zγ

σ√
n
,X n + zγ

σ√
n

])
≈ γ
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Intervalna procjena o£ekivanja za velike uzorke

Ako je (x1, . . . , xn) realizacija j.s.u. iz slu£ajne varijable X i

γ ∈ (0, 1), onda ¢e u pribliºno 100γ% slu£ajeva interval[
xn − zγ

sn√
n
, xn + zγ

sn√
n

]
sadrºavati stvarnu (nepoznatu) vrijednost o£ekivanja µ slu-

£ajne varijable X .

xn - aritmeti£ka sredina uzorka

sn - standardna devijacija uzorka

zγ - broj za koji vrijedi P(|Z | ≤ zγ) = γ

Z - standardna normalna slu£ajna varijabla
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Primjer - automobili.sta

Intervalom pouzdanosti 95% procijenite o£ekivanu potro²nju goriva

danog modela automobila ako je

n = 300, x300 = 5.12, s300 = 0.97.

� zγ za γ = 0.95 odre�ujemo pomo¢u kalkulatora vjerojatnosti u

Statistici

zγ = 1.959964 ≈ 1.96

� uvr²tavanjem slijedi

x300 − zγ
s300√
300

≈ 5.01023

x300 + zγ
s300√
300

≈ 5.22977
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Primjer - automobili.sta

� realizacija intervala pouzdanosti 95% za o£ekivanje slu£ajne

varijable kojom je modelirana potro²nja je [5.01023, 5.22977]

� u Statistici:

Statistics → Basic Statistics → Descriptive Statistics →
Variables → Advanced → ozna£iti "Conf. limits for me-

ans interval" i odabrati vrijednost 95% → Summary

12



Zadatak - poduzetnici.sta

Intervalom pouzdanosti 95% i 97% procijenite o£ekivanu dob

poduzetnika. U kakvom su odnosu dobiveni intervali pouzdanosti?

Rje²enje:

� I0.95 = [41.35088, 43.85912]

� I0.97 = [41.21490, 43.99510]
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Intervalna procjena vjerojatnosti



Intervalna procjena vjerojatnosti doga�aja za velike uzorke

� ukoliko varijabla poprima samo dvije vrijednosti (npr. 0 i 1),

moºemo ju modelirati Bernoullijevom slu£ajnom varijablom

X ∼

(
0 1

1− p p

)
, p ∈ (0, 1)

� s obzirom da je EX = p, problem procjene vjerojatnosti p

svodi se na problem procjene o£ekivanja

� za procjenu vjerojatnosti uspjeha p, na osnovu n nezavisnih

ponavljanja pokusa, koristimo relativnu frekvenciju uspjeha u

uzorku

p̂ =
f1
n
,

pri £emu je f1 frekvencija uspjeha u uzorku

14



Intervalna procjena vjerojatnosti doga�aja za velike uzorke

� Z ′ = p̂−p√
p(1−p)

√
n ima pribliºno N (0, 1) distribuciju

� neka je zγ broj za koji vrijedi

P(|Z | ≤ zγ) = γ,

gdje je Z ∼ N (0, 1)

� pokazuje se da vrijedi

P

(
p ∈

[
p̂ − zγ

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂ + zγ

√
p̂(1− p̂)

n

])
≈ γ
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Intervalna procjena vjerojatnosti doga�aja za velike uzorke

Ako je p̂ relativna frekvencija jedinica u n-dimenzionalnom

uzorku iz Bernoullijeve distribucije i γ ∈ (0, 1), onda ¢e u

pribliºno 100γ% slu£ajeva interval[
p̂ − zγ

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂ + zγ

√
p̂(1− p̂)

n

]
,

sadrºavati pravu (nepoznatu) vrijednost vjerojatnosti p.

p̂ - relativna frekvencija jedinice (uspjeha) u uzorku

zγ - broj za koji vrijedi P(|Z | ≤ zγ) = γ

Z - standardna normalna slu£ajna varijabla
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Intervalna procjena vjerojatnosti doga�aja za velike uzorke

Broj elemenata u uzorku n je dovoljno velik za primjenu ovakvog

zaklju£ivanja ako interval[
p̂ − 3

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂ + 3

√
p̂(1− p̂)

n

]

ne sadrºi ni 0 ni 1.
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Zadatak - tvornica

Tvornica hrane ºeli provesti istraºivanje trºi²ta intervjuiraju¢i 1000

potro²a£a kako bi odredila koju marku pahuljica za doru£ak

preferiraju. Prikupljeni podaci pokazali su da 313 potro²a£a odabire

upravo marku tvornice koja je provela istraºivanje. Intervalom

pouzdanosti 95% procijenite vjerojatnost da slu£ajno odabrani

potro²a£ preferira pahuljice tvornice koja je provela istraºivanje.

Rje²enje: [0.284, 0.342]
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Zadatak - tvornica

� u Statistici:

Statistics → Power Analysis→ Interval Estimation →
One Proportion, Z, Chi-Square Test → unijeti vrijednost

relativne frekvencije uspjeha, dimenziju uzorka te nivo

pouzdanosti → Compute
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Zadatak - vrtic.sta

U nekom poduze¢u zaposleno je vi²e od 3000 ljudi. Uprava

poduze¢a ºeli ponuditi pomo¢ svojim zaposlenicima oko

organizacije £uvanja djece. Predloºene su dvije opcije - otvaranje

vrti¢a u sklopu poduze¢a ili pla¢anje dijela tro²kova £uvanja djece

koje bi roditelji organizirali sami. Da bi se utvrdilo koja je od ovih

dvaju mjera popularnija me�u zaposlenicima, odabran je uzorak od

60 roditelja s malom djecom koji su se izjasnili o tome koju opciju

preferiraju. Njihovi odgovori su ozna£eni na sljede¢i na£in:

� 0 - radije bih nov£anu pomo¢ za samostalno organiziranje

£uvanja djece

� 1 - radije bih da se otvori vrti¢ u sklopu poduze¢a.

Intervalom pouzdanosti 95% procijenite proporciju zaposlenika koji

preferiraju otvaranje vrti¢a u okviru poduze¢a.

Rje²enje: [0.51, 0.76]
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