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PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka temelji se na nastavi - viezbama koje smo posljed-
njih godina vodili na drugoj godini Prijediplomskog studija Matematika na
Odjelu za matematiku u sastavu Sveucilista Josipa Jurja Strossmayera u
Ostjeku iz kolegija Teorija brojeva. Sastoji se od cetiri poglavlja: Djeljivost,
Kongruencije, Kvadratni ostatci i Diofantske jednadzbe. Gradivo se izlaze
na primjeren i pristupac¢an na¢in. Pritom su u tekstu dana kratka, ali teme-
ljita teorijska objasnjenja koja se sastoje od rezultata potrebnih za uspjesno
prac¢enje gradiva. Potkrepljuju ih pomno odabrani i potpuno rijeseni raz-
novrsni primjeri i zadaci. Sve te primjere i zadatke preporuca se pozorno i
temeljito prouciti. Gradivo se moze temeljito svladati samo onda ako se rijesi
§to vedi broj raznovrsnih zadataka. Stoga nakon rjesenih zadataka cesto sli-
jedi odgovarajuéi zadatak za vjezbu, a na kraju svakog poglavlja, nakon seta
rijeSenih primjera i zadataka, slijede zadatci za samostalno rjesavanje. Za
zadatke koji nisu rijeSeni navedena su i njihova rjeSenja, a za neke postoje i
upute za uspjesno rjesavanje. Sve to moze pridonijeti boljem razumijevanju
i usvajanju gradiva.

Literatura usko povezana sa sadrzajem ovog priruc¢nika navedena je na
kraju zbirke zadataka i u njoj se moze na¢i neophodan pregled najvaznijih
pojmova i rezultata. Osim toga, moze posluziti i za nastavak samostalnog
rada u podruéju teorije brojeva. Na kraju priru¢nika nalazi se i indeks
osnovnih pojmova.

Vjerujemo da ¢e ovaj priru¢nik biti koristan nastavnicima i studentima
i drugih fakulteta tijekom pripremanja nastave iz kolegija sli¢ne tematske
strukture. Zahvaljujemo se recenzentima izv. prof.dr. sc. Zrinki Franusié¢ i
izv. prof. dr. sc. Ani Jurasié¢ te lektorici Marini Tomié, koji su svojim primjed-
bama i prijedlozima znacajno pomogli da ovaj tekst bude bolji. Takoder,
hvala svim studentima Fakulteta primijenjene matematike i informatike koji
su na bilo koji na¢in sudjelovali u pripremi zavrsne verzije ove zbirke zada-

taka.

U Osijeku, 1. rujna 2023. Mirela Jukié¢ Bokun

Ivan Soldo






Djeljivost

1. Definicija i osnovna svojstva djeljivosti

Na pocetku ovoga odjeljka navest ¢emo definiciju djeljivosti u skupu cijelih
brojeva.

Definicija 1.1. Neka su a,b € Z,a # 0. Ako postoji d € Z takav da je
b = ad kazemo da a dijeli b i piSemo a | b. U tom slucaju kaZemo da je a
djelitelj od b te da je b visekratnik od a.

Ako a ne digeli b, pisemo atb.

Primjer 1.1. Ako jen € Z oblikan = 5(k* + 1),k € Z, onda 5 | n.
Zadatak 1.1. Neka jen € Z. Ako 3 |n — 1, dokaZite da 3 | n + 2.

Rjesenje. Ako 3 | n — 1, onda postoji d € Z takav da je n — 1 = 3d.
Dodamo 1i i lijevoj i desnoj strani prethodne jednakosti broj 3, dobivamo
n+2=3(d+1). Zaklju¢ujemo da 3 | n + 2. <&

Oznakom @r_1ax_3 -..a1ap oznacavamo prirodni broj n oblika

n :ak_llok_l + ak_glok_2 + -+ a110 + aq,
a; € {0,1,...,9}, :=0,1,...,k—1, ax_1 #0.

Uoc¢imo da tako zapisan prirodni broj n ima k£ znamenki.
Zadatak 1.2. Ako je a = Ty, b =gz, dokaZite da 9 | a — b.

Rjesenje. 1z a = xy, b = yr slijedi

= 10z + vy,
b = 10y + .
Odavde slijedi da je a —b=9(x — y), tj. 9| a —b. O

1
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Zadatak 1.3. Dokazite da je zbroj svake tri uzastopne potencije broja 3
djeljiv s 39.

Zadatak 1.4. Neka je m € N pravi djelitelj prirodnog broja n, tj. m | n i
m # n. DokaZite da je m < %

Rjesenje. Buduéi da je m pravi djelitelj od n, postoji d € N, d # 1 takav
da je n = md. Ako pretpostavimo da je m > 5, dobivamo 2m > n = md.
Kako je m > 0, dijeljenjem prethodne nejednakosti s m dobivamo d < 2,
tj. d = 1. Dolazimo, dakle, do kontradikcije s d # 1 pa zaklju¢ujemo da ne
moze vrijediti m > . Stoga slijedi tvrdnja zadatka. O

Zadatak 1.5. Neka su a,b € Nyab = n. DokaZite da je a < \/n ili b < /n.

Iz definicije djeljivosti lako se moze zakljuciti (dokazite to za vjezbu) da
vrijede svojstva navedena u sljede¢oj propoziciji.
Propozicija 1.1. Neka su a,b,c € Z. Tada vrijedi:
(1) akoa|bib]c, ondaa|ec,
(2) ako a|b,b+#0, onda je |a] < b],
(3) akoa|bialc, ondaa|b+c,alb—c albe,
(4) akoa |bib]|a, onda je |a| = |b].

Zadatak 1.6. Neka je n € Z takav da 5 | n+ 2. Koji je od sljedeéih izraza
djeljiv s 5:

(a) n? — 4,

(b) n? + 4n,
(¢) n®+8n+17,
(d) n*—17
Rjesenje. 1z 5 | n+ 2 slijedi da postoji d € Z takav da vrijedi n+2 = 5d.

(a) Kako je n? —4 = (n—2)(n+2) = 5d(n — 2), slijedi da je n? — 4 djeljiv
s .

(b) Uocimo da vrijedi n? +4n = (n+2)? —4 = 25d% — 4 = 5k — 4,k = 5d>.
Ako 5 | n? + 4n, iz prethodnog izraza slijedi 5 | 5k — 4, tj. 5 | —4 pa
dobivamo kontradikciju. Zakljuéujemo da izraz n?+4n nije djeljiv s 5.
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(c) Iz

n?+8n+17 = (n+2)*+4n+13
(n+2%+4(n+2)+5
= 25d%+20d + 5
= 5(5d* +4d+1)

slijedi 5 | n? + 8n + 17.
(d) Izraz n* — 1 dovodimo u vezu s n + 2 na sljedeéi nagin:

nt—1 = nt—16415
= (n*—4)(n*+4)+15
= (n—2)(n+2)(n*+4)+15.

Kako je n + 2 = 5d, odavde, kao i ranije, zaklju¢ujemo da 5 | n* — 1.
O

Zadatak 1.7. Odredite sve n € Z sa svojstvom n+ 1| n? + 1.

Rjesenje. Odmah vidimo n # —1.
1. na¢in: Uocimo da vrijedi

nPtl=n*-14+2=(n-1)(n+1)+2.

Ako n+1 | n?+1, iz prethodne jednakosti zalju¢ujemo n+1 | 2. Cjelobrojni
djelitelji broja 2 su —1,1,-2,2 pajen+1 € {—2,—1,1,2}. Odavde slijedi
n e {-3,-2,0,1}.

2. nac¢in: Podijelimo 1i polinom n? 4+ 1 polinomom n + 1, dobivamo

n?+1 2
—n—14——.
n+1 n+1
Pretpostavka n + 1 | n? + 1 povlaci da je ’;fj_rll € Z pa zbog prethodne
jednakosti vrijedi nil € Z. Odavde zakljucujemo da 2 | n + 1 pa nastavak

ide kao u prvom nacinu rjeSavanja. &
Zadatak 1.8. Odredite sve n,k € Z za koje je k(n —3) = 3n.

Zadatak 1.9. Dokazite da postoji beskonacno mnogo razlicitih prirodnih
brojeva a, b, c takvih da je zbroj svaka dva od njih djeljiv s trecim.
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Rjesenje. Bez smanjenja opcéenitosti neka su a,b,c € N takvi da je
a < b < c1ipretpostavimo a | b+ ¢,b | a + ¢,¢ | a +b. Tada postoje
di,do,ds € N takvi da vrijedi

b+c = ad,
a+c = bds,
a+b = cds.

Kako je a < b < ¢, iz (1.3) slijedi a + b = c¢d3 < 2¢. Odavde je d3 < 2 pa je
ds =1 (jer je d3 € N). Vrijedi, dakle,

a+b=c. (1.4)

Uvrstimo li tu jednakost u (1.2), dobivamo 2a + b = bda, odnosno 2a =
b(da — 1) < 2b. Odavde je 0 < d2 —1 < 2 pa je do = 2, odnosno b = 2a.
Jednakost (1.4) povlac¢i ¢ = 3a. No onda je b+ ¢ = 5a pa zaklju¢ujemo da
vrijedi (1.1) (uz di = 5). Stoga brojevi oblika a, 2a, 3a,a € N zadovoljavaju
trazene uvjete i ima ih beskona¢no mnogo. <&

Sljedeéi rezultat sadrzi vazno svojstvo djeljivosti, ima Siroku primjenu i
¢esto ¢e biti koristen u daljnjem tekstu.

Teorem 1.1. (Teorem o dijeljenju s ostatkom, [3]) Zaa e Nibec Z
postoje jedinstveni q,r € Z takvi da vrijedi

b=ag+r, 0<r<a.

Primjer 1.2. Podijelimo li broj —21 s 5, prema Teoremu o dijeljenju s
ostatkom dobivamo —21 = 5(—5) + 4.

Napomena 1.1. Iz Teorema o dijeljenju s ostatkom zakljucujemo da se, za
n € N, proizvoljan z € Z moZe zapisati u tocno jednom od sljedecih oblika:

nk,nk+1,... nk+n—1,
za neki k € 7.

Primjer 1.3. Cijeli broj n moZe biti paran ili neparan, tj. moZe se prikazati
u obliku 2k ili 2k + 1.

Cijeli broj n moZe se prikazati u jednom od sljedeéih oblika: 3k, 3k + 1,
3k + 2.
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Zadatak 1.10. Dokazite da za svaki n € Z vrijedi:
(a) 2[n(n+1),
(b) 3| n®—n.

Rjesenje.

(a) Ako je n paran, tj. postoji k € Z takav da je n = 2k, onda 2 | n pa
2| n(n+1). Ako je n neparan, tj. postoji k € Z takav da je n = 2k+1,
ondajen+1=2(k+1)pa2|n+1, odnosno 2 | n(n+1).

Zadatak smo mogli rijesiti i tako da uoc¢imo da je n(n + 1) umnozak
dvaju uzastopnih cijelih brojeva pa je jedan od njih djeljiv s 2.

(b) Kako je n®> —n = (n — 1)n(n + 1) umnozak triju uzastopnih cijelih
brojeva, jedan od njih mora biti djeljiv s 3.

<&

Definicija 1.2. Kazemo da je n € N (potpun) kvadrat ako postoji m € N
takav da je n = m?. Pisemo in = .

Zadatak 1.11. Dokazite:

(a) Ako je n € N potpun kvadrat, onda je oblika 4k ili 4k + 1, za neki
keZ.

(b) Ni jedan cijeli broj oblika 4k + 3 ne moze se prikazati kao zbroj dvaju
kvadrata.

(¢) Zbroj kvadrata dvaju neparnih cijelih brojeva ne moZe biti potpun kva-
drat.

Rjesenge.

(a) Kako se svaki cijeli broj moze prikazati u obliku 2k ili 2k + 1, za-
klju¢ujemo da su potpuni kvadrati sljedeceg oblika:

(2k)? = 4k* = 4K,
(2k+1)% = 4k +4k+1=4(k*+ k) +1=4K + 1.

Time je tvrdnja dokazana.
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Provjerimo kojeg oblika moze biti zbroj dvaju kvadrata, tj. zbroj
oblika 22 + y2, z,y € Z. Prema prethodnoj tvrdnji, 22, y> mogu biti
oblika 4k ili 4k+1. Promatranjem svih mogu¢ih kombinacija dobivamo
sljedece:

’ 2 ‘ » H$2+3/2
4k 4] 4m
4k 41 4+11| 4m+1 |

dk+1|4+1| 4m+2

4k + 1 41 dm+1

Uocimo da je posljednji redak gornje tablice analogan drugom retku
(jedan od kvadrata djeljiv je s 4, a drugi daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 4) i nije ga potrebno posebno razmatrati. Iz tablice zakljucujemo da
zbroj dvaju kvadrata ne moze biti oblika 4m + 3.

Iz tablice u prethodnom dijelu zadatka zaklju¢ujemo da je zbroj kva-
drata dvaju neparnih cijelih brojeva oblika 4m + 2, a prema prvom
dijelu zadatka slijedi da broj oblika 4m + 2 ne moze biti potpun kva-
drat.

<&

Zadatak 1.12. Dokazite:

(a)
(b)
()
(d)

Kvadrat bilo kojeg cijelog broja je oblika 3k ili 3k + 1, za neki k € Z.
Ako 3| a®+b%, onda3|ai3|b.
V'3 iracionalan je broj.

Za sve a,b € 7 vrijedi 3 | ab(b® — a?).

Rjesenge.

(a)

(b)

Kako se svaki cijeli broj moze prikazati u obliku 3k, 3k + 1 ili 3k + 2,
analogno, kao u prethodnom zadatku, slijedi tvrdnja.

Neka 3 | a® + b%. Pretpostavimo 3 { a ili 3 1b. To znaéi da 3 ne dijeli
oba broja ili 3 jedan broj dijeli, a drugi ne dijeli. Prema prvom dijelu
zadatka dobivamo:

[ a® [ ¥ [a®+0%]
3k+1] 31 [[3m+1]
3k+1[30+1]3m+2

Zakljuéujemo da 3t a® + b2 pa smo dobili kontradikciju.
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(¢) Pretpostavimo da je V3 = g te da su p i ¢ maksimalno skrac¢eni. Tada
jed= Z—;, odnosno p? = 3¢?. Odavde zaklju¢ujemo da 3 | p?, a onda i
3| p paje p = 3p1, za neki p; € Z. Uvrstimo li tu relaciju u p? = 3¢2,
dobivamo ¢* = 3p?. Odavde zaklju¢ujemo da 3 | ¢, odnosno 3 | q.
Zakljucili smo da su i p i ¢ djeljivi s 3 pa nisu maksimalno skraceni i
time smo dosli do kontradikcije.

(d) Ako 3 | aili 3|b, onda 3 | ab(h® — a?). U suprotnom 3 {a i3 1b pa
je prema prvom dijelu zadatka a? = 3k + 1, a b> = 31 + 1. No onda
je a? —b? = 3(k — 1) pa 3 | a> — b2, odnosno 3 | ab(b? — a?). Time je
tvrdnja dokazana.

<

Zadatak 1.13. Dokazite:
(a) Cetvrta potencija bilo kojeg cijelog broja je oblika 5k ili 5k + 1.

(b) Za sve a,b € Z vrijedi 5 | ab(a* — b*).

Uocimo da su u prvim tvrdnjama prethodnih triju zadataka dani moguéi
oblici nekih potencija cijelih brojeva i mogu se koristiti pri rjeSavanju zada-
taka vezanih uz djeljivost.

Zadatak 1.14. Dokazite da razlika dvaju susjednih potpunih kubova nije
djeljiva s 2.

Zadatak 1.15. Pokazite da je svaki cijeli broj oblika 6k 4+ 5 wvijek i oblika
3m + 2, ali obrat ne vrijeds.

Rjesenje. Kako je
6k+5=32k+1)+2=3m+2,
tvrdnja je zadovoljena. Kako bismo pokazali da obrat tvrdnje ne vrijedi,
trebamo naéi kontraprimjer. Jasno je da vrijedi 8 = 3 -2 4+ 2. Medutim,

8 = 6k + 5 povlaci k = %, §to je nemoguce. O

Zadatak 1.16. Dokazite da je kub bilo kojeg cijelog broja oblika 9k, 9k + 1
ili 9k — 1.
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Definicija 1.3. Neka sua,b € Z. Akod | aid|b, onda je d zajednicki dje-
litelj brojeva a i b. Ako je barem jedan od brojeva a i b razli¢it od nule, onda
postoji samo konacno mnogo zajednickih djelitelja brojeva a i1 b. Najveéi ta-
kav djelitelj naziva se najveéi zajednicki djelitelj brojeva a i b i oznacava se
s (a,b).

Analogno, (ai,...,an,) najveéi je zajednicki djelitelj brojeva aq,...,an
koji nisu svi jednaki 0.

Iz definicije je jasno da vrijedi (a,b) € Ni (a,b) = (b,a) = (—a,b).

Definicija 1.4. Ako je (a,b) = 1, kaZemo da su a i b relativno prosti brojevi.
Analogno, ako je (ai,...,an) = 1, kaZemo da su ay,...,a, relativno prosti
brojevi.

Ako je (aj,a;) = 1,01 # j, i,j € {1,2,...,n}, kaZemo da su ay,...,a, u
parovima relativno prosti brojeuvi.

Zadatak 1.17. Ako su aq,...,a, u parovima relativno prosti, onda su 1
relativno prosti. Obrat te turdnje ne vrijedi. DokaZite.

Rjesenje. Neka su ay,...,a, u parovima relativno prosti i neka je d =
(a1,...,ayn). Kako d | a1 i d | ag slijedi da je d zajednicki djelitelj brojeva
a1 i ag. Kako su ap i a9 relativno prostiid € N, slijedi d = 1.

Da bismo pokazali da relativno prosti brojevi ne moraju biti u parovima
relativno prosti, promotrimo sljedeéi primjer: (2,3,6) =1, ali (2,6)= 2. ©

Zadatak 1.18. Dokazite:
(a) Ne postoje a,b € Z takvi da je (a,b) =3 ia+b=65.
(b) Postoje a,b € Z takvi da je (a,b) =5 i a+ b = 65.
Rjesenje.
(a) Pretpostavimo da postoje a,b € Z sa svojstvom (a,b) = 31ia+b = 65.

Kako 3 | @13 | b, iz a4+ b = 65 dobili bismo 3 | 65 pa bismo imali
kontradikciju.

(b) Neka su a,b € Z takvi da je (a,b) =5ia+b=65. Tada je a = bz, b=
5y, za neke x,y € Z te je

65 =a+b=>5(x+y).

Odavde je  + y = 13 pa postoji beskona¢no mnogo takvih cijelih
brojeva i odredeni susy =13 —z,x € Z.

<&
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2. Euklidov algoritam

Pojam najveéeg zajednickog djelitelja dvaju cijelih brojeva a i b susreli smo
veé u osnovnoj i srednjoj Skoli. Sada ¢emo opisati Euklidov algoritam, vrlo
ucinkovitu metodu za pronalazenje najveteg zajednickog djelitelja dvaju ci-
jelih brojeva. Euklidov algoritam jedan je od najstarijih algoritama. Spo-
minje se u djelu Elementi koje je napisao Euklid (4.-3. st.pr.Kr.) te je tako
i dobio ime.

Neka je a € N, b € Z. Pretpostavimo da smo uzastopnom primjenom
Teorema o dijeljenju s ostatkom dobili sljedeéi niz jednakosti:

b = aq +r1, 0<r <a,
= 71q2 + 72, 0<ryg <y,
L= Toq3 + 73, 0<r3 <ry,
(2.1)
Tp—2 = Tp-1Qn + Tn, 0< Tn < Tn—1,
'n—1 = Tndn+1.
Tada je r, = (a,b) (vidi [3]).
Lako se vidi da je r1, aondairy paisvakir;,i € {1,2,...,n} cjelobrojna

linearna kombinacija brojeva a i b. Stoga postoje xg, yo € Z takvi da je
azo + byo = (a,b).

Prethodna jednakost naziva se Bézoutov identitet. Odavde slijedi da jed-
nadzba ax + by = (a,b) ima rjeSenje. To je primjer linearne diofantske
jednadzbe s dvjema nepoznanicam. Diofantske jednadzbe su jednadzbe kod
kojih trazimo rjeSenja u skupu cijelih brojeva. Vise o ovoj temi bit ¢e nave-
deno u cetvrtom poglavlju ove zbirke zadataka.

Napomena 2.1.

(1) MnoZenjem svake jednakosti u Euklidovom algoritmu s d > 0 dobiva

se (da,db) = d(a,b).

(2) Iz Bézoutovog identiteta odmah slijedi da ako d | a i d | b, onda d |
(a,b).
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Primjer 2.1. Euklidovim algoritmom odredimo (819,165). Vrijedi

819 = 165-4+ 159,
165 = 159-1+46,
159 = 6-26+4 3,

6 = 3-2.

Zakljucujemo da je (819,165) = 3. Iz prethodnog niza jednakosti slijedi

3 = 159—6-26
159 — (165 — 159)26
27159 — 26 - 165

27(819 — 4 - 165) — 26 - 165
= 27-819— 134 165.

Stoga je (x,y) = (27,—134) jedno rjesenje diofantske jednadzbe
819z + 165y = (819, 165).

Teorem 2.1. ([3]) Neka su a,b € Z\{0},m € Z. Jednadzba ax + by = m
ima cjelobrojnih rjesenja ako i samo ako (a,b) | m.

Lako se vidi da iz prethodnog teorema slijedi sljedeéi korolar.

Korolar 2.1. Vrijedi: (a,b) =1 ako i samo ako jednadzba ax +by =1 ima
cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 2.2. Uocimo da za svaki k € Z vrijedi jednakost
6(7k +6) 4+ (=7)(6k +5) = 1.
Prethodni korolar povlaci da je (Tk + 6,6k +5) =1, za svaki k € Z.
Zadatak 2.1. Neka je n € N. Odredite d = (n!+1,(n+ 1)! +1).
Rjesenje. Kako je
n=m+1n'+1)=1-[(n+D!+1],

slijedi da d | n. No kako d | n! + 1, odavde slijedi da d | 1. Zaklju¢ujemo da
jed=1. &
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Zadatak 2.2. Ako je (a,b) = 1, odredite sve moguce vrijednosti parametra
d = (2a +b,a+ 2b).

Rjesenje. Uocimo da d dijeli svaku linearnu kombinaciju brojeva 2a + b
ia+2btj. d]| (2a+b)x + (a+2b)y, za sve x,y € Z. Zax =2,y = —1
dobivamo da d | 3a, a za = —1,y = 2 dobivamo da d | 3b. Iz d | 3aid | 3b
slijedi d | (3a,3b) = 3(a,b) = 3 (primijeni se svojstvo (1) iz Napomene 2.1.).
Zakljucujemo da je d = 1 ili d = 3. Pokazimo joS da se obje vrijednosti
dostizu: za a =b=1 dobivase d=3,azaa=1,0=2dobivased=1. <

Sljede¢i zadatak sadrzi neka korisna svojstva najvecéeg zajednickog dje-
litelja dvaju cijelih brojeva i moze se koristiti u rjesavanju iduc¢ih zadataka.

Zadatak 2.3. Koristeéi Bézoutov identitet dokazZite da vrijedi:
(a) Akoa|c,b|ci(a,b) =1, onda ab |c.
(b) Ako je (a,b) =d, a = zd,b = yd, onda je (z,y) = 1.
(¢) Ako a|bc i (a,b) =1, ondaa|ec.
(d) Ako je (a,b) =1,(a,c) =1, onda je (a,bc) = 1.

Rjesenje. Pokazat ¢emo samo tvrdnju (a), a ostale se mogu dokazati
za viezbu. Iz a | ¢ib | ¢ slijedi ¢ = ax i ¢ = by, za neke z,y € Z, dok iz
(a,b) = 1 slijedi kako postoje u,v € Z sa svojstvom au+bv = 1. Mnozenjem
te jednakosti s ¢ dobiva se acu + bcv = c¢. Uvrstavanjem jednakosti ¢ = by
umjesto broja ¢ u prvom izrazu s lijeve strane te uvrStavanjem ¢ = ax
umjesto broja ¢ u drugom izrazu s lijeve strane dobivamo

ab(uy + zv) = c.
Slijedi ab | c. &
Napomena 2.2.

(1) Uocite da iz a | c i b | c ne mora slijediti da ab | ¢ (tj. wvjet (a,b) =1
u prethodnom zadatku je nuzan). Primjerice, 2 |12 i 4|12, ali 8 12.

(2) Metodom matematicke indukcije moZe se pokazati da vrijedi sljedece
poopéenge turdnje iz prethodnog zadatka: Ako m; | ¢,i = 1,...,n i
mi, ..., My Su u parovima relativno prosti brojevi, onda my ---my, | c.

Zadatak 2.4. Dokazite da 6 | n(n+1)(2n+ 1), za sve n € Z.
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Rjesenje. Ranije smo se veé¢ podsjetili da 2 | n(n + 1) pa odmah slijedi
2 nn+1)2n+1).

Promotrimo sada djeljivost s 3. Ako 3 | n ili 3 | n + 1, slijedi 3 |
nn+1)(2n+1). Ako3{tni34n+1, onda 3 | n+ 2 pa postoji k € Z
takav da je n +2 = 3k, tj. n =3k — 2. No onda je 2n+1 = 3(2k — 1) pa
zakljucujemo da 3 | 2n + 1, odnosno 3 | n(n + 1)(2n + 1).

Kako 2 | n(n+1)(2n+1), 3| n(n+1)(2n+1) i (2,3) = 1, zaklju¢ujemo
da vrijedi tvrdnja. &

Zadatak 2.5. DokaZite da je za svakin € Z broj n® —n djeljiv s 30, a ako
je n neparan, onda je djeljiv i s 240.

Zadatak 2.6. Neka su a,b,c € Z takvi da 6 | a + b+ c. DokaZite da
6| a®+ 0%+ 3.

Rjesenje. Znamo da postoji k € Z takav da je a + b+ ¢ = 6k. Uocimo
da vrijedi

SG+*+3 = G+ +S—a—-b—ct+a+bte
= & —a+b®—b+c—c+6k (2.2)

Ranije smo veé pokazali (Zadatak 1.10.) da 3 | n3—n, zasve n € Z. Analogno
se zakljuci da 2 | n® — n. Kako je (2,3) = 1, zaklju¢ujemo da 6 | n® —n, za
sve n € Z. Odavde slijedi da 6 | (a® —a) + (b3 — b) + (¢ — ¢). Iz (2.2) onda
dobivamo da 6 | a® + b3 + 3. <&

Zadatak 2.7. Neka sun,ni,ng € N takvi da n | nyne i ni jedan od brojeva
n1 1 ng nije djeljiv s n. DokaZite da je broj

d= (n ’m) (2.3)
djelitelj brojan 11 < d < n.
Rjesenge. 1z (2.3) slijedi
ning ni
— ) =—. 2.4
(n1, n ) d (2.4)

1z Bézoutovog identiteta zakljuc¢ujemo da postoje =,y € Z takvi da vrijedi

ninz n1

y:E'

nix +
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Mnozenjem prethodne jednakosti s n% dobivamo

d
dx—i—nQ LA

1. (2.5)

Odavde zakljucujemo da je "QTdy € Z pa postoji k € Z takav da je nody =
nk. Uvrstavanjem te jednakosti u (2.5) dobivamo dz + k = 1. Prema
Korolaru 2.1. je (d,k) = 1, a zatim nady = nk povlaci da d | n, Sto je i
trebalo pokazati.

Uocimo da je d zadan s (2.4) prirodni broj. Kako je, uz to, i djelitelj
broja n, zaklju¢ujemo da je 1 < d < n. Dokazimo da je d # 11id # n.
Uoc¢imo da vrijedi:

e Ako je d = 1, onda bi prema (2.4) zakljucili n; | *1*2. No onda bi
postojao t takav da je ™2 = tny, odnosno ng = tn, tj. n | np. Time
smo dosli do kontradikcije.

e Ako je d =n, onda iz (2.4) slijedi (n1, 222) = 2 odnosno n | ny §to
je opet kontradikcija.

Time je pokazano da je 1 < d < n. &

Napomena 2.3. Ako su q; i r; kao u Euklidovom algoritmu (2.1), onda se
jedno rjesenje jednadzbe bx + ay = (a,b) moze dobiti na sljedeéi nacin:

x1=1, 20=0, x =xi—2— ¢xi-1;
y-1=0, yo=1, Y =vi—2 — @i¥i-1; 1=1,2,...,n,
bry, + ay, = (a,b).

Ova tvrdnja dokazuje se matematickom indukcijom.

Algoritam koji se temelji na Euklidovom algoritmu, a kojim se, osim
najveceg zajednickog djelitelja dvaju brojeva, odreduje i rjesenje polazne li-
nearne diofantske jednadzbe naziva se prosireni Euklidov algoritam.

Zadatak 2.8. Dokazite da, uz oznake kao u prethodnoj napomeni, za © =
0,...,n+ 1 vrijeds
Ti1Yi — Tiyi-1 = (=1)"

te (ziy:) = 1.
Primjer 2.3. Odredimo z,y € Z takve da vrijedi:

2372 + 173y = (237,173).
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Primijenimo li Euklidov algoritam na brojeve a = 237,b = 173, dobivamo
sljededi niz jednakosti:

237 = 1731+ 64,
173 = 64-2+45,
64 = 45-1+ 19,

45 = 19247,

19 = 7-245,
= 5-1+2
= 2.241,
= 2.1

Dakle, uocavamo da je (237,173) = 1. Koristenjem rekurzivnih formula iz
Napomene 2.3. vrlo brzo i efikasno moZemo dobiti rjesenje (x,y) polazne
jednadzbe. Racun pisemo u sljedecem tablicnom obliku:

i 1o 1] 2] 3] 4] 5| 6] 7
i 1] 2] 1] 2 2 1 2
x; 110 1] -2 3]-8 19 | —27 73
i ol1]—-1] 3|—-4] 11]-26| 37| -=100

Dakle; ($,y) = ($7ay7) = (73’ _100)
Zadatak 2.9. Odredite x,y € Z takve da vrijedi
50x + Tly = 1.

Rjesenje. Primjenom Euklidova algoritma dobivamo:

50 = 71-0+ 50,
71 = 50-1+21,
50 = 21-2+8,
21 = 8-2+5,

8 = 5-1+3,
5 = 3-1+2,
3 = 2.141,
2 = 1.2
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Uocimo da je 50 > 71 pa je prvi kvocijent jednak 0 i u sljedec¢oj tablici
imamo jednu iteraciju viSe no Sto je uobicajeno, tj.:
i|-1]o1| 2| 3| 4| 5| 6| 7
qi 0 1 2 2 1 1 1
1
0

-1| 3| -7] 10| —-17| 27
1|—=2| 5| -7 12| -19

Yi 01

Rjesenje polazne jednadzbe je (z,y) = (z7,y7) = (27, —19).

Napomenimo kako zadatak mozemo rijesiti i uvodenjem supstitucije z =
Y,y = X pa potpuno analogno promatramo jednadzbu 71X + 50Y = 1.
Tako bismo u prethodnoj tablici izbjegli dodatnu iteraciju i prvi bi nam
kvocijent bio razli¢it od nule. &

Zadatak 2.10. Odredite x,y € Z takve da vrijedi

435z — 303y = (435, 303).

3. Prosti brojevi

Proucavanje prostih brojeva oduvijek je bio vrlo vazan dio teorije brojeva.
Njima su se bavili i starogréki matematicari ve¢ u ¢etvrtom stolje¢u prije
Krista. U ovom ¢emo odjeljku istaknuti osnovna svojstva prostih brojeva i
njihovu ulogu u faktorizaciji prirodnih brojeva te ¢emo pokazati primjenu
navedenih svojstava u rjeSavanju zadataka.

Definicija 3.1. Neka jen € Nyn > 1. Ako su 1l in jedini pozitivni djelitelji
broja n, kaZemo da je n prosti broj. U suprotnom je n sloZen broj.

Primjer 3.1. Ako je p prosti broj i p = ab, a,b € N, onda mora biti a = 1
(itb=p)ilib=1 (ia=0p).

Zadatak 3.1. Odredite sve n € N za koje je n?> — 1 prosti broj.
Rjesenje. Kako jen?—1 = (n—1)(n+1), n je prirodni brojin—1 < n+1,

zakljuéujemo da mora biti n—1 = 1, tj. n = 2. Jer je 22 —1 = 3 prosti broj,
zaklju¢ujemo da je n = 2 jedini moguéi prirodni broj s tim svojstvom. <
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Napomena 3.1. Pogledajmo moguce oblike cijelih brojeva i odgovarajuce
oblike prostih brojeva:

’ z€eZ p prost
2k, 2k + 1 2,2k +1

3k, 3k +1,3k+2 3,3k+1,3k+2

4k, 4k + 1,4k 4+ 2,4k + 3 2,4k + 1,4k + 3

6k,6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k +4,6k+5| 2,3,6k+ 1,6k +5

Teorem 3.1. (Osnovni teorem aritmetike, [3]) Svaki prirodni broj veéi
od 1 moZe se prikazati u obliku umnoska prostih brojeva. Ta faktorizacija
jedinstvena je do na poredak prostih faktora.

Prema Osnovnom teoremu aritmetike zaklju¢ujemo da za svaki n €
N,n > 2 postoje o; € N i p; prosti brojevi za i € {1,2,...,k} takvi da
vrijedi

n=plt . plt,

Prethodni rastav naziva se kanonski rastav broja n na proste faktore.
Teorem 3.2. ([3]) Prostih brojeva ima beskonacno mnogo.

Kanonski rastav prirodnog broja n na proste faktore moze se zapisati i

na ovaj nacin:
n= H P, oy € Ny,
P prost

pri ¢emu je a, = 0 ako p { n. Stoga u gornjem rastavu samo za konac¢no
mnogo prostih brojeva p vrijedi a;, # 0. Napomenimo da ¢emo u takvom
zapisu u nastavku podrazumijevati da umnozak ide po prostim brojevima p
te ¢emo ispustati opis ”prost”.

Zadatak 3.2. Dokazite da prostih brojeva oblika 4k + 3 ima beskonacno
mnogo.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da prostih brojeva oblika 4k + 3
ima kona¢no mnogo. Neka su to brojevi p1,...,p,. Promotrimo broj

M =4py---p, — 1.

Uoc¢imo da je M neparan pa nije djeljiv s 2 i moguéi prosti faktori od M
oblika su 4k + 1 ili 4k 4+ 3. Nadalje, M ne moze imati proste faktore oblika
4k + 3 jer nije djeljiv ni s jednim p;,7 = 1,...,n. Stoga su svi prosti djelitelji
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broja M oblika 4k + 1. Lako se vidi da je umnozak kona¢no mnogo brojeva
oblika 4k + 1 opet broj oblika 4k + 1 pa zaklju¢ujemo da je M oblika 4k + 1.
Kako je

M=4p1---pn—1=4p1--pn—4+3=4m+3, m=p1---p, — 1,

polazna pretpostavka dovela nas je do kontradikcije pa prostih brojeva oblika
4k + 3 ima beskona¢no mnogo. &

Definicija 3.2. Neka su a,b € Z\{0}. Najmanji prirodni broj koji je dje-
ljiv i sa a i sa b naziva se najmanji zajednicki visekratnik brojeva a i b, a
oznacava se s [a,b].

Analogno se definira najmangji zajednicki visekratnik brojeva aq, ..., a, €
Z\{0} i oznacava s [ay,...,an].

Primjer 3.2. Najymanji zajednicki visekratnik brojeva 36 i 24 je 72, tj.
[36,24] = 72.

Prisjetimo se: najmanji zajednicki visekratnik u sSkolskoj matematici
pojavljuje se prilikom odredivanje najmanjeg zajednickog nazivnika dvaju
razlomaka.

Napomena 3.2. Ako je a = Hp p*P b= prﬁp, onda vrijedi
(1) a| b povlaci da je oy, < Bp,
(2) (a,b) = ], pmrlorPrl,
(3) [a,0] = T, pratorfel,
(4) (a,b)la,b] = ab.

Zadatak 3.3. Odredite sve a,b € N za koje vrijedi a > b,(a,b) = 10 i
[a, b] = 100.

Rjesenje. Uoc¢imo da je (a,b) = 2-5, [a,b] = 22 - 5% i mora biti ab =
23 . 53, Stoga je a = 2%25% b = 27257 Iz uvjeta zadatka slijedi da je
min{ag, B2} = 1, max{ag, f2} = 2 pa je (a2, f2) € {(1,2),(2,1)}. Analogno
je min{as, B5} = 1, max{as, 5} = 2 pa je (as,05) € {(1,2),(2,1)}. Uvjet
a > b daje sljedeée moguce slucajeve:

o ar=20a5=2 08 =105 =1, tj. tj. a = 100,b = 10,
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e av =2,a5=1,0=1,085 =2, tj. a =150,b=20.

<

Zadatak 3.4. Ako je n € N sloZen broj, dokaZite da on ima prosti faktor

p < Vn.

Rjesenje. Neka je n € N slozen broj i pretpostavimo da je p najmanji
prosti faktor od n. Tada postoji m > p takav da n = pm. Iz p < m slijedi
n=pm >p? tj. p < /n. O

Napomena 3.3. Iz prethodnog zadatka slijedi da ako prirodni broj n nema
prosti faktor p < /n, onda je on prosti broj. Ta tvrdnja moZe se iskoristiti
za generiranje tablice prostih brojeva tzv. Eratostenovim sitom.

Primgjerice, ako je m prirodni broj i ako Zelimo napisati sve proste brojeve
koji se pojavljuju u nizu 2,3,4, ..., m, dovoljno je iz toga niza za svaki prosti
broj p < \/m obrisati sve njegove visekratnike kp,k > 1. Tako je za m = 300
dovoljno obrisati sve prave visekratnike prostih brojeva do ukljucivo 17 (jer
je veé 19 > 1/300). Svi su neobrisani brojevi prosti.

Zadatak 3.5. Nadite n € N sa svojstvom da je 5 potpun kvadrat, 5 potpun
kub i ¥ peta potencija nekog prirodnog broja.

Rjesenje. Ako pretpostavimo da je 5 potpun kvadrat, 5 potpun kub i
% peta potencija nekog prirodnog broja, onda postoje a, b, c € N takvi da je

2 N 3 N 5
g Z=p — =, 3.1
D= T=p, T=c (31)
Iz pretpostavki slijedi da 2, 3, 5 | n pa zaklju¢ujemo da postoje K, L, M,l € N
takvi da je n = 253L5M]. Odredimo najmanji n koji ima trazena svojstva.

On je oblika n = 253L5M 17 (3.1) slijedi:

o L =q?=2K"13L5M i K —1=2k,L =20, M =2myq, k1,l1,m1 €
N,

o 2 =03 =2K3L715M tj K =3ky, L —1=3lo, M =3ma, kg,lz,ms €
N

)

= > =2K3L5M—1 i K = 5ks, L = 5l3, M — 1 = 5mgs, k3, l3,ms3 €

_Zm\:
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Odavde je
K=2k+1, K =3ky, K =5k3

pa je K neparni broj i 15 | K. Najmanji takav K je upravo K = 15. Ana-
logno dobivamo L = 101 M = 6. Odavde je n = 2531955 = 30233 088 000 000.
O

Napomena 3.4. Za n € N vrijede sljedeée jednakosti:

a2n+1 + b2n+1 _ (CL + b)(CLQn ¥ a2n—1b I bZn)7 (32)

a2n o b2n — (an . bn)(an + bn)
Odavde slijedi da za sve m € N vrijedi a — b | a™ — b™.

Zadatak 3.6. Neka je k € N takav da je 28 + 1 prosti broj. Dokazite da je
k=01 k=2", za nekin € N.

Rjesenje. Uocimo da za k = 0 dobivamo 2* 4+ 1 = 2 i to je prosti broj.
Pretpostavimo da je k # 0 i k ima neparni prosti faktor p. Tada postoji
m € N takav da je k = mp, m > 1. Prema Napomeni 3.4. vrijedi

2" 1= (2" +1= 2"+ 1)(2™)P = (2™ 2+ 4 1).

Zakljucujemo da 2™ + 1 | 28 + 1. Kako je m # k, odavde slijedi da 2% 4 1
nije prosti broj pa smo dosli do kontradikcije. Zaklju¢ujemo da k ne moze
imati neparni prosti faktor pa je k = 2", n € N. &

Definicija 3.3. Brojevi oblika F,, = 22" + 1,n > 0 nazivaju se Fermatovi
brojevi.

Fermat je smatrao da su svi Fermatovi brojevi prosti. Medutim, Euler je
uocio da je Fy = 232 4 1 slozen broj i moze se faktorizirati na nacin

232 41 =641 (2% — 641° +4- 641> — 6 - 641 + 4).

Hipoteza je da postoji samo kona¢no mnogo Fermatovih prostih brojeva.
Napomenimo da je najveéi Fermatov broj za koji se trenutno zna da je
slozen jednak F18233954.1

! Aktualni rezultati vezani uz faktorizaciju Fermatovih brojeva mogu se naéi na stranici:
http://www.prothsearch.com/fermat.html#Summary
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Zadatak 3.7.
(i) Dokazite da za sve n € N vrijedi FoFy--- F,—1 = F, — 2.
(it) DokaZite da za m # n vrijedi (Fp,, F,) = 1.

(ii1) Pokazite da tvrdnja (i1) povlaci da prostih brojeva ima beskonacno
mnogo.

Rjesenje.

(7) Ta tvrdnja dokazuje se metodom matematicke indukcije te ju ostav-
ljamo za vjezbu.

(7i) Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je m < n i (Fy,, F),) = d.
Prema tvrdnji (4) slijedi da je Fy--- Fy, -+ F—1 = F,, —2. Kakod | F,
id| Fy, zaklju¢ujemo da d | 2. S obzirom da su F}, neparni brojevi,
moguce je samo d = 1.

(797) Prema Osnovnom teoremu aritmetike svaki F}, ima barem jedan prosti
djelitelj p,. Prema prethodnoj tvrdnji vrijedi (F,, F,) = 1 pa za-
kljuéujemo da je p,, # pn, za sve m,n € N. Kako Fermatovih bro-
jeva ima beskona¢no mnogo, zaklju¢ujemo da prostih brojeva ima be-
skonacno mnogo.

<&

Zadatak 3.8. Neka je n € N takav da je 2" — 1 prosti broj. DokaZite da je
tada i n prosti broj.

Rjesenje. Pretpostavimo da je 2 — 1 prosti broj. Ako bi n bio slozen
broj, onda bi postojali a,b € N, 1 < a,b < n, n = ab. No onda je

M —1=2%_1=(29°-1.

Prema Napomeni 3.4. slijedi da 2 —1 | 2" — 1 pa je 2" — 1 slozen broj i dosli
smo do kontradikcije. Zaklju¢ujemo da n mora biti prosti broj. &

Definicija 3.4. Brojevi oblika M,, = 2™ —1,n € N nazivaju se Mersenneovi
brojevi. Ako je M, prosti broj, onda je M, Mersenneov prosti broj.

Neki Mersenneovi brojevi su prosti (npr. My = 127), a neki su slozeni
(npr. Mj; = 2047 = 23 - 89). Hipoteza je da Mersenneovih prostih brojeva
ima beskona¢no mnogo. Najveéi do sada otkriveni Mersenneov prosti broj
je Mgosggg933 1 ima 24 862 048 znamenaka. Osim toga, najveéi poznati prosti
brojevi su Mersenneovi prosti brojevi (vidi [2]).
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Zadatak 3.9. Odredite sve prirodne brojeve n za koje su 2™ —1 ¢ 2" + 1
prosti brojevi.

Rjesenje. Brojevi oblika 2™ — 1,2" 2™ 4 1 uzastopni su prirodni brojevi
pa je jedan od njih djeljiv s 3. Kako 312", slijedi da 3 | 2" —11ili 3| 2" + 1.
Buduéi da je 3 prosti broj, 2" —1 i 2" 41 prosti su brojevii 2™ —1 < 2" 41,
zakljucujemo da je 2" —1 = 3. Odavde je n = 2. Za n = 2 slijedi 2" +1 = 5,
a to je prosti broj. Time smo pokazali da je jedini prirodni broj s tim
svojstvom n = 2. &

Zadatak 3.10. Dokazite da za svaki n € N postoji n uzastopnih sloZenih
brojeva.

Rjesenje. Uotimo da za sljedeé¢i niz brojeva
m+)!+2,n+D)!+3,....(n+ 1) +n,(n+ D! +n+1
vrijedi j | (n+ 1)+ 7,7 =2,3,...,n+ 1. Time je tvrdnja dokazana. &
Zadatak 3.11. U skupu prostih brojeva rijesite jednadzbu 9% + 1 = z.

Rjesenje. Neka su x,y,z prosti brojevi koji zadovoljavaju danu jed-
nadzbu. Kako su x,y > 2, slijedi z = z¥ + 1 > 5. Zakljucujemo da je z
neparni prosti broj. No onda je z — 1 = z¥ paran broj pa je x parni prosti
broj, odnosno x = 2. Pretpostavimo da je y neparni, tj. y =2k + 1,k € N.
Tada je (primjenjujemo jednakosti iz Napomene 3.4.)

z=241=2% 41— 24+1)02% 2214 41

Odavde slijedi da 3 | z. Kako je z prosti broj i z > 5, dolazimo do kon-
tradikcije. Stoga je y paran i prost pa je y = 2. Za x = y = 2, dobivamo
z =22+ 1 = 5. Time smo odredili jedinstveno rjesenje (x,y,z) = (2,2,5)
dane jednadzbe u skupu prostih brojeva. &

Zadatak 3.12. Neka je k € N,k > 2. Dokazite da je broj 4 — 1 umnozak
barem triju prirodnih brojeva razli¢itih od 1.

Zadatak 3.13. Ako su p,p > 3 i 2p+ 1 prosti brojevi, dokaZite da je 4p+1
sloZen broj.

Rjesenje. Ako je p,p > 3 prosti broj, onda je on oblika 3k + 1 ili 3k + 2,
za neki k € N. Pretpostavimo li da je p = 3k+1, onda je 2p+1 = 3(2k+1)
pa broj 2p + 1 nece biti prost (jer 3 | 2p+11i2p+1 > 3). Stoga p mora
biti oblika 3k 4+ 2. U tom je slucaju 4p + 1 = 3(4k + 3), odakle slijedi da je
4p + 1 slozen broj. <&
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Zadatak 3.14. Nekan € N,n > 3 i neka su p,q prosti brojevi sa svojstvom
p|nliq|n!—1. DokaZite da je p < q.

Rjesenje. Pretpostavimo da je n € N,n > 3 i p,q prosti su brojevi sa
svojstvom p | n!'i g | n! — 1. Neka je p > ¢. Iz p | n! slijedi da je p < n pa
zakljucujemo da je ¢ < p < n. No onda ¢ | n!. Buduéi da ¢|n! — 1, sada
slijedi da ¢|1. Tako smo dosli do kontradikcije i zaklju¢ujemo da je p < q.
O

Zadatak 3.15. Odredite sve n € N za koje je n* 4+ 4 prost broj.
Rjesenje. Uocimo da vrijedi

nt4+4 = nt4+4an? 44— 4an?
= (n*+22%-(2n)?
= (n®*+2+2n)(n*+2 - 2n).
Osim toga, n2+242n,n?4+2—-2n € Nin?+2—2n < n? +2+2n. Kako je
n* +4 prosti broj, mora biti n? +2—2n = 1 (i n? 42+ 2n prosti je broj). Iz
n?+42—2n = 1 slijedi da je n = 1. Za tako odreden n lako se vidi da je broj

n* +4 =5 (in?+4 2+ 2n = 5) prost. Time je dokazana polazna tvrdnja.
&

Zadatak 3.16. Odredite sve n € Z za koje je n? + 6n — 16 prost broj.

4. Broj i zbroj svih pozitivnih djelitelja prirodnog
broja

Koristedi faktorizaciju prirodnih brojeva mozemo odrediti broj i zbroj svih
njegovih pozitivnih djelitelja. Takve probleme proucavat ¢emo u ovom
odjeljku.

Definicija 4.1. Neka je n € N. Definirajmo funkcije o,7 : N — N na
sljedeéi nacin:

o(n) - zbroj svih pozitivnih djelitelja broja n (o(n) = -y, d),

7(n) - broj svih pozitivnih djelitelja brojan (T(n) =3 g, 1)-
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Primjer 4.1.

(1) Ako je p prosti broj, jedini su mu pozitivni djelitelji 1 i p pa je o(p) =
p+1,7(p) =2

(2) Ako je p prosti broj i k € N, tada se (koristenjem formule za parcijalnu
sumu geometrijskog reda) dobiva

) k 1_pk+1

iT(p) =k+1.

Primjer 4.2. Ako d | n, onda postoji jedinstveni dy takav da je dd; = n.
Stoga je
n
dld=d =20
dn diln din
Kako je T(n) broj svih pozitivnih djelitelja broja n, niz pozitivnih djelitelja

broja n mozemo zapisati u obliku dy,dz, ..., d. () (ili c%’ ;—2, ey ﬁ(n) .

Definicija 4.2. Funkcija f : N — N multiplikativna je funkcija ako vrijedi:

(1i) f(mn) = f(m)f(n), za sve (n,m) = 1.

Teorem 4.1. ([8]) Funkcije o i T su multiplikativne.
Korolar 4.1. Neka je n = p{* ---p* kanonski rastav broja n na proste

faktore. Tada je

k a]—l-l

k
H 1—p] , 1;[(1]—1—1

Vazna ¢e nam biti tvrdnja sljedeceg zadatka i ona se moze koristiti kod
rjeSsavanja drugih zadataka.

Zadatak 4.1. Neka je n € N. Dokazite: n je potpuni kvadrat ako i samo
ako je T(n) neparan.
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Rjesenje. Ako jen = p{*---pp* potpun kvadrat to je ekvivalentno tome
da su svi a; parni brojevi. No to je ekvivalentno tome da su svi a; + 1
neparni brojevi, tj. 7(n) = (a1 +1)--- (ag + 1) je neparan. <&

Uocite kako, prema prethodnom zadatku, slijedi da prirodni broj n nije
potpun kvadrat ako i samo ako je 7(n) paran.

Zadatak 4.2. Dokazite da je za neparni prirodni broj n broj o(n) neparan
ako i samo ako je n potpun kvadrat.

Zadatak 4.3. Neka je n € N.

7(n)

(i) DokaZite: ]y, d=n"2".

(14) Odredite oblik prirodnog broja n za koji vrijedi:
H d =n?.
din

Rjesenje.

(i) Spomenuli smo u Primjeru 4.2. da sve pozitivne djelitelje prirodnog

broja n mozemo zapisati u obliku dy,da, ..., d; () ili d%’ %, ey

m(n)

Uocimo da je did% =n,zasvei=1,...,7(n). No onda je

<d1§1> <d7(”)d:m> = <gd>2.

Odavde slijedi tvrdnja.

(1) Ako je Hd\nd = n?, onda prema prvoj tvrdnji ovog zadataka slijedi
T(n)=4. Zan=pi"---pFjer(n)=(a1+1)--(ap+1)ia+1>
2,1 =1,...,k. Zaljucujemo da postoje samo dvije moguénosti:
e Akoje 7(n) =4 =a; + 1, onda je a1 = 3 pa je n = p3, gdje je p
prosti broj,
e Akoje7(n) =22 = (a1+1)(az+1), ondaje a1 +1 = 2, as+1 = 2,
tj. a1 = as = 1. Stoga je n = pq, gdje su p, g razli¢iti prosti

brojevi.

<&
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Zadatak 4.4. Neka je n € N. Odredite sve n € N koji su djeljivi s 12 4
imagju tocno 16 djelitelja.

Rjesenje. Neka je n € N djeljiv s 12 i ima tocno 16 djelitelja. Kako
12 | n slijedi da je n = 2*13%2p5% ... pl* iy > 2,00 > 1,03,...,ap € Ng. S
obzirom da n ima 16 djelitelja, mora vrijediti

16=7(n)= (a1 +1)(ag+ 1) (o + 1).

Kako n ima barem dva, a najvise 3 prosta faktora, znamo da je oy +1 >
3,2+ 1 > 2 pa ima smisla promatrati samo sljede¢e umnoske 2-8 =4-4 =
2.2 -4 koji daju broj 16. Odavde dobivamo da je n = 273, n = 2333 ili
n = 233p, p > 3 prosti broj. &

Zadatak 4.5. Neka jen € N takav da 16 | n+1. DokaZite da je T(n) paran.

Rjesenje. Neka je n € N, 16 | n + 1. Tada postoji k € Z takav da je
n + 1 = 16k. Nadalje je

n=16k—-1=4(4k—-1)+3=4m+3, m=4k—1.

U Zadatku 1.11. zakljucili smo da je potpun kvadrat oblika 47 ili 4] + 1 pa
slijedi da n nije potpun kvadrat. No onda prema Zadatku 4.1. slijedi da je
7(n) paran. <&

Zadatak 4.6. Ako zan € N vrijedi 7(5n) = 27(n), dokazite da je (5,n) = 1.

Rjesenje. Neka je n € N i neka je n = 5m,m € N,a € Ny, (5,m) = 1.
Tada je (primjenjujemo multiplikativnost funkcije 7)

7(5n) = 7(5°m) = 7(5“Hr(m) = (a + 2)7(m).
Kako je 7(n) = (o + 1)7(m), iz uvjeta 7(5n) = 27(n) dobivamo
(a+2)7(m) =2(a+ 1)7(m).
Odavde slijedi @ = 0 i time je tvrdnja dokazana. &
Definicija 4.3. Za n € N kaZemo da je savrsen broj ako je o(n) = 2n.

Za razlicite prirodne brojeve m in kaZemo da su prijateljski ako je o(n) =
m+n=o(m).
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Poznato je da svi parni savrSeni brojevi zavrSavaju znamenkom 6 ili 8. Je-
dan od nerijeSenih problema teorije brojeva odnosi se na neparne savrsene
brojeve. Naime, nije poznato postoji li uopée neparni savrsen broj (vidjeti
npr. [5]).

Primjer 4.3. Najmanji savrseni broj je broj 6, a brojevi 220 ¢ 284 prija-
teljski su brojeuvi.

Primjer 4.4. Ako je n savrien broj, onda prema Primjeru 4.2. slijedi
n
d= — =2n.
D A=) g="mn
dln dn

Zakljucujemo da je n savrsen ako i samo ako je Zd\n d~1=2.
DokaZite za vjezbu da za prijateljske brojeve m i n vrijeds

1 n 1 1
I = 1.
Zd\na

Zadatak 4.7. Dokazite da je parni broj n savrsen ako i samo ako se moZe
prikazati u obliku n = 28(281 — 1),k € N, gdje je 281 — 1 prosti broj.

Rjesenge. Dokazimo najprije da je parni broj oblika n = 2F(281 —1) k €
N, gdje je 2¥t1 — 1 prosti broj, savréen broj. Vrijedi:

o(n) = o288 —1))
= o202 — 1) [jer (2F, 281 —1) =1]
2k+1 -1
= 2k+L [jer je 281 — 1 prosti broj]

2—1
= 2(2F(2F L — 1)) = 2n.

Neka je n parni savrien broj. Tada je o(n) = 2n in = 2"m,k,m €
N, (m,2) = 1. Iz o(n) = 2n slijedi

2kHlm = ¢(28m) = o(2%)o(m) = (28 — 1)o(m). (4.1)

Odavde zakljuéujemo da 281 — 1 | 28+l pa postoji m’ takav da je m =
(2F1 — 1)m/. Pretpostavimo li da je m’ # 1, slijedi o(m) > 14+ m/ + m.
S druge strane, iz m = (2¥1 — 1)m/ slijedi m 4+ m' = 2¥+1m/ pa dobivamo
o(m) > 1+ 28 4m!. Uvrstavanjem m = (287! — 1)m/ u jednakost (4.1)
slijedi da je o(m) = 2¥1m/. No onda dobivamo o(m) > 1+ (m), a to nije
moguée. Stoga je m’ =11ico(m)=m+1, tj. m = 2¥*1 —1 prosti je broj. ©

Zadatak 4.8. Dokazite da je 2 - 3%, € N savrsen broj ako i samo ako je
a=1.



ZADATCI ZA VJEZBU 27

5. Zadatci za vjezbu
Zadatak 5.1. Neka sum,n € N. Ako 10 | 3"+m, dokazite da 10 | 3" 4-m.

Zadatak 5.2. DokaZite da se ni jedan prirodni broj oblika 8k + 7,k € N ne
moZe prikazati kao zbroj triju kvadrata.

Zadatak 5.3. DokaZite da 24 | (n®> +n —1)? — 1, za sve n € Z\{0}.

Zadatak 5.4. Dokazite da je razlika kvadrata dvaju cijelih brojeva koji nisu
djeljivi ni s 2 ni s 3 djeljiva s 24.

Zadatak 5.5. Odredite najmangi n € N,n > 2023 takav da je izraz

af tas+ -ty
5}

M =
prirodni broj za svaki x; sa svojstvom da 5t x;, i=1,...,n.

Zadatak 5.6. Ako je r € Z ostatak pri dijeljenju broja a € Z brojem b €
Z\{0}, dokazite da je (a,b) = (b,r).

Zadatak 5.7. Ako je poznato da je r ostatak pri dijeljenju brojeva 2014 i
2121 brojem n € N\{1}, odredite n — r.

Zadatak 5.8. Neka su a,b € Z, (a,b) = 1. DokaZite da je tada (a + b,a —
b) =1 ili 2.

Zadatak 5.9. Neka su m,n prirodni brojevi i (m,n) = 1. Odredite (m +

n,m? —mn + n?).

Zadatak 5.10. Odredite sve prirodne brojeve d = (5n+6,8n+7),n € N.
Zadatak 5.11. Neka je (a,b) = 10. Odredite sve vrijednosti za (a3, b%).
Zadatak 5.12. Neka je n visekratnik broja 3. Dokazite da se razlomak

n—2
2n —

ne moze skratiti.

Zadatak 5.13. DokaZite da za sve prirodne brojeve a,b vrijedi (a,b) < (a+
b,a—0).
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Zadatak 5.14. Neka je n € N. Dokazite da su elementi skupa
S={n'-i+1:ie€{1,2,...,n}}
u parovima relativno prosti.

Zadatak 5.15. Odredite jedno cjelobrojno rjesenje (x,y) jednadzbe 41z —
T4y = —1.

Zadatak 5.16. Ispitajte ima li jednadiba 616x + 63y = 33 cjelobrojnih
rjesenja.

Zadatak 5.17. Dokazite da prostih brojeva ima beskonacno mnogo.

Zadatak 5.18. Odredite sve prirodne brojeve a,b takve da je a*+4b* prosti
broj.

Zadatak 5.19. Odredite sve prirodne brojeve n za koje su sva tri broja n,
n+4 i4n — 1 prosti.

Zadatak 5.20. Odredite sve proste brojeve p takve da je 19p+ 8 kub cijelog
broja x.

Zadatak 5.21. Neka je p > 3 prosti broj. DokaZite da je tada barem jedan
od brojeva p+ 2 i p+ 4 sloZen broj.

Zadatak 5.22. Ako je p prosti broj sa svojstvom da je 4p>+1 takoder prosti
broj, dokaZite da je p*> + 11 slozen broj.

Zadatak 5.23. Dokazite da se svaki neparni prosti broj moze zapisati kao
razlika dvaju kvadrata.

Zadatak 5.24. Odredite sve proste brojeve p za koje postoje m,n € N takuvi
da je p?"tl =2m 4 1.

Zadatak 5.25. Odredite sve prirodne brojeve n koji imaju dva prosta dje-
litelja i vrijedi T(n) =6 i o(n) = 28.

Zadatak 5.26. Odredite sve n € N sa svojstvom da je 7(9n) = 10.

Zadatak 5.27. Dokazite da je broj djelitelja broja 1111...1 parni broj.
—
2023
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Zadatak 5.28. Dokazite da broj oblika n = 12m + 9, (3,m) = 1, ne moze
bitt savrsen.

Zadatak 5.29. Neka je n prirodni broj. Odredite prirodni broj m sa svoj-
stvom da je m = 2p, p je prosti broj i vrijedi o(2mn) = 2"T2(2"+2 — 1),

Zadatak 5.30. Ako je 2™ — 1,m € N sloZen broj, dokaZite da broj oblika
n = 2m71(2™m — 1) nije savrsen broj.

Upute za rjeSavanje zadataka

Zadatak 1.3. ZapisSite sumu triju uzastopnih potencija broja 3, a zatim
pokazite da je dobiveni izraz djeljiv s 39.

Zadatak 1.5. Promotrite Sto bi dala pretpostavka da je a > /n,b > \/n.
Zadatak 1.8. Rjesenja zadane jednadzbe su (n, k) € {(—6,2), (0,0), (2, —6),
(4,12),(6,6),(12,4)}. Izrazite k pomoc¢u n.

Zadatak 1.13. Proizvoljan cijeli broj jednog je od oblika: 5k, 5k+1,...,5k+
4, za neki cijeli broj k. To upotrijebite u podzadatcima.

Zadatak 1.14. Iskoristite ¢injenicu da je za proizvoljan cijeli broj n broj
n(n + 1) paran.

Zadatak 1.16. Promotrite oblik proizvoljnog cijelog broja n s obzirom na
djeljivost s 3.

Zadatak 2.5. Faktorizirajte izraz n® — n. Iskoristite svojstva djeljivosti s 2
i 3 te oblik bilo koje ¢etvrte potencije cijelog broja k.

Zadatak 2.8. Primjenom rekurzivnih formula iz Napomene 2.3. pokazite
da vrijedi jednakost y;z;—1 — x;yi—1 = —(Yi—1Ti—2 — Ti—1Yi—2), a zatim ju
uzastopno primijenite.

Zadatak 2.10. Rjesenje jednadzbe je (z,y) = (—39, —56).
Zadatak 3.12. Koristite suprotnu pretpostavku i faktorizaciju izraza 4% —1.
Zadatak 3.16. Faktorizacijom danog izraza dobiva se n € {—3,9}.

Zadatak 4.2. Upotrijebite kanonski rastav neparnog prirodnog broja n na
proste faktore i iskoristite svojstva funkcije o.

Zadatak 5.1. Upotrijebite pretpostavku 3" +m = 10k, k € N.

Zadatak 5.2. Za k € N, prirodni broj n jednog je od oblika 8k,8k +
1,...,8k 4+ 7. Upotrijebite to!
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Zadatak 5.3. Rastavite izraz (n? +n — 1)? — 1 na faktore.

Zadatak 5.4. Za n = 12 iskoristite Teorem o dijeljenju s ostatkom.
Zadatak 5.5. RjeSenje je n = 2025. Promotrite oblike ¢etvrtih potencija
pri dijeljenju s 5.

Zadatak 5.6. Iskoristite Teorem o dijeljenju s ostatkom i svojstva najvecéeg
zajednickog djelitelja dvaju cijelih brojeva.

Zadatak 5.7. Dobiva se n = 107,r = 88. Primijenite Teorem o dijeljenju s
ostatkom.

Zadatak 5.8. Napisite d = (a + b, a — b) kao odgovarajucu linearnu kombi-
naciju cijelih brojeva.

Zadatak 5.9. Napisite d = (m + n,m? — mn + n?) kao odgovarajuéu line-
arnu kombinaciju cijelih brojeva te iskoristite svojstva najveceg zajednickog
djelitelja dvaju cijelih brojeva.

Zadatak 5.10. Napisite d kao odgovarajucu linearnu kombinaciju cijelih
brojeva i zakljucite da je d = 1,13.

Zadatak 5.11. Upotrijebite svojstva najveéeg zajednickog djelitelja dvaju
cijelih brojeva.

Zadatak 5.12. Stavite d = (n — 2,2n — 1) i pokazite da je d = 1.

Zadatak 5.13. Upotrijebite svojstva najveéeg zajednickog djelitelja dvaju
cijelih brojeva.

Zadatak 5.14. Stavite d = (n!-i+1,n!- 54+ 1), 4,7 € {1,...,n}, a zatim
napiSite d kao odgovarajucu linearnu kombinaciju cijelih brojeva i zakljucite
da je d =1.

Zadatak 5.15. Jedno rjesenje dane jednadzbe je (z,y) = (9,5).

Zadatak 5.16. Odredite d = (616,63) i zakljucite kako ne postoji cjelo-
brojno rjeSenje navedene jednadzbe.

Zadatak 5.17. Pretpostavite da su pq, ..., pr svi prosti brojevi i promotrite
broj ¢ =p1---pr + L.

Zadatak 5.18. Faktorizirajte izraz a* 4 4b*.

Zadatak 5.19. RjeSenje je n = 3. Iskoristite zapis broja n s obzirom na
djeljivost s 3.

Zadatak 5.20. Rjesenje je p = 487. Koristite faktorizaciju razlike kubova
dvaju cijelih brojeva.
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Zadatak 5.21. Promotrite prikaz broja p s obzirom na dijeljenje s 3.
Zadatak 5.22. Koristite prikaz brojeva p i p? s obzirom na dijeljenje s 5.
Zadatak 5.23. Faktorizirajte razliku kvadrata dvaju cijelih brojeva i isko-
ristite definiciju prostog broja.

Zadatak 5.24. Promotrite faktorizaciju broja p?"+! — 1.

Zadatak 5.25. RjeSenje je n = 12. Za razlic¢ite proste brojeve p i q te
prirodne brojeve u i v promotrite broj n = p“q®.

Zadatak 5.26. Dobiva se n = 37 i n = 9p, gdje je p # 3 prost broj. Stavite
n = 3% ---pF.pi # 3,0 = 1,...,k i primijenite svojstvo multiplikativ-
nosti funkcije .

Zadatak 5.27. Iskoristite tvrdnju dokazanu u Zadataku 4.1.: n je potpun
kvadrat ako i samo ako je 7(n) neparan.

Zadatak 5.28. Promotrite sto bi se zakljucilo ako bi n bio savrsen broj.

Zadatak 5.29. Dobiva se m = 2(2"*2 — 1); zasebno promotrite slucajeve
p=2ip#2.

Zadatak 5.30. Pretpostavite suprotno i iskoristite mutiplikativnost funk-
cije o.
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Kongruencije

1. Definicija i osnovna svojstva kongruencija

Pojam kongruencije uveo je Carl Friedrich Gauss u svome poznatom djelu
Disquisitiones Arithmeticae iz 1801. godine. Jedan je to od osnovnih poj-
mova moderne teorije brojeva, a temelji se na djeljivosti u skupu cijelih
brojeva.

Definicija 1.1. Neka je n € Nya,b € Z. Ako n | a — b, kazemo da je a
kongruentan b modulo n i pisemo

a=b (modn).

U suprotnom kaZemo da a nije kongruentan b modulo n 1 piSemo
a#b (mod n).

Primjer 1.1. Direktno iz definicije moze se zakljuciti da npr. vrijedi 8 = 2
(mod 3),8 = —1 (mod 3),8 # 3 (mod 3). Takoder, ako za a,b € Z vrijedi
a="b, onda je a =0b (mod n), za sve n € N.

Napomena 1.1. Ako je r ostatak pri dijeljenju broja a € Z s n € N, onda
ga, prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom, moZemo zapisati u obliku a =
ng+r,q,r € 2,0 <r <n. Stoga je a =r (mod n). Za ostatak r koristi se
1 oznaka a modn.

Primjer 1.2. Znamo da je potpun kvadrat oblika 4k ili 4k+1 (Zadatak 1.11.).
U terminima kongruencija mozemo pisati = 0,1 (mod 4).

Lako se moze pokazati da vrijede osnovna svojstva kongruencija nave-
dena u sljede¢oj napomeni.

Napomena 1.2. Neka je n € N.

33
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(1) Za svaki k € Z vrijedi kn =0 (mod n).
(2) Za c € N,a,b € Z vrijedi:

(1) a=b (mod n) <= ca=cb (mod cn),
(i1) a=b (mod en) = a=b (mod n). Obrat te tvrdnje ne vrijeds.
Primgjerice, 2 =0 (mod 2), ali 2 # 0 (mod 4).

(3) Relacija “biti kongruentan modulo n” relacija je ekvivalencije na skupu
7.

(4) Neka su a,a’ b,/ € Z. Ako jea=d (modn)ib="¥ (mod n), onda
jeatb=d +V (modn)iab=dl (modn).

(5) Neka sua,b€ Z,a=0b (mod n). Tada za polinom f(x) s cjelobrojnim
koeficijentima vrijedi

fla) = f(b) (mod n).

Primjer 1.3.

(a) Pretpostavimo da je p = 3 (mod 4). Kako je 9 = 1 (mod 4), to je
9p =3 (mod 4).

(b) Iz6 =1 (mod 5) slijedi 6'1°°° = 1 (mod 5) pa je ostatak pri dijeljenju
broja 61990 s 5 jednak 1.

Navedimo sada jos jedno vazno svojstvo kongruencija:

Propozicija 1.1. ([3]) Neka jen € N, a,z,y € Z, a # 0 i d = (a,n).
Vrijeds

ar =ay (modn)<=z=y (mod %)
Primjer 1.4. Ako za a,b € Z vrijedi 10a = 20b (mod 15), onda je to ekvi-
valentno s a = 2b (mod ﬁ), tj. a = 2b (mod 3).
Definicija 1.2. Neka je n € N. Skup S = {aj,a2,...,a,} C Z naziva
se potpun sustav ostataka modulo n ako za svaki y € Z postoji jedinstvens
a; € S takav da vrijedi y = a; (mod n).

Uoc¢imo da potpun sustav ostataka modulo n sadrzi to¢no jednog pred-
stavnika svake moguce klase ekvivalencije modulo n.
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Primjer 1.5. Sljedeci su skupovi potpuni sustavi ostataka modulo 5:

Sy ={0,1,2,3,4},

Sy ={1,2,3,4,5},

S5 = {—5,—4, -3, -2, —1},
Sy ={-2,-1,0,1,2},

S5 = {—10,-9,7,18,49}.

Npr. S5 je potpun sustav ostataka modulo 5 jer je

—10=0 (mod 5),
—-9=1 (mod 5),
7=2 (mod 5),
18 =3 (mod 5),
49 =4 (mod 5)

pa u skupu S5 tmamo predstavnike svih mogucih klasa ekvivalencije modulo 5.
Skup

Se = {—4,0,1,2,3}

nije potpun sustav ostataka modulo 5 jer primgjerice za broj 6 vrijedi 6 =
1= —4 (mod 5), tj. 1 i —4 predstavnici su iste klase (nije zadovoljen uvjet
postojanja jedinstvenog predstavnika svake klase). Kako u Sg mema pred-
stavnika klase u kojoj se nalazi broj 4, takoder smo mogli zakljuciti da Sg
nije potpun sustav ostataka modulo b jer ne postoji a; € Sg takav da vrijeds
4 =a; (mod 5).

Zadatak 1.1. Moze li skup S = {—70,—48,—-29,—4,9,40,74} biti potpun
sustav ostataka modulo n, za neki n € N? Tuvrdnju obrazloZite.

Primjer 1.6. Apsolutno najmanji potpuni sustavi ostataka modulo n dani
su sa:

e n neparan: {—"?71,—"?73

n—3 n—1
7...’_170717...’T,?},
. n—2 n—4 n
® 1 paran: {—T,—T,...,—l,O,l,...,—,5}.

Zadatak 1.2. DokaZite: 7 | 19411963 4 19631991,
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Rjesenje. 1z 1941 = 2 (mod 7) slijedi 19413 = 1 (mod 7). Kako je
1963 = 3 - 654 + 1, dobivamo

19411953 = (19413)5541941 =2 (mod 7). (1.1)

Analogno, iz 1963 = 3 (mod 7) slijedi 19632 = 2 (mod 7), odnosno
19635 =1 (mod 7). Iz 1991 = 6 - 331 + 5 dobivamo

1963199' =3° =5 (mod 7). (1.2)

Iz (1.1) i (1.2) slijedi da je n =0 (mod 7), ¢ime je tvrdnja dokazana. &

Zadatak 1.3. Dokazite: 39 | 5319 4 10353,
Zadatak 1.4. Odredite posljednje dvije znamenke broja 99",

Rjesenje. Uoc¢imo da ¢e nam u tu svrhu biti korisno odrediti ostatak pri
dijeljenju broja 9%° sa 100. Kako je 9° = 387420489 i 910 = 1 (mod 100),
slijedi

09° _ (387420489 _ 38742048-10+9 _ (910)3874204899 — 89 (;mod 100).
Stoga su posljednje dvije znamenke broja 99 jednake 89. &
Zadatak 1.5. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 1!+ 2!+ .- -+ 100! s 15.

Rjesenje. Kako je za n > 5 broj n! djeljiv s 5, slijedi

424 +1000 =1+214+3!1+41=33=3 (mod 15).
O
Zadatak 1.6. Dokazite: 13 | 1+3%+9%, za sve brojeve a oblika 3n+1,n € N.
Zadatak 1.7. Dokazite da diofantska jednadzba
3722 =81a%y? — 922 - T

nema rjesenja za
(i) T =4, (13) T = 3.
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Rjesenge.

(i) Neka je T = 4. Promatrajuéi zadanu jednadzbu modulo 3 dobi-
vamo kongruenciju 22 = 2 (mod 3). Ako bi polazna jednadzba imala
rjeSenja, onda bi i pripadna kongruencija imala rjeSenja. Prema Za-
datku 1.12. u poglavlju Djeljivost znamo da vrijedi O = 0,1 (mod 3)
pa zaklju¢ujemo da jednadzba ne moze imati rjesenja.

(7) Analogno, ako je T' = 3, promatrajuéi zadanu jednadzbu modulo 3
dobivamo kongruenciju z2 = 0 (mod 3). Odavde slijedi da 3 | z, od-
nosno z? = 0 (mod 9). Reduciramo li polaznu jednadzbu modulo 9,
dobivamo 22 = 6 (mod 9). Time dolazimo do kontradikcije pa za-
klju¢ujemo da jednadzba nema rjesenja.

O
Zadatak 1.8. Dokazite da diofantska jednadzba
z? + y2 =4n -1

nema rjesenja.

2. Linearne kongruencije

Proucavat ¢emo rjesavanje linearnih kongruencija axz = b (mod n), gdje su
a,b 1 n odgovarajuéi cijeli brojevi. Navedimo sada preciznu definiciju:

Definicija 2.1. Neka je n € N, a,b € Z,n t a. Kongruencija oblika
ar =b (mod n) (2.1)
naziva se linearna kongruencija.

Ako linearna kongruencija (2.1) ima rjesenje xq, lako se vidi da je i xo+kn
takoder rjesenje te kongruencije, za sve k € Z. Uocimo da su rjeSenja xg
i 9 + kn medusobno kongruentna modulo n. Pod brojem rjesenja kon-
gruencije modulo n podrazumijevat ¢emo broj medusobno nekongruentnih
rjeSenja modulo n.

Poznato nam je da linearna jednadzba ax = b,a # 0 uvijek ima je-
dinstveno realno rjeSenje. Medutim, linearna kongruencija ax = b (mod n)
ne mora imati rjeSenja, a ako ih ima, ima ih beskonatno mnogo. Sljedeéi
rezultat govori nam o postojanju rjesenja linearne kongruencije (2.1).
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Teorem 2.1. ([3]) Neka su a,n € N,b € Z i neka je d = (a,n).
(a) Kongruencija (2.1) ima rjesenja ako i samo ako d | b.
(b) Ako d | b i xo je riesenje kongruencije

a b n

onda su sva medusobno nekongruentna rjesenja modulo n kongruencije
(2.1) dana sa

n n n
— 2—, ... d—1)—.
anx0+d7x0+ da ,.Z'()+( )d

Napomena 2.1. Neka sua,n € N;b € Z i neka je d = (a,n) i d|b.
Postupak rjesavanja kongruencije

ar=b (modn) i d=(a,n):
(1) Nade se rjesenje xo kongruencije

b n
T = (mod 8) (2.3)

na sljedeci nacin:

(a) Koristenjem Euklidovog algoritma nade se u iz Bézoutovog iden-

titeta
a4 + D=1
A A
(b) Za tako odreden u vrijedi
%u =1 (mod g) (2.4)

(¢) Mnozenjem obiju strana kongruencije (2.3) s u dobiva se

b
uz = u (mod ﬁ)

d d d
pa je zbog (2.4)

To = %u (mod E)

d

rjesenje kongruencije (2.3) i rjesenje pocetne kongruencije.
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(2) Sva medusobno nekongruentna rjeSenja modulo n pocetne kongruen-
cije dana su sa

n n n
— 2—, ... d—1)—.
anx0+d7$0+ da ,.’L'O+( )d

Primjer 2.1. Rijesimo kongruenciju
92 =12 (mod 15). (2.5)

Uoc¢imo da je (9,15) = 3 i 3 | 12 pa kongruencija (2.5) prema prethod-
nom teoremu tma 3 rjesenja modulo 15. Podijelimo li tu kongruenciju s 3,
dobivamo

3z =4 (mod5). (2.6)

Kako je (3,5) = 1, ta kongruencija ima jedinstveno rjesenje modulo 5. Iz
Bézoutovog identiteta slijedi da postoje u,v € Z takvi da je 3u+ dv = 1,
tj. 3u =1 (mod 5). Odavde se lako vidi da je u =2 (mod 5) (ako to nije
sluc¢aj, onda se u moZe odrediti koristenjem Euklidovog algoritma kako smo
ranije pokazali). MnoZenjem lijeve i desne strane kongruencije (2.6) s u = 2
dobivamo
6x =8 (mod 5).
Odavde slijedi da je v = 3 (mod 5) rjesenje kongruencije (2.6) i kongruen-
cije (2.5). RjeSenja modulo 15 kongruencije (2.5) dana su sa
r=3,3+53+10=3,8,13 (mod 15).

Zadatak 2.1. Rijesite kongruenciju

16z =27 (mod 29). (2.7)

Rjesenge. Kako je (16,29) = 1, postoji jedinstveno rjeSenje modulo 29
kongruencije (2.7). Odredimo najprije u sa svojstvom 16u = 1 (mod 29).
Euklidov algoritam daje

29 = 16-1+13,
16 = 13-1+43,
13 = 3-4+41,

3 = 1-3.

Sada uw mozemo odrediti primjenom rekurzivnih relacija:

i[-10 12 3
gi 11 4
uwi | 001 -1 2 =9
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Stoga je u = —9 = 20 (mod 29). Mnozenjem lijeve i desne strane kongru-
encije (2.7) s dobivenim u dobivamo

16 - 20z =27-20 (mod 29),

odnosno
r=27-20=18 (mod 29).

Zadatak 2.2. Rijesite kongruenciju:
8r =20 (mod 36).

Sada ¢emo promotriti postojanje zajednickog rjesenja danog sustava kon-
gruencija ¢iji su moduli u parovima relativno prosti. Tu ¢e nam pomodi
sljedeéi teorem:

Teorem 2.2. (Kineski teorem o ostatcima, [3]) Neka su mi,mo,...,
m, € N u parovima relativno prosti © neka su ai,as,...,a, € Z. Tada
sustav kongruencija

x=a; (modmi), z=as (modmsg), ..., x=a, (modm,)(2.8)
1ma jedinstveno rjesenje modulo m = mimeo---m, © ono je dano sa
r=nx1 + -+ ez, (mod m),
gdje je nj = mﬂj 1
njr; =a; (modmj), j=1,...,m
Primjer 2.2. Rijesimo sustav kongruencija:
x=2 (mod 3), r=3 (modb5), x=2 (modT7).

Uocimo najprije da su 3,5 1 7 u parovima relativno prosti prirodni brojevi pa
mozemo primijeniti Kineski teorem o ostatcima. Stavimo m = 3-5-7 = 105.
Tada imamo:

L. ny = %3 = 35 4 traZimo rjesenje linearne kongruencije 35r1 = 2
(mod 3). Lako se vidi da je tada 2x; =2 (mod 3), odnosno x1 = 1.
II. no = 2 = 21 i traZimo rjeSenje linearne kongruencije 21lxgs = 3

5
(mod 5). Odavde je xo9 =3 (mod 5) pa mozZemo uzeti xo = 3.
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OI. n3 = %= = 15 i traZimo rjesenje linearne kongruencije 15x3 = 2
(mod 7). Tada je x3 =2 (mod 7), odnosno x3 = 2.

Stoga je riesenje polaznog sustava kongruencija dano sa
xr=35-1+21-3+15-2=23 (mod 105).
Primjer 2.3. Rijesimo sustave kongruencija:
(a) x =5 (mod 8), =6 (mod 18),
(b) =5 (mod 8), x =15 (mod 18),

Kako 8 i 6 nisu u parovima relativno prosti prirodni brojevi, ne moZemo
direktno primijeniti Kineski teorem o ostatcima. Dane éemo sustave kon-
gruencija svesti na ekvivalentne sustave kongruencija.

Naime, vrijedi sljedece:

x=6 (mod 18) < =6 (mod2), z=6 (mod9)
= =0 (mod2), z=6 (mod9).
Stoga je sustav kongruencija zadan u (a) ekvivalentan sustavu:
=5 (mod8), =0 (mod2), z=6 (mod9)

Jos wvigek nisu zadovoljeni uwvjeti Kineskog teorema o ostatcima jer brojevi
8 i 2 nisu u parovima relativno prosti. Stoga najprije riesavamo podsustav

r=5 (mod8), =0 (mod?2).

Uoc¢imo da iz © = 5 (mod 8) slijedi x = 1 (mod 2) pa ovaj sustav nema
rjesenja. Slijedi da ni sustav kongruencija u (a) nema rjesenja.
Lako se vidi da je sustav kongruencija zadan u (b) ekvivalentan sustavu

=5 (mod 8), x=1 (mod 2), r=6 (mod?9),
kod kojega opet najprije treba rijesiti podsustav
r=5 (mod8), z=1 (mod?2).

Uoc¢imo da iz x = 5 (mod 8) slijedi x = 1 (mod 2), dok obrat te tvrdnje
ne vrijedi. Stoga je rjesenje ovoga podsustava x =5 (mod 8) i drugi sustav
kongruencija ekvivalentan je sustavu

r=5 (mod ), r=6 (mod9).

Na taj sustav moZemo primijeniti Kineski teorem o ostatcima jer su 8 ¢ 9
relativno prosti. Stavimo m =8-9 = 72. Tada imamo:



42 ZBIRKA ZADATAKA 1Z TEORIJE BROJEVA

I. ny =2 =9 i traZimo rjesenge linearne kongruencije 9x1 =5 (mod 8).
Lako se vidi da je tada x1 =5 (mod 8), odnosno x1 = 5.

m
8

II. ny = = 8 i trazimo rjesenje linearne kongruencije 8ra =6 (mod 9).

Odavde je —x9 = 6 (mod 9), tj. x9 = —6 = 3 (mod 9) pa moZemo
uzeti xo = 3.

Stoga je trazeno rjesenje sustava kongruencija u (b) dano sa
r=9-5+8-3=69 (mod 72).

Kao §to mozemo vidjeti u prethodnom primjeru, ako na sustav linearnih
kongruencija ne mozemo direktno primijeniti Kineski teorem o ostatcima,
onda dani sustav kongruencija svodimo na ekvivalentni sustav kongruencija
na koji ¢emo modéi primijeniti Kineski teorem o ostatcima ili dobivamo da
ekvivalentni sustav nema rjeSenje.

Zadatak 2.3. Rijesite sustav kongruencija:
x=1 (mod4), x=5 (mod 6), x=4 (mod 7).

Rjesenje. Brojevi 4,6 i 7 nisu u parovima relativno prosti pa ne mozemo
direktno primijeniti Kineski teorem o ostatcima. Kako je

r=5 (mod6) <= x=5 (mod2),z=5 (mod 3)
<— =1 (mod?2), =2 (mod 3),

pocetni sustav kongruencija ekvivalentan je sustavu kongruencija
r=1 (mod4), z=1 (mod2), z=2 (mod3), z=4 (mod7).

Jos uvijek nisu zadovoljene pretpostavke Kineskog teorema o ostatcima pa
najprije rjeSavamo podsustav

x=1 (mod4), x=1 (mod 2).

Rjesenje tog sustava kongruencija je z = 1 (mod 4) pa je pocetni sustav
kongruencija ekvivalentan sustavu kongruencija

x=1 (mod 4), r=2 (mod 3), r=4 (modT).

Na tako zadan sustav kongruencija mozemo primijeniti Kineski teorem o
ostatcima jer su 4,3 i 7 u parovima relativno prosti brojevi.
Imamo sljedeé¢e: m=4-3-7=2841
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I i =% =21 21z =1 (mod 4), tj. z1 =1 (mod 4) pa je z1 =1,

(3

II. ng = =28, 2829 = 2 (mod 3), tj. 22 =2 (mod 3) pa je x3 = 2,
I ng =% =12, 1203 =4 (mod 7), tj. 53 =4 (mod 7) pa je x3 = 5.
Stoga je trazeno rjeSenje sustava kongruencija dano sa

2=21-1+28-2+12-5=53 (mod 84).

Zadatak 2.4. Rijesite sustav kongruencija:

z=5 (mod 6), x=3 (mod 10), r=8 (mod 15).

3. Eulerova funkcija i Eulerov teorem

U ovom ¢emo odjeljku definirati Eulerovu funkciju i iskazati vazan teorem u
teoriji brojeva kojega je dokazao Euler u 18. stolje¢u. Prije no §to navedemo
osnovnu definiciju i glavni rezultat ovoga odjeljka, potrebno je promotriti i
jos neke skupove ostataka modulo n € N.

Definicija 3.1. Neka je n € N. Skup S = {a1,...,ar} C Z naziva se
reducirani sustav ostataka modulo n ako za svaki b € Z, (b,n) = 1 postoji
jedinstveni a; € S takav da je b = a; (mod n).

Primjer 3.1. Potpun sustav ostataka modulo 8 je {0,1,2,3,4,5,6,7}. Ako
zZelimo odrediti reducirani sustav ostataka modulo 8, onda iz tog potpunog
sustava ostataka trebamo iskljuciti elemente koji nisu relativno prosti s 8.
Stoga je {1,3,5,7} reducirani sustav ostataka modulo 8.

Uocimo da reduciranih sustava ostataka modulo n ima beskonaé¢no mnogo,
ali svi imaju jednak broj elemenata.

Definicija 3.2. Neka jen €e NiU, ={a € N:a <mn,(a,n)=1}. Funkciju
¢ : N — N definiranu formulom

nazivamo Eulerova funkcija.
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Uoc¢imo da je s ¢(n) dan broj elemenata u reduciranom sustavu ostataka
modulo n i vrijedi p(n) < n.

Primjer 3.2. Iz Primjera 3.1. slijedi da je ¢(8) = 4.

Primjer 3.3. Ako je p prosti broj, onda je {1,...,p — 1} reducirani sustav
ostataka modulo p pa je p(p) = p — 1. Vrijedi i obrat te turdnje: iz p(p) =
p — 1 slijedi da je broj prirodnih brojeva koji su mangi od p i relativno su
prosti s p jednak p — 1. Stoga je 1 jedini pozitivni djelitelj od p koji je mangi
od p, tj. p je prosti broj.

Teorem 3.1. ([3]) Eulerova je funkcija multiplikativna. Za n = [],p,
vrijedi

on)=[]r" (- 1.
p

Primjer 3.4. Kako je 1500 = 22533,broj prirodnih brojeva manjih od 1500
koji su relativno prosti s 1500 jednak je ©(1500) = 2(2—1)3°(3—1)52(5—1) =
400.

Zadatak 3.1. Odredite sve n € N za koje je p(n) neparni broj.

Rjesenge. Uotimo da je p(1) = 1. Kako za n = pr"‘?’, vrijedi
o) =]]r*'(p-1),
p

odavde slijedi da ako n ima neparni prosti faktor p, onda je p — 1 parni broj
pa je i p(n) parni broj. Stoga zaklju¢ujemo, ako je ¢(n) neparni, on moze
imati samo parne proste faktore pa je n = 2% Odavde je p(n) = 271 i
neparno je samo ako je a = 1. Time je pokazano da je ¢(n) neparni broj za
n=1in=2.

O

Zadatak 3.2. Dokazite da ne postoje n,m € N sa svojstvom p(n) = 2-7™.

Rjesenje. U prethodnom smo zadatku komentirali da p — 1 mora dijeliti

o(n). Akoje ¢(n) = 2-7™, slijedi da p—1 moze biti neki od sljedeéih brojeva:

1,2,2-7 7t € {1,...,m}. Slijedi da p moZe biti 2,3,2- 7' +1,7" +1,t €
{1,...,m}. Kako jezat e {1,...,m}

7"+1=0 (mod 2),
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to je 7 4 1 paran i veéi ili jednak od 8 pa ne moze biti prost. Sli¢no, iz
2.74+1=0 (mod 3)

zakljuéujemo da broj 2-7'+1 ne moze biti prosti za t € {1,...,m}. Dolazimo
do zakljucka da su jedini moguéi prosti faktori broja n brojevi 2 i 3, tj.
n = 2%35. Uvjet ¢(n) = 2- 7™ vodi na jednazbu

g0—13f—1g _ 9. 7m

¢ija su rjeSenja a = 1,8 = 1,m = 0. Zaklju¢ujemo da ne postoje n,m € N
S trazenim svojstvom. &

Zadatak 3.3. Odredite sve n € N sa svojstvom p(n) = 12.
Zadatak 3.4. Dokazite da jednakost

o(n) 4+ ¢(n) =nr(n)
vrijedi ako © samo ako je n prosti broj.

Rjesenje. Pretpostavimo da vrijedi gornja jednakost i pretpostavimo da
n nije prosti broj. Tada n ima, osim 1 i n, jo§ barem jednog pozitivnog
djelitelja manjeg od n pa vrijedi

o(n) <1l+n(r(n)—1).
No tada je
p(n) =nt(n) —o(n) >nr(n) —1—n(r(n) —1) =n —1,
§to je kontradikcija.
Drugi smjer slijedi lagano jer za prosti broj n vrijedi p(n) = n—1,7(n) =

2,0(n)=n+1. &

Teorem 3.2. (Eulerov teorem, [3]) Nekajea € Z,n € N. Ako je (a,n) =
1, onda je
a?™ =1 (mod n). (3.1)

Primjer 3.5. Kako je n = 45 = 325, slijedi p(45) = 24. Iz Eulerovog
teorema slijedi da za sve a € Z,(a,45) = 1 vrijedi

a®* =1 (mod 45).
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Korolar 3.1. (Mali Fermatov teorem, [3]) Neka je p prosti broj i a €
Z. Tada je
a’? =a (mod p).

Specijalno, ako p{a, onda je
a?1=1 (mod p).

Napomena 3.1. Obrat Malog Fermatovog teorema ne vrijedi. MoZe se po-
kazati da je
2310 =1 (mod 341),

ali 341 = 13- 31. Brojevi koji zadovoljavaju relaciju iz Malog Fermatovog te-
orema, ali nisu prosti nazivaju se pseudoprosti brojevi. Vise o pseudoprostim
brojevima moZzete naci u [3, 6].

Zadatak 3.5. Ako je p prosti broj, dokaZite da vrijedi:
Pyl (p—1)P"t=—-1 (mod p).

Rjesenje. Kako je p prosti broj, za a € {1,2,...p — 1} je (a,p) = 11
prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi

a?'=1 (mod p).
Stoga je

Pyt (p—1)P =14 +1=p—-1=-1 (modp).

Zadatak 3.6. Odredite ostatak pri dijeljenju broja n = 380 + 789 5 11.

Rjesenge. 1z (3,11) = (7,11) = 1 i Malog Fermatovog teorema slijedi
39=1 (mod11), 7°=1 (mod 11).
Potenciramo li lijeve i desne strane prethodnih kongruencija s 8, dobivamo
3%0=1 (mod11), 7°=1 (mod 11).
Zbrajanjem prethodnih kongruencija dobivamo

380 1780 =9 (mod 11)

pa je trazeni ostatak jednak 2. &



EULEROVA FUNKCIJA 1 EULEROV TEOREM 47

Zadatak 3.7. Odredite moguce ostatke pri dijeljenju 100-te potencije cije-
log broja sa 125.

Rjesenge. Kako je ¢(125) = 100, iz Eulerovog teorema slijedi da za sve
a € Z,(a,125) = 1 vrijedi

a' =1 (mod 125). (3.2)

Ako (a,125) # 1, onda je a visekratnik broja 5, tj. a = 5k, k € Z. No onda
je
a'® = (5%)1%° = 53597K10 = 0 (mod 125). (3.3)

Iz (3.2) i (3.3) zakljucujemo da su moguéi ostaci 01 1. &

Zadatak 3.8. Dokazite da za svaki prirodni broj n brojevi n i n®*t' k e N
daju isti ostatak pri dijeljenju s 15.

Rjesenje. Za (n,15) = 1 iz Eulerovog teorema slijedi n?(15) =nd =1 pa
je i n®*!l =n (mod 15),k € N.

Ako je (n,15) # 1, onda je (n,15) € {3,5,15}. Za (n,15) = 3 slijedi
(n,5) = 1 pa primjenom Malog Fermatovog teorema dobivamo n* = 1
(mod 5), odnosno

n¥*t =n  (mod 5). (3.4)

Kako 3 | n, slijedi n =0 (mod 3) pa je

7,LSIc—H

n=0 (mod 3). (3.5)

1z (3.4), (3.5) 1 (3,5) = 1 slijedi tvrdnja. Slucajevi (n,15) € {5,15} dokazuju
se vrlo sli¢no i ostavljamo ih za vjezbu. &

Zadatak 3.9. Neka je n = pq, p,q razliciti su prosti brojevi. Ako su a,b €
N takvi da vrijedi ab=1 (mod ¢(n)), dokaZite da za sve x € Z vrijedi

2 =z (mod n).
Zadatak 3.10. Koristeéi Eulerov teorem rijesite linearnu kongruenciju
25x =53 (mod 62).
Rjesenje. Kako je ¢(62) = 301 (25,62) = 1, iz Eulerovog teorema slijedi

250 =1 (mod 62).
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Pomnozimo li lijevu i desnu stranu zadane kongruencije s 2527, dobivamo
2532 = 25253 (mod 62),

tj.
r=25%53=17 (mod 62).

Zadatak 3.11. Koristeéi Eulerov teorem rijesite linearnu kongruenciju

41z =17 (mod 77).
4. Primitivni korijeni i indeksi

Kako bismo uspjesno rjesavali kongruencije oblika z* = a (mod n),k >
2, (a,n) = 1, upoznat éemo se s pojmom primitivnog korijena modulo n i
indeksa. Njihovom primjenom polaznu kongruenciju svest ¢éemo na linearnu,
a metode za njeno rjeSavanje opisali smo u drugom odjeljku ovog poglavlja.

Definicija 4.1. Neka je n € Nya € Z, (a,n) = 1. Najmangi prirodni broj d
sa svojstvom
a=1 (mod n)

naziva se red od a modulo n.

Propozicija 4.1. ([3]) Neka je d red od a modulo n. Za k € N wvrijedi
a* =1 (mod n) ako i samo ako d | k. Posebno, d | ¢(n).

Primjer 4.1. Odredimo red od 2 modulo 9. Ako je d trazeni red, onda
prema prethodnoj propoziciji slijedi d | ¢(9) =6, tj. d € {1,2,3,6}. Kako je

21 = 2 (mod9),
22 = 4 (mod9),
23 = 8 (mod?9),
26 = 1 (mod?9),

dobivamo d = 6.

Zadatak 4.1. Neka je p neparni prosti broj i n = 5P + 1. Odredite red od 5
modulo n.
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Rjesenje. 1z n = 5P + 1 slijedi
59 = -1 (mod n). (4.1)
Kvadriranjem lijeve i desne strane te kongruencije dobivamo
52 =1 (mod n).

Iz Proporzicije 4.1. zaklju¢ujemo d | 2p pa je d € {1,2,p,2p}. Kako je p
neparni prosti broj, to je n > 126 pa

51 # 1 (mod n),
52 # 1 (mod n).

Iz (4.1) slijedi da je d # p pa mora biti d = 2p. O

Zadatak 4.2. Neka je p neparni prosti broj, p | F, = 22" +1,n > 2.
DokaZite da postoji k € Z takav da je p =k - 2"+ + 1.

Rjesenje. Uocimo da ée tvrdnja biti dokazna ako pokazemo da 2"+! |
p— 1.
Iz p | F,, = 22" + 1 slijedi
F, = 0 (mod p),
22" = —1 (mod p), (4.2)
22" = (mod p).

Oznac¢imo li s d red od 2 modulo p, onda iz zadnje kongruencije i Propozi-
cije 4.1. slijedi da d | 2”1, Ako je d = 2!, t < n, onda je

22 =1 (mod p).

Uzastopnim kvadriranjem lijeve i desne strane te kongruencije dosli bismo
do kongruencije
22" =1 (mod p),

Sto je u kontradikeiji s (4.2). Zaklju¢ujemo da je red od 2 modulo p jednak
27+l Kako d = 2" | o(p) = p — 1, slijedi tvrdnja. &

Zadatak 4.3. Neka je p prosti broj takav da je p = 2q+1, gdje je q neparni
prosti broj i neka je z € 7 takav da je (z,p) =1 i 2* #1 (mod p). Odredite
red od —z% modulo p.
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Definicija 4.2. Neka je n € Nja € Z, (a,n) = 1. Ako je red od a modulo n
jednak p(n), onda se a naziva primitivni korijen modulo n.

Napomena 4.1. MozZe se pokazati da ne postoji primitivni korijen modulo
n, za svaki n € N. Takoder, primitivni korijen modulo n ne mora biti
jedinstven. Vise detalja o svojstvima primitivnih korijena moze se naci u [3].

Primjer 4.2. U Primjeru 4.1. pokazali smo da je red od 2 modulo 9 jednak
6 = ©(9) pa je 2 primitivni korijen modulo 9.

Definicija 4.3. Ako je a primitivni korijen modulo n, onda za svaki z € Z
takav da je (z,n) = 1 postoji jedinstveni | € {0,1,...,¢(n) — 1} takav da
vrijedi

a' =2z (modn).
Eksponent | naziva se indeks od z u odnosu na a i oznacava se s indyz ili
indz.

Primjer 4.3. U Primjeru 4.2. komentirali smo da je 2 primitivni korijen
modulo 9. Tablica indeksa toga primitivnog korijena dana je sa

z ||112]4]5]7|8
indz||0]1|2]|5(4[3/|

Teorem 4.1. ([3]) Neka je a primitivni korijen modulo n € N i 21,29 € Z,
(z1,m) = (22,n) = 1. Tada vrijedi:

(1) 21 = 22 (mod n) <= indz; =indze (mod ¢(n)),
(2) ind 21 4+ ind z9 = ind 2129 (mod ¢(n)),
(3) ind1 =0,inda =1,
(4)

4) ind(2]") = mind z; (mod p(n)).

Uoc¢imo da su svojstva (2) — (4) navedena u prethodnom teoremu ana-
logna svojstvima logaritamske funkcije.

Primjer 4.4. Rijesimo kongruenciju x'' = 7 (mod 9). Koristeéi pojam
indeksa 1 primjenom svojstava indeksa navedenih u prethodnom teoremu,
dobivamo

1lindz =ind7 (mod 6).
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Iz tablice iz Primjera 4.3. is¢itavamo ind 7 = 4, a kako je 11 = —1 (mod 6),
dolazimo do kongruencije

—indz =4 (mod 6).

Odavde je
inde =-4=2 (mod 6).

Iz spomenute tablice sada iséitavamo x =4 (mod 9).
Zadatak 4.4.
(i) Odredite nagmangi primitioni korijen modulo 17.
(1i) Rujesite sljedeée kongruencije:
(a) 7Tz =5 (mod 17),
(b) 2 =8 (mod 17),
(¢) 2" =5 (mod 17).
(ii1) Odredite ostatak pri dijeljenju broja 210379 - 60297 sa 17.
Rjesenje.

(1) Uocimo da je ¢(17) = 16. Ako je d red nekog elementa modulo 17,
onda mora vrijediti d | 16, tj. d € {1,2,4,8,16}. Ispitajmo je li broj 2
primitivni korijen modulo 17. Vrijedi:

2l = 2 (mod 17),
22 4 (mod 17),
2 16 (mod 17),
28 = 1 (mod 17).

Zakljucujemo da je red od 2 modulo 17 jednak 8 pa 2 nije primitivni
korijen modulo 17.

Promotrimo broj 3. Vrijedi:

31 = 3 (mod 17),
32 = 9 (mod 17),
32 = 13 (mod 17),

3% = 16 (mod 17),
31 = 1 (mod 17).

Zakljucujemo da je 3 najmanji primitivni korijen modulo 17.
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(77) Koristit ¢emo primitivni korijen 3.

(a) Prijedemo li na indekse u kongruenciji 7z = 5 (mod 17), dobi-
vamo (jer je 3'1 =7 (mod 17), 3° =5 (mod 17))

ind37+indgz = inds5 (mod 16)
11+4+indgz = 5 (mod 16)
indgz = —6=10 (mod 16).

Odavde zakljuc¢ujemo da je x = 3! = 8 (mod 17).

(b) Prelaskom na indekse u kongruenciji 28 = 8 (mod 17), dobivamo
linearnu kongruenciju

8 indgz =10 (mod 16).

Ta linearna kongruencija nema rjesenja jer (8,16) 1 10 pa ni po-
lazna kongruencija nema rjesenja.

(¢) Rjesavanje te kongruencije ostavljamo za vjezbu. RjeSenje je x =
10 (mod 17).

(iii) Trebamo odrediti ostatak pri dijeljenju broja z = 21037296027 sa 17.
Uoc¢imo najprije da je 2103 = 12 (mod 17),602 = 7 (mod 17). Stoga
je z = 129797 (mod 17). Prelaskom na indekse dobivamo

inds 2 =729 ind3 12+ 97 ind37 =0 (mod 16).

Odavde je z=3" =1 (mod 17).

Zadatak 4.5. Koristeéi indekse rijesite kongruenciju

7r° =8 (mod 19).

5. Wilsonov i Lagrangeov teorem

Mnogi problemi vezani uz kongruencije mogu se rijesiti primjenom Wilso-
nova i Lagrangeova teorema. Promatrat ¢emo ih u ovome odjeljku.

Teorem 5.1. (Wilsonov teorem i obrat, [3]) Prirodni brojp prost je broj
ako i samo ako vrijedi

(p—1D!'=-1 (mod p).
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Primjer 5.1. Kako je 17 prosti broj, iz Wilsonovog teorema slijedi 16! = —1
(mod 17). Odavde mozZemo zakljuciti da je ostatak pri dijeljenju broja 16!
sa 17 jednak 16.

Zadatak 5.1. Dokazite da je 18! = —1 (mod 437).

Rjesenje. Uocimo da je 437 = 19-23. Kako su 19 i 23 prosti brojevi, na
njih mozemo primijeniti Wilsonov teorem pa dobivamo

18!'= -1 (mod 19), 221 = -1 (mod 23).
Iz posljednje kongruencije dobiva se
22-21-20-19-18!'= -1 (mod 23),
tj. 18! = —1 (mod 23). Kako je (19,23) = 1, slijedi tvrdnja. &

Zadatak 5.2. Neka je p > 5 prosti broj. Odredite ostatak pri dijeljenju
broja 2P (p — 3)! s p.

Teorem 5.2. (Lagrangeov teorem, [3]) Ako je p prosti broj i P(x) po-
linom s cjelobrojnim koeficijentima stupnja n kojemu vodeéi koeficijent nije
djeljiv s p, onda kongruencija

P(z) =0 (mod p) (5.1)
ma najvise n rjeSenja modulo p.

Primjer 5.2. Prema Lagrangeovom teoremu, za svaki prosti broj p kongru-
encija kongruencija x> = 1 (mod p) ima najvise dva rjesenja modulo p. Za
p # 2 rjesenja su x = +1 (mod p), dok je za p = 2 rjesenje x =1 (mod 2)
(jer je 1 = —1 (mod 2)).

Zadatak 5.3. Rijesite kongruencije:
(i) 2* + 22 — 22 =0 (mod 5),
(43) 10020 + 23 + 22 — 22 = 0 (mod 5),
(iii) 23 + 2% — 22 =0 (mod 9),
)

(iv) 2% + 2% — 22 =0 (mod 45).
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Rjesenge.

(4)

(i)

Kako je 5 prosti broj, prema Lagrangeovom teoremu zaklju¢ujemo da
kongruencija 23 + 22 — 2z = 0 (mod 5) ima najvige tri rjeSenja modulo
5. Direktnom provjerom vidi se da su z = 0,1 rjeSenja, x = 2 nije
rjeSenje i x = 3 je rjeSenje. Kako kongruencija moze imati najvise tri
rjeSenja, slucaj x = 4 nije potrebno provjeravati. Zakljuc¢ujemo da su
sva rjeSenja x =0, 1,3 (mod 5).

Uoc¢imo da vrijedi
1002'%° + 23 422 — 22 =23+ 22 —~ 20 =0 (mod 5)
pa je ta kongruencija ekvivalentna kongruenciji u ().

Uo¢imo da na kongruenciju z% + 22 — 2z = 0 (mod 9) ne mozemo
primijeniti Lagrangeov teorem. Direktnom provjerom svih moguéih
slucajeva dobiva se x = 0,1,4,7 (mod 9).

Kongruencija 23 + 22 — 22 = 0 (mod 45) ekvivalentna je sustavu kon-
gruencija

242t —2 =

2+ 2% — 22

(mod 5),

0
0 (mod 9).

Kako smo te sustave rijesili u (¢) i (i4i), sva rjeSenja dobivaju se
rjeSavanjem sustava kongruencija odredenih sa:

= 0,1,3 (mod 5),
= 0,1,4,7 (mod9).

Primjenom Kineskog teorema o ostatcima dobivaju se rjeSenja

z=0,1,10,13,16,18,25,28,31,36,40,43 (mod 45).

Zadatak 5.4. Rijesite kongruenciju

1212°0 423 — 32 = -2 (mod 11).
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6. Primjena kongruencija u kriptografiji

Sama teorija kongruencija ima vrlo Siroku primjenu. Ovdje ¢emo pokazati
primjenu u Sifriranju i desifriranju podataka. Znanstvena disciplina koja
se bavi tim problemima zove se kriptografija. Poruku koju posiljatelj zeli
poslati primatelju zovemo otvoreni tekst. Pogiljatelj Sifrira otvoreni tekst
koristeéi klju¢ i kao rezultat dobiva Sifrat koji Salje primatelju. Primatelj
desifrira dobivenu poruku kako bi dobio polazni otvoreni tekst. Vise o me-
todama kriptografije moze se vidjeti, primjerice, u [4].

Definicija 6.1. Kriptosustav je uredena petorka (P,C,K,E,D) za koju vri-
Jedi:

1. P je konacan skup svih mogucih osnovnih elementa otvorenog teksta.
2. C je konacan skup svih moguéih osnovnih elemenata Sifrata.

3. K je prostor kljuceva, tj. konacan skup svih mogucih kljuceva.

4. Za svaki k € IC postoji funkcija Sifriranja e € £ i odgovarajucéa funk-

cija desifriranja dg € D. Pritom sueg : P — C idg : C — P funkcije
sa svojstvom da je di(ex(x)) = x za svaki otvoreni tekst v € P.

U nastavku ¢emo koristiti sljede¢u korespondenciju izmedu slova alfabeta
(A — Z) i cijelih brojeva.

A[B[C|ID[E[F|CG|H]|I]|J[K]|L[M
1123|4567 |8|9|10]11]12]13
N O[P|[Q|R|S|T|U|[V|W[X|Y]|Z
141516 | 17|18 |19 |20 |21 22|23 |24 | 25|26

Tablica 2.1: Numericki ekvivalenti u engleskom alfabetu

6.1. Pomak alfabeta ili Cezarova Sifra

Opisat ¢emo najprije jednostavni kriptosustav koji se dobiva pomakom al-
fabeta, a naziva se i Cezarova Sifra. Ovaj kriptosustav dobio je ime po Gaju
Juliju Cezaru koji ga je u 1.st. pr. Kr. koristio za razmjenu poruka sa svojim
generalima.
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Definicija 6.2. NekajeP =C=K ={0,1,...,25} =Zs. Za0 < K <25
definiramo

ex(z) = v+ K mod 26,
dk(y) = y — K mod 26.

Tako je zadana Cezarova Sifra.

Primjer 6.1. Sifrirajmo TB Cezarovom Sifrom koristeéi numericke ekvi-
valente 1 klju¢ K = 20. Vriyedi:

T B — 20 2
— 40 mod 26 22 mod 26
— 14 22
— N V.

Zadatak 6.1. Neka je primjenom Cezarove Sifre na otvoreni tekst na hr-
vatskom jeziku dobiven Sifrat

WXYHMVDRNIRDSHNIPY.
Odredite otvorent tekst.

Rjesenje. Uocimo najprije da su prva tri slova danog izraza tri uzastopna
slova abecede pa njih lako mozemo desifrirati iz tablice. Ako uo¢imo da
oni ne mogu predstavljati dio recenice na hrvatskom jeziku, ne trebamo
provjeravati ostala slova. Desifriranje provodimo koristeéi funkciju dg (y) =
y— K mod26, K € {0,1,...,25}. Napravimo provjere:

e za K = 1 dobivamo VW X, a to nije pocetak rije¢i na hrvatskom
jeziku,
e za K = 2 dobivamo UV W pa opet ne trebamo raditi daljnje provjere,

e za K = 3 dobivamo TUV pa ¢emo provjeriti i iduca slova da vidimo
hoce li to biti rije¢ na hrvatskom jeziku; kako se dobiva TUV EJ, na
kraju opet zaklju¢ujemo da nije potrebno raditi daljnje provjere,

e za K = 4 dobivamo otvoreni tekst STUDIRANJE NA ODJELU.
O

Zadatak 6.2. Primjenom Cezarove Sifre iz otvorenog teksta na hrvatskom
jeziku dobiven je Sifrat

WXYQYZYUCKTK.

Odredite funkciju deSifriranja i odgovarajuéi otvoreni tekst.
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6.2. RSA kriptosustav

Ovdje ¢emo opisati RSA kriptosustav koji se u praksi cesto koristi, a ¢ija
se sigurnost temelji na teskod¢i faktorizacije velikih prirodnih brojeva. Ovaj
kriptosustav dobio je ime po autorima (Ron Rivest, Adi Shamir i Len Ad-
leman) koji su ga predlozili 1977. godine. Primjenu ovog kriptosustava
ilustrirat ¢emo na malim prirodnim brojevima.

Definicija 6.3. Neka je n = pq, gdje su p i q razlic¢iti prosti brojevi. Neka
jeP=C=12Zy, te
K = {(n,p,q.d,e):gcd(e,o(n)) =1,
de =1 (mod ¢(n)),d,e € N minimalni s tim svojstvom}.
Za K = (n,p,q,d,e) € K i x,y € Z, definiramo
ex(z) = 2° modn,
dx (y) = y*mod n.

Tako zadan kriptosustav naziva se RSA kriptosustav. Parametar e naziva
se enkripcijski eksponent, a d dekripcijski eksponent.

RSA kriptosustav temelji se na tvrdnji
()Y =1 (mod n),

koja je dana u Zadatku 3.9. Vrijednosti n, e u RSA kriptosustavu javne su pa
uredeni par (n, e) nazivamo javni klju¢. Faktorizacija broja n i parametar d
tajni su jer onaj tko poznaje faktorizaciju od n, moze lako odrediti p(n), a
onda i d.

Primjer 6.2. Primjenom RSA kriptosustava uz javni kljuc¢ (n,e) = (143,37)
Sifriragmo poruku

MATHOS

u engleskom alfabetu. Najprije odredimo numericke ekvivalente danih slova:
131208 15 19. Sifriranje provodimo koristeéi funkciju ex (x) = 237 mod 143.
Kako je

1337 = 117 (mod 143),
13" = 1 (mod 143),
2037 = 59 (mod 143),
87 = 112 (mod 143),
1537 = 93 (mod 143),
1937 = 123 (mod 143),
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Sifrat je 117 1 59 112 93 123.
Zadatak 6.3. Desifrirajte poruku
106 83 1 22 93

koja je Sifrirana uw RSA kriptosustavu s javnim kljucéem (n,e) = (143,37)
nad engleskim alfabetom.

Rjesenje. Najprije trebamo odrediti dekripcijski eksponent d. Kako je on
rjesenje kongruencije de = 1 (mod ¢(n)), naprije odredimo ¢(143) = (11 -
13) = 120. Rjesavanjem linearne kongruencije 37x = 1 (mod 120) dobivamo
d = 13. Desifriranje provodimo koristeéi funkciju dg(z) = x'* mod 143.
Kako je

106" = 2 (mod 143),

8313 = 18 (mod 143),
1B = 1 (mod 143),
2213 = 22 (mod 143),

64 = 15 (mod 143),

Sifrat je 2 18 1 22 15. Prevedemo li te numericke ekvivalente u slova koristeéi
Tablicu 2.1 dobivamo BRAV O. <&

Zadatak 6.4. U RSA kriptosustavu s javnim kljucem
K = (307829, 151)
(a) Sifrirajte poruku
ZADATAK,
(b) desifrirajte poruku

1195 45600 162514 162026.

7. Zadatci za vjezbu

Zadatak 7.1. Odredite:

a) ostatak pri dijeljenju broja 2°° sa 17
(a) pri dijeljenju broj )
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(b) posljednje tri znamenke broja 21%°.

Zadatak 7.2. Dokazite sljedeée tvrdnje:

(a) n € N djeljiv je s 8 (9) ako i samo ako je zbroj znamenki od n djeljiv
s3(9).

(b) n €N djeljiv je s 11 ako i samo ako je alternirajuéi zbroj znamenki od
n djeljiv s 11.

Zadatak 7.3. Nadite sva rjesenja sustava kongruencija
r+2y=2 (mod23), z—2y=3 (mod 23).
Zadatak 7.4. Rijesite kongruencije:
(a) 20x =16 (mod64) (b) 60x =185 (mod 455).

Zadatak 7.5. Rijesite sustave kongruencija:

s
~—

5 (mod8), z=6 (mod 18),

5 (mod8), xz=15 (mod 18),

5 (mod6), =3 (mod10), xz=8 (mod 15),

5 (mod 24), z=25 (mod28), z=8 (mod 45).

=

T
x
xT
T

A~~~ I/~
& o=

Zadatak 7.6. Nadite najmanji x € Z,x > 100 koji je rjeSenje sustava
kongruencija

50 =10 (mod 18), =2 (mod 12), z =6 (mod 8).

Zadatak 7.7. Kojeg su oblika prirodni brojevi n za koje vrijedi 10 | 3n —
1,5|4n—-3 i 9|2n—77

Zadatak 7.8. Ako se za ucenike neke skole koja ima vise od 100 ucenika
Zeli organizirati autobusni prijevoz, onda pri rasporedivanju u autobuse s 15
myjesta nakon popunjavanja svih autobusa u posljednjem autobusu ostane 6
ucenika. Analogno, ako se popunjavaju autobusi s 40, odnosno 50 mgjesta,
onda u posljednjem autobusu ostane 1, odnosno 31 ucenik. MoZe li skola
imati parni broj ucenika? Koliko $kola ima ucéenika ako je poznato da ih je
manje od 10007
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Zadatak 7.9. Kineski generali prebrojavali su prezivjele vojnike nakon bitke
rasporedujuci ith u kolone razlicite duljine i biljezeéi koliko je vojnika ostalo
kao visak u zadngjoj koloni. Ako je general na pocetku bitke imao 1200 voj-
nika, a vojnici rasporedeni u kolone duljine 5,6,7,11 u zadnjem redu imaju,
redom, 3,3,1,11 vojnika, koliko je vojnika prezZivjelo bitku?

Zadatak 7.10. Odredite sve 0 < x < 1000 koji su rjeSenje sustava kongru-
encija

8r =5 (mod15), b5zr=11 (mod 21), Tz =55 (mod 60).
Zadatak 7.11. Odredite sve n € N takve da je p(n) = 16.

Zadatak 7.12. Neka je n € N. Ako ¢(n) | n — 1, pokaZite da je tada n
kvadratno slobodan, odnosno za a # 1,a |/n.

Zadatak 7.13. Neka je n > 4 prirodni broj sa svojstvom da sun—1in+1
prosti brojevi. DokaZite da je tada p(n) < %.

Zadatak 7.14. Dokazite da je p(4n) = 2¢(2n), za sve n € N.
Zadatak 7.15. DokaZite da jednadzba ¢(n) = 14 nema rjesenja.

Zadatak 7.16. Odredite moguce ostatke pri dijeljenju brojeva 3a*%°—5.a €
Z brojem 47.

Zadatak 7.17. Neka je p > 3 prosti broj. Odredite a ako je poznato da
vrijeds

2072 1 372 1 672 = (mod p).

Zadatak 7.18. Koristeéi FEulerov teorem rijesite kongruenciju 4lx = 53
(mod 62).

Zadatak 7.19. Neka je n € N najmangi visekratnik broja 17 koji je rjesenje
sustava kongruencija

n=10 (mod 12), n=4 (mod 18).
Odredite ostatak pri dijeljenju broja (n + 12)%2%0 sa 121.
Zadatak 7.20. Neka su m,n € N, (m,n) = 1. Dokazite da vrijedi:

m?™ 4+ ™ =1 (mod mn).
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Zadatak 7.21. Nekajen € N, a € Z, (a,n) = 1 i neka je d red od a modulo
n. Ako je m € N takav da vrijedi o™ =1 (mod n), dokazite da d | m.

Zadatak 7.22. Odredite red od 3 modulo 91.

Zadatak 7.23. Neka je p neparni prosti broj. Akop | b*+1,b € N, odredite
red od b modulo p.

Zadatak 7.24. Neka je m € N. Odredite oblik svih prostih faktora p > 2
broja m? + 1.

Zadatak 7.25. Neka je p prosti broj i neka je a € Z takav da je red od a
modulo p jednak 3. DokaZite sljedeée tvrdnje:

(a) a>+a+1=0 (mod p),
(b) (2a +1)? = -3 (mod p),
(¢) red od a+ 1 modulo p jednak je 6.
Zadatak 7.26. Pomocu indeksa rijesite kongruencije:
(@) x'%=16 (mod 43) (b) 27230 =42 (mod 43).

Zadatak 7.27. Neka je p neparni prosti broj ing = (p—1)(kp+1),k € N.
Dokazite da p | (p — 2)! + ng2™.

Zadatak 7.28. Ako za prirodni broj n > 1 vrijedi (n — 1)! = —1 (mod n),
dokaZite da je n prosti broj.

Zadatak 7.29. Rijesite kongruenciju
e 422 -2:=0 (mod 71).
Zadatak 7.30. Rijesite sustav kongruencija
z2=1 (mod 19), r=5 (mod 11).

Zadatak 7.31. Primjenom Cezarove Sifre s pomakom 15 Sifrirajte poruku
POBJEDNIK.

Zadatak 7.32. U RSA kriptosustavu s javnim kljucéem (65,11) deSifriragte
poruku 49 11 28 134.
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Zadatak 7.33. Odredite nagmangi dozvoljeni e takav da (3193, €) bude javni
klju¢ RSA kriptosustava i vrijedi

e=1 (mod12), e=29 (mod 56).

Zadatak 7.34. U RSA kriptosustavu s javnim kljucem (n,e) = (407,103)
odredite a = dg (2), a zatim rijesite sustav kongruencija

r=a (mod9), x=-1 (mod 33).

Zadatak 7.35. Desifrirajte brojeve 1197,1239 ako je Sifriranje izvrseno u
RSA kriptosustavu s javnim kljucem (1241,709). Ako je neki od tako dobi-
venih brojeva prost, dokazite to, a zatim odredite ostatak pri dijeljenju broja
7777018 tim prostim brojem.

Upute za rjeSavanje zadataka

Zadatak 1.3. Slicno kao u Zadatku 1.2. pokazite da je 53'9 = 14 (mod 39)
i 103°3 =25 (mod 39).

Zadatak 1.6. Uocite da je 1 +3%+99 =1+ 3 - (33)" + 32(3%)*",
Zadatak 1.8. Danu jednadzbu promotrite modulo 4.

Zadatak 2.2. Rjesenje kongruencije je x = 7,16,25,34 (mod 36).
Zadatak 2.4. Rjesenje danog sustava kongruencija je x = 23 (mod 30).

Zadatak 3.3. Primjenom Teorema 3.1. slijedi da je n = 23°5¢7913¢ i
pokaze se da je a < 3,0 < 2,¢c < 1,d < 1l,e < 1. Konac¢no je rjeSenje
n € {13,21, 26,28, 36, 42}.

Zadatak 3.9. Iz ab =1 (mod ¢(n)) slijedi ab =t(p —1)(¢ — 1)+ 1,t € N.
Promotrite slucajeve (z,n) =1, (z,n) # 1.

Zadatak 3.11. Rjesenje kongruencije je x = 53 (mod 77).
Zadatak 4.3. Kako je (z,p) = 11 ¢(p) = p— 1 = 2¢, slijedi (—2%)%7 =1

(mod p). Stoga je d € {1,2,q,2q}. Sada zakljucite kako pretpostavke d =
1,2, g vode do odgovarajuce kontradikcije pa je rjeSenje d = 2q.

Zadatak 4.5. Rjesenja su x = 2,3,14 (mod 19).

Zadatak 5.2. Primjenom Wilsonova teorema slijedi 2(p—3)! = —1 (mod p),
a primjenom Malog Fermatovog teorema 2P = 2 (mod p). Kombiniranjem
tih dvaju izraza dobiva se da je trazeni ostatak p — 2.
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Zadatak 5.4. Rjesenje kongruencije je x = 1,9 (mod 11).

Zadatak 6.2. Funkcija desifriranja je dg(y) = y — 10 mod 26, a dobivena
poruka je MNOGO POKUSAJA.

Zadatak 6.4. Dobiva se: d = 243751, p = 541, q¢ = 569, ¢(n) = 306720.
Sifrat je 189790 1 196709 1 304458 1 227034. Desifrirana poruka je 2 18 15 10,
odnosno BROJ.

Zadatak 7.1. (a) Ostatak je 9. (b) Posljednje su tri znamenke 3,7, 6.

Zadatak 7.2. Razvijte k-znamenkasti broj n po potencijama broja 10 i
iskoristite svojstva kongruencija.

Zadatak 7.3. Iskoristite svojstva kongruencija. Rjesenje je x = 14 (mod 23),
y =17 (mod 23).

Zadatak 7.4. (a) x = 4,20,36,52 (mod 64); (b) z = 41,132,223, 314, 405
(mod 455).

Zadatak 7.5. (a) sustav nema rjeSenja; (b) z = 69 (mod 72); (¢) z = 23
(mod 30); (d) z =53 (mod 2520).

Zadatak 7.7. Odgovor je n = 17+ 90k, k € Z.
Zadatak 7.6. Rjesenje je x = 110.

Zadatak 7.8. Sustav kongruencija = 6 (mod 15), x = 1 (mod 40), z =
31 (mod 50) ima rjesenje z = 81 (mod 600). Dakle, skola ima 681 ucenika.

Zadatak 7.9. Bitku je prezivjelo 1023 vojnika.
Zadatak 7.10. Rjesenje je x € {145, 565,985}.

Zadatak 7.11. Iz n = 2%3°5¢17¢ slijedi @ < 5,b < 1,¢ < 1,d < 1 i dobiva
se n € {17,32,34,40,48,60}.

Zadatak 7.12. Pretpostavka a? | n, za neki prirodni broj a # 1, uz definiciju
©(n) vodi do zakljucka da a | n,n — 1, Sto nije moguce.

Zadatak 7.13. Iz n = 293" - m, gdje su a,b,m € Ni (m,6) = 1. slijedi
tvrdnja zadatka.

Zadatak 7.14. Pretpostavite n = 2% - m, gdje je (2,m) = 1.

Zadatak 7.15. Upotrijebite definiciju funkcije ¢ na kanonski rastav broja
n na proste faktore.

Zadatak 7.16. Promatrajte slucajeve (a,47) € {1,47}. Kada je moguce,
primijenite Mali Fermatov teorem. Mogudéi su ostatci 42, 45.
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Zadatak 7.17. Iskoristite Mali Fermatov teorem i svojstva kongruencija
kako biste dobili a =1 (mod p).

Zadatak 7.18. Rjesenje je x = 27 (mod 62).

Zadatak 7.19. Za odredivanje broja n iskoristi se Kineski teorem o ostat-
cima. Dobiva se n = 238. Kako bi se odredio trazeni ostatak primijeni se
Eulerov teroem. Ostatak je 1.

Zadatak 7.20. Tvrdnja slijedi primjenom svojstava kongruencija i Eulerova
teorema.

Zadatak 7.21. Zakljucite da je m > d i primijenite definiciju reda i teorem
o dijeljenju s ostatkom.

Zadatak 7.22. Red je d = 6.
Zadatak 7.23. Red je d = 8.
Zadatak 7.24. Iskoristite svojstva reda i pokazite da je p =4k + 1,k € N.

Zadatak 7.25. Koristite odgovarajuce faktorizacije i definiciju reda mo-
dulo p.

Zadatak 7.26. (a) z = 4,39 (mod 43); (b) z =5, 8,13, 30,35,38 (mod 43).

Zadatak 7.27. Tvrdnja slijedi primjenom Wilsonova i Malog Fermatovog
teorema.

Zadatak 7.29. Iskoristite Mali Fermatov teorem i Lagrangeov teorem. Rje-
Senja suz =0,1 (mod 71).

Zadatak 7.28. Pretpostavite suprotno, tj. neka je n sloZzen broj.

Zadatak 7.29. Iskoristite Mali Fermatov teorem i Lagrangeov teorem. Rje-
Senja suz =0,1 (mod 71).

Zadatak 7.30. Rjesenje je z = 115,170 (mod 209).

Zadatak 7.31. Slovima pridruzite numericki ekvivalent i upotrijebite funk-
ciju Sifriranja ex (x) = = + 15 mod 26.

Zadatak 7.32. Dobivaju se sljede¢i parametri: d = 35, p = 5, ¢ = 13,
¢(n) = 48. Desifrirana je poruka 4 6 7 49.

Zadatak 7.33. RjeSenje je e = 253.

Zadatak 7.34. Najprije se dobije a = 128. RjeSenje sustava kongruencija
je £ =65 (mod 99).

Zadatak 7.35. Desifriranjem slijedi n; = 1009, ny = 495. Pokaze se da je
ny prost i 77729 mod n, = 347.



Kvadratni ostatci

1. Legendreov simbol

Kvadratni ostatak vrlo je vazan pojam u teoriji brojeva. Primjenjuje se
u razli¢itim podrué¢jima, od kriptografije do primjerice faktorizacije velikih
prirodnih brojeva. Prve slutnje i rezultate koje ¢emo navesti u ovom odjeljku
prezentirali su Fermat, Euler, Lagrange, Legendre i ostali matematicari 17.
i 18. stoljeca.

Definicija 1.1. Neka je n € Nja € Z,(a,n) = 1. Ako kongruencija

r?=a (mod n)
mma rjesenja, kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U suprotnom, a
je kvadratni neostatak modulo n.

Primjer 1.1. Primjerice, iz1?> =1 (mod 5) mozemo zakljuciti da je 1 kva-
dratni ostatak modulo 5 (uocite da je 1 kvadratni ostatak modulo bilo koji
n). Kako je dodatno 22 = 4 (mod 5),3? = 4 (mod 5),4%2 = 1 (mod 5), za-
kljucujemo da su 1 i 4 jedini moguéi kvadratni ostatci modulo 5. Stoga su
2,3 kvadratni neostatci modulo 5.

Teorem 1.1. ([3]) Ako je p neparni prosti broj, onda reducirani sustav os-
tataka modulo p sadrzi (p — 1)/2 kvadratnih ostataka i (p — 1)/2 kvadratnih
neostataka modulo p.

Primjer 1.2. Ako Zelimo odrediti sve kvadratne ostatke modulo 7, prema
prethodnom teoremu trebamo naci tri kvadratna ostatka modulo 7. Kako je
12=1 (mod 7),22 =4 (mod 7),3% =2 (mod 7), zakljucujemo da su 1,2,4
kvadratni ostatci modulo 7, dok su 3,5,6 kvadratni neostatci modulo 7.

65
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Definicija 1.2. Neka je p neparni prosti broj i a € Z. Legendreov simbol

<%) definira se na sljedeéi nacin:

= 0, akop|a,

<a> 1, ako je a kvadratni ostatak modulo p,
—1, ako je a kvadratni neostatak modulo p.

Primjer 1.3. Na osnovi Primjera 1.2. zakljucujemo da vrijedi

O-0-@)- Q-0)-O-

Tk
— =0, keZ.
() =0 ke

Zadatak 1.1. Neka je p meparni prosti broj i a € Z. DokazZite da kongru-
encija

Uocimo da je

z*=a (mod p)

ima 1+ (%) rjesenja modulo p.

Rjesenje. Neka je p neparni prosti broj i a € Z.
e Ako p | a, onda je dana kongruencija oblika 22 = 0 (mod p) i jedino
rjesenje modulo p te kongruencije je x = 0 (mod p). S druge je strane

(%) =0pajel+ (%) =1, a to je u skladu s tvrdnjom.

e Ako (a,p) =11 postoji b € Z takav da je
¥ =a (mod p),

onda su z = +b (mod p), prema Lagrangeovom teoremu, sva rjesenja
modulo p te kongruencije i medusobno su nekongruentna jer je p # 2.

U tom je slucaju a kvadratni ostatak modulo p pa je % = 1, odnosno
1+ (%) = 2, §to je u skladu s tvrdnjom.
e Ako (a,p) =11 dana kongruencija nema rjesenja, onda je a kvadratni

neostatak modulo p pa je (%) = —1. Stoga je 1 + (%) =0, sto jeu

skladu s tvrdnjom.

<&
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Zadatak 1.2. Ako je p meparni prosti broj, odredite
p—1 a
4,=3 () |
a=1 p

Rjesenje. Uocimo da je a € {1,2,...,p — 1}, a ovaj je skup reducirani
sustav ostataka modulo p. Kako se prema Teoremu 1.1. reducirani sustav
ostataka modulo p sastoji od (p — 1)/2 kvadratnih ostataka i (p — 1)/2
kvadratnih neostataka modulo p, zakljucujemo da je polovina ¢lanova dane
sume jednaka 1, dok je druga polovina jednaka —1. Stoga je A, = 0. &

Teorem 1.2. (Eulerov kriterij, [3]) Ako je p neparni prosti brojia € Z,

p ‘

Primjer 1.4. Kako je 31 prosti broj i (3,31) = 1, primjenom FEulerova
kriterija dobivamo

3\ a5
(31)_3 =—1 (mod 31).

Stoga je (3%) = —1, odnosno 3 je kvadratni neostatak modulo 31.

Zadatak 1.3. Neka je n € N takav da je p = 2n + 1 prosti broj i vrijedi
2" =1 (mod p). Je li 2 kvadratni ostatak ili kvadratni neostatak modulo p?

Rjesenje. Ako je p prosti broj takav da je p = 2n + 1, onda prema Eulerovu

kriteriju slijedi

2 _

<) —of = on (mod p).
p

Iz uvjeta zadatka zakljucujemo (%) = 1 pa je 2 kvadratni ostatak modulo
D O

Teorem 1.3. ([3]) Neka je p neparni prosti broj i a,b € Z. Tada vrijedi:

(1) a=b (mod p) = (%) _ (%)}

@ (3)=() ()
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Primjer 1.5. Kako su prema Primgjeru 1.1. brojevi 1,4 kvadratni ostatci, a
brojevi 2,3 kvadratni neostatci modulo 5, prema prethodnom teoremu slijedi

a 1, a=1,4 (mod 5),
(g> = 0, a=0 (mod5),
-1, a=2,3 (mod5).

Primjer 1.6. Koristenjem svojstava (2) — (5) iz Teorema 1.3. dobivamo

Y (2NN (2 (1) - (_1)%(_1)75328‘1 Y.

53 53 53 53 53
Primjenom Eulerova kriterija dobiva se (%) = 7?6 = 1 (mod 53) pa je
—14
(55) =1,
Zadatak 1.4. DokaZite da diofantska jednadzba

411k +12=0

nema rjesenja.

Rjesenje. Ako bi dana jednadzba imala cjelobrojnih rjeSenja, onda bi i kon-
gruencija z2 + 11k + 12 = 0 (mod 11), tj. kongruencija 22 = —1 (mod 11)

imala rjeSenja pa bi vrijedilo (I—ll) = 1. Medutim, Eulerov kriterij daje
(3£) = 3° = —1 (mod 11) i dobivamo kontradikciju. Prema tome, dana
diofantska jednadzba nema rjeSenja. &

Zadatak 1.5. Neka jen € N,n > 4. DokaZite da broj A, = 11424+ -+n!
nije potpun kvadrat.

Rjesenje. Uocimo da je A, = 114+2!4+3!44!14+5!+...4nl =33 =3 (mod 5).
Na osnovi Primjera 1.5. zaklju¢ujemo da je A,, kvadratni neostatak modulo
5 pa ne moze biti potpun kvadrat. &

Zadatak 1.6. Neka je n € N. Dokazite: 311 4n? + 8.

Zadatak 1.7. Ako je p neparni prosti broj i a,b € Z,(a,p) = (b,p) = 1,
dokaZite da je barem jedan od brojeva a,b,ab kvadratni ostatak modulo p.
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2. Gaussov kvadratni zakon reciprociteta

Gaussov kvadratni zakon reciprociteta omogucéava lako izracunavanje Le-
gendrovog simbola. Gauss ga je zvao svojim zlatnim teoremom i osmislio je
ukupno osam dokaza. Danas ih postoji preko 300.

Teorem 2.1. (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta, [3]) Neka su
p i q razli¢iti neparni prosti brojevi. Tada vrijedi

()=

Lako se vidi da se formula iz prethodnog teorema moze zapisati i na ovaj

| (5) =2 ().

Ta formula vrijedi i ako p,q nisu razliCiti prosti brojevi i koristi se za
odredivanje vrijednosti Legendreova simbola.

Primjer 2.1. Uocimo da nam Gaussov kvadratni zakon reciprociteta omogu-
¢ava da primjerice izracunamo (311) bez primjene Eulerova kriterija. Kako
su 7,31 prosti brojevi, vrijedi

() (2) (@) ()- ()

Zadatak 2.1. Ispitajte ima li kongruencija x> =19 (mod 283) rjesenja.

Zadatak 2.2. Odredite sve neparne proste brojeve p za koje je 3 kvadratni
ostatak modulo p.

Rjesenje. Trazimo neparne proste brojeve p za koje je (%) = 1. Uocimo

da je p prosti broj veéi od 3. Prema Gaussovu kvadratnom zakonu recipro-

citeta vrijedi
1= (2) —(—nt (%’) = (-1 (g) (2.1)

Uoc¢imo da vrijedi:
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Odavde i iz (2.1) slijedi da je (%) = 1 zadovoljeno ako je p rjeSenje jednog

od sljede¢ih sustava kogruencija:
e p=1 (mod 3), p=1 (mod 4),
e p=2 (mod 3), p=3 (mod 4).
Primjenom Kineskog teorema o ostatcima dobivamo p = 1,11 (mod 12) i p

prosti broj. O

Zadatak 2.3. Neka je p = 4m + 3,m € N prosti broj i a € Z,(a,p) = 1.
Odredite rjesenje kongruencije x> = a (mod p).
Rjesenje. Ako rjesenje postoji, onda je (%) = 1. Iz Eulerova kriterija
slijedi
-1
1=a"z7 =d®" (mod p).
Pomnozimo li lijevu i desnu stranu te kongruencije sa a dobivamo

a®™2 =a  (mod p).

Stoga vrijedi

(am“)2 =a (mod p),

pasuz = +a™*! (mod p), prema Lagrangeovom teoremu, sva rjesenja dane
kongruencije. <&

Zadatak 2.4. Neka je p prosti broj takav da je q = 4p + 1 takoder prosti
broj.

(a) Dokazite da je 2*? = —1 (mod q).
; p
(b) Odredite (q).

Rjesenje. Uocimo da su p i g neparni prosti brojevi.

(a) Primjenom Eulerova kriterija dobivamo

2% = 9% = (Z) (mod q).

Kako je

slijedi trazena tvrdnja.
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(b) Primjenom Gaussova kvadratnog zakona reciprociteta i svojstava Le-
gendreova simbola dobivamo

(£)-1002 ()= (2)- (57 ) -

<&

Zadatak 2.5. Dokazite: Fermatov broj F,, = 22" +1,n € N prost je ako i
samo ako je
Fpn—1
372 =-1 (mod F,). (2.2)
Rjesenje. Pretpostavimo da je F), prosti broj. Kako je F,, > 5, to je F,
neparni prosti broj i (F,,3) = 1. Zbog Eulerova kriterija slijedi da trebamo

dokazati (F%) = —1. Gaussov kvadratni zakon reciprociteta i ¢injenica da

je % parni broj povlaci

()2 ()-(5)

Kako je F,, =2 (mod 3) slijedi (F%L) = —1 1 time je tvrdnja dokazana.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.2). Tada je
3=l =1 (mod F,). (2.3)

Neka je p prosti broj i p | F,,. Zbog (2.2) i (2.3) je

Fp—1

2z = —1 (mod p), (2.4)
3fn-t 1 (mod p). (2.5)

Neka je d red od 3 modulo p. Zbog (2.5), prema Teoremu 4.1., slijedi da
d| F, —1=2%" Uotimo da ne moze biti d = 2%, k < 2", ;.

32" =1 (mod p)

jer bi to bilo u kontradikciji s (2.4) (uzastopnim kvadriranjem lijeve i desne
strane te kongruencije ne mozemo dobiti —1). Stoga je d = F,, — 1. Kako
d|p—1,slijedi da F,, — 1 | p— 1, §to je, zbog p < F,,, moguce samo ako je
F,—1=p—1,tj. F, =p. Time je tvrdnja dokazana. <&

Zadatak 2.6. Prosti brojevi p i q nazivaju se brojevi blizanci ako je q =
p+2. Dokazite da postoji a € 7 takav da p | a®> — q ako i samo postoji b € 7
takav da q | b* — p.
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Zadatak 2.7. Dokazite da prostih brojeva oblika 6m + 1,m € N ima be-
skonacéno mmnogo.

Rjesenje. Pretpostavimo da postoji konatno mnogo prostih brojeva
oblika 6m + 1,m € N. Neka su to brojevi pi,ps,...,pn. Promatrajmo
broj

M = (2pip2---pa)” +3.
Ako je p prosti djelitelj od M uo¢imo da on ne moze biti jednak ni 2 (M =1
(mod 2)) ni 3 (M =1 (mod 3)) ni p; (M =3 (mod p);,p; > 7) pa p mora
biti oblika 6k + 5,k € No. Iz M =0 (mod p) slijedi

(2p1p2 -+ pn)? = -3 (mod p),

pa je —3 kvadratni ostatak modulo p. Primjenom Gaussova kvadratnog
zakona reciprociteta i svojstava Legendreova simbola dobivamo

(3)-(R) @) - - ).
Kako je p = 6k + 5, slijedi
(2)-(%)-()-~

tj. —3 je kvadratni neostatak modulo p. Time smo dosli do kontradikcije
pa ne moze postojati konatno mnogo prostih brojeva oblika 6m + 1. &

Zadatak 2.8. Neka je p > 3 prosti broj. Dokazite da kongruencija x*>+3 =
0 (mod p) ima rjesenja ako i samo ako postojim € N takav da je p = 6m+1.

3. Jacobijev simbol

Jacobijev simbol poopcenje je Legendreova simbola. Uveo ga je Carl Gus-
tav Jacobi 1846. godine. Njegova je glavna primjena u racunalnoj teoriji
brojeva, posebno u testiranju prostosti i metodama faktorizacije prirodnih
brojeva - oni su, pak vazni, u kriptografiji.

Definicija 3.1. Neka je P neparni prirodni broj, P = pips---pn, gdje su
pi,t = 1,,...,n (neparni) prosti brojevi (ne nuzno razliciti) i a cijeli broj.
Jacobijev simbol (%) definira se kao

)= GG

gdje je (p%), i1 =1,...n Legendreov simbol.
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Ako je P prost broj, onda je ocito da se Legendreov i Jacobijev simbol
podudaraju.

Primjer 3.1. Uocimo da vrijed:

(3)-() @)=

Napomena 3.1. Lako se moZe pokazati da vrijede sljedeca svojstva:
(1) Ako je (a,P) > 1, onda je (%) = 0; inace je (%) € {—1,1}.
(2) Ako je (%) = —1, onda je a kvadratni neostatak modulo P. U tom
slu¢aju za barem jedan p; vrijedi (p%) = —1. Kada bt kongruen-
cija x> = a (mod P) imala rjesenja, onda bi i kongruencija z* = a
(mod p;) morala imati rjesenja, $to je kontradikcija.

(3) Iz (%) = 1 ne slijedi da je a kvadratni ostatak modulo P. Npr., u

Primjeru 3.1. pokazali smo da je (%) =1, ali provjerom se lako moZe

utvrditi da kongruencija x®> =2 (mod 15) nema rjesenja.

Primjer 3.2. Kako je

()~ () ()~ () 3)- G =

kongruencija x> = 15 (mod 143), prema svojstvu (2) iz prethodne napo-
mene, nema rjesenja.

U iduéem teoremu dana su svojstva Jacobijeva simbola.
Teorem 3.1. ([3]) Neka su P,Q € N neparan, a,b € Z. Tada vrijedi:
W (#2)=(#)(5).
@ ()= (5) ()



74 ZBIRKA ZADATAKA 1Z TEORIJE BROJEVA

Primjer 3.3. Analogon formule iz Eulerova kriterija ne vrijedi u sluc¢aju
Jacobijeva simbola. Lako se izracuna da je npr.

2\ _ 5110 _
<221>_ 1, ali 277 =30 (mod 221).

Ako za dani neparan n € N nademo a € {2,...,n — 1} sa svojstvom

(%) = a7 (mod n),

na taj nacéin mozemo dokazati da je n sloZen broj (na ovakvoj se provjeri
temelji tzv. Solovay-Strassenov test prostosti (vidi npr. [7])).

Zadatak 3.1. Izracunajte Jacobijeve simbole (%), (%)

Rjesenje. Vrijedi:
SN
213)
SLY
355 -

Zadatak 3.2. Izracunajte Jacobijeve simbole (%), (%).

4. Zadatci za vjezbu
Zadatak 4.1. Odredite sve kvadratne ostatke modulo 11.

Zadatak 4.2. Izracunajte Legendreove simbole (%) , (%) , (%),
(311)-

Zadatak 4.3. Dokazite da je <101§70_1> =0.

Zadatak 4.4. Ispitajte postoji li rjesenje sljedecih diofantskih jednadzbi:
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(a) 22 +1="Ty,
(b) 322 — 4y = 13.

p—1

Zadatak 4.5. Neka je p neparni prosti broj i a € Z takav da vrijedi a 2 =
—1 (mod p). Moze li diofantska jednadzba x* + py — a = 0 imati rjesenja?

Zadatak 4.6. Neka je p = 3 (mod 4) prosti broj takav da je ¢ = 2p + 1
takoder prosti broj. Dokazite da je 2P =1 (mod q).

Zadatak 4.7. Neka su g =1 (mod 4) i p=2q+ 1 prosti brojevi. Odredite
red od 2 modulo p.

Zadatak 4.8. Neka je p prosti broj oblika p = 2* +1,k > 3. Oznacimo s d
-1
red od 2 modulo p. DokaZite da je d < pT
Zadatak 4.9. Postoji li a € Z takav da vrijedi:
(a) a® + 24 djeljivo je s 1361,
(b) 2a% + 6 djeljivo je s 19877

Zadatak 4.10. Neka je p = 1 (mod 4) prosti broj. DokaZite da je r kva-
dratni ostatak modulo p ako i samo ako je p—r kvadratni ostatak modulo p.

Zadatak 4.11. Za sve b € Z takve da 31 | b*> +1 ispitajte je li 2b kvadratni
ostatak ili kvadratni neostatak modulo 31.

Zadatak 4.12. Odredite sve proste brojeve p > 2 za koje je broj —2 kva-
dratni ostatak modulo p.

Zadatak 4.13. Koji su moguéi oblici prostih faktora brojeva oblika 16n> —
2,n € N?

Zadatak 4.14. Neka jen > 2 prirodni broj i p = 4" +1 prosti broj. Ispitajte
jesu li 2, 3 i 4 kvadratni ostatci ili neostatci modulo p.

Zadatak 4.15. Odredite sve neparne proste brojeve p oblika 4k + 3 sa svoj-
stvom da je 7 kvadratni ostatak modulo p.

Zadatak 4.16. Neka je p prosti broj oblika p = ¢> + b%,b € Z i q neparni
prosti broj. DokazZite da je q kvadratni ostatak modulo p.
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Zadatak 4.17. Neka je p prosti broj oblika 6k+5,k € N. Postoje li rjesenja
(x,7) diofantske jednadzbe 2% + 2x + 2 = yp?

Zadatak 4.18. Neka je p prosti broj takav da postoji prirodni broj k sa svoj-
stvom p = 4k + 3 i 3 je kvadratni ostatak modulo p. Dokazite ili opovrgnite:
k=2 (mod 3).

Zadatak 4.19. DokaZite da prirodni broj oblika 4n? + 3,n € Z ne moZe
imati prostih faktora oblika 3k + 2,k € N,

Zadatak 4.20. Dokazite da za svaki prosti prirodni broj p =6k + 1,k € N
postoje cijeli brojevi a,b takvi da je a®> + 3 = bp.

Zadatak 4.21. Neka je p > 3 prosti broj sa svojstvom da postoji prirodni
broj n takav da vrijedi p | n? + 27. Odredite ostatak pri dijeljenju broja p s
brojem 6.

Zadatak 4.22. Neka je a neparni prosti broj, b prirodni broj i p = a® + 5b?
prosti broj. Ako je a kvadratni ostatak modulo p, dokaZite da je p = 1
(mod 5).

Zadatak 4.23. [zracunajte simbole (%), (%), (%), (%), (72016),

173
(_1};;25), (_221%514). Ima li medu tim simbolima Legendreovih simbola?

Zadatak 4.24. Izracunajte Jacobijeve simbole (%), (%), (%).

Zadatak 4.25.
(a) Je li —2 kvadratni neostatak modulo 284057

(b) Je li 1281 kvadratni ostatak modulo 13577

Zadatak 4.26. Izracunajte Jacobijeve simbole x = (%) 1Yy = (%), a
zatim ispitajte postoji li za proizvoljan k € Z cjelobrojno rjesenje diofantske

jednadzbe Txu® + 3yv? = 10k — 2 sa svojstvom 5t u i 51 v.

Zadatak 4.27. Neka su m,n € N sa svojstvom da je (m,n) = 1, m =
4k —1, n=8k+7, k€ Z i 3|/ m. Izracunagte simbol (%) )

Zadatak 4.28. Odredite sve n € N sa svojstvom da je 3n = 31 (mod 52) ¢
20

(%) =1L

Zadatak 4.29. Neka jen € N, n =5 (mod 8). Izracunajte Jacobijev sim-

bol (;22;).

Zadatak 4.30. U ovisnosti o neparnom n € N izracunajte vrijednost Jaco-

bijeva simbola (n”—J:Q) .
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Upute za rjesavanje zadataka

Zadatak 1.6. Promotrite §to bi slijedilo ako vrijedi 31 | 4n% + 8, za sve
n € N.

Zadatak 1.7. Jasno je da je (ab,p) = 1 pa iz (%’) = <%> (%) zakljucite

kako sva tri broja ne mogu biti kvadratni neostatci modulo p.
Zadatak 2.1. Pokazite da je (%) = —1.

Zadatak 2.6. Primijenite definiciju kvadratnog ostatka i Gaussov kvadratni
zakon reciprociteta.

Zadatak 2.8. Promotrite Zadatak 2.7. Dokazite da je (%) =1 ako i samo

ako postoji m € N takav da je p = 6m + 1. Iskoristite Gaussov kvadratni
zakon reciprociteta i svojstva Legendreova simbola.

Zadatak 3.2. Vrijednost prvoga simbola je —1, a drugoga je 1.
Zadatak 4.1. Kvadratni ostatci modulo 11 su 1,3,4,5,9.

Zadatak 4.2. Vrijednosti su Legendreovih simbola redom 1,—1,1, 1.
Zadatak 4.3. Zakljucite da je 10'°° —1 =0 (mod 3).

Zadatak 4.4. (a) Pretpostavka da zadana diofantska jednadzba ima rjesenje
vodi do zakljucka da je —1 kvadratni ostatak modulo 7, a to nije to¢no. (b)
Sliéno, promotrite zadanu jednadzbu modulo 3.

Zadatak 4.5. Pretpostavite da zadana jednadzba ima rjesenje (pa posebno i
rjeSenje modulo p) te primjenom Eulerova kriterija zakljucite kontradikciju.

Zadatak 4.6. Uocite da je p = qg—l. Kako biste pokazali novodobivenu

kongruenciju, iskoristite Eulerov kriterij i svojstva Legendreova simbola.

Zadatak 4.7. Iskoristite Mali Fermatov teorem da zakljucite da je trazeni
red jednak 1,2, ¢ ili 2q. Zakljucite da red ne moze biti 1,2 i ¢ (kod posljed-
njeg slucaja koristite Eulerov kriterij i svojstva Legendreovog simbola) pa je
jednak 2gq.

Zadatak 4.8. Primijenite Eulerov kriterij i pokazite da je 217271 =1 (mod p),
a zatim iskoristite definiciju reda modulo p.

Zadatak 4.9. (a) Ako bi vrijedio uvjet zadatka, slijedilo bi da je —24 kva-
dratni ostatak modulo 1361. Pokazite da to nije toé¢no racunanjem odgova-
rajué¢eg Legendreova simbola. (b) Sli¢no, zadatak se svodi na to da trebate
pokazati da je —12 kvadratni ostatak modulo 1987.
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Zadatak 4.10. Iskoristite svojstva kvadratnog ostatka modulo p i Legen-
dreova simbola.

Zadatak 4.11. Dobiva se (?2)—11’) = —1.

Zadatak 4.12. Primjenom svojstava kvadratnih ostataka modulo p i Le-
gendreova simbola dobiva se da je p = 1,3 (mod 8).

Zadatak 4.13. Jasno je da je p = 2. Osim toga, iz p | 16n? — 2 slijedi
(%) =1pajep=1,7 (mod 8).

Zadatak 4.14. Primjenom svojstava Legendreova simbola pokaze se da su
2 i 4 kvadratni ostatci modulo p. Koristenjem Gaussova kvadratnog zakona
reciprociteta pokaze se da je 3 kvadratni neostatak modulo p.

Zadatak 4.15. Trazi se p sa svojstvom (%) = 1. Iskoristite Gaussov kva-

dratni zakon reciprociteta. Trazenje rjeSenja svodi se na rjeSavanje sus-
tava linearnih kongruencija. Zakljucak je: p je prosti broj i p = 5,13,17
(mod 28).

Zadatak 4.16. Dokaz slijedi direktnom primjenom Gaussova kvadratnog
zakona reciprociteta.

Zadatak 4.17. Ako se pretpostavi da rjeSenje zadane jednadzbe postoji,

slijedi (22 +1)? = —3 (mod p). Medutim, to nije mogucée jer se koristenjem
Gaussova kvadratnog zakona reciprociteta zakljuci da je (_73) = -1

Zadatak 4.18. Primjenom Gaussova kvadratnog zakona reciprociteta pokaze
se da je k kvadratni neostatak modulo 3. Dakle, kK =2 (mod 3).

Zadatak 4.19. Pretpostavite suprotno i zakljucite (‘73) = —1, a zatim pri-

mjenom Gaussova kvadratnog zakona reciprociteta pokazite kako je polazna
pretpostavka dovela do kontradikcije.

Zadatak 4.20. Primjenom Gaussova kvadratnog zakona reciprociteta pokaze

se da je (%) = 1 pa iz definicije kongruencije slijedi postojanje cijelih bro-

jeva a,b.

Zadatak 4.21. Iz n? = —27 (mod p) primjenom Gaussova kvadratnog za-
kona reciprociteta, slijedi p = 1 (mod 3). Kako jeip =1 (mod 2), kona¢no
je rjesenje p = 1 (mod 6).

Zadatak 4.22. Primijenite Gaussov kvadratni zakon reciprociteta i svojstva
Jacobijeva simbola.
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Zadatak 4.23. Vrijednosti su simbola redom 1,1,—1,—1,1,1,—1. Legen-

dreovi su simboli (%) i (_12%6)

Zadatak 4.24. Vrijednosti su simbola redom 1,0, 0.

Zadatak 4.25. (a) Broj —2 je kvadratni neostatak modulo 28405. (b) 1281
nije kvadratni ostatak modulo 1357.

Zadatak 4.26. Vrijednosti su Jacobijevih simbola z = 1,y = —1. Zadana
jednadzba nema rjeSenja modulo 5 ni za jedan k € Z.

Zadatak 4.27. Vrijednost simbola je —1. Primijenite Gaussov kvadratni
zakon reciprociteta.

Zadatak 4.28. Rjesenje je linearne kongruencije n = 45 (mod 52). Prirodni
brojevi n koji zadovoljavaju navedeni simbol su n = 1,4 (mod 5) (iskoristite
Gaussov kvadratni zakon reciprociteta). Primjenom Kineskog teorema o
ostatcima dobiva se n = 149,201 (mod 260).

Zadatak 4.29. Primjenom svojstava Jacobijeva simbola i Gaussova kva-
dratnog zakona reciprociteta, za vrijednost simbola dobiva se —1.

5 21

Zadatak 4.30. Pokaze se da je (n”—ﬁ) = (—1)3'nT pa je dani simbol

jednak 1 zan =1,7 (mod 8) i —1zan=3,5 (mod 8).
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Diofantske jednadzbe

U ovom ¢emo poglavlju opisati metode za rjeSavanje nekih oblika diofantskih
jednadzbi.

1. Linearne diofantske jednadzbe

Pod pojmom diofantske jednadzbe najcesée se podrazumijevaju polinomi-
jalne jednadzbe s cjelobrojnim koeficijentima, a rjesavaju se u skupu cijelih
brojeva. U ovom odjeljku promatrat ¢emo probleme vezane uz najjednos-
tavniji oblik takve jednadzbe, to jest uz tzv. linearnu diofantsku jednadzbu.

Definicija 1.1. Neka je n € N, ay,...,a, € Z\{0}, b € Z. Jednadzba
oblika
o121+ -+ apry, =0 (1.1)

naziva se linearna diofantska jednadzba s n nepoznanica.

Prisjetimo se da smo se u poglavlju Djeljivost kod problema vezanih uz
primjenu Euklidova algoritma veé susreli s takvim jednadzbama, ali s dvjema
nepoznanicama.

Teorem 1.1. ([3]) Linearna diofantska jednadzba (1.1) ima rjesenja ako i
samo ako d = (a1,...,ayn) | b. Utom se slucaju svako rjesenje moZe zapisati
pomocéu n — 1 cjelobrojnih parametara.

Korolar 1.1. ([3]) Neka je (a1,a2) = 1. Ako je uredeni par (xo,yo) jedno
rjesenje jednadzbe
a1x + asy = b,

onda su sva rjesenja te jednadzbe dana s

— t
{“f mtat g

y = yo—ait

81
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Svaka linearna diofantska jednadzba s dvjema nepoznanicama koja ima
rjeSenje svodi se na oblik iz prethodnog korolara te se moze rijesiti na taj
na¢in. Naime, ako jednadzba ax+by = m ima rjesenja, onda je d = (a,b) | m
pa je dana jednadzba ekvivalentna jednadzbi

a, b, _m aby_y
daF TV T ad) "

na koju se moze primijeniti prethodni korolar.

Primjer 1.1. Odredimo sva rjeSenja jednadzbe 4x + 6y = 8. Kako je
(4,6) = 2 | 8, digeljenjem s 2 dobivamo jednadzbu 2x + 3y = 4 za koju
je (2,3) = 1. Jedno konkretno, pojedinacno, tzv. partikularno rjesenje jed-
nadzbe 2x + 3y = 4 moZemo dobiti tako da najprije odredimo parametre u i
v u Bézoutovom identitetu 2u+3v = 1 (moZe se koristiti prosireni Euklidov
algoritam ili redom uvrstavati cjelobrojne vrijednosti za u i v dok jednadzba
ne bude istinita). Lako se vidi da je, primjerice, (u,v) = (—1,1) rjesenje
navedenog Bézoutovog identiteta, a onda je (xo,yo) = (4u,4v) = (—4,4)
partikularno rjesenje polazne jednadzbe. Sva su rjesenja, prema Korolaru
1.1., dana s

, teZ.

r = —4+3t
y = 4-—2t

Zadatak 1.1. Rijesite jednadzbe:
(1) 12z — 13y = 15,
(13) 6x 4+ 10y — 15z = 1.
Rjesenje.
(1) Kako je (12,—13) = 1| 15, dana jednadzba ima rjesenja. Lako se vidi

da je jedno rjesenje jednadzbe 12u — 13v = 1 dano s (u,v) = (—1,—1)
pa je (zo,y0) = (—15,—15) i sva su rjesenja polazne jednadzbe

{x = —15—13t te7Z.

y = —15-12t °

(79) Promotrimo jednadzbu 6x 4+ 10y — 15z = 1. Kako je (6,10, —15) = 1,
prema Teoremu 1.1. slijedi da jednadzba ima rjeSenja i rjeSenje se moze
izraziti pomoc¢u dvaju cjelobrojnih parametara. Promotrimo sljede¢u
jednadzbu:

6z + 10y =1+ 15z.
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Ona mora imati rjesenja pa (6,10) = 2 povlaci 2 | 1 + 15z, odnosno
postojit € Z takav da je 1+15z = 2t. Stoga postoji rjeSenje jednadzbe
2t — 15z = 1. RjeSenja te linearne diofantske jednadzbe s dvjema
nepoznanicama su

s € L. (1.2)

t = 8—15s
z = 1—-2s

Uvrstavanjem posljednje jednakosti u pocetnu jednadzbu, dolazimo do
jednadzbe
3x + 5y =8 — 15s. (1.3)

Kako je jedno rjesenje jednadzbe 3u + 5u = 1 dano s (u,v) = (2, —1),
jedno rjesenje jednadzbe (1.3) je (xo,y0) = (2(8 — 15s), —(8 — 15s)).
No onda su sva rjesenja jednadzbe (1.3) dana s

{x = 16 —30s + 57 srel

y = —8+15s—3r ’

Uzimanjem u obzir (1.2) dobivamo sva rjesenja polazne jednadzbe:

r = 16—30s+ 5r
y = —8+4+15s—3r | s,r € 7.
z = 1-—2s,

<

Zadatak 1.2. Viasnik prodavaonice cipela kupuje proljetne cipele po cijeni
18 EUR i zimske po cijeni 11 EUR, za svaki par. Ukupna je cijena cipela 1188
EUR. Koliki je najmanji ukupan broj parova cipela koji je mogao kupiti?

Rjesenje. Ogznac¢imo s x broj parova proljetnih cipela te neka nam y
oznacava broj parova zimskih cipela. Potrebno je promotriti jednadzbu
18z + 11y = 1188. Jasno je (18,11) = 1 | 1188 i rjeSenje postavljene jed-
nadzbe zaista postoji. Uo¢imo da je 18- (—3) +11-5 = 1 pa je (zo,y0) =
(—3564, 5940) i sva rjeSenja zadane jednadzbe dana su sa

{a: = —3564+ 11t te.

y = 5940 — 18t

Kako broj parova cipela ne moze biti negativan, mora biti x,y > 0 te dobi-

VAo 3564 5940
> 20% _aop 1 < 2220 s,
t> =824 i <2 =330
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Dakle, 324 <t < 330 te ukupan broj parova cipela iznosi
x4y = (—3564 + 11t) 4 (5940 — 18¢) = 2376 — 7t

i najmanji je za t = 330. Dobivamo z+y = 66 i x = 66,y = 0. Prema tome,
vlasnik prodavaonice kupio je 66 parova proljetnih cipela. &

2. Pitagorine trojke

Definicija 2.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y,z) zovemo Pitago-
rina trojka ako su x iy duljine kateta, a z duljina hipotenuze nekog pravo-
kutnog trokuta, tj. ako vrijedi

2?4y = 22 (2.1)

Takav trokut zovemo Pitagorin trokut.
Ako su x,y,z relativno prosti, onda kaZemo da je (x,y,z) primitivna
Pitagorina trojka. Takav trokut zovemo primitivne Pitagorin trokut.

Dakle, proucavanje Pitagorinih trokuta usko je povezano s promatranjem
diofantske jednadzbe (2.1). Kako su i z i y duljine kateta u Pitagorinom
trokutu, dogovorno uzimamo da je (z,y, z) = (y, z, 2).

U ovom odjeljku razmatrat ¢emo probleme postojanja Pitagorinih tro-
kuta (trojki) koji posjeduju i neka dodatna svojstva. Svaki takav problem
svodi se na rjeSavanje neke diofantske jednadzbe ili sustava diofantskih jed-
nadzbi.

Primjer 2.1. Lako se vidi da je u primitivnoj Pitagorinoj trojci (z,vy,2)
jedan od brojeva x,y paran, dok je drugi neparan. Naime, ako bi oba bila
parna, onda bi i z bio paran pa trojka me bi bila primitivna. Ako bi oba
bila neparna, onda bi vrijedilo x> = y?> = 1 (mod 4) pa dobivamo 2> =
22 +1y? =2 (mod 4), sto je nemogucée. Svojstva potpunih kvadrata koja smo
ovdje koristili mogu se naéi u Zadatku 1.11. 1z poglavlja Djeljivost, odnosno
u Primjeru 1.2. iz poglavlja Kongruencije.

Uocite da odavde slijedi da je u primitivnoj Pitagorinoj trojci z neparan.

Zadatak 2.1. Dokazite da je u svakom primitivnom Pitagorinom trokutu
duljina barem jedne stranice djeljiva s 5.

Rjesenje. Ako je duljina jedne od stranica djeljiva s 5, gotovi smo. Pret-
postavimo da ni jedna od stranica nije djeljiva s 5. Potpun kvadrat broja
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koji nije djeljiv s 5 pri dijeljenju s 5 moze dati ostatke 1 i 4 pa je 22 =
2?2 4+ 9% = 2,0,3 (mod 5). Kako je 22 = 2,3 (mod 5) nemogucée, slijedi
22 =0 (mod 5), tj. z =0 (mod 5), §to je kontradikcija pa slijedi tvrdnja.
&

Zadatak 2.2. Dokazite da je u svakom primitivnom Pitagorinom trokutu
umnoZak duljina stranica djeljiv sa 60.

Zadatak 2.3. Odredite sve primitivne Pitagorine trojke oblika (a,a+d,a+
2d).

Rjesenje. 1z
a® + (a+d)* = (a+ 2d)*

sredivanjem dobivamo jednadzbu
a® — 2ad — 3d* = 0.

Promatramo li tu jednadzbu kao kvadratnu jednadzbu s nepoznanicom a
dobivamo
a2 = d =+ 2d.

Kako je slucaj a = —d nemogué jer a + d mora biti prirodni broj, za-
kljuéujemo a = 2d. Stoga su Pitagorine trojke toga oblika dane s (3d, 4d, 5d),
d € N. Primitivna Pitagorina trojka s ovim svojstvom dana je s d = 1, tj.
to je trojka (3,4,5).

<&

Teorem 2.1. ([3]) Sve primitivne Pitagorine trojke (z,y,z) u kojima je y
paran dane su formulama

x:mQ—nQ, Yy = 2mn, z:m2+n2,

gdje sum,n € N razlicite parnosti, (m,n) =1 im > n.

Opcenit zapis Pitagorinih trojki prvi se put spominje u Diofantovom
djelu Aritmetika i Euklidovom djelu Elementsi.

Primjer 2.2. Zelimo li odrediti sve primitivne Pitagorine trokute u kojima
je jedna kateta jednaka 15, trebamo rijesiti jednadzbu m? — n® = 15, jer
jednadzba 2mn = 15 ocito nema rjeienja. Kako je m*>—n? = (m—n)(m-+n),
m—-—n<m+mni15=1-15=3-5, imamo dva slucaja:
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e izm—n=1m-+n=15 slijedi m =8, n =7 pa prema formulama iz
prethodnog teorema dobivamo trojku (15,112,113),

e izm—n=3m+n =>5 slijedim = 4,n = 1 4 analogno dobivamo
trogku (15,8,7).

Zadatak 2.4. Odredite sve primitivne Pitagorine trokute kojima je povrsina
jednaka 6.

Rjesenje. Kako je povrsina pravokutnog trokuta kojemu katete imaju du-
ljine x i y dana s P = %, uvrstavanjem formula iz Teorema 2.1. dobivamo

2
jednadzbu
2

mn(m? —n?) = mn(m —n)(m +n) = 6.
Kako je m,m +n > 11 m < m + n, moze biti samo m = 2,m +n = 3,
odnosno m = 3,n = 1. Kako je u tom slucaju m —n = 1, vidimo da je
zadovoljena trazena jednakost. Stoga je trazena trojka (3,4,5). &

Zadatak 2.5. Odredite sve primitivne Pitagorine trokute (x,y, z) u kojima
je duljina hipotenuze za dva veéa od duljine jedne od kateta. Odredite naj-
mangi z > 2023 s tim svojstvom.

Rjesenje. Pretpostavimo da je duljina hipotenuze u primitivnom Pitagori-
nom trokutu (z,y, z) za 2 veéa od duljine jedne od kateta, tj. z = = + 2.
Uvrstimo li u taj izraz £ = m? — n?, 2 = m? + n?, dobivamo n? = 1 pa je
n = 1. Uzmemo li u obzir uvjet da su m i n razli¢ite parnosti, (m,n) =11
m > n, slijedi x = m? — 1,b=2m,c=m? +11im je paran.

Najmanji z > 2023 s tim svojstvom dobiva se odredivanjem najmanjeg
parnog broja m za koji vrijedi m? + 1 > 2023, a to je m = 46. Stoga je
trazeno rjeSenje z = 2117. &

Zadatak 2.6. Neka je n neparni prirodni broj. DokazZite da postoji primi-
tivna Pitagorina trojka u kojoj je duljina jedne katete jednaka n.

Iz Teorema 2.1. slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom
[d(m? — n?)]? + [2dmn)? = [d(m? + n?)], (2.2)
gdje su d,m,n € N, m,n razli¢ite parnosti, (m,n) =11m > n.

Zadatak 2.7. Odredite sve Pitagorine trokute u kojima je duljina jedne
stranice jednaka 12.
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Rjesenje. Trebamo rijesiti diofantske jednadzbe d(m? — n?) = 12, 2dmn =
12, d(m? +n?) = 12, gdje su m,n € N razli¢ite parnosti, (m,n) = 1im > n.
Uocimo da d | 12 i da za tako zadane m, n vrijedi m? —n?, mn, m? +n? > 1.
Slijedi d € {1,2,3,4,6).

Promotrimo moguée sluéajeve za d(m? — n?) = 12:

e Uocimo da su m, n razli¢ite parnosti pa je m? —n? neparni broj. Lako
se vidi da su stoga slucajevi d = 1,2, 3,6 nemogudi.

e Slucajd =4 vodinad=2m?—-n?=(m-n)(m+n)=3=1-3,
odnosno na sustav jednadzbi m —n = 1, m +n = 3 kojemu je rjeSenje
(m,n) = (2,1). Odavde dobivamo trojku (12,16, 20).

Ako je 2dmn = 12, tj. dmn = 6, onda je d € {1,2,3} (d # 6 jer je mn > 1)
i imamo:

ed=1 tadajemn=6=6-1=3-2, (m,n) = (6,1) generira trojku

(35,12,37), dok (m,n) = (3,2) generira trojku (5,12, 13),

e d = 2 vodi na mn = 3, §to je nemoguce jer jedan od m i n mora biti
paran,

e d=3:tadajemn =2 =2-1, (m,n) = (2,1) generira trojku (9,12, 15).

Promotrimo moguée slu¢ajeve za d(m? + n?) = 12. Kako su m i n razlicite
parnosti, slijedi da je m? +n? = 1 (mod 4). Lako se vidi da taj uvjet nije
zadovoljen za d € {1,2,3,4,6} pa ovaj slu¢aj ne daje ni jedno rjesenje. <

Zadatak 2.8. Odredite sve Pitagorine trokute u kojima je duljina jedne
stranice jednaka 39.

Zadatak 2.9. Odredite sve Pitagorine trokute ¢iji opseq nije veéi od 60.

Rjesenje. Traze se Pitagorine trojke sa svojstvom x+y+2 < 60. Primjenom
formula (2.2) dobivamo

dmn(m +n) < 30, (2.3)

pri ¢emu su m,n € N razli¢ite parnosti, (m,n) =11im > n.
Izgenerirat ¢emo najprije Primitivne Pitagorine trojke s trazenim svoj-
stvom (tj. slucéaj d = 1):

o Za (m,n) = (2,1), dobivamo trojku (3,4,5). Uocite da je to jedina
moguénost u kojoj je m = 2.
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e Za (m,n) = (3,2), dobivamo trojku (12,5,3). Takoder, to je jedina
moguénost u kojoj je m = 3.

e Za (m,n) = (4,1), dobivamo trojku (8,15,17). Za (m,n) = (4,3)
dobivamo mn(m + n) > 30 pa je taj slu¢aj nemogué.

e Za (m,n) = (5,1), dobivamo mn(m+n) > 30. Taj je slu¢aj nemogud,
kao i svi ostali slu¢ajevi koji uklju¢uju m > 5.

Lako se provjeri da su, s obzirom na nejednakost (2.3), dodatne moguce
vrijednosti parametra d koje generira trojka (3,4,5) jednake 2,3,4,5, dok
je jedina dodatna moguéa vrijednosti parametra d koju generiraju trojke
(12,5,3) i (8,15,17) dana s d = 2. Stoga su sve trazene Pitagorine trojke
dane s:

(3,4,5),(6,8,10), (9,12, 15), (15, 20, 25),
(5,12,13), (10, 24, 26), (8, 15, 17), (7, 24, 25).

<&

Zadatak 2.10. Neka je (n* — 4,4n% n* +4), n € N Pitagorina trojka.
Dokazite da postoji beskonacno mnogo parametara n za koje je ta trojka
primaitivna.

Rjesenje. Promotrimo neparni prirodni broj n. Uo¢imo da za d = (n* —

4,n* +4) vrijedi d | n* — 4 — (n* +4) = —8. Kako su n* —4,n* + 4 neparan,
slijedi da je d = 1. Time je tvrdnja dokazana. &

Zadatak 2.11. Neka sum,n,k € N ¢ (m,n, k) Pitagorin trokut. DokaZite
da postoji Pitagorin trokut kojemu je duljina hipotenuze k2.

3. Pellove jednadzbe

skom jednadzbom, Pellovom jednadzbom. Jednadzba je dobila ime prema
engleskom matematicaru Johnu Pellu, kojemu je Euler greskom pripisao
zasluge za njezino rjesavanje. Jednadzbu su sustavno proucavali srednjo-
vjekovni indijski matematicari, dok je prvi Europljanin koji ju je rijesio bio
William Brouncker u 17. st.

Kao s$to ¢emo vidjeti, rjeSenja Pellove jednadzbe generiraju se pomocu
konvergenti razvoja kvadratnih iracionalnosti u verizni razlomak. Vise de-
talja o razvoju u verizni razlomak realnog broja i svojstvima takvog razvoja
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moze se naéi u [3]. Mi ¢emo ovdje samo navesti definicije i osnovna svojstva
pojmova koji ¢e nam biti potrebni.

Definicija 3.1. Za beskonacni veriini razlomak

1
1
az+

[ao,al,ag, .. ] =ag +
ay +

kaZemo da je periodski ako postoje cijeli brojevi k > 0,m > 1 takvi da je
m+n = Gn, 20 sven > k. U tom slucaju verizni razlomak pisemo u obliku

[(I(], at,...,0—1,0k, Ak+1, - - - >ak+m—1]7

gdje “crta” iznad brojeva ay, . . ., ag1m—1 2naci da se taj blok brojeva ponavlja
unedogled. Najmanji m s tim svojstvom je duljina perioda veriZnog razlomka.

Napomena 3.1. Racionalni broj Z—" = lag, a1, ..., ay] je n-ta konvergenta u
n
razvoju broja o u verizni razlomak. Brojevi p, i qn zadovoljavaju rekurzivne

relacije ([3]):

Pn = @nPn—1+DPn-2, p-2=0,p_1=1, (3.1)
dn = QanpQn-—1 + dn—2, qg—2 = 17 q—1 = 0.

Definicija 3.2. Za iracionalni broj a kaZemo da je kvadratna iracionalnost
ako je o korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Svaka je kvadratna iracionalnost oblika Sit—‘/g,s € Z,d € N,d # 0t €
Z\{0}. Vrijedi sljededi teorem.

Teorem 3.1. (Euler, Lagrange, [3]) Razvoj u verizni razlomak realnog
broja o periodski je ako i samo ako je o kvadratna iracionalnost.

Napomena 3.2. Razvoj broja ag = %, d € N,d # O, u verizni razlo-
mak moZe se dobiti sljedeéim algoritmom.:

o — ri-i-\/& d— st

= | 2 i §

1 € Ng.
ti ) 0

. J s Sipl = ity — S5, tiy =
3

Teorem 3.2. ([3]) Ako d € N,d # 0O, onda razvoj u verizni razlomak broja
Vd ima oblik

Vd = [ag, a1, as, . .., ar_1, 2ag).
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Primjer 3.1. Za razvoj broja /23 u veriZni razlomak, prema algoritmu u
Napomeni 3.2., dobivamo

L] Sozo,tozl — aozt\/ﬁlel,

° 31:a0t0—30:4,t1:23;)85 =7 = a1 = _L}/ﬁ_ =1,
° 32:a1t1—31:3,t2: 23;S§ =2 = ag = _3+5/ﬁ_ :3,
® 53 = asty — S = 3,13 = 23;25% =7 = a3z = _3+}/ﬁ_ =1,
° .94:@3753—83:4,t4:23;35‘2l =1 = a4 = _4+1/%_ =8,
° 85:a4t4—54:4,t5:23;9g =7 = a5 =a; = 1.

Odavde je /23 = [4,1,3,1,8]. Uoc¢imo da teorijski rezultat dan u Te-
oremu 3.2. moZemo iskoristiti u sljedecem smislu: ako dobijemo razvoj koji
nije oblika navedenog u tom teoremu, jasno je da smo nesto krivo izracunali.

Definicija 3.3. Neka je d € N,d # . Diofantska jednadzba oblika
2?2 —dy? =1,

naziva se Pellova jednadzba, dok se diofantska jednadzba oblika
z? — dy2 =N,

gdje je N € Z\{0} naziva pelovska jednadzba.

Lako se vidi da Pellova jednadzba uvijek ima sljedeca trivijalna rjeSenja:
(z,y) = (£1,0). Zanimat ¢e nas ima li ta jednadzba netrivijalnih rjesenja.
Uoc¢imo da je zbog kvadrata dovoljno promatrati postojanje rjesenja u skupu
prirodnih brojeva.

U ovom odjeljku promatrat ¢emo rjesivost diofantskih jednadzbi

2 — dy? = +1,

gdje je d € N,d # O u skupu prirodnih brojeva. Vezano uz rjesivost tih
jednadzbi istaknut ¢emo dva teorema. Napomenimo da pod najmanjim
rjeSenjem (z,y) dane jednadzbe u skupu prirodnih brojeva smatramo ono s
najmanjim x.
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Teorem 3.3. ([3]) Ako je (x1,y1) najmange rjesenje u prirodnim brojevima
jednadzbe x> — dy?> = 1, onda su sva rjeSenja te jednadzbe u prirodnim
brojevima dana s (Tpn,yn),n € N, gdje su x,,y, prirodni brojevi definirani s

Tn + yn\/g = (1:1 + yl\/g)n

Rjesenje (1, y1) iz prethodnog teorema naziva se i fundamentalno rjesenje
Pellove jednadzbe.

Teorem 3.4. ([3]) Neka je r duljina perioda u razvoju u veriini razlomak
broja \/d i % i-ta konvergenta u razvoju od \d.

(1) Ako je r paran, onda jednadzba oblika x* — dy?> = —1 nema rjesenja,
a sva rjesenja u prirodnim brojevima od x* — dy® = 1 dana su s © =
Prr—1,Y = Gnr—1, n € N.

(2) Ako je r meparan, onda su sva rjeSenja u prirodnim brojevima jed-
nadzbe x> — dy?> = —1 dana s T = Pur—1,Y = Gnr—1, 1 neparan, dok
su sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadibe x> — dy? = 1 dana s
T = Pnr—1,Y = 4nr—1, M paran.

Uocimo da jednadzba x? —dy? = 1 uvijek ima beskonaéno mnogo rjesenja
u prirodnim brojevima, dok jednadzba z? — dy?> = —1 ima beskonacno
rjesenja u prirodnim brojevima ako je duljina perioda u razvoju broja v/d u
verizni razlomak neparna; inac¢e nema rjeSenja.

Primjer 3.2. Promotrimo diofantske jednadzbe
z? —23y% = +1.

Kako je prema Primjeru 3.1. /23 = [4,1,3,1, 8], slijedi da je duljina perioda
u razvoju broja /23 u verizini razlomak jednaka 4, tj. v = 4. Prema Teoremu
3.4. slijedi da jednazba x> — 23y*> = —1 nema rjesenja, dok su sva rjeienja
jednadzbe 2 — 23y?> = 1 dana $ T = Pan—1,Y = qan—1,m € N. Zan =1
dobivamo najmange rjeSenje (x1,y1) = (ps,qs). Kako je 2’—? =[4,1,3,1] =
2—54, sligedi da je (x1,y1) = (24,5). Prema Teoremu 3.3. sva su rjesenja
jednadzbe x? — 13y?> = 1 dana s (vp,yn),n € N, gdje su xp,y, prirodni
brojevi definirani s

Tn 4 ynV/23 = (24 4+ 5V/23)™.

Kako je
(24 + 5v/23)? = 1151 + 24V/23,
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to je (x2,y2) = (1151,24). Analogno, iz
(24 4 5v/23)% = 55224 + 11515v/23

dobivamo (x3,y3) = (55224,11515). Jasno je da sasvim analogno mozZemo
1zgenirirati proizvoljan broj rjeSenja.

Zadatak 3.1. Nadite barem dva rjeSenja u prirodnim brojevima jednadzbi
22 — 13y% = +1.

Rjesenje. KoriStenjem algoritma iz Napomene 3.2. lako se pokaze da je
V13 = [3,1,1,1,1,6] (za vjezbu sami provedite racun). Stoga je r = 5 i
prema Teoremu 3.4. slijedi da su sva rjeenja jednadzbe 22 — 13y?> = —1
dana s * = psp—1,Y = ¢s5n—1, n neparan, dok su sva rjeSenja jednadzbe
22— 13y =1danas & = psp—1,y = 5p—1, N paran.

Kako bismo odredili dva rjesenja jednadzbe 22 — 13y? = —1, trebamo,
na primjer, odrediti (p4,qs4) i (p14,¢q14). U tu je svrhu najbolje iskoristiti
rekurzivne relacije za p, i g, spomenute u Napomeni 3.1. To mozemo pro-
vesti na nacin da vrijednosti popunjavamo tabli¢no. Za odredivanje (pq4, q4)
tabli¢ni bi dio izgledao ovako:

(n|—2[-1[0]1]2] 3] 4]
an 311 1] 1
poll O] 1[3[4|7[11]|18]
@ || 1 1{1/2] 3| 5

Da biste pokazali da je (p14, q14) = (23382, 6485), za vjezbu odredite ostatak
tablice.

Veé smo komentirali da su rjesenja jednadzbe z? — 13y?> = 1 dana s =
DPsn—1,Y = @5n—1, N paran. Najmanje rjesenje te jednadzbe je (pg,qg). Ako
ste u prvom dijelu zadatka odredili (p14, q14), onda u tablici ve¢ imate ove vri-
jednosti. Dobiva se (pg, q9) = (649, 180). Kako bi se odredilo drugo rjesenje
u prirodnim brojevima, nije nuzno odredivati (p19, q19), nego mozemo koris-
titi relaciju iz Teorema 3.3. Kako je

(649 + 180v/13)? = 8442401 + 233640V/13,
slijedi da je drugo rjesenje u prirodnim brojevima (842401, 233640). &

Zadatak 3.2. Nadite, ako postoje, sva rjesenja u cijelim brojevima jed-
nadzbi x> — Ty?> = +1 koja zadovoljavaju uvjet 0 < x < 500.



PITAGORINE TROJKE 93

Zadatak 3.3. Dokazite da u skupu N postoji beskonacno mmnogo rjesenja
jednadzbe

1+2+ - +k=m?

te odredite barem tri rjesenja.

Rjesenje. Uoctimo da se zadana jednadzba moze zapisati u obliku

k
(k+1) m2,
2
tj.
k? + k = 2m>.

Mnozenjem prethodne jednadzbe s 4 i nadopunjavanjem na potpun kvadrat
dobivamo jednadzbu

(2k +1)2 —8m? = 1. (3.3)

Uz supstituciju x = 2k+1 i y = m, jednadzba (3.3) ekvivalentna je Pellovoj
jednadzbi

2 —8y2 = 1.

Kako Pellova jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja (z,y), pri ¢emu je x
neparan, to ¢e postojati beskonac¢no mnogo rjesenja (k, m) jednadzbe (3.3).

Kako bismo odredili barem tri rjesSenja, iskoristit ¢emo, kao i ranije,
Napomenu 3.1., Teorem 3.4. i Teorem 3.3. Iz /8 = [2,1,4] slijedi da je r = 2
pa su sva rjesenja jednadzbe z2 —8y? = 1 dana s (pan_1, g2n_1),n € N. Kako
je (p1,q1) = (3,1), sva rjesenja te Pellove jednadzbe dana su is

z+yV8=B+V8)!, leN
Odavde se za | = 2,3 dobivaju rjesenja (17,6),(99,35). Rjesenja (z,y) €

{(3,1),(17,6),(99,35)} generiraju rjesenja (k,m) € {(1,1),(8,6), (49,35)}.
<&

Zadatak 3.4. Neka jen € N,n > 3. Ispitajte imaju li jednadzbe 2% — (n? —
1)y? = +1 rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Zadatak 3.5. Ako je duljina perioda u razvoju u veriini razlomak broja v/d
neparni broj, dokazite da d # 3 (mod 4).
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Rjesenje. Pretpostavimo da je duljina razvoja u verizni razlomak broja v/d
neparni broj. Prema Teoremu 3.4. slijedi da jednadzbe 22 — dy? = 41 imaju
rjeSenja u prirodnim brojevima.

Vrijedi sljedece

22 mod4 | ? mod 4 ‘ (22 — dy?) mod 4 ‘

0 0 0

1 0 1

0 1 —d

1 1 1—d
Uocimo da ¢e jednadzba z? — dy? = —1 imati rjeSenja samo ako je —d = —1
(mod 4)ilil—d = —1 (mod 4). Lako se vidi da za d =3 (mod 4) te relacije
ne mogu biti zadovoljene. &

Zadatak 3.6. Odredite tri prirodna broja n sa svojstvom da su 2n + 1 4
n + 1 potpuni kvadrati.

Rjesenje. Iz n+1 = 22, 2n + 1 = y? dobivamo jednadzbu y? — 222 = —1.
Kako je v/2 = [1,2], slijedi da su rjesenja jednadzbe 32 — 222 = —1 dana s
Y = Pn_1,T = Gn_1, m neparan. Dobivamo

(nf—2[-1]o[1][2] 3] 4] 5] 6]
o 1[2]2] 2] 2| 2] 2
ol O] 113|717 41]99] 239
G| 1 125122970 169

Kako je n € Nin + 1 = 22, dobivamo z € {5,29,169}, odnosno n €
{24, 840, 28560}. <&

Zadatak 3.7. Odredite cetiri prirodna brojan sa svojstvom da je 3n? umnoZak
dvaju susjednih prirodnih brojeva.

4. Zadatci za vjezbu

Zadatak 4.1. Rijesite sljedeée diofantske jednadzbe:
a) 6x+ 9y = 21,
b) 11z + 13y = 369,
c) 858z + 253y = 99,
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d) 3z — 6y + 5z =4,
e) 8x + 14y + 5z = 11.
Zadatak 4.2. Rijesite sustav jednadzbi

z + 10y + 25z = 200,
T+ y+2z=>50.

Zadatak 4.3. Prodavaonica parketa na raspolaganju ima parket prve klase
kvalitete po cijeni od 69 EUR/m? i druge klase kvalitete po cijeni od 27
EUR/m?. Za obnovu je stambene zgrade investitor kupio odreden broj par-
keta ukupne cijene 1218 EUR. Koliko je mogao kupiti parketa prve, a koliko
parketa druge klase kvalitete?

Zadatak 4.4. Koliko se nogometnih ulaznica moZe kupiti za 1490 EUR ako
se one prodaju po cijeni od 30 EUR ¢ 50 EUR?

Zadatak 4.5. Odredite sve Pitagorine trokute ¢ija je pouvrSina jednaka op-
Sequ.

Zadatak 4.6. Nadite sve Pitagorine trokute ¢iji zbroj duljina stranica nije
veéi od 60.

Zadatak 4.7. Odredite sve primitivne Pitagorine trojke u kojima je barem
jedan ¢lan mangi od 8.

Zadatak 4.8. Neka je p = 3 (mod 4) prosti broj. Odredite sve primitivne
Pitagorine trojke u kojima je jedan ¢lan jednak p.

Zadatak 4.9. Odredite sve Pitagorine trojke u kojima je jedan clan jed-
nak 18.

Zadatak 4.10. Odredite sve primitivne Pitagorine trojke u kojima je tocno
jedan ¢lan mangi od 9.

Zadatak 4.11. Nadite sve Pitagorine trojke (x,y, z) u kojima je jedna stra-
nica jednaka 72 i vrijedi (x,y,z) = 3.

Zadatak 4.12. Dokazite da postoji beskonacéno mnogo Pitagorinih trokuta
kod kojih je duljina jedne katete potpun kvadrat.
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Zadatak 4.13. U skupu prirodnih brojeva rijesite jednadzbu z*> = xy(z +y)
uz wvjet (x,y) = 1.

Zadatak 4.14. Nadite sve primitivne Pitagorine trokute u kojima je duljina
hipotenuze z za 8 veca od duljine jedne katete. Koji je najmangi z > 1000 s
tim svojstvom?

Zadatak 4.15. Nadite, ako postoje, najmanja rjesenja u prirodnim broje-
vima jednadzbi % — 41y? = £1.

Zadatak 4.16. U skupu Ny nadite sva rjesenja jednadzbi x> — 29y* = £1,
uz uwvjet da je y < 2000.

Zadatak 4.17. Nadite u prirodnim brojevima barem dva rjesenja jednadzbe
2 = 96y% + 1.

Zadatak 4.18. Ako je moguce, odredite po dva rjeSenja u prirodnim broje-
vima jednadzbi 2% — 28y = +1.

Zadatak 4.19. U skupu prirodnih brojeva, ako je moguce, nadite po dva
riesenja jednadzbi 552% — y? = +1.

Zadatak 4.20. U skupu cijelih brojeva nadite sva rjesenja jednadzbi x* —
15y% = +1 sa svojstvom da je |y| < 50.

Zadatak 4.21. Odredite dva prirodna broja n sa svojstvom da su brojevi
n—2 1™ — 13 potpuni kvadrati.

Zadatak 4.22. Dokazite da postoji bekonacno mmnogo prirodnih brojeva m
1N Ssa svojstvom
m? +2m — Tn* + 14n — 7 =0,

a zatim odredite tri takva para (m,n).

2
1
Zadatak 4.23. Odredite prirodni broj n > 100 takav da je nr

kvadrat.

potpun

Zadatak 4.24. Odredite dva prirodna brojan sa svojstvom da je Tn? umnoZak
dvaju uzastopnih prirodnih brojeva.

Zadatak 4.25. Dokazite da postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva m
sa svojstvom da je 2 + 2+/33m? + 1 prirodni broj i odredite barem tri takva
prirodna broja m.
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Zadatak 4.26. Neka sun > 2 id # O prirodni brojevi.
i) Odredite razvoj broja vV/n? — 1 u verizni razlomak.

i1) Dokazite da je period razvoja broja Vk*d u verizni razlomak jednak 2
za, beskonacéno mnogo prirodnih brojeva k.

Zadatak 4.27. Odredite tri para (z,y) € N? koji su rjesenja jednadzbe
—72% + 18xy — Ty? = 1.

Zadatak 4.28. Dokazite da postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n
takvih da je n® + (n + 1)? potpun kvadrat. Odredite prvih pet brojeva n s
prethodnim svojstvom.

Zadatak 4.29. Dokazite da je p = 7 jedini prosti broj sa svojstvom da je
47p% + 1 potpun kvadrat.

Zadatak 4.30. Neka je k neparni broj © k > 3. Odredite razvoj u jed-
nostavni verizni razlomak broja Vk?+4. Nadite fundamentalno rjesenje
Pellove jednadzbe x* — (k? + 4)y? = 1.

Upute za rjeSavanje zadataka

Zadatak 2.2. Iskoristite Primjer 2.1., Zadatak 2.1. i pokazite da duljina
barem jedne stranice mora biti djeljiva s 5.

Zadatak 2.8. Dobivase: (z,y, z) € {(39,760,761), (39,80, 89), (39, 252, 255),
(15,36, 39), (39,52, 65)}.

Zadatak 2.11. Tvrdnja slijedi iz osnovne relacije za Pitagorine trojke,
mnozenjem s k2.

Zadatak 3.2. Najprije se odredi v/7 = [2,1, 1, 1, 4]. Kako je r = 4, dobiva se
da jednadzba z? — 7y? = 1 ima sljedeéa cjelobrojna rjesenja s trazenim svoj-
stvom: (x,y) € {(1,0),(8,+£3), (127,+48)}. Druga jednadzba nema rjesenja.

Zadatak 3.4. Pokazite da je vn? — 1 = [n—1,1,2n — 2|, a zatim na osnovu
perioda zakljuéite kako jednadzba 22— (n?—1)y? = 1 ima beskona¢no mnogo
rjesenja, dok jednadzba x? — (n? — 1)y? = —1 nema rjesenja.

Zadatak 3.7. Zadatak se svodi na trazenje rjeSenja jednadzbe 22 —12n2 = 1.
Dobiva se n € {2, 28,390, 5432}.
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Zadatak 4.1. a) v = 2+ 3t,y = 1 —2t,t € Z; b) x = 2214 + 13t,y =
—1845—11t,t € Z;¢) x = 1423t,y = —=3-T8t,t € Z;d) x = —2—u—2v,y
—u+2v,z2=3v+2, u,v €Z;e) x = —44+ 10u+ Tv,y = 22 — bu — 4v, z =
11 — 2u, u,v € Z.

Zadatak 4.2. Oduzimanjem slijedi jednadzba 9y + 24z = 150, a njena su
rjeSenja y = —2 + 8,z = 7 — 3t,t € Z. Sada iz polazne jednadzbe slijedi
x = 45 — 5t.

Zadatak 4.3. Ako se sa x i y oznaéi broj paketa pojedine klase kvalitete,
potrebno je promotriti jednadzbu 69x + 27y = 1218. RjeSenja su x = 812 —
9t,y = —2030 + 23t,t € Z. S obzirom da je x,y > 0, slijedi t € {89,90}.
Tada dobivamo (z,y) € {(11,17),(2,40)}. Dakle, investitor je mogao na dva
nacina kupiti parket pojedine klase kvalitete da bi ukupna cijena iznosila
1218 EUR.

Zadatak 4.4. Oznacite li s z i y pojedinu vrstu nogometnih ulaznica, dobit
¢ete jednadzbu 30x+50y = 1490. Njena su rjeSenja x = 48+5t,y = 1-3t,t €
Z. Iz uvjeta x,y > Oslijedi —9 <t < O paje (z,y) € {(3,28),(8,25), (13,22),
(18,19),(23,16), (28,13), (33,10), (38,7), (43,4), (48,1)}. Prema tome, pos-
toji deset nacina kupnje pojedine vrste ulaznica da bi ukupna cijena iznosila
1490 EUR.

Zadatak 4.5. Dani uvjet vodi na dn(m—n) = 2, odakle se dobivaju rjesenja

(5,12,13), (6, 8, 10).

Zadatak 4.6. Slijedi: (z,y,z2) € {(3,4,5),(5,12,13),(15,8,17),(7,24,25),

(6,8,10), (10, 24, 26), (15, 20, 25), (9, 12, 15), (12, 16, 20)}.

Zadatak 4.7. Rjesenja su: (z,y, 2) € {(3,4,5),(5,12,13),(7,24,25)}.

Zadatak 4.8. Primjenom definicije primitivnih Pitagorinih trojki dobiva se
— (p PP=1 PPH1

(x7y7 Z) - (pa T2 T)

Zadatak 4.9. Rjesenja su: (z,y, 2) € {(18,24,30), (18,80,82)}.

Zadatak 4.10. Dobiva se (x,y, z) € {(5,12,13),(7,24,25), (8,15,17)}.

Zadatak 4.11. Rjesenja su (z,y, z) € {(21,72,75), (429, 72,435)}.

Zadatak 4.12. Uocite da se mnozenjem osnovne relacije za Pitagorin tro-

kut s npr. z2d* dobiva beskona¢no mnogo Pitagorinih trokuta s trazenim
svojstvom.

Zadatak 4.13. Najprije zakljucite da su brojevi x, y i x4y u parovima rela-
tivno prosti. Tada primjenom Osnovnog teorema aritmetike slijedi » = 22,
Yy = y%, x4y = u?, gdje su x1,y1,u takoder u parovima relativno prosti
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cijeli brojevi pa trazimo primitivnu Pitagorinu trojku (z1,y1,u). Primje-
nom definicije direktno slijedi (z,y,2) € {((m? — n?)2,4m?n?, 2mn(m* —
TL4)), (4m2n27 (m2 - 77,2)2, 2mn(m4 - TL4))}

Zadatak 4.14. Dobiva se n = 2 i (x,9,2) = (m? — 4,8m, m? + 4), gdje je
m > 2 neparni prirodni broj. Iz m? 4 4 > 1000 slijedi m = 33.

Zadatak 4.15. Lako se pokaze da je v41 = [6,2,2,12]. Stoga je odgova-
rajuce rjesenje jednadzbe s —1 jednako (z,y) = (p2,¢2) = (32,5), a pripadno
rjesenje jednadzbe s 1 je (z,y) = (ps, g5) = (2049, 320).

Zadatak 4.16. Dobiva se /29 = [5,2,1,1,2,10]. Najmanje rjeSenje u pri-
rodnim brojevima jednadzbe s —1 je (z,y) = (p4,q4) = (70,13) i to je jedino
rjeSenje ove jednadzbe s trazenim svojstvima. Najmanje rjeSenje u prirod-
nim brojevima jednadzbe s 1 jednako je (z,y) = (pg, q9) = (9801, 1820) pa
su rjeSenja s trazenim svojstvima (x,y) € {(0,1), (9801, 1820)}.

Zadatak 4.17. Vrijedi: /96 = [9,1,3,1,18] pa su dva rjeSenja jednaka
($7y) = (p37q3) = (4975) 1 (-T,y) = (p77Q7) = (48017490)

Zadatak 4.18. Dobiva se /28 = [5,3,2,3,10], (z,y) = (p3,q3) = (127,24)
Zadatak 4.19. Pokaze se da je vbb = [7,2,2,2,14]. Slijedi: (z,y) €
{(12,89), (2136, 15841)}.

Zadatak 4.20. Dobiva se /15 = [3, 1, 6], stoga jednadzba s —1 nema cjelo-
brojnih rjesenja. Trazena su rjesenja jednadzbe s 1 (z,y) € {(1,0),(—1,0),
(4,1),(—4,1),(4,-1),(—4,-1),(31,8), (—31,8), (31, —8),(—31,—-8)}.
Zadatak 4.21. Uvjeti n — 2 = 42, 7n — 3 = 22, 2,y € Z vode na Pellovu
jednadzbu 22 —7y? = 1. U Zadatku 3.2. odreden je razvoj broja v/7 u verizni

razlomak. KoriStenjem tamo dobivenih rjesenja (z,y) € {(8,3),(127,48)},
dobiva se n € {11,2306}.

Zadatak 4.22. Slijedi promatranje Pellove jednadzbe (m+1)2—7(n—1)? =
1. Jasno je da ona ima beskonaéno mnogo rjesenja. Dobiva se (m,n) €
{(7,4),(126,49), (2023, 766) }.

2 _

Zadatak 4.23. Promatranjem rjesenja jednadzbe n? — 2m? = —1 dobiva se
n = 239.

Zadatak 4.24. Iz Tn®> = m(m + 1),m € N, zadatak se svodi na trazenje
rjeSenja jednadzbe (2m + 1)? — 28n2 = 1. Dobiva se n € {24,6096}.
Zadatak 4.25. Uvjet zadatka vodi nas do trazenja rjesenja jednadzbe 33m?
+1 = n? u prirodnim brojevima m i n. Vrijedi: v/33 = [5,1,2, 1, 10]. Dobiva
sen € {4,184,8460}.
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Zadatak 4.26. i) vn? —1 = [n — 1,1,2n — 2|; #) Kako je period razvoja
broja vn? — 1 jednak dva, dovoljno je pokazati da je k*d = n? — 1 za be-
skona¢no mnogo prirodnih brojeva k i n.

Zadatak 4.27. Ekvivalentno je promotriti jednadzbu (z+y)?—8(z—y)? = 1.
Dobiva se (z,y) € {(2,1),(67,32), (2276, 1087)}.

Zadatak 4.28.1z n?+(n+1)? = k2, k € Nslijedi jednadzba (2n+1)2—2k% =
—1. Trazenjem njenih rjesenja dobiva se n € {3,20,119,696,4059}.

Zadatak 4.29. Sva rjesenja jednadzbe 22 —47p? = 1 u prirodnim brojevima
dana su sa x, + p,vV47 = (48 + 7V/47)". Za n > 1 broj p, nije prost pa
slijedip=p; = 7.

Zadatak 4.30. Za neparan k > 3 dobiva se Vk? + 4 = [k, %, 1,1, %, 2k].
Fundamentalno rjesenje dane jednadzbe je (z,y) = (po,qo) = (kS + 6k*
k% + 2, k5 + 4k3 + 3k).

~—~~ -
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