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PREDGOVOR

Ova je knjiga napisana s namjerom da pomogne studentima Odjela za matema-
tiku Sveucilista u Osijeku pri pripremanju i polaganju ispita iz kolegija Odabrana
poglavlja analize.

Knjiga je podijeljena u cetiri poglavlja: Mjera, Izmjerive funkcije, Integracija
izmjerivih funkcija i Produkt prostora mjere. Od citatelja se pretpostavlja znanje
iz matematicke analize. U svim poglavljima teorijski dio ilustriran je mnostvom
primjera. Za ve¢inu zadataka dane su detaljne upute. U svakom poglavlju redom
su numerirane definicije, teoremi, leme, propzicije, primjeri i slike.

Autor ¢e biti zahvalan svim ¢itateljima na njihovim primjedbama u svezi s even-
tualnim pogreskama, nepreciznostima ili nedostacima koje ¢e koristiti za novo iz-
danje.

Na kraju, zahvaljujem svima koji su izravno ili na drugi na¢in pomogli da se ova
knjiga tiska i bude $to bolja. To se posebice odnosi na recenzente koji su pazljivo
procitali rukopis i svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge dijelove
teksta.

U Osijeku, rujan 2008. Dragan Jukié






1. Mjera

1.1. o-algebra

Neka je X bilo koji neprazan skup. Njegov partitivni skup oznacavat éemo s 2%.

Definicija 1.1. Familiju A podskupova skupa X nazivamo o-algebra skupova na
skupu X ako ona ima sljedeéa svojstva:

(cl) X e A
(02) Ac A= A A

(03) Unija prebrojivo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz (Ay) skupova
iz A vrigedi |J A, € A.
neN
Za uredeni par (X, A) kaZemo da je izmjeriv prostor. Svaki element od A se zove
izmjeriv skup.

Dakle, o-algebra na skupu X je familija podskupova od X koja sadrzi skup
X, zatvorena je na komplementiranje i na formiranje prebrojivih unija. Korisno
je usporediti definiciju o-algebre na skupu X s definicijom topologije na skupu X.
Prisjetimo se, topolozki prostor je par (X,U) gdje su X neprazan skup, a U familija
podskupova od X sa svojstvima:

(i) 0,X e,
(ii) Unija svake familije skupova iz U je skup iz U,
(iii) Presjek kona¢no mnogo skupova iz U je skup iz U.

Familija U/ zove se topoloska struktura ili topologija, a njezine ¢lanove zovemo otvo-
renim skupovima.

Neka je A o-algebra na skupu X. Kako je ) = X¢, svojstvo (62) povlaci § € A
i govori nam da uvjet (1) iz definicije o-algebre mozemo zamijeniti uvjetom

(c1) D e A.

Nadalje, takoder zbog (02), umjesto svojstva (03) iz definicije 1.1. moze se
zahtijevati da familija A bude zatvorena na prebrojive presjeke:

(03)" Presjek prebrojivo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz (Ay)

skupova iz A vrijedi (| Ap € A.
neN

Primjedba 1.2. Ako se u definiciji 1.1. umjesto uvjeta (03) zahtijeva da A bude
zatvorena na formiranje konacnih unija, dobiva se definicija algebre skupova na
skupu X .

Ocito da je svaka o-algebra ujedno i algebra. Obrat ne vrijedi, tj. postoji algebra
koji nije o-algebra (vidi primjer 1.4.).
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Primjer 1.3. Evo nekoliko primjera o-algebri:

1. Neka je X bilo koji skup. Tada su familije A = 2% i A" = {(), X} istovremeno
i o-algebre 1 topologije na X. Uocéimo da je A najveéa, a A’ najmanja o-
algebra na X .

2. Neka je X ={1,2,3}. Familija A= {0, X,{1},{2,3}} je o-algebra na X.

Uocite da je A istovremeno i topologija na X. Skupovi 0, X, {1},{2,3} su
1stovremeno i otvorens i zatvoreni.

Pokazite da je U = {0, X,{2,3}} topologija na skupu X koja nije algebra na
X, pa stoga nije ni o-algebra.

3. Neka je X = [0,1]. Familija A= {0,X,[0,1/2],(1/2,1]} je o-algebra na X.

4. Neka je X = R. Familija A = {A C R : A prebrojiv ili A° prebrojiv} je

o-algebra na R: Ocigledno je da A ima svojstva (c1)-(02). Neka je (Ay)
niz skupova iz A. Ako su svi skupovi A, prebrojivi, onda je |,y An pre-
brojiv skup i zato je UneN A, € A. Ako je neki skup Aj,  prebrojiv, onda je
(UneN An)c =Npen A5 C A5, odakle slijedi da je skup (UneN An)c prebro-
jiv i zato je |, cn An € A.
Sada éemo pokazati da familija A nije zatvorena na proizvoljne unije, §to ce
znaditi da A nije topologija na R. Svaka tocka x € R je izmjeriv skup. Zato,
kada bi A bila zatvorena na proizvoljne unije, onda bi svaki podskup A C R
bio 1zmjeriv, §to mije tocno.

Primjer 1.4. Navedimo nekoliko primjera algebri koje nisu o-algebre:

1. Neka je X bilo koji beskonacan skup. Lako je provjeriti da familija
A={AC X : A konacan ili A° konacan}

predstavlja jednu algebra na skupu X. PokaZimo da ta algebra nije o-algebra.
U tu svrhu prvo odaberimo bilo koji niz (x,) medusobno razlicitih tocaka iz X .
Svi skupovi Ay, := {xon_1}, n € N, pripadaju familiji A. Kako su |J, oy An i
(UneN An)c beskonacni skupovi, to znaci da A nije o-algebra.

2. Neka je A familija koja sadrZi () i sve podskupove od R koji se mogu prikazati
kao unija konacno mnogo intervala oblika (a,b], (a,+00) i (—00,b], gdje su

a,beR.

Lako je pokazati da je A algebra. Pokazimo da algebra A nije o-algebra. Neka

su a,b bilo koja dva realna broja takva da je b—a > 1. Tada je (a,b— %] ceA

za svaki n € N. Kako je |J (a,b— 1] = (a,b) i (a,b) & A, familija A nema
neN

svojstvo (03).

Koristedi se definicijom o-algebre lako je dokazati sljedeéu propoziciju.
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Propozicija 1.5. Neka je (Ax, A € A) bilo koja familija o-algebri na skupu X.

Tada je (| Ax o-algebra na skupu X .
A€A

Primjedba 1.6. llustrirajmo primjerom da unija o-algebri ne mora biti o-algebra.
Neka je X = {1,2,3}. Tada su Ay = {0, X,{1},{2,3}} ¢ Ay = {0, X, {2},{1,3}}
o-algebre na X. Kako je A1 U Ay = {0, X,{1},{2},{1,3},{2,3}}, a {1} U {2} ¢
Ay U As, unija Ay U Ay nema svojstvo (03) pa nije o-algebra.

Pomocu propozicije 1.5. lako je dokazati sljedeéi rezultat koji je koristan alat za
konstrukciju o-algebri.

Korolar 1.7. Neka je F bilo koja familija podskupova skupa X. Tada postoji naj-
manja o-algebra koja sadrzi F.

Dokaz. Prema propoziciji 1.5.,
o(F):= ﬂ {A: A je o-algebra, F C A} (1.1)

je o-algebra na skupu X. Lako je zakljuciti da je o(F) najmanja o-algebra koja
sadrzi F. O

Definicija 1.8. Za o-algebru o(F) definiranu s (1.1) kaZemo da je o-algebra gene-
rirana s F.

Dakle, o(F) je najmanja o-algebra na skupu X koja sadrzi familiju F pod-
skupova skupa X.

Propozicija 1.9. Neka je F bilo koja familija podskupova od X. Tada je
U(]:) = U(]:C)’
gdje je F© ={F°: F € F}.

Dokaz. Kako je o(F) zatvorena na komplementiranje, vrijedi F¢ C o(F), odakle
slijedi o(F€) C o(F). Postupajuéi analogno, dobiva se o(F) C o(F°). O

Borelova o-algebra. Neka je (X,U) topoloski prostor. Za o-algebru o(U) gene-
riranu topologijom U kaze se da je Borelova g-algebra na skupu X, i najcesce se
oznacava s B(X,U), B(X) ili Bx. Clanovi od Bx zovu se Borelovi skupovi. U teoriji
mjere od izuzetne je vaznosti Borelova o-algebra Bra generirana familijom otvorenih
skupova u R¢.

Napomenimo da se ideja o-aditivnosti, koju éemo obraditi u sljedec¢oj tocki,
pripisuje Borelu! i Lebesgueu?.

U najopéenitijem sluc¢aju, vrlo je tesko eksplicitno opisati o-algebru o(F) gene-
riranu familijom F. Za Borelovu o-algebra B vrijedi ovaj teorem:

'Emil Borel (1871-1956), francuski matematicar.
2Henri Léon Lebesgue(1875-1941), francuski matematicar.
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Teorem 1.10. Borelova o-algebra Br generirana je sa svakom od sljedecih familija:
(a) F1 :={F CR: F zatvoren}
(b) Fyi={(—00,b) : b€ R}
(¢) Fy = {[a,00) : a € R}
(d) Fy:={(—00,b]:beR}

(=
(a,00) : a € R}
(

(e) F5:=A{

(f) Fo:={(a,b] : a,b e R}
(9) Fr:={la,b] : a,b € R}
(h) Fs:={(a,b):a,beR}
(i) Fo :={[a,b) : a,b € R}

Dokaz teorema 1.10. dat ¢emo poslije. Prvo uvedimo pojam d-intervala na R<.
Intervale oblika (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], gdje su a,b € R, a < b, zovemo 1-intervali.

Neka su Iy, ... ,I; l-intervali. Skup oblika I7 X Is X ... X I zovemo d-interval na
R4,
[ -
L J
R

]R2

Ri-i

Slika 1. Intervali na R?, d =1,2,3.

Lema 1.11. Swaki neprazan otvoren skup U C R% moze se prikazati kao prebrojiva
unija medusobno disjunktnih d-intervala oblika

{(@1,...,zq) ER*: ji27F <oy < (s +1)27%, i =1,...,d}, (1.2)

gdje su j1,...,Jq neki cigeli brojevi, a k neki prirodan broj.
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Dokaz. Za svaki £k € N sa C, oznac¢imo familiju svih d-intervala oblika (1.2).
Familija Cy ima sljedeé¢a dva ocigledna svojstva:

(a) Cy je particija skupa R?,
(b) Ako je k1 < ks, onda je svaki ¢lan iz Cg, sadrzan u nekom ¢lanu iz Cy, .

Prvo pokazimo da je |J Ci prebrojiv skup. U tu svrhu, svakom d-intervalu oblika
(1.2) pridruzimo toékﬁelsjl,j2, ...y ja k) € Z9 x N. Ovako definirano preslikavanje
je bijekcija sa |J Ck na prebrojiv skup Z? x N. Dakle, skup |J Cj je prebrojiv.
Kako je Cg, k Ekelg, pravi podskup od |J Cy, i on je prebrojiv sllfllj).

Sada ¢emo pokazati da se U mozkeelf)rikazati kao prebrojiva unija medusobno

disjunktnih d-intervala oblika (1.2). U tu svrhu induktivno ¢emo definirati familiju
D na sljededi nacin: Na pocetku (k = 1) u D stavimo sve d-intervale iz C; koji su
sadrzani u skupu U. U k-tom koraku (k = 2,3,...) dodajmo u D sve d-intervale iz
Cr. koji su sadrzani u skupu U i koji su disjunktni sa svim d-intervalima stavljenim
u D u nekom ranijem koraku. Za sluéaj otvorenog skupa u R? prva dva koraka
prikazana su na slici 2.

1. korak (k=1) 2. korak (k = 2)
Slika 2. Dekompozicija skupa U C R2.

Kako je D C |J Ck, D je prebrojiva familija medusobno disjunktnih d-intervala
kEN

oblika (1.2). Nadalje, o¢ito je unija svih ¢lanova iz D sadrzana u skupu U. Preostaje

pokazati da je skup U sadrzan u uniji svih ¢lanova iz D. Neka je x € U. Kako je

U otvoren skup, svaki d-interval iz Ci koji sadrzi « bit ¢e sadrzan u skupu U ako je

k dovoljno velik. Neka je ko najmanji takav k. Tada d-interval iz Cg, koji sadrzi x

pripada familiji D. O

Dokaz teorema 1.10. Prvo ¢emo pokazati da je
B]R = 0(.7'-1) 2 0(.7'-2) = O’(}—g) 2 O’(.7'—4) = O’(}—s) 2 0'(-7'-6) 2 0(.7'-7) 2 O'(]'-s) 2 O’(}—g)

a zatim da je o(Fy) D Br. Time ¢e dokaz biti kompletan.



6 1. MJERA

Prvo uo¢imo da su jednakosti u gornjem lancu posljedica propozicije 1.9. Nadalje
¢emo stalno koristiti ¢injenicu da je svaka o-algebra zatvorena s obzirom na kom-
plementiranje, formiranje prebrojive unije i formiranje prebrojivog presjeka.

(b) Kako je (—00,b) = [b,0)¢ € o(F1), te kako je o(F2) najmanja o-algebra koja
sadrzi Fa, to je o(Fz2) C o(F1).

(d) Kako je (—00,b] = [ (—o0,b+ 1) = ( U+ %,oo)) € o(F3), te kako je

neN neN

o(F4) najmanja o-algebra koja sadrzi Fy, dobivamo o(Fs) C o(F3).

f) Dovoljno je provjeriti da vrijedi (a,b] = (a,00) N (—o0,b] = (a,00) N (b,0)¢ €
o(Fs), odakle zaklju¢ujuéi na isti na¢in kao u prethodnim slu¢ajevima dobivamo
O’(fg) Q U(Fg}).

(g) [a,b] = N (a— L,b] € o(F6) implicira o(F7) C o(Fs).

neN
(h) Pomo¢u jednakosti (a,b) = |J [a+ +,b— 1] koja vrijedi za svaki dovoljno velik
n=no

prirodan broj ng lako se pokaze da je o(Fs) C o(F7).
(i) Kako je [a,b) = () (a — %,b) € o(Fs), slijedi o(Fy) C o(Fs).
neN

Preostaje pokazati inkluziju Br C o(Fy). Borelova o-algebra Br generirana je
s familijom U svih otvorenih skupova na R. Neka je U € U. Prema lemi 1.11. U se
moze prikazati kao prebrojiva unija medusobno disjunktnih intervala oblika [a,d),
gdje su a,b € R, a < b. Kako svaki taj interval [a, b) pripada o-algebri o(Fy), to je
U € o(Fy). Dakle, Br C o(Fy). O

Teorem 1.12. Borelovu o-algebra Bra generira svaka od sljedecih familija:
(a) Familija svih zatvorenih skupova u RY,
(b) Familija svih zatvorenih poluprostora u R? oblika

Ri7! % (—o0,b] x R¥™1, beR,
(c) Familija svih pravokutnika u R? oblika

(al,bl] X (a2,b2] X ... X (ad,bd].

Dokaz. Ovaj se teorem moze dokazati na isti nacin kao i teorem 1.10. Zato izo-
stavljamo detalje. Tvrdnja pod (a) slijedi iz propozicije 1.9. Sa o, 0, 0. 0znac¢imo
o-algebre generirane familijama pod (a), (b) i (¢). Kako je svaki ¢lan iz familije
(b) zatvoren skup, on je sadrzan u o, i zato je o, C o0,. Nadalje, svaka pruga
oblika R~ x (a, b] x R¥~% moze se prikazati kao razlika dva poluprostora iz familije
(b). Zato je ta pruga sadrzana u o,. Kako se svaki pravokutnik iz familije (c)
moze prikazati kao presjek odgovarajucih d pruga, to je i pravokutnik sadrzan u oy,
odakle se lako zakljucuje da je 0. C og3,. Dakle, za sada smo pokazali da vrijedi

Bga = 04 D 03 2 0.
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Dokaz inkluzije Bra C o, provodi se na potpuno isti na¢in kao dokaz odgovarajuée
inkluzije u teoremu 1.10. O

Za niz (A;,i € N) podskupova od X kazemo da je uzlazan ako je A; C A;41 za
svaki ¢ € N. U tom slucaju, ako je A :=J;=, A;, piSemo A, 1 A.

Niz (A;,i € N) je silazan ako je A; 2 A;y1 za svaki ¢ € N. U ovom slucaju
pisemo A4, | A, gdje je A: =2, A;.

Propozicija 1.13. Neka je A algebra na skupu X koja ima barem jedno od sljedeéa
dva svojstva:

(a) Za svaki niz uzlaznih skupova iz A i njihova unija je élan od A,
(b) Za svaki niz silaznih skupova iz A i njihov presjek je clan od A.
Tada je A o-algebra.
Dokaz. Treba pokazati da je familija A zatvorena na formiranje prebrojivih unija.

Neka je (A;,4 € N) niz skupova iz A. Treba pokazati da je | J;; A; € A. U tu svrhu
definirajmo uzlazan niz skupova iz A:

Uocimo da je

Ja-U. »

1 4

Il
=

.
Il

(a) Po pretpostavci je | ;= B; € A, odakle pomocu (1.3) dobivamo [ J;2, 4; € A.
(b) Kako je (Bf,i € N) silazan niz skupova iz algebre A, po pretpostavci je

N2 Bf € A Zatoje (N2 BY) = Uy Bi € A, azbog (1.3) je UiZ, Ai € A O

Definicija 1.14. Familija M podskupova od X zove se monotona klasa na skupu X
ako ima sljedeca dva svojstva:

(i) Za svaki niz uzlaznih skupova iz M i njihova unija je clan od M,

(it) Za svaki niz silaznih skupova iz M i njihov presjek je élan od M.

Svaka o-algebra je ocito monotona klasa.

Korolar 1.15. Familija A podskupova od X je o-algebra na X onda i samo onda
ako je A algebra i monotona klasa.



Zadaci.

1.

10.

1. MJERA

Zadana je o-algebra A na skupu X. Dokazite: (a) A,B € A= A\B € A. (b)
A, B e A= AAB € A, gdje je AAB := (A\B) U (B\A) simetri¢na razlika
skupova A i B.

. Neka je X skup, a B C X. Dokazite: (a) Ako je A o-algebrana X, onda je BN

A={BNA:Ace A} takoder og-algebra na skupu X (vidi propoziciju 3.37.).
(b) Ako je 9t monotona klasa na X, onda je BNM = {BNM : M € M}
takoder monotona klasa.

. Neka je f : X — Y funkcija, a (Ax,A € A) familija podskupova od Y.

Dokazite ove tvrdnje: (a) f1(Uyea Ax) = Usea /71 (Ar). (B) 71 (Naen Ar)
= ﬂ,\eA fﬁl(AA)

. Neka je f : X — Y funkcija, a ¥ neka o-algebra na Y. Dokazite da je

FYE) ={f4S): S € &} o-algebra na X.

. Neka je (X, .A) izmjeriv prostor mjere i f : X — Y funkcija. Dokazati da je

Y :={BCY:f}(B) € A} jedna o-algebrana Y.

. Neka je f : X — Y funkcija i A neka o-algebra na skupu X. Pokazite

primjerom da f(A) = {f(A) : A € A} opcenito nije o-algebra na Y.

. Neka je A oc-algebra na X. Za neprazan skup A € A kazemo da je atom

ako nijedan njegov pravi podskup ne pripada c-algebri .,fl a) Neka A ima n
atoma. Dokazite da A ima najmanje 2™ elemenata. (b) Sto su atomi u Bgr?

. Neka je X = [0,1]. Pronadite o-algebru generiranu skupovima i odredite

atome: (a) {(0,1/2)}. (b) 10,1/4), (3/4, 1]}. (c) {[0,3/4],[1/4, 1]}

(Rjesenje: (a) {0, (0,1/2),{0},[1/2,1],]0, 1]}, tri atoma: {0}, (0,1/2)i(0,1/2)c.
(b) {0,10,1/4),[1/4,3/4], (3/4,1],[0,3/4],[1/4,1],[0,1/4) U (3/4,1], [0, 1]}, tri
atoma: [0,1/4), [1/4,3/4], (3/4,1]. )

. Neka je (X,U) topoloski prostor. Je li topologija U ujedno i o-algebra ?

(a) Pokazati da je presjek proizvoljne familije monotonih klasa nad istim
skupom X takoder monotona klasa. Za najmanju monotonu klasu koja sadrzi
familiju & podskupova od X, tj. za presjek svih monotonih klasa koje sadrze
familiju £ kazemo da je generirana sa £ i oznacavamo je sa M(E). (b) Neka
je A algebra na X. Pokazite da je M(A) algebra.

(Uputa: (b) Definirajte 9, := {B C X : B¢, BUA € M(A) za svaki A € A},
a zatim pokazite da je 9, monotona klasa koja sadrzi A, $to ¢e implicirati
M(A) C 9My. Zatim postupajuéi na slican nacin pokazite da je My := {B C
X :B°,BUA € M(A) za svaki A € M(A)} monotona klasa koja sadrzi A.
Zato je M(A) C My, odakle slijedi § € M(A) i da je M(A) zatvorena na
komplemente i konaéne unije.)
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Pokazite da je Borelova o-algebra Bga generirana s familijom K¢ svih kom-
paktnih skupova iz R?.

(Uputa: Neka je C? familija svih zatvorenih skupova u R?. Prema teo-
remu 1.12. je Bra = o(C?). Kako je K? C €%, imamo o(K?) C o(C%). S
druge strane, ako je C' € C%, onda je za svaki n € N skup

C,:=Cn{xcR?:| x| <n}

omeden i zatvoren pa prema tome i kompaktan, tj. C,, € K. Po konstrukciji
je C = UpenC, € a(K?), odakle slijedi da je C¢ C o(K?). Zato je o(C4) C
a(K9). )

Skup Q primjer je Borelova skupa koji nije otvoren, a nije ni zatvoren. Navedite
jos nekoliko primjera takvih Borelovih skupova.

Neka je A € Bga Borelov skup i ¢ > 0 realan broj. Dokazite da je tA = {ta :
a € A} Borelov skup.

(Uputa: Tvrdnja ocito vrijedi ako je A € Z, gdje je Z familija svih d-intervala.
Neka je B; := {B € Bga : tB € Bra}. Pokazite da je B; o-algebra, te uocite
da je T C B; C Bga, odakle slijedi Bra = 0(Z) C o(B;) = B; C Bra. To znadi
da je By = Bga.)

Neka je S skup svih brojeva iz segmenta [0, 1] koji u svom decimalnom prikazu
sadrze znamenku 7. Dokazati da je S Borelov skup.

(Uputa: Skup S, svih brojeva koji na n-tom decimalnom mjestu imaju zna-

menku 7 glasi

1omt—1

k 7 k 8
So= U [l E Sy
kL:JO 10n-1 * 10m7 1071 * 10”>

Svaki skup iz te unije je Borelov, pa su zato S, i S = J,—, S, Borelovi
skupovi.)
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1.2. Mjera na o-algebri

Progireni skup realnih brojeva R (koristi se i oznaka [—oc, oc]) po definiciji je R =
R U {—o00,0}. Uredaj < se prosiruje sa R na R tako da se definira

—00 < x < 09, za svaki z € R.
Zbrajanje i mnozenje se prosiruje sa R na R tako da se definira:

x4+ (—00) = (—00) + 2 = —0o0, zeR

x4 (00) = (00) + 2 = o0, reR
z-(—00) = (—00) -z =—00, x>0
x - (00) = (00) -z = 00, x>0
x - (—00) = (—00) - x = 00, z <0
x -+ (00) = (00) - & = —00, z <0

Zbrojevi 0o 4+ (—00) 1 (—o00) + 0o se ne definiraju. U mnogim matematickim disci-
plinama ne definiraju se ni produkti 0 - 0o, 00 -0, (—00) - 01 0 (—00). Medutim, u
teoriji mjere pokazalo se korisnim te produkte definirati kao:

0-0c0=00:0=(—00)-0=0-(—00) =0.
Od sada pa nadalje treba razlikovati simbol za red ), a, od simbola za njegovu
sumu Y o2 ay.

Definicija 1.16. Neka je X skup, a A o-algebra na X. Mjera na A je svako pres-
likavanje p: A — R s ovim svojstvima:

(ul) (nenegativnost) w(A) > 0 za svaki A € A,

(12) (@) =0,

(u3) (o-aditivnost ili prebrojiva aditivnost) Za svaki niz (A;,i € N) disjunktnih
skupova iz A vrijedi

n(U4) = > nas). (1.4)

Za u(A) kaze se da je mjera skupa A. Trojka (X, A, ) zove se prostor mjere.
Kazemo da je mjera p konatna ako je u(X) < oo.
o0
Mjera p je o-konatna ako postoji niz (A;, i € N) skupova iz A takvih da je X = |J A;
i=1

1=

kao i u(A;) < o0, i € N.
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Cesto se kaze da je pu mjera na X ili mjera na (X, A).
Primjer 1.17. Navedimo nekoliko primjera mjere:
1. Ako za svaki A € A stavimo p(A) =0, dobivamo tzv. trivijalnu mjeru.

2. Neka je na skupu X zadana o-algebra A. Definirajmo funkciju p: A — [0, 0]
na sljedeéi nacin: Ako je A € A konacan skup s n elemenata, stavimo u(A) =
n. U suprotnom, tj. ako je A beskonacan skup, stavimo pu(A) = co. Lako je
provjeriti da je p mjera. Ova mjera zove se mjera prebrojavanja.

3. Neka je A bilo koja o-algebra na skupu X .
(a) Funkcija p: A — [0,00] definirana formulom

) 0, akojeA=10)
p(A) = {oo, ako je A # ()
je mjera.
(b) Neka je p: A — [0,00] zadana ovako:

[0, akoje A=1

p(A) = {1, ako je A # ().
Funkcija 1 nige mjera: Ako su Ay, Ay disjunkini neprazni skupovi iz A,
onda je 1(A1UA3) = 1, p(Ar)+u(A2) = 2, pa p nije o-aditivna funkcija.
(c) Neka je z bilo koja tocka iz skupa X . Funkcija 6, : A — [0, 00] definirana

formulom

_J1, akojexe A
0x(4) '_{O, ako x & A

je mjera. Mjera &, zove se jedini€na Diracova mjera skoncentrirana u tocki
x li krace Diracova delta mjera.

4. Neka je (X, A, 1) prostor mjere. Funkcija A : A — [0,00], A > 0, je mjera.

5. Neka je X skup, A bilo koja o-algebra na skupu X i A : X — [0, 00| funkcija.
Funkcija p : A — [0,00] zadana formulom

0, ako je A =10

1(A) == 9 S Ax), akoje A0
T€EA

je mjera.

Posebno, za A = 1 dobiva se mjera prebrojavanja, a za X\ := X{,} dobivamo

Diracovu delta mjeru.

Propozicija 1.18. (Osnovna svojstva mjere) Neka je (X, A, p) prostor mjere.
Mjera p: A — [0, 00] ima ova svojstva:
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(i) (monotonost) (VA,B € A) AC B = pu(A) < u(B).
Ako je u(A) < oo, onda je u(B\A) = p(B) — p(A).

(i) (o-subaditivnost) Za svaki niz (A;,i € N) skupova iz A vrijedi
p(JA) <D uA
i=1 i=1

(iii) (neprekidnost na uzlazne nizove) Za svaki uzlazan niz (A;,i € N) skupova iz A
vrijeds

UA = lim p(4,).

n—oo
=1

(iv) (neprekidnost na silazne nizove) Neka je (A;,i € N) silazan niz skupova iz A.
Ako je u(Ay1) < 0o, onda je

ﬂA = lim p(4,).

n—oo
=1

Dokaz. (i) Iz A,B € A slijedi B\A = BN A° € A. Kako je B = AU (B\A),
AN (B\A) = 0, zbog o-aditivnosti i nenegativnosti mjere je

1(B) = pn(A) + u(B\A) = p(A).
Ako pretpostavimo da je u(A) < oo, onda dobivamo jos i u(B\A) = u(B) — u(A).
i1
(ii) Definirajmo pomocéne skupove By := A;, B; := A;\ U A € A, i > 2. Ocito

je B; C A;, odakle zbog monotonostl mjere dobivamo M(B ) < n(A4;). Skupovi B;
medusobno su disjunktni i U B; = U A;. Iz o-aditivnosti mjere p slijedi

i=1 =1

w(Uas) =n(UB) =2 < 3 uta)

(iii) Neka su medusobno dlsJunktnl skup0v1 B; definirani na isti na¢in kao u dokazu

tvrdnje (ii). Tada, osim Sto je U B, = U A;, zbog pretpostavke A3 C A C ... je

=1 =1

U B; = A,, pa iz o-aditivnosti mjere y slijedi u( U BZ-) =pu(Ap) i
i=1

=1

p(UJA)=p(Bi)=d_u(Bi)=lim > w(Bi)=lim p(| ) Bi)= lim u(A).
=1 =1 =1 =1

=1
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(iv) Skupovi A1\A; = A1 NAS € A, i € N, tvore uzlazan niz. Pri tome je

o0 o0

@)= JA n A9 =4, ( U A5 =A1(( ﬂ A;) =41\ [ Ai € A

=1 =1 i=1

Primjenom tvrdnje (iii) dobivamo

H(Al\ ﬁ Ai) = lim p(Ar\Ay).

Zbog ﬁ A; C A, C Ay i p(Ar) < oo prema tvrdnji (i) je u(ﬁ A;) < u(A,) <
i=1 i=1

(A1) ; oo 1 posljednja jednakost moze se raspisati kao
u(An) = () A) = (A1) = lim pu(Ay),
n=1

odakle slijedi (iv). O

Primjer 1.19. Neka je (X, A, p) prostor mjere. Ako je n(X) =1, kaZe se da je u
vjerojatnosna mjera ili vjerojatnost, a A se zove o-algebra dogadaja.

Neka je X konacan skup, a A = 2%X. Provjerite da je formulom u(A) = 11:::3 (()’3))

definirana vjerojatnosna mjera p : 2% — R.

Spomenimo da se mjera na (X, Bx), gdje je Bx Borelova o-algebra, obi¢no zove
Borelova mjera na skup X.

Zadaci.

1. Neka je X bilo koji neprebrojiv skup. Pokazite da je funkcija

ACX

0, ako je A prebrojiv
- { ok Ao

0o, ako je A neprebrojiv
mjera na (X, 2%).

o0
2. Dokazite da je formulom p = > %én, gdje je 6, Diracova delta funkcija,
n=1

zadana vjerojatnosna mjera na (R, Bg).

3. Neka sup,q € R takvida je 0 <p <11ip+q=1. Dokazati da je funkcija
Bn : B — R zadana s

Bn(B) = Z (Z) PP F6,(B), B € Br

vjerojatnosna mjera na (R, Bg).



14 1. MJERA

(Uputa: Diracova delta mjera je vjerojatnosna, tj. dx(R) = 1. Vrijedi:

Ba(0) = zn: (Z) prq" " ok(0) = zn: (Z) P F0=0
o o L o
ﬁn(]L_Jl 4;) = kZ:O (k) pkq""“ék(H 4;) = kz::o (Z) pkq""“;&c(z‘lg)
_y Y (1) o auta) = S BuA))
=1 k=0 =1
Bu(R) = kzn:_o (Z) Prq" T oR(R) = kz: (Z) P 1=1)

4. Neka je p mjera na (X, A). (a) Dokazite da za sve A, B € A vrijedi u(A) +
w(B) = p(AU B) + u(AnN B). (b) Neka je pu konaéna mjera. Dokazite da za
sve Ay,..., A, € A vrijedi

u(l

(Uputa: (a) A=(ANB)U(A\B), B=(ANB)U(B\A), AUB=(ANDB)U
(A\B) U (B\A), a skupovi AN B, A\B i B\ A su disjunktni. Zato je
u(A) + u(B) = [W(AN B) + p(A\B)] + [u(AN B) + u(B\A)]
= (AN B) + [4(A\B) + (AN B) + p(B\A)]
=pu(ANB)+ u(AUB).

-

Il
-

Az) = i(*l)k+1 Z ,LL(AAl1 ﬁAQ ﬂﬁAlk)

1 1<i1<ip<...<ip<n

(b) Dokaz je lako provesti matematickom indukcijom po n sluzeéi se rezul-
tatom pod (a).)

5. Neka je p mjera na (X,.A). Dokazite da za svaka dva izmjeriva skupa A i B
vrijedi
ln(A) — u(B)| < n(AAB),
gdje je AAB = (A\B) U (B\A) simetri¢na razlika skupova A i B.

(Uputa: Iz A C (AAB)UB slijedi u(A) < u(AAB)+u(B), aiz B C (AAB)U
A slijedi pu(B) < u(AAB) + u(A).)

6. Neka su pi, g2, ... mjere na (X, A), a aq,aq,... nenegativni realni brojevi.
Dokazite da je formulom p(A) = >"°7 | aipin(A) definirana mjera na A.

7. Neka je p mjerana (X, A) 1 E € A. (a) Pokazite da je formulom
ws(A) = p(ANE), AeA

definirana nova mjera na (X, A) koja se zove restrikcija mjere p na skup E. (b)
Neka je Ap := {ANE: Ac A}. Pokazite da je (E, Ap, ) prostor mjere.
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Neka je (X, A, ) prostor mjere, f : X — Y funkcijai X ={BCY : f~1(B) €
A}. Familija ¥ je o-algebra (vidi zadatak 5. na str. 8). Neka je p/ : ¥ — [0, o0]
definirana formulom

W(B)=u(fH(B), Bex.
Dokazati da je p' mjera na (Y, X). Za mjeru u’ kazemo da je slika mjere u po
funkciji f.
(Uputa: Iskoristite zadatak 3. na str. 8.)
Neka je (X, A, u) prostor mjere. Dokazite: Ako je (A,) niz skupova iz A sa
svojstvom u(A, N Ay) = 0 za sve m,n € N, m # n, onda je M(Uzozl An> =

220:1 W(An).
Uputa: Neka je By = Ay i By = (. Za svaki n > 2 definirajte skupove

n—1 n—1 n—1
En = An\ Ql Amv Bn = An N ( Ql Am) = QI(A”« mAm)

Tada vrijedi: (i) A, = E, U B,, za svaki n € N. (ii) Skupovi E,, n € N,
medusobno su disjunktni. (iii) u(B,) = 0 za svakin € N (jer je u(A,NA,) =
0, n # m) i zato je u(A,) = p(Ey), n > 1.

Ocitoje U,—, En CU,—; Ay. Neka je z € |J7—; An. S no 0znacimo najmanji
prirodan broj takav da je z € A,,. Tada je x € E,, C UZO:l FE,. Dakle,
Unzi Bn = Unzy An.

Konacno,
,u( [j An) = ,LL( [j En) = iu(En) = iN(An)
n=1 n=1 n=1 n=1

Mjera p je polukonana ako za svaki A € A za koji je u(A) = oo postoji B € A
takav da je B C Ai0 < p(B) < co. Svaka o-kona¢na mjera je i polukonaé¢na.
Je li polukonaéna mjera u iz 1. zadatka ?

Neka je (X, 2%, 1) prostor mjere. Za mjeru u kazemo da je 0 — 1 mjera na X
ako je u(2%) = {0,1}, u({x}) = 0 za svaki z € X i u(X) = 1. Pokazite da ne
postoji 0 — 1 mjera na N.

(Uputa: Kada bi postojala 0 — 1 mjera p na N, onda bi bilo 1 = u(N) =
p(Usernd) = Syennll3)) = S0 =0

Neka je (X, A, 1) prostor mjere. Definirajte funkciju p* : A — [0, 00 formu-
lom

w(A) =sup{u(B) : BC A, Be A& u(B) < co}.
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Dokazite: (a) pu* je mjera. (b) Ako je u o-konacna mjera, onda je p* = . (c)
Pronadite p* za mjeru p : A — [0, 0o] definiranu formulom

0, akojeA=10
#(A) '_{oo, ako je A # 0.

(Uputa: (a) Neka je (A,) niz disjunktnih skupova iz A. Za svaki e > 0 postoji
skup B € A takav da je B C |J,~; An, 1(B) < o0 i

u*( @ An) < (B

Tada je (jer su skupovi BN A, n € N, medusobno disjunktni, BN A,, C A,
iu(BNA,) <o)

w (U A) B e =a(B0 (1 A) +e=u( JBna) -+
i (BN +e <Y 0 (An) +2,

odakle zbog proizvoljnosti broja e slijedi u*(Uzo 1 ) < S pH(Ay).

Dokaz obratne nejednakosti: Fiksirajmo n € N. Tada za svaki ¢ > 0 i
za sve j = 1,...,n postoji B; € A takav da je B; C Aj, pu(B;) < oo i
w(A;) < p(Bj)+¢€/27. Zato je

UBjEA, UBJQUA] & /J,(UBJ‘><OO.
j=1 j=1 j=1 j=1

Sada dobivamo

n

M*(JQAJ') >M(UB> ;M Bj) ZZM*

odakle zbog proizvoljnosti broja & > 0 slijedi pu* ( Uiz, Aj) > 300 R (A)).
Grani¢nim prijelazom n — oo dobivamo obratnu nejednakost.

(b) Neka je A € A. Treba pokazati da je u*(A) = u(A). Ocito, ako je A € A1
1(A) < oo onda iz definicije od p* slijedi p*(A) = p(A). Preostaje razmotriti
slucaj u(A) = Zbog o-konagnosti mjere p postoji niz (A,,) skupova iz A

takvih da je X = U A; 1 u(A,) < 0o, n € N. Zbog toga je (AN A,) < oo
Sto povlagi p* (A ﬁ A ) = u(ANA,). Sada, kako su p i u* mjere, dobivamo

pH(A) = p*(ANX) = (U AmAn)> =3 (AN 4,)
n=1 n=1

i (AN A,) = u(A).
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(c) p*(A) =0 za svaki A € A.)

Neka je (X, A, 1) prostor mjere. Dokazite: (a) Akoje A, B € Aiu(AAB) =0,
onda je u(A) = p(B). (b) Definirajte relaciju ~ stavljajuéi A ~ B ako je
uw(AAB) = 0. Pokazite da je ~ relacija ekvivalencije na A. (c) Pretpostavimo
da je u(X) < 0o i definirajmo funkciju d : A x A — R formulom

d(A, B) = n(AAB), A, B € A.

Pokazite da je d pseudometrika na A, tj. da ima svojstva: J(fl,B) >
A=B=d(A,B)=0,d(A,B)=d(B,A) id(A,B) <d(A,C)+d(C,B). (
Neka je A/ ~ skup svih klasa ekvivalencije. Definirajte

)

0
d)
d([A],[B]) := d(A, B) = w(AAB),  [A],[B] € A/ ~.

Pokazite da je d metrika na A/ ~.
(Uputa: (a) Pogledajte rjesenje 2. zadatka sa str. 64.)
Pokazati da tvrdnja propozicije 1.18.(iv) opéenito ne vrijedi ako je p(A41) = oo.

(Uputa: Primgjer 1.: Neka je u mjera prebrojavanja na skupu (Z,2%). Defini-
rajte skupove A4, = 2"Z, n € N. Tada je (4,) silazan niz skupova, A :=
N Ap=0,0 = p(A) # limy, oo p(Ay,) = limy, oo 00 = 00.

Primgjer 2.: Neka je (X, A) = (R, Bgr), a 4 neka bude mjera prebrojavanja.
Skupovi oblika (n,c0), n € N, tvore silazan niz. O¢Cito je () —,(n,00) = 0 i
1((n,00)) = co za svaki n. Zato vrijedi

0= p(0) = p( () (n.00)) # lim u((n.00) = lim o0 = cc.)

Neka je (A,) niz izmjerivih skupova iz prostora mjere (X, A, u). Dokazati:
(a) u( Uo iMoo, Am) < liminf,, u(Ay).
(b) Pretpostavimo da je M(Uzozl An) < oo. Tada je

u( ﬁ [OJ Am) > limnsupu(An).

n=1m=n
(c) Pretpostavimo da je Y7, u(A,) < oo. Tada je
u( ﬂ U Am> =0.
n=1lm=n

Ova je tvrdnja poznata kao Borel-Cantellijeva® lema.

3Francesco Paolo Cantelli (1875 - 1966), talijanski matematicar.



18 1. MJERA

(Uputa: (a) Neka je B, = ()_, A,. Tada je (B,) uzlazan niz skupova i

m=n

Uiz Bu = Uy My Ame Zato je o Uy Mz A ) = Tt oc (Ba) =
liminf, o pu(By,) < liminf, p(A4,). (b) Neka je C,, = U, _,, Am. Niz (Cy)
je silazan i (2, C,, = oy Uoe_,, Am.  Zato je u(ﬂzo:l Ur_, Am) =
limy, 00 p(Cr) = limsup,,_, ., u(Cp) > limsup,, u(A4,). (c) Iz pretpostavke
> m(Ay) < oo slijedi limy, oo Do, 1(Am) = 0. u(ﬂzo:l U _, Am) =
limy, o0 p1(An) < limy— 0 Zrono:n w(Am) =0.)

1.3. Vanjska mjera

Definicija 1.20. Neka je X skup, a 2% njegov partitivni skup. Vanjska mjera na
skupu X je svaka funkcija p* : 2% — [0,00] s ovim svojstvimas:

(1*1) p*(0) =0,
(u*2) (monotonost) A C B C X = u*(A4) < u*(B),

(u*3) (o-subaditivnost) Za svaki niz (A;,i € N) skupova iz X vrijedi
w(Ua) <30 ().
i=1 i=1

Zamijetite da ¢e mjera biti ujedno i vanjska mjera onda i samo onda ako je ta
mjera definirana na cijelom partitivnom skupu 2% . Nadalje, vanjska mjera opéenito
nije i mjera. Evo primjera:

Primjer 1.21. Neka je funkcija p* : 2% — [0, 00] zadana formulom

w0, akoje A=10
M(A)_{l, ako je A # ().

Lako je provjeriti da je pw* wvanjska mjera. Medutim, p* nije o-aditivna funkcija
(Uputa: Vidi primjer 1.17.b) pa nije ni mjera.

Primjer 1.22. Neka je X skup a p* : 2% — [0,00] ovako definirana funkcija:

“(4) = 0, ako je skup A prebrojiv
H T\ 1, ako skup A nije prebrojiv.

Tada je p* vanjska mgjera.

U teoriji mjere od izuzetne je vaznosti Lebesgueova vanjska mjera na R?, kojoj
¢emo posvetiti posebnu paznju. Prvo uvedimo neke pojmove.

Neka je X skup, A o-algebra na X i p: A — [0, 00] mjera. Ako je skup B C X
izmjeriv, tj. B € A, onda je

w(A) = u(AN B) + u(An B, VA e A.
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Drugim rije¢ima, izmjeriv skup B razbija svaki drugi izmjeriv skup A na dva dis-
junktna izmjeriva skupa A N B i AN B¢ ¢ije se mjere zbrajaju na Zeljeni nacin.

Vanjska mjera p* : 2% — [0, co] nema to svojstvo. Preciznije, ako je B C X, tj.
B € 2%, zbog o-subaditivnosti vanjske mjere je

W(A) < p (AN B) + (AN BY), VACX (1.5)

s time $to se moze pojaviti stroga nejednakost kao Sto je to slucaj za vanjske mjere
definirane u primjerima 1.21. i 1.22. Zato uvodimo sljede¢u definiciju:

Definicija 1.23. Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X. Za skup
B C X kaZemo da je p*-izmjeriv ako je

W(A) = (ANB) + p*(ANB°),  VAC X.

Iz definicije slijedi da su @ i X p*-izmjerivi. Nadalje, ako je skup B p*-izmjeriv,
onda je i B¢ p*-izmjeriv skup.

Zbog nejednakosti (1.5), da bi se dokazalo da je skup B C X p*-izmjeriv, do-
voljno je pokazati da vrijedi

w(A) > p (AN B) + p* (AN B, VA C X. (1.6)

Ako je u*(A) = oo, onda je o¢ito ispunjena nejednakost (1.6). Dakle, skup B ée biti
p*-izmjeriv ako nejednakost (1.6) vrijedi za svaki A C X takav da je pu*(A4) < oo.

Propozicija 1.24. Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X. Ako je
w*(B) =0 ili u*(B°) =0, onda je B p*-izmjeriv skup.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti da za svaki A C X vrijedi

p(A) =2 (AN B) +p* (AN B°).
Tvrdnja slijedi iz monotonosti vanjske mjere: p*(B) = 0 povlaéi p*(A N B) +
(AN B < u*(B)+ p(A) = p*(A). Slicno, ako je p*(B°¢) = 0, dobivamo
p* (AN B) + p* (AN B) < p*(A) + p*(B) = p*(A). O

Sljede¢i Carathéodoryjev* teorem klju¢an je za konstrukciju mnogih mjera.

Teorem 1.25. (Carathéodory) Neka je pi* : 2% — [0, 0o] vanjska mjera na skupu
X. Sa Myx oznacimo familiju svih p*-izmjerivih podskupova od X. Tada vrijedi:

(a) My je o-algebra na skupu X,

b) Restrikcija funkcije p* na M« je mjera.
je pJ

4Constantin Carathéodory (1873-1950), njemacki matematicar grékog porijekla.
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Dokaz. Veé smo zakljuéili da () i X pripadaju skupu M, te da je komplement
w*-izmjerivog skupa takoder p*-izmjeriv.

(a) Preostaje pokazati zatvorenost familije M, na formiranje prebrojive unije.
Dokaz provodimo u tri koraka: (i) pokazat éemo da je presjek dva p*-izmjeriva
skupa takoder p*-izmjeriv skup, (ii) pokazat éemo da je prebrojiva unija medusobno
disjunktnih p*-izmjerivih skupova takoder p*-izmjeriv skup, (iii) pokazat ¢emo kako
se prebrojivu uniju | J;; B; od p*-izmjerivih skupova B; (ne nuzno disjunktnih)
moze zapisati u obliku prebrojive unije nekih novih medusobno disjunktnih p*-
izmjerivih skupova. Time ¢ée dokaz teorema biti zavrSen.

(i) Neka su By, By € M». Zbog zatvorenosti familije M~ na komplementiranje,
dovoljno je pokazati da je By UBy € M. Neka je A C X bilo koji podskup. Zbog
w*-izmjerivosti skupa B je
/1,*(14 n (Bl @] Bg)) = /1,*(14 n (Bl U Bg) N Bl) + M*(A n (Bl @] Bg) N Bf)
= p*(ANBy)+ p* (AN B{N By).

Sada redom pomocu te jednakosti, identiteta (By U Bs)¢ = B N BS, pretpostavke
By € M~ i na kraju pretpostavke By € M, dobivamo:

W (AN (B UBy)) 4+ p* (AN (B UB2)°) = p*(ANBy) + p* (AN BN Bs)
+u* (AN BN BsS)
= W (AN By) + p* (AN BY)
= i (A).

(ii) Neka je (B;,i € N) niz medusobno disjunktnih p*-izmjerivih skupova. Prvo
¢emo matematickom indukcijom po n pokazati da za svaki A C X vrijedi

n

1 (A) ZM*(AﬂBi)+u*<Am(ﬂBf)). (1.7)

=1 i=1

Tvrdnja je to¢na za n = 1 jer je skup By p*-izmjeriv. Korak indukcije: Koristeéi
w*-izmjerivost skupa B,, ;1 1 medusobnu disjunktnost skupova B; posljednji sumand
iz gornje jednakosti mozemo raspisati kao

u*(Am(iéBf)) :u*(Am(rn]Bf)mBnH) +u*<Am(ﬁBf)mBg+1)

i=1 =1
n n+1
= M*<Am (UBi)CmBnH) +u*<Am (N Bf))
=1 =1
n+1
— u*(AﬁBn_H) +u*<Aﬁ ( ﬂ Bf)).
=1

Time je dokazana jednakost (1.7).
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Zbog AN (Niz, BS) 2 AN (N2, B) = An (U2, B;)® i monotonosti vanjske
mjere p* iz (1.7) dobivamo

W)= 3ot an s+ (an (U B)),
i=1 i=1
odakle prvo prijelazom na limes n — oo slijedi
1 (A) zzu*(AmBiHm(Am(UBi)c). (1.8)
i=1 i=1

Sada koristeci svojstvo o-subaditivnosti vanjske mjere p* nalazimo

pH(A) = (AN By + p* <A n(Y Bi)c>

> u_ (A N ( [j Bi)) + (A; ( G Bz')c)
), -

Time je dokazana p*-izmjerivost skupa ;- B;.

(iii) Neka je (B;,i € N) bilo koji niz p*-izmjerivih skupova. Definirajmo nove
i-1

skupove Cy := By, C; := B;\ |J Bx, i > 2. Skupovi C; medusobno su disjunktni i
k=1

Ej Ci=
=1

K2

U B;. Kako je
=1

i—1 1—1 i—1
Ci=B\|JBe=B:n(|JB:) " =Bin([)Bf)
k=1 k=1 k=1

te kako se prema (i) presjecanjem konaéno mnogo p*-izmjerivih skupova opet dobiva

o0 o0
w*-izmjeriv skup, skupovi C; su p*-izmjerivi. Prema (ii) skup |J B; = U C; je p*-
i=1 i=1
izmjeriv.
(b) Treba provjeriti o-aditivnost restrikcija funkcije p* na M,~. U tu svrhu neka
je (Bj,i € N) niz medusobno disjunktnih iz M,«. Ako u (1.8) zamijenimo A sa
Us2, B;, dobivamo

o0 oo
wr(UBi) = 3w (Bi) +0.
i=1 i=1
Suprotna nejednakost slijedi iz o-subaditivnosti vanjske mjere p*. O
Konstrukcija vanjske mjere. Sada ¢emo pokazati kako se pomocéu Carathéo-

doryjeva teorema (teorem 1.25.) mogu konstruirati razni prostori mjere. Krenimo
redom. Prvo ¢emo definirati neke pojmove i dokazati jednu propoziciju.
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Definicija 1.26. Neka je X neprazan skup. Familiju C podskupova od X zovemo
o-pokriva¢ od X ako ona ima sljedeéa dva svojstva:

(i) DecC,
(i) Postoji niz (C;) ¢élanova iz C takav da je X = J;=, Ci.

Propozicija 1.27. Neka je C neki o-pokrivac¢ nepraznog skupa X, a 7 :C — [0, o0
bilo koja skupovna funkcija sa svojstvom 7(0) = 0.
Funkcija px : 2% — [0, 00] definirana formulom

(1 (A) = mf{if(a) CieC & AC G ci}
i=1 i=1
je vanjska mjera.

Uocimo da je neprazan skup ¢iji se infimum trazi u gornjoj definicijskoj formuli.
To slijedi iz definicije o-pokrivaca.

Skupovnu funkciju 7 iz propozicije 1.27. zovemo proto-mjera.

Ideja vanjske mjere definirane pomoc¢u proto-mjere ilustrirana je na slici 3.

AN (T
N

_.__../ \...._._/

I—

Slika 3. Na ovoj slici o-pokrivaé C je skup svih pravokutnika iz R?, a 7
proto-mjera koja pravokutniku pridruzuje njegovu povrsinu. Na lijevoj strani slike
krug je prekriven s pet, a na desnoj s osam pravokutnika. Prekrivanje s desne
strane daje bolju aproksimaciju povrsine kruga.

U dokazu propozicije 1.27. koristit ¢emo sljede¢u lemu:

Lema 1.28. (vidi npr. [6]) Neka je (z;k, (i, k) € NxN) bilo koji niz nenegativnih
realnih brojeva, a s : N — N x N bilo koja bijekcija. Red ) x4 konvergira onda i
samo onda ako konvergiraju svi redoviy_, ;1,1 € N, te ako je ired ), (Z?’Zl xi7k)
konvergentan. Pri tome je

o0

Zl Ts(n) = i (i Tik)-

= i=1 k=1
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Dokaz propozicije 1.27. Za prazan skup imamo 0§ C [J;2, 0, odakle iz definicije
funkcije px dobivamo pf(0) < >, 7(0) = 0. Kako je ocito uf > 0, dobivamo
5 (@) = 0.

Nadalje, X je monotona funkcija, tj.
(VA,BC X) AC B= pi(A) < pp(B).

To je stoga jer je svaki pokriva¢ skupa B ujedno i pokrivac¢ skupa A.
Preostaje pokazati da je u* o-subaditivna funkcija. Neka je (4;) niz podskupova
od X. Treba pokazati da je

w(UJA) <3 A
=1 =1

Ako je Y2, pr(A;) = oo, onda sigurno vrijedi trazena nejednakost. Zato nadalje
pretpostavimo da je Y oo, pr(A;) < co. Tada je ujedno i pi(4;) < oo za svaki
1 € N. Neka je € > 0 proizvoljan. Prema definiciji broja pX(A;), postoji niz skupova
(Cik,k € N) iz C takav da je A; C Ure, Cix, dared Y, 7(C; 1) konvergira i da za
njegovu sumu vrijedi

N 7 (Cik) < HE(A) + = (1.9)
Ocito je
YaeUyaun

Skup N x N je ekvipotentan sa skupom N, pa skupova C;x, (i,k) € N x N, ima
prebrojivo mnogo. Neka je s : N — Nx N bilo koja bijekcija. Pomocu te bijekcije niz
skupova ((Cik), (i,k) € N x N) moze se preindeksirati u novi niz ((Cy(,),n € N).
Pri tome je

HCg

C8
uCg

U = |J Cstn)-
k=1 n=1

Nadalje, prema lemi 1.28. red ) 7(Cy(n)) konvergira onda i samo onda ako konver-
girajusviredovi >, 7(Cix), i € N, kao i odgovarajuéired suma Y, (Y o; 7(Cix))-
Pri tome je

i=1

ZT(Q@) = Z (ZT(Ci,k))- (1.10)
n=1

i=1 k=1

Kako redovi ), 7(Ci k), © € N, konvergiraju, preostaje zakljuciti da konvergira i
red > . 372, 7(Cix). To slijedi iz (1.9) primjenom poredbenog kriterija.
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Iz (1.9) i (1.10) dobivamo

> r(Com) < 3 (1(A) + 5 ) = Do i (A +e,
n=1 i=1 i=1

odakle iz definicije funkcije pr slijedi

pi(JA) <D (A +e
i=1 i=1

Zbog proizvoljnosti broja e > 0 je px (U2, 4i) < 302, p(A;). Time smo dokazali
da je pX vanjska mjera. O
Prema Carathéodoryjevom teoremu (teorem 1.25.) M. je o-algebra, a restrik-

cija vanjske mjere py na M, je mjera. Na taj nacin mozemo konstruirati mnoge
mjere.

Zadaci.

1. Neka je X bilo koji neprebrojiv skup, te u*,v* : 2% — [0, 00] vanjske mjere
definirane formulama:

. _ |0, A prebrojiv . | 0, A prebrojiv
pi(A) = { 1, A neprebrojiv, vi(4) = { 00, A neprebrojiv.

Dokazite: (a) Skup A C X je p*-izmjeriv onda i samo onda ako je A ili A°
prebrojiv. (b) Svaki skup A C X je v*-izmjeriv.

(Uputa: Opéenito, ako je skup vanjske mjere 0, onda su on i njegov kom-
plement izmjerivi (propozicija 1.24.). (a) Neka je jedan od skupova A i A€
prebrojiv. Tada je p*(A) = 0 ili p*(A°) = 0, pa je A p*-izmjeriv. Ako ni
jedan od skupova A i A° nije prebrojiv, onda je u*(A) = p*(A°) = 1. Sada
za B = X dobivamo 1 = p*(B) < 2 = p*(BNA) + p*(B N A°). To po
definiciji zna¢i da A nije p*-izmjeriv. (b) Neka je B bilo koji podskup od X.
Ako je B prebrojiv, onda su prebrojivi i skupovi BN A i B N A¢. Zato je
v*(B) =v*(BN A) =v*(BnN A°) =0, odakle dobivamo

(%) v*(B) =v*(BNA)+v*(Bn A°).

Ako je B neprebrojiv, onda barem jedan od skupova B N A ili B N A° mora
biti neprebrojiv, pa stoga opet imamo jednakost (*).)

2. Neka je (X, A, 1) prostor mjere, a u* : 2% — [0, 0o] vanjska mjera definirana
formulom

pw(A)=inf{u(B): ACB & BeA}

(a) Dokazite da se infimum postize. (b) Skup A € A je p*-izmjeriv i pu*(A) =
u(A). Dokazite!
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(Uputa: (a) Prema definiciji infimuma postoji niz (B,,) izmjerivih skupova
takav da je A C B, i limy, oo p(By) = p*(A). Neka je B =()_, B, € A.
Pokazimo da je u(B) = pu*(A): Iz A C B slijedi p*(A) < u(B). Nadalje, iz
B C B, slijedi u(B) < u(By,), odakle prijelazom na limes dobivamo u(B) <
lim, oo u(Br) = p*(A). Dakle, u(B) = p*(A). (b) Neka je A € A. Po
definiciji je p*(A) < p(A). Nadalje, za svaki B € A takav da je A C B
imamo p(A4) < p(B). Uzimanjem infimuma po svim takvim skupovima B
dobivamo p(A) < wp*(A). Dakle, u(A) = p*(A). Pokazimo da je A p*-
izmjeriv. U tu svrhu dovoljno je pokazati da za svaki B C X, u*(B) < oo,
vrijedi p*(B) > p*(BNA)+ p* (BN A°). Neka je B* € A takav da je B C B*
i p*(B) = pu(B*). Prema (a) takav skup B* postoji. Sada imamo

1(B) = p(B*) = u(B* N A) + p(B* N A%) > p*(B* 1 A) + p*(B* N A%)
> *(BNA) + p*(B N A°)

Prva nejednakost je posljedica toga sto je u > p* za svaki izmjeriv skup, a
druga vrijedi zbog monotonosti vanjske mjere.)

3. Na skupu N vanjska mjera p* definirana je formulom:

2 ako A ima n elemenata
* — n+1’
n(A) { 1, A beskonacan.

Pronadite sve p*-izmjerive skupove.

(Uputa: Po definiciji, skup A C N je p*-izmjeriv ako je p*(B) = p*(BNA) +
w*(B N A°) za svaki B C N. Za B = N treba biti (x) 1 = p*(A ) u*(A°).
Jedan od skupova A ili A° je beskonacan, tj. u*(A) =1 ili p*(A°) = 1 Sada
je pomocu (x) lako ustanoviti da su jedino N i () p*-izmjerivi skupovi.)

4. Neka je p* aditivna vanjska mjera na X, tj. p*(AU B) = p*(A4) + pn*(B) za
svaka dva disjunktna skupa A, B C X. Dokazite da je p* mjera.
(Uputa: Neka su A,B C X. Skupovi AN B i AN B¢ su disjunktni i zato
po pretpostavei imamo p*(A) = p*(AN B) + p*(A N B°). To znadi da je p*-
izmjeriv svaki skup B C X. Prema Carathéodoryjevu teoremu p* je mjera.)

5. Neka je p* vanjska mjera na X. Dokazite da za svaka dva podskupa A 1 B od
X vrijedi

1 (A) = 1i*(B)| < 1" (AAB),

(Uputa: Postupite kao kod zadatka 5. sa str. 14.)

6. Neka je p* vanjska mjera na X i A C X p*-neizmjeriv podskup od X takav
da je p*(A) < co. Pokazite da postoji skup S C A takav da je p*(S) > 01 da
S nema p*-izmjerivih podskupova pozitivne mjere.
(Uputa: Neka je a := sup{u(B) : B C A, B p*-izmjeriv }. Po definiciji
supremuma, za svaki n € N postoji u*-izmjeriv podskup B, od A takav da je
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(%) u(Bp) > a —1/n. Za svaki takav By, je u(By,) = pu*(Bn) < p*(A) < oo.
Skup B :=J,—, By, je p*-izmjeriv, B C A i (%) u(B) < a. Zbog B, C B je
w(By) < u(B), pa pomocu () i (%*) dobivamo u(B) = «. Neka je S = A\B.
Kako A = BU(A\B) nije pu*-izmjeriv, a B je p*-izmjeriv, skup S = A\ B nije
p*-izmjeriv. Zato je p*(S) > 0 (propozicija 1.24.). Nadalje, pretpostavimo
da je T' p*-izmjeriv podskup od S. Tada je BUT p*-izmjeriv podskup od A.
Zbog BNT =0 je a > uw(BUT) = u(B) + w(T) = a + u(T), odakle slijedi
w(T) =0.)

. Neka je p* : 2% — [0, 00| vanjska mjera na skupu X, a E, F C X. Dokazati:

(a) Ako je p*(E) = 0, onda je p*(E U F) = p*(F). (b) Ako je E C F,
p*(F\E) = 0 i ako je E p*-izmjeriv, onda je F takoder p-izmjeriv skup i
vrijedi p*(F) = p*(E). (c) Ako je p*(EAF) = 0, onda je p*(E) = p*(F) = 0.

(Uputa: (a) p*(EUF) < p*(E)+ p*(F), FCEUF = p*(F) <y (EUF).
(b) Skup F\E je p*-izmjeriv (propozicija 1.24.). Skup F = E U (F\E) je
unija dva p*-izmjeriva skupa pa je i sam p*-izmjeriv. Nadalje, monotonost
vanjske mjere daje u*(E) < p*(F) < u*(E) + p*(F\E) = p*(E). (c) E\F,
F\E C A = p*(E\F) = p*(F\E) = 0. Sada imamo p*(E) = p*((ENF) U
E\F) < p*(ENF)+ p*(E\F) = p*(ENF) < p*(F). Sliéno se pokaze da je
p(F) < p*(E).)

. Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X, A C X i (E,) niz p*-

izmjerivih skupova. Pokazati da je p* ( U, (4N En)> =3 W (ANE,).

(Uputa: Stavite E := Ey, B:= AN (E1U...UE,). Skup F; je p*-izmjeriv,

pa koristeé¢i B kao test-skup dobivamo p*(B) = p*(B N Ey) + p* (BN EY), t.
u*(Am(Elu...uEn)> :M*(AQE1)+,LL*<AQ(EQU...UEn)).

Ako ovaj nacin zaklju¢ivanja ponovimo n — 1 puta tako da u i-tom koraku za
p*-izmjeriv skup uzimamo FE;, a za test-skup AN (E; U...U E,), dobivamo

M*(A N(ELU...U En)) =Y 1w (AN E;). Sada zbog AN (U, E;) C
An (U2, Ei) imamo

iﬂ*(AﬁEi) =u*(Aﬂ(LnjEi)) Su*(Am([jEi)),

=1 i=1

odakle slijedi Y7, p* (AN E;) < p* (U2, (AN Ey)).)

. Neka se o-pokrivaé C neprebrojivog skupa X sastoji od @, cijelog skupa X i

svih jednoclanih podskupova od X. Definirajmo funkciju 7 : C — [0, 00] na
sljedeéi na¢in: 7(0) = 0, 7({z}) = 0 i 7(X) = 1. Nadalje, neka je ur : 2% —
[0, 00] vanjska mjera iz propozicije 1.27. Dokazite da je ur = p*, gdje je pu*
vanjska mjera iz 1. zadatka.
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(Uputa: Ako je skup A = {ay,...,a,} konacan, zapisimo ga kao prebrojivu
wniju A = (U2 {ai} ) U (UZ,510). Tadaje 0 < pr(4) < 30, 7({ai}) +
Yo ni1 T(0) = 0, odakle slijedi py(A) = 0. Ako je skup A C X prebrojiv,
mozemo ga zapisati kao prebrojivu uniju A = (J;2,{a;} njegovih ¢lanova.
Opet se dobiva pr(A) = 0. Sada pretpostavimo da je A C X neprebrojiv.
Ako je A C U2, Cy, C; € C, tj. ako je A pokriven s prebrojivo mnogo
skupova iz C, onda barem jedan C; mora biti jednak skupu X. Bez smanjenja
opcenitosti, neka je C; = X. Tada je 1 = 7(C1) < Y72, 7(C;), odakle iz
definicije vanjske mjere u* (kao infimuma) slijedi 1 < pr(A). Nadalje, kako je
AC X, toje pr(A) < 7(X)=1. Time smo pokazali da je p¥(A) = 1 za svaki
neprebrojiv skup A C X.)

1.4. Dynkinove klase i m-sistemi

Mnoge o-algebre generirane su nekom familijom podskupova. Jedna te ista o-
algebra moze se generirati pomocu razli¢itih familija; uglavnom se koriste o-pokrivaéci
(vidi npr. teorem 1.10.). Isto tako, jedna te ista mjera na o-algebri moze se kon-
struirati pomocu razli¢itih o-pokrivaca. Dynkinove klase snazan su alat pomocéu
kojega se ¢esto moze utvrditi jednakost mjera.

Za motivaciju, pretpostavimo da su definirane dvije mjere u,v : A — [0, 00| na
o-algebri A podskupova od X, takve da je u(X) = v(X). Zanima nas kada ¢e one
biti jednake, tj. kada ¢ée biti u(A4) =v(4), A € A.

Sad ¢emo potraziti nuzne uvjete za jednakost mjera. U tu svrhu, radi jednos-
tavnosti pretpostavimo da su p, v dvije konaéne mjere (tj. da je u(X),v(X) < 00)
takve da je u(X) = v(X). Neka je

E={AcA:pu(A)=v(A).

Koristedi se pretpostavkom konaé¢nosti tih mjera, lako je pokazati da familija £ ima
sljedeca svojstva:

(dl) X €¢&,

(d2) (A, Be& & BCA) = A\Be¢,

(d3) Ako je (A,) uzlazan niz skupova iz &, onda je | J,—, A, € £.
Za provjeru svojstva (d3) iskoristite propoziciju 1.18.(iii).

Definicija 1.29. Neka je X skup. Familija £ podskupova od X sa svojstvima (d1)-
d(3) zove se d-sistem ili Dynkinova® klasa na skupu X.

Navedimo odmah i sljede¢u definiciju:

Definicija 1.30. Neka je X skup. Familiju podskupova od X koja je zatvorena na
konacne presjeke zovemo m-sistem na skupu X.

5Eugene Borisovich Dynkin (1924.-), ruski matematicar.
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Svaka algebra na X je m-sistem na X. Svaka o-algebra na X je d-sistem i 7-sistem
na X. Obratno ne vrijedi, kao $to nam ilustrira sljedeé¢i primjer:

Primjer 1.31. Neka je X ={1,2,...,2k —1,2k}. Lako je provjeriti da je
E={AC X :|A4] je paran broj }

d-sistem na X, ali nije o-algebra. Zaista, familija D nije zatvorena na prebrojive
unije: Neka su A,B € £. Ako je |AN B| nula ili paran broj, onda je |A U B]
paran broj pa je AU B € £. Ako je |AN B| neparan broj, onda je |AU B| neparan
broj pa AU B & £. FEwvo jednostavnog primjera: X = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,2},
B=1{2,3,4,5}, AUB ={1,2,3,4,5} ¢ £.

Primjer 1.32. Navedimo nekliko vaznih primjera w-sistema:

1. Sljedece familije su mw-sistemi na R:
51 = {(avb) :aviRvaé b}) 62 = {(avb] :aviRvaé b})
E={la,b) :a,beR,a <b}, &4 ={[a,b] : a,b € R,a < b}.

Uocite da je i njihova unija £ U E U E3 U &4 takoder w-sistem na R.

2. Sljedece familije su m-sistemi na R%:

& = {(al,bl) X (ag,ba) X ... x (ag,bq) : ai,b; € Rya; < bj,i=1,... ,d}
Ey = {(al,bl] X (az,ba] X ... X (ag,bq] : a;,b; € Rya; < bji=1,... ,d}
&3 = {[al,bl) X [a2,b2) X ... X [ag,bq) : a;,b; € R a; <bji=1,... ,d}
Ey = {[al,bl] X [ag,ba] X ... X [ag,ba] : a;,b; ERya; < bji=1,... ,d}.

Njihova unija £ U Ey U Es3 U Ey takoder je m-sistem na R?.

Lako je pokazati da je presjek proizvoljno mnogo d-sistema [r-sistema] na skupu
X opet d-sistem [r-sistem] na X. Neka je &£ bilo koja familija podskupova od
X. Presjek svih d-sistema [r-sistema] na X koji sadrze £ je najmanji d-sistem
[r-sistem] na X koji sadrzi £, oznacavamo ga s D(E) [odnosno s II(E)] i zovemo
d-sistem generiran s £ [r-sistem generiran s &].

Propozicija 1.33. Neka je £ bilo koji w-sistem na X. Tada je D(E) algebra na
skupu X .

Dokaz. Kao prvo, X € D(€) po definiciji d-sistema. Nadalje, ako je A € D(£), onda je
A® = X\A € D(&) prema svojstvu (d2). Preostaje pokazati da je familija D(E) zatvorena
na konacne presjeke. U tu svrhu prvo definirajmo familiju

De:={AeDE): ANE € D(E) zasvaki E € £} C D(E).
Kako je & m-sistem i &€ C D(E), to je £ C De. Sada ¢emo dokazati jednakost
De = D(&).

Kako je De C D(E), treba dokazati inkluziju D(£) C De. Familija D¢ je d-sistem na X:
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(d1) Kako je £ C D(E), to je X € Dg,

(d2) Nekasu A,B € Dg, BC A. Tadaje ANE,BNE € D(E) za svaki E € £. Kako je
BNE C ANE te kako je D(E) d-sistem, to je (ANE)\(BNE) € D(E). Iz jednakosti
(AAB)NE =(ANE)\(BNE) € D() i definicije familije D¢ slijedi A\B € D(E&).

(d3) Pretpostavimo da je (A,) uzlazan niz skupova iz Dg. Treba pokazati da je | J;., An €
De. Neka je E € €. Tada je (An N E) uzlazan niz skupova iz D(£). Famili-
ja D(E) je d-sistem pa je Ur—,(An N E) € D(E). Tvrdnja slijedi iz jednakosti
(Ui 4n) N E = U (An 0 B).

Familija £ je zatvorena na konacne presjeke i sadrzana je u familiji De. Kako je D(E)
najmanji d-sistem koji sadrzi &, to je D(£) C Dg. Time smo dokazali jednakost D(€) = De.
Sada ¢emo definirati drugu familiju:

Dp:={BeDE): ANB e D() zasvaki A € D(£)}.

Uoc¢imo da je familija Dp zatvorena na konacne presjeke. Moze se pokazati da je Dp =
D(E). To ée znaciti da je familija D(E) zatvorena na konacne presjeke i time ée biti
kompletiran dokaz da je D(£) algebra na X.

Kako dokazati jednakost Dp = D(£)? Dovoljno je oponasati prethodni dokaz za De.
Prvo treba pokazati da je £ C Dp: Nekaje E € £. Zbog £ C D(E) = De, ANE € D(E) za
svaki A € D(E), §to po definiciji skupa Dp povlaci € C Dp. Nastavljajuéi s oponasanjem
dokaza za De¢ dobiva se Dp = D(E). O

Teorem 1.34. Neka je € bilo koji m-sistem na X. Tada je o(€) = D(E), tj. o-
algebra generirana m-sistemom & jednaka je d-sistemu generiranim s .

Dokaz. Svaka c-algebra je d-sistem, pa je zato D(£) C o(€). Preostaje pokazati
suprotnu inkluziju o(€) C D(E).

Prema propoziciji 1.33. D(€) je algebra na X. Kako je D(E) istovremeno i d-
sistem, familija D(E) je zatvorena na formiranje prebrojivih unija uzlaznih skupova.
Zato je D(E) ujedno i o-algebra (propozicija 1.13.). Kako je o(£) najmanja o-
algebra koja sadrzi familiju £, dobivamo D(E) C o (€). O

Sljedeéi korolar moze biti od velike koristi kada se Zeli pokazati da se neke dvije
mjere podudaraju na o-algebri.

Korolar 1.35. Neka je A algebra na skupu X i neka su p,v: o(A) — [0, 00] dvije
mjere na o-algebri o(A), takve da je

u(A) = v(A), VAe A (1.11)
Ako je ispunjen jedan od sljedeéa dva uvjeta:
(a) W(X)=v(X) < oo, ili

(b) Postoji uzlazan niz (A,) skupova iz A sa svojstvom

X = U A; & w(Ay), v(4,) <o, VneN, (1.12)
n=1

onda je = v.
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Dokaz. (a) Kako je algebra A4 ujedno i w-sistem na X, prema teoremu 1.34. je
o(A) =D(A).
Neka je

E={Feco(A): uFE)=v(E)}.

Iz pretpostavke 4 = v|4 slijedi A C £. Kao $to znamo iz uvodnog razmatranja,
familija £ je d-sistem na X i zato je D(A) C £. Dakle, 0(A) = D(A) C &, odakle
Slljedl Hio(A) = V|o(A)-
(b) Za svaki n € N definirajmo pomoéne mjere i, v, na (X, o(A)):

pn(A) :=pu(ANA,), wva(A) =v(ANA,), Aeco(A).
Zbog pretpostavki (1.11) i (1.12) je

,un(A) - Vn(A)v VA€ A,
fin(X) = p(An) = v(An) = vn(X) < oo,

Prema (a) je pun = vp, tj.

Neka je A € o(A). Kako je
a=anx=an(J4)=@n4,,
n=1 n=1
te kako je (AN A,,) uzlazan niz skupova iz o(A), primjenom tvrdnje (iii) iz propozi-
cije 1.18. dobivamo

u(A) = u( Un A,,)) = lim p(ANAy)
= lim ¥(ANA,) = u( [j (AN An))
= v(A). )
Dakle, u(A) = v(A), za svaki A € o(A). O

U konkretnom slu¢aju nije jednostavno provjeriti da se dvije mjere podudaraju
na algebri. Sre¢om, u prethodnom korolaru algebra A moze se zamijeniti s m-
sistemom. O tome nam govori sljedeéi korolar:

Korolar 1.36. Neka je zadan w-sistem C na skupu X i neka su p, v : o(C) — [0, 00]
dvije mjere na o-algebri o(C), takve da je

w(C) =v(0), vCeC. (1.13)

Ako je ispunjen jedan od sljedeéa dva uvjeta:
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(a) p(X)=v(X) < oo, ili

(b) Postoji uzlazan niz (Cy,) skupova iz C sa svojstvom

X = U C; & w(Cr),v(Cy) < o0, ¥neN, (1.14)

onda je i = v.

Dokaz. Dovoljno je oponasati dokaz korolara 1.35.
(a) Familija
E={AcolC):uld) =v(A)}

je d-sistem na X. Po pretpostavci je m-sistem C sadrzan u d-sistemu &, tj. C C £.
Zato je D(C) C £. S druge strane, prema teoremu 1.34. je o(C) = D(C). Dakle,
o(C) C &, odakle dobivamo tvrdnju.

(b) Za svaki n € N definiraju se mjere puy, v, : 0(C) — [0, 00| formulama:
n(A) == p(ANCy), va(A) :=v(ANC,), Aea(C).
Zbog pretpostavki (1.13) i (1.14) je
pn(C) = vp(C), vCec,
in(X) = p(Cr) = 1(Cn) = v (X) < o0,
Sada prema (a) dobivamo p, = v,.

Neka je A € 0(C). Kako je

A:AmX:Am(

13

Cn) = C]Amc

te kako je (AN C,,) uzlazan niz skupova iz o(C), primjenom tvrdnje (iii) iz propozi-
cije 1.18. dobivamo

MMzz(GIMK7>:£$uMﬁGJ

n=1
= lim v(ANGC,) (LJAmc)
=v(A).
Dakle, u(A) = v(A), za svaki A € o(C). O

Primjenu korolara 1.36. ilustrirat ¢emo poslije. Pomoc¢u njega ¢emo dokazati da
je npr. Lebesgueova mjera jedina mjera na Borelovoj o-algebri Bra koja svakom d-
intervalu pridruzuje njegov volumen (propozicija 1.51.). Cesto éemo ga koristiti kako
bi pokazali da se neke dvije mjere podudaraju na o-algebri (vidi npr. teorem 1.76.).
Nadalje, taj nam korolar moze posluziti da se pokaze kako se jedna te ista mjera na
o-algebri moze konstruirati pomoc¢u razli¢itih o-pokrivaca.
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1.5. Lebesgueova vanjska mjera

Lebesgueova vanjska mjera na R. Ovu vanjsku mjeru najjednostavnije je
definirati pomoc¢u propozicije 1.27. Neka je C familija svih otvorenih intervala iz
R oblika (a,b), a < b. Kako je prazan skup § = (a,a) € C, te kako se moze

pisati R = |J;2,(—i,4), familija C je o-pokriva¢ skupa R. Definirajmo funkciju

7:C — [0, 0] ovako:
7((a,b)) :=b— a, a <hb.

Ocito je 7(0) = 7((a,a)) = 0.
Neka je A podskup od R. Sa C4 ozna¢imo familiju svih nizova (C;,i € N),
C; € C, koji pokrivaju skup A, tj.

Cai= {((ai,bi),iEN)5ai§bi & AC G(aivbi)}'
=1

Funkciju A\* : 28 — [0, oc] definiranu formulom

oo

A (A) = inf { S (s —ai) : ((as,by),i €N) € cA}

i=1
zovemo Lebesgueova vanjska mjera na R.
Propozicija 1.37. Lebesgueova vanjska mjera \* je vanjska mjera.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.27. O

Primjedba 1.38. Uocimo da je svaki jednoélani skup {a} sadrZan u uniji otvorenih
intervala oblika (af 5T G+ 21%), i €N, e >0, ¢iji zbroj duljina iznosi y .o, 5 =

e. Zato je 0 < A*({a}) < e, odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi

X*({a}) = 0.
Propozicija 1.39. Neka su a,b € R, takvi da je a < b. Tada je

(i) A*([a,b]) = b—a,
(ii) A*([a,b)) =b—a,
(iii) A*((a, b]
((a,b

)
):bia7
iv) A*((a,b)) =b— a.

(
Dokaz. (i) Neka je ¢ > 0 proizvoljan realan broj. Otvoreni intervali (a — §,b+ §5),
(b

(
b+ 57), i € N, prekrivaju segment [a, b], tj.

fa.b] € (a= S0+ 5) b+ ),

i=1
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a zbroj njihovih duljina iznosi
2 ¢
b— —=b— 2¢.
a+e+ Zzzl 97 a+2¢

Zato je

o0

X*([a, b]) = inf { Z(bi —a;) : ((a;,b;),i €N) e C[mb]} <b—a+2e,

=1

odakle zbog proizvoljnosti broja e > 0 dobivamo A*([a,b]) < b — a. Sada éemo
pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, $to ¢e za posljedicu imati A*([a, b]) = b—a.
Neka je ((ai,b;),i € N) € Clqp) bilo koji niz omedenih otvorenih intervala koji
pokrivaju segment [a,b]. Segment [a,b] je kompaktan skup pa otvoreni pokrivaé
((ai, b;),i € N) ima konacan potpokriva¢. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo
da je [a,b] C U™ (a;,b;). Pomocu jednakosti

[a,b] = [a,b] N ( O(ai,bi)> - CJ ([a,b] n (ai,bi))

lako je matemati¢kom indukcijom po n pokazati da je b—a < 31 | (b; — a;), pa je
stoga b —a < Y%, (b; — a;). Dakle, za svaki niz ((a;,b;),i € N) € Clq ) vrijedi

b—a< > (bi—a),
=1
odakle dobivamo
b—a<inf{ 3 (b — @) ((a:,3),i € N) € Clagy } = A([ab]).
=1

Time je dokazana tvrdnja (i).
(i) Kako je [a,b) C [a, b], monotonost funkcije A* i (i) povlace
X ([a, b)) < X*([a,b]) =b—a.

Preostaje pokazati da je \*([a, b)) > b—a. U tu svrhu neka je € > 0 bilo koji realan
broj takav da je a < b — . Tada je [a,b — €] C [a,b), pa zbog monotonosti funkcije
A* imamo A*([a,b —¢€]) < A*([a, b)). Nadalje, prema (i) je A*([a,b—¢]) =b—a —e.
Dakle, za svaki dovoljno malen ¢ > 0 vrijedi b — a — ¢ < A*([a, b)), odakle slijedi
b—a < X ([a,))).

(iii) i (iv) Postupa se sli¢no kao pod (ii). O

Definicija 1.40. Za skup B C R kaZemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili da
je Lebesgueov skup ako je on \*-izmjeriv. Sa My« oznaéavamo familiju svih pod-
skupova od R izmjerivih u smislu Lebesquea.
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Prema teoremu 1.25. familija M« je o-algebra na R.

Propozicija 1.41. Svaki Borelov skup na R izmjeriv je u smislu Lebesguea, tj.
Br C M.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je svaki Borelov skup oblika (—o0,b], b € R,
izmjeriv u smislu Lebesguea, tj. (—o00,b] € My«. To ¢e implicirati Bg C M+, jer
je Borelova o-algebra Br najmanja o-algebra koja sadrzi intervale oblika (—oo, b]
(teorem 1.10.).

Pokazimo da je skup B = (—o0,b], b € R, izmjeriv u smislu Lebesguea. U tu
svrhu dovoljno je pokazati da za svaki skup A C R, A*(A) < oo, vrijedi

A (A) > X (AN B) + \* (AN B°).

Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Tada postoji niz otvorenih intervala ((ai, bi),i €
N) takvih da je A C U2, (as,b;) i

oo

> (b —ai) < N(A) + e (1.15)

=1

Kako je
ANBC | J(a,b)NB & AﬁBCCUaZ, )N Be,
=1

monotonost i o-subaditivnost vanjske mjere \* povlace

AN(ANB) + A (AN B°) < i ((ai,b:) N B) + M ((ai,b;) N BY)].  (1.16)

i=1
Javlja se samo jedna od sljedeéih situacija (Napravite slike!):
a) (a;,b;) C B = (—00,b|, (a;,b;) N B¢ =,
b) (as, b;) C B¢ = (b,0), (a;,b;) N B =0, ili
¢) (as,b;) N B = (a;,b], (a;,b;) N B¢ = (b,b;).
Prema propoziciji 1.39., u sva tri slucaja je
X ((ai, b)) N B) + X*((as, b;) N B°) = b; — a;.
Sada iz (1.16) i (1.15) dobivamo

oo

M(ANB) + M (ANB°) < Z D) < AN (A) +e,



1.5. Lebesgueova vanjska mjera 35

odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi
N (ANB)+ X (AN B¢ < A (A).
O

Lebesgueova vanjska mjera na R?. Prisjetimo se da d-intervalima na R? zovemo
skupove oblika

I:T1><T2><...><Td,

gdjesu Ty, ..., Ty l-intervali oblika (a, b), [a,b), (a,b], [a,b] (a,b € R, a < b). Uocite
da d-interval moze biti otvoren skup, zatvoren skup ili niti otvoren niti zatvoren.
Volumen d-intervala I = T} x Ts X ... x Ty definira se kao produkt duljina 1-intervala

Ty,...,Ty i oznacava se s vol (I). Uocite da je
d
vol(I) = [ AT,
i=1

gdje je A Lebesqueova mjera na R.

Sada ¢emo opet upotrijebiti konstrukciju opisanu propozicijom 1.27. Neka je
C familija svih d-intervala na R%. Kako je prazan skup () € C (uocite da je npr.
0= (a,a) x (=1,1) x (=1,1) x ... x (—1,1)) te kako se cijeli skup R? moze zapisati
kao R? = (J32,(—4,4) x (—i,i) x ... x (—i,i), familija C je o-pokriva¢ skupa R%.
Definirajmo funkciju 7 : C — [0, o] ovako:

7(I) := vol(I), IecC.

Ocito je 7(0) = 0.
Neka je A podskup od R?. Sa C4 oznacimo familiju svih nizova (I;,i € N)
omedenih otvorenih d-intervala koji pokrivaju skup A, tj. takvih da je A C 2, I;.

Funkciju A} : 2R _, [0, 0] definiranu formulom
A4(A) = inf { S vol (L) : (Ini € N) € cA}
i=1

zovemo Lebesgueova vanjska mjera na R%.
Propozicija 1.42. Lebesgueova vanjska mjera N je vanjska mjera.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.27. O

Radi jednostavnosti ponekad ¢emo funkciju A krace oznacavati s A*. Pri tome
¢e iz konteksta biti jasno da se radi o Lebesgueovoj vanjskoj mjeri na R%, a ne o
Lebesgueovoj vanjskoj mjeri na R.

Sada ¢emo navesti neke rezultate koji su analogoni odgovarajucih rezultata za
Lebesgueovu vanjsku mjeru na R. Stoga citatelju prepustamo da kod dokaza tih
tvrdnji samostalno provede sve tehnicke detalje.



36 1. MJERA

Primjedba 1.43. Svaka tocka x = (z1,... ,x4) € R? sadriana je u uniji otvorenih
d-intervala oblika

(a:l— (\07_\;/;+1,x1+ ({7—\;/)51“) X ... X (xd%,xtﬂr%),

i €N, &e>0, cji zbroj volumena iznosi Y ;| = = ¢e. Zato je 0 < Nj({z}) < ¢
odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi

Ai({z}) = 0.

Sljedecéa je tvrdnja analogon propozicije 1.39.
Propozicija 1.44. Neka je I bilo koji d-interval na R, Tada je N%(I) = vol (I).

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati samo u sluc¢aju kada je I kompaktan d-interval
oblika

I = [al,bl] X ... X [ad,bd]. (1.17)

U svim preostalim slu¢ajevima (kada I nije kompakt) dovoljno je modificirati odgo-
varajuce dijelove dokaza propozicije 1.39., Sto prepustamo citatelju.
Neka je I kompaktan d-interval oblika (1.17). Za svaki realan broj € > 0 otvoreni

d-interval
9 9 9 9
(alfi,b1+§>><...><(ad75,bd+§)

zajedno s otvorenim d-intervalima

(bl,b1+(:T\/§)i> X ... (bd,bﬁ(%i), i €N,

pokriva skup I. Zbroj volumena svih tih otvorenih d-intervala iznosi

d oo d
€
H(bk*ak+€)+é 5 = H by —ar +¢)+e
k=1 =1 k=1

i zato je

d
1nf{Zv01 : (I;,i € N) 661} H b —ar +¢) +¢,
k=1

odakle zbog proizvoljnosti broja e > 0 dobivamo

d
< [] bk — ax) = vol (1).
k=1



1.5. Lebesgueova vanjska mjera 37

Sada ¢emo pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, $to ¢e za posljedicu imati
A5(I) = vol (I). Neka je (I;,i € N) € C; bilo koji niz omedenih otvorenih d-intervala
koji pokrivaju skup I. Skup I je kompaktan pa otvoreni pokriva¢ (I;,7 € N) ima
konacan potpokriva¢. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je I C U}, I;.
Tada je vol (I) < Y7 | vol(I;), pa stoga pogotovo vrijedi

vol (I) < ivol (L),

odakle dobivamo vol (I) < inf { S voll; : (i € N) € cf} = (). 0

Definicija 1.45. Za skup B C R? kazemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili
da je Lebesgueov skup ako je on XNj-izmjerw. Sa Myy oznacavamo familiju svih
podskupova od R izmjerivih u smislu Lebesguea.

Prema teoremu 1.25. familija M» je o-algebra na R¢,

Propozicija 1.46. Svaki Borelov skup na R? izmjeriv je u smislu Lebesquea, tj.
Bgra C M.

Dokaz. Prema teoremu 1.12. Borelova o-algebra Brs« najmanja je o-algebra koja
sadrzi familiju svih poluprostora u R? oblika

R x (—o0,b] x RE beR.

Zato je dovoljno pokazati da je svaki takav poluprostor izmjeriv u smislu Lebesguea,
tj. da on pripada familiji M», sto ¢e implicirati Bra C M. Taj dio dokaza
prepustamo ¢itatelju, uz napomenu da je u tu svrhu dovoljno modificirati dokaz
propozicije 1.41. O

Lebesgueova vanjska mjera A u potpunosti je odredena svojim vrijednostima
na otvorenim skupovima. Preciznije, vrijedi:

Propozicija 1.47. Neka je d > 1. Za svaki podskup A C R¢ vrijedi:
Ag(A) = inf{\;(U) : U je otvoren skup i A C U}.
Dokaz. Kako monotonost od A povlaci
Ag(A) < inf{\;(U) : U je otvoren skup i A C U},
preostaje dokazati suprotnu nejednakost.

Ako je A5(A) = oo, onda ocito vrijedi suprotna nejednakost. Zato nadalje
pretpostavljamo da je Aj(A) < co. Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Tada postoji
niz (I;,7 € N) otvorenih d-intervala takvih da je

AcC|JL & D> vol(L) < Xy(A)+e.
=1 =1
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Skup Uy := U352, I; je otvoren. Monotonost od A} i propozicija 1.44. povlace

Ny (Uy) = A;( U Ii> <3N Zvol < Ni(A) +e.
=1 =1

Zbog proizvoljnosti broja ¢ > 0 je X;(Us) < Aj(A), odakle slijedi
inf{\;(U) : U je otvoren skup i A C U} < X;(Up) < Nj(4).
O

Propozicija 1.48. Lebesgueova vangska mjera N} je invarijantna na translacije, #j.
Ni(A+ ) = \j(A), ACRY z eRY

Nadalje, skup A C R? je Lebesqueov onda i samo onda ako je skup A + z, x € R?
Lebesgueov.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz definicije Lebesgueove vanjske mjere \} i ¢injenice da je
volumen d-intervala invarijantan na translacije. Malo detaljnije: Neka je (I;,i € R?)
bilo koji niz otvorenih d-intervala sa svojstvom A C Uf; I;. Tada otvoreni d-
intervali I; + z, ¢ € N, pokrivaju skup A + z, tj. A+ =z C U;2,(L; + z). Zbog
invarijantnosti volumena na translacije je Y .=, vol (I, + z) = > "=, vol(I;). Prema
definiciji Lebesgueove vanjske mjere je N5 (A+z) < 322 vol (Li+x) =Y o0, vol (I;).
Dakle, za svaki niz (I;,i € R?) otvorenih d-intervala koji pokrivaju skup A vrijedi
Ni(A + ) < 32, vol (1), sto povlaci N5(A + z) < A5(A). Sliéno se pokaze da
vrijedi Mj(A4) < Nj(A + z).

Posljednja tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje i ¢injenice da operacije presjecanja i
translacije medusobno , komutiraju”, tj. (CND)+x = (C +x)N (D + z), za sve
C,D C R%i za svaki z € R%. Neka je A izmjeriv skup u smislu Lebesguea. Po
definiciji tada je

M(B) = M(BNA)+M(BnA%), VBCR%
Ako umjesto B stavimo B — x dobivamo
N(B—-z)=X(B-2)NA)+X((B-2)NA°), VBCRY
§to zbog invarijantnosti Lebesgueove vanjske mjere na translacije mozemo pisati kao
MB)=XM((B-2)nA)+z) + M ((B-2)NA%) +z), VBCRL (1.18)

Iskoristimo li ¢injenicu da operacije presjecanja i translacije “komutiraju”, te ocitu
jednakost A°+ 2 = (A + )¢ , dobivamo

(B-—z)NnA+z=Bn(A+z), (B-z)NA°)+z=BnN(A°4z)=BnN(A+2),
pa (1.18) prelazi u
M(B) =M (BN(A+2z)+X(Bn(A+2)), VBCR
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To znaci da je skup A + z izmjeriv u smislu Lebesguea. O

Prema propoziciji 1.46. je Bga C My+. Prirodno se postavljaju sljedeca dva
pitanja: (1) Je li Mxs C Bga, tj. je li svaki Lebesgueov skup ujedno i Borelov? (2)
Je li svaki podskup od R? izmjeriv u smislu Lebesguea? Odgovor je negativan na
prvo pitanje (vidi teorem 2.12.). I na drugo pitanje odgovor je negativan, kao $to
ilustrira sljedeéi primjer.

Primjer 1.49. Na segmentu [0,1] definirajmo relaciju ekvivalencije ~ na sljedeéi
nacin: x ~ 1y ako je x —y € Q. Lako je provjeriti da se radi o relaciji ekvivalencije:

refleksivnost: © ~ x, jerx —x =0 € Q.
simetricnost: t~y=2x—yecQ=y—zcQ=y~uz.

tranzitivnost: (v ~y&y~z2) = -y € Q&y—2€ Q) =z —2 =
-y +y—2€cQ=z~z

Relacijom ~ segment [0,1] raspada se na disjunktne klase. Neka je A C [0,1] skup
koji sadrzi tocno jedan element iz svake klase ekvivalencije. Zermelov aksiom izbora
nam osigurava egzistenciju skupa A.

Skup [-1,1] N Q je prebrojiv. Svrstajmo njegove élanove u niz (g;,i € N), a
zatim definirajmo skupove

A;:=A+¢q, 1€N.
Dokazimo sljedece tvrdnje:
(a) Skupovi A;, i € N, medusobno su disjunktni.
(b) UiZi Ai € [-1,2].
(c) [0,1] CU:2, A

Krenimo redom:

(a) Ako je x € A;NAj = (A+q)N(A+q;) # 0, onda postoje brojevi a,a’ € A

takvi da je v = a + ¢; = ' + q;. Tada bismo imali o —a' = q¢; — ¢; € Q, $to bi

povlacilo a ~ a'. Kako skup A sadrZi samo jednu tocku iz svake klase ekvivalencije,

to bi povlacilo a = o'. Zato je q; = q;, Sto povlaci i = j, pa su skupovi A;, i € N,

zaista disjunkini.

(b) Kako je A C [0,1], ¢; € [-1,1], to je A; = A+ ¢; C [-1,2], pa je onda

U?il Az g [717 2]

(¢) Za svaki x € [0,1] postoji toéno jedan a € A takav da je x —a = q € Q. Ocito je

q € [-1,1] jer x,a € [0,1]. Zato jeq=q; zanekii €N, pajex =a+q € A+¢; =
Zbog invarijantnosti Lebesqueove vanjske mjere na translacije (propozicija 1.48.)

vrijedi

M (A;) = A*(4), ieN.
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Pomodéu monotonosti i o-subaditivnosti vanjske mgjere X\* iz tordnje (c) dobivamo
L= (o) < X (J4i) < oA A) = YA (A),
i=1 i=1 i=1

odakle slijedi \*(A) > 0.

Sada éemo pokazati da skup A nije Lebesgueov, tj. A &€ Mx«. Pretpostavimo
da je A € My«. Tada pomocéu propozicije 1.48. dobivamo A; = A+ q; € M,
1 € N. Restrikcija Lebesqueove vanjske mjere A\* na o-algebru My« je mjera (vidi
teorem 1.25.). Iskoristimo li tu éinjenicu, pomocu turdnje (b) dobivamo

3= (-12) 2 X (J ) = v () = X (a),

odakle slijedi \*(A) = 0. To je u suprotnosti s veé dokazanom nejednakoséu A*(A) >
0. Dakle, skup A nije Lebesgueov.

1.6. Lebesgueova mjera

Restrikcija Lebesgueove vanjske mjere A} na skup M+ je mjera (teorem 1.25.),
oznacavamo je s Ag (ili krace samo \) i zovemo Lebesgueova mjera. Uobicajeno je i
restrikciju Lebesgueove vanjske mjere A} na Borelovu o-algebru Bg« takoder zvati
Lebesgueova mjera i oznacavati je s Ag (ili krace samo ). Pri tome iz konteksta
treba biti jasno radi li se o Lebesgueovoj mjeri na (Rd,MAQ) ili o Lebesgueovoj

mjeri na (R?, Bga).
Propozicija 1.50. Neka je A C R? izmjeriv v smislu Lebesquea. Tada vrijedi:
A(A) =sup{\(K) : K je kompaktan skup i K C A}
Dokaz. Kako monotonost od A povlaci
A(A) > sup{A\(K) : K je kompaktan skup i K C A},
preostaje dokazati suprotnu nejednakost. U tu svrhu definirajmo kompaktne skupove
B; = [—i,i| = [—i,4] x ... x [<i,4], i€N.

Uotimo da je U2, B; = RYiBiCByC...CB;C Biy1 C ..., sto povlaci

A:AﬁRd:Aﬁ(GBi) ZG(AmBi)
i=1

=1

AﬁBlCAﬁBQC...CAﬂBiCAﬁBH_lC...
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Borelovi skupovi B;, ¢ € N, izmjerivi su po Lebesgueu (propozicija 1.46.), a
skup A izmjeriv je po pretpostavci. Kako familija svih izmjerivih skupova (po
Lebesgueu) tvori o-algebru (vidi teorem 1.25.), svi skupovi AN By, i € N, izmjerivi
su po Lebesgueu. Zato prema tvrdnji (iii) propozicije 1.18. vrijedi

AA) = lim MANB;) = sup{\ANB;) : i € N}. (1.19)

11— 00

Neka je e > 0. Zbog (1.19) postoji prirodan broj ip takav da je
AA) < AMANBy) +¢. (1.20)

Primjenom propozicije 1.47. na skup B;, N A¢ nalazimo da postoji otvoren skup
Uy takav da je

Bi() NA°CUy, & )\(Uo) < )\(Bl0 N Ac) +e.

Zato, iskoristimo li ¢injenicu da je skup B;, izmjeriv i svojstvo monotonosti od A,
dobivamo

A(Biy) = A
A

v

(Bi, NA) + MN(Bj, NA°) > X(B;, N A) + A\(Up) — ¢
(Bio NA) + X(Bi, NUp) —e. (1.21)

S druge strane, kako zbog izmjerivosti skupa B;, vrijedi
A(Biy) = AM(Bi, N Vo) + AN(Bi, N US),
nejednakost (1.21) povlaci
A(Bi, NUG) > N(Bi, N A) — ¢,
odakle pomo¢u (1.20) dobivamo
A Bi, NUG) > MA) — 2. (1.22)

Skup Ky := B;, N Ug§ ocito je kompaktan. Nadalje, kako iz B;, N A° C Uy slijedi
U§ € B§ UA, to je Ko C Bj, N A C A. Zbog (1.22) vrijedi

sup{\(K) : K je kompaktan skup i K C A} > \(A) — 2,
odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi
sup{A(K) : K je kompaktan skup i K C A} > A\(A).
O

Propozicija 1.51. Lebesqueova mjera \ jedina je mjera na (R, Bra) koja svakom
d-intervalu pridruzuje njegov volumen.
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Dokaz. Lebesgueova mjera ima trazeno svojstvo (propozicija 1.44.). Neka je
o mjera na (R, Bra) koja svakom d-intervalu pridruzuje njegov volumen. Treba
pokazati da je u = A, tj. da je u(A) = M(A) za svaki A € Bya. U tu svrhu iskoristit
¢emo korolar 1.36.

Familija C svih d-intervala oblika

(al,bl] X (az,bg] X ... X (ad,bd], a;, b e Ria; < bj,i=1,...,d
je m-sistem na RY. Pri tome je 0(C) = Bga (teorem 1.12.). Po pretpostavci je
w(C) = XC), vC e C.

Neka je Cp, := (—n,n] x (—n,n] x ... x (—n,n], n € N. Niz (C,) je uzlazan niz
skupova iz C i vrijedi

R? = D Co,  ul(Cy) = A(Cy) < 0.

Prema korolaru 1.36. je u = A na o(C) = Bga O
Zadaci.

1. Izracunajte Lebesgueovu mjeru skupova: (a) (0,5)NQ. (b) [0,5]. (c) {2}. (d)
(0,5\Q- (e) ((7,15)U(8,16))NR. (f) (2, 10]N(R\Q). (8) Un_y [27,2" + 15v]-
() (Unza [9m 97 + :)\Q) N [81.82). () (02, [3.3+ 4].

([Jesenje (a) 0. (b) 5. (c) 0. (d) 5. (e) 9. (f) 8 (g) 1/9. Segmenti

(

2" 4 m_n] su disjunktni. Koristite formulu za sumu geometrijskog reda.

D) 1/9. () A(MZy [3:3+ 2]) = limpoe £ = 0.

2. (a) Neka je A C R? y-0s. Dokazite da je A\(A) = 0, gdje je A Lebesgueova
mjera na R2. (b) Formulirajte i dokaZite analognu tvrdnju za R™.
(Uputa: Neka je e > 0, a A, := [ —€27",627") x [-n,n), n € N. Tada
je A C UpliAn, MA) < 37 ANA,) = 45211 1 35. Uz oznaku Cj :=

> e 3% imamo A(A) < 4Cpe. Napravite granicni prijelaz e — 0.)

3. Neka je p pravac u ravnini zadan jednadzbom y = ax + b, a # 0. Dokazite da
je p Lebesgueov skup mjere nula.
(Uputa: Neka je pr := pN ([k,k+ 1] x R), k € Z. Kako je p C Uz,
dovoljno je pokazati da je A(pr) = 0. Za svaki n € N definirajte ekvidistantnu
razdiobu z; = k+ %, i=0,1,...,n, segmenta [k, k+1]. Ako je a > 0, onda je
pe C Uiy [zim1, 2] X [azi—1 +b,ax; + b], aza a <0 je pr, C Uiy [wi—1, 2] X
laz; + b,az;—1 + b]. U oba slu¢aja je A(pr) < D1, |a|(z; — zi-1)* = |a]/n,
odakle grani¢nim prijelazom n — oo dobivamo A(px) = 0.)

4. (a) Neka je U neprazan otvoren skup u R (ili R™). Pokazite da je A(U) > 0.
(b) Konstruirajte otvoren i neomeden skup u R (ili R™) sa strogo pozitivnom
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i kona¢nom Lebesgueovom mjerom. (c) Konstruirajte otvoren, neomeden i
putovima povezan skup u R? sa strogo pozitivhom i konaénom Lebesgueovom
mjerom. (d) Postoji li otvoren, neomeden i putovima povezan skup u R sa
strogo pozitivnom i kona¢nom Lebesgueovom mjerom 7

(Uputa: Neka je U C R. (a) U skup U moze se upisati interval, a njegova
Lebesgueova mjera veéa je od 0. (b) Neka je (e,) niz pozitivnih brojeva
takav da je >0, &, < 00, npr. &, = 1/2". Definirajte otvorene skupove
U, = (n—ep,n+ey), n € N, istavite U := (J,~; U,. Koriste¢i o-subaditivnost
mjere A dobiva se

/\(U):)\( [j U,,) Si)\(Un):2§:5n<oo.

n=1

Zbog (a) je A(U) > 0. (c) Neka su V, = (—27",27") x (—n,n), n € N,
otvoreni skupovi. Stavite V' =J.-, V;,. Dalje postupite kao u zadatku 2(a).
Skup V je otvoren i neomeden, a geometrijski je jasno da je povezan putovima.
(d) Ne. Ako je neprazan skup A C R neomeden i povezan, onda on sadrzi
interval oblika (—oo,a) ili (b, 00) ¢ija Lebesgueova mjera iznosi +0o.)

5. Neka je A Lebesgueova mjera na R? i ¢ > 0 realan broj. Dokazite da je
A(tA) = t?\(A) za svaki Borelov skup A C R9.
(Uputa: Skup tA je Borelov (zadatak 13. na str. 9). Definirajmo novu mjeru
w(A) := A(tA). Mjere p i tPA podudaraju se na Z. Kako je T algebra (i
m-sistem), prema korolaru 1.35. (korolaru 1.36.) te se mjere podudaraju na

o(I) = Bga.)

6. Neka je A C R Lebesgueov skup mjere A(A) > 0. (a) Pokazite da za svaki
a € (0,1) postoji otvoreni interval I, takav da je A(AN1I,) > aA(l,). (b)
Pokazite da skup A — A = {& —y : 2,y € A} sadrzi otvoren interval oblika
(—a,a), a>0.

(Uputa: (a) Prema definiciji Lebesgueove mjere, za svaki € > 0 postoji niz
otvorenih intervala (I,,) takav da je > 07 A1) < A(A) +¢e. Neka je ¢ <
BA(A), 8> 0. Tada je

i < (14 B)A(A4) 1+ﬁ§: (ANI,)

Iz ove nejednakosti slijedi da postoji barem jedan n takav da je A(I,) <
I+ BAANT,), tj. 1+B>‘( n) <AMANIL,). Za = = — 1 dobivamo tvrdnju.
(b) Prema (a) postoji interval I = (a,b) takav da je 4)\( ) < AMANTIT). Neka
je F:=ANIil:=XI)=>b-—a. Prvo ¢emo pokazati da je [0,1/2) C F' — F
Za x € [0,1/2) vrijedi

FU(F+z)cIU(I+z)C(ab+x).
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Kada bi bilo € F — F, zbog F N (F + z) = () bilo bi

3
M) =AMEF)+AMF+z)=AXFUF+2)<btrz—a=Il+z< 51’
Sto bi povlagilo A\(F) < 31, tj. A(ANI) < 2X(I). Dakle, pokazali smo da je
[0,1/2) C F — F, odakle ocito slijedi (—1/2,l/2) C F—F C A— A.)

1.7. Cantorov skup

Cantorov® trijadski skup je neprebrojiv kompaktan skup K C [0,1] Lebesgueove
mjere \(K) = 0. Ima izuzetno vaznu ulogu u teoriji skupova i analizi.
Konstrukciju Cantorova skupa K zapocinjemo s jedini¢nim segmentom Ky :=
[0,1]. Segment K, podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo srednji in-
terval (3,2). Dobivamo skup Ki := [0, 3] U[2,1]. Sada konstrukciju nastavljamo
indukcijom po n. Skup K, n > 2, dobiva se iz skupa K, _1 tako da svaki segment
od K,,_1 podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo srednji interval (vidi

sliku 4).

0 1
Kl -— 0 1/3 213 1 -
Joo w  do1 Ti0 4 o 11
K, ve 25 19 &8 .
L7 i 72T s2T 1927 20437 B5/2T 62T
- T s
K, <0000 CFO D OO0 FHO—CHH
K «{H—H HHI—H i HHH—H~

Slika 4. Prvih pet koraka konstrukcije Cantorovog skupa.

Cantorov skup K definira se kao presjek

Skup K je neprazan jer rubne tocke svakog podsegmenta od K, pripadaju skupu
K. Ocito je K omeden i zatvoren skup, pa je i kompaktan.

Uocimo da je K, unija od 2™ disjunktnih segmenata duljine (%)n To ima za
posljedicu sljedece:

(a) Cantorov skup K nema unutrasnjih tocaka, tj. Int K = §).

(b) Cantorov skup K je potpuno nepovezan, tj. za svake dvije tocke z,y € K
postoji tocka z ¢ K koja lezi izmedu z i y.

(¢) Cantorov skup je Lebesgueov skup mjere A\(K) = 0.

6Georg Cantor (1845-1918), njemacki matematicar.
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Dokazimo te tvrdnje:

(a)-(b) Dovoljno je pokazati da se u skup K ne moze upisati interval. Zaista, kada
bi neki interval bio sadrzan u skupu K, onda bi on bio sadrzan u svim skupovima
K,,n € N. To je nemoguce jer se u skup K,, moze upisati interval duljine najvise
(3)". Dakle, Int K = 0.

(¢) Uocimo da su svi skupovi K,,, n € N, Lebesgueovi skupovi mjere A\(K,) = (%)

Zato je i skup K kao njihov presjek takoder Lebesgueov skup. Prema tvrdnji (iv)
propozicije 1.18. njegova Lebesgueova mjera iznosi

AEK) = lim A(K,) = lim (2)" —0.

n— 00 n—oo \ 3

Sada ¢emo pokazati da je Cantorov skup neprebrojiv. Dokaz ove tvrdnje moze se izostaviti
kod prvog citanja.

Prije samog dokaza tvrdnje vratimo se na konstrukciju Cantorova skupa K. Izbaciva-
njem srednjeg intervala iz skupa Ko dobivamo dva podsegmenta: lijevi Io i desni I (vidi
sliku 4). Ocito je

K1 = U Ii1 =IyU .
i1€{0,1}

U sljedeéem koraku (n = 2) iz skupova Io, I1 izbaci se njihov srednji interval. Izbacivanjem
srednjeg intervala iz Iy dobivamo dva podsegmenta: lijevi Ioo i desni Io1; dok izbacivanjem
srednjeg intervala iz I; dobivamo lijevi I1o i desni I11 podsegment. Uocimo da je

Ky = U Liy iy = oo U lo1 U I10 U I11.
i1,42€{0,1}

Daljnju numeraciju nastavljamo indukcijom po n. Za n > 2, podijelimo skup I;,...i, ,,
i, € {0,1}, na tri jednaka podsegmenta, a zatim izbacimo srednji interval. Dobiveni lijevi
podsegment oznacavamo s I;,...q, 0, a desni s I;, .., ,1. Lako je provjeriti da vrijedi

K, = U Livig..iy -
i1,42,... ,in €{0,1}
Za svaki beskonacan niz (i1,...,4k,...), ix € {0,1}, moZe se promatrati silazan niz
segmenata

Ii1 D) Ii”'z D) Ii1i2i3 Do

Kako se radi o silaznom nizu nepraznih zatvorenih skupova, presjek svih ¢lanova ovog niza
je neprazan (vidi Dodatak). Nadalje, buduéi da za dijametre vrijedi

diam (£iyiy. i) = 5=, M EN,

presjek I;, N I; 4, N ... sadrzi jednu jedinu tocku. OCcito, skup svih tako dobivenih tocaka
je Cantorov skup K.
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Neka {0, 1}" oznacava skup svih beskonaénih nizova s ¢lanovima iz skupa {0,1}. Ako
svakom takvom nizu (i1,... ,ik,...) iz {0,1}" pridruzimo jedinu tocku iz presjeka I;; N
I i, N ..., dobivamo bijekciju izmedu skupa {0,1}" i Cantorova skupa K. Zato je

kard (K) = kard ({0,1}") = 2%,

gdje je No oznaka za kardinalni broj skupa N (slovo alef X pocetno je slovo hebrejskog
alfabeta). Kako je kard R = 2% (vidi [6]), Cantorov skup K je neprebrojiv.

Na kraju, napomenimo kako se moze pokazati da je spomenuta bijekcija zadana for-
mulom

> 2
(il,...,ik,...)HZB—:.
k=1

Cantorova funkcija. U teoriji mjere Cantorova funkcija ¢esto se koristi kao prim-
jer (ili kontraprimjer). Zbog boljeg razumijevanja kako se ona definira, napravit
¢emo dvije razlicite konstrukcije ove funkcije.

Prvo ¢emo se prisjetiti konstrukcije Cantorova skupa. Skup K,, n > 0, sastoji
se od 2" disjunktnih segmenata (vidi sliku 5). Neka J* oznacava slijeva k-ti interval
koji ne pripada skupu K,. Takvih intervala ukupno ima 2" — 1. Zaista, neka je [,
broj takvih intervala. O¢ito je lp =0, 11 =1, o = 3, I3 = 7 (vidi sliku 4). U n-tom
koraku konstrukcije Cantorova skupa svaki od 2"~ ! podsegmenta skupa K, _1 daje
jedan interval koji se izbacuje. Zato je I, = 2"~ ! 4 1,_1, odakle teleskopiranjem
dobivamo

ln _ 27171 + ln—l _ 2n71 + 27172 + ln—2 — 2n71 + 27172 + 2n73 + ln—3 = ...
— 2n—1 + 277,—2 +ln—2 — 2n—1 + 2n—2 + 2n—3 o+ 21 + 1
=2 1.

Nakon n-tog koraka konstrukcije izbaceni su medusobno disjunktni intervali
JE k=1,2,...,2" -1

i zato je
2" —1
K= |J 78,  neN
k=1

Uocimo da s lijeve strane od J* ima k podsegmenata skupa K,,. Zato u sljedeéem
koraku konstrukcije svaki od tih podsegmenata daje po jedan interval (smjesten
lijevo od J¥) koji ée se izbaciti. To znaéi da ¢e nakon (n+ 1)-vog koraka konstrukcije
interval J* postati (brojano slijeva) (2k)-ti po redu interval koji ne pripada skupu
K, +1. Tako smo pokazali da vrijedi

JE=J2% neN, k=12...2" -1,

n n
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odakle iteriranjem dobivamo

Jb=J2k 0 nomeN, k=1,2,...2" - 1. (1.23)
0 1
Kn -+ -
K, 3 Ji 92/3 "
K, - J2 J3 J3 .
’ gz 3 J4 Jy JS _J3
1{3 *:I—Q: y) :'_6: s :'_1F 5 T
K Ji Jy Jy Jy Jy J4 J4
! J& g8 Ji2 Jio J20 g2 g28
K «f{H—H HH—H HI—iH HHH—H~

Slika 5. Konstrukcija Cantorove funkcije.

Sada ¢emo pokazati kako se konstruira Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R. U
svrhu boljeg razumijevanja to ¢emo napraviti na dva razli¢ita nacina.

Prvi na&in konstrukcije Cantorove funkcije. Uocimo da je

00 00 o 2"—-1
c € c k
K= K.) =Uri=U (U .
n=1 n=1 n=1 k=1
a zatim definirajmo funkciju h : K¢ — R:
k k n
h(w):2—n, xeldy, meN, k=12...2"-1 (1.24)

Prvo treba pokazati da je s (1.24) dobro definirano pridruzivanje, tj. da ée se za
svaka dva skupa JF, J$ koja sadrze x dobiti ista vrijednost s/2" = k/2". Zaista,
bez smanjenja opéenitosti, neka je r = n + m. Tada iz (1.23) dobivamo s = 2™k,
odakle slijedi s/2" = (2™k)/(2"t™) = k/2".

Pokazimo da je h monotono rastuca funkcija na K¢. Neka su z,y € K¢ takvi
da je z < y. Kako je K¢ = J,2; K&, postoji dovoljno velik prirodan broj n takav
da je x,y € K¢. Nadalje, kako je K& = Ui;}l J¥ postoje prirodni brojevi ki i ko,
1 < ky,ky <27 — 1, takvi da je z € J*, y € J*2. Broj z nalazi se lijevo od y pa
je zato k1 < ko (Brojevi ky i ky govore nam koji su slijeva po redu intervali J*t i
JF2). Sada iz (1.24) dobivamo h(x) = ki /n < ko/n = h(y). Time smo pokazali da
h monotono raste.

Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R definira se formulom:

(z) = h(z), ako je x € K¢
arr = sup{h(t) : t € K°t <z}, akojex € KN(0,1).

Ona je monotono rastuca i uniformno neprekidna na [0, 1].
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Sada ¢emo pokazati da je Cantorova funkcija uniformno neprekidna na segmentu [0, 1],
tj. da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da je

le(z) — c(y)| < e za sve z,y € [0, 1] za koje je |z — y| < 4. (1.25)

Neka je € > 0. Prvo odaberimo prirodan broj no takav da je 2%0 < e, azatimzad >0
uzmimo bilo koji realan broj takav da je 6 < 3n0 Pokazimo da za tako odabran § > 0
vrijedi (1.25).

Dokaz ¢emo provesti na ,,no-toj razini”, tj. koristeéi konstrukciju skupa Ky,. U tu
svrhu, prisjetimo se da skup K,, ima 2™ podsegmenata jednake duljine 1/3"°. Izmedu
tih podsegmenata nalaze se intervali J; , 1 < s < 2" — 1. Duljina svakog intervala J;;
iznosi najmanje 1/3"°.

Neka su z,y € [0,1], bilo koje dvije tocke takve da je |z — y| < §. Bez smanjenja
opdenitosti, pretpostavimo da je z < y i pokazimo da vrijedi (1.25).

(a) Sluéaj & = 0. Tada je y = |0 — y| < § < 547, a ¢(0) = 0. Odaberimo bilo koju tocku
y € J}lo = (L L) Dakle, imamo

3m0 » 310

1
O=z<y<y & hY)=5-

S (1.26)

Pomodéu tih nejednakosti i ¢injenice da funkcija h : K¢ — R monotono raste lako je pokazati
da vrijedi

) < ely) < h(y), (1.27)

=¢(0
odakle se dobiva zeljena nejednakost |c(y) —c(0)| < h(y') = 525 < €. Zaista, ako jey € K°,
zbog nejednakosti (1.26) je 0 < h(y) < h(y'). Kako je c(y) = h(y), imamo neJednakostl
(1.27). Ako je pak y € K, zbog (1.26) je

0=c(0) < c(y) =sup{h(t) : t € Kt <y} < h(y).

(b) Slu¢aj y = 1. Tada je c(y) =1, a zbog |1 — 2| <0 < 325 je 1 — 325 < 2. Odaberimo

bilo koju tocku =’ € Jzﬂo*1 ( Sno , no). Tada je
, , 20 1
r<z<y=1 & h(z") = 0 (1.28)

Pokazimo da vrijedi

) <e(z) <cly) =1, (1.29)

W) < e(x
odakle ¢e slijediti [c(y) — c(x)| < 1 — h(z') = 575
Ako je z € K¢, onda je c(x) = h(z). Nadalje, zbog (1.28) je h(z') < h(z) < 1. Ako je
pak z € K, onda je

h(z") <sup{h(t) :t € Kt <z} = c(x) < h(y) = 1.
(c) Slucaj z >0, y < 1.

Ako je [z,y] N Ky, = 0, onda postoji interval Jx0, 1 < ko < 2" — 1, koji sadrzi cijeli
segment [z, y]. Zato je

le(x) = c(y)| = [h(z) = h(y)| = |55 — 50| =0 (1.30)
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Sada pretpostavimo da je [z,y] N Kn, # 0. Kako je |z —y| < § < 3%0 te kako se izmedu

svaka dva podsegmenta od Kpn, nalazi najmanje jedan interval J; (1 < s < 270 — 1)
duljine barem 37{0, segment [z,y] sijeée samo jedan podsegment od K,,. Neka je taj
jedinstveni podsegment okruzen intervalima Jffg i Jﬁg“.

Neka su 2’ € JK0 i 2’ € JFOT! bilo koje dvije tocke takve da je 2’ < x iy < y'. Zatim
odaberimo neku totku z € K¢ takvu da je z < z < y. Kako je int K = (), takva tocka z
postoji. Dakle, imamo

/ ! ! k k 1
r<r<z<y<y & h(m)——O ot l (1.31)

’
- omg ’ (y ) - om0
Sada ¢emo pokazati da je

h(z") < c(z) < c(y) < h(yY), (1.32)

odakle ¢e slijediti

le(y) — c(z)| < h(y') — h(z") <e.

:270

U tu svrhu iskoristit éemo nejednakost (1.31) i ¢injenicu da funkcija h monotono raste:
Ako su z,y € K¢, onda je c(z) = h(z) i c(y) = h(y). Nadalje, zbog (1.31) je h(z') <
h(z) < h(y) < h(y"), odakle slijedi (1.32). Sada pretpostavimo da je z € K, ay € K°.
Tada je c(y) = h(y), a zbog (1.31) je

h(z') < e(z) = sup{h(t) : t € K°,t <z} < h(y) < h(y),
odakle slijedi (1.32). Konacno, ako su z,y € K, zbog (1.31) je

h(z") < e(z) = sup{h(t) : t € K°,t <z} < h(2)
< sup{h(t) : t € K°,t <y} = c(y) < h(y').

Time smo kompletirali dokaz uniformne neprekidnosti Cantorove funkcije. Osim toga,
jednostavno je uociti da iz (1.27), (1.29), (1.30) i (1.32) slijedi da je Cantorova funkcija
monotono rastuca.

Drugi natin konstrukcije Cantorove funkcije. Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R moze
se dobiti kao limes niza (¢, ) rastuéih i neprekidnih po dijelovima linearnih funkcija
¢n t [0,1] — R. Konstrukciju zapocinjemo s funkcijom ¢p : [0,1] — R, ¢o(z) = z.
Funkeciju ¢; : [0,1] — R dobivamo tako da c¢g ,,izravnamo” nad segmentom [%, % na
nacin prikazan na slici 5. Sada funkciju ¢; ,,izravnavamo” nad segmentima [é, %} i
9’9

taj postupak ,,izravnavanja” dobiva se niz (c,,) rastuéih i neprekidnih po dijelovima
linearnih funkcija ¢, : [0,1] — R sa sljedeé¢im oc¢iglednim svojstvima:

[7 8} na nacin prikazan na slici 6. Dobiva se funkcija cs : [0, 1] — R. Nastavljajuéi

(i) Svaka funkcija ¢, : [0,1] — R po dijelovima je linearna, rastuca i neprekidna.
Pri tome je ¢, (0) =1, ¢, (1) = 1.

(ii) ,,Ravni dio” funkeije ¢, sadrzi ,,ravni dio” funkcije ¢, .
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(iii) Za svaki z € [0,1] vrijedi

1
len(z) — cno1(z)] < oL neN (1.33)
c1(z)
C()(l’) I
L
o | p
| R
i I
| s
. |
| e
, |
| 1 /// |
! STt !
! L I |
! e | |
! O | |
! L ! !
! / I I I
! d ! | |
} 1 2 1
0 1 0 3 3
02(7,)} (;3(r)I
T~ ======7 L
d 7 L
o §T-—————————~- Apdi
3 / I 3 7 |
i T T T T T T T T T 2 A 7 |
A e
T 7 pra S B B iT—-—- - Lo
Vs [ T B 3 L _ _ 17 [ N
, g ,
. A Lo ; o Lo
IT b 1T 7 Foro
Lol [ I 1 Lol [ N
S I s/ 1 N
e — L —
0 1 2 1 2 7 8 1 0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9 9 9 9 3 3 9 9
Slika 6. Konstrukcija Cantorove funkcije pomoé¢u niza funkcija.
Pomocu (1.33) lako se dobiva sljedeéa uniformna ocjena:
[entm(z) — cn(z)] < za svaki z € [0,1] i za svaki n € N. (1.34)

2_,”7

Zaista, jednostavnim rac¢unom dobivamo:

NE

D [entr(@) = g1 (2)] ( <

1 I &1 1
<Y = D or <o
k=1 k=1

|entm (@) — en()| = |Cn+k(x) - Cn+k71(x)’

>
Il
—
>
Il
—

(]2
R =
I
2|
3

>
Il
—
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Nejednakost (1.34) govori nam da je niz (c,(z)) Cauchyjev, pa je on i konver-
gentan. Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R definira se formulom

c(z) = lim ¢, (x), z €10,1].

n—oo

Zbog uniformne ocjene (1.34) niz neprekidnih funkcija (cn(;v)) uniformno konvergira
prema funkciji ¢. Zato je ¢ neprekidna funkcija.

Zadaci.

1. Neka je 0.ajaza3 ... ternarni prikaz realnog broja z € [0, 1], tj.

2= 4, €{0,1,2}.

(a) Pokazite da se Cantorov skup K podudara sa skupom svih realnih brojeva
iz segmenta [0, 1] koji u svom ternarnom prikazu nemaju broj 1, tj.

K = {Zg—Z:ane{Oﬂ} za svaki n}

(b) Iskoristite (a) i pokazite da je K neprebrojiv skup.
(Uputa: (a) Ako je x € Ki, onda je xz € [0,1/3] ili je z € [2/3,1]. U oba
sluc¢aja postoji a; € {0,2} takav da je

0.a10000... <z <0.a;2222...

Sada se indukcijom lako pokaze da za svaki x € K, postoje jednoznacéno
odredeni brojevi ay, ... ,a, € {0,2} takvi da je

0.a1as...a,0000...<x <0.a1a2...a,2222...

Zato, ako je z € K = ﬂzo:l K,, onda se x moze zapisati u obliku x =
Yooy 32, gdje su a, € {0,1,2}.

Obratno, neka je z = Y~ g, gdje su a, € {0,1,2}. Tada za svaki k € N
vrijedi

I

C.v-’)|3
OJ|:

odakle slijedi x € K.

oo Qan

(b) Definirajte preslikavanje h : K — [0,1] na sljedeéi nacin: Zax =y~ g2,
gdje su a, € {0,1,2}, stavite h(x) = Y.~ | 5325. Preslikavanje h nije injekcija
(npr. h(1/3) = h(2/3)), ali je surjekcija. To znaci da je neki podskup od K
ekvipotentan sa [0, 1], pa K nije prebrojiv.
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1.8. Lebesgue-Stieltjesova mjera na R

Za definciju ove mjere upotrijebit ¢emo konstrukciju opisanu propozicijom 1.27.
Neka je C familija svih otvorenih intervala iz R oblika (a, b], a < b. Kako je prazan
skup 0 = (a, a] € C te kako se moze pisati R = | J;2, (—i, i], familija C je o-pokrivaé
skupa R.

Neka je F' : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija, tj. ima svojstvo da
je u svakoj tocki zg € R limes zdesna F(zo+) := Jim F(z) = F(xz0). Definirajmo

ro<T

funkciju 7 : C — [0, 00] ovako:

7((a,0]) := F(b) = F(a),  a<b.

Ocito je 7(0) = 7((a,a]) = 0.
Neka je A podskup od R. Sa C4 oznacimo familiju svih nizova (C;,i € N),
C; € C, koji pokrivaju skup A, tj.

Cy = {((ai,bi],z’ S N) ta; <b; & AC G(a“bz]}
i=1

Funkciju p : 2% — [0, o] definiranu formulom

o0

15 (A) = inf { ST F(b) - F(a)] : ((aibilieN) € cA}

i=1
zovemo Lebesgue-Stieltjesova’ vanjska mjera na R inducirana funkcijom F.
Primjedba 1.52. Zbog monotonosti funkcija F u svakoj tocki xg € R ima limes

slijeva F(xo—) := lim F(x) i vrijedi
T—To

<30
F(zo—) < F(wo) = F(xo+).

Jednakost se javlja onda i samo onda ako je F' neprekidna u tocki xg.
Propozicija 1.53.

pp({a}) = Fla) = Fla=),  acR
Dokaz. Kako je

{a}C(a—¢e,a+e]U(a,alU(a,a]lU...
za svaki € > 0, zbog definicije od p} je ph({a}) < F(a +¢) — F(a — ¢), odakle

prijelazom na limes ¢ — 0 dobivamo u%.({a}) < F(a) — F(a—).
Preostaje dokazati suprotnu nejednakost: p5.({a}) > F(a) — F(a—).

"Thomas-Jan Stieltjes (1856-1894), nizozemski astronom i matematicar.
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(a) U slucaj F(a) = F(a—) suprotna nejednakost je posljedica nenegativnosti od
[

(b) Slucaj F(a) # F(a—). Neka je € > 0. Prema definiciji infimuma postoji niz
intervala (a;, b;], i € N, takvih da je {a} C U2, (ai, bi] i

D [F(bi) = Flai)] < pi({a}) +¢

=1

Bez smanjenja opcenitosti, neka je a € (a1, b1]. Odaberimo strogo rastuéi niz (x,,)
takav da je a1 < z, < ailim,— o 2, = a. Tada je (zn,a] C (a1,a] C (a1,b1], pa
zbog monotonosti od F imamo F(a) — F(x,) < F(b1) — F(a1). Dakle

Fa) = F(zn) < F(b1) - Z ai)] < pp({a}) +

odakle je
F(a) = Fla=) = lim [F(a) = Fla)] < ii({a}) +2
Zbog proizvoljnosti broja & > 0 je F(a) — F(a—) < py({a}). O

Propozicija 1.54. Funkcija u% : 28 — [0, 00] je vanjska mjera.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.27. O
Propozicija 1.55. Neka su a,b € R, takvi da je a < b. Tada je

(i) pi(la,0]) = F(b) — F(a—),
(i) pi(la,b)) = F(b=) = F(a—),
(iii) px((a,b]) = F(b) = F(a),
(iv) pi((a,0)) = F(b=) — F(a)

Korisno je imati na umu sljedeée mnemotehnicko pravilo: Ako je rubna tocka
ukljucena u interval, priblizavamo joj se izvana; ako nije ukljuc¢ena u interval, pri-
blizavamo joj se iznutra.

Dokaz. Neka je ¢ > 0 bilo koji realan broj. Odaberimo neki strogo rastuéi niz
realnih brojeva (by,), takav da je @ < by ilim, o0 b, = b+ . Tada je

[a,b] € (a —&,b1] | J ( G(bi,l,bi]).

=2

Kako je

F(bl) a—s +Z 11)]

= lim [F(b,)— F(a—¢)] =F(b+e-)— F(a—e¢),

n—oo
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iz definicije vanjske mjere p}. slijedi
i ([a,b]) < F(b+e—) — F(a—e).

Zbog neprekidnosti zdesna funkcije F' u tocki b + ¢ vrijedi Fi(b+¢e—) < F(b+ ¢).
Zato je pk([a,b]) < F(b+¢) — F(a — €), odakle prijelazom na limes ¢ — 0, ¢ > 0,
dobivamo u}.([a,b]) < F(b) — F(a—)

Sada ¢emo pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, sto ¢e za posljedicu imati
i ([a,b]) = F(b) — F(a—).

Neka je e > 0 proizvoljan realan broj. Nadalje, neka je ((a;,bi],i € N) € Cq )
bilo koji niz zdesna zatvorenih intervala koji pokrivaju segment [a,b]. Funkcija F
je neprekidna zdesna u svakoj tocki b;, i € N, pa zato postoje brojevi §; > 0, i € N,
takvi da je

Fb; +6;) — F(b;) < 23 ieN. (1.35)

Segment [a, b] je kompaktan skup i zato otvoreni pokriva¢ ((as,b; + 6;),i € N) ima
konacan potpokriva¢. Bez smanjena opcenitosti, pretpostavimo da je

n

[a,8] € | J(ai, b + ).

i=1
Matematickom indukcijom po n lako je pokazati da vrijedi
F(b) = Fla=) < Y _[F(bi +6;) — Flay)],
i=1

odakle pomo¢u (1.35) dobivamo
F(b) = Fla=) < 3 OIF(b) = Fla)] + 3 55 < D [F(b:) ~ Flag)] +e.

Kako posljednja nejednakost vrijedi za svaki pokrivac ((as, b],i € N) € Cjq4), dobi-
vamo

F() — F(a—) <inf { Z (F(bi) — F(a:)) : ((ai,bi],i € N) € C[a,b]} = pr([a,b]) +e.

Zbog proizvoljnosti broja & dobivamo F'(b) — F(a—) < wi([a,b]). Time je dokazana
tvrdnja (i).

(ii) Neka je € > 0 bilo koji realan broj takav da je a < b—e. Kako je [a,b—¢] C [a, b),
monotonost funkcije p i (i) povlace

pi(la,0)) = pi(la,b—€]) = F(b—¢) — Fa—),

odakle uzimanjem limesa ¢ — 0 dobivamo p%([a,b)) > F(b—) — F(a—).
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Preostaje pokazati da vrijedi i suprotna nejednakost. Neka je ¢ > 0 bilo koji
realan broj. Odaberimo neki strogo rastuéi niz realnih brojeva (b,), takav da je
a < by ilim, .. b, =0. Tada je

o0

[a.0) € (a—&,bi] |J (U (i1, 81]).

1=2

Kako je

F(b)—F(a—c¢ Jrz ifl)]

= lim [F(b,) — F(a—¢)] = F(b—) — F(a—¢),
iz definicije vanjske mjere p. slijedi p3 ([a

,b)) < F(b—)—F(a—e¢), odakle prijelazom
na limes € — 0, ¢ > 0, dobivamo % ([a, b))

<
< F(b-) = Fla-)

(iii) 1 (iv) Postupa se sli¢no kao pod (ii). O
Prema teoremu 1.25. skup M,» svih pf-izmjeriv podskupova od R je o-algebra.
Restrikciju vanjske mjere pu}. na o-algebru M, oznacavat cemo s pp ili dup i zvati
Lebesgue-Stieltjesova mjera inducirana funkcijom F'.
Moze se pokazati da se za F(x) = x Lebesgue-Stieltjesova mjera podudara s
Lebesgueovom mjerom.

Propozicija 1.56. Neka je up Lebesgue-Stieltjesova mjera na o-algebri M« . Vri-
jedi:

(i) Mjera pp je o-konaéna.

(i) Mjera up je konacna onda i samo onda ako je funkcija F omedena.

Dokaz. (i) Neka su (a,) i (b,) bilo koja dva niza realnih brojeva, takvi da (ay,)
strogo pada i divergira prema —oo, da (b,,) strogo raste i divergira prema oo, te da
je a1 < by. Tada je R = J,~;(an,bpn] i pur((an,bn] = F(bn) — F(ay,). Dakle, mjera
wr je o-konacna.

(ii) Kako je R = [, —,(an,bn] i ((an,b,]) uzlazan niz izmjerivih skupova, pomoéu
tvrdnje (iii) iz propozicije 1.18. dobivamo

pp(R) = Tim pup((an,ba) = lim [F(b,) — F(an)],

n—oo n—oo

odakle zaklju¢ujemo: Ako je F' omedena funkcija, onda je lim, o F(b,) < oo i
—00 < limy,—, F(ayn), pa je mjera pup kona¢na. Ako je mjera pup konacna, onda je
limy, 00 F(by) < 001 —00 < limy, .0 F(ay) pa je F omedena funkcija. O

Propozicija 1.57. Svaki Borelov skup na R je pj.-izmjeriv, tj. Br C M,
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Dokaz. Lako je modificirati dokaz propozicije 1.41. kako bi se pokazalo da je svaki
beskonaéni interval oblika (—o00,d], b € R, uf-izmjeriv, tj. da pripada o-algebri
M. Taj dio dokaza prepustamo citatelju.

Prema teoremu 1.12. Borelova o-algebra Bgr najmanja je o-algebra koja sadrzi
familiju svih takvih beskonacnih intervala. Zato je Bg C M,x . O

Uotimo da je {b} =, (b— +,b]. Primjenom tvrdnje (iv) iz propozicije 1.18.
dobivamo

pr({b}) = lim [F(b) - F(b - l)} — F(b) — F(b-).

n— o0 n

Propozicija 1.58. Lebesgue-Stieltjesova mjera up je jedina mjera na (R, Bra) koja
svakom intervalu (a,b], a < b, pridruzuje broj F(b) — F(a), tj. pr((a,b]) = F(b) —
F(a).

Dokaz. Uz potrebne modifikacije dokaz se svodi na dokaz propozicije 1.51. O

Zadaci.

1. Neka je F': R — R zadana formulom:

0, ako je xz < —1
1+z, akoje—-1<zx<0
2+ 2% akoje0 <z <2

9, ako je x > 2.

) =

Izracunati mjeru pp sljedeéih skupova: (a) {2}. (b) [-1/2,3). (c¢) (—1,0]U
(1,2). (d) [0,1/2)U(1,2]. (e) {z € R: |z| + 222 > 1}.

(Riesenie: (a) u({2}) = 3. (b) ju([~1/2,3)) = 71 () u((~1,0]U (1,2)) = 5.
(d) u([0,1/2)U (1,2]) = 71. (e) p({z € R : |z[ + 22% > 1}) = 71, Uputa:
{zeR:|z|+222 >1}={z€eR:2>1/2}U{z e R: 2 < —1/2} =
Uo_,(1/2,n)UlUr—,(—n,—1/2). Zato je npr. pup({z € R: |z| + 222 > 1}) =

1.9. Prostor potpune mjere

Neka je p : A — [0,00] mjera na o-algebri A podskupova od X. Prisjetimo se
da uredenu trojku (X, A, u) zovemo prostor mjere, a ¢lanove od A izmjerivim
skupovima.

Za skup N C X kazemo da je u-zanemariv ili kraée zanemariv ako postoji skup
B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Dakle, zanemarivi skupovi su podskupovi
izmjerivih skupova mjere nula. Uocite da je svaki skup mjere nula ujedno i zane-
mariv, te da zanemariv skup ne mora biti izmjeriv. Prazan skup () je zanemariv.

Neka je NV, skup svih p-zanemarivih skupova. Ako je N, C A, tj. ako o-algebra
A sadrzi sve zanemarive skupove, onda za prostor mjere (X, A, 1) kazemo da je
prostor potpune mjere ili potpun prostor, a za mjeru p da je potpuna mjera.
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Primjedba 1.59. Restrikcija vanjske mjere p* : 2% — [0, 00] na o-algebru M
je mjera (teorem 1.25.). Ta je restrikcija potpuna mjera. Zaista, neka je N C X
zanemariv skup. Tada postoji skup B € M, takav da je N C B i u*(B) = 0,
odakle zbog monotonosti funkcije u* slijedi p*(N) = 0. Prema propoziciji 1.24. je
N e My-.

Specijalno, restrikcija Lebesgueove mjere na o-algebru Lebesgueovih skupova je
potpuna mjera.

Nazalost, restrikcija Lebesgueove mjere na Borelovu o-algebru B(R) nije potpuna
mjera (vidi korolar 2.13.).

Neka je
A, ={EUN:Eec AN eN,}.

Kako je E = EU, za svaki E € A i kako je () zanemariv, to je A C A,,. Pokazat
¢emo da je A, o-algebra. U tu svrhu trebat ¢e nam sljedeca propozicija.

Propozicija 1.60. Skup A C X je clan familije A, onda i samo onda ako postoje
skupovi E, F € A takvi da je

ECACF & u(F\E)=0. (1.36)

Dokaz. Neka je A= EUN, gdjesu E € Ai N € N,. Kako je N € N, postoji
B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Definiramo li F:= E U B € A, dobivamo

EFECA=FEUNCEUB=F
Nadalje, kako je F\E = B\E C B i u(B) = 0, monotonost mjere p daje u(F\E) <
u(B) = 0, odakle slijedi u(F\E) = 0.

Neka su E, F' € A takvi da vrijedi (1.36). Pokazimo da je A € A,. Iz (1.36)
slijedi

A=FEU(A\E) & A\ECF\E.
Kako je A\E C F\E i u(F\FE) =0, skup A\F je zanemariv. O
Propozicija 1.61. Familija A, je o-algebra.

Dokaz. Treba pokazati da familija A, ima svojstva (o1)-(03) iz definicije 1.1.
(01) Veé smo pokazali da je A C A,. Specijalno, tada je ) € A,,.
(02) Neka je A € A,,. Prema propoziciji 1.60. tada postoje skupovi E, F € A takvi
daje ECACFiu(F\E)=0. Zato je

F°C A°C E°, E°F°cA.

Kako je E\F® = E° N F = F\E, to je p(E\F¢) = u(F\E) = 0, pa iz propozi-
cije 1.60. slijedi A° € A,,.
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(03) Neka je (A,,) niz skupova iz A,. Treba pokazati da je |J,—, A, € A,. Prema
propoziciji 1.60. za svaki n postoje skupovi E,, F,, € A takvi da je E, C A, C F,
i w(Fy\Ey) = 0. Tada je

n=1 n=1 n=1

Prema propoziciji 1.60. dovoljno je pokazati da je p((Un_; Fn)\(Upei En)) =
0. Zaista, kako je (Uiil Fn>\(uz‘;1Eﬂ> C U, (F,\E,), primijenimo li prvo

svojstvo monotonosti a zatim svojstvo o-subaditivnosti mjere dobivamo

oo

UF.ea

)
n=1

(@

n=1

A(QUESNVEN EF(VICIEN ES SRCACIE

d

Definicija 1.62. Neka su (X, A1, pu1) @ (X, Az, uo) dva prostora mjere na istom
skupu X. Kazemo da je (X, Asg, ue) prodirenje od (X, A1, p1) ako je Ay C Ag i
u2(A) = u1(A) za svaki A € A;.

Sada éemo pokazati kako se mjera p : A — [0,00] moze na prirodan nacin
prosiriti do nove mjere fi : A, — [0, 00]. Krenimo intuitivnim razmisljanjem. Neka
je A € A, (skup A ne mora pripadati o-algebri A). Uzmimo bilo koje skupove
E,F € A takve da je

ECACF & u(F\E)=0.

Uocite da iz pu(F\E) = 0 slijedi u(E) = p(F). Kako se skup A nalazi u ,,sendvicu”
skupova E, F' iste mjere p(E) = pu(F), te kako se zahtijeva da bude fij4 = u, jasno
je da mora vrijediti

fi(A) = p(E) = u(F) (1.37)

ako prosirenje i postoji. Odmah se postavlja pitanje ovisi li tako definirana ,,mjera”
o izboru skupova E, F' € A. Pretpostavimo da su Fq, F1 € A takvi da je

EyCACF & p(Fi\Ep)=0.
Tada je
ECEUECACFNF CF,
pa je
w(E) < p(EUE) < p(FNF) < p(F),
odakle zbog u(E) = u(F) dobivamo
u(E) = n(EU Ey) = p(F 0 Fy) = p(F).
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Na sli¢an nacin dobiva se (dovoljno je zamijeniti par E, F' s parom E1, Fy)
w(Er) = p(EU Ey) = p(F N Fy) = p(Fr).

Dakle, u(E) = u(F) = u(E1) = u(Fr), sto ée znaciti da nasa konstrukcija “mjere”
[ neée ovisiti o izboru para E, F' € A.

Ako je A € A, stavimo E = F = A. Tada je o¢ito E C AC Fiu(F\E) =0,
odakle slijedi fi(A) = p(A), tj. fija = p- Specijalno je fi() = 0.

Propozicija 1.63. Neka je A= EUN, gdje su E€ Ai N eN,. Tada je
A(A) = u(E),

Dokaz. Kako je N € N, postoji B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Neka je
F:= FEUB. Tada je

FCA=FUNCEFEUB=F.

Nadalje, kako je F\E = B\E C B i u(B) = 0, monotonost mjere p daje u(F\E) <
u(B) = 0, odakle slijedi u(F\E) = 0. Tvrdnja slijedi iz definicijske formule (1.37).
O
Propozicija 1.64. Neka je funkcija fi : A, — [0,00] definirana formulom (1.37).
Tada vrijedi:

(a) Funkcija fi : A, — [0, 00] je mjera koja prosiruje mjeru pn: A — [0, 00].

(b) (X, Ay, i) je nagmangi i jedini prostor potpune mjere koji prosiruje (X, A, 11).

Dokaz. (a) Ve¢ smo pokazali da je fij4 = p. Sada ¢emo pokazati da je funkcija /i
mjera na A, tj. da ima svojstva (fil)-(z13) iz definicije 1.16.

(A1) Ocito je a(0) = 0, jer je fiya = p.
(fi2) Iz definicijske formule (1.37) slijedi da je fi(A) > 0 za svaki A € A,.

(f13) Neka je (A,) niz medusobno disjunktnih skupova iz A,,. Treba pokazati da je

Prema propoziciji 1.60. za svaki n postoje skupovi E,, F,, € A takvi da je
odakle iz definicijske formule (1.37) slijedi

fi(An) = p(En), neN.
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Nadalje je
Jre U Ut

U dokazu propozicije 1.61. pokazali smo da je u(( UrZ i Fo)\ (U2, Ey)) = 0. Kako

n=1

su po pretpostavci skupovi A,, disjunktni, a E,, C A, to suiskupovi FE,, disjunktni,
pa iz definicijske formule (1.37) dobivamo

(U ) = (U B) = Do wtB) = Yt

Time smo pokazali da je i mjera.

£C8
\|C8

(b) Kako je AC A, i /‘\A = u, prostor mjere (X, A, fi) je prosirenje od (X, A, u).
Sada ¢emo pokazatl da je (X, Ay, i) prostor potpune mjere, tj. da je i potpuna
mjera. Pretpostavimo da je N C B, B € A, i i(B) = 0. Treba pokazati da je
N € A,. Kako je i(B) = 0, postoje skupovi E,F € Atakvidaje EC BC Fi
H(F\E) = p(E) = u(F) = 0. Kako je

0CNCF & u(F\0)=0,

prema definicijskoj formuli (1.37) je f(N) = p(0) = 0. To znaci da je mjera i
potpuna.

Sada ¢emo pokazati da je (X,A,, &) najmanji i jedini prostor potpune mjere
koji prosiruje (X, A, ). Pretpostavimo da je (X, A, ii) neko drugo prosirenje s
potpunom mjerom fi. Treba pokazati da je A, C A i fa, = fi- Neka je A € A,.
Zapisimo ga u obliku

A=FEUN, Eec AN eN,.

Kako je N € N, po definiciji postoji skup B € A takav da je N C B i u(B) = 0.
Kako je (X, A, i) prosirenje od (X, A, ), te kako je E,B € A, to je E,B € AAi
f(B) = u(B) = 0. Kako je i potpuna mjera, to N C B i ji(B) = 0 povlaci N € A.
Sadaiz E, N € Aslijedi A= EUN € A. Time je pokazano da je A, C A. Nadalje,
iz ECA=EUN € A dobivamo

A(E) < i(4) < i(E) + (V) = (E),

odakle slijedi 1(A) = f(F). Kako je E € A, to je a(F) = ( ) pa je i(A) = u(E).
S druge strane, prema propoziciji 1.63. je i(4) = pu(E). Tako smo dokazali da je
fi(A) = i(A). O

Definicija 1.65. Prostor (X, A,, i) zove se upotpunjenje prostora (X, A, ). Pri
tome za o-algebru A,, kaZemo da je upotpunjenje o-algebre A, a za mjeru fi : A, —
[0, 00] da je upotpunjenje mjere p: A — [0, 00].
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Propozicija 1.66. Prostor (R?, Moxs, Agim,. ) Je upotpungenje od (RY, Bga, \), gdje
d
je A= Niis...

Za dokaz ove tvrdnje treba ¢e nam sljedeca lema:

Lema 1.67. Neka je A C R? Lebesqueov skup. Tada postoje Borelovi skupovi
E F C R? takvi da je

ECACF & MF\E)=0.

Dokaz. Neka je A Lebesgueov skup. Tada je ili (a) A(A4) < oo ili (b) A(A) = oo.
(a) Neka je n € N. Prema propoziciji 1.50. postoji kompaktan skup K,, takav da je

1
K,CA & MNA) — =< )\K,).
n
Nadalje, prema propoziciji 1.47. postoji otvoren skup U,, takav da je

ACU, & A(Un)<>\(A)+%.

Kako je A(A) < oo, prema propoziciji 1.18. je
MAVK) = MA) = M) & ATUNA) = A(Ty) = A(A).

Neka je E := |, Kn, F := (\,—, Us. Skupovi E i F su Borelovi. O¢cito je
E C A C F. Nadalje, kako je

F\E CU\K, = (U \A) U(A\K,) & (U\A)N(A\K,)=10,
dobivamo
AF\E) < MUNKR) = MU\ A) + A(A\K,)
= (M) =A@ + (M) - AK) < 2,

odakle uzimajuéi limes n — oo dobivamo A(F\E) = 0.

(b) Pretpostavimo da je A(A) = oo. Prema lemi 1.11. postoji niz (I,,) medusobno
disjunktnih d-intervala takvih da je R? = U2, I,. Svaki d-interval I,, je omeden i
Borelov skup. Zato su i skupovi

A,=ANnI,, neN

omedeni, medusobno disjunktni i Borelovi. Zbog omedenosti je A(A,) < oo, n € N.
Zato, prema veé dokazanoj tvrdnji (a), za svaki n € N postoje Borelovi skupovi
E,,F, € Atakvi da je E, C A, C F, i p(F,\E,) = 0. Neka je E := (o, Ep,

F:=U,_,F, Tadaje EC AC F i AF\E) = 0. (vidi dokaz propozicije 1.61.) O
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Dokaz propozicije 1.66. Pretpostavimo da je @@7 BRd, :\) upotpunjenje prostora
mjere (R?, Bga, A). Treba pokazati da je Mys = Bga i da je Aj(A) = A(A) za svaki
Ae M)‘Q'

Otprije znamo da je Bga € M.

Prema lemi 1.67. i propoziciji 1.60. je Mys C Bge. Nadalje, prema propozi-
ciji 1.64. je A(A) = Nj(A) za svaki A € My.. Dakle, preostaje pokazati da je
BRd C M)y Neka je A € BRd. Tada postoje Borelovi skupovi E, F C R takvi da
je

ECACF & MF\E)=0.

Kako je A\E C F\E i A(F\E) = 0, zbog potpunosti Lebesgueove mjere na M+
(vidi primjedbu 1.59.) je A\E € M. Konac¢no, sada iz jednakosti A = EU(A\FE)
slijedi A € M. O

Primjedba 1.68. Navedimo bez dokaza da je (R,Mu;,uHwa) upotpunjenje od
(R, Br, pr), gdje je pr = i |5, -
Definicija 1.69. Neka je (X, A, ) bilo koji prostor mjere.
(a) Funkciju p* : 2% — [0,00] definiranu formulom
w (A) =inf{u(B): AC B,B e A} (1.38)
zovemo vanjska mjera generirana mjerom /.
(b) Funkciju p, : 2% — [0, 00] definiranu formulom
pi(A) =sup{u(C) : C C A,C € A} (1.39)
zovemo unutarnja mjera generirana mjerom fi.
Ocigledno je u*(0) =0 i uy (@) = 0. Zbog monotonosti mjere p vrijedi:
(i) funkcije p* i e su monotone,
(i) 14(A) < p(A) < j*(A) 7 svaki A C X,
(iii) px(A) = p(A) = pu*(A) za svaki A € A.
Propozicija 1.70. Funkcija p* je vanjska mgjera.

Dokaz. Definirajmo: C := A i 7(C) := p(C), C € C. Sada tvrdnja slijedi iz
propozicije 1.27. O
Propozicija 1.71. Funkcija p, : 2%
svojstva:

(i) p(0) =0,

— [0,00] definirana s (1.89) ima sljedeéa
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(1)) AC B = p.(A) < pu(B),

(iii) Ako su skupovi A; C X, i € N, disjunktni, onda je u*(U;}il Ai) > 3 e Ay).
Dokaz. Svojstva (i) i (ii) su o¢igledna.
(iii) Neka je (A;,¢ € N) niz disjunktnih podskupova od X. Ako je za neki i € N,
s (4;) = oo, onda je zbog (ii) pogotovo fi. ( Uiz, Ai> = 00, pa vrijedi nejednakost
iz (iil). Zato nadalje pretpostavimo da je . (A4;) < oo za svaki i € N. Neka jee >0

proizvoljan. Prema definiciji funkcije uy za svaki i € N postoji skup C; € A takav
da je

C;CA & /J,(Ci) > N*(Ai) (140)

€
~ 5
Neka je C := |J;2, C; € A. Skupovi C;, i € N, su disjunktni jer su skupovi A4;
disjunktni po pretpostavci. Zato je

w(C) = u( @ Ci) = iﬂ(ci)-

Osim toga, kako je C' C [J;2; A, to je

u(C) < H(GAZ>

Sada pomocu (1.40) dobivamo
oo o0 € o0 o0
S oA <37 (w0 + 5 ) =D u(Co) +e =€) +e < (| A) +e.
i=1 i=1 i=1 i=1

Zbog proizvoljnosti broja € > 0 dobivamo nejednakost iz (iii). O

Propozicija 1.72. Neka je (X, Ay, ft) upotpunjenje prostora (X, A,p) i A C X
bilo koji skup sa svojstvom p*(A) < oo. Tada je A € A, onda i samo onda ako je
pix(A) = p* (A).

Dokaz. Neka je A € A,. Tada postoje skupovi E,F € A takvi da je (vidi
propoziciju 1.60.)

ECACF & pu(F\E)=0.
Tada je (vidi definiciju 1.69.)
W(E) < in(A) < 1 (4) < p(F).

Kako je u(E) = u(F), dobivamo p.(A) = p*(A).
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Neka je ps(A) = p*(A) < oo. Prema proporziciji 1.60. dovoljno je pokazati da
postoje skupovi E, F € A sa svojstvom p(F\E) = 0.

Prvo uoc¢imo da je p(A4) < oo jer je puy(A4) < u(A) < p*(A).

Prema definiciji funkcija p, i p*, za svaki n € N postoje skupovi Cy,, B,, € A
takvi da je

1 N 1
Cn CAC By, pix(A) — n <u(Cn),  p(Bn) < p(A) + n

§to zahvaljujudi pretpostavei py(A) = p*(A) za nase potrebe zapisati kao
1 1
C, CACB,, w(A) — -~ < w(Cr), w(Br) < u«(A)+ - (1.41)

Kako je p(A) < oo, zbog C,, C A je i pu(Cn) < o0, pa stoga prema propozi-
ciji 1.18. vrijedi

w(A\Cr) = u(A) = u(Cr) &  p(Bp\A) = p(Bn) — p(A).

Neka je E:=J;2,Cn € A, F := (7, B, € A. Ocito je E C A C F. Preostaje
pokazati da je u(F\E) = 0. Kako je

F\EC B\C, = (B,\A)U(A\C) & (B \A)N(A\C,) =0,
dobivamo
H(F\E) < u(B\Co) = (Ba\A) + u(A\Ch)
= (1(Ba) = u(A)) + (u(4) = (Cn)).
Nejednakosti i, (A) < u(A) < p*(A) i (1.41) povlace
(1(Bo) — 1)) + ((A) — 1(C) < (1(Ba) — 1)) + (1 (4) — (C) < 2.
Dakle, u(F\E) < 2, odakle uzimajuéi limes n — 0o dobivamo p(F\E) = 0. |

Zadaci.

1. Neka je (X, A, p) prostor mjere. Dokazati da familija NV, svih p-zanemarivih
skupova ima sljede¢a svojstva: (a) Ako je N e Ny, aM € Ai M C N,
onda je M € N,. (b) Ako je (N;,i € N) niz p-zanemarivih skupova, onda je
Ui=, N; takoder p-zanemariv skup.

2. Neka je (X,.A, ) prostor potpune mjere. Dokazite: Ako je A€ A, BC X i
u(AAB) =0, onda je B € Ai u(B) = p(A).
(Uputa: Kako je A\B, B\A C AAB = (A\B) U (B\A), potpunost prostora i
pretpostavka u(AAB) = 0 povlace A\B,B\A € A, u(A\B) = u(B\A4) = 0.
Sadaiz ANB = A\(A\B) slijedi ANB € A. Zatoje B = (B\A)U(ANB) € A.
Kona¢no, iz u(B) = u(B\A)+u(BNA) = n(BNA) i p(A) = p(A\B)+p(BN
A) = p(BNA) slijedi u(B) = p(A).)
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3. Neka je (X, A, ) prostor mjere. Za skup E C X kazemo da je lokalno izmjeriv
ako je EN A € A za svaki A € A takav da je u(A) < co. Neka je A familija
svih lokalno izmjerivih skupova. Ocito je A C A. Ukoliko je A = A, za mjeru
i prostor mjere (X, A, 1) kazemo da su zasi¢eni. a) Dokazati da je A jedna
o-algebra na X. (b) Pokazati da je svaka o-kona¢na mjera zasi¢ena. (c) Neka
je 1 o-konaéna mjera. Definirajmo funkciju i : A — [0, oo] formulom

. Ju(E), akoje E€ A
A(E) = { oo, akoje E € A\A.

Dokazite: (c1) ji je mjera na (X, A), tj. da prostor (X, A, i) prosiruje (X, A, u).
(c2) Ako je mjera p potpuna, onda je i fi potpuna. (c3) Dokazite da je prostor
mjere (X, A, [i) zasiéen.

1.10. Borelova mjera

Neka je (X,U) topoloski prostor, a (X, A, 1) prostor mjere. Kao i do sada, s B(X)
ili Bx oznacavamo Borelovu o-algebru o (i) generiranu topologijom U. Za mjeru
1 kazemo da je Borelova mjera na X ako je B(X) C A, tj. ako je svaki Borelov
skup izmjeriv. Za Borelovu mjeru kazemo da je lokalno konaéna ako za svaku tocku
x € X postoji otvorena okolina U, € U tocke x sa svojstvima z € U, i p(U;) < 0.

Primjer 1.73. Lebesqueova mjera na R? je lokalno konacna Borelova mjera.

Lema 1.74. Neka je p lokalno konacna Borelova mjera na X. Ako je K C X
kompaktan skup, onda je je u(K) < oo.

Dokaz. Za svaku tocku z € K odaberimo otvorenu okolinu U, od x takvu da je
w(Usz) < oo. Tada je K C |J, i Us. Kako je K kompaktan, postoji kona¢no mnogo
tocaka x1, ... ,x, takvih da je K C |JI, Ys,, pa je

() < L_J 0,,) < imw <.
O

Korolar 1.75. Neka je pu lokalno konacéna Borelova mjera na R. Ako je M C R
omeden skup, onda je je p(M) < oo.

Dokaz. Zatvara¢ Cl M skupa M je kompaktan, pa imamo pu(M) < pu(Cl M) < occ.
O

Neka je F': R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija. U teoriji vjerojatnosti
takva funkcija zove se funkcija distribucije na R. Ovakve funkcije sluze za konstruk-
ciju lokalno kona¢ne mjere na R. Naime, ako je zadana lokalno kona¢na Borelova
mjera na R onda je, do na aditivnhu konstantu, jedinstveno odredena funkcija dis-
tribucije F' i za nju vrijedi

F(x){_zgggggiig & pl(ab)) = F(b) - F(a), a<b.
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Obratno, ako je zadana funkcija distribucije F' na R onda postoji jedinstvena lokalno
konacna Borelova mjera na R takva da je

pl(a; b)) = F(b) = Fla),  a<b.
Sve ovo §to smo sada rekli nalazi se u sljedec¢a dva teorema.

Teorem 1.76. Neka je p lokalno konacna Borelova mjera na skupu R 4 ¢y € R.
Tada postoji jedna jedina rastuéa i zdesna neprekidna funkcija F : R — R sa
svojstvima:

(a) F<CO) =0,

(b) p = prp na Br, gdje pr oznacéava Lebesgue-Stieltjesovu mjeru induciranu
funkcijom F.

Za bilo koju drugu rastucu i zdesna neprekidnu funkciju G : R — R bit ée p = pa
(na Br) onda i samo onda ako se G od F razlikuje za neku konstantu.

Dokaz. Definirajmo funkciju F': R — R formulom:

F(z) = { 1((co,x]), ako J:e co <z
—p((z, co]), ako je z < co.

Funkcija F je realna (korolar 1.75.), a rastuca je zbog monotonosti mjere .

Sada ¢emo pokazati da je F' neprekidna zdesna u svakoj tocki. Neka je x € R. Odabe-
rimo niz razli¢itih realnih brojeva (z,) takav da z, | =. Ako je ¢o < z, onda je (co, Tn],
n € N, silazan niz intervala pa vrijedi (propozicija 1.18.(iv))

lim F(z,) = lim p((co,zn]) = p((co,x]) = F(z).

n—o0 n—o0
Ako je x < co, onda postoji prirodan broj no takav da je x, < co, n > ng. Niz intervala

(co,zn], n > no, je silazan pa vrijedi

lim F(zn,) =— lim p((zn,co]) = —pu((z,co]) = F(x).

n—oo n—0o0
Time smo pokazali da je F' zdesna neprekidna u svakoj tocki.
(a) Ocigledno je F(co) = 0.

(b) Pokazimo da je p = pr na Br. Za dokaz te tvrdnje upotrijebit ¢emo korolar 1.36.
Krenimo redom. Familija

C:={(a,b] :a,beR,a<b}

generira Borelovu o-algebru Bgr, tj. o(C) = Br. Osim toga, C je m-sistem na R (sadrzi
sve svoje konacne presjeke). Prvo éemo pokazati da je u = pr na C. Neka je (a,b] € C.
Po definiciji Lebesgue-Stieltjesove mjere je ur((a,b]) = F(b) — F(a). S druge strane, iz
definiciji funkcije F' lako se provjerava da je F'(b) — F(a) = p((a,b]). Dakle,

u((a,b]) = ur((a,b) = F(b) - F(a),  V(a,b] €C. (1.42)
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Neka su (an) i (bn) bilo koja dva niza realnih brojeva, takvi da (a,) strogo pada i
divergira prema —oo, da (b,) strogo raste i divergira prema oo, te da je a1 < b1. Tada je

R= G (an,bn].
n=1

Svi skupovi Cy, := (an, bn], n € N, pripadaju familiji C, tvore uzlazan niz i prema (1.42)
vrijedi
R=[JCn &  p(Cn)=pr(Cn)=F(by)— F(an) <00, neN. (1.43)
n=1

Time smo pokazali da su ispunjene sve pretpostavke (a tosu (1.42) i (1.43)) za primjenu
korolara 1.36., pa je zato p = pr na cijeloj o-algebri Bg.

Ako je G neka druga rastuca i zdesna neprekidna funkcija sa svojstvom pe = pu(= pr)
na Bg, onda je

G(2) - Gleo) = pa((co,al) = pr((co,al) = F(@) — Fleo), @ >co
Gl(eo) - G() = pal(@,col) = pr((@,col) = Fleo) — F(), @ < co.

Dakle, F' i G se razlikuju za konstantu. Stoga, ako je G(co) = F(cp), onda je G=F. O

Teorem 1.77. Neka je F' : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija na R.
Tada postoji jedna jedina lokalno konacna Borelova mjera p na R takva da je

u((a,b)) = F(b) = Fla),  a<b.
Dokaz. Trazeno svojstvo ima Lebesgue-Stieltjesova mjera ur. Jedinstvenost je pokazana

u dokazu teorema 1.76. pod (b.) O

Neka je (X,U) topoloski prostor, (X, .4, u) prostor mjere s Borelovom mjerom
p: A —[0,00], tj. B(X) C A. Cesto je potrebno Borelove skupove aproksimirati
s otvorenim ili kompaktnim skupovima. Pri tome se zeli da ta aproksimaciju bude
dobra u smislu da mjera aproksimiraju¢eg skupa bude dobra aproksimacija mjere
Borelova skupa. Neka je A C X Borelov skup (tj. A € B(X)). Ako je K kompaktan
skup, a U otvoren skup u X takav da je

KCACU,
onda je
p(K) < p(A) < u(U),
odakle dobivamo
sup {u(K): K C A, K kompaktan} < p(A) < inf {u(U): A C U, U otvoren}.

Definicija 1.78. Neka je (X,U) topoloski prostor, a (X, A, u) prostor mjere takav
da je B(X) C A. Za mjeru u kaZemo da je regularna ako za svaki Borelov skup B
vrijedi:
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(i) (regularnost izvana) pu(B) = inf {u(U) : B C U, U otvoren},
(ii) (regularnost iznutra) p(B) = sup {u(K) : K C B, K kompaktan} i
(i1i) (kona¥nost na kompaktima) u(K) < oo za svaki kompaktan skup K C X.

Dakle, mjera p je regularna ako se svaki Borelov skup moze proizvoljno dobro
aproksimirati izvana s otvorenim i iznutra s kompaktnim skupom.

Primjer 1.79. Lebesgueova mjera A : My — [0, <] je reqularna (propozicija 1.47.,
propozicija 1.50. i lema 1.74.).

Moze se pokazati da vrijedi (vidi npr. [2, Propozicija 1.5.6, str. 40]):

Teorem 1.80. Svaka konacna mjera u na (RY, Bga) je reqularna.
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2. Izmjerive funkcije

U teoriji mjere izmjerive funkcije imaju jednako vaznu ulogu kao §to je imaju
neprekidne funkcije u topologiji. U svrhu boljeg razumijevanje prvo ¢emo ponoviti
osnovne pojmove o proSirenom prostoru realnih brojeva R (koristi se i oznaka
[—o0, a]).

2.1. Topologija na R

Za bazu topologije na R uzimaju se svi otvoreni skupovi iz R kao i skupovi oblika
(a,00] := (a,00) U {oo} 1 [—00,b):={—00}U (—00,d).

Dakle, ako je neki skup otvoren u R onda se on moze zapisati u jednom od sljede¢ih
oblika:

U UU{-o0}, UU{x}, UU{—00,0}, gdje je U otvoren u R.
Propozicija 2.1. Neka je B(R) Borelova o-algebra na R. Tada je
B(R)={BUC: B € Bg,C C {—00,00}}.
Dokaz. (a) Prvo ¢emo dokazati inkluziju
{BUC: B € Bgr,CC{-00,00}} CB(R).

U tu svrhu dovoljno je pokazati da je Bg C B(R) i da su skupovi {—oo}, {oo} i
{—00, 00} sadrzani u B(R).

Neka je U familija svih otvorenih skupova u R, a U familija svih otvorenih
skupova u R. Kako je U C B(R) = o(U), to je Br = o(Ud) C B(R).

Skup [—00,00) je otvoren u R i zato je {oc} = R\[~00,0) € B(R). Sli¢no se
zakljuéuje da je {—oo} € B(R). Zato je i {—o0,00} € B(R).
(b) Trivijalno je pokazati da je familija {B UC : B € Bg,C C {foo,oo}} jedna
o-algebra na R. Ta familija sadrzi sve otvorene skupove u R, tj. U C {B Uuc:Be
Br,C C {—00,00}}. Zato je

B(R) =o(U) C {BUC: B e Bg,C C {—00,00}}.

2.2. Pojam izmjerive funkcije

Definicija 2.2. Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori, AC X skupif: A—Y
funkcija. Funkcija f je izmjeriva u paru o-algebri A i B ili krace A — B izmjeriva ako
je f71(B) € A za svaki B € B.
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Teorem 2.3. Neka su (X, A), (Y,B) i (Z,C) izmgerivi prostori, AC X i BCY.
Nadalje, neka je f : A —-Y A— B izmjeriva funkcija, a g : B — Z B —C izmjeriva
funkcija. Ako je f(A) C B, onda je kompozicija go f : A — Z A — C izmjeriva
funkcija.

Dokaz. Za svaki C € C je (go f)"*(C) = f~*(g7H(C)) € A, jer je g~ (C) € B.
O

U teoriji integracije zanimat ¢e nas samo one funkcije koje primaju vrijednosti u
skupu R ili R = [~00, 0c]. Pri tome se za B uzima Borelova o-algebra Bg, odnosno

B(R).

Definicija 2.4. Neka je (X, .A) izmjeriv prostor i A C X podskup od X .

Za funkciju f : A — R kaZemo da je A-izmjeriva ili krace izmjeriva ako je
f~1(B) € A za svaki skup B € Bg.

Za funkciju f : A — R kafemo da je A-izmjeriva ili krace izmjeriva ako je
f~1(B) € A za svaki skup B € B(R).

Ako je (X, A) = (R?, Bga), onda za izmjerivu funkciju kaZemo da je Borelova ili
izmjeriva u smislu Borela.

Ako je (X, A) = (R, Ms), onda za izmjerivu funkciju kaZemo da je Lebesgueova
tli izmjeriva u smislu Lebesguea.

Primjer 2.5. Neka je (X, A) izmjeriv prostor i A € A. Konstantna funkcija f :
A — R je A-izmjeriva. Zaista, pretpostavimo da je f(x) = yo za svaki x € A. Neka
je B € B(R). Ako je yo € B, onda je f~(B) = A € A. Ako yo € B, onda je
7i(B)=0€e A

Teorem 2.6. Neka su (X,A) i (Y,B) izmjerivi prostori, A C X izmjeriv skup i
f:A—=Y. Pretpostavimo da je £ familija podskupova odY takva da je B = o(E).
Funkcija f je A-B izmjeriva onda i samo onda ako je f~Y(E) € A za svaki E € £.

Dokaz. Ako je f A— B izmjeriva, onda je oc¢ito f~(E) € Azasvaki E € B = o(&),
pa je pogotovo f~1(E) € A za svaki F € £.

Dokazimo obrat. Neka je S := {E C Y : f~}(E) € A}. Prvo pokazimo da
je S o-algebra na Y: (o1) Kako je f~}(Y) = A€ A, toje Y € S. (02) Neka je
E € 8. Tadaje f7}(E°) = A\f~1(E) € A. (03) Neka je (E,) niz skupova iz S. Iz
jednakosti f_l(UZO:l En) =, fUE,) slijedi U2, E, € S.

Po pretpostavci je £ C S. Kako je 0(€) najmanja o-algebra koja sadrzi familiju
E,toje B=0c(E)CS. 0

Korolar 2.7. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A izmjeriv skup i f : A — R
fili f: A — R]. Nadalje, pretpostavimo da je £ familija podskupova od R [odnosno
od R] takva da je Br = o(€) [odnosno B(R) = o(£)]. Funkcija f je A-izmjeriva
onda i samo onda ako je f~Y(E) € A za svaki E € €.

Teorem 2.8. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A C X bilo koji podskup od X i
f:A—R [ili R] funkcija. Sljedede su turdnje ekvivalentne:
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(a) [ je A-izmjeriva.
(b) f~1(V) € A za svaki otvoren skup V u R [odnosno R].

(c) f~1(C) € A za svaki zatvoren skup C u R [odnosno R].

Dokaz. Neka je Y = R [odnosno R].

(b) = (c). Y je otvoren skup pa je A = f~1(Y) € A. Neka je C zatvoren skup
u Y. Tada je komplement Y'\C otvoren u Y, pa (b) povlaci f~1(Y\C) € A. Iz
jednakosti f~1(C) = A\ f~H(Y'\O) slijedi f~1(C) € A.

(c) = (b) Y je zatvoren skup pa je A = f~1(Y) € A. Ako je V otvoren skup u
Y, onda je komplement V¢ = Y\V zatvoren u Y. Tada (c) povlaci f~1(V¢) € A.
Zbog jednakosti f~H(V) = A\f~1 (V) je f~1(V) € A.

(a) = (b) Svaki otvoren skup V iz Y ujedno i Borelov skup, pa je f~1(V) € A.

(b) = (a) Za dokaz ove tvrdnje upotrijebit éemo korolar 2.7. Neka je V familija svih
otvorenih skupova u Y. Ta familija generira Borelovu o-algebru By, tj. By = o(V).
Iz pretpostavke (b) slijedi A = f~1(Y) e Ai f~1(V) € Azasvaki V € V. Prema
korolaru 2.7. funkcija f je A-izmjeriva. O

Korolar 2.9. Neka je (X,B(X)) izmjeriv prostor s Borelovom o-algebrom i neka
je A € B(X). Svaka neprekidna funkcija f: A — R [ili f: A — R] je izmjeriva.

Dokaz. Neka je Y = R [odnosno R]. Zbog neprekidnosti funkcije f za svaki otvoren
skup V u Y postoji otvoren skup U u X takav da je f~1(V) = ANU. Kako je
U € Bx, a A € By po pretpostavci, to je i f~1(V) € Bx. Tvrdnja slijedi iz
teorema 2.8.(b). O

Sljedeé¢i nam teorem govori da se izmjeriva funkcija definirana na izmjerivom
skupu moze definirati na razli¢ite nacine, §to se esto koristi u literaturi (vidi npr.
2, 11]).

Teorem 2.10. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A izmgjeriv skup i f : A —
[—00, 00]. Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) f je A-izmjeriva.

() {reA:fz)<t}ed, VteR.
(c) {zeA: fz)<tjecA VteR.
(d) {re A: f(z) >t} € A, VteR.

(e) {reA:f(x)>t}cA VteR.
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Na slici 7. ilustrirano je znacenje tvrdnje (d) .

kodomena

~

domena

Slika 7. Funkcija f je A-izmjeriva ako je zatamnjeno podrucje domene izmjeriv
skup za svaki t € R.

Dokaz. Ekvivalentnost tvrdnji (b)-(e) slijedi iz jednakosti

o0

{zreA:fx <t}—U{xeA:f(x)§t—%}
{red: flx)y>t} = Zl\{xeA flx) <t}
{zeA: fa >t}—[j{xeA:f(x)2t+%}

{red:fla)y<t}=A\{wed: flx)>t}

(a) = (b)-(e). Neka je t € R. Treba pokazati da je {z € A : f(z) < t} € A
Kako je [—o0,t] € B(R), 1szerlvost od f povlaci f~ 1([— 1)) € A. Iz jednakosti
fH (oo, t]) ={z € A: f(z) <t} slijedi {z € A: f(x <t}EA

(b)-(e) = (a). Prvo ¢emo pokazati da je familija
S:={BCR:fB)c A

o-algebra na R:

(01) Kako je f~1(R) = A € A, slijedi R € S.

(62) Neka je B € S. Tadaje f~1(B¢) = AN (f~4(B))" € A.

(03) Neka je (By,) niz skupova iz S. 1z jednakosti f ! ( U.—, Bn) =U,2, f4(Bn)
slijedi U,—, By, € S.
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Sada ¢emo pokazati da o-algebra S sadrzi {—oo}, {co} i Borelovu o-algebru Bg:
Kako je

H({-oo}) = ﬂ{xGAf )< -n}eAd

“1({oo}) = ﬂ{xGA f(z) >n} €A,

imamo da je {—oco}, {oo} € S. Nadalje, po pretpostavci familija S sadrzi sve in-
tervale oblika (—oo,t], ¢ € R. Ti intervali generiraju Borelovu o-algebru Br (teo-
rem 1.10.). Kako je Br najmanja o-algebra koja sadrzi sve takve intervale, slijedi
Br C S.

Prema propoziciji 2.1. svaki Borelov skup B € B(_) moze se zaplsatl kao B =
BUngJesuBEBR,CC{oooo} Kako je f~1(B) = f~Y(B)U f~1(C),
F~UB), f1C) € A, slijedi f~1(B) € A, tj. skup f~1(B) je izmjeriv.

Dgﬂ

Primjer 2.11. Sljedeci primjeri ilustriraju vaznost teorema 2.10.

1. Neka je (X, A) izmjeriv prostor i B C X . Karakteristi¢na funkcija xp : X — R
skupa B, definirana formulom

(2) = 1, akojex € B
XBW) =0, ako jex & B,
izmgeriva je onda i samo onda ako je B € A. Zaista, prema teoremu 2.10.

funkcija x g je A-izmjeriva onda i samo onda ako je {CE € X :xplx)> t} cA
za svaki t € R, a to je onda i samo onda ako je B € A.

2. Neka je I C R segment ili interval (otvoren ili poluotvoren), a f : I — R
rastuéa funkcija. Tada je {:E el: flx) < t}, t € R, Borelov skup (prazan
skup, jednoélani skup ili interval). To znaci da je f Borelova funkcija.

3. Stepenasta funkcija na skupu X je svaka funkcija f : X — [—00, 00| koja prima
samo konacéno mnogo razli¢itih vrijednosti.

Neka je (X, A) izmgjeriv prostor, a f : X — [—o00, 00| stepenasta funkcija koja

prima vrigednosti o, ... ,q,. Pomoéu teorema 2.10. lako je provjeriti da ce
[ biti A~izmjeriva onda i samo onda ako je {x € X : f(z) = a;} € A za svaki
t=1,...,n

Na str. 39. spomenuli smo da postoji Lebesgueov skup koji nije Borelov. Sada
¢emo dokazati tu tvrdnju.

Teorem 2.12. Bra C M+, 1j. postoji Lebesgueov skup koji nije Borelov.

Dokaz. Neka je ¢ : [0,1] — [0,1] Cantorova funkcija (vidi tocku 1.7.). Zbog
neprekidnosti funkcije ¢, za svaki y € [0, 1] postoji barem jedan z € [0, 1] takav da
je c(z) = y. Zato funkciju g : [0,1] — [0, 1] mozemo definirati na sljedeéi nacin:

g(y) :==infc ' (y) = inf {z € [0, 1] =y}
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Moze se pokazati da je g(y) € K, gdje je K Cantorov skup. Koristeéi neprekidnost
Cantorove funkcije ¢ sada je lako provjeriti da je ¢(g(y)) = y za svaki y € [0,1].
To znaci da je g injekcija. Nadalje, kako ¢ monotono raste, iz jednakosti ¢(g(y)) =
y, y € [0,1], slijedi da i ¢ monotono raste. Zato je g izmjeriva funkcija (vidi
primjer 2.11.(2)). Neka je A C [0, 1] neki skup koji nije Lebesgueov. Takav skup
postoji (primjer 1.49.). Neka je B := g(A). Zbog injektivnosti funkcije g je A =
g Y(B). Skup B je podskup Cantorova skupa, pa je Lebesgueov. Skup B nije
Borelov. Naime, u suprotnom bi prema definiciji izmjerive funkcije imali A =
g 1(B) € Bg, pa bi skup A bio Lebesgueov (propozicija 1.41.), §to je kontradikcija.

O

Korolar 2.13. Postoji podskup Cantorova skupa koji nije Borelov skup

Dokaz. Takav je skup B iz dokaza teorema O

2.3. Svojstva izmjerivih funkcija
Teorem 2.14. Neka je (X, .A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — [—00, 0]
bilo koje dvije A-izmjerive funkcije. Tada vrijedi:

a) {zeA: f(z) <g(zx)} € A,

) {zeA: f(z) <g(x)} €A,

) {z€A: fz)=g(x)} € A
Dokaz. Za dokaz ovih tvrdnji upotrijebit ¢emo teorem 2.10.
(a) Prvo treba uociti da je f(z) < g(z) onda i samo onda ako postoji racionalan

broj ¢ € Q takav da je f(x) < g < g(x). Zbog toga je

{zeA:fz }_U({xGA fl@)y<gin{zeA:qg<g(x )})

q€Q
odakle vidimo da se skup {:17 € A: f(zx ) } moze prikazati kao prebrojiva
unija skupova iz A, pa je {z € A: f(z) } e A

(b) Prema (a) je {z € A: g(z) < f(x)} € A. Sada iz jednakosti

{xeA f@) <glx)} =A\{z e A:g(zx) < f(x)}
slijedi {z € A: f(z) < g(x)} € A.
(¢) Tvrdnja slijedi lz( ), (b) i jednakosti
{zeA:fla)=g@)}={zecd: f(z)<gla)}\{ze€A: flx) <g(x)}.

d

Propozicija 2.15. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € Ai f: A — [—00,0]
bilo koja A-izmjeriva funkcija. Tada je i funkcija of, a € R, A-izmjeriva.
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Dokaz. Ako je a =0, onda je af = 0 konstanta pa je A-izmjeriva.
Za « # 0 imamo
t
{xEA:af(x)<t}:{:EEA:f(x)<E}, a>0

{xeA:af(:c)<t}:{x€A:f(:c)>é}, a<0.

Tvrdnja slijedi iz teorema 2.10. O

Neka su f,g : A — [—o00,00] dvije funkcije. Iz estetskih razloga funkciju
max{f,g} oznacavamo s f V g, a funkciju min{f,g} s f A g. Dakle, funkcije
fVg, fAg:A— [—00,00] definirane su formulama:

(fVg)(x) =max{f(z),g(x)}, (fAg)(x)=min{f(zx),g(x)}), z€A

Propozicija 2.16. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g : A —
[—00, 00] bilo koje dvije A-izmjerive funkcije. Tada su funkcije fNVg i fAg izmjerive.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 2.10. i identiteta:
{zeA:(fvy(z)<t}={zcA: flx)<t}n{zecA:g(x) <t}
{zeA:(fArg)z)<t}={zeA: flz)<tju{azeA:g(z) <t}

|
Za svaki niz (f,) funkcija f, : A — [—00,00] definiraju se funkcije sup,, fn,
inf,, fn, limsup,, fn,liminf,, f, : A — [—00, c0] formulama:
sup fn(z) = sup{fn(x) : n € N}, reA
inf f,(x) = inf{f,(x) : n € N}, reA
limsup fn(z) = inf { sup{f(z) : k > n}:n € N}, reA

liminf f,,(z) = sup { inf{ fi(z) : k > n} : n € N}, z €A

Dakle, limsup,, fn(x) je limes superior (najveéa tocka gomilanja) niza (f,(z)), a
liminf,, f,(x) je limes inferior (najmanja tocka gomilanja) niza (fy(z)) (vidi [6, str.
116]).

Primijetimo da je uvijek liminf, f, < limsup, f,. Moze se pokazati da je
liminf, f,(x) = limsup,, f»(x) onda i samo onda ako postoji lim,, f,(z) i vrijedi
lim,, f,(x) = liminf,, f,(z) = limsup,, f,(z). Dakle, domena funkcije lim, f, je
skup {z € A : liminf, f,(z)=limsup,, fn(z)}.

Propozicija 2.17. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i (f,) niz A-
izmjerivih funkcija fn, : A — [—00,00]. Tada vrijedi:

(a) Funkcije sup,, fr,inf, fr : A — [—00, 00] su A-izmjerive,

(b) Funkcije limsup,, fp,,liminf, f, : A — [—00, 00| su A-izmjerive,
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(¢c) Skup Ag := {x € A : liminf, f,(x) = limsup,, fn(x)} je izmjeriv. Funkcija
lim,, f,, : Ag — [—00, 0] je A-izmjeriva.

Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi iz teorema 2.10. i identiteta:
{z e A:sup fu(z) <t} = m {zeA: fulz) <t}
n n=1

{xEA:iIrllffn(x)Zt}:ﬂ{xeA:fn(x)Zt}.

(b) Za svaki k € N definirat éemo funkcije g, hi : A — [—00, 00]:
gk (x) :=sup{fn(x) :n >k}, hi(x):=inf{f.(x):n >k}, x € A.

Prema (a) te su funkcije A-izmjerive. Stoga su, isto prema tvrdnji (a), izmjerive i
funkcije inf,, gn,sup,, h,. Sada tvrdnja slijedi iz jednakosti limsup,, f,, = inf,, g, i
liminf,, f,, = sup,, ~n-

(¢) Iz tvrdnje (b) i teorema 2.14.(c) slijedi izmjerivost skupa Ag. Sada iz jednakosti

{z € Ay :lim fr(z) <t} = AgN{z € A:limsup fn(z) <t}

slijedi A-izmjerivost funkcije lim,, f,, : Ay — [—00, 00]. O

Akosu f,g: A — [—00, 00| dvije funkcije, onda zbroj f+g ne mora biti definiran.
To je stoga jer nisu definirani zbrojevi co + (—00) i (—00) + co. Medutim, ako obje
funkcije primaju vrijednosti iz skupa [0, 00), (—00, 00] ili [—00, 00), onda je definiran
zbroj f + g. U iskazu sljedeée propozicije ograni¢avamo se na skup [0, oo, iako je
iz dokaza jasno da ¢e tvrdnja vrijediti ako se za kodomenu funkcija uzme (—o0, 00|
ili [—00, 00).

Propozicija 2.18. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — [0, 0]
bilo koje dvije A-izmjerive funkcije. Tada je i funkcija f + g A-izmjeriva.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti teorem 2.10. Uocimo da je (f + g)(z) < t onda i
samo onda ako postoji racionalan broj ¢ € Q takav da je f(z) < ¢ig(z) <t—gq.
Zbog toga je

{xEA:(f+g)(:17)<t}:U[{xEA:f(x)<q}ﬂ{x€A:g(:1:)<tqu. (2.1)
9€Q

Skupovi {z € A : f(z) < q}, {# € A: g(z) < t—q}, ¢ € Q, su A-izmjerivi
(teorem 2.10.), pa je i skup {x € A : (f + g)(z) < t} kao prebrojiva unija njihovih
presjeka takoder A-izmjeriv. O

Propozicija 2.19. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — R
bilo koje dvije realne i A-izmjerive funkcije. Tada vrijedi:
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(a) Funkcija af je A-izmjeriva za svaki realan broj o,

(b) Funkcija f + g je A-izmjeriva,

(¢) Funkcija f — g je A-izmjeriva,

(d) Funkcija |f|* je A-izmjeriva za svaki realan broj oo > 0,
(e) Funkcija fg je A-izmjeriva,

(f) Skup Ao := {x € A : g(x) # 0} je izmjeriv. Funkcija
Zmjeriva.

Q [~

:A0—>Rj€./4-

Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 2.15.

(b) f i g su realne funkcije pa se ne javlja problem sa zbrojevima oo + (—00) i
—00) + 0o. Zato identitet (2.1) vrijedi za svaki z € A.

(
(c) Kako je f — g = f + (—g), tvrdnja slijedi iz (a) i (b).
(d) Uocimo da vrijedi:
zat>0: {zeA:|f(x))*<t}={recA:—t"* < fz) <t}
={zeA: /e < f@)}n{zeA: f(z) < tl/o‘}
zat<0: {zeA:|f(zx)*<t}=0
i zato tvrdnja slijedi iz teorema 2.10.
(e) Ova tvrdnja slijedi iz tvrdnji (a)-(d) i jednakosti fg = ((f +9)? — f* — ¢%).
(f) A-izmjerivost skupa Ay slijedi iz identiteta:
Ap={r e A:g(zx)#0}={zxecAd:g(x) >0} U{r e A:g(z) <0}

Kako je

{xEAO:JgC(—ggt} = ({JiEAO:g(:E)>O}ﬁ{x€A0:f(x)§t~g(x)}>
U({x €Ap:glx)<0}n{zecdy: flz) > t-g(w)}),
iz (a) i teorema 2.14.(b) slijedi A-izmjerivost funkcije 5. O

Za svaku funkciju f : A — [—o00,00] definiraju se funkcije |f|, fT,f~ : A —
[0, 0] formulama:

[fl@) =1f(@)],  f(2) =max{f(x),0}, [ ()

Funkcija fT zove se pozitivni dio funkcije f, a f~ zovemo negativni dio funkcije f.
Uocite da vrijedi:

—min{ f(z), 0}, x € A

fl=fr+f  f=r=f
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Slika 8. Funkcije f, fTi f~.

Propozicija 2.20. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A —
[—00, 00| funkcija. Funkcija f je A-izmjeriva onda i samo onda ako su funkcije
fT i f~ A-izmjerive.

Dokaz. Neka je f A-izmjeriva funkcija. Kako je fT = fVO0, f~ = (=f) V0, te
kako je konstanta A-izmjeriva funkcija, prema propoziciji 2.16. obje funkcije fT i
f~ su A-izmjerive.

Obratno, pretpostavimo da su f* i f~ A-izmjerive funkcije. Prema propozi-
ciji 2.15. funkcija — f~ je A-izmjeriva. Iz jednakosti f = fT+(—f7) lako se zakljuci
da ni za jedan z € A zbroj f*(z) + (—f~(z)) nije nedefiniranog oblika co + (—o00)
ili (—o0) 4+ co. Zato identitet (2.1) vrijedi za svaki € A i daljni dio dokaza je u
potpunosti identi¢an s dokazom propozicije 2.18. O

Propozicija 2.21. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A —
[—00, 00| funkcija. Tada vrijedi:

(a) Neka je B C A izmjeriv skup. Ako je funkcija f A-izmjeriva, onda je i
restrikcija fip : B — [—00,00] izmjeriva funkcija.

b) Neka je (By) niz skupova iz A takav da je A = |, B,,. Ako je izmjeriva
J P J n=1 J ]
svaka restrikcija f|p, : Bn — [—00,00], n € N, onda je izmjeriva i funkcija f.

Dokaz. Tvrdnje slijede iz sljede¢ih jednakosti:
() {zeB: figlx) <t}=Bn{zecA: f(z) <t}

) {weA:fx)<ty=|J{ze€Bn: fin, ()<t}
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2.4. Jednostavne funkcije

U primjeru 2.11. definirali smo stepenastu funkciju i karakteristi¢nu funkciju skupa.
Zbog izuzetne vaznosti tih pojmova u teoriji integracije, ponovit ¢emo definicije.
Stepenasta funkcija na skupu A je svaka funkcija f: A — [—00, 00] koja prima
samo kona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti.
Neka je A C X podskup od X. Karakteristicna funkcija skupa A je realna
funkcija x4 : X — R definirana formulom

() = 1, akojex € A
XAWT =1 o, ako je v & A.

Karakteristi¢na funkcija svakog skupa je stepenasta.

Neka je (X,.A) izmjeriv prostor, A C X izmjeriv skup i f : A — [—00, 0]
stepenasta funkcija koja prima vrijednosti a, . . . , a,. Pomocu teorema 2.10. lako je
provjeriti da ¢ée f biti A-izmjeriva onda i samo onda ako je {x eA: f(x)= ai} ceA
za svakii=1,... ,n.

Konaé¢nu i izmjerivu stepenastu funkciju zovemo jednostavna funkcija. Pre-
ciznije:

Definicija 2.22. Neka je (X,.A) izmjeriv prostor, A C X podskup od X i f: A —
R stepenasta i A-izmjeriva funkcija. Tada kaZemo da je f jednostavna funkcija s
obzirom na izmjeriv prostor (X, .A) ili krace jednostavna funkcija.

Svaka jednostavna funkcija f : A — R dopusta prikaz u obliku
f=2 aixa, (22)
i=1

gdje su Ai,..., A, C X disjunktni i izmjerivi skupovi takvi da je A = JI_; 4;,
a ai,...,ap su razliGiti realni brojevi. To se dobiva za {ai,...,a,} = f(4) i
Ai = fHa;) ={z € A: f(z) = a;} € A Takav prikaz zove se standardni prikaz
jednostavne funkcije.

Sljedeéi teorem govori nam da su jednostavne funkcije “po totkama guste” u
prostoru svih izmjerivih funkcija.

Teorem 2.23. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [0, 0]
izmjeriva funkcija. Tada postoji niz (fr) jednostavnih funkcija frn, : A — [0,00) sa
sljedecim svojstvima:

(a) 0 < fi(z) < fa(z) < ... < f(x) za svaki x € A,
(b) Niz funkeija (fn) konvergira po tockama prema funkciji f, tj.
lim f,(x) = f(2) za svaki x € A.

(c) Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (fr,) konvergira
uniformno prema funkciji f na cijelom skupu K.
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Dokaz. Za svaki prirodan broj n definirajmo izmjerive skupove

k—1 k k-1 k
k= =1 —1) = : < — =1,2,... "
F, = ffl((n,oo]).
Za svaki n € N skupovi AL, A2 ... ,AZTL,F,I medusobno su disjunktni, izmjerivi

su i njihova unija daje skup f~!((0, oc]). Stavimo

G = A\ ((0,00]) = /7(0).

Slika 9. U ovom primjeru skup A* = {x €A % < flx) < 2%} je unija tri
intervala.

Neka su f,, : A — [0,00), n € N, jednostavne funkcije definirane formulom

n2" E—1
fn:Z XA’:L+nXFn'

2n
k=1

Uocimo:
1. Ako je z € G, onda je f(z) = fn(z) =0.

2. Ako je z € Ak onda je

3. Ako je x € F,,, onda je fp(x) =n < f(z).
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Sada ¢emo dokazati tvrdnje teorema:

(a) Pomoéu jednakosti

1<k<n2"

k-1 k1  (2k—2 2k—1 2%k —1 2k
( on 27] _<2n+1 ’ 2n+1} (2n+1 ’2n+1}’

(n,o00] = (n,n+ 1] U (n+ 1, 0]

dobivamo:
Ako je z € Ai’fﬁl = f_l((éﬁ—ﬁ, %ﬁ—ﬂ]), onda je r € AF = f_l((k{nl, 2%]) i zato
je fl(@) = fasi(2) = 5+

Ako je z € An+1 = f- ((22@—111,23%]» onda je r € AF = f—l((k2—n172k7]> i
zato je fn(x) = kgnl < 22&11 frt1(2).

Akojex € f71 (n—i—l oo) onda je fp(z) =n<n+1= fori(x).

Akojex € f~! ( n,n + 1] ), onda je fn(z) =n < foy1(x).
Time smo dokazali tvrdnju (a).

(b) Ako je f(z) = 0o, onda je x € ()o—; Fy i zato fp(z) =n — 0o = f(x). Ako je
0 < f(z) < o0, onda je z € G ili postoji dovoljno velik ng takav da je 0 < f(x) <n
za svaki n > ng, pa je zato x € Aﬁ za svaki n > ng ineki 1 < k < n2". U oba
slucaja je

0SS~ fule) S 50 m20,

odakle slijedi lim,, o f(z) = f(z). Time smo dokazali da niz (f,) konvergira po
tockama prema funkciji f.

(¢) Ako je f omedena na skupu K C A, onda postoji dovoljno velik ngy takav da je
0 < f(z) < ng za svaki x € K i svaki n > ng. Zaklju¢ujuéi na potpuno isti nacin
kao pod (b), dobivamo da je

0< flz) = fale) <

x e K,n>ng,

[\3|)_|

odakle slijedi da niz funkcija (f,,) konvergira uniformno prema funkciji f na cijelom
skupu K. O

Teorem 2.24. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—00, 0]
izmjeriva funkcija. Tada postoji niz (fy) jednostavnih funkcija f, : A — (—00,00)
sa sljedeéim svojstvima:

(a) f1(z) < fa(z) < ... < f(x) za svaki x € A,
(b) Niz funkeija (f,) konvergira po tockama prema funkciji f, tj.

lim f,(x) = f(x) za svaki x € A.

n—oo
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(¢) Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (fy,) konvergira
uniformno prema funkciji f na cijelom skupu K.

Dokaz. Dovoljno je modificirati dokaz teorema 2.23. tako da se na samom pocetku
za svaki prirodan broj n dodaju izmjerivi skupovi

k& K
Ak= f_l((2—n, le]) ={zeA: o0 < flz) <

F_p = f([~o0,n]).

—k+1

5 b, k=1,2,...,n2"

Dalje se zakljucuje na potpuno isti nacin. O

Korolar 2.25. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—00, 0]
funkcija. Funkcija f je A-izmjeriva onda i samo onda ako postoji niz jednostavnih
funketja koji konvergira obic¢no (po tockama) prema funkciji f na cijelom skupu A.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 2.23. i propozicije 2.17. O

2.5. Svojstvo ,,skoro svuda”

Definicija 2.26. Neka je (X, A, p) prostor mjere, a T C X podskup od X. Ako
neka tvrdnja ili svojstvo vrijede za sve x € T osim za x € N, gdje je N C T
zanemariv skup, onda kaZemo da ta turdnja ili svojstvo vrijedi p-skoro svuda na T
ili p-gotovo svuda na T'.

Ako je iz konteksta jasno na koju mjeru p i na koji skup T mislimo, onda
koristimo krace mazive: skoro svuda ili gotovo svuda.

Za oznacavanje svojstva koje vrijedi skoro svuda koristi se kratica (s.s.).

Prisjetimo se da je skup N C X zanemariv ako postoji izmjeriv skup Z (tj.
Z € A) takav da je N C Z i u(Z) = 0. Dakle, zanemarivi skupovi su podskupovi
izmjerivih skupova mjere nula. Svaki skup mjere nula ujedno je i zanemariv, a
zanemariv skup ne mora biti izmjeriv. Ako je prostor (X,.A, u) potpun, onda je
svaki zanemariv skup ujedno i izmjeriv (vidi tocku 1.9.).

Primjer 2.27. Sljedecéi primjeri ilustriraju upotrebu izraza skoro svuda i kratice

(s.s.):

1. Za funkcige f,g : X — R kaZemo da su jednake skoro svuda i pisSemo f =
g (s.s.) ako je skup {x € X : f(x) # g(x)} zanemariv.

2. Kazemo da niz (f,) funkcija fr, : X — R konvergira skoro svuda prema
funkeiji f : X — R i pisemo lim, f,, = f(s.s.) ako postoji zanemariv skup
N C X takav da niz (fn(2)) konvergira i da je lim, o fn(x) = f(x) za svaki
x € X\N.
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Teorem 2.28. Neka je (X, A, p) prostor mjere, A C X podskup od X , (Y, B) izmje-
riv prostor i f : A — Y neka A — B izmjeriva funkcija. Nadalje, neka je g: A —Y
bilo koja druga funkcija takva da je g = f (s.s.). Ako je mjera p potpuna, onda je
funkcija g izmjeriva.

Dokaz. Skup N = {z € A : g(z) # f(z)} je zanemariv pa postoji izmjeriv skup
Z € Atakav daje N C Z i u(Z) = 0. Treba pokazati da je g~1(B) € A za svaki
Be B.

Neka je B € B. Tada iz jednakosti

g 'B)={rcA:g(zx)eB}={recZ°NA:g(x) e Byu{r e ZnA:g(z) € B}
={zxeZ°NA: fx) e BfU{zr e ZNA:g(x) € B}
=(f'B)Nz°NA) U (g (B)nZNA)

slijedi g~!(B) € A. Naime, kako je g~'(B)NZ N A C Z, zbog potpunosti mjere
wie g (BynZn A € A. Nadalje, zbog A — B izmjerivosti funkcije f imamo
A fY(B)e Apaje f1(B)nZ°NAc A 0

Korolar 2.29. Neka je (X, A, u) prostor mjere, A C X podskup od X i f: A —
[—00, 00| izmyjeriva funkcija. Nadalje, neka je g : A — [—00,00] bilo koja druga
funkeija takva da je g = f(s.s.). Ako je mjera p potpuna, onda je funkcija g
Zmjeriva.

Korolar 2.30. Neka je (X, A, n) prostor mjere, A C X podskup od X i (f,) niz
izmjerivih funkcija fr, : A — [—00,00] koji konvergira skoro svuda prema funkciji
f:A—[—00,00]. Ako je mjera u potpuna, onda je f izmjeriva funkcija.

Dokaz. Po pretpostavci je lim,, f, = f (s.s.) pa je skup
N ={z € A:lim f,(z) ne postoji ili je lim f,(z) # f(z)}

zanemariv. U svakoj drugoj tocki z € A\N je f(z) = lim,, f,(z) = liminf,, f,(x).
Prema propoziciji 2.17. funkcija liminf, f, : A — [—00, 0] je izmjeriva. Dakle,

f(z) = liminf,, f,(x) za svaki z € A\N. Prema teoremu 2.28. funkcija f je izm-

jeriva. O

Primjedba 2.31. Twrdnje korolara 2.29. (stoga i teorema 2.28.) i korolara 2.30.
ne moraju vrijediti ako mjera p nije potpuna. Evo primgjera:

Neka je (X, A, i) nepotpun prostor mjere, a N zanemariv skup koji nije izmjeriv.
Karakteristicna funkcija xn : X — R je skoro svuda jednaka nul funkciji 0 : X —
R. Nul funkcija je izmjeriva, a xn nije. Time je pokazano da ne vrijedi tvrdnja
korolara 2.29. Ne wvrijedi ni tvrdnja korolara 2.30. jer niz funkcija Cija je svaka
funkcija jednaka nul funkciji (koja je izmjeriva) konvergira skoro svuda funkciji x
koja nije izmgeriva.

Teorem 2.32. Neka je (X, A, i) upotpunjenje prostora mjere (X, A, n), A C X
podskup od X i f : A — [—00, 00| funkcija. Funkcija f je A, -izmjeriva onda i samo
onda ako postoje A-izmgjerive funkcije fo, f1: A — [—00,00] takve da vrijedi:
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(1) fo(z) < f(z) < fi(z) za svaki x € A,
(ZZ) fo = f1 /L-(S.S.).

Dokaz. = Pretpostavimo da postoje A-izmjerive funkcije fo, f1 sa svojstvima (i)
i (ii). Prema (ii) skup N = {& € A : fo(z) # fi(z)} je p-zanemariv pa postoji
p-izmjeriv skup Z € A takavdaje N C Ziu(Z)=0. Tadajei p(Z) =0paiz (i) i
(ii) dobivamo f = fo fi-(s.s.). Nadalje, zbog A C A,,, svaka A-izmjeriva funkcija je
i A,-izmjeriva (vidi definiciju 2.4.). Dakle, imamo da je fy A,-izmjeriva funkcija i
f = fo fi-(s.s.). Prema korolaru 2.29. funkcija f je A,-izmjeriva.

< Neka je f A,-izmjeriva funkcija. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka: (a) f je
jednostavna funkcija, (b) opéi slucaj.

(a) Neka je f = Y7 a;xa,, gdje su skupovi Ay,..., A, C X disjunktni i -
izmjerivi skupovi, a ag,... ,a, realni brojevi. Tada postoje skupovi C1,...,C), C
XibBy,...,B, C X takvi da je

Funkcije fo,f1 : A — (—00,00) definirane formulama fo := > " aixe, 1 fi =
Yo, aixp, imaju svojstva (i) i (il): Svojstvo (i) je ocigledno. Nadalje, skup N :=
U (Bi\C}) je p-zanemariv i fo(z) = fi(z) za svaki x € A\N, pa vrijedi (ii).

(b) Neka je fp, : A — (—00,00), n € N, niz rastuc¢ih jednostavnih funkcija koji
konvergira funkciji f. Prema teoremu 2.24. takav niz postoji. Prema (a) za svaki
n € N mozemo odabrati A-izmjerive funkeije fon, fin : A — (—00,00) takve da
vrijedi:

(%) Jon(®) < fa(@) < fin() za svaki @ € A,

(%%) fon = fin p-(s.s.).
Funkcije fo := limsup,, fo, i f1 := liminf,, fi1, imaju svojstva (i) i (ii). Zaista, iz
(%) slijedi

fo(z) <limsup f,(z) = liminf f,(z) = liminf f,(x) < fi(x) za svaki z € A.

Nadalje, kako je prebrojiva unija zanemarivih skupova takoder zanemariv skup, iz
(%) i (>x) dobivamo

fo(x) =limsup fr,(z) = 1imninf fnlx) = limninf fulz) = fi(x) (s.s.).

n
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Zadaci.
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Neka je X = {0,1, 1,5}, €= {{0},{3,1}.{3}}. Sa A= 0(€) oznacit éemo
o-algebru generiranu familijom €. Je li funkcija f : X — R, f(z) = ——

. . . 1+m ’
izmjeriva?

. Neka je (N, 2Y) izmjeriv prostor. Dokazite da je izmjeriva svaka funkcija f :

N —R.
(Uputa: Zasvakit € Rje {neN: f(n) <t} CN.)

. Neka je (X,.A) izmjeriv prostor i D C R gust skup na R. Dokazite da je

f: X — [—00,00] izmjeriva onda i samo onda ako je {r € X : f(z) >d} € A
za svaki d € D.

(Uputa: Ako je f izmjeriva, onda je {z € X : f(x) > d} € A za svakid € D
(teorem 2.10.). Obratno, neka je t € R. Skup D je gust na R pa zato za svaki
n € N postoji d, € DN (t,t + 1/n). Kako je

{xEX:f(:z:)>t}:U{:z:GX:f(x)>dn}€.A,

n=1

funkcija f je izmjeriva.)

. Neka je (X, .A) izmjeriv prostor, f : X — R funkcija, Bgr Borelova o-algebra

na Ri€& = {(a,00) : a € R}. Dokazite: (a) Ako je f~*(E) € A za svaki
E € &, onda je f~1(B) € A za svaki B € Bg, tj. f je izmjeriva funkcija. (b)
Neka su p, v dvije konaéne mjere na (R, Bg) takve da je u(f~1(E)) = v(E)
za svaki E € €. Tada je u(f~*(B)) = v(B) za svaki B € Bg.

(Uputa: (a) Kako je Bgr = o(C), tvrdnja slijedi iz korolara 2.7. (b) Familja £
je m-sistem koji generira B € Bgr. Tvrdnja slijedi iz korolara 1.36.)

. Neka su (X, .A4) i (Y,B) prostori mjere i f : X — Y izmjeriva funkcija u

paru o-algebri (A, B). Da li familija svih skupova oblika f(A), A € A, tvori
o-algebru na Y7

(Uputa: Opcenito ne. Evo primjera: Neka je X =Y = N. Za c-algebru A
uzmite bilo koju g-algebru razlicitu od {f), N}, a f neka bude konstanta.)

. Neka je f : R — R derivabilna funkcija. Dokazite da je njezina derivacija

f: R — R izmjeriva funkcija.

(z) = f(I+11/772—f(I)

(Uputa: Za svaki n € N funkcija g, je izmjeriva. Prema

tvrdnji (¢) propozicije 2.17. tada je izmjeriva i funkcija lim,, g, = f'.)

. Dokazite da izmjerivost funkcije | f| opéenito ne povlaci izmjerivost funkcije f.

(Uputa: Prema teoremu 2.12. postoji skup B C R koji nije Borelov. Neka
f:R — Rglasi f = xp — xBe. Funkcija |f| je konstanta (|f] = 1) pa je
izmjeriva. Medutim, f nije izmjeriva jer f~1(1) = B nije Borelov skup.)
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8. Dokazati da za sve A, B C X i o, 8 € R vrijedi:
(a) xac =1—xa. (b) xanB = x4 XB- (¢) xXauB =Xa+XB — X4 XB- (d)
axa + Bxs = axa\s + (@ + B)xans + Bxm\a- (€) [xa — xB| = xaas, gdje
je AAB = (A\B) U (B\A) simetri¢na razlika.

9. Neka je A=A U...UA,. Tada je A° = A{ N ...N AS. Dokazati:
xa=1-xae=1-(1-xa,)(1-xa,)

Mnozenjem faktora na desnoj strani dobiva se

n

XA = Z(*l)rfl Z XA; 0.0 A,

r=1 1<i1<ig<...ip<n
(Uputa: Upotrijebite formule iz zadatka 8.)

10. Neka je (A;) niz medusobno disjunktnih skupova iz A. Pokazatida je xj=  a, =
Z’?Lozl XAn N



87

3. Integracija izmjerivih funkcija
Fundamentalni pojam integrala definira se samo za izmjerive funkcije. Konstrukcija
se radi u tri koraka: Prvo se definira integral za nenegativne jednostavne funkcije.

Zatim se pojam integrala prosiruje na nenegativne izmjerive funkcije. U trecem
koraku pravi se proSirenje na skup svih izmjerivih funkcija.

3.1. Integral nenegativne jednostavne funkcije

Ako se radi o nenegativnoj elementarnoj funkciji f : R — R, integral treba zamisljati
kao povrsinu izmedu grafa krivulje i z-osi.
Motivirani time uvodimo opcéenitu definiciju:

Definicija 3.1. Neka je (X,3, ) prostor mjere, a f : X — [0,00) jednostavna
nenegativna funkcija s prikazom

f=Y"ixa, (3.1)
=1

gdje su A1, ..., A, € X disjunkini skupovi i aq, ... , o, nenegativni realni brojevi.

(I) Broj

[ fdn =Y auntar) (3.2)

zove se integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili kraée integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp < co.
(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj
[ fin= [xerin=Y a0 p) (3.3)
2 i=1
zove se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru u ili krace integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdp < cc.

Za integral [ fdu se koriste i sljede¢e oznake:

/X fau. [ f@)dut), /X F(@)du().
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Slika 10. ilustrira ideju definicijske formule (3.2).

Qo L f
| |
| [
| [
a1 L - | |
| | | |
Qa3 | ~ [
\/:I < [ I
N S I I
I =< I B T
- =<
I | L7
| [ | oS
| | | | | |
Ay Ay As

Slika 10. U ovom primjeru je f = aixa, + QaX 4, + a3X4,, gdje su Ay, Ag, As
segmenti na R, a mjera pu je Lebesgueova mjera A na R. Integral
[ fax= Zf’zl a;A(A;) jednak je zbroju povrsina pravokutnika na slici.

Uocimo sljedece:

1. Prikaz (3.1) i desna strana od (3.2) neée se promijeniti ako izbacimo ¢lanove
gdje je a; = 0. Pojasnimo: Ako je u(A;) = 0, onda je sve jasno. Ako je
1(A;) = oo, po dogovoru (vidi tocku 1.2.) je a; - u(A;) = 0.

2. Ocito je 0 < [ fdu < oo.

3. Ocito je [ fdp < oo onda i samo onda ako je p(4;) < oo za svaki «; strogo
vedi od 0. Uzimanjem unije svih takvih skupova A; vidimo da je [ fdu < oo
onda i samo onda ako je u({z € X : f(z) > 0}) < co. Drugim rije¢ima,
integral je konacan onda i samo onda ako funkcija iS¢ezava izvan nekog skupa
konaé¢ne mjere.

4. Ocito je [ fdp = 0 onda i samo onda ako je p(A;) = 0 za svaki a; strogo veéi
od 0. Uzme li se unija svih takvih skupova A;, vidimo da je [ fdu = 0 onda
i samo onda ako je pu({z € X : f(z) > 0}) = 0. Drugim rije¢ima, [ fdu =0
onda i samo onda ako funkcija is¢ezava izvan nekog nul skupa (skupa mjere
nula).

Prvo $to treba napraviti je pokazati da integral f fdu ne ovisi o izboru prikaza
(3.1) (Pomoéu disjunktnih izmjerivih skupova i nenegativnih koeficijenata). U tu
svrhu pretpostavimo da je f = Y.7" | Bixs,, gdje su By,...,B,, € ¥ disjunktni
skupovii f1,...,Bm > 0, neki drugi prikaz od f.

Iz prikaza (3.1) mozemo eliminirati one skupove A; za koje je ; = 0; a iz drugog
prikaza mozemo eliminirati skupove B; za koje je 5; = 0. Bez smanjenja opc¢enitosti,
pretpostavimo da je to veé¢ napravljeno u oba prikaza. Tada je (J;_, A; = U;nzl B;
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(={z € X : f(x) > 0}). Zbog toga, ako je A; N B; # 0, onda je a; = ;.
Zahvaljujuéi tome i o-aditivnosti mjere p dobivamo

i=1 i=1 Jj=1 =1 Jj=1
= ZZOQM(Az N B]) = ZZﬂJN(Az n BJ)
i=1 j=1 i=1 j=1
=8> wAinB) =3 Bn(B; (U A) =D Bin(By),
Jj=1 =1 Jj=1 =1 Jj=1

Time smo pokazali da integral [ fdu ne ovisi o izboru prikaza (3.1). Zato
nadalje, kad god je to potrebno, mozemo smatrati da se radi o standardnom prikazu
(skupovi Ay, ..., A, su disjunktni, a a1, ..., a, > 0 razli¢iti realni brojevi)

Primjer 3.2. Neka je f = xg : R — R tzv. Dirichletova® funkcija, a za mjeru
uzmimo Lebesgueovu mjeru A.

(a) Kako je [ xodh=1-AQ)=1-0=0, xq je integrabilna (na R).

(b) Neka je E C R bilo koji izmjeriv skup, npr. segment [a,b]. Tada je

/XQd/\:/xEXQd)\:/XQmEd/\:1-)\(QHE):1-0:0.
E

Dakle, xq je integrabilna na svakom izmjerivom podskupu £ C R.

Prisjetimo se da xq nije integrabilna w smislu Riemanna ni na jednom segmentu.

Neka je (X, X, u) prostor mjere. Skup svih nenegativnih jednostavnih funkcija
definiranih na X oznacavat ¢emo sa Fi (X, X, u) ili krade sa Fi. Skup Fj nije
vektorski prostor, ali ima sljedeca svojstva:

Propozicija 3.3. Neka su f,g € F1 (X, 2, 1) i o > 0 realan broj. Tada vrijedi:
(a) of € Fu(X.E.p)
(b) f+g€F(X,5,p).
(¢c) f<g=g—fecF(X,%,pn).

(d) fVvg, fAgeFi (X5 pn).

8Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 -1869), njemacki matematicar.
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Dokaz. Tvrdnja (a) je ocigledna.
(b) - (d). Neka je

n
f=> aixa, (3.4)
i=1
gdje su Ay,..., A, € ¥ disjunktni skupovi i a1, ... ,a, nenegativni realni brojevi.
Sli¢no, neka je
m
9= Bixs, (35)
i=1
gdjesu By, ... , B, € ¥ disjunktni skupovi, a (1, ... , O, nenegativni realni brojevi.

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je X = (J_; 4; = U;nzl B;.
Uocimo da je

n

X:XmX:(UAQﬂ(OBQz U “inB)

i=1 j=1 1<i

i da su skupovi 4; N B; medusobno disjunktni. Nadalje, ako je x € A; N B;, onda
je ocito (f +¢g)(x) = a; + Bj, (g — NHlx) = B —a; >0, (fVvgz)= maX{Oéi,ﬂj} i
(fAg)(z) = min{ai,ﬁj}. Zato je

FHg=Y (ai+B)xans, (3.6)
1<i<n
1<j<m

g—f= > (B —ai)xans,
1<i<n
1<j<m

fVvg= Z max{a;, 5;}xa,nz,
1<i<n
1<j<m

fAg= Z min{ai,ﬁj}XAiﬁBﬁ

1<i<n
1<j<m

odakle slijede tvrdnje (b) - (d). O
Teorem 3.4. Neka su f,g € F(X, X, 1) i @ > 0 realan broj. Tada vrijedi:

(a) [afdp=ca [ fdu (homogenost).

(0) [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdp (aditivnost ).

(¢c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).
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Dokaz. Neka su f i g zadane s (3.4) i (3.5).
(a) [afdp= [ (3L, aqixa,)dp =300, aqip(Ai) = a Yl cq(A;) = a [ fdp.

(b) Zahvaljujuéi tome $to integral ne ovisi o prikazu jednostavne funkcije, mozemo
uzeti da je f + g zadana s (3.6). Dobivamo:

/ (Fradn= 3 (i+8uAinB) =Y an(AnB)+3Y Bu(4inB)
1<i<n 1<i<n 1<i<n
1<j<m 1<5<m 1<5<m

= ZaiZM(Ai N B;) + ZﬁjZM(Ai N B;)
=1 j=1 =1 =1

=Y ain(AiN (UfLy By)) + Y Bin(Bj N (U A7)

i=1 j=1
=Y (AN X)+ Y Biu(B;NX) =D ay(A) + Y Bn(By)
i=1 j=1 i=1 j=1

=/fdu+/gdu

(c) Kako je g — f € Fy(X, %, ) (propozicija 3.3.), to je [(g — f)du > 0. Sada
pomocu (b) dobivamo: [ gdu = [(f +(g—f))dp = [ fdu+ [(g— f)dp > [ fdp. O

Sljedeta lema govori nam kako se jednostavno mogu generirati mjere:

Lema 3.5. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f € F(X,3, u) nenegativna jed-
nostavna funkcija. Funkcija m : 3 — [0, 00] zadana formulom

m(E) r=/ fdp = /XEfdM» Eecx
E
je mjera na X.

Dokaz. Neka je f zadana s (3.4). Tada je
fxe =) oixaxe=Y axane, EeX.
i=1 i=1
Skupovi A;NE € ¥, i=1,...,n, medusobno su disjunktni i zato je

m(E) = Z%‘M(Ai NE). (3.7)
i=1

Ocito je m nenegativna funkcija i m(f)) = 0. Preostaje pokazati da je m o-aditivna
funkcija. Neka je (Fg,k € N) niz disjunktnih skupova iz ¥. Pomoéu (3.7) i o-
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aditivnosti mjere p dobivamo

m( U Ek) = Z%N(A m U B ) ZO‘ZM U (A; ﬁEk))
k=1 i=1 k=1
:iaziu/l NEg) = mialuAlﬁEk)
i=1 =1 k=1 i=1

M

m(Ey)

>
Il

1
d

Teorem 3.6. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f, fr, € F+(X, 3, 1), n € N, ne-
negativne jednostavne funkcije sa sljedeca dva svojstva:

(i) fn < fny1 za svakin € N,
(ii) (fn) konvergira po tockama prema f, tj.

lim f,(x) = f(z) za svakiz e X.

Tada je

/ fdp = lim / Fodp.

Dokaz. Primjenom teorema 3.4. izlazi

/ﬁdug/fzdus...s/fdu,

lim [ fudp < / fdu.

pa vidimo da je

Preostaje dokazati obrnutu nejednakost. U tu svrhu dovoljno je dokazati da za

svaki e € [0,1) vrijedi
: / fdu < lim / Fudi,

jer se granicnim prijelazom ¢ — 1 dobiva obrnuta nejednakost.
Neka je € € [0,1). Definirajmo skupove

E,={zeX:ef(x) < fu(x)} €%, n € N.

Niz (fn) je monotono rastuéi, pa je zato (FE,) uzlazan niz skupova. Sada ¢emo
pokazati da je X = |J,,cyy En- Za to je dovoljno pokazatida je X C (J, oy En. Zaista,
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kada bi postojao neki x € X\ |,y En, onda bi za svaki n € N bilo f,(z) < ef(x),
odakle bi se prijelazom na limes n — oo dobilo f(x) < ef(x). Zbog e < 1 to bi
znacilo da je f(z) < f(z), sto je kontradikcija.

Neka je m : ¥ — [0,00] mjera iz leme 3.5. Primjenom propozicije 1.18.(iii)
dobivamo lim m(E,) = m(X), tj.

n—oo

Jin [ fe,do= [ sn (3.8)
Nadalje, iz definicije skupa E,, lako je provjeriti da vrijedi

EfXEn ana n € N.

e/n&ms/nm

odakle graniénim prijelazom n — oo i sluzeéi se s (3.8) dobivamo

€/fdu§ lim /fndu.

Zato je (teorem 3.4.)

O

Primjedba 3.7. Teorem 3.6. ne vrijedi ako se izostavi uvjet monotonog rasta niza
funkcija (fy). Evo dva primjera:

1. Neka je A Lebesgueova mjera na R. Definirajmo nenegativne jednostavne
funkcije: f =0, f, = %X[_n,n], n € N. Tada je lim,_, fn, = f, a ipak je
limy, oo [ fndXA=2%#0= [ fdA.

2. Neka je X =R, a p Lebesgueova mjera A. Definiragte: f =0, fn = Xn,nt1)
n € N.

Teorem 3.6. nece vrijediti ako se uvjet monotonog rasta niza funkcija (f,) zamijent
uvjetom monotonog pada. Zaista, neka je X = [0,00), fn(x) = 1/n, n € N. Tada
niz (fn) monotono pada i konvergira prema f = 0, a ipak je lim,,_, oo f fnd\ =00 #

0= [ fdA.

3.2. Integral nenegativne izmjerive funkcije

Neka je (X, X, u) prostor mjere. Svaka Y-izmjeriva nenegativna funkcija f : X —
[0, 00] moze se aproksimirati s nenegativnom jednostavnom funkcijom g € Fy, g < f
(vidi teorem 2.23.). To nam daje ideju da prosirimo integral na skup svih nenega-
tivnih izmjerivih funkcija. Imamo sljedecu definiciju:

Definicija 3.8. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [0,00] nenegativna
Y-izmjeriva funkcija.
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(I) Broj

/fmu=mm{/ﬁwug€fﬁg§f} (3.9)

zove se integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili kraée integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdu < oco.

(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

téf@u:/kamu (3.10)

zove se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili kraée integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdp < cc.

Za integral f fdu koriste se i sljedeé¢e oznake:

[ tan [ s@aa. [ @i

Lako je vidjeti da je ova definicija konzistentna s definicijom 3.1., tj. ako je
f € F4 jednostavna nenegativna funkcija, onda se vrijednost integrala dobivena po
ovoj definiciji podudara s vrijednosc¢u iz definicije 3.1.

Ideja definicijske formule (3.9) ilustrirana je na slici 11.

0<g<f f

Slika 11. Nenegativna Y-izmjeriva funkcija f aproksimirana je s funkcijom
g € F4. Mjera p je Lebesgueova mjera A na R. Integral [ gdA (povrsina ispod
grafa funkcije g) aproksimacija je integrala [ fdA.
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Definicija 3.8. daje proSirenje integrala na skup svih nenegativnih ¥-izmjerivih
funkcija.

Uoc¢imo da iz definicije 3.8. slijedi monotonost integrala. Zaista, ako je f < g,
onda je

{/hduzheﬁ,hgf}g{/hdu:heﬂ,hgg},

odakle slijedi

/fdu:sup{/hdﬂzhe.ﬂr, hgf}gsup{/hdﬂzheﬁ,hgg}z/gdu.

Sada ¢emo pokazati da to proSirenje ima svojstva iz teorema 3.4. te da se moze
poopéiti teorem 3.6. Za to nam treba sljedeca propozicija:

Propozicija 3.9. Neka je (X, 3, u) prostor mjere. Ako je (fy) rastuci niz funkcija
iz Fy koji konvergira prema Y-izmjerivoj funkciji f: X — [0,00], onda je

/ fdp = lim / Fodp.

Dokaz. Po pretpostavci je 0 < f,, < fn4+1, n € N, pa monotonost integrala povlaci

OS/ﬁAMS/ﬁwﬂm neN.

To znacidaje ( [ fndp) rastuéiniz pa zato u [0, 0o] postojilim, oo [ fadp. Nadalje,
prema definiciji 3.8. je

lim hwé/ﬂw

Preostaje dokazati obrnutu nejednakost. U tu svrhu dovoljno je dokazati da za
svaku funkciju g € Fy, g < f, vrijedi

/gdu < lim /fndu~

Neka je g € F funkcija takva da je g < f. Tada je g A f, € F4 (propozicija 3.3.),
a (g A fn) je rastudi niz funkcija iz F;. Osim toga je lim, (g A f) = ¢g. Prema
teoremu 3.6. je

/gdu = lim /(g A fn)dp.

Kako je g A fn < fn, monotonost integrala povlaci [(g A fn)dpu < [ fndu. Dakle,
[ 9dp <limp_oo [ frdp. O

Teorem 3.10. Neka je (X,X, u) prostor mjere, f,g: X — [0, 00] nenegativne %-
izmjerive funkcije i a > 0 realan broj. Tada vrijedi:
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(a) [afdp=«a [ fdu (homogenost).

(b) [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdp (aditivnost).

(¢c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).
Dokaz. Monotonost integrala smo ve¢ dokazali.

(a) - (b). Odaberimo rastuée nizove (fy) i (gn) funkcija iz F, takve da je f = lim,, f,
i g = limy, g,. Takvi nizovi postoje (vidi teorem 2.23.). Tada su (afy) i (fn + gn)
rastudi nizovi funkeija iz Fy i pri tome je af = lim,(af,,), f+ g = lim,(fn, + gn)-
Pomoéu propozicije 3.9. te homogenosti i aditivnosti integrala na F (teorem 3.4.)
dobivamo

/ozfdu: lim /ozfndu:a lim /fndu:oz/fdu

[t g1 = 1w [+ grau=tin ([ sudi+ [ guan) = [ sa+ [ g

d

Propozicija 3.11. Neka je (X, %, ) prostor mjere, f,g: X — [0, 00] nenegativne
1 L-izmjerive funkcije. Tada vrijedi:

(a) [ fdp=0<+= f=0 (s.s.).
(b) Ako je f =g (s.s.), onda je [ fdu = [ gdp.

Dokaz. (a) Neka je [ fdu = 0. Treba pokazati da je A:={zx € X : f(z) #0} € X
zanemariv skup. Kako je A € X, to znaci da treba pokazati da je pu(A4) = 0.
Definirajmo skupove

An::{xeX:|f(:c)|2%}, neN.

Uocimo da je A =~ A,.
Iz nejednakosti x4, < |f| pomocu teorema 3.10.(c) dobivamo

l/L(An) = / lendu < /Ifldu =0,
n n
odakle slijedi p(A,) = 0. Zato je 0 < p(A) = pu(U,—; An) < >o02, 1(A,) = 0.

Obratno, neka je f = 0 (s.s.). Odaberimo bilo koji rastuéi niz ( f,,) funkcija iz F4
koji konvergira prema funkciji f. Tada je ocito f, = 0 (s.s.) za svaki n € N. Zato
je [ fadp = 0 za svaki n € N (vidi 4. komentar neposredno nakon definicije 3.1.).
Sada pomocu teorema 3.6. dobivamo [ fdp = lim, .o [ fndp = 0.

(b) Neka je A:={z € X : f(x) = g(x)}. Skup A° je zanemariv pa zato postoji
B € ¥ takav da je A° C Bi u(B) = 0. Neka je D := B¢ C A. Tada su fxp i
gxp izmjerive funkcije. O¢cito je fxp = gxp. Nadalje fxp =0 (s.s.) igxp =0
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(s.s.). Zato prema (a) imamo [ fxpdu = [ gxpdp = 0. Sada pomocéu teorema 3.10.
dobivamo

/fdu :/(fXD + fxs)dp :/ fxpdp :/ gxpdp :/(ng + gxB)du :/ gd.

O

U teoriji integrala od izuzetne je vaznosti tzv. Levijev? teorem koji nam gov-

ori da na skupu svih nenegativnih i izmjerivih funkcija integral i limes rastuéeg

niza funkcija ,,komutiraju”. Pri tome je dopusteno mijenjanje grani¢ne funkcije na
zanemarivom skupu.

Teorem 3.12. (Levijev teorem o monotonoj konvergenciji) Neka je (X, X, u)
prostor mjere, a f : X — [0,00] X-izmjeriva funkcija. Nadalje, neka je (f,) niz
Y-izmjerivih funkcija fr, : X — [0, 00] sa sljededa dva svojstva:

(i) fn < fot1 (s.8.) za svakin € N,

(it) limy,—oo fn=f (s.5.).
Tada je

/ fdp = lim / Fodp.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka.

(a) Pretpostavimo da je f,, < frni1, n € N, te da je lim, o0 frn = f.
Po pretpostavci je 0 < f1 < fo < ... < f, pa monotonost integrala povlaci

/flduf/fzdug...g/fdu.

To znaéi da je ([ fndp) rastudi niz pa zato postoji limy,—.oo [ fndp i pri tome je

lim [ fudp < / fdu.

n—oo

Dokaz obratne nejednakosti [ fdp < lim,_.o [ fndp provoden je u dokazu propozi-
cije 3.9.
(b) Skupovi Ny := {z € X : lim, fo(2) # f(x)} € i N, :={z € X : fp(x) >
fnt1(z)} € B, n € N, su zanemarivi. Zato je i skup B :=J,_, N, € ¥ kao unija
zanemarivih skupova takoder zanemariv. Kako je B € ¥, to je u(B) = 0.

Na skupu A := B¢ je limy o0 frn = f 1 fro < for1, n € N. Zbog toga ée na
cijelom skupu X biti f,xa < fori1xa zasvakin € Nilimy, o fnxa = fxa. Prema
(a) je

Jim anAdu=/fXAdu-

Kako je f = fxa (s.8.) 1 fn = faxa (s.8.) za svaki n € N, iz propozicije 3.11.(b)
dobivamo [ fdu = [ fxadui [ fodp= [ faxadp, n € N. O
9Beppo Levi (1875 - 1961), talijanski matematicar.
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Primjer 3.13. Neka je X = [0,1], a p neka bude Lebesgueova mjera A. Pokazat
éemo da je

lim V1—22d)\ =1.

neeJo)

Definirajmo niz funkcija (fy,) formulom:

folz) = V1 —2a2, x € [0,1].

Kako je 1 — x? <1 za svaki z € [0,1], niz (f,) monotono raste:

fo(z) = V1—22< "1 —22= f1(x).

Nadalje, za svaki z € [0,1] je

1, ako je xz €0,1)

0, adkojex=1 = X[0,1)()-

f(z):= lim f,(z)= lim V/1—2a? :{
n—oo
Pomoéu teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

lim V1—22d)\ = /X[O,l)d)\ =1.

Primjedba 3.14. Levijev teorem o monotonoj konvergenciji opcenito ne vrijedi
za Riemannov integral. Evo primjera: Neka je X = [0,1]. PoslaZimo racionalne
brojeve iz skupa [0, 1]NQ u niz q1, g2, g3, - - . . Kako je Q prebrojiv skup, to je mogude.
Sada definirajmo funkcije f, : X — R:

[ 1, akojexe{q,... . qn}
Inlz) = {O, inace.

Niz (fn) monotono raste, limy, f, = xjo,1jnq- Osim toga, za sve x € [0,1] i za svaki
neNje0< fo(z) <1.

Svaka funkcija f, je R-integrabilna, fol [n(x)dx = 0, ali granicna funkcija x[0,1n0
nije R-integrabilna.

Teorem 3.15. (Levijev teorem za redove) Neka je (f,) niz X-izmjerivih funkcija
fn: X —[0,00]. Ako red )", fn konvergira, onda je

J ()= [ gudn:
n=1 n=1
Dokaz. Primijenite teorem 3.12. na funkcije s, := >.;_, fi (n-ta parcijalna suma
reda ) fn)is:=lim, . s, (suma reda). O

Primjedba 3.16. Zbog propozicije 3.11.(b) dovoljno je da red ), fn konvergira
skoro svuda.
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Korolar 3.17. Neka je f : X — [0,00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor
mjere (X, %, n). Funkeija m : ¥ — [0, 00] definirana formulom

miE) = [ fdu= [xefan B
E
je mjera na X.
Dokaz. m(0) = [ xgfdu = [ 0du = 0. Neka su Eq, E», ... disjunktni podskupovi

iz ¥. Tadared ), xp, f konvergira prema funkciji XU, B, /- Primjenom teorema
3.15. dobivamo

m(;_le”> :/XUZ‘;IEnde /iXEnfd,U ni:l/XEnfdu nio:lm(En).

d

Za razliku od Riemannovog integrala, integral po mjeri dobro se ponaSa prema
grani¢nom prijelazu. Pri tome se viSe ne moramo ograni¢avati na monotono rastuce
nizove funkcija, kao $to je slucaj u Levijevu teoremu. O tome nam govori sljedeca
tzv. Fatouova!® lema.

Teorem 3.18. (Fatouova lema) Neka je (X,X,u) prostor mjere, a f : X —
[0,00] @ fr : X — [0,00], n € N, E-izmjerive funkcije. Ako je f =liminf, f, (s.s.),
onda je

/fdugliminf/fndu.

Dokaz. Neka je g, := inf{f; : k > n}, n € N. Tada je g, : X — [0, 00] E-izmjeriva
funkcija (propozicija 2.17.), niz (g,) je monotono rastuéii g, < f,. Po pretpostavci
je f =liminf, f, = lim, g, (s.s.).

Pomoc¢u teorema 3.12. dobivamo

/ fdp = lim / gndp.

Preostaje pokazati da je

lim [ g,dp <lim inf/fndu = lim inf { /fkdu k> n}

n—oo

Zaista, kako je g, = inf{fx : k > n}, to je gn < fr za svaki k > n. Sada zbog
monotonosti integrala imamo

/%ms/nw, Vk > n,

10Pjerre Joseph Louis Fatou (1878 - 1929), francuski matematicar
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odakle slijedi

/gnduginf{/fkdu:an}.

Zato je

lim gndp < lim inf { / fedp k> n} = lim inf/fndu.

n—oo

O

Primjer 3.19. Sljedec¢i primjeri pokazuju nam da se u Fatouovoj lemi moZe javiti
stroga nejednakost:

(a) Neka je fn = Xinn+1)- Tada je liminf, f, =0, a J fadX =1.
(b) Ako je fn =nx(0,1/n), onda je J fadX =1, liminf, f, = 0.
Teorem 3.20. (Cebisevljeva!' nejednakost) Neka je (X,X,u) prostor mjere,

f X — [0,00] T-izmjeriva funkcija i p € (0,00) fiksan broj. Za svaki t > 0
definiragmo Y-izmjeriv skup Ay := {x € X : f(x) > t}. Tada je

p(Az) < tip/fpxmdu < tlp/fpdu. (3.11)

Dokaz. Iz nejednakosti 0 < tPxa4, < fPxa, < fP zahvaljuju¢i monotonosti inte-
grala (teorem 3.10.(c)) dobivamo

/ Py, dpt < / Freadp < / fPdu.

Kako je [tPxa,dp = t?p(A;), dobiva se tvrdnja teorema. O

Korolar 3.21. Neka je (X, X, 1) prostor mjere. Ako postoji strogo pozitivna i in-
tegrabilna funkcija f: X — (0,00], mjera u je o-konacna.

Dokaz. Treba pokazati da postoji niz (A,,) skupova iz ¥ takav da je X = J,—_; A,
iu(A,) < oo zasvakin e N.

Neka je A, := {x eX: f(x)> %}, n € N. Prema Cebisevljevoj nejednakosti
imamo p(A,) <n [ fdu < oo. O

UTaduyTuii JIbBoBuu Yebbimes (1821-1894), ruski matematicar.
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3.3. Integral izmjerive funkcije

Definicija 3.22. Neka je (X, X, ) prostor mjere, a f : X — [—00, 00] L-izmjeriva
funkcija.

(I) Ako je barem jedan od brojeva [ f*du i [ f~du konacan, onda se definira

broj
/fdu = /f*du—/f_du (3.12)

i zovemo ga integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili krace integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdu konacan.
(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Ako je definiran integral fXEfd,U; onda broj

/Efdu ::/fodu (3.13)

zovemo integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili krace integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdp < cc.

Jednostavno se provjerava da je ova definicija konzistentna s definicijom 3.8.

Uoc¢imo da je funkcija f integrabilna onda i samo onda ako su oba integrala
[ fTdu i f~dp konaéna.

Za integral [ fdu se koriste i sljede¢e oznake:

[ tan [ f@aa. [ @i

Primjedba 3.23. Neka je f : X — [—o0, 0] X-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi

(i) Integral [ fdu definiran je onda i samo onda ako postoje L-izmjerive funkcije f1, f2 :
X — [0, 00] takve da je f = fi — f2 i da je barem jedan od integrala [ fidu i [ fadp
konacan.

(i1) Funkcija [ integrabilna je onda i samo onda ako postoje Y-izmjerive funkcije f1, f2 :
X — [0,00] takve da je f = f1 — f2 i da su oba integrala [ fidy i [ fadp konacna.

Stovise, pri tome je
/fduz/fldH*/fQ du. (3.14)

Dokaz. U obje tvrdnje ocigledan je smjer = .

< Neka je f = f1 — f2, gdje su fi, f2 : X — [0, 00] B-izmjerive funkcije. Iz f = f1 — fa
slijedi f+ < f1 i f~ < fa. Zato je

[rrans [fan<o & [rans [pdi<o
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(i) Po pretpostavci je barem jedan od integrala f frdp @ f fadp konacan. Iz gornjih nejed-
nakosti slijedi da je definiran integral [ fdpu.

(ii) Po pretpostavci su konacna oba integrala [ fidu i [ fadp. Iz gornjih nejednakosti
sligedi da su konacna oba integrala ff*du i [ fdu. Dakle, f je integrabilna.

Preostaje dokazati (3.14). Iz jednakosti f = fi—fa = fT—f slijedi f1+f~ = fT+fa
(To je ocigledno ako su sve vrijednosti fi(x), f2(z), f(x) i f~(x) konacne. Pazljivijim
promatranjem lako je provjeriti da posljednja jednakost vrijedi i u slucaju kada meki od
brojeva fi(z), f2(x), f(z) ili f~(x) nije konacan). Iskoristimo li svojstvo aditivnosti in-
tegrala (teorem 3.10.) dobivamo

[ fidus [ 5du= [ rrau+ [ pan

odakle zbog konacnosti svih integrala slijedi

[tau= [ stan= [ 5 au= [ sdu~ [ radn

Lema 3.24. Neka je (X, X, u) prostor mjere. X-izmjeriva funkcija f : X — [—00, 00]
integrabilna je onda i samo onda ako je [ |f|dp < co.

Dokaz. Kako je |f| = f*+ f, imamo fT, f~ < |f|. Nadalje, prema teoremu 3.10.

je
[l [rraws [ran & [ [ans i

odakle vidimo da je f integrabilna (oba integrala [ f*du i f~dp su konacna) onda
i samo onda ako je [ |f|du < oco. O

Propozicija 3.25. Neka je (X, X, p) prostor mjere, a f : X — [—00, 00] X-izmjeriva
funkcija. Ako je f integrabilna, onda vrijedi:

(a) f(x) € R (s.s.). Preciznije, p({x € X : |f(z)] = o0}) =0.

(b) Skup {x € X : f(x) # 0} je o-konacan.

Dokaz. Prema lemi 3.24. je [ |f|du < oc.

(a) Neka je B := {z € X : |f(z)] = o0} € X. Treba pokazati da je u(B) = 0.
Uoc¢imo da za svaki n € N vrijedi nejednakost nyp < |f|, pa monotonost integrala
daje nu(B) = [nxpdu < [|f|du. Dakle,

S 1fldp

w(B) < -

odakle se dobiva

0.

0 < u(B) < lim [111dn =

n— o0 n
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(b) Neka je A:={xz € X : f(z) # 0}. Treba pokazati da se skup A moze prikazati
kao prebrojiva unija nekih skupova kona¢ne mjere. Uocimo skupove A, := {CE €
X :|f(z)] > 1}, n € N. Iz nejednakosti 2y 4, < |f| dobivamo

n

1 1
S = [ Txadus [ 17l <o,
odakle slijedi p(A4,) < co. Nadalje, kako je A =J, A,, skup A je o-konacan. O

Teorem 3.26. Neka je (X, %, p) prostor mjere, a f,g : X — [—00,00] dvije 3-
izmjerive funkcije takve da je f = g (s.s.). Ako je definiran integral [ fdp, onda je
definiran i integral [ gdp i pri tome je

/fdu /gdu

Dokaz. Iz f = g (s.s.) slijedi f* =g (s.s.) i f~ = g~ (s.s.). Prema propozi-
ciji 3.11. imamo [ frdp= [gtdui [ f~du= [ g dp.

Neka je definiran integral [ fdu, tj. neka je konacan barem jedan od integrala
Jffdp i [ f~dp. Tada je konacan barem jedan od integrala [g¢Tdu i [g¢~ du
Dakle, definiran je [ gdu i pri tome je [ fdu = [ gdu.

Teorem 3.27. Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f : X — [—o00,00] B-izmjeriva
funkcija. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(a) f=0 (s.s.).
(b) [1fldp=0.
(¢c) [ fxadp =0 za svaki A € X.

Dokaz. (b) = (a). Ako je [|f|du = 0, propozicija 3.11. povlaéi |f| = 0 (s.s.), pa
je stogai f =0 (s.s.).

(a) = (c). Ako je f =0 (s.8.), onda je fxa =0 (s.s.) za svaki A € ¥, i zato je
J fxadp =0 (teorem 3.26.).

(¢) = (b). Pretpostavimo da je [ fxadu =0 za svaki A € . Tadaza A = X
dobivamo [ fdp = 0.

Neka je Ay := f~1([0,00]) € . Tada je po pretpostavci [ fxa,dp = 0. Kako
je f+ = fXon imamo ff+d,LL = ffXAodu =0.

Sada iz jednakosti [ fdu = [ fTdu— [ f~du slijedi [ f~du = 0.

Dakle, [|fldu = [ f*du+ [ f~du=0. O

Teorem 3.28. Neka je (X,X,u) prostor mjere, f : X — [—o00,00] B-izmjeriva
funkcija i a € R. Tada vrijedi:

(a) Ako je definiran integral [ fdp, onda je definiran i integral [ ofdp i vrijedi

/afdu: oz/fdu. (3.15)
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(b) Ako je f integrabilna, onda je i af integrabilna funkcija i pri tome vrijedi
gornja formula.

Dokaz. (a) Neka je definiran integral [ fdu. Tadaje [ frdu < ooili [ f~du < co.
Akoje 0 < a < 00, onda je (af)T = afti(af)” = af~. Pomocu tih jednakosti
i teorema 3.10. dobivamo

/(af)+du = /aﬁdu = a/ﬁdu
Jen = [ardu=a [ 1an

odakle zaklju¢ujemo da barem jedan od integrala [(af)"dp i [(af)” dp mora biti
konacan. Dakle, definiran je integral [ afdu. Nadalje, vrijedi

/afdu= /(af)+du—/(af)_du=a(/f+du—/f_du) =a/fdu~

Ako je —0o < a < 0, onda je (af)t = —af~ i (af)” = —afT. Da bi se
dokazala tvrdnja dovoljno je postupiti na isti nac¢in kao u slucaju 0 < a < o0.

Slucaj a = 0 je trivijalan.

Time je dokazano da je definiran integral [ o fdp i da vrijedi (3.15).
(b) Ako je f integrabilna funkcija, onda su konacna oba integrala [ ftdui [ f~dp
pa je prema ve¢ dokazanoj tvrdnji (a) definiran integral [ o fdp i vrijedi jednakost
(3.15). Iz (3.15) slijedi integrabilnost funkcije af. 0

Teorem 3.29. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] B-izmjerive
funkcije. Tada vrijedi:

(a) Ako su definirana oba integrala [ fdu i [ gdp i ako su oni istog predznaka u
sluéaju da su oba beskonaéna, onda je definiran i integral [(f + g)du i vrijedi

[t +91u= [ san+ [ gan (3.16)
(b) Ako su f i g integrabilne, onda je i f + g integrabilna funkcija @ pri tome
vrijedi gornja formula.

Dokaz. (a) Pazljivim promatranjem dolazi se do zakljucka da se uz navedene
pretpostavke mora pojaviti jedan od sljedeca dva slucaja:

(i) [frdu<ooi [g du <oo. (ii) [fTdp <ooi [ghdp < oc.
(i) Slucaj [ f~du <ooi [g-du < co. Neka je
Bi={xeX: f(z) #—o0 & g(x) # —oo}.
Tada je
B={zeX: f(x)=—-0}U{zre X gx)=—ox}
={zeX:f(x)=c}U{zre X g (z) =00}
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Primjenom propozicije 3.25.(a) na funkcije f~ i g~ dobivamo
p{re X fr@=0o})=0 & p({zreX g (r)=oc}) =0.
Zato je pu(B€) = 0. Definirajmo funkcije F, G : X — (—o00, 00]:
F:=fxp, G:=gxs.
Prednost funkcija F,G u odnosu na funkcije f,g je ta sto je F' + G definirana u

svakoj tocki skupa X, dok to ne mora biti slu¢aj s funkcijom f + g.

Uocimo da zbog u(B¢) = 0 vrijedi F + G = f + g (s.s.). Zahvaljujuéi tome,
prema teoremu 3.26. dovoljno je pokazati da je definiran integral [(F + G)du te da
je [(F+ G)dp = [Fdu+ [ Gdp.

IzF=Ft—F <FtiG=Gt -G <Gt dobivamo F +G < Ft + G™.
Zato je (F + G)T < F* + GT. Pomocu te nejednakosti iz

x) F4+GT—(F+G) =F+G=F"+GH - (F +G7)
dobivamo

(F+G) =F+@)"—(Ft+GH+(F +G)<F +G,
odakle slijedi

/(F+ G) du < /F*du+/07du < 0.

Dakle, definiran je integral [(F + G)dpu.
Iz (%) slijedi (F+G)t+F~+G~ = (F+G)” +F"+G*, papomocu teorema 3.10.
dobivamo

/(F+G)+du+/F‘du+/G_du:/(F+G)‘du+/F+du+/G+d,u.

Svi integrali [(F + G)~du, [ F~dp i [ G~du su konacni pa iz gornje jednakosti
dobivamo

/(F+G)du:/F*duf/Ffdqu/G%duf/G*du:/qu+/Gdu.

(ii) Slucaj [ f*dp < ooi [ gtdp < oo. Treba postupiti sliéno kao pod (i).

(b) Neka su f i g integrabilne funkcija. Tada su konaéna oba integrala [ fdu
i [ gdp konacna, pa prema tvrdnji (a) vrijedi (3.16). Pazljivim pregledavanjem
dokaza tvrdnje (a) lako je zakljuciti da je f + g integrabilna funkcija. O
Teorem 3.30. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] B-izmjerive
funkcije takve da je f < g. Ako su definirana oba integrala [ fdu i [ gdu, onda je

/ fdu < / gdp. (3.17)
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Dokaz. Iz f < g=g" — g~ < g* slijedi f* < g™.
Sliéno, iz —g < —f = f~ — fT < f~ slijedi g~ < ™.
Zbog toga vrijedi:

/f*du < /g+du (3.18)

/g‘du < /f‘du. (3.19)

Barem jedan od integrala [ f*du i [ f~du mora biti konacan. Isto tako, barem
jedan od integrala [g¢gTdu i [ ¢~ dp mora biti konacan. To je stoga jer se pret-
postavlja da su definirana oba integrala [ fdu i [ gdpu.

Dakle, ako je [gtdy = oo i [ f~du = oo, onda mora biti [¢~dp < oo i
J fTdp < oo. Tada u (3.17) imamo strogu nejednakost.

Preostaje razmotriti slucaj kada je barem jedan od integrala [g*du i [ f~du
konacan.

Ako je [ f7du < oo, onda iz (3.19) slijedi [ g~ du < oo. Dakle, obje strane
nejednakosti (3.19) su konaéni brojevi. Zato od (3.18) smijemo oduzeti (3.19).
Dobiva se nejednakost (3.17).

Ako je [gTdu < oo, onda iz (3.18) slijedi fTdu < co. U ovom slucaju prvo
(3.19) pomnozimo s —1, a zatim dodamo (3.18). Opet dobivamo nejednakost (3.17).
To smijemo napraviti jer se s obje strane nejednakosti (3.18) nalaze kona¢ni bro-
jevi. O

Teorem 3.31. Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f : X — [—o00,00] B-izmjeriva
funkcija. Ako je definiran integral [ fdu, onda je

‘/fdu’ S/Ifldu- (3.20)

Jool-lfro-fraf<|fral-|fro
= [rrans [rdu= [0+ 5 du= [ 11

Skup svih funkcija f : X — R integrabilnih s obzirom na prostor mjere (X, ¥, p)
oznac¢avamo sa L£'(X, %, u). Koristit ¢emo jos i oznake £, £1(X) ili £}(u). Tako
npr. ako je iz konteksta jasno sto su skup X i o-algebra X, dovoljno je koristiti
oznaku £'(1) da ne bi bilo zabune o kojoj mjeri se radi.

Dokaz.

Kao direktnu posljedicu teorema 3.28., teorema 3.29. i teorema 3.30. dobivamo
sljedeéi teorem:
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Teorem 3.32. Neka je (X,3, ) prostor mjere, f,g : X — [—00,00] integrabilne
funkcije i a € R. Tada su funkcije af i f + g integrabilne i pri tome vrijedi:

(a) [afdu= o [du (homogenost).
(b) [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdp (aditivnost).
(¢c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).
Dakle, £! je realan vektorski prostori, a integral je linearni funkcional.

Teorem 3.33. (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji)
Neka su f, fn : X — [—00,00], n € N, E-izmjerive funkcije i neka je g : X — [0, 0]
integrabilna funkcija. Ako su ispunjeni sljedeci uvjeti:

(ii) Funkcije f, su dominirane funkcijom g, tj.

[fnl <g (s.8.) za svakin € N,

onda su sve funkcije f i f,, n € N, integrabilne i vrijedi

/fdu:nllngo/fndu. (3.21)

Dokaz. Sto se tice integrabilnosti funkcija f, f., n € N, i jednakosti (3.21), zah-
valjujuéi teoremu 3.26., mozemo pretpostaviti da je f = lim,, f,, 1 |fn] < g, n € N.
Uocimo da je tada |f| = |lim, f,| = lim, |f.| < g. Iz tih nejednakosti dobivamo

[is1au [1dans [oan<oe, e

To znaci da su integrabilne sve funkcije f, f,,, n € N (lema 3.24.).

Preostaje dokazati jednakost (3.21). Radi boljeg razumijevanja prvo éemo se
prisjetiti da je uvijek liminf,, f, < limsup,, f,, te da je liminf, f,, = limsup,, f»
onda i samo onda ako postoji lim,, f,, i vrijedi lim,, f, = liminf,, f, = limsup,, f».
Nadalje, za svaki niz (a,) realnih brojeva vrijedi lim sup,, @, = — liminf,, (—«,).

Iz | fn] < g slijedi 0 < g + fn, g — fn, odakle pomoéu Fatouove leme dobivamo

/ gdp £ / fdpu < lim in / (g £ fo)dp.

Ove nejednakosti mozemo zapisati kao

/gdu:l:/fduS/gdu—i—lin%inf(:l:/fndu).

Integral [ gdp je konacan pa smijemo kratiti. Dobivamo

+ / Fdu < limninf(i / fndu>,
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odnosno
hmsup/fndug /fdug limninf/fndu,
odakle slijedi
hmsup/fndu: /fdu:hmninf/fndu.
Time je dokazana jednakost (3.21). 0

Primjer 3.34. U primjeru 3.13. pokazano je da vrijedi:

lim V1—22d\=1,
X

n—oo

gdje su X =[0,1], a A\ Lebesgueova mjera.
Ta se jednakost mozZe dobiti i pomocu Lebesgueova teorema o dominiranoj kon-
vergenciji. U tu svrhu dovoljno je wociti da je

fulz) = V1 —22<1=:g(x), x €[0,1], neN,
i da je funkcija g integrabilna, f[0,1] gd\ = f[O,l] 1d\ = 1.

Primjedba 3.35. Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji opéenito ne vri-
jedi za Riemannov integral. Za kontraprimjer moZe se uzeti niz funkcija (f,) kon-
struiran u primgjedbi 3.14. Taj niz funkcija je dominiran integrabilnom (u smislu
Riemanna) funkcijom g = 1.

Teorem 3.36. Neka su f, fr, : X — [—00,00], n € N, S-izmjerive funkcije. Ako je
Sooc [ faldp < oo, onda vrijedi:

(a) Red ", fn konvergira (s.s.).
(b) Ako je f=73", fn (s.5.), onda je

/(gfn>du=§/fndu-

Dokaz. (a) Neka je g = > 07, |fa| : X — [0, 00]. Pomoéu teorema 3.15. i propozi-
cije 3.11. dobivamo [ gdu =07, [ |faldp < co. Zato je g(z) € R (s.s.) (propozi-
cija 3.25.(a)), odnosnored Y > | f,, konvergira apsolutno skoro svuda, pa konvergira
skoro svuda.

(b) Neka je s, = Y p_q fx, n € N. Tada je [s,| < g (s:8.) 1 limy oo sy =
[ (s.s.). Primjenom teorema 3.33. dobivamo [ fdp = lim,_ [ spdu, odnosno

f (Zzozl fn>dM = fo:l f Jndp. O
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Zadaci

1. Neka je (N, 2N, i) prostor s mjerom prebrojavanja, tj. 1(A) je broj elemenata
skupa A C N, i f: N — [0, 00]. Dokazite da je [ fdu=> ", f(n).

(Uputa: Ako je f =xa, ACN, onda je [ xadu = p(A)=>" xa(n). Ako
je =7, arxa, jednostavna funkcija, onda je

/fdu :Zak/mdu =SS xam =33 arxa, ) =3 Fn).
k=1 k=1 =1 n=1

n=1 k=1

f(n), akojen <k
0, akojen>k.
Tada je (gx) rastuéi niz nenegativnih jednostavnih funkcija, gx < gr+1 < f, 1

U opéem slucaju prvo éemo definirati funkeije g (n) := {

pri tome je limy_.o0 g5 = f. Cak vide, [ grdp = Zﬁzl f(n). Pomoéu teorema
o monotonoj konvergenciji dobivamo

/fdu = kli_)lgo/gkdu = Zf(n))
n=1

2. Neka je (X, X, u) prostor mjere, a (f,) niz nenegativnih, Y-izmjerivih i mo-
notono opadajué¢ih funkcija koji konvergira prema funkciji f : X — [0, 00].
Dokazite: (a) Ako je funkcija fi integrabilna, onda su sve funkcije f,,, n € N,

integrabilne i pri tome je
/fdu = lim /fndu.
n—oo

(b) Pokazite primjerom da se opéenito ne smije izostaviti integrabilnost funk-
cije fi.

(Uputa: (a) Tvrdnja slijedi iz Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergen-
ciji ako se za majorantu (dominirajuéu funkciju) uzme fy. (b) Za svakin € N

definirajte funkciju fp, : R — R formulom f,, = X[n,o0), @ za mjeru uzmite
Lebesgueovu mjeru X. Tada je f = lim, f, =0, [ fnd\ =00, [ fd\=0.)

3. Neka je (R, Bg, ) prostor mjere, gdje je Br Borelova o-algebra na R, a A
Lebesgueova mjera. Za svaki n € N definirajmo funkciju fn, = nx(0,1/n)-
Stavimo f := lim, f, = 0. O¢cito je f(z) =0 za svakiz € R

1
lim [ fodA = lim [pA((0,1/n))] = lim (n-=) =1,

n—oo n—00 n—oo n
dok je [ fdx = [0d\ = 0. Uocite da ovaj rezultat nije u kontradikeciji s

Lebesgueovim teoremom o dominiranoj konvergenciji jer niz funkcija (f,,) nije
omeden (dominiran) s integrabilnom funkcijom.



110

3. INTEGRACIJA IZMJERIVIH FUNKCIJA

4. Nekaje f : X — [0, 00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X, X, u1).

Nadalje, neka je A4, = {x € X : f(x) > ¢}, t > 0. Dokazati:

(Uputa: (a) Iskoristite Cebisevljevu nejednakost (3.11). (b) Iz (3.11) dobi-
vamo tu(A;) < fAt fdu = m(A;). Prema korolaru 3.17. m je mjera, a po
pretpostavci je m(R) < oo. Pokazimo da je lim; oo m(A;) = 0, odakle ée
sllijediti tvrdnja. Ako je u > t, onda je m(A4,) < m(A;), i zato je dovoljno
pokazati da je niz (m(An)) konvergira prema 0. Zaista, kako je E, D E,,4; i
m(E1) < m(R) < oo, prema propoziciji 1.18.(iv) i propoziciji 3.25. je

nhﬁn;o m(E,) = m( Fj En> =m({z € X : f(zx) =o00}) =0.

Neka je (Q2,%, u) vjerojatnosni prostor, f € LY(Q,X,pn), f > 01 [ fdu = 1.
Pokazite da je funkcija P : ¥ — R,

P(A) =/ fdp = /XAfdu, A€y,
A
vjerojatnosna mjera.
(Uputa: Iskoristite korolar 3.17. O¢ito je P(2) = 1.)

Neka je f € LY(R,%,u). Dokazite da je funkcija F : R — R, F(z) =
J X(=o0,z) fdp, neprekidna na R.

(Uputa: Pretpostavimo da F' nije neprekidna u tocki zo. Tada postoji e > 0
sa svojstvom da za svaki § > 0 postoji x5 takva da je |zs — x| < die <
|F(zs5) — F(x0)|. Bez smanjenja opéenitosti, neka je x5 < xg. Tada je

F(xO):/X(—oo,mo]fd,u :/ [X(—c0es] + X(IJ)ID]]fdM = F(xs) +/ X(ws,wo) St
i zato je
= <1F(es) = Fao) = | [ Xanwar ] < [IXtoniro Vb < [t

Specijalno, stavljajuéi za d redom brojeve % dobivamo

(*) € < /X[mo—l/n,m0+1/n]|f|duv n € N.

Neka je fn := Xjzo—1/n,z0+1/n]|f], 7 € N. Niz funkcija (|f| — fn) je rastudi
i (s.s.) konvergira prema |f|. Pomocu teorema o monotonoj konvergenciji
dobivamo

[t =t [(51= f)u= [ \fid— tin [ pudn

Dakle, lim, o [ fndp = 0. Graniénim prijelazom n — oo iz () dobiva se
e <0, sto je kontradikcija. )
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7. Dokazati da uz pretpostavke teorema 3.33. vrijedi lim, .o [ |fn — fldu = 0.
(Uputa: Za svaki n € N definirajte funkciju hy, (z) = sup{|fx(z) — f(z)|: k >
n}. Kao f, — f, to h, — 0. Uocite da je h,y1 < h, za svaki n. Kako je
Ife — fl <29, k > n, to je h, < 2g. Stavite g, = 29 — h,, n € N. Tada
je0<gi <go<...<291ig, — 2g. Zato [gndp — [2gdp. Teorem
o monotonoj konvergenciji povlaci [ hndp = [2gdu — [ gndp — 0. Sada
iz nejednakosti [ |f, — fldu < [ hndp slijedi [|fn, — fldu — 0. Stovige, iz
ovog posljednjeg limesa slijedi i dokaz teorema 3.33. Zaista, [ |f, — fldu —
0 = [(fa— fdu — 0, pa iz [ fadp = [(fa — fdu+ | fdp dobivamo
[ fndp — [ fap.)

3.4. Integracija na izmjerivom skupu

Postoje dva prirodna nacina kako definirati integrabilnost i integral funkcije f na
skupu A. Prvi naéin je opisan definicijom 3.22.(II), koju ponavljamo:

Neka je (X, %, u) prostor mjere, f: X — [—o0, 00| izmjeriva funkcija i A € 3. Ako
je definiran integral [ fxadp onda broj

/Afdu :=/fXAdu

zovemo integral funkcije f na skupu A s obzirom na mjeru p. Funkcija f je inte-
grabilna na skupu A € X ako je fA fdu konacan broj.

Dakle, funkcija f je integrabilna na skupu A € ¥ onda i samo onda ako je integra-
bilna funkcija fxa : X — [—o0, c0].
Prije nego $to navedemo drugu ekvivalentnu definiciju uvest ¢emo neke pojmove.

Propozicija 3.37. Neka je (X,X) izmjeriv prostor i A C X bilo koji neprazan
podskup od X. Tada je

Ya:={SNA:Sex}
o-algebra na skupu A.

Dokaz. Treba pokazati da familija X4 ima svojstva (o1) - (¢3) iz definicije 1.1.
(01). Kakoje A=XNA, toje AeXy4.

(02). Neka je B € ¥ 4. Tada postoji S € ¥ takav da je B = SN A. Treba pokazati
da je A\B € X 4. Zaista, kako je X\S € X1 A\B = (X\S)N A, to je A\B € 4.
(03). Neka je (B,) niz skupova iz ¥ 4. Tada postoji niz skupova (.5,) takav da je
B, =5,NA, néeN. Zato je

GBn G(SnﬁA):(GSn)mA.

n=
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Definicija 3.38. Neka je (X, %) izmjeriv prostor i A C X neprazan podskup od X .
o-algebru ¥ 4 iz propozicije 3.37. zovemo restrikcija o-algebre ¥ na skup A.

Lako se dokaze sljedeca lema:

Lema 3.39. Neka je (X,X) izmjeriv prostor i A € ¥ neprazan skup. Tada je
Ya={SeX:SC A}
Sljedeca je tvrdnja ocigledna.

Propozicija 3.40. Neka je (X, X, 1) prostor mjere i A € ¥ neprazan skup. Funkcija
pa s Xa — [0,00] definirana formulom

wa(B) = u(B), Be Xy
je mjera na (A, X 4). Zovemo je restrikcija mjere p na Y 4.

Sada ¢emo pokazati da se integrabilnost i integral ¥-izmjerive funkcije na skupu
A € ¥ mogu definirati i na drugi nac¢in. Problematiku ¢emo smjestiti u prostor
mjere (A,¥4,u4). Kao i do sada, s fa ¢emo oznacavati restrikciju funkcije f na
skup A. Dakle, f4 : A — [—00, 0] je definirana na sljedeéi naéin:

falz) = f(x), r € A

Lako je pokazati da je funkcija fa4 Y a-izmjeriva: Neka je B € B(R). Funkcija f
je Y-izmjeriva pa je f~'(B) € X. Zato je f,'(B) = AN f~*(B) € Sg.

Teorem 3.41. Neka je (X,X,u) prostor mjere, f : X — [—o00,00] B-izmjeriva
funkcija i A € . Tada vrijedi:

(a) Integral fA fdu funkcije f na skupu A je definiran onda i samo onda ako je
definiran integral ffAdu‘A funkcije fa za prostor mjere (A, X4, jta)-

(b) Ako je definiran integral [, fdp, onda je

/A fp = / Fadpa.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u tri koraka:

(i) Neka je f = > | a;xa, nenegativna jednostavna funkcija na skupu X, gdje
su Ai,...,A, € ¥ disjunktni skupovi i a1, a,, nenegativni realni brojevi. Tada je
fxa =Y, aixana. Uotimo da je fa: A — [0,00] zadana istom formulom kao
Ixa, tji. fa=> 1, aixana. Kakoje A;NA € X, i=1,...,n, fa je nenegativna
jednostavna funkcija na skupu A. Tvrdnje teorema slijede iz jednakosti

/fXAdu = aip(AiNA) = aipa(A) = /fAdMA-
=1 =1
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(ii) Neka je f : X — [0, 00] nenegativna X-izmjeriva funkcija. Tada postoji rastudi
niz (f,) nenegativnih jednostavnih funkcija takav da je f = lim,, f, (teorem 2.23.)
i [ fdp=1lim, . [ fodp (teorem 3.12.). Ocito da je (fnxa) rastudi niz nenegativ-
nih jednostavnih funkcija (definiranih na X) koji konvergira prema fA4. Restrik-
cija fnja : A — [0,00] je zadana istom formulom kao i fpxa. Osim toga, vrijedi
lim, fpja = fai [ faxadp = [ fajadpa (vidi (i)). Zato je

[ radi= tim [ fuxadn =t [ fuiadiga = [ fadua

odakle slijede tvrdnje teorema.
(iii) Neka je f : X — [—o00,00] B-izmjeriva funkcija. Tada je fTxa = (fxa)™,
fxa=(fxa)", (fa)t = fIi(fa)” = f;. Pomocu (ii) dobivamo

/(fXA)+dﬂ = /f+XAdM = /fdeA = /(fA)+dN\A

/(fo)_du = /f_XAdM = /f;dum = /(fA)_dMA»

odakle slijede tvrdnje teorema. O
Zahvaljujuéi teoremu 3.41. imamo sljede¢u ekvivalentnu definiciju integrabilnosti
i integrala Y-izmjerive funkcije na skupu A € X.

Definicija 3.42. Neka je (X, X, n) prostor mjere, f : X — [—00,00] B-izmjeriva
funkcija i A € X.
Ako je definiran integral ffAdu‘A funkcije fa za prostor mjere (A, X4, pu4) onda

broj
EAMWZ/MWM

zovemo integral funkcije f na skupu A s obzirom na mjeru p.
Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu A € X ako je fA fdp konacan broj.

Sljededi teorem govori nam da je integrabilna funkcija (integrabilna na X) ujedno
integrabilna i na svakom izmjerivom skupu.

Teorem 3.43. Neka je (X, X, u) prostor mjere, f : X — [—o00,00] L-izmjeriva
funkcija i A € 3. Tada vrijedi:

(a) Ako je definiran integral ffdu, onda je definiran integral fA fdu za svaki
AeX.

(b) Ako je f integrabilna (na X ), onda je f integrabilna na svakom skupu A € ..

Dokaz. Na cijelom skupu X je (fxa)T = fTxa < fti(fxa) =f"xa<f". Iz
tih nejednakosti zakljucujemo:
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(a) Ako postoji integral [ fdu, ondaje [(fxa)Tdp < [ frdp < ooili [(fxa) du <

J f7dp < oo. To znaéi da je definiran integral [ fxadpu, odnosno integral [, fdpu.

Time smo dokazali tvrdnju (a).

(b) Ako je f integrabilna na X, ondaje [(fxa)Tdu < [ fTdu<ooi [(fxa) du <

J f7dp < oo. To znadi da je konacan integral [ fxadu, odnosno integral [, fdpu.
O

Sljedeci teorem netemo dokazivati.

Teorem 3.44. Neka je (X, X, u) prostor mjere i f : X — [—00,00] L-izmjeriva
funkcija. Ako je definiran integral ffdu, onda vrijedi:

(a) [, fdp =0 za svaki skup A € ¥ za koji je p(A) = 0.

(b) Neka je (A,) niz medusobno disjunktnih skupova iz ¥.. Stavimo A := |J A,.
n=1

Tada je
fan=Y" [ sn
(¢) Neka je (Ay) uzlazan niz skupova iz X. Stavimo A := A,,. Tada je
n=1

/fdu: lim fdu.
A n—oo A,

(d) Neka je (Ay) silazan niz skupova iz 3. Stavimo A := () A,. Ako je
n=1

‘fAl fdu’ < 00, onda je

/fdu: lim fdu.
A n—o00 A,

Na kraju ove tocke treba spomenuti da zahvaljujuc¢i teoremu 3.41. svi rezultati
koji vrijede za integral [ fdu funkcije f : X — [—o0, 00| vrijede takoder i za integral
fA fdp funkcije f na izmjerivom skupu A € 3. To se moze vidjeti i tako da se uz
male modifikacije ponove odgovarajuéi dokazi. Za ilustraciju navodimo kako glasi
modifikacija Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergenciji.

Teorem 3.45. Neka su f, fn, : X — [—00,0], n € N, Y-izmjerive funkcije i neka
je g : X — [0,00] integrabilna funkcija na skupu A € ¥. Ako su ispunjeni sljededi
uvjeti:

(i) f=1lm, f, (s.s.) na skupu A,
(i) |fnl < g (s.5.) na skupu A za svakin € N,
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onda su sve funkcije f i fn, n € N, integrabilne na skupu A i vrijedi
/ fdp = lim fndu.
A n—oo Ja
Primjer 3.46. Koristeéi se teoremom o dominiranoj konvergenciji izracunat ¢emo

lim e g\
n=° J0,10]

Neka je fn(x) := e~ Tada je

. 0, z € (0,10
fim, fnl@) = { 1,z :(0 b Ix{oy + 0x(0,10)-

n—oo

Nadalje, uoéimo da je fo(z) = e ™" <1 z2a svex € A =1[0,10] i n € N te da
je 1 € L£([0,10]), tj. f[o 10] 1d)\ = 10. Dakle, ispunjeni su svi uvjeti za primjenu
teorema o dominiranoj konvergenciji. Dobivamo

lim e N = / ((lim e ™" )dr = / (1x{0y + Ox(0.10])dA = 0.
n=50 J10,10] [0,10] "7 [0,10]
Primjer 3.47. Koristeéi se teoremom o monotonoj konvergenciji izracunat éemo

lim V2 — xzd.

U ovom slucaju je A =[1,2], fo(x) = ¥/2 —x. Prvo treba pokazati da niz (fy)
monotono raste na [1,2]: Za svaki x € [1,2] je 2 —x < 1, pa je zato Y2 —x <
"2 — .

Nadalje, imamo

n— oo 0,(E:2

. 1,zell,2
lim f,(z) = { 1.2) _ Ixp1,2) + Oxq2}-
Prema teoremu o monotonoj konvergenciji imamo

lim V2 —ad\ = / (lim ¥/2—2)d\ = / (1x[1,2) + Oxq2))dA = 1.
[1.2]

Zadaci.

1. Izracunajte: (a) lim, oo f[o ) VeosadA. (b) limy, o f[o 1 e TN,

(Uputa: Upotrijebite teorem o dominiranoj konvergenciji. (a) f,(x) := {/cosz,
|fn(i’c)| <lzasveneNize [Oaﬁ]a lim,, fn = X[0,7/2)U(r/2,7]" (b) fn(x) =
e 5" = xqo}, [fu(@)| <1lzasveneNiz € [0,1].
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2. Neka je f:]0,1] — R definirana formulom

0, z€Q
flz) = { [1/2], inace,

gdje [t] oznacava cjelobrojni dio od ¢t. Dokazite: (a) f je izmjeriva. (b)
J fdX\ = occ.

(Uputa: Neka je g = > " nX(1/(nt1),1/n)- UoCite da je f(z) # g(z) & x €
[0,1] N Q, Dakle, f = g (s.s.) na [0,1] jer je skup [0,1] N Q -zanemariv. (a) g
je izmjeriva funkcija, a Lebesgueova mjera A je potpuna. Zato tvrdnja slijedi
iz teorema 2.28. (b) Prema propoziciji 3.11. je f[O,l] fdx = f[0,1] gd\. Pomoéu
teorema 3.15. dobivamo

o0 o0 1
fd)\:/ gdA = /nx nt1),1/n]0A = — = .
/[0711 0.1 ; W e )

3.5. Riemannov integral

Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji je osnovni teorem integralnog racu-
na. Sada ¢emo pomocu toga teorema pokazati da je Lebesgueov integral prosirenje
Riemannovog integrala, tj. da je svaka R-integrabilna funkcija (integrabilna u smislu
Riemanna) ujedno integrabilna i u smislu Lebesguea i pri tome se Lebesgueov inte-
gral podudara s Riemannovim integralom.

Riemannov integral se definira samo za omedene funkcije definirane na segmentu.
Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Tada postoje m, M € R takvi da je

m < f(z) < M, za svaki z € [a, b].

Prisjetimo se osnovnih stvari o Riemannovom integralu. Rastav ili dekompozicija

D segmenta [a,b] je svaki konacan skup tocaka {xg,x1,... ,zn} C [a,b] koji sadrzi
par {a,b}. Nadalje ¢emo smatrati da je a = xo < 1 < @2 < ... < Tp_1 < Ty, = b.
Dijametar rastava D definira se kao broj |D| = max{z; — x;—1 : i = 1,...,n}.

Sa D([a,b]) ili krade D oznacavat éemo skup svih rastava segmenta [a,b]. Ako je
Dy C D, onda kazemo da rastav Dy profinjuje rastav D;. Uocimo da D1 U Do
profinjuje Dy i Ds.

Svakom rastavu D = {xg, 1, ... ,Z,} segmenta [a,b] pripadaju tzv. donja Dar-
bouxoval? suma s(f; D) i gornja Darbouxova suma S(f; D):

n

s(f; D) = Zmz(flh —Ti 1), m;= _inf f(z), i=1,...,n

T€[Ti—1,74]

i=1
S(f;D) =Y Mi(w; — i 1), M; = [SUP ]f(x)v i=1,...,n
i=1 TE|Ti—1,T4

12Gaston Darboux (1842 - 1917), francuski matematicar.
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i beskona¢no mnogo tzv. integralnih suma:

n

o(f;DyT1, ... Tn) = Zf(n)(xl — 1),

i=1
gdje su 7; € [x;_1, ;] proizvoljno odabrani. O¢cito je
m(b—a) <s(fiD) <o(f;D,mi,...,m) < S(f; D) < M(b—a). (3.22)
Ako je Dy C Da, onda je (vidi [5, 7])
s(f;D1) <s(f;D2) & S(f;D2) < S(f; Da).

Za bilo koja dva rastava D i Ds je o¢ito Dy, D2 C D1 U Dy. Pomoéu (3.22) i
gornjih nejednakosti dobivamo

s(f;D1) < s(f; D1U Da) < S(f; D1 U D2) < S(f; Da). (3.23)

To znaci da je skup {s(f; D) : D € D} omeden odozgor sa svakom gornjom Dar-
bouxovom sumom, a skup {S(f; D) : D € D} je omeden odozdol sa svakom donjom
Darbouxovom sumom. Zato postoje tzv. donji Riemannov integral I, i gornji Rie-
mannov integral I* funkcije f:

I, :=sup{s(f; D) : D € D}, I :=inf{s(f; D) : D € D}

i pri tome je uvijek I, < I*. Funkcija f je R-integrabilna ili integrabilna u smislu
Riemanna ako je I, = I*. Ako je funkcija f R-integrabilna, onda se broj I := I* = I,
zove Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b] i oznacava se jos sa f(f f(z)dx.

Dokaz sljedeéeg teorema i korolara moze se naéi u [7, str. 86].

Teorem 3.48. (Darboux) Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Tada za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki rastav D segmenta [a,b] vrijedi

|ID| <6 =1I,—-s(f;D)<e & S(f;D)—I"<e.

Korolar 3.49. Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Neka je (D) niz rastava
D, = {ZnosTn1, ... ,Tnr, } segmenta [a,b] takav da je lim, .o |Dy| = 0. Tada
vrijedi:

(a) lim, o0 $(f; Dp) = L.
(b) limy, oo S(f; Dy) = I*.

(¢) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je limy, oo 0(f; Dny Tty oo s Tar,) = 1
za svaki izbor tocaka Tn; € [Tni—1, Tni)

Sada ¢emo dokazati tzv. Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost:
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Teorem 3.50. Neka je f: [a,b] — R omedena funkcija.

(a) Funkcija | je R-integrabilna onda i samo onda ako je ona neprekidna skoro
svuda na [a, b].

(b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je ona integrabilna i u smislu Lebesguea
i pri tome se Lebesgueov integral f[a b fd\ podudara s Riemannovim inte-

gralom f: f(x)dz.

Dokaz. Za svaki n € N definirajmo rastav D,, segmenta [a,b] s diobenim tockama

-a
,’Bni:a+2—n7;, 221’7271
Tada za niz rastava (D,,) vrijedi:

D, CDpt1, neN & lim |D,|=0.

Definirajmo nizove (h,,) i (g,) jednostavnih funkcija na [a, b] na sljedeéi nacin:

on

ha = ZmniX[:Emfl,wm) =+ f(b)X{b}v Mps = mf{f(x) RS [xmfl’zni]
i=1
27’1,

In = ZMniX[wmﬂ,mm) + f(b)X{b}v My =sup{f(z) : € [Tpi—1, Tnil.
=1

Odmah se vidi da niz (h,,) raste, a niz (g,,) pada i da je

ho < f<gn, mneN. (3.24)
Nadalje, imamo
on
/ hpdA = me‘(wm - !Bm'—l) = S(f% Dn)
[a,b] =1

2’7l
/ gnd)\ = Zan<$nz - xni—l) = S(szn)
la,b] i—1
Zbog (3.24) postoje funkcije h := lim,, f,, 1 h := lim,, h,, i vrijedi
h<f<g. (3.25)

Funkcije h i g su A-izmjerive (propozicija 2.17.(c)).
Kako je f omedena, postoji konstanta K takva da je

[hnl, lgn] < K, n € N.
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Konstanta K je Lebesgue-integrabilna funkcija na [a, ], f[a b Kd\=K(b—a), pa
iz Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergenciji (teorem 3.33.) slijedi da su A i
g integrabilne u smislu Lebesguea i da vrijedi

/ hd\ = lim hndX\ = lim s(f; Dy)
[a,0]

n—o0 [a,b] n—oo

/ gd\ = lim gndA = lim S(f; D).
[a,b] n—oo

n—oo [a,b]

Kako je (korolar 3.49.)

b
lim s(f;Dy) = ILm S(f; D) :/ f(z)dz,

n—oo

imamo
/ hdX = lim hpdX = lim s(f; D,) = L (3.26)
[a,b] n—oo [a,b] n—oo
/ gd\ = lim gndX = lim S(f;D,)=1". (3.27)
[a,b] n—oo [a,b] n—oo
Stoga je

/[ ) (g—h)d\=T* —1,. (3.28)

To znaci da je funkcija f R-integrabilna onda i samo onda ako je f[a 0] (g—h)dX =0.
Pokazimo da je funkcija f R-integrabilna onda i samo onda ako je

h =g (s.s.) na [a,b]. (3.29)

Ako je f R-integrabilna, onda je I* = I, pa (3.28) povlaéi f[a . (g — h)d\ = 0.
Kako je g — h = |g — h|, prema teoremu 3.27. je g = h (s.8.) na [a, b]. Obratno, ako
vrijedi (3.29), prema teoremu 3.26. je f[a p X = f[a p) 94N, pa iz (3.28) dobivamo
L, =1

(b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda vrijedi (3.29). Zbog (3.25) je h = f (s.s.)
na [a,b]. Prema teoremu 3.26. funkcija f je integrabilna u smislu Lebesguea i pri

tome je fi, , fdA = [, hd. Zbog (3.26) je [, ,y fdA = I, = [} f(x)da.

(a) Prvo ¢emo pokazati da za svaku tocku
xo € la,b]\ U D, vrijedi  h(zg) = g(xo)
n=1

onda i samo onda ako je funkcija f neprekidna u tocki xg.
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Pretpostavimo da za zq € [a,b]\ |, Dy, vrijedi h(zo) = g(z0). Neka je € > 0.
Kako je h(zg) = limy— o0 hn(zo) 1 g(xo) = limy,— 00 gn (o), postoji n € N takav
da je gn(xo) — hn(xo) < €. Neka je zg € (Tpi—1,%ni). Tada je je hy(xo) = mp4,
gn(x0) = My, a za svaki & € (Tni—1,%ni) je Mpi < f(x) < My;. Zato za svaki
x € (®p,i—1,Tni) dobivamo

|f () = f(z0)| < Mpi — mpi = gn(z0) — hn(z0) <,

§to znaci da je f neprekidna u tocki xg.
Obratno, pretpostavimo da je f neprekidna u tocki zo € [a, ]\, ; Dy. Neka
je € > 0. Tada postoji § > 0 takav da

v — o] < § = |f(@) = f(wo)| < 5.

Zbog lim,, .+ |Dy| = 0 postoji ng € N takav da je |D,| < § za svaki n > ng. Neka
je n > ng. Tada postoji jedinstveni indeks ¢ takav da je xg € (@ -1, %ni). Nadalje,
za svaki & € (Tp,i—1,%ni) vrijedi | — x| < xpi — Tpnim1 < |Dp| < 9§, pa je zato
/@)~ f(z0)| < 5 Dakle

Flzo) — = < f(x) < flz0) +

5 za svaki & € (Tni—1,Tni),

N ™

odakle slijedi
€ €
f(xo) — 3 < Mpi = hp(20) < gn(zo) = Mps < f(zo) + ok

Zato je gn(ro) — hn(xo) < e. Time smo pokazali da za svaki € > 0 postoji ng € N
takav da je gn(20) — hn(20) < €. To znaéi da je limp—oo (gn(70) — hn(z0)) =0, tj.
9(xo) = h(zo).

Ako je f R-integrabilna, onda je h = g (s.8.) na [a,b]. To znaci da postoji
zanemariv skup Ny C [a,b] takav da je h(x) = g(x) za svaki x € [a, ]\ No. Neka je
N=NoU (U~ Dn). Skup N kao prebrojiva unija zanemarivih skupova takoder
je zanemariv. Za svaki z € [a,b]\N je h(x) = g(z), pa je f neprekidna u tocki x.

Ako je f skoro svuda neprekidna na [a,b], onda postoji zanemariv skup Ny C
[a,b] takav da je f neprekidna na skupu [a, b]\Ng. Neka je N = Ny U (UZOZI Dn>.
Pokazimo da je h(z) = g(z) za svaki x € [a,b]\N, 8to ée povlaciti da je h = g (s.s.)
na [a,b], pa ée f biti R-integrabilna funkcija. Zaista, ako je x € [a,b]\N, onda je f
neprekidna u tocki x i zato je h(x) = g(z). O

Teorem 3.50. koristan je alat za racunanje Lebesgueova integrala. Ilustracije
radi, pretpostavimo da treba izracunati Lebesgueov integral [ fdX funkcije f : R —
[0,00). Ako je f R-integrabilna na nizu segmenata ([an,bs]), gdje a, — —oo i
b, — 00, definirajmo funkcije f, = X[q, b,1f : R — [0,00), n € N. Tada f, — f pa
pomocu teorema o monotonoj konvergeniciji dobivamo

bn %)
/fd)\: lim /X[ambn]fd)\: lim fdA = lim f(w)dx:/ f(z)dx.

n— o0 [an,bn] n—oo [,
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Pri tome, za racunanje Riemannova integrala f:" f(x)dx mozemo koristiti poznate
tehnike (parcijalna integracija, integracija supstitucijom, itd.).

Primjer 3.51. Neka je f : [0,1] — R definirana formulom:

cosx, ako jex €
)= { sinx inacvje. ¢
Tada je f = sin (s.s.), jer skup Q je A-zanemariv. Prema teoremu 3.50. f je R-
integrabilna i fol flx)dzx = f[O,l] fdx = f[O,l] sind\. Posljednja jednakost je zbog
toga Sto je f = sin skoro svuda. Ponovnom primjenom teorema 3.50. dobivamo
Jio.ysinadA = fol sinzdr =1 — cos 1. Dakle, fol f(x)dx =1—cos1.

Primjer 3.52. Ilzracunajmo: (a) f[lm) 1dx, (b) f[l,oo) LdX.
(a) Neka je X =[1,00), f: X — [0,00), f(z) = . Dobivamo

1 1 1 1
/ —d\ = lim X[l’"]gd)\ = lim —d\ = lim —dxr = lim Inn = oo.
1

,00) €T n— oo n— o0 [1,n] €T n—oo [ X n— oo
Kako je f[l 00) Ld\ = 0o, funkcija f nije integrabilna (u smislu Lebesguea) na [1,00).

(b) f[LOO) Ld\ =1im, oo [ X[1,0] 2 dA = limy, o fln Ldr =lim, o0 (1 - 1) =1.

Dakle, funkcija x — ;—2 je integrabilna na [1,00).

Zadaci

1. Pokazite da je f:[0,1] — R,

%, ako je z = %, gdje su p # 0 i g relativno prosti brojevi
f(z) = 1, akojexz =0

0, ako je x iracionalan broj,

R-integrabilna funkcija i izracunajte fol f(z)dz.

(Uputa: Lako je pokazati da f ima prekid u svakoj racionalnoj tocki. Pokazimo
da je f neprekidna u svakoj iracionalnoj tocki: Neka je € > 0. Za iracionalan
xo postoji kona¢no mnogo racionalnih brojeva p/q € [xg — 1, 29 + 1] takvih da
je 1/q > €. Odaberite dovoljno malen ¢ > 0 takav da [zg — §, 2o + d] ne sadrzi
ni jedan takav racionalan broj. Time Cete pokazati da je f neprekidna u zg.
Skup [0,1] N Q je zanemariv, pa je f integrabilna u smislu Riemanna. Kako

je f=0 (s.s.), to je fol f(z)dz =0.)

2. Izracunajte: (a) f(O,l] %d)\. (b) f(O,l] %d)\,

(Uputa: fn := X(1/n,11f — f na (0,1], gdje je f podintegralna funkcija.)
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3. Dokazati da su funkcije (a) f(z) = ™", a > 0, (b) g(z) = (Siﬂ)se_”
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a > 0, integrabilne na A = [0, 00) u smislu Lebesguea.

(Uputa: Prema Lebesgueovu teoremu o dominiranoj konvergenciji dovoljno je
konstruirati dominirajuéu integrabilnu funkciju na A. (a) Ako je 0 < x < 1,
onda je e=*" < 1. Kako je limg_ o0 (xze’ra) = 0, postoji M > 0 takav da je
et < M%g za svaki x € [1,00). Zato je f(x) < 1xjo,1) + %x[l,w). Kako je
JIxpndd=1<o0i [ %X[l,oo)d)‘ < oo (primjer 3.52.(b)), konstruirana do-
minirajuéa funkcija je integrabilna na A. (b) Postupite kao pod (a) i pokazite
da postoji konstanta M > 0 takva da je |g| < 1x(o,1) + %x[lm).)

Izracunajte limese sljede¢ih Riemannovih integrala:
(a) limy, o [ (1 + 5) e=22dz. (b) limy o0 [1(1+na?)(1 +22)"da.

. o) 1
(¢) limy oo [y 1+$n+4_1nsin($71€z)d:r.

n
(Uputa: (a) Neka je f, := (1 + %) < €. Tada je lim, .o frn = €%,
fnX[o,nje” 2" konvergira prema e~ i fyxpne 2" < e “. Pomocu teorema
o dominiranoj konvergenciji dobivamo

n T n
lim (1 + —) e ?*dr = lim /an[O)n]e_%d)\ = / e TdA.
n—oo J n n—00 [0,00)
S druge strane, pomoc¢u teorema o monotonoj kovergenciji dobivamo

/ e %d\ = lim e *d\ = lim e dx = 1.
[0,00)

(b) fn =1+ n2?)(1 +2?)™" < 1, lim, e fr = 0. Primjenom teorema o
dominiranoj konvergenciji dobiva se lim,,_, o fol(l +naz?)(1 + 2?) "dx = 0.

(c¢) Neka je X = (0,00). Definirajmo funkcije f,, : X — R, n € N, formulom
fulz) = L Kako je |sin(x~1e®)| < 1 za svaki # € X, to je

1+w"+4in sin(z—le®)”

1, akoje0<z <1
f(z):= lim f,(z)=<¢ %, akojex =1
e 0, ako je x > 1.

Neka je

akoje0<ax <1
, akojex > 1.

oo ={ 5

Funkcija ¢ je integrabilna na X, fooo g(x)dz =7/3 < 0.
Neka je n > 2. Ako je x > 1, onda iz nejednakosti

1
1+2"+ 4—sin(x_16$) > 2™ > o
n
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slijedi f,(z) < g(x) za svaki € X i za svaki n > 2. Ako je 0 < z < 1, onda
je

|sin(z~e®)] S

1
o >1-
4n dn —

3
.

N

1
1+a™ + n sin(z7'e®) > 1 —

Dakle, na skupu X je | fn| = fn < g zasvakin > 2. Sada pomoc¢u Lebesgueova
teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

oo 1 o0
lim — dw:/ fdx =1.
n—oo Jo 142"+ 4-sin(z~le?) 0

T
n
5. Izracunajte fooo e~ldz, gdje je [z] najvecée cijelo od .

(Uputa: Pomoéu teorema o monotonoj konvergenciji lako se pokaze da je
Jo e Hde = f[o 00) e~ld\. Neka je f(z) = e~ [*l. Definirajmo funkcije
fn=e€""Xn-1,n), n € N. Tada je f = | fn. Sada pomocu korolara 3.36.

dobivamo
gy = - =Y o=,
/[O’Oo) e nz_:l/e Xfn—1,n) ;6 p—

Dakle, [;° e "ldz = _£7))

6. Dokazite jednakost:

/01 (11][12)2611; - %

(Uputa: Razvijanjem u red dobivamo (1 —z)~2 =3 (n+ 1)a", pa je zato

1 2 &
(1 Iii) = nEZO(n +1)z" In” .
Funkcije f, := (n+ 1)z™ In?2, n € N su R-integrabilne. Primjenom koro-
lara 3.36. dobivamo
1 o 1
Inz \2 e 2
/0 (1 — w) dr = n§:0(n+ 1)/0 "™ In” zdx.

Pokazite parcijalnom integracijom da je fol 2" In? zde = (""'+)3 Na kraju,

iskoristite dobro poznatu jednakost >~ ; n% = %)
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3.6. Konveksne funkcije i nejednakosti

Neka je (a,b) C R interval. Prisjetimo se da je realna funkcija ¢ : (a,b) — R
konveksna ako je

o((L =Nz + Ay) < (1= Ne(x) + Ap(y), YA € [0,1].

To znaci da se nad svakim segmentom [z, y] graf konveksne funkcije ¢ nalazi iznad
sekante koja prolazi tockama (z, o(2)) 1 (y, ©(y))-
Iz definicije slijedi

pwa) —plm) _ o) —olwn)  plws) —elea) (330

To — I - Tr3 — T1 Tr3 — T2

Zaista, neka je A = 22271 Tada je 1 — A = 22222 i 29 = (1 — A\)z1 + Az, pa iz
definicije dobivamo <p6x2) <(1=XNe(x1) + /\QDE!E:),). Zato je

p(xa) —p(x1) < A(p(as) — (1)) & @(r2) —@(z3) < (1= N)(p(x1) — @(3)).

p(@2)=p(@1) ~ p(@s)=w(z1) p(@s)—w(z1) ~ p(zs)=p(zs)

r3—=T1 - r3—IT2

Prva nejednakost daje ,adrugadaje

T2—T1 - r3—IT1

o(x3)

o(r1)

o(2)

Slika 12. Kvocijenti iz (3.30) su koeficijenti smjera pravaca pi 2,p1,3 1 p2,3.

Pomocéu (3.30) moze se pokazati da je konveksna funkcija ¢ : (a,b) — R
neprekidna na (a, b).

Lema 3.53. Neka je (a,b) interval, —oo < a < b < o0, ¢ : (a,b) — R konveksna
funkcija i z € (a,b). Tada postoji B € R takav da je

e(y) > ¢(2) + By — 2), y € (a,b).
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Dokaz. Neka je z € (a,b). Za sve 1 € (a,2) i 23 € (2,b), prema (3.30) vrijedi

o(z) — p(x1) < o(r3) — p(2)
Z—x1 o T3 —Zz .
Neka je
B SUP{M 1€ (a,2)}.
zZ— X1
Tada je
M < B, za svaki 1 € (a, 2) (3.31)
z — T
B< M7 za svaki r3 € (Z,b)- (3'32)
r3 — 2

Ako je y < z, iz (3.31) za &1 = y dobivamo ¢(y) > ¢(z) + B(y — z). Ako je z < y,
iz (3.32) za z3 = y dobivamo p(y) > ¢(z) + B(y — 2). O

Sada éemo dokazati Jensenovu'® nejednakost:

Teorem 3.54. (Jensenova nejednakost) Neka je ¢ : (a,b) — R konveksna funk-
cija, gdje je —oo < a < b < oo. Nadalje, neka je p mjera na (X,X) takva da je
w(X)=11f:X — R integrabilna funkcija. Ako je f(x) € (a,b) za svaki x € X,

onda je
w(/fdu) < /(swf)du-

Dokaz. Neka je z = [ fdu. Kako je a < f < b, imamo

a=au(X) < /fdu<bu(X):b.

Dakle, z € (a,b). Prema lemi 3.53. postoji B € R takav da je

O / Jau) + B(f(x) - / fdp) = R(z), YreX.  (333)

Funkcija ¢ je neprekidna pa je i izmjeriva (korolar 2.9.). Prema teoremu 2.3. kom-
pozicija ¢ o f je izmjeriva funkcija.

Lako je pokazati da je funkcija R integrabilna, pa je zato [R™duy < oo i
J RY [dp < oo. Nadalje, iz ¢ o f > R slijedi (p o f)~ < R~ (vidi dokaz teo-
rema 3.30.), pa monotonost integrala (teorem 3.10.(c)) povlaéi [(¢ o f) du <
J R dp < oo. To znadi da je definiran integral [(y o f)du (kao konacan broj
ili +00). Buduéi da su definirana oba integrala [ Rdu i [(p o f)du, pomocéu teo-
rema 3.30. iz nejednakosti (3.33) dobivamo [ o fdu > ([ fdp) O

Prije nego $to ilustriramo primjenu Jensenove nejednakosti navodimo sljedecu
definiciju:

13 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 - 1925), danski matematicar.
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Definicija 3.55. (vidi [8]) Neka su x = (x1,...,2n) ¢ p = (P1,...,pn) dane n-
torke pozitivnih realnih brojeva i neka je Y . p; = 1. Tada se definira:

Aritmetitka sredina A, (x;p) brojeva x1,... ,x, s teZinama p1,... ,p, je broj

Geometrijska sredina G, (x; p) brojeva 1, ... ,x, s teZinama p1,... ,p, je broj

Go(wip) = 2’ b

Harmonijska sredina H,(x;p) brojeva x1,... ,x, s teZinama p1,... ,pn je broj
1
Hy (z;p) p
R
Kvadratna sredina K, (x;p) brojeva x1,... ,x, s teZinama pi,... ,pp je broj

K,(x;p) = \/plx% + ..+ ppal.

Primjer 3.56. Sada éemo dokazati tzv. K-A-G-H nejednakosti:

Kn(z;p) > An(23p) > Gu(;p) > Hu(2;p). (3.34)
Neka sux = (x1,... ,2,) ip= (p1,...,0n) dane n-torke pozitivnih realnih brojeva
i neka je Y i pi = 1.

Neka je X = {1,... ,n}. Definirajmo mjeru p: X — [0,00) formulom
p{in, iz, .o yik}) = piy + iy + oo+ Piy-

Nadalje, neka je f : X — R funkcija takva da je f(i) = lna;, i = 1,... ,n. Tada

je [ fdu =3¢ pilnz;. Ako za konveksnu funkciju uzmemo @(x) = e, pomocu
Jensenove nejednakosti dobivamo

n n
[[or == < [0 =3 pias
iy =1

Time smo pokazali A-G nejednakost: Ap(x;p) > Gpn(x;p).

Primjenom A-G nejednakosti na brojeve 1/x1,... ,1/x, dobiva se:
1
p_1+”_+p_"27p1 5
1 Ty Xy ean

odakle slijedi G-H nejednakost: G, (x;p) > Hy,(x;p).
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Do sada smo dokazali sljedede nejednakosti: An(x;p) > Gn(x;p) > Hy(z;p).

n
Zamjenom p; — %, i=1,...,n, iz nejednakosti A,(x;p) > Hy,(x;p) dobi-
k=1
vamo
p1:17% + pnx% > 1
m e n = D 2 J
Zk:l PrZk Zk:l PkTk Zzzllpkmk +o.F Zzzl PrTl

odakle slijedi K,,(x;p) > An(x;p).
Moze se pokazati da se u (8.34) javljaju jednakosti onda i samo onda ako je
1 =...=XTp.

Primjer 3.57. Neka su x,y bilo koja dva pozitivna realna broja, p > 1 realan broj i
q:= ﬁ > 1. Tada je %Jr% = 1. KaZe se da su p i q konjugirani eksponenti. Za x1 =
P 2o =yl ip = %,pQ = % iz A-G nejednakosti (3.34) dobivamo (xP)'/P(y?)'/1 <
1op 4 Lo 4
»T + i 1.

P q

ay< =+ L (3.35)

p q
Gornja jednakost, koja ocito vrijedi i u slucaju ako je x = 0 ili y = 0, poznata je
pod nazivom Youngova'* nejednakost.

Teorem 3.58. (Holderoval® nejednakost) Neka je (X,X, ) prostor mjere, a
fig : X — [—o0,00] izmjerive funkcije. Ako su p i q konjugirani eksponenti i
1 < p < o0, onda vrijedi:

[1sstdn < ( [1sran) " ( [lgran)”" (3.36)

Dokaz. Kao prvo, funkcije |f|P : X — [0,00] 1 |g|? : X — [0,00] su izmjerive
(propozicija 2.19.(d)). Neka je

A= ([1sran) ", 5o ( [lalan) "

Ako je A = 0 ili B = o0, onda o¢ito vrijedi nejednakost (3.36). Ako je A =0, onda
je f =0 (s.s.), to povlaci |fg| = 0 (s.s.). Tada je [|fg|du = 0 (propozicija 3.11.)
pa ocito vrijedi nejednakost (3.36). Slicno se pokaze da nejednakost (3.36) vrijedi
ako je B =0.
Preostaje razmotriti slucaj 0 < A, B < co. Stavimo
_ I/l

lgl
F == = =,
A’ ¢ B

/W@z/@@:L

MWilliam Henry Young (1863 - 1942), engleski matematicar.
50tto Holder (1859 - 1937), njemacki matematicar.

Tada je
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Prema (3.35) vrijedi
1 1
FG<-FP 4 -G,
p q

odakle integriranjem dobivamo f FGdu < % + % = 1. Mnozenjem ove nejednakost
s AB dobivamo (3.36). O

Za p = q = 2 nejednakost (3.36) poznata je pod nazivom Schwarzoval® nejed-
nakost.

Primjer 3.59. Neka sux = (x1,... ,2,) 1 y = (y1,-.. ,Yn) bilo koje dvije n-torke
realnih brojeva i neka su p,q realni brojevi takvi da je 1 < p < o0 i zlv + % = 1.
Pokazimo da tada vrijedi tzv. diskretna Holderova nejednakost:

n n 1/p s & 1/q
S il < (D Jail?) (D lwat?) (3.37)
i=1 i=1 i=1

Neka je X = {1,... ,n}. Definirajmo mjeru p: X — [0,00) formulom

N({Zl,lQ,. .. 7746}) = E
Nadalje, neka su f,g: X — R definirane formulama
f@@) =i, g(i) = yi, 1=1,...,n.

Tada e [ |fgldp =3 3y |willyal, [ 1fPdp = 5 5750 Jil? i [ |gl%dp = 5 370 il
Sada je lako pokazati da iz (3.36) slijedi (3.87).

Teorem 3.60. (Nejednakost Minkowskog!”) Neka je (X, %, u) prostor mjere,
a f,g: X — [—00,00] izmjerive funkcije. Ako je 1 < p < oo, onda vrijedi:

([1s+aran) ™ < ([ipaa) ™+ ([lopa) ™ @39

Dokaz. Ako je [|f+ g[Pdu =0, [|f|Pdp = oo ili [|g[Pdu = oo, onda otito vrijedi
nejednakost (3.38).

Neka je nadalje [|f + g|Pdp > 0, [|f|Pdp < oo i [|g|Pdp < co. Zap =1
tvrdnja je ocigledna. Neka je zato nadalje p > 1.

Zbog konveksnosti funkcije x — |z|P, p > 1, vrijedi

1y L]
VI « Z 1P o ZglP
(F55) < g+ 3lol

odakle zbog monotonost integrala dobivamo

/ (7] + lgl)Pdp < 2 / FiPd 4 2o / gPdp < oo,

16Karl Hermann Schwarz (1843 -1921), njemacki matematicar.
"Hermann Minkowski (1864 - 1909), njemacki matematicar i fizicar.
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Sada ¢emo primjeniti Holderovu nejednakost na oba sumanda s desne strane
jednakosti

1+ 1gh? = LA+ 1ghP = + lgl (L f] + LghP

[0+ 1ghean < (f102)"( fasi+1gpe—ve)”
Jiatsi+ g =taw < ([1g) ™ ( [+ 1ghe-0n) "

Zbrojimo li te nejednakosti i uzmemo li u obzir da je (p — 1)g = p, imamo

Jus e (fonan) [ fir) "+ (f )

1/
Podijelimo li gornju nejednakost s (f(|f| + |g|)p) " > 01 uzmemo 1i u obzir da je
1—-1/q =1/p, dobivamo (3.38). O

Dobivamo

Primjer 3.61. Neka sux = (x1,... ,2,) i y = (y1,-..,Yn) bilo koje dvije n-torke
realnih brojeva i neka je 1 < p < oo. Tada vrijedi tzv. diskretna nejednakost
Minkowskog:

(zn: |z + yilp)l/p < (Xn: |$i|p)1/p + (Zn: Iyl-lp)l/p. (3.39)
=1 1=1 =1

Neka je X ={1,...,n}, a p: X — [0,00) mgjera zadana formulom
/1,({11,7,2,. .. ,Zk}) = 5
Definirajmo funkcije f,g: X — R:
f@) =4, 9(t) = yi, i=1,...,n.
1

Tada je [|f +glPdp = 53750 |vi + wil?, [IfIPdp = 3550 il i [ lgltdp =
LS L lwil?. Iz (3.38) se lako dobiva (3.39).

Zadaci

1. Pokazati da je funkcija ¢ : (a,b) — R konveksna onda i samo onda ako je za
svaku tocku ¢ € (a,b) funkcija z — % rastuéa na (a,b)\{c}.
(Uputa: Iskoristite nejednakosti (3.30).)

2. (a) Neka je ¢ konveksna na (a,b), a ¥ konveksna i rastuéa na ¢((a,b)).
Pokazati da je kompozicija Wop konveksnana (a,b). (b) Neka je ¢ : (a,b) = R
strogo pozitivna funkcija. Dokazite: Ako je log ¢ konveksna funkcija, onda je
¢ konveksna funkcija.

(Uputa: (a) Upotrijebite definiciju konveksne funkcije. (b) Slijedi iz (a).)
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Neka je f izmjeriva funkcija na X, p mjera i

o) = [11Pdu=11lp  0<p<oc

Neka je E := {p: ¢(p) < co}.

(a) Neka su p1,p2 € E, p1 < pa. Pokazati da je [p1,p2] C E. (b) Pokazati da
je funkcija log ¢ konveksna na interioru skupa E. (¢) Neka je 0 < r < p < s.
Pokazati da je || f|l, < max{||f|l-, || f|ls}, Sto implicira L™ N L® C L”.

(Uputa: (a) Svaki p € (p1,p2) se moze zapisati kao p = Ap1 + (1 — A)pa,

= 222 € (0,1). Tada je |fPP0Nr < AFP 4 (1= AP, jer je
eksponencijalna funkcija * — a®, a > 0, konveksna. Sada se zahvaljujuci
monotonosti integrala lako dobije tvrdnja. (b) Dovoljno je pokazati da je ¢
konveksna funkcija (vidi prethodni zadatak), sto je lako pokazati pomoéu ne-
jednakosti navedene u uputama pod (a). (c) Iskoristite nejednakost navedenu

u uputama pod (a).)

. Neka je p vjerojatnosna mjera na X, a f,g : X — [0, 00| izmjerive funkcije

takve da je fg > 1 (s.s.). Pokazati da je [ fdu [ gdu > 1.

(Uputa: Ocito je [ fdu > 01 [ gdu > 0. Pretpostavimo da su oba integrala
konacna, jer u suprotnom dokaz je trivijalan. Prvo iskoritite nejednakost 1 =
wX)=[ldu< [ fY2¢1/2dp, a zatim primjenite Schwarzovu nejednakost na
funkeije f1/2 1 g'/2.)

(Obratna Hélderova nejednakost) Neka je p € (0,1) (¢ = ;27 < 0). Dokazite:
Ako je f € P10 < [|g]9dp < oo, onda vrijedi

[1satd= ( [15an)" ([ lgtran)”"

(Uputa: Primijenite Hélderovu nejednakost na funkcije |g| ™7 i |fg|? i konju-
girane eksponente P =1/pi Q =1/(1 —p).)

(Obratna Minkowskijeva nejednakost) Neka je p € (0,1). Ako su f,g € LP,
onda vrijedi

1£llp +lgllo < AT+ gl -

(Uputa: Primijenite obratnu Holderovu nejednakost.)

Prostor LP(X, %, 1)

Neka je (X, X, 1) prostor mjere i p € [1,00). Sa LP(X, X, 1) oznacavamo skup svih
Y-izmjerivih funkcija f : X — R sa svojstvom da je funkcija |f|? integrabilna.
Ponekad ¢emo koristiti neku od sljedeéih kraéih oznaka: £P, £P(X) ili £LP(u). Tako
npr. ako je iz konteksta jasno $to su skup X i o-algebra X, zadovoljit ¢e nas kraca
oznaka LP(u) s kojom istiGemo samo mjeru p.
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Propozicija 3.62. LP(X,X, 1) je realan vektorski prostor.

Dokaz. Nekasu f,g € LP(X,2, u) i @ € R. Tada su funkcije |f|P i |g|P integrabilne.
Iz

| f[” = faf?|f17
|f +g” < (If1+19D)? < @max{[f[,|g[})" < 2°(|f” + |9]")

slijedi integrabilnost funkcija |af|? 1 |f + g|P (teorem 3.10.). Dakle, af, f+ g €

LP(X, 3, p). O
Prisjetimo se definicije norme. Neka je X bilo koji realan vektorski prostor.

Norma je svako preslikavanje X — R koje vektoru x € X pridruzuje realan broj

l]|, tako da za sve z,y € X i za svaki A € R vrijedi:

(N1) ||z|| > 0 (pozitivna semidefinitnost)

(N2) ||z|]| = 0 & x = 0 (pozitivna definitnost)

(N3) [|Az|l = |A|]|z|| (homogenost).

(N4) ||z +y| < ||zl + ||ly]] (nejednakost trokuta).

Normiran vektorski prostor je vektorski prostor snabdjeven normom.

Propozicija 3.63. Preslikavanje || ||, : L2 — R, 1 < p < o0, definirano formulom

1= ([ 1517am) "

ima svojstva (N1), (N3) i (N4) norme. Osim toga je

[fllp =0 f=0(ss.)

Dokaz. Svojstva (N1) i (N3) su ocigledna. Svojstvo (N4) predstavlja nejednakost
Minkowskog, koja vrijedi za 1 < p < co. Daje ||f]l, =0« f =0 (s.s.) slijedi iz
teorema 3.27. O

Da bi se dobio normiran vektorski prostor, u £P(X, 3, u) uvodi se relacija ek-
vivalencije ~. Po definiciji je f ~ g ako je f = g (s.s.). Sa [f] oznacavat ¢emo
klasu ekvivalencije koja sadrzi funkeiju f, a s LP(X, X, ) ili krade LP skup svih
klasa. Struktura vektorskog prostora LP(X, X, 1) prenosi se na LP(X, %, 1) tako da
se definira:

[f]+1g] = [f + 4]
alf] = [af].

Lako je pokazati da rezultat definiranih operacija ne ovisi o izboru predstavnika
klase. Konacno, u vektorskom prostoru LP definira se norma formulom

1AMl = 11 £ llp-
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Formulom

d([f1, [g]) = L1 = [9]ll,

definira se udaljenost u LP. Dakle, (LP, d) je metricki prostor.

Radi jednostavnosti nadalje ¢emo cijelu klasu [f] oznacavati krace sa f. Iz
konteksta ¢ée biti jasno mislimo li na funkciju ili na klasu.

Prisjetimo se da je metricki prostor (T, d) potpun ako svaki Cauchyjev niz (t,)
iz T konvergira prema nekoj tocki ¢y iz T. Potpun normiran vektorski prostor se
zove Banachov!'® prostor.

Teorem 3.64. ([9, Teorem 3.11, str. 67]) LP, 1 < p < oo, je potpun metricki
prostor.

Zadaci

1. (a) Neka je f : R — [—00, o0] zadana formulom f = ﬁX[o,ly Dokazati da je
feLrN),alif&LAN). (b)Nekaje f: R — [—00, 0], f(z) = min{1, |z|~1}.
Dokazite da je f € L2(\) i f & L1(N).

(Uputa: (a) Definirajmo funkciju f : R — R: f(0) =0, f(z) = f(z) za x #0.

Tada je f = f (s.s.), pa je zato

1

- 1 1
fd\ = /fd)\ = lim —_d\= lim —dz =2,
/ n=0 Ji1/n1] VE n=00 J1/m VT
. 1 |
/f2d>\ - /f2d>\ — lim ~d\ = lim Zdr = 0.
n— oo [1/71,1] i n—o00 1/n X

(b) Postupite sli¢no.)

2. Postoji niz funkcija iz LP koji konvergira obi¢no, ali ne konvergira u LP: Neka
je fn = n2x(0,1/n), n € N, niz funkcija definiranih na R s Lebesgueovom
mjerom A. Dokazite: (a) lim,, f, =0. (b) f,, € LP, p > 1. (c) lim,, || fnll, = o0,
p> L

3. Postoji niz funkcija u LP* N LP2, 0 < p1,ps < o0, koji konvergira u LP!, ali
ne konvergira u LP?: Neka je f, = %X(n,gn), n € N. Tada je lim, f, = 0.
Uzmemo li Lebesgueovu mjeru na R, dobivamo ||f,|, = n~'*¥/?. Ako je
p > 1, onda je lim,—o || fnllp = 0, pa fr, — 0 u LP. Ako je p = 1, onda je
lfull = 1, pa f - 0 u LL.

4. Neka niz (f,) izmjerivih funkcija f, : X — R konvergira prema f : X — R.
Ako postoji funkcija g € LP takva da je |f,]| < |g| za svaki n € N, onda je
limy, oo [ | frn — fPdp = 0.

18Stefan Banach (1892 - 1945), poljski matematicar.
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(Uputa: [fn = fI7 < (|ful + lg])" < (2max{[fal,g]})" = 27|g|?, |g|" je inte-
grabilna i lim, o |fr — f|? = 0. Tvrdnja slijedi iz Lebesgueova teorema o
dominiranoj konvergeniji.)

Neka je u(X) < 0010 < p < ¢ < oo. Dokazite daje LY(X, %, u) C LP(X, X, 1)
te da je || f]l, < u(X)7 7| f|lq za svaku funkciju f € LI(X, ¥, ).

(Uputa: Neka je P = % iQ = g. Tada je p = 0- P+ ¢ - Q. Kako je
P+Q =1,tosul/Pil/Q konjugirani eksponenti. Primjenom Holderove
nejednakosti na funkcije | f|%F i |f|9? te konjugirane eksponente 1/P i 1/Q
dobiva se nejednakost

[isan = [1707 10 < ([ 1707 an)"( [19°€ an)
= (/ldu>P(/|f|qdu>Q :u(X)P(/Iflqdu>Q,

pomocu koje je lako dokazati tvrdnje.)
Nekaje 0 < p < g <71 < o0. Tadaje0<%<$<%<ooi%:t%+(1—t)%,

gdje je t = }jgjjg. Neka je f € LP(X,%, 1) N L"(X, %, p). Dokazite da je
feLi(X, %, ) te daje | fllg < [fI I fII7-

(Uputa: Veé¢ smo pokazali da je f € LI(X, %, u) (str. 130., zadatak 3.). Sada
¢emo dokaz napraviti na drugi nacin te usput dobiti i trazenu nejednakost.
Neka je P = ::Z € (0,1)i@Q =1— P. Tada je ¢ = Pp+ Qr. Primjenom
Holderove nejednakosti na funkcije |f|”P i [f|9" te konjugirane eksponente
1/Pi1/@Q dobiva se

[istau= [15in%ans ([ 15ran)"( [irran)®.

Integral [|f|?dp je konacan jer su kona¢na oba integrala [ |f|Pdu i [ |f|"du.
Dakle, f € LY(X, X, 1). Iz gornje nejednakosti elementarnim racunom slijedi

1£llg < 1£1, A1)

Nekajel < p<r <oo,aZ =LP(X,% puNL(X,% u). Dokazati da je
I'll : Z — R, definirana formulom ||f|| := ||fll, + || f]l», norma na Z i da je
(Z, | - II) Banachov prostor.

(Uputa: Nejednakost trokuta slijedi iz nejednakosti Minkowskog. Koristite
teorem 3.64.)

Neka je 1 < p < r < co. Definirajmo W = LP+L" = {g+h:g € LP,h € L"}.
Dokazati da je formulom || f|| := inf{||g||, + |||l : g € LP,h € L", f = g+ h}
zadana norma na W i da je (W, || - ||) Banachov prostor.

(Uputa: Koristite prethodni zadatak.)

Neka je (2, X, u) vjerojatnosni prostor. U teoriji vjerojatnosti izmjeriva funk-
cija X : ¥ — R zove se slutajna varijabla. Nadalje, integral (ako je defini-
ran) E(X) := [ Xdp zove se otekivanje slu¢ajne varijable X. Ako je X €
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L£2(Q,%, 1), onda se V(X) := E(XQ) E(X)? zove varijanca slu¢ajne vari-
jable X. Dokazati: (a) X € £L2(Q,%,u) = X € LY(Q, X, ). (b) Dokazati
PUIX] > Vi) € L (V(X) + B2 adie jo {IX] > Wi} — (€ 0

| X (w)] > v4n}.
(Uputa: (a) Vidi zadatak 5. (b) Pomoéu Cebisevljeve nejednakosti (3.11) za
p =2 dobiva se P({|X| > V4n}) < L E(X?).)
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4. Produkt prostora mjere

4.1. Produkt izmjerivih prostora

Radi jednostavnosti ovdje se ogranicavamo na produkt dvaju izmjerivih prostora.
Koristit ¢emo uobic¢ajenu oznaku A x B za Kartezijev (ili direktni) produkt skupova
A1 B. Dakle, A x B={(a,b):a € A,be B}.

Definicija 4.1. Neka su (X, .A) i (Y, B) izmgjerivi prostori. Njihov produkt je izm-
jeriv prostor (X x Y, A® B), gdje je A® B tzv. produktna o-algebra definirana s

A®B=0o(AxB).

Clanove familije A x B zovemo izmjerivim pravokutnicima. Dakle, produktna o-
algebra A ® B je generirana familijom izmjerivih pravokutnika. Ocito je A x B
jedan 7-sistem na X x Y.

Propozicija 4.2. Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori.
(a) Produkina o-algebra A ® B je generirana familijom ,,cilindara”
C={AxY:Aec A} U{X x B:Be B}
(b) Produktna o-algebra A® B je najmangja o-algebra na X XY sa svojstvom da
su izmjerive obje projekcije
m: X XY > X, mz,y) ==z
m: X XY =Y, m(x,y)=y

)

Dokaz. (a) Ocito je C C A x B, odakle slijedi o(C) C (A x B) = A® B. Preostaje
dokazati da je A® B C o(C). Neka je A x B € A x B. Iz identiteta
AxB=(AxY)N(X x B)e€d(C)
slijedi A x B C 0(C). Zato je A® B=0(AxB)Co(a(C)) =0(C).
(b) Neka su A € A, B € B. Kako je
7N (A)=AxY, m'(B)=X xB, (4.1)

iz (a) slijedi 7, '(A) € A® Bim,'(B) € A® B. To znaci da je 7 izmjeriva u paru
o-algebri (A ® B, A), a mo u paru o-algebri (A ® B, B).

Nadalje, iz (4.1) vidimo da svaka druga o-algebra na X x Y sa svojstvom da su
obje projekcije izmjerive mora sadrzavati cilindre. Prema (a) A ® B je najmanja
o-algebra s tim svojstvom. O

Teorem 4.3. Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori takvi da je A = o(€) i
B =o(F). Ako su ispunjena sljededa dva uvjeta:
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oo

(1) Postoji niz (Ey,) skupova iz € takav da je \J,._ | En =X,
Fo=Y

(ii) Postoji niz (F,) skupova iz F takav da je |J "

n= ’

onda je
AR B=0c(€ xF).

Dokaz. 1z € x F C A x Bslijedi 0(E x F) Co(Ax B)=A®B.

Neka je E € €. Pomocu jednakosti m; '(E) = E x Y = |, (E x F,) za-
klju¢ujemo da je 7, '(E) € o(€ x F). Postupajuéi slicno dobivamo da je m, ' (F) €
o(€ x F) za svaki F € F. Sada pomocu teorema 2.6. dobivamo da je projekcija mq
izmjeriva u paru o-algebri o(€ X F) i A, a w3 je izmjeriva u paru o-algebri o (€ x F)
i B. Konag¢no, prema tvrdnji (b) propozicije 4.2. je A® B C o(€ x F). O

Primjer 4.4. Borelova o-algebra Br generirana je familijom & = {(a,b] : a < b}
(teorem 1.10.), a Bgz s familijom € x € (teorem 1.12.). Zato je

Br ® Br = Bge.
Neka je E C X x Y. Za svaku tocku (z,y) € X x Y definiraju se prerezi

(x-prerez skupa E) E, ={yeY :(z,y) € E}
(y-prerez skupa E) EY ={xe€ X :(z,y) € E}.

Neka je funkcija f definirana na Kartezijevom produktu X x Y. Za svaku tocku
(z,y) € X x Y definiraju se funkcije f, i f¥ formulama

fe(y) = f(z,9), yey
fU(x) = f(z,y), weX.

Dakle, f, je restrikcija funkcije na prerez {(x,y) : y € Y}, a f¥ je restrikcija na
prerez {(z,y) :x € X }.

Lema 4.5. Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori i (z,y) € X xY. Tada
vrijedi:

(a) Ako je E C A® B, onda je E; € B i EY € A.

(b) Ako je f: X XY — [—o00, 0] bilo koja A ® B-izmjeriva funkcija, onda je fs
B-izmjeriva a f, je A-izmjeriva funkcija.

Dokaz. (a) Pokazimo da je E, € B. Uo¢imo da je u tu svrhu dovoljno pokazati da
familija

F={FCXxY:F,eB}

sadrzi o-algebru A ® B.
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Familija F je o-algebra na skupu X x Y. Zaista, ocito je X x Y € F. Nadalje,
pomocu identiteta (F¢), = (F})° i (Uzozl Fn) =U,—,(F,). lako je zakljuciti da
je familija F zatvorena na komplementiranje i na prebrojive unije.

Sada ¢emo pokazati da familija F sadrzi sve izmjerive pravokutnike, tj. Ax B C
F. Neka je Ax Be AxB. Tadaje (Ax B), =Be Bilije (Ax B), =0¢€B.
Dakle, A x B C F.

Kako je A ® B najmanja o-algebra koja sadrzi A x B, zbog A x B C F je
A@B=0c(AxB)CF.

Na slican nac¢in moze se pokazati da je EY € A.

(b) Prvo uoc¢imo da za svaki B € Bg vrijedi
() B =(1B), & (HHB)=(1(B)"

Nadalje, po pretpostavci je f~!(B) € A® B. Sada iz (a) slijedi (f~'(B))_ € Bi
(f~4(B))” € A. Dakle, za svaki B € By je (f) *(B) € B i(fY)"1(B) € A. O

4.2. Produktna mjera

Neka su (X, A, u) i (Y,B,v) o-konacni prostori mjere. Pokazat ¢emo da postoji
jedinstvena mjera u ® v na produktu (X x Y, A® B), takva da je

(p®@v)(Ax B) = u(A)v(B), AxBe AxB.
Za dokaz ove tvrdnje trebat ¢e nam sljedec¢a lema:

Lema 4.6. Neka su (X, A, p) i (Y,B,v) dva prostora o-konacne mjere i E € AQB.
Tada vrijedi:

(a) Funkcija x — v(E,) je A-izmjeriva.
(b) Funkcija y — p(EY) je B-izmjeriva.

Dokaz. Kao prvo, prema lemi 4.5. je E, € Bi EY € A1istoga su funkcije z — v(E,)
iy— u(EY) dobro definirane.

(a) Dokaz ¢emo provesti u dva koraka: (i) slucaj kada je mjera v konac¢na. (ii)
slu¢aj kada je v o-kona¢na mjera.

(i) Neka je
F:={F C A® B: funkcija z — v(F,) je A-izmjeriva} C A ® B.

Dovoljno je pokazati da je AQ B C F.
Prvo éemo pokazati da je A x B C F. Neka je A x B € A x B. Tada je

| B, akojex e A
(AXB)z{@, akoz & A,

odakle dobivamo v((A x B),) = v(B)xa(z). Karakteristi¢na funkcija x4 je izmje-
riva, pa je zato A x B € F.
Uocimo:
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1. Akosu E, F € A® B takvi da je E C F, onda je

V((F\E)$) = V(Fac) - V(-Em)

2. Ako je (E,) uzlazan niz skupova iz A ® B, onda je

o0
y(( U En)z> = Tim v((Ep)a).
n=1
Drugim rije¢ima, familija F je d-sistem (zatvorena je na prave razlike i na unije
uzlaznih skupova). Nadalje, familija A X B je w-sistem (zatvorena je na konacne
presjeke). Prema teoremu 1.34. je

A®B=0o(Ax B) =D(Ax B).

Kako d-sistem F sadrzi w-sistem A4 x B, a po definiciji je D(A x B) najmanji d-sistem
koji sadrzi A x B, to je D(A x B) C F. Dakle, A@ B C F.

(ii) Mjera v je o-konaé¢na. Tada postoji niz (V;,) disjunktnih skupova iz B takav da
jeY =2, Y, iv(Y,) < oo za svaki n € N. Za svaki n € N definirajmo konac¢nu

mjeru v, na B formulom v,(B) = v(BNY,). Skupovi Y,,, n € N, su medusobno
disjunktni pa je zato

V(Ey) = v(E,NY) = u( U(E.n Yn)> =S uENY) = va(B).
n=1 n=1 n=1

Prema (i) sve funkcije  — v, (F,), n € N, su A-izmjerive. Prema propoziciji 2.19.
izmjerive su funkcije  — Y ,_; vi(E;), n € N. Sada iz propozicije 2.17. slijedi da
je A-izmjeriva i funkcija

n

T nlLrI;oZVk(EI) = Z vn(Ey) = v(Ey).

k=1 n=1

(b) Postupa se kao pod (a). O

Teorem 4.7. Neka su (X, A, n) i (Y, B,v) prostori o-konaéne mgjere. Tada postoji
jedinstvena mjera p @ v na A® B takva da je

(un@v)(Ax B) = u(A)v(B), Ax BeAxB. (4.2)

Nadalje, za svaki E € AR B je

(o n(E) = [

X

w&mmm=/uw%w@. (4.3)

Y

Definicija 4.8. Mjeru p ® v iz teorema 4.7. zovemo produktna mjera ili produkt
mjera f i V.
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Dokaz teorema 4.7. Neka je E € A® B. Prema lemi 4.6. funkcije z — v(Ey)
iy — p(EY) su izmjerive. Zato na A ® B mozemo definirati skupovne funkcije
(L®v)1i(u®v)s formulama:

(h@v)i(E) = /Yu(Ey)dV(y), (h©v)a(E) = /X v(Ez) dp(x). (4.4)

Pokazimo da su (4 ® v); i (@ ® v)2 mjere na A ® B. Dovoljno je napraviti
dokaz za skupovnu funkeiju (u ® v)1, jer za funkciju (u ® v)2 dokaz je analogan.
Ocito je (u® v)1(0) = 0. Neka je (E,) niz disjunktnih skupova iz A ® B. Stavimo
E:=J,_, E,. Ako jey €Y, onda je (EY) niz disjunktnih skupova iz A i pri tome
je BY = (U, EY. Zato je p(EY) = > 7, u(EY). Pomocu Levijeva teorema za
redove (teorem 3.15.) dobivamo

(n@v)(E) = /Y (EY) dv(y Z/ (EY) dv(y i

§to znaci da je (u ® v); prebrojivo aditivna funkcija. Time smo pokazali da je
(4 ® v); mjera na A ® B. Kao $to smo veé¢ spomenuli, na slican nacin se moze
pokazati da je i (4 ® V)2 mjera na A® B.

U dokazu leme 4.5. pokazali smo da je v((A x B),) = v(B)xa(z). Sli¢no se moze
pokazati da je pu((A x B)Y) = u(A)xp(y). Pomocu tih jednakosti lako je pokazati
da za sve A X B € A x B vrijedi

(1 ® V)1(A x B) = p(A)(B) = (1@ v)s(A x B). (4.5)

Prema tome, mjere (1 ®v); 1 (1t ® )2 podudaraju se na w-sistemu A x B. Kako je
A® B = o(A x B), prema korolaru 1.36. mjere (u ® v); i (1t ® V)2 su jednake na
cijeloj o-algebri A ® B.

Neka je py@v:=(p®v); = (L®V)a. 1z (4.4) i (4.5) dobivamo (4.2) i (4.3). O

Korolar 4.9. Neka je A1 Lebesgueova mjera na Br, a Ao Lebesqueova mjera na
BRz. Tada je )\2 = )\1 ® )\1.

Dokaz. Borelova o-algebra Bg generirana je familijom & = {(a,b] : a < b} (teo-
rem 1.10.), a Bz s familijom £ x & (teorem 1.12.). Prema teoremu 4.3. je

Br ® Br = 0(€ x &) = Bpz.

Mjere A2 i A1 ® A1 se podudaraju na w-sistemu £ x £. Naime, svakom pravokutniku
(a,b] x (¢,d] € € x € istu vrijednost (b— a)(d —¢) pridruzuju obje mjere Ay i A\; @ A1.
Prema korolaru 1.36. je Ay = A1 ® A1 na cijeloj o-algebri o (€ x &). O

4.3. Fubinijev teorem

Sljedeca dva teorema govore nam kako se integral po produktnoj mjeri moze svesti
na dva uzastopna integrala po mjerama faktora.
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Teorem 4.10. (L. Tonelli'®) Neka su (X, A,pn) i (Y,B,v) prostori o-konaéne
mjere, a f: X XY — [0,00] A® B-izmjeriva funkcija. Tada vrijeds:

(a) Funkcija x — fY fzdv je A-izmjeriva.

(b) Funkcija y — fX f¥du je B-izmjeriva.

(c)
/Xxyfd(u@au):/y(/ Frdp)du(y) / /fmdu du(z).  (4.6)

Dokaz. Dokaz ¢emo razbiti na tri dijela.

(i) Pretpostavimo da je f karakteristi¢na funkcija skupa E € A® B. Tada je

fe = XEB,, a fY = Xpv, odakle slijedi [, fodv = v(E,) 1 [y fYdu = p(EY). Sada
tvrdnje (a) - (¢) slijede iz leme 4.6. i teorema 4.7.

(ii) Zahvaljujuéi aditivnosti i homogenosti integrala sada je lako provjeriti da tvrdnje
(a) - (c) vrijede za nenegativnu jednostavnu 4 ® B-izmjerivu funkciju.

(iii) Konacéno, neka je f bilo koja nenegativna A ® B-izmjeriva funkcija. Prema
teoremu 2.23. tada postoji rastuéi niz (f,) jednostavnih, nenegativnih i A ® B-
izmjerivih funkcija koji konvergira (po tockama) prema funkciji f. Prema (i) za
svaki n € N funkcija x +— [}, (fn)odv je A-izmjeriva, y — [y (fn)Ydp je B-izmjeriva
i vrijedi

o [ gdwen = [ ([ Gordn)ae) = [ ([ i) n.

Kako je lim,, f,, = f, to je limy, (fn)z = fo 1 limy, (fn)Y = fY. Nadalje, niz (f,) je
rastudi pa su stoga rastuéi i nizovi ((fn)z) 1 ((fn)¥). Prema teoremu o monotonoj
konvergenicji (teorem 3.12.) je

/ fodv = lim / prau= tim_ [ (f.)dn
Y n—oo
pa tvrdnje (a) i (b) slijede iz propozicije 2.17.

Zahvaljujuéi tome sto su (f), (fX fn ydu) (fy fn) du) monotono rastuci

nizovi izmjerivih funkcija koji redom konvergiraju prema izmjerivim funkcijama
f, fX f¥du i fy fzdv, graniénim prijelazom n — oo u (%) i pomodéu teorema o
monotonoj konvergenciji dobivamo jednakosti (4.6). O

Uocimo da jednakosti (4.6) vrijede za svaku nenegativnu A®B-izmjerivu funkciju
f, bez obzira je li ona integrabilna ili nije; uzastopni integrali su jednaki, tj. re-
dosljed integracije moze se zamijeniti. Zahvaljujucilemi 3.24. ta nam ¢injenica moze
posluziti za ispitivanje integrabilnost funkcije f (ne nuzno nenegativne) s obzirom
na produktnu mjeru pu ® v. Evo primjera:

9eonida Tonelli (1885 - 1946), talijanski matematicar.
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Primjer 4.11. Neka je X x Y = [0, M] x [0,00). PokaZimo da je funkcija f :
X XY — R zadana formulom

flz,y) =e ¥sinzx

integrabilna s obzirom na Lebesgueova mjeru Ae na [0, M] x [0, c0).

Kao prvo, prema korolaru 4.9. je Ao = A ®@ X, gdje je A\ Lebesueova mjera na
R. Nadalje, funkcija f je neprekidna pa je stoga i A ® A-izmjeriva (teorem 2.8.).
Pokazat éemo da je

/ Sl e ) < .
[0,00) x[0,M]

odakle ée prema lemi 3.24. slijediti integrabilnost funkcije f.
Pomoéu nejednakosti

sinx

[f (2, y)] = |we™™|

. ‘ < xe™ =: g(x,y), (x,y) € [0, M] x [0, 00),

monotonosti integrala i Tonellijeva teorema dobivamo

/ A ®N) < / oz v)d(A @ \)
[0,M]x[0,00)

[0,M]x[0,00)

= ,/[07M] (/[O,oo) g(w,y)dA(y)) d\(z) = /OM (/000 :Ee_””ydy)dx

M
:/ lde = M < oco.
0

Kod ovog racuna koristili smo cinjenicu da su podintegralne funkcije Riemann-
integrabilne, zbog cega su odgovarajuci Lebesgueovi integrali jednaki Riemannovim
integralima.

Teorem 4.12. (Fubinijev teorem?’) Neka su (X, A,pn) i (Y,B,v) prostori o-
konacéne mjere, a f : X XY — [—00, 00| funkcija koja je A& B-izmjeriva i integra-
bilna s obzirom na produktnu mjeru p ® v. Tada vrijedi:

(al) Postoji skup Nx C X mjere nula, u(Nx) = 0, sa svojstvom da je za svaki
x € X\Nx funkcija f, integrabilna s obzirom na mjeru v.

(a2) Funkcija g : X — R definirana formulom

()f fyfde7 akoj@!EEX\NX
g = 0, ako je x € Nx

je integrabilna s obzirom na mjeru p.

20Ghirin Guido Fubini (1879 - 1943), talijanski matematicar.



142 4. PRODUKT PROSTORA MJERE

(b1) Postoji skup Ny C 'Y mjere nula, v(Ny) = 0, sa svojstvom da je za svaki
y € Y\Ny funkcija fY integrabilna s obzirom na mjeru .

(b2) Funkcija h 1Y — R definirana formulom

h( ) — fX fyd,uv ako je (TR Y\NY
vr= 0, ako je y € Ny

je integrabilna s obzirom na mjeru v.

/><nyd<“®” / /fydu du / /fmdu du (4.7)

Dokaz. Prema lemi 4.5. funkcija f, je B-izmjeriva. Zato su prema propoziciji 2.20.
B-izmjerive obje funkcije (f;)T i (f;)~. Uocimo da je

(fo) T =(ar (fa)” = )a (4.8)

(c)

Nadalje, po pretpostavci je f integrabilna s obzirom na produktnu mjeru p® v. To
madida je [y [Td(p@v) <ocoi [y y fd(p®v) < co. Prema teoremu 4.10.
funkcije z — [, (fo)Tdv iz — [, (fo)”dv su A-izmjerive i vrijedi

/)((/Y(fz)ﬂLdu)du(x) :/Xxyf+d(“®”)<oo
/X(/#fi)_d”)dﬂb(@ :/Xxyf‘d(u@@u) <o,

Iz ovih nejednakosti slijedi da su funkcije z — [, (fo)"dv iz — [, (f:)”dv inte-
grabilne s obzirom na mjeru pu, pa zbog toga prema propoziciji 3.25. postoji skup
Nx C X p-mjere nula sa svojstvom da su te funkcije kona¢ne na X\ Ny, tj. in-
tegrali fY (fT)edv i fY )zdv su konaéni za svaki z € X\Nx. To znadi da je za
svaki z € X\ Nx funkcija fm integrabilna s obzirom na mjeru v, §to je tvrdnja (al).

Sada ¢emo dokazati tvrdnju (a2). Kako su funkcije z — [} (fz)Tdv iz —
fy( f«)~dv integrabilne s obzirom na mjeru p, integrabilna je i njihova razlika

Ga) = [ (grdr— [ (o= | s

Kako je G = g (s.s.), prema teoremu 3.26. funkcija g je integrabilna (s obzirom na
mjeru p) 1 pri tome je

/ngu:/XGdu:/X(/Yfzdu>du. (4.9)
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Pomo¢u teorema 4.10., (4.8), teorema 3.26. i (4.9) dobivamo:

| sdwen = [ prawen - [ pdwen
= [ (forna)ine — [ ([ )ew)ine)
= [ ([ orar)aua — [ ([ miv)in)
- /X Glx)dp = /X (/Y fudv) dp.
Na slican nacin se mogu dokazati tvrdnje (b1) i (b2) te jednakost

/Xxyfd(u®y):/y(/xfydu>dy.

Primjer 4.13. Neka je A= {(z,y) e R?: 0 <z <o00,0<y<1}if:A—R
funkcija zadana formulom

O

flz,y) =ysinxe Y.

Pokazimo da je f integrabilna na A s obzirom na produktnu mjeru A @ X, te da se
primgenom Fubinijeva teorema dobiva

/ smx(lfef fefx)dx:llnl
0 T T 2

Kao prvo, funkcija f je Br ® Br-izmjeriva: Kako je f neprekidna, ona je Bgz-
izmjeriva. Tvrdnja slijedi iz jednakosti Br2 = Br ® Bg.

Uocimo da je |f(z,y)| < g(x,y), gdje je g(x,y) = ye~™Y. Funkcija g je neprekidna,
pa je Br @ Br-izmjeriva. Pomocu monotonosti integrala i Tonellijeva teorema do-
bivamo

[ 1oy < [ aepanen= ([ vevar)ay

1
—/ 1dy = 1.
0

Dakle, f je integrabilna na A s obzirom na mjeru A\ @ X\. Kod gornjeg racuna smo
iskoristili cinjenicu da su podintegralne funkcije Riemann-integrabilne, zbog cega
su odgovarajuci Lebesqueovi integrali jednaki Riemannovim integralima. Nadalje,
druga jednakost lako se dobiva parcijalnom integracijom.

Prema Fubinijevom teoremu je

/Af(w,y)d(A®A) = /01 (/Oooysinxe_mydx>dy = /000 (/Olysinxe_mydy>d$.
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Parcijalnom integracijom dobiva se:

e’} 1 . _
1— T
/ ysinze Ydxr = 2y ; / ysinze Ydy = smx( c e‘””).
0 y?+1 0 T T
Zato je
1 00 o _
1 _ xr
/ 2y dy = / S ( c e_m>d:17,
0o Y*+1 0 T T
.
1 1—e™®
5 / smx e’ efz) d.
Primjer 4.14. Neka je X =Y = [0,1], f : X xY — R funkcija definirana
formulom

2 .9
f(w,y)Zﬁ.

Ova funkcija je neomedena u okolini nule pa nije Riemann-integrabilna. Sada
¢emo pokazati da ona nije integrabilna niti s obzirom na Lebesgueova mjeru Ay na

[0,1] x [0,1].

Za prvi uzastopni integral iz (4.6) dobivamo:

/Y(/Xf(:z:,y)d)\(x)>d>\(y) /Y</01 ﬁdx)dk( y) = L@ﬁ)dx(y)

1
1
[ e
o 1+vy

Zamgenom, redoslijeda integracije dobiva se [ (fyf(x,y)d)\(y)> d\(x) = §. Dakle,
Iy (fo(x,y)d)\(x)>d)\(y) # Jx (fyf(x,y)d)\(y))d)\(:r) i prema tome funkcija f

nije integrabilna s obzirom na produktnu mjeru Ag = A ®@ A.

e

Zadaci.

1. Nekasu (X, A, u) i (Y, B,v) dva prostora o-konaénih mjera takvi da je A # 2%
ida B ima neprazan skup mjere nula. Dokazite da produkt (X xY, A®B, u®v)
nije prostor potpune mjere. Specijalno, (R?, Bz, \2), gdje je A2 Lebesgueova
mjera na Bg2, nije potpun prostor.

(Uputa: Neka je Z € 2X\ A, a N € B neprazan skup v-mjere nula, v(N) = 0.
Prema teoremu 4.7. tada je (1 ® v)(X x N) =0. Kako je Z x N C X x N,
skup Z x N je (1 ® v)-zanemariv.

Neka je y € N. Tada je Z = (Z x N)¥. Ako je produkt (X XY, A® B, u®v)
potpun, onda je Z X N € A® B. Tada bi iz leme 4.5. slijedilo da je Z =
(Z x N)¥ € A, sto je kontradikcija. Dakle, produkt (X x Y, A® B, u ® v) nije
prostor potpune mjere.)
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Neka je A Lebesgueova mjera na (R, Bgr), p mjera prebrojavanja na (R, Bg)
i f: R? — R karakteristi¢na funkcija skupa A = {(x,y) € R? : y = z}.
Pokazite da je

/R(/Rf(x,y)du(y)>d)\(x) #/u@(/Rﬂx’y)d)‘(w))d“(y)'

Zas$to to nije u kontradikciji s Tonellijevim teoremom?

(Uputa: Ra¢unanjem dobivamo

/R(/Rf(x,y)du(y»d)\(x) :/R</RX{1}du(y))d)\(x) :/]Rld)\:oo7
/IR (/Rf(xvy)dk(x))du(y) = /ROd“ —0.

Mjera p nije o-konaé¢na. To je razlog $to nemamo kontradikciju s Tonellijevim
teoremom.)

Neka je 0 < a < b. Dokazite:

o —ax __ ,—bx
/ S In(b/a).
0 X

(Uputa: Neka je f : [0,00) X [a,b] — R zadana formulom f(z,y) = e Y.
Funkcija f je nenegativna i Bg ® Bg-izmjeriva (jer je neprekidna). Prema
Tonellijevom teoremu je

/Ooo (/abf(x,y)dy>da: = /ab (/OOO f(x,y)dx)dy,

. (00 gmam_,—ba b
tj. [, ——=—dz = [, %dy =1In(b/a).)
Izracunajte f[o 3x[~1,2] 22y dxdy.

Dokazite jednakost:

lim
M—o0 0 x 2

(Uputa: Kako je % = fooo e~ "¥dy, pomocu Fubinijeva teorema dobivamo

M _: M 00 00 M
/ ST g = / (/ e~ sinxdy)d:v = / (/ e~ sin;vd:zc) dy
0 z 0 0 0 0

o0
1
— [ e M sin L - e M cos M)y,
0 Y

odakle se grani¢nim prijelazom M — oo dobiva trazena jednakost. Integra-
bilnost funkcije f(z,y) = e~ *¥ sinx pokazana je u primjeru 4.11.)
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