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POGLAVLJE

Uvod

Ovaj je tekst prvenstveno namijenjen studentima SveucdiliSta Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku - Odjela za matematiku za potrebe predmeta Me-
tode optimizacije M028 koji se slusa u 4. semestru diplomskog studija.
Namjena mu je upoznati studente s glavnim metodama jednodimenzi-
onalne i viSedimenzionalne minimizacije sa i bez ogranic¢enja. Posebna je
pozornost posveena metodama minimizacije nediferencijabilnih funkci-
ja. Pri tome se izbjegavalo "strogo” dokazivanje teorema, osim u slucaje-
vima konstruktivnih dokaza koji sami po sebi upuéuju na izgradnju ideja
ili metoda.

Pretpostavimo da je zadana funkcija f: D — R, D C R". U okviru
ovog teksta promatramo sljedece probleme:

1. Odrediti f* = inf f(x);

xeD
2. Ako funkcija f postize svoj infimum na D, odrediti argmin f(x), tj.

xeD
odrediti tocku x* € D u kojoj funkcija f postiZe svoj infimum;

3. Ako se inlf) f(x) ne postize na D, odrediti niz (x,) C D za koji je
xe
3 — £
lim f(x,) = f*

Napomenimo da oznaka argmin f(x) predstavlja skup to¢aka u kojima
xeD
dana funkcija postiZe svoju minimalnu vrijednost.

Primijetite da u opéem slucaju argmin f(x) ne mora biti jedna tocka,
xeD
ve¢ vise tocaka ili ¢itav podskup u D.




Uvod

Primijetite takoder da je dovoljno razmatrati problem trazenja lokal-
nog odnosno globalnog minimuma neke funkcije f: D — R, jer vrijedi

argmin f (x) = argmax(—f(x)).
xeD xeD

Navedeni optimizacijski problemi imaju veliku primjenu u raznim di-
jelovima Zivota. Samo kao ilustraciju navest ¢emo nekoliko disciplina
u kojima se pojavljuju takvi problemi. Na primjer, problem oblikova-
nja odredenih mehanickih objekata (oblikovanje dijelova automobilskih
motora, stupova za dalekovode ili metalnih konstrukcija u visokogradniji,
itd.) moZze se svesti na optimizacijski problem koji nazivamo optimizacija
oblikovanja ili engleski design optimization.

Kao drugi primjer mogli bismo navesti ekonomiju koja ukljucuje tra-
dicionalne optimizacijske teorije, ali takoder i neke aspekte teorije igara
te proucavanje ekonomskih ravnoteZnih stanja. 70-ih godina proslog sto-
lje¢a ekonomisti su za modeliranje trzista ili drugih ekonomskih pojmova
poceli koristiti teoriju kontrole koja opisuje ponasanje dinamickih sustava.
Na primjer, u mikroekonomiji se u svrhu modeliranja ponasanja trzista
rada koriste modeli dinamickog pretrazivanja. Jo$ jedan primjer upotrebe
optimizacijskih metoda moZe se na¢i u okviru operacijskih istrazivanja.

Iako smo na pocetku uvoda naveli da je ovaj tekst namijenjen studen-
tima SveuciliSta Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku - Odjela za matema-
tiku, upravo ¢injenica da se razni problemi optimizicije pojavljuju u veli-
kom broju u raznim dijelovima ljudske djelatnosti osigurava ovom tekstu
Siru primjenu.

Knjiga se sastoji od sljedecih Sest poglavlja. U poglavlju 1. Konveksni
skupovi i konveksne funkcije obraduju se osnovni pojmovi vezani za konvek-
sne skupove i funkcije, lokalni minimumi i opéenito problemi ekstrema.
U 2. poglavlju Jednodimenzionalna minimizacija proucavaju se metode jed-
nodimenzionalne minimizacije kao $to su metoda polovljenja, metoda zlat-
nog reza, metoda parabole, Brentova i Newtonova metoda. U poglavlju
3. Problemi visedimenzionalne minimizacije proucavaju se neke od metoda
viSsedimenzionalne minimizacije, npr. metode izbora duljine koraka, i
metoda najbrzeg spusta, te se posebna paznja posvecuje izboru smjerova
optimizacije. Stoga se posebno proucava nacelo H. Curry—-M. Altmana,
aproksimativna minimizacija i traZenje nultoc¢aka te nacelo A. Goldsteina.
Nadalje, u okviru ovog poglavlja posebno se proucavaju gradijentna me-
toda, metoda najbrzeg spusta i minimizacija pomoc¢u Newtonove metode.
Poglavlje 5. posveceno je problemu uvjetne minimizacije u okviru kojega
se bavi nuznim i dovoljnim uvjetima za optimalnost, gradijentnom meto-
dom i Newtonovom metodom s projekcijom. U poglavlju 6. proucavaju
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se neke osnovne metode direktnog trazenja kao Nelder-Meadov i MDS
algoritam te Powellova metoda u viSe dimenzija.






POGLAVLJE

Konveksni skupovi i
konveksne funkcije

Konveksnost igra vrlo znacajnu ulogu pri numerickoj optimizaciji. Stoga
¢emo ovaj tekst zapoceti proucavanjem pojma konveksnosti skupova.

2.1 Konveksni skupovi

Definicija 1. Kazemo da je skup D C R" konveksan ako on za bilo koje
dvije tocke x1, x, € D takoder sadrZzi i segment odreden tim to¢kama, t;.

xX1,xp €D = )Lx1+(1 —/\)Xz eD VAe [0,1]

Akoje D C R" neki skup, onda najmanji konveksni skup koji sadrzava
skup D zovemo konveksnom ljuskom' skupa D. Primjerice, ako se skup D
sastoji od tri razlicite tocke iz R", onda je njegova konveksna ljuska trokut
s vrhovima u tim tockama. MoZe se pokazati da vrijedi:

e Konveksan skup D C R" sadrZi svaku konveksnu kombinaciju od
konacno svojih tocaka, tj.

m m
(X1,...,%m € D) A (Al,...,/\m >0, 2@:1) — Y Aix; € D;
i=1 i=1

leng.: convex hull
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e Skup svih konveksnih kombinacija to¢aka nekog skupa D C R" je
konveksna ljuska tog skupa.

Definicija 2. Kazemo da je skup D C R" strogo konveksan ako
X1, €D, xp#x=>Ax+(1-A)xx,entD VA€ (0,1).
Zadatak 1. Dokazite sljedece tvrdnje:

1. Presjek konveksnih skupova je konveksan skup. Mora li unija dva
konveksna skupa biti konveksan skup ?

2. Akosu A, B konveksni skupovi, ondasuiA A, A+ B, A — B konvek-
sni skupovi.

Zadatak 2. Provjerite konveksnost sljedec¢ih skupova:

a) D(xo,7) = {x € R": ||x —x0|]| <7} (zatvorena kugla)
b) I'(a,l) = {x € R": (a,x) =1} (hiperravnina)

o) D={(x,y,z) ER*: x+y >1,2x+3y —2z <5}

d) D={(xy) e R?>:y—[x> —x— 6| > 2}

Zadatak 3. Neka je f: R" — R™ afina funkcija f(x) = Ax+Db, A €
R™*", b € R™i D konveksan skup. Pokazite da je tada i f(D) C R™
takoder konveksan skup.

2.2 Konveksne funkcije
Definicija 3. Kazemo da je funkcija f: R" — R konveksna ako vrijedi
fAx+ (1 =My) <Af(x) + (1 =A)f(y) 2.1)

Vx,y € R"iVA € [0,1].

Primjer 1. Navedimo neka elementarna svojstva konveksnih funkcija [2,

]:
m
e akosu fq,..., f konveksne funkcijei Ay, ..., A, > 0,0ndaje Y Aif;
i=1
konveksna funkcija; l

e akoje f konveksna na IR"”, ¥ neopadajuca i konveksna na IR, onda je
Y o f konveksna na R";
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e ako su fi,..., fu konveksne funkcije, onda je sup f;(x) konveksna
i
funkcija;

e akoje f: D C R" — R konveksna funkcija na konveksnom skupu
D, onda je ona neprekidna na Int D.

Definicija 4. KaZzemo daje funkcija f: R" — R strogo konveksna ako Vx,y €
R", x # yvrijedi

fAx+(1-A)y) <Af(x)+(1—-A)f(y), YA€(0,1). (2.2)

Definicija 5. KaZemo daje funkcija f: R" — R jako konveksna? ako postoji
takav realni broj v > 0 da vrijedi

F(5Y) 3@ + @) —vlx—ylP, Yy eR.  (23)

Primjedba 1. Moze se pokazati da je funkcija f: R" — IR jako konveksna
ako i samo ako postoji realan broj x > 0 tako da bude

Fx+ (1= A)y) < AF(x) + (1= Vf(y) — kA1 = Ax—yl2  24)
Vx,y € R",VA € [0,1].
Naime, jedan smjer je jednostavan jer ako u (2.4) stavimo A = 1 iy =
%K, dobivamo (2.3).
Primjedba 2. Pojam konveksnosti moZe se na isti nacin definirati ako je

domena funkcije konveksan podskup od R".

Primjer 2. Neka je A: R” — R" simetri¢ni linearni operator. Tada je
kvadratna forma f: R" — Ry, f(x) := 3 (Ax, x) konveksna funkcija onda
isamo onda ako je operator .A semidefinitan (A > 0), tj. ako su sve njegove
svojstvene vrijednosti nenegativne: ozna¢imoihs A; > --- A, > 0. Kako
je (vidi primjerice [14], [15])

Aallx|I> < (Ax, x) < Aq]|x||* za sve x € R”, (2.5)
moze se pokazati da vrijedi
fx+(1=Ny) <Af(x) + (1= A)f(y) - 30A1 = AD)lx —y[* (@26)

Dakle, ako je A pozitivno definitni linearni operator (A, > 0), funkcija f
je jako konveksna funkcija.

2eng.: strictly convex function = strogo konveksna funkcija ; strongly convex func-
tion = jako konveksna funkcija
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Pokazimo da iz (2.5) slijedi (2.6). Iz definicije kvadratne forme f(x) slijedi da
je
fAx+(1=Ay) = 3(AQx+(1=A)y),Ax+ (1= A)y)
= 3 (A(Ax,x) + 201 = A)(Ay, ) + (1= A)*(Ay,y))
= Af()+ (1= Nf ) + 7 (A7 = A)(Ax, x)+
22 (1= M)(Ay, ) + (1= 1) = (1= 1))(Ay,y)) -

Dakle, vidimo da vrijedi

fAx+1=Ay) =2Af(x) + 1= D)f(y) = 31 - 1) (Alx —y), (x =),
Sto zajedno sa (2.5) povlaci (2.6).

Navedimo jo$ neke primjere konveksnih odnosno jako konveksnih funk-
cija.
Primjer 3. Funkcija f: R? = R, f(x1,x) = x% + x% je jako konveksna
funkcija, dok je funkcija g: R> — R, g(x1,x2) = x2 konveksna, ali nije
jako konveksna. Napisite matrice kvadratnih formi f i g i definirajte odgo-
varajuce linearne operatore. Sto su njihove svojstvene vrijednosti? Kako
izgledaju nivo plohe ovih funkcija?

Zadatak 4. Pokazite da je svaka jako konveksna funkcija ujedno i ko-
nveksna, ali da obrat ne vrijedi.

Zadatak 5. Provjerite jesu li sljedece funkcije konveksne, strogo konvek-
sne ili jako konveksne funkcije:

a) f(x) =3x—4,
b) f(x)

f(x) =3x2+2x -3,
d) f(x)

RjeSenje: konveksne su funkcije pod a),c),d), strogo konveksne su pod
c),d), ajako je konveksna funkcija pod c).

Zadatak 6. Neka je f konveksna funkcija, f: D — R, gdjeje D C R”
konveksan skup. Tada za svaki izbor to¢aka x1,x7,...,x, € D iskalara
m

=6—5x —2x% + x5,
C

)
)
)
)

= e ¥l 45

&1, 0, >0,) a; =1vrijedi
i=1

f ( CKZ'XZ'> < eri f(xi) (Jensenova nejednakost).
i—1 i=1

1=
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Nadalje, koristeci Jensenovu nejednakost dokaZite da vrijedi
m m
) wix Z% >1 za xq1,...,%m > 0.
i=1 i=1

Zadatak 7. Neka su g,h: D — R konveksne funkcije, D konveksan te
neka su a, B pozitivni realni brojevi. DokaZite da je tadai f = ag + Bh
konveksna funkcija.

Zadatak 8. Provijerite konveksnost sljedec¢ih funkcija:
a) f(x1,x2) = 4x} — 5x3,
b) g(x1,x2,x3) = 8x2 — 16x1x2 + 8x3 + 10x3.
RjeSenje: funkcija g je konveksna dok funkcija f nije konveksna.
Zadatak 9. Nekaje f: D C R" — R. Skup
P(f) ={(x,a) e R": x e DCR",a € R, f(x) < a}
nazivamo epigrafom, a skup
Q(g) = {(x,a) e R"™M: x € DCR",a € R,g(x) > a}
podgrafom funkcije f. Odredite epigraf i podgraf funkcije f: [0,2771] — R,
f(x) = sinx + 2. Pokazite da za proizvoljnu funkciju f: D C R" — R
vrijedi:
1. ako je funkcija f konveksna, onda je P( f) konveksan skup;
2. ako je funkcija ¢ konkavna, onda je Q(g) konveksan skup;

3. ako je funkcija ¢ konkavna, onda je (—g) konveksna funkcija.

Definicija 6. [20] KaZzemo da je funkcija f : D — R, D C R" u tocki
x € Int D Gateaux—diferencijabilna (G-diferencijabilna) ako postoji a € R"
takav da za svaki h € R" vrijedi

}i_r)r(}%\ f(x+th) — f(x) —tah| = 0. 2.7)
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Ako za h redom uzmemo j-ti koordinatni vektor e/, dobivamo
-1 ’ _
113(};|f(x+ te!) — f(x) —ta;| = 0.

Dakle, komponente vektora a parcijalne su derivacije a; = %3(;) = 9;f(x).

Jacobijevu matricu diferencijabilne funkcije f utockix = (x1,...,x,)7 €
D oznacivat ¢emo s

)= (%8, 40 = @uf (), 0 (),

gradijent funkcije f € C}(D) u tocki x s
Vf(x) = f'(x)T,

a drugu derivaciju (Hessian) funkcije f € C?(D) u tocki x s

EE

X U X10X,

@ =@ = | | = (5.
Pf(x) 2f(x) *i0%j
0x,0x1 " 0%x,

Akoje f € CP(D), x +ah € D zaa € [0,1], onda vrijedi Taylorova
formula

fle+h) = f(x) =f'()h +o(|]), p=1 (28
fx+m) = fx) =f D+ 3(f (1) +o(0?),  p=2. (29
Lema 1. Ako je f € CY(D) konveksna funkcija na konveksnom skupu D, onda
vrijedi
(Vi) x—y) < f(x) = fy) < (Vf(x),x—y), VxyeD. (2.10)

Dokaz. Oduzimanjem f(y) na obje strane nejednakosti (2.1) dobivamo

fly+Ax=y)) = fly) <AF(x) = f(y)-

Primjenjujuéi na lijevoj strani Lagrangeov teorem o srednjoj Vrijednosti
dobivamo

fly+A(x—y)) = fly) = (Vfy+0AMx—y)),Ax—y)), ©€(01).

Nakon dijeljenja nejednakosti s A i stavljanja A — 40 dobivamo lijevu
stranu traZene nejednakosti.
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Desna strana nejednakosti dokazuje se na sli¢an nacin. Zaista, lijeva
strana nejednakosti (2.10) glasi

fx) = fly) =2 (V) (x—y)),
$to nakon zamjene x <+ y daje
fy) = f(x) 2 (VF(x), (y = x)),

a nakon dijeljenja s (—1) dobivamo desnu stranu nejednakosti (2.10). [

Lema 2. Neka je D C R" konveksan skup. Funkcija f € C'(D) jako je konvek-
sna onda i samo onda ako postoji m > 0 takav da je

(Vf(y) — Vf(x),y—x)>m|y—x||*> zasvex,yeD. (2.11)
Dokaz. Pokazat ¢emo jedan smjer leme. Naime, prema [1, Lema 1.1. 2°]
funkcija f € C!(D) jako je konveksna ako i samo ako postoji m > 0 takvo
daje

f) = fy) = (VFW), (x=y) + 5lly — x> zasvex,yeD. (212)

S druge strane, ako u prethodnoj jednakosti zamijenimo x <+ v, slijedi da
je f konveksna funkcija ako i samo ako

fy) = f(x) > (Vf(x),(y—x)) + %y — x> zasvex,y €D, (213)
odnosno
() = f(y) < (Vf(x), (x—y)) — %lly — x> zasvex,yeD. (214)
Sada iz (2.12) i (2.14) slijedi
(Vi) (x =)+ Flly = xI? < (Vf(x), (x—y) — By — xI%,
zasve x,y € D, §to povlaci (2.11). O

Teorem 1. Neka je D C R" konveksan skup takav da je Int D # @. Funkcija
f € C2(D) jako je konveksna onda i samo onda ako postoji m > 0 takav da je

(f"(x)y,y) > m|y||*> zasvex € Dizasvey € R". (2.15)

Dokaz. Buduéidaje f € C*(D) jako konveksna, zamjenom y < x + Ay iz
(2.13) slijedi da za sve x,y € D vrijedi

flx+Ay) > f(x) + A(Vf(x),y) + 5A%ly|>. (2.16)

S druge strane, Taylorova formula u okolini toc¢ke x daje

fx+Ay) = fF)+AVF(x),y)+ 32 ((f"(x+8Ay)y,y), B (0,1),

Sto zajedno sa (2.16) povlaci (2.15).
Obrat tvrdnje teorema dokaZite sami. O
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2.3 Lokalni minimum

Razmatrat éemo neke nuzne i dovoljne uvjete da (jako) konveksna funk-
cija postigne svoj lokalni odnosno globalni minimum.

Definicija 7. Nekaje f: D — R, D C R" proizvoljna funkcija. KaZzemo
daje x* € D tocka lokalnog minimuma funkcije f na skupu D ako postoji
okolina O tocke x*, tako da je f(x) > f(x*) zasve x € O N D. Tocku x*
zovemo tockom strogog lokalnog minimuma ako postoji okolina O tocke x*,
tako da vrijedi f(x) > f(x*) zasve x € O N D\{x*}. Tocku x* zovemo
tockom globalnog minimuma funkcije f ako je f(x) > f(x*) zasve x € D.

Definicija 8. Kazemo da je x* € D C IR" stacionarna tocka funkcije f :
D — Rakoje Vf(x*) =0.

Teorem 2. Akoje f: D — R, D C IR" jako konveksna neprekidna funkcija
na zatvorenom konveksnom skupu D, onda vrijedi:

(i) funkcija f ogranicena je odozdo na D, tj. f* := min f(x) > —oo;
(ii) postoji jedinstvena tocka x* € D, takva da bude f(x*) = f*;
(iit) skup M(y) = {x € D: f(x) < f(y)} ogranicen je za svakiy € D.

Dokaz. Za dokaz ekvivalencije (i) i (ii) vidi npr. [1, Teorem 2.1]. Ekviva-
lencija (i) i (iii) slijedi iz ¢injenica da je f neprekidna na D pa je stoga i
svaki skup M(y) = {x € D: f(x) < f(y)} neprazan i ogranicen (vidi
primjerice [1, Korolar 1.1]). O

Lema 3. Kako bi konveksna funkcija f € C*(D) postigla svoj infimum na ko-
nveksnom skupu D C R" u tocki x* € D nuzno je i dovoljno da bude:

(Vf(x*),x—x*) >0 zasvex € D. (2.17)
Ako je x* € Int D, onda je ovaj uvjet ekvivalentan jednakosti V f(x*) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da konveksna funkcija f postize svoj infimum u
tocki x* € D. Tadazasvakix € Disvakit € [0,1] vrijedi x* + t(x — x*) =
tx+ (1 —t)x* € D,paje f(x*) < f(x* 4+ t(x — x*)), odnosno

flx*+t(x—x*)) — f(x*) >0, te[0,1].
Koristenjem svojstva derivacije sloZene funkcije slijedi

(VF(x)x = 27) = lim }[F(x" + Hx = 1)) = f(x)] 2 0.

Drugi smjer i ekvivalentnost uvjeta (2.17) i jednakosti V f (x*) = 0za x* €
Int D dokaZite sami. O
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Primjer 4. Razmotrimo kvadratnu funkciju f: R? — R,
fx1,x0) = X2+ x1200 + ¥3.

Ovu funkciju moZemo promatrati kao kvadratnu formu kojoj je pri-

1 1/2
1/2 1
pridruZzen je jedinstveni simetri¢ni linearni operator A sa svojstvenim vri-
jednostima A; = 3,A, = 3. Prema primjeru 2. ova funkcija jako je konvek-
sna na c¢itavom podrudju definicije, a prema lemi 3. i teoremu 2. postoji
jedinstvena tocka minimuma x* koja se moZe pronaci tako da rijeSimo
jednadzbu V f(x) = 0. Matrica drugih derivacija (Hessijan) funkcije f u
tocki x* mora biti pozitivno definitna. Lako se moZe vidjeti da je tocka
minimuma ove funkcije x* = (0,0).

Nadalje, ako pretpostavimo daje f: D — IR, D C R" dovoljno puta
diferencijabilna funkcija definirana na otvorenom skupu D C R", onda
mozemo Koristiti jednostavne nuzne i dovoljne uvjete egzistencije lokal-
nog minimuma koji su dobro razradeni u elementarnoj analizi. Sljede¢i
teorem daje nuzne uvjete lokalnog minimuma u tom slucaju.

druZena simetri¢na matrica A = [ ] . Ovojmatriciubazi (eq, e2)

Teorem 3. Neka je f € C'(D) neprekidno diferencijabilna funkcija definirana
na otvorenom skupu D C R" i neka je x* tocka lokalnog minimuma od f. Tada
vrijedi:

(i) x* je stacionarna tocka funkcije f,

(ii) ako je f € C*>(D), njezin Hessijan V2 f (x*) u tocki x* je simetricna pozi-
tivno semidefinitna matrica.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je f € C!(D) i da x* nije stacionarna to¢ka
funkcije f, tj. Vf(x*) # 0, i definirajmo funkciju

p(t) == f(x*—tVf(x*)), teR.

Za maleni |t|,t € R funkcija ¢ je neprekidno diferencijabilna funkcija za
koju vrijedi

¢'(0) = —Vf(x*)'Vf(x*) = =[IVf(x)3

Kako je Vf(x*) # 0, mora biti ¢’(0) < 0. Zato postoji € > 0, takav
da bude ¢(€) < ¢(0). To znaci da f (x* —eVf(x*)) < f(x*), odnosno
x* nije tocka lokalnog minimuma od f, $to je u suprotnosti s polaznom
pretpostavkom.



14

Konveksni skupovi i konveksne funkcije

(ii) Pretpostavimo da je f € C?(D) i da V2f(x*) nije pozitivno semi-
definitna matrica. To znadi da postoji vektor d € R", d # 0, takav da
je dTV2f(x*)d < 0. Prema Taylorovom teoremu, a zbog &injenice da je
Vf(x*) =0, za maleni t > 0 postoji T € (0, t), takav da bude

f(x* —td) = f(x*) + L2dTV2f (x* — 7d)d.

Odavde za dovoljno maleni t > 0 zbog neprekidnosti od V2f vrijedi
f(x* —td) < f(x*). To bi znacilo da x* nije tocka lokalnog minimuma
od f, 5to je u suprotnosti s polaznom pretpostavkom. O

Sljedeci teorem daje dovoljne uvjete lokalnog minimuma.

Teorem 4. Neka je f € C*(D), D C R" otvoren skup, a x* € D stacionarna
tocka od f u kojoj je Hessijan N2 f(x*) pozitivno definitan. Tada je x* tocka
strogog lokalnog minimuma funkcije f.

Dokaz. Kako je x* € IntD i Vf(x*) = 0, prema Taylorovom teoremu za
svaki dovoljno maleni vektor d € R” vrijedi

f(x*+d) = f(x*) + 1d"V*f(x* + 0d)d, 0 €(0,1).
Kakoje V2 f(x*) pozitivno definitan, postoji A > 0, takav dazasved € R"
vrijedi
ATV f(x*)d > AdTd.
Zbog toga je
flxr+d) = f(x*)+3dTV2f(x*)d — 3dT (V2f(x*) — V2f(x* + 8d)) d
> f)+3 (A= V(") = VA (x" + 0d)|) d'd,

pri ¢emu je koristena Cauchyjeva nejednakost i svojstvo kompatibilnosti
vektorskih i matri¢nih normi. Zbog A > 0 i neprekidnosti od V?f, za
dovoljno maleni vektor d takvi da A — ||V2f(x*) — V2f(x* + 9d)| > 0
imamo da je f(x* +d) > f(x*) za dovoljno malene vektore d # 0. Po
definiciji 7. to znaci da je x* tocka strogog lokalnog minimuma funkcije

f O

Zadatak 10. Odredite tocke lokalnog minimuma funkcije
a) f(x,y) =2—2x+x%+12y + 2y,
b) flxy) =T +3 +v.

Rjesenje: a) minimum je u toc¢ki (1, —3), b) minimum je u to¢ki (8, 2).
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2.4 Primjeri koji vode na probleme ekstrema

Navest ¢éemo nekoliko primjera u kojima se prirodno pojavljuje problem
optimizacije funkcije jedne ili viSe varijabli. Ovi primjeri kasnije ¢e nam
posluziti kao test-primjeri kod raznih metoda minimizacije.

Primjer 5. Treba izra¢unati I, udaljenost tocke Tp = (3,4) do kubi¢ne
parabole q(x) = 0.5x° — 6x + 2 (vidi sliku 2.1.).

30+
20+

10+
. To

. e

Slika 2.1. Udaljenost tocke Ty do grafa kubne parabole

I udaljenost tocke Ty = (xo,yo) do neke to¢ke T = (x, f(x)) na grafu
funkcije g zadana je s

da(x) := da(To(x0, y0), T(x,q(x)) = \/(x —x0)* + (9(x) — o),

pa je odredivanje udaljenosti toc¢ke Ty(xo, o) do grafa funkcije g zadane
na intervalu [a, b] problem odredivanja globalnog minimuma funkcije d»
na segmentu [a, b] (vidi sliku 2.2a ).

Bududi da je x — +/x monotono rastuca funkcija, onda na$ problem
moZzemo svesti na odredivanje globalnog minimuma jednostavnije funk-
cije

f(x) = (x = x0)* + (9(x) — y0)*. (2.18)

Kakoje g(x) = 0.5x3 — 6x + 2 iz (2.18) dobivamo (vidi sliku 6.2.b)

Fx) = (x—3)%+ (33 —6x +2—4).

Dakle, minimizacija funkcije f je problem minimizacije "glatke" (be-
skona¢no derivabilne) funkcije jedne varijable (polinoma 6. stupnja), pa
govorimo o problemu jednodimenzionalne minimizacije. Na slici se moZe
uociti da ova funkcija ima tri lokalna minimuma od kojih je jedan ujedno
i globalni minimum.

U sljede¢em primjeru promatrat ¢emo isti problem kao u primjeru 5.,
ali kao mjeru udaljenosti koristit éemo drugu razdaljinsku funkciju.
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(a) Funkcija dp (b) Funkcija f
20;

15¢

Slika 2.2. I, i LS udaljenost tocke Ty do grafa kubi¢ne parabole

Primjer 6. Treba izra¢unati /; udaljenost tocke Ty = (3,4) do kubi¢ne
parabole q(x) = 0.5x% — 6x + 2 (vidi sliku 2.1.).

I, udaljenost tocke Ty = (x, o) do neke tocke T = (x, f(x)) na grafu
funkcije g zadana je s

d1(x) = di(To(xo0,y0), T(x,9(x)) = |x — x0| + |9(x) —yol,

pa je odredivanje /1 udaljenosti tocke Tp do grafa funkcije g zadane na
intervalu [a, b] problem odredivanja globalnog minimuma funkcije d; na
segmentu [a, b] (vidi sliku 2.3.). Dakle, i u ovom primjeru radi se takoder o
problemu jednodimenzionalne minimizacije, ali ovaj puta minimizirajuca
funkcija je nediferencijabilna (graf ima "vrhove"). Takoder na slici se moze
uociti da ova funkcija ima tri lokalna minimuma od kojih je jedan ujedno
i globalni minimum.

-4 -2 0 2 4

Slika 2.3. I; udaljenost tocke Ty do grafa kubi¢ne parabole

Primjer 7. Funkcija f(x1,x2) = 2xj + x1x3 + 5x7 + x5 ima Cetiri staci-
onarne totke: Ty = (0,0), T, = (—3,0), Tz = (-1,2), Ty = (—1,-2).
Moze se pokazati da je T1 tocka minimuma, T, to¢ka maksimuma, a da
su T3 i T, sedlaste tocke. Na slici2.4. prikazana je ploha i nivo skupovi
ove funkcije.
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(a) Graf-ploha funkcije (b) Nivo skup funkcije
2

§¢
I\

BN S S e e
-2-1.5-1-0.50 0.5 1

N

Slika 2.4. Funkcija f(x1, %) = 2x§ 4 x1x3 + 5x3 + x3

Primjer 8. Zadani su podaci mjerenja (t;,y;)i = 1,...,m,y; > 0. Treba
odrediti optimalne parametre b*, c* eksponencijalne model-funkcije

f(;b,c)=0 et

tako da suma kvadrata izmjerenih od teoretskih vrijednosti bude mini-
malna (vidi sliku 2.5.).

101
0.8
0.6

041

0.2}

0.5 10 15 20

Slika 2.5. Podaci i eksponencijalna model-funkcija

Optimalne parametre b*, c* eksponencijalne model-funkcije f (£;,c) =
b e! potrazit éemo tako da minimiziramo funkcional

3

F(b,c) = % ' (be™i —yi)z.

1

Il
—_

Moze se pokazati da uvijek postoji tocka (b*,c*) € R? u kojoj se pos-
tize globalni minimum ove funkcije. Primijetite da se u ovom slucaju radi
o problemu minimizacije "glatke" (viSestruko derivabilne) funkcije dviju
varijabli, tako da govorimo o problemu visedimenzionalne minimizacije.






POGLAVLJE

Jednodimenzionalna
minimizacija

Zadana je funkcija f: [a,b] — R, koja na intervalu [a, b] postize ir[lfb] f(x).
x€la,

Promatramo sljedece probleme:

1. Odrediti barem jedan x* tako da je x* € argmin f(x) i f* = f(x*);
x€E[a,b]

2. Odrediti U = {u € [a,b]: f(u) = f*}, tj. skup svih tocaka iz seg-
menta [a, b] u kojima se postize minimum funkcije f.

3.1 Strogo kvazikonveksne funkcije

Promatrat éemo jednu vaZznu Siroku klasu funkcija koje svoj infimum pos-
tizu na segmentu [a,b]. Od tih funkcija nece se zahtijevati derivabilnost,
pa ¢ak ni neprekidnost (vidi primjerice [20, 29]).

Definicija 9. KaZemo da je funkcija f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna
na intervalu [a, b] ako postiZe svoj infimum f* = ir[lfb} f(x) unekoj tocki
x€la,

x* € [a,b] iako postojea, B € [a,b],a < a < B < btakvidaje
(i) funkcija f strogo monotono padajuca na [a, «) (ako je a < w);
(i) funkcija f strogo monotono rastu¢a na (B, b] (akoje B < b);

(iii) f(u) = f* zasvakiu € (a,B) (akoje a < ).

19
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Termin "strogo kvazikonveksna funkcija" moZe se pronaci u literaturi
i pod nazivom "strogo unimodalna funkcija" (vidi primjerice [15]).

Pojam kvazikonveksne odnosno strogo kvazikonveksne funkcije moze
se definirati i na drugi nacin (vidi primjerice [20, 29]), pri ¢emu taj pojam
moZzemo definirati za realnu funkciju definiranu na nekom skupu D C
R".

Definicija 10. Funkcija f : D — R, D C R" kvazikonveksna je na D ako
vrijedi

flax+ (1 —a)y) <max{f(x), f(y)} Vx,yeD, Vaec|0,1]. (3.1)

Ako u (3.1) vrijedi stroga nekednakost za @ € (0,1) i x # y, onda kazemo
da je f strogo kvazikonveksna na D.

Primjedba 3. Svaka konveksna funkcija je kvazikonveksna, ali obrat ne vri-
jedi. Ako su funkcije f;, i = 1,..., m kvazikonveksne na D, onda je i funk-

cija f(x) =  max. fi(x) takoder kvazikonveksna na D.

Lema 4. ([20, 9]) Funkcija f : D — R kvazikonveksna je na D onda i samo
onda ako je za svaki A € R nivo skup Dy = {x € D : f(x) < A} konveksan.

Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo daje funkcija f : D — R kvazikonveksna
i dokaZimo da je za proizvoljni A € R skup D, konveksan. Neka su x,y €
D). To znac¢i daje f(x) < Ai f(y) < A. Kako je f kvazikonveksna, za
proizvoljni « € [0, 1] vrijedi

flax+ (1 —a)y) <max{f(x), f(y)} = A,

iz Cega zaklju¢ujemo daje a x + (1 — a)y € D,.

(Dovoljnost) Pretpostavimo da je za proizvoljni A € R skup D, konvek-
san i dokazimo da je tada funkcija f : D — R kvazikonveksna. Za pro-
izvoljne x,y € D definirajmo A9 = max{f(x), f(y)}. Tadasu x,y € D,,,
a kako je D), konveksan, ondajeax + (1 —a)y € D,,, Va € [0,1], iz
cega slijedi

flax+ (1= a)y) < Ao =max{f(x), f(y)}
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Primjer 9. Navedimo nekoliko primjera strogo kvazikonveksnih funk-
cija:

fi:[a,b] = R, fi(x) =% fa:[a,b] = R, fa(x) = |x| + x +signx,
f3:[1,2] = R, f3(x) =Inx,

f42 [0,2] — R, f4(x) = {

x%,  x€10,1]

VX, xe(l,2]

Primjer 10. Funkcijag;: [-1,1] = R, gi(x) = {‘x‘ll * 7&8 strogo
—1, X =
je kvazikonveksna funkcija, dok funkcija g» : [-1,1] — R, g(x) =
{‘13(" s 8 nije strogo kvazikonveksna funkcija.
,  x=

(x—1)2+1, x<1
Primjer11. Funkcijaf:[0,3] = R, f(x)=1<1, 1<x<2

V=241, x>2
strogo je kvazikonveksna funkcija, koja svoj infimum postize u svim to¢-
kama intervala [1,2].

Zadatak 11. Kako treba prosiriti funkciju f(x) = ﬁ u tocki xg = 0

el/uz

da bi bila strogo kvazikonveksna na (a) [0,1], (b) [-1,1], (c)[—1,0]?

x, x>0
—x+A, x<0 "
tocki xo = 0 da bi bila strogo kvazikonveksna na (a) [0,1], (b) [-1,0],
(c) [-1,1], (d)[—a,b] na R? Razmotrite slucajeve: A = 0,+1, —1.

Zadatak 12. Kako treba prosiriti funkciju f(x) = {

Zadatak 13. Ako su fi, f» kvazikonveksne funkcije na [g, b], jesu li takve
i funkcije: f1 + f2, f1 — fa, f1 - f2, %?

Zadatak 14. PokaZite da zbroj dvije strogo kvazikonveksne funkcije ne
mora biti strogo kvazikonveksna funkcija. Primjerice, za podatke (t;,y;), i =
1,...,m, funkcija c — |e“" — y;| je kvazikonveksna, ali funkcija

F(c) =} le® —yil ?
i=1

ne mora biti strogo kvazikonveksna funkcija. PokuSajte pronaci podatke
koji potvrduju ovu tvrdnju.
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0.30F
0.25¢
0.20F
0.15F
0.10F
0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 3.1. Eksponencijalna regresija

Zadatak 15. Je li zbroj dviju kvazikonveksnih funkcija takoder kvaziko-
nveksna funkcija ? Za podatke (;,;), i = 1,...,m, funkcija ¢ — |ei — ;]|
je kvazikonveksna. Je li i sljedeca funkcija kvazikonveksna

F(c) =} le® —yil ?
i=1

3.2 Metoda jednodimenzionalne minimizacije

Navest éemo nekoliko najpoznatijih metoda jednodimenzionalne minimi-
zacije i to najprije metode kod kojih nije potrebno poznavanje derivacije
minimizirajuce funkcije (Metoda polovljenja, Metoda zlatnog reza, Me-
toda parabole i Brentova metoda), a nakon toga Newtonovu metodu koja
pretpostavlja dovoljnu glatkost minimizirajuce funkcije.

Metoda polovljenja

Zadana je strogo kvazikonveksna funkcija f: [a,b] — R. Treba odrediti

to¢ku x* = argmin f(x) € [a,b] s totnoséu 6 > 0. U nekoliko koraka
x€Ela,b]

opisat ¢emo ovu vrlo popularnu metodu za koju nije potrebno poznavanje

derivacije funkcije.

Korak 1. Definirati:
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[2,%2], f(x1) < f(x2)
[x1, 6], f(x1) > f(x2)
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Svojstva:
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(@) f(x1) < f(x2) (b) f(x1) > f(x2)

a X1 X b a X1 X b

Slika 3.2. Metoda polovljenja

Svojstva:
x* € [ap, bo],
bh—a=3bi—m)+§ =Hb—a)+36<h(b—a)+,
x5 = 3(az + ba),
¥ —x5| < 3(ba—a2) < 5(b—a)+ 36 < 5(b—a)+6
Korak k. Neka je poznat interval [ay_1, by_1] koji sadrzava x* i neka je
b1 — a1 < pr(b—a)+6, k>2.
Definirati:
Tag—q +brq) =5,

Xok 1= %(ﬂk—l +br_1) + 3, 0 >0;

[ak, by := { [ [ak—1,x2],  f(x2k-1) i;(xz,()

Xok—1,bk-1], fxak—1) > flxa)
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Svojstva:

\SIS%)

b —ap = 3 (b1 —ax1) + 5 < g (b—a) +
xi o= 5 (ax + by),
= 3] < Hb— ) < ghe(b—a) +§ < g (b— )+ 5.
Metodu nazivamo Metodom polovljenja jer u svakom koraku interval
dijelimo na gotovo dvije polovine —ako je é manji, time je dijeljenje inter-

vala bliZe raspolavljanju. Najbolja to¢nost koja se moZze postici je § > 0.
Vise o metodi vidi u [15, 20, 29].

Primjer12. Metodu polovljenjailustrirat ¢emo na primjeru minimizacije
funkcije f : [0,1.5] = R, f(x) =14 {/(x — 1)2. U ovom slucaju je x* = 1.

Tijek iterativnog procesa prikazan je u tablici 3.1. i na slici 3.3.

X Xep1 o Xg |xg — x|
0.625 0875 1.0625 0.0625
0.9375 1.1875 0.9063 0.0938
0.7813 1.0313 0.9844 0.0156
0.8594 1.1094 1.0234 0.0234

O N -

Tablica 3.1: Metoda polovljenja za funkciju f(x) =14 /(x —1)?

02505 1 12515 02505 1 12515 02505 1 12515 02505 1 12515

Slika 3.3. Metoda polovljenja za funkciju f(x) =1+ {/(x — 1)2

NiZe je naveden kratki Mathematica—program za Metodu polovljenja.

In[1]:=f[x_] := 1 + ((x - 1)°2)~(1/3)
In[2]:=a = 0; b =1.5; xz=1; d = .25; n = 5; xa = Table[0, {i, n}];
In[3]:= sl1 = Plot[f[x], {x, a, b}];
In[4]:=Do[
x1 =(a+b-4d)/2;
x2 = (a+b+ d)/2;
If[f[x1] <= f[x2], b = x2, a = x1];
xal[[i]l] = (a + b)/2;
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Print[i, " ", {x1, x2}, " ", u = xa[[i]], " ", Abs[u - xz]];
Print[sl[i] = Show[{sl1,

Graphics[{PointSize[.03], Point[{{xal[il], f[xal[i111}}1}1}11;
> {i, n}]

Metoda zlatnog reza

Jedna korekcija prethodno pokazane metode polovljenja sastoji se u tome
da tocke oko polovista intervala biramo u smislu omjera "zlatnog reza":

Xy =a+ %(b —a), (3.2)
xzza—i—b—xl:a—i—@(b—a). (3.3)
Vrijedi
x1 < X,

b—a _ b—x; _ b—a _ x—a _ 1+V5
b—x; X1—a Xp—a  b—xy 2 - Le18.

Primijetite takoder da x; ¢ini zlatni rez na [a, x2]:

Xp—x1<x1—a=>b—xy; =a =

Xo—a X1—4a

Metodu zlatnog reza opisat éemo u nekoliko koraka.
1. [al,bl] = [a,b];
Definirati x1, xo kao u (3.2.-3.3.);
f(x1) < f(xp) = [ap,bo] = [m1,x2]; x5 =x3,
f(x1) > f(x2) = lag, bo] = [x1,b1]; x5 = x2;
bz—a2:x2—a1 :b1—X1 = @(b—ﬂ)
2. Simetri¢no s x; izabrati tocku x3 = a + by — x3, koja takoder ¢ini

zlatni rez intervala [ay, b].
Usporedbom f(x3) i f(x%) dobivamo novi interval [a3, b3];

2
b3—a3:x3—a2:b2—x§:(@> (b—ll).
Vise o metodi vidi u [15, 20, 29].

Primjer13. Metodu zlatnog reza ilustrirat ¢emo takoder na primjeru mi-
nimizacije funkcijeiz primjera12.:  f : [-1,2] = R, f(x) =1+ /(x — 1)%

Tijek iterativnog procesa prikazan je u tablici 3.2. i na slici 3.4.
NiZe je naveden kratki Mathematica—program za Metodu zlatnog reza.
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X Xep1 o Xf | — x|

0.5729 09271 09271 0.0729
09270 1.1459 09271 0.0729
0.7918 09271 09271 0.0729
09270 1.0106 1.0106 0.0106

B W N -

Tablica 3.2: Metoda zlatnog reza za funkciju f(x) =1+ J/(x — 1)?

025 05 1 12515 025 05 1 12515 025 05 1 12515 025 05 1 12515

Slika 3.4. Metoda zlatnog reza za funkciju f(x) =1+ {/(x — 1)2

In[1]:=f[x_] := 1 + ((x - 1)~2)~(1/3)

In[2]:=a = 0; b= 1.5; xz = 1; n = 5; xa = Table[0, {i, n}];

In[3]:= sl1 = Plot[f[x], {x, a, b}];

In[4]:=Do[
x1 = a+ (3 - Sqrt[5.1) (b - a)/2;
x2 = a + (8qrt[5.]1 - 1) (b - a)/2;
If[f[x1] <= f[x2], b = x2; xal[[i]] = x1, a = x1; xal[[il] = x2];
Print[i, " ", {x1, x2}, " ", u = xal[[i]], " ", Abs[u - xz]];
Print[s1[i] = Show[{sl1,

Graphics[{PointSize[.03], Point[{{xal[[il], f[xal[i111}}1}1}11;

, {i, n}]

Primjer 14. Zadana je funkcija f : [-2,2] = R, f(x) =5|x + 1| — [3x +
2| + |5x — 2| (vidi sliku 3.5a). Metodom polovljenja i metodom zlatnog
reza odredite njene tocke lokalnih minimuma i maksimuma.

Metoda parabole

Razmotrit éemo jo$ jednu jednostavnu metodu za odredivanje lokalnog
minimuma funkcije f : [2,b] — R, kod koje takoder nece biti potrebno
poznavati derivaciju funkcije. U intervalu [a, b] izabrat éemo takvu toc¢ku
¢ € [a,b], u kojoj funkcija f prima manju vrijednost nego na rubovima
intervala, tj.

f(e) <min{f(a), f()}. (34)
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Pomocu tri tocke (a, f(a)), (c, f(c)), (b, f(b)) odredit ¢emo interpolacijski
polinom primjenom Lagrangeove formule.

Pa(x) = f(@)pa(x) + f(c)pe(x) + fF(D)py(x),  gdjeje (3.5)
x—a) b

Polinom P, aproksimira funkciju f na intervalu [a, b] (vidi sliku 3.5a). Zato
¢emo umjesto traZenja minimuma funkcije f potraZiti minimum interpo-
lacijskog polinoma drugog stupnja. Lako dobivamo stacionarnu tocku
kvadratne funkcije (3.5) (provijerite!)

1 (D)~ fO) (@) —f(0) +PR(F(0)—F(a))
o = 32 0F By F @) e @) FB) b0 F (@) (3.6)

Pretpostavka (3.4) povlaci da se radi o minimumu. Tocku up uzimamo
kao pocetnu aproksimaciju tocke minimuma u*. Zadamo li to¢nost e > 0,
iterativni postupak nastavljamo na sljede¢i nacin:

e Akoje |f(ug) — P2(uo)| < & uzimamo u* = ugipostupak je zavrsen.

e U suprotnom sortiramo brojeve 4, c, b, 1y i potraZimo onaj u kojem
funkcija f prima najmanju vrijednost (primijetite da to mogu biti
samo u ili c). Taj broj oznac¢imo s ¢, a s a i b ozna¢imo neposredne
susjede.

Postupak dalje ponavljamo. NiZe je naveden program koji podrZava opi-
sani postupak. Izradite odgovaraju¢i modul.

In[1] :=While[k = k + 1;
x = {a, ¢, b}; y = £[x];
u0 = (¢c~2 (flal-f[p]) + a~2 (£[b]l-flcl) + b~2 (flcl-flal))/
(2 (c(£fl[al-f[bl) + a (f[bl-flcl) + b (flcl-flal)));

Print[k, {a, c, b},{u0, f[u0], Abs[f[u0]-P[u0, x, yl1}1;
Abs[£f[u0] - P[u0, x, yll > eps,
nodes = Sort[{a, c, u0, b}];

fnodes = f[nodes];

min = Min[fnodes];

imin = Position[fnodes, min] [[1, 1]];

¢ = nodes[[imin]];

a = nodes[[imin - 1]];

b = nodes[[imin + 1]]]

Primjer 15. Za funkciju f : R — R, f(x) = 5|x + 1| — [3x + 2| + [5x —
2| iz primjera 14. primjenom metode parabola odredit ¢emo tocku mini-
muma funkcije f na intervalu [—2,2] uz to¢nost ¢ = .005.
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Slika 3.5. Metoda parabole za funkciju f(x) = 5|x + 1| — [3x + 2| + [5x — 2|

Tijek iterativnog postupka prikazan je u tablici 3.3. inaslici 3.5. Ulazne
podatke zadat ¢emo na sljedeci nacin

1n[2]:=a=-2.; b=2.; eps=.00005; k=0;
c =(a+b)/2; If[flc] = Min[f[al, f[bl], Print["Biraj novi c"1];
f[x_] := 5 Abs[x + 1] - Abs[3 x + 2] + Abs[5 x - 2];
slf = Plot[f[x], {x, a, b}, AxesOrigin -> {-2, 0},
ImageSize -> 200]
x = {a, ¢, b}; y = £lx];
s1P = Plot[P[u, x, y], {u, -2, 2}, PlotRange -> {0, 20}];
Show[s1P, slf]

k a c b U f(uo) | f(uo) — Pa(uo)|
1 -2 0. 2. -1. 6. 0.75

2 -l 0. 2. 1.25 9.75 0.375

3 -1 0. 1.25 0.3203 4.0391 1.5428

4 0. 0.3203 1.25 0.6726 5.7084 0.9930

5 0. 0.3203 0.6726 0.4478 4.13432 0.1789

6 0. 0.3203 0.4478 0.3782 3.8654 0.1833

7 03203 0.3782 04478 03771 3.8687  0.0034

Tablica 3.3: Iterativni proces metode parabole

Zadatak 16. Primjenom metode parabole odredite aproksimaciju mini-
muma funkcije uz to¢nost e = 0.005 ako je:

a) f:[-2,1] > R, f(x) = —x — 32,
b) f:[-22] = R, f(x) = (x+2)° —4(x) — In(x +5).
Rjesenje: a) u* ~ 5= = 0.189815  b) u* ~ —0.827565.
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Brentova metoda

U primjenama se ¢esto koristi tzv. Brentova metoda za jednodimenzionalnu
minimizaciju koja se zasniva na kombinaciji metode zlatnog reza i metode
parabole. Metoda zlatnog reza pogodna je i za minimizaciju funkcije u
najgorim mogudim slucajevima pri ¢emu se u minimizacijskom procesu
metoda ponasa kao da "bjeZi" od minimuma. Medutim, zasto ocekivati
najgore? Ako je funkcija parabolicnog oblika u okolini minimuma, $to
je i slu¢aj za dovoljno glatke funkcije, tada ¢e metoda parabole konvergi-
rati minimumu u svega nekoliko koraka. S druge strane, ako je funkcija
"nezgodna" tada je metoda zlatnog reza pouzdana metoda. Kompromis
izmedu dviju navedenih metoda sastoji se u tome da se obje koriste ovisno
o tome koja se metoda u danom koraku ucini pogodnijom. Medutim, pri-
likom kombiniranja tih dviju metoda mora se paziti na viSe stvari, izme-
$du pstalog i na sljedece:

(i) prilikom prelaska s jedne metode na drugu treba pripaziti na nepo-
trebno dodatno izra¢unavanje vrijednosti funkcije;

(ii) posebna paznja mora se posvetiti zaustavnom kriteriju;

(iif) pravilo prema kojemu ¢emo odlucivati koju metodu treba primije-
niti mora biti robusno.

Metoda koja uzima u obzir sve navedno zove se Brentova metoda [6,
]. Brentova metoda prilikom optimizacijskog procesa prati 6 to¢aka (ne
nuzno razli¢itih): a,b,x,u,v i w. Minimum se nalazi unutar intervala
(a,b); x je posljednja tocka gdje je vrijednost funkcije bila najmanja; w
je sljedeca tocka iza x koja odgovara drugoj po veli¢ini funkcijskoj vri-
jednosti; v je prethodna vrijednost od w, u je to¢ka u kojoj je vrijednost
funkcije izra¢unata zadnji puta; obi¢no se u algoritmu prati i tocka koja je
u sredini intervala (a, b), ali se u njoj vrijednost funkcije ne mora racunati.
Navest ¢emo pojedina nacela koja su korisna. Interpolacija parabolom
radi se kroz tocke x, viw, a kako bi korak dobiven metodom parabole bio
prihvatljiv moraju se zadovoljiti:

(i) Sljedeca aproksimacija mora biti unutar intervala (a, b);

(ii) Udaljenost potencijalne sljedece aproksimacije do x mora biti manja
od polovine udaljenosti zadnje dvije aproksimacije;

Pravilo (ii) osigurava da metoda parabole konvergira ka nekoj tocki umjesto
da je usla u neki nekonvergentni ciklicki krug aproksimacija. U najgorem
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mogucem slucaju, gdje su aproksimacije dobivene metodom parabole pri-
hvatljive ali beskorisne, metoda ¢e priblizno alternirati s metode parabole
na metodu zlatnog reza, a konvergirat ¢e zbog metode zlatnog reza. Us-
poredivanje udaljenosti izmedu zadnjih aproksimacija ¢ini se nuznim jer
iskustvo pokazuje da je bolje ne "kaznjavati algoritam" za jedan lo$ ko-
rak ako se u sljede¢em koraku situacija moZze popraviti. Nadalje, ako je u
danoj tocki vrijednost funkcije poznata, tada se u tockama, koje su unu-
tar okoline radijusa € > 0, vrijednost funkcije ne ra¢una ponovno jer ¢e
u vrijednosti funkcije tada dominirati pogreska pri njezinom ra¢unanju.
U tom slucaju uvode se dodatne modifikacije za dobivanje potencijalne
nove tocke. Tipi¢ni zaustavni kriterij za Brentovu metodu je dasuaib
udaljeni 2 x x x €.

Detaljniji opis Brentove metode moZe se pronaci u [6, 13]. Takoder, u
[23] moze se nadi cijeli algoritam Brentove metode.

Newtonova metoda

Za razliku od ranije razmatranih metoda, u ovom poglavlju kratko ¢emo
opisati jednu od najcesce koristenih metoda za odredivanje lokalnog mini-
muma derivabilne funkcije. Kasnije éemo detaljnije govoriti o ovoj metodi
prilikom traZenja lokalnog minimuma derivabilne funkcije viSe varijabli.

Pretpostavimo da je f € C2[a,b] i da u toc¢ki ¢ € (a,b) postiZe lokalni
minimum. To znadi daje f'(¢) = 0i f”(¢) > 0. Obratno, ako je za neki
&€ (ab),f(¢)=01if"(¢) > 0, onda funkcija f u tocki ¢ € (a,b) postize
lokalni minimum. To¢ka ¢ € (a,b) za koju vrijedi f(¢) = 0 naziva se
stacionarnom tockom funkcije f.

Iz navedenog slijedi da se traZenje lokalnog minimuma derivabilne
funkcije f moZe svestina traZenje stacionarne tocke ili rjeSavanje jednadzbe
f'(x) = 0. U tu svthu mozemo primijeniti poznatu Newtonovu metodu
tangenti (vidi [26]).

Ipak, lokalni minimum derivabilne funkcije f € C[a, b]? potraZit éemo
direktnom minimizacijom. Ako postoji { € [a,b], prethodnom primje-
nom metode bisekcije moZzemo posti¢i da na nekom suZenom intervalu
funkcija f postiZe jedinstveni lokalni minimum. Zato, bez smanjenja op-
¢enitosti, mozemo pretpostaviti da je ¢ € [a, b] jedinstvena to¢ka lokalnog
minimuma funkcije f.

Izaberimo xg € (a,b) i na osnovi Taylorove formule funkciju f u oko-
lini tocke xo aproksimirajmo kvadratnom funkcijom

ki (x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) + 3£ (x0) (x — x0)*
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Slika 6.5. Newtonova metoda

Sljede¢u aproksimaciju x traZene tocke ¢ birat éemo tako da odredimo
minimum kvadratne funkcije k;

f'(x0)

=X )

Ponavljajuci postupak dobivamo niz x, x1, ..., X, ... zadan rekurzivhom
formulom

Xyl = Xp — ]{”((fci))' n=0,1,...
koji uz neke uvjete (vidi primjerice [10]) konvergira prema ¢. Ovo je tzv.
obicna Newtonova metoda minimizacije. Primijetite da se ona formalno po-
dudara s Newtonovom metodom tangenti za rjeSavanje jednadzbe f'(x) =
0.

NiZe navodimo jednostavni Mathematica-modul za Newtonovu me-
todu minimizacije. Iterativni proces zaustavit ¢emo kada | f'(x)| < «.

In[1]:= NewtonMinl[f_, x0_, eps_, it_] := Module[{x = N[x0], k = 0},
While[Print[k, ": ", {x, £[x], £’[x1}];
Abs[£’ [x]] > eps && k < it,
x =x - £2[x]1/£2°[x];
k=k+1
1;
If[£’°[x] <= 0, Print["Pronadjena je stacionarna tocka"]];

{x,f[x]1} 1;

Primjer16. Razmotrimo problem odredivanja euklidske udaljenosti tocke
To = (3,4) do kubne parabole q(x) = .5x° — 6x + 2 (vidi Primjer 5.). Pro-
blem se svodi na minimizaciju derivabilne funkcije f(x) = (x —3)? +
(q(x) — 4)? na intervalu [3,4].
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Xk fl) - f(x)
4. 37. 218
3.7254 27759 45.9025
3.6287 04094 4.5238
36169 03824 0.0625
3.6168 03825 0.00001

B W NNRPR o=

Tablica 3.4: Newtonova metoda

Uz pocetnu aproksimaciju xo = 4 (za xop = 3 proces ne konvergira!)
i tocnost ¢ = 0.005 tijek iterativnog procesa prikazan je u tablici 3.4. To
znadi da je udaljenost tocke Ty do grafa kubne parabole g(x) = .5x> —
6x + 2 jednaka d(Ty,q) = +/f(x*) = 0.618416, pri Cemu se taj minimum
postize u tocki T*(x*, g(x*)) = (3.61676,3.95472).

Pokus3ajte odgovarajuéim izborom pocetne aproksimacije pronaci druge
lokalne minimume.

Lokalni minimum iste funkcije moZemo uspjesno potraziti direktnom
primjenom Mathematica-modula: FindMinimum ili NMinimize. Primjena
Mathematica-modula: NMinimize ne daje globalni minimum funkcije f.

Zadatak 17. Odredite I udaljenost tocke Ty = (2,1) do funkcije g(x) =
x® + x? — 2x pomoéu Newtonove metode tangenti uz toleranciju € = 0.05.

RjeSenje: x* ~ 1.27278, aproksimacija /; udaljenosti je 0.739872.

Zadatak 18. Prethodni zadatak rijeSite tako da metodom zlatnog reza
odredite /; udaljenost uz e = 0.05.

RjeSenje: x* ~ 1.23607, aproksimacija /; udaljenosti je 0.81966.



POGLAVLJE

Problem visedimenzionalne
minimizacije

Iterativni proces za traZenje tocke lokalnog minimuma dovoljno puta ne-
prekidno diferencijabilne funkcije f : R" — IR opéenito je oblika

Xet1 = Xk +oxpr, k=0,1,...,

gdje je xg pocetna aproksimacija, py vektor smjera kretanja od tocke xj u tocku
Xk+1, @ & > 0 duljina koraka u smjeru vektora py.

Kretanje od tocke xj u tocku xj, 1 treba ostvariti tako da se postigne
smanjenje vrijednosti funkcije, tj. tako da bude f(xx+1) < f(xx). To se
moZe postici tako da vektor py izaberemo tako da bude

(Vf(xx), pr) <0, (4.1)

gdje je V f(x;) gradijent funkcije f u tocki x;. Stovige, sljiedeca lema daje
dokaz navedene tvrdnje.

Lema 5. [70] Neka je funkcional f : D C R" — IR, G—diferencijabilan u nekoj
tocki x € Int(D) i neka je f'(x)p < 0 za neki p € R". Tada postoji § > 0,
takav da je

flx+ap) < f(x), Yae(0,9).

Dokaz. Definiramo pomoénu funkciju ¢ : [0,4+00) — R, ¢(a) = f(x +
ap), za koju je

¢'(0) = lim <p(0<);¢(0) — lim Ltep)—f(x) _ F(x)p.

a—0 a—0 x

33
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Kakoje f'(x)p < 0, postoji § > 0, takav daje x +ap € Di (f(x+ap) —
f(x)) <0zasvewa € (0,0). O

Navedimo nekoliko primjera.

(a) Gradijentna metoda: py := —V f(xx). Vrijedi
fla)pe = —f () V(xx) = = Vf(x)|* <0.

(b) Pokoordinatna relaksacija: izaberemo onaj bazni vektor el e {el, s}
za koji je ‘ _
(x0)e = max|  (xe)el.

Primijetite da je f'(x¢)e’ = (f(xx))i. Vektor smjera kretanja py iza-
brat ¢emo izmedu {¢', —¢'} za koji je

f(x) pe < 0.

Umjesto ortonormiranih baznih vektora {el,...,e"} moZemo iza-
brati neke druge bazne vektore iz R".

(c) Newtonova metoda: py := —[f"(xx)] 'V f(xx). Vrijedi
fre)pe = —f () [f" ()] 7 f (),

§to je negativno ako je f”(x;) pozitivno definitna matrica (tada je i
[ (x¢)] =Y pozitivno definitna).

(d) Kvazi-Newtonova metoda: py := —B~!V f(x;), gdjeje B > 0 pozi-
tivno definitna matrica koja "nalikuje" f” (x)

f(x)pe = —f () B f ()T < 0.

4.1 Metode izbora duljine koraka

Prema lemi 5., ako je vektor smjera kretanja iz tocke x; u tocku x; dobro
definiran (f'(x;) px < 0), onda se u iterativnom procesu

Xkr1 = Xp + appr

uvijek moze odabrati duljina koraka ay > 0, tako dabude f(x;41) < f(x)
[4, 20]. Navest ¢emo nekoliko najpoznatijih metoda izbora duljine koraka.



4.1. Metode izbora duljine koraka 35

Metoda najbrzeg spusta

Optimalni izbor duljine koraka dobiven postupkom jednodimenzionalne
minimizacije

f(xx + axpr) = fg{)\{f(xk +api) 1 xx +apy € D}, 4.2)
potjece jos od Cauchyja, a nazivamo ga Metodom najbrZeg spusta.

Nacelo H. Curry-M. Altmana

Definirajmo funkciju ¢ : [0, +00) — R,

() = f(xi +apy), (4.3)
i potraZimo njezine stacionarne tocke rjeSavanjem jednadZbe po «
f'(xic+ api) pi = 0. (44)

Ako je f strogo konveksna na D, onda jednadzba (4.4) ima jedinstveno
rjeSenje koje se podudara s korakom dobivenim u (4.2). Primijetite da
zbog uvjeta f'(x;) px < 0, nije prihvatljivo rjeSenje « = 0. JednadZba (4.4)
mozZe opcenito imati viSe rjeSenja.

I@*)

& a*

Slika 4.1. Nacelo Curry—Altmana

Prema nacelu Curryja, ako je f'(xx)px < 0, za duljinu koraka oy treba
izabrati najmanji pozitivni korijen & jednadzbe (4.4). Naime, za & € (0, &)
vrijedi

¢' () = f'(xk +apr)pr <0 Va € (0,4).
Nadalje, prema teoremu o srednjoj Vrijednosti1
1

Flone+ape) = Flx) = & [ f (v +atp)pudt <0,
0

1
1Akoje F/(x + t(y — x)) neprekidna po t, vrijedi F(y) — F(x) = [ F/(x+t(y —x))(y —
0
x)dt.
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zbog f'(xx + apx) px < 0zasvea € [0, &).
Prema nacelu M. Altmana, za neki fiksni u € [0,1] za ay treba izabrati
najmanji pozitioni korijen jednadZzbe

[f' (xx + apr) — pf' ()] pic = 0. (4.5)

Ako je 4 = 0, nacelo se svodi na nacelo Curry. Ako je y > 0, duljina
koraka ay prvi je pozitivni broj « > 0 za kojeg je f'(xx + apy) px jednak
p-tom dijelu svoje pocetne veli¢ine f'(x;) px. Nacelo Altmana ima prak-
tino znacenje, ali i vazno teorijsko znacenje jer se moZze iskoristiti kod
ispitivanja drugih metoda izbora duljine koraka.

Aproksimativna minimizacija i traZenje nultocaka

I kod metode najbrZzeg spusta i prilikom implementacije nacela Curry-
Altmana nemamo to¢no veé aproksimativno rjeSenje dobiveno nekim jed-
nodimenzionalnim iterativnim postupkom.

Prema (2.9), za svaki x € D vrijedi

Fx) = f )+ f/ (o) (= x) + 3.(x = x6) TF () (o = i) + o[l — xie2).

Zato sljede¢i kvadratni funkcional dobro aproksimira funkcional f u oko-
lini tocke x*

fi(x) = fa) + f () (x = 2) + 5 (x = 2) T f () (x = x). - (46)
Primjenjujuéi ovu formulu na funkciju (4.3) dobivamo
() = f(xe+ape) = fx) +af (v)pe + 362 (p) " (o) pe. - (47)
Akoje (px)Tf" (xx)px > 0, onda je a; korektno odreden iz formule

_ —f)px
M= T~ O (4.8)
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Slika 4.2. Aproksimacija minimuma

Buducdi da je Cesto tesko izracunati veli¢ine f'(xx), f”(xx), umjesto mi-
nimizacije funkcije (4.7) mozZemo definirati interpolacijski polinom dru-
gog reda, koji se s funkcijom (4.3) podudara u tri tocke: uq, 1y, uz (obi¢no
seuzima uq = 0)ia; odreduje kao tocku minimuma ovog interpolacijskog
polinoma.

Kao sto se vidi na slici 4.2., vrijednost duljine koraka (4.8) ne mora osi-
guravati smanjenje funkcijske vrijednosti. Ali zato prema lemi5. moZemo
izabrati parametar wy > 0, tako da bude

f(xk + wkackpk) < f(xk).
Zadatak 19. ([20], str.254.) Pokazite da interpolacijski polinom drugog

reda koji se s funkcijom ¢(a) = f(x + ap) podudara u tri razli¢ite tocke
Uy, Uy, uz ima oblik

l/)(lx) _ ((04 uy) (e—us) f _|_ (e—uqp)(a—u3) f2+ (a—uqp)(a—uy) f3’

uy—uip) (g —ui3) (uz—uq) (up—u3) (uz—u1)(uz—uz)

gdjeje fi = f(x+u;p), i = 1,2,3. Pokazite takoder da ¢ postize lokalni
minimum u tocki

7= 1 _ (o) A+(d—u]) ot (15 -13)fy
=3 (llz*M3)f1+(u37u1)f2+(u17u2)f3
ako je
it 2% 2 > 0.

(u1—up) (g —us) (ug—uq)(up—us) (us—uq) (uz—uz)

Napisite izraze za 1 i @ za specijalne slucajeve: (a) u; = 0,uz = 2uy, (b)
up = 0,u; = —uz. Opisite ovo nacelo na nekoliko primjera uz primjenu
gradijentne metode.
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Nacelo A. Goldsteina

Neka je f diferencijabilna u tocki x; € IntD ineka je f'(x;)px < 0. Tan-
genta na graf funkcije ¢(a) = f(xx + apy) u tocki « = 0 zadana je s

() = f(xe) + af' (xe) pc

i ima negativni koeficijent smjera f’(xx)pr < 0 (vidi sliku 4.3.).

fa®)

i T A
Slika 4.3. Nacelo Goldsteina

Definirajmo dvije sekante tako da prolaze to¢kom (0, f(xx)),azaa > 0
nalaze se iznad tangente. Ako izaberemo 0 < u; < pp < 1, onda su
moguce sekante zadane sa

oi(a) = f(xe) + pief (xe)pe,  1=1,2
i za njih vrijedi
T(a) < () < oq(a), Va > 0.
Naime, zbog f'(xx)pr < 010 < p1 < pp < 1 za koeficijente smjerova
vrijedi
mf (xe)pe =2 paf (i) pe > f (i) pr

Definirajmo sada skup
Jk={a>0:[x,xx+ap] CD, o(a) < fxp+apr) <o1(a)}.
Primijetite da za « € Jx zbog —o1 () < —f(xx +apg) < —0o2(a) vrijedi

0 < —paf (xp)pr < floxx) — f(xx +app) < —paaf' (x5) pic

Specijalno, lijevi dio nejednakosti pokazuje da se za proizvoljni izbor a €
Jk postiZe sniZenje vrijednosti minimizirajuc¢eg funkcionala f.
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Primijetite da se skup J; smanjuje kako se razlika yu, — p1 smanjuje,
a specijalno za y; = pp =: u sekante se podudaraju, a ay zadovoljava
jednakost
f e+ awpre) — paf' (xi) pe = f (xc).-
Prvobitno je Goldsteinovo nacelo predlozeno u sljede¢em obliku: Neka
su 0 < py < up < 1 fiksne konstante. Ako je za neki ax > 0,

f(xx) = f(xx + axpr) > —paaef' (k) pre (4.9)

onda kao sljede¢u aproksimaciju biramo tocku x;1 = xx + axpx. Ako nije
ispunjeno (4.9), izaberemo parametar wjy tako da bude

0 < —pwparf'(x)pe < f () — f(xx + wiape) < —wrate f' () pie
(4.10)
i kao sljede¢u aproksimaciju biramo tocku xy11 = x; + wyakpk.
Ovakav parametar wj moZe se uvijek izabrati. Naime, ako nije ispu-
njeno (4.9), tj. ako za neki y; € (0,1) vrijedi

f(x) = f e+ arpr) < —paaf' (xe) prs (4.11)
definiramo funkciju ¢ : [0,1] = R, (0) =1,
IIJ(C‘]) — f(xk)_f(Xk-i-wakpk), = (O,l].

—way f' (xx) pr

Funkcija ¢ neprekidna je na [0, 1] jer primjenom L'Hopitalovog pravila
dobivamo lirrb P(w) = 1. Zbog (4.11), (1) < p1, a tada zbog neprekid-
w—

nosti funkcije 1 ona na [0, 1] prima sve vrijednosti izmedu 4 i 1. Kako je
0 < p1 < pp <1, postoji wy € (0,1), takav da bude p1 < P(wy) < po, a
to je nejednakost (4.10).
Primjedba 4. Brojeve wy mogucde je birati kao ¢lanove niza <$) ,g>1io
tome postoji posebno razradena analiza.
Zadatak 20. Neka je funkcional f : D € R" — R, G-diferencijabilan u
nekoj tocki x; € Int (D) ineka je f'(xx) px < 0 zaneki py € R".

Neka je nadalje ¢(a) = f(xx + apy) i t1 > 0. Poznavajudi

q0=¢(0), q0=¢'(0), 4 =¢(t),
(uotite da je g < 0) odredite kvadratnu funkciju q(t) = at> + bt + ¢, tako
daje

9(0) = g0, 4'(0) =q0, q(ta) = 1.
Uz koji se uvjet postiZze minimum dobivene kvadratne funkcije 4?7 Odre-

dite minimizator kvadratne funkcije 4. Poznavajuéi ovu kvadratnu funk-
ciju konstruirajte algoritam odabira duljine koraka ay.
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4.2 Gradijentna metoda

Jos je 1845. godine A.Cauchy uocio da je smjer najbrzeg pada nepre-
kidno derivabilne funkcije f : R” — R u tocki x u smjeru antigradijenta
(=Vf(x)). Naime, ako za neki vektor d € R” definiramo diferencijabilnu
funkciju ¢ : R — R formulom

(t) == f(x +td),
onda zbog ¢'(0) = (Vf(x),d) < |[Vf(x)| ||d]| iz ¢ega slijedi da:

e zad = %, ¢'(0) = [[Vf(x)|l je najvece, pa smjer gradijenta

pokazuje smjer najbrzeg porasta funkcije f;

e zad := —%, vrijedi ¢'(0) = —||Vf(x)]| je najmanje, pa smjer
antigradijenta pokazuje smjer najbrzeg pada funkcije f.

Na toj ideji zasniva se obicna gradijentna metoda za minimizaciju funk-
cije f : R" - R

Xpr1 = Xk +oxpr, k=0,1,..., (4.12)
gdje je ax > 0duljina koraka u smjeru vektora smjera kretanja py = —V f(xy),

koji o¢igledno zadovoljava uvjet (4.1). Duljinu koraka aj ra¢unamo slje-
dec¢im algoritmom (koji ¢e biti opravdan u dokazu Leme6. i teoremab.):

Algoritam 1. Algoritam za izrac¢unavanje duljine koraka

Korak 0. Izabrati0 < e < 1,h € (0,1) i staviti a« = 1;
Korak 1. Izracunati x = x; + apy i provjeriti uvjet

f(x) = flxx) < ea(Vf(xk), pr)) (4.13)

Korak 2. Ako je uvjet (4.13) ispunjen, staviti &y = «; inace staviti x = ha
i prije¢i na Korak 1.

Najprije ¢emo sagraditi Mathematica-modul Korak[n, f,d, pk,xk], koji
¢e izra¢unavati duljinu koraka ay iz tocke x;) u smjeru vektora py). Pri
tome je n broj varijabli, f ime minimizirajuce funkcije, a d njezin gradijent.
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In[1]:= Korak[n_, f_, pk_, xk_] :=

Module[{epsilon = .5, h = .5, f0, f1, fd},
al = 1; w = Table[x[i]l -> xk[[il]l, {i, n}];
d[x_] := Table[D[f[x], x[il], {i, n}];
£f0 = f[x] /. w;
fd = d[x] /. w;

While[f1 = f[x] /. Table[x[i] -> xk[[il] + al pk[[il], {i, n}];
f1 - £f0 > epsilon al Apply[Plus, fd pk], al = h all;

all

Gradijentnu metodu implementirat ¢emo u Mathematica-modulu kao
proceduru MinGrad[n,f,d,x0,eps,it], gdje je xop pocetna aproksima-
cija, eps traZena to¢nost, a it maksimalno dozvoljen broj iteracija. Modul
MinGrad poziva modul Korak, a iterativni postupak zavrSava onda ako je
IV f(xx)]|eo < eps zaneki k ili ako je k > it.

In[2]:=
MinGrad[n_, f_, x0_, eps_, it_]:= Module[{k = 0, xs = x0, xn, gr, w},
w = Table[x[i]l -> xO0[[i1]l, {i, n}1;
d[x_] := Table[D[f[x], x[il], {i, n}];
While[ w = Table[x[i] -> xs[[il], {i, n}]; grad = Max[Abs[d[x] /. wll;
grad > eps && k < it,
pk = -dlx] /. w;
alpha = Korak[n, f, pk, xs];
Print["x", k, "=", xs, " f=", f[x] /. Tablelx[i] -> xs[[il]l, {i, n}]1,
" lgrad|=", grad, " alpha=", alpha]l;
xn = xs + alpha pk;
Xxs = xn; k =k + 1;
1;
{xn, flx] /. Table[x[i] -> xn[[il], {i, n}1}]

Modul MinGrad testirat ¢emo na poznatoj Rosenbrockovoj test funkciji koja pos-
tize minimum u to¢ki x* = (1,1) i za koju ¢emo odmah definirati gradijent i
nacrtati nivo krivulje u okolini minimuma, a djelomi¢ne rezultate izvodenja pro-
grama za xo = (0.5,0.5) dati u tablici 4.1.

In[3]:=n = 2;

flx_] := 100(x[2] - x[1]-2)"2 + (1 - x[1])~2

flx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}

d[x_] := Table[D[f[x], x[ill, {i, n}]

dlx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}

ContourPlot [f[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}, {x1, -2, 2}, {x2, -2, 4},
Contours -> 20, ContourShading -> Nonel;

Out[3]:= (1 - x1)°2 + 100(-x1"2 + x2)"2
{-2(1 - x1) - 400 x1(-x1"2 + x2), 200(-x1"2 + x2)}
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-2h h n f I
-2 -1 0 1 2

Slika 4.4. Rosenbrockova funkcija f(x1,x2) = (1 — x1)? + 100(—x2 + x2)?

k (xc) f(x) IV £ (%) lloo &g
0 (0.5,0.5) 6.5 51 0.00195313
1 (0599609, 0.402344)  0.343602 11.0691 000195313

2 (0.621229, 0.38562) 0.143477 0.681796 0.00195313

10 (0.703733, 0.492322)  0.0886257 0.58356 0.00195313
100  (0.785646, 0.615674)  0.0461927 0.313171 0.00195313
500 (0.895571, 0.801784)  0.0109123 0.114267  0.00195313
1000 (0.984068, 0.968167) 0.000258777  0.0556747 0.03125

Tablica 4.1: Tijek gradijentne metode za Rosenbrockovu funkciju

Sljedeca lema pokazuje da gradijentna metoda (4.12) osigurava konvergen-
ciju iterativnog procesa ili prema inf f ili prema nekoj stacionarnoj tocki funkcije

f.
Lema 6. Pretpostavimo da
(i) funkcija f : R" — R ogranicena je odozdo,
(ii) gradijent V f zadovoljava Lipschitzov uvjet, tj. postoji L > 0, tako da bude
IVf(x) =Vl < Llix—yl, zasvex,y R (4.14)

(iii) parametri ay biraju se iz uvjeta (4.13).

Tada za gradijentnu metodu (4.12) vrijedi
|IVf(xk)|| =0, zak — oo

neovisno o izboru pocetne aproksimacije xg, a parametri ay uvijek se mogu izabrati pret-
hodno opisanim algoritmom za izracunavanje duljine koraka.
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Dokaz. Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji ¢ € (0,1), tako
da bude

(Vf(xx +0(x — xx)), x — x)-

k) =
©) (X — x¢) na desnoj strani, uz oznake: ¢ :=
Vf(xx), fz == Vf(£) ovu jednakost mozemo

g+ (x —x)) — flx

(x
Dodavanjem i oduzimanjem f’(x

xp + 0(x — xp), fro = flxx), fi:

zapisati na sljedeci nacin
) = fr = (fir x = x0) + (fz = fr X — x¢)-

Za x = xi — af] koristenjem Cauchy-Schwartzove nejednakosti i uvjeta (4.14)
dobivamo

fx) = fi = —alfo f) —alfz = fi f)
—allfell? +allfz = FIIAI < —al 17 +aLlg — x| £]
—all fill? +aLlx = x| [l fell = —all fell? + el 1
= o fil*(aL — 1).
Kakoje0 < L < o0,zae € (0,1) iz algoritma za izra¢unavanje duljine koraka pa-

rametar « moZemo izabrati tako dabude o > 0iaL —1 < —e. Zato iz prethodne
nejednakosti dobivamo

f(x) = fr < alfi, fi)(—e) =f(x) = fr < ealfi, —fr), (4.15)

Sto je upravo uvjet (4.13). Drugim rije¢ima, uvjet (4.13) bit ¢e ispunjen za a« < %

Ako stavimo x := xj1, onda prethodna nejednakost pokazuje da je fr1 <
frzasvakik =0,1,... uz uvjetdaje || f{|| # O, tj. niz (f,) je monotono padajuc.
Kako je po pretpostavci funkcija f ograni¢ena odozdo, onda to znadi da je i niz
(fn) ogranicen odozdo. Dakle, niz (f,) je konvergentan, a onda i Cauchyjev, pa
mozemo zakljuciti da vrijedi

IA A

fk+1_fk_>0 za k — oo.
Iz nejednakosti (4.15) slijedi fi1 — fi < —ewl|f}||*>, odnosno

I < B

EXpe

Primijetimo da niti za jedan k parametar «; nije jednak nuli. Naime, izbor para-
metra ay jamci da ¢e biti o > & > 0, gdje za & moze posluziti bilo koja konstanta
manja ili jednaka od 1+£. O

Teorem 5. Neka je f € C2(R") i
m|lyl|? < (f"(x)y,y) < M|lyl|>, M>m>0 zasvex,y € R"  (4.16)

Ako se niz (x,) definira pomocu iterativnog procesa (4.12) a parametri ay biraju iz uvjeta
(4.13), tada neovisno o izboru pocetne aproksimacije xo € R" vrijedi

xe—x" i ) = f(x7),
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gdje je x* € R" jedinstvena tocka minimuma funkcije f. Pri tome vrijede ocjene:

k
e — ot < L@l p o< R (f— ), m—x*] < Cq2

gdjeje C < oo, ¢qe€(0,1).

, (4.17)

Dokaz. Prema teoremu 1. lijevi dio nejednakosti (4.16) ekvivalentan je ¢injenici da
je f jako konveksna funkcija. Nadalje, prema teoremu 2. to znaci da je funkcija
f ograni¢ena odozdo i da postoji jedinstvena to¢ka minimuma x* € R". Zato
jos treba dokazati da niz (x,) konvergira prema x* neovisno o izboru pocetne
aproksimacije xo € R” te dokazati ocjene (4.17).

Pokazimo najprije da niz (x,) konvergira prema x*. Primjenom Taylorove
formule za funkciju f u okolini tocke x, za x* dobivamo

f*) = fx) + (Vf(x), 2" —x) + 5 (f()(x* = x),x* —x)
a odavde koristenjem (4.16) dobivamo
fx) = f(x*) =(Vf(x),x = x*) = 5 (f"(©)(x" —x),x* —x)
< (Vf(x),x —x*) — Bx— x*||?,

$to uz primjenu Cauchyjeve nejednakosti daje

F) = f) S IVl = 2] = Fllx — 22 (4.18)

Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini to¢ke x* i koriStenjem
¢injenice daje Vf(x*) = 0, dobivamo

fx) = f(x*) =5 (F"(Q)(x —x),x —x*).
Koristeéi ovdje (4.16) dobivamo
Bl =22 < f(x) = f(x") < Bl — 2|2 (4.19)
Iz (4.18) i (4.19) slijedi
IV £l =2 = Fllx = %[> > f(x) = f(x*) = 5 lx — 2|,
= mx— x| <||VF(x)|[lx = 2",

a odavde
lx — x| < AW (420)

m

Desna strana ove nejednakosti za x = xj prema lemi6. konvergira prema nuli,
§to znaci da [|xy — x*|| = 0zak — oo, tj. xj — x*.
Uvrstavanjem nejednakosti (4.19) i (4.20) u (4.18) dobivamo

Flx) = Fa*) < [V f() IS 2 () — f(a7)),
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iz Cega slijedi
wl V@I > (f(x) = f() + §1 (f(x) = f(x),

odnosno
IV = m (14 55) (f(x) = F(x*)). (4.21)

Uvrstavanjem (4.21) u nejednakost (4.15) za x = x; — aV fk dobivamo
(prisjetimo se da (4.15) glasi f(x) — f(xx) < —ea||Vf|?)

fi1 = fi £ —eagm (1+ 1) (f (i) — f(x9)). (4.22)

S druge strane, primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke
Xk, za x = x; — &V fi dobivamo

fx)=fx) = (Vox—x0)+ 5 (F7(2)(x — xk), x — xp)
= —a|VAIR+% (F (€)Y Vi)

Primjenom (4.16) na gornju jednakost dobivamo:
2
fx) = fx) < —alVAIR+EMIVAIZ = —a (1-91) VA2

Ako & > 0 izaberemo tako da 1 — T > ¢, onda iz prethodne nejednakosti dobi-
vamo uvijet (4.13) pomocu kojeg biramo duljinu koraka «y,

Fx) = fxe) < —ae| Vil
Dakle, uvjet (4.13) bit ée ispunjen za a; < & = (11\25)'

Iz (4.22) slijedi  [fy11 — fi < —eopm (14 &) (f(xg) — f(x*))]

fert = = (ferr = fi) + (fe = f7) < (L —eaem (14 §7)) (f(xc) = f(x7))

N

<q(fc =),
uz oznaku q := 1 — exm (14 f5), $to primijenjeno vise puta daje
fe= £ <a"(fo— £, (4.23)
Kakojeay <@ = 2(M 2 bitéeq > 1— (7) (1+ %%). Ako sada q shva-

timo kao realnu funkciju varijable ¢ i pronademo njezin minimum, dobivamo

Gumin = 1 — 2% (1+ %) zae = 1. Sada se vidi da je u uvjet (4.13) najbolje staviti

g€ = % To ¢e osigurati najve¢u mogucu brzinu konvergencije gradijentne metode.
Na kraju, iz (4.19) i (4.23) dobivamo ocjenu pogreske

=2 < 2R FF < a2 2/~ < gt
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Zadatak 21. Uz primjenu gradijentne metode odredite aproksimaciju minimuma
funkcije f(x1,%2,%3) = (x1 —4)* + (xo — 3)% + 4(x3 + 5)* uz pocetnu aproksi-
maciju xg = [3, 2, —5]7 i to¢nost € = 0.5.

Rjesenje: x* ~ [3.7072, 2.78125, —5]T.

Zadatak 22. Koriste¢i Matlab uz primjenu gradijentne metode odredite aprok-
simaciju minimuma funkcije f(x,y) = 2x3 + xy? + 5x% + y? uz pocetnu aproksi-
maciju [—1, —1]7 i to¢nost € = 0.005.

Rjesenje: x* ~ [0.0003, —0.0018]".

Zadatak 23. Pokazite da niz aproksimacija dobiven gradijentnom metodom za
funkciju f(x1,x2) = —19x1 + 4x% + 16x7 — 3x1x2 + Sx% konvergira neovisno o
izboru pocetne aproksimacije x.

Metoda najbrZzeg spusta

Iterativnu metodu

Xkr1 = X +oaxpr, k=0,1,..., (4.24)
gdje je duljina koraka oy > 0 u smjeru vektora smjera kretanja py = —V f(x)
definiramo kao
ap = argmin f (x +a Vf(xg)), (4.25)
a>0

nazivamo Metodom najbrzeg spusta®. Jednodimenzionalnu minimizaciju u (4.25)
mozemo provesti nekom od metoda za jednodimenzionalnu minimizaciju (me-
toda zlatnog reza, metoda parabole, Brentova metoda).

Metodu ¢emo ispitati uz koristenje Rosenbrockove test funkcije. Djelomic¢ni
rezultati vide se u tablici 4.2.

k (%) f) V() oo ay

0 (0.5,0.5) 6.5 51 0.00195313
1 (0.501683,0.49835) 633264 504955  0.00235693
2 (0.503364,0.496708) 61677  49.9871  0.00235024

10 (0.516722,0.483858)  4.9362 45.7882 0.00229504

Tablica 4.2: Metoda najbrzeg spusta za Rosenbrockovu funkciju

Metoda najbrzeg spusta, kao i gradijentna metoda, imaju iskljucivo teorijsko
znacenje i rijetko se koriste u prakti¢nim primjenama zbog niske brzine konver-
gencije, sto potvrduje i navedeni jednostavni primjer s Rosenbrockovom funkcijom.

2eng.: Steepest Descent Method
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4.3 Newtonova metoda

Iterativni proces za traZenje tocke lokalnog minimuma dovoljno puta neprekidno
diferencijabilne funkcije f : R” — IR opcenito je oblika

Xpp1 = X +agpr, k=0,1,..., (4.26)

gdje je xqo pocetna aproksimacija, py vektor smjera kretanja od tocke xj u tocku x4 1,
a ay > 0 duljina koraka u smjeru vektora py.

Kretanje od tocke x; u to¢ku x4 1 treba ostvariti tako da se postigne smanjenje
vrijednosti funkcije, tj. tako da bude f(x;1) < f(xx). To se moze postici tako da
vektor py izaberemo tako da bude (vidi primjerice [15], [22])

(Vf(xk), px) <0, (4.27)

gdjeje V f(xx) gradijent funkcije f u to¢ki x;. Naime, ako za funkciju f napisemo
Taylorovu formulu u okolini tocke xj

f(x) = fl) + (Vi x—x)+ 5 (f (e 4+ 8(x — xx)) (x —x¢), x — x¢), ¥ € (0,1)

i stavimo x = xj + aypy, uz oznaku &y = x; + 9(x — x;) dobivamo

flxx +apr) = f(xx) +ax (Vi pr) + afz’% (f"@Cprpk),  0e€(0,1)

Akoje (Vfi, pk) < 0i f” (&) pozitivno definitna, onda za male vrijednosti para-
metara oy vrijedi f(xgyq) := f(xp + agpr) < f(xg).

Pretpostavimo da je promatrana funkcija f strogo konveksna i dovoljno glatka
i da je na neki nacin izabrana pocetna aproksimacija xyp. Analogno Newtonovoj
metodi za jednodimenzionalnu minimizaciju u okolini to¢ke xg funkciju f aprok-
simirat ¢emo kvadratnom funkcijom dobivenom iz Taylorove formule

P(x) = f(x0) + (Vf(x0), x — x0) + 3 (f(x0) (x — x0), x — x0)

Funkcija i strogo je konveksna (f”(xo) pozitivno je definitna) i njezin minimum
postiZe se u tocki x; = xg — [f"(x0)] "'V f(x0), koju éemo smatrati sljedecom
aproksimacijom. Primijetite da smo iz tocke xg u tocku x; "dosli" preko vektora
smjera kretanja definiranog s p = —[f"(x0)] "'V f (x0). Ovaj vektor definira smjer
spusta iz tocke xg jer zbog pozitivne definitnosti Hessijana f ispunjava uvjet
spusta (4.27)

(V£(x0),p) = (Vf(x0), = [f"(x0)] 'V f(x0)) = —(f"(x0)p, p) <O.
(Vfop) = fir = £ (IB17'K) B "V o = =" fi'p = —(fip. )]

Ponavljajuéi navedeni postupak dolazimo do iterativne metode

Xk4+1 = Xk — [f//(xk)]ilvf(xk» k= O/ 1/ R
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koja se u literaturi obi¢no naziva obicnom Newtonovom ili Newton-Raphsonovom
metodom (vidi primjerice [10], [13], [15], [18], [20], [22], [28]). Pri tome se u im-
plementaciji metode ra¢unanje inverzne matrice [f”(x;)]~! izbjegava tako da
umjesto toga u svakom koraku rjeS§avamo jedan sustav linearnih jednadzbi. Ite-
rativni postupak definiramo kao

Xk41 = Xk + Pr,  (gdje je pk rjeSenje sustava)

" () pe = =V f(xk)-

Uzevsi u obzir da kretanje od tocke xj u smjeru vektora p; donosi smanjenje
vrijednosti funkcije, kao i u slu¢aju gradijentne metode, uvodimo duljinu koraka
a1 tako definiramo Newtonovu metodu s regulacijom koraka

X1 = 2= o[ ()] TV F (), k=0,1,..., (4.28)
koju u implementaciji definiramo kao

Xkt1 = Xk + &kpr,  (gdje je py rjeSenje sustava)

[ () = =V f(x).

Kao i u slucaju gradijentne metode parametar duljine koraka ax mozemo de-
finirati na vise nacina (vidi 4.1). Ovdje ¢emo primijeniti specijalni slu¢aj Gold-
steinovog principa opisanog u 4.1, str. 38, a posebno u primjedbi 4.

(4.29)

Algoritam 2 . Algoritam za izra¢unavanje duljine koraka

Korak 0. Stavitia =1, h € (0,1) iizabrati0 < ¢ < %;
Korak 1. Izracunati x = x; + axpy i provjeriti uvjet

f(x) = flxx) < ea(Vf(xx), pr); (4.30)

Korak 2. Ako je uvjet (4.30) ispunjen, staviti &y = «; inace stavitia := ha
i prije¢i na Korak 1.

Konvergencija Newtonove metode

Pretpostavit ¢emo da je promatrana funkcija f : R" — R dvostruko neprekidno
diferencijabilna i jako konveksna, tj.

mly|* < (f"(x)y,y) <Mly|®>, M>m>0, VxyeR" (4.31)

Prema teoremu 2., str.12., takva je funkcija ograni¢ena odozdo i posjeduje jedins-
tvenu to¢ku minimuma.
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Moze se pokazati da takoder vrijedi (vidi primjerice [15], [22])

wllyl? < ((F1 'wy) < 5lyl>, M>m>0  zasvexyeR".
(4.32)
iz Cega slijedi ocjena

(Vfepr) = = (Vi [f" )] IV fi) < =35IV A (4.33)

Teorem 6. Neka funkcija f € C?(R") zadovoljava uvjet (4.31) i neka se parametri
duljine koraka wy biraju iz uvjeta (4.30).

Tada neovisno o izboru pocetne aproksimacije x iterativni proces (4.28) konvergira
prema jedinstvenoj tocki minimuma x* superlinearnom brzinom

k1 = 27 < Al = x7, (4.34)
gdje Ay = 0zak — oo.

Dokaz. Za x = xi + apy, gdje je px = —[f{'] 'V fx, koristenjem (4.31) u Tayloro-
voj formuli dobivamo

() = F(x0) = € (Ve pi) + 5 (7 @) pro i) < (Y fio pr) (14 el

Kako je s druge strane

[(ka, pi) = (V) o= (VAT pe= —PZfzi/Pk}

(Vo) = —(f" (x)pe pe) < —ml|pell,

dobivamo

[~ fp) = mipl? = (14 555) = (1 - Sh) < (1-94)]

f(6) = Flx) < a(Vfipr) (1-52).
Izaberimo ¢ > 0 tako da bude
1—4M > (4.35)

MnoZenjem ove nejednakosti s negativnim brojem a(V fi, px) < 0 dobivamo

ea(Vfiopi) 2 a(Vfiope) (1-81) = f(x) = f(x).

Dakle, uvjet (4.30) bit ¢e ispunjen ako je ispunjen uvjet (4.35), odnosno ako je

o <=2 Time je opravdan nacin izbora duljine koraka ay.

Kakoje (Vfx, px) < 0za ||V fi| # 0, iz uvjeta

fre1 — fe < ear(Vfi, px) (4.36)
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slijedi fy11 < f%, tj. niz (fx) monotono je padajué. Zbog uvjeta jake konveksnosti
funkcije f on je i ograni¢en odozdo, Sto znaci da je konvergentan i da vrijedi
fre1 — fr — 0. Koristenjem uvjeta (4.32) u (4.36) i Cinjenice da je f”(x) sime-
tri¢na matrica dobivamo

S = fi < e (Vo pi) = —ear([F) Vi, V) < —em B VAP (437)

a odavde

2
IV fill® < e (i = fir)

iz ega slijedi ||V f¢|| — 0. Time je pokazano da su rezultati analogni rezultatima
leme 6. ostali sac¢uvani.

Nadalje, sli¢no kao u dokazu teorema 5. pokazat éemo da niz definiran s (4.28)
konvergira prema to¢ki minimuma x*. Bududi da je f jako konveksna funkcija,
postoji jedinstvena tocka minimuma x* € R”. Pokazimo jo$ da niz (x,) konver-
gira prema x* neovisno o izboru pocetne aproksimacije xo € R".

Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini tocke x, za x* dobivamo

fO) = f(x) + (Vf(2),x" = x) + 3 (@) (x" = x), 2" — x).
Nadalje, koriStenjem uvijeta jake konveksnosti (4.31)
[(F1@) " = x), (" = %)) = m]]x* = x|
dobivamo

f) = f(x) =(Vf(x),x = x*) = 5 (f"(§) (x* —x),x* — x)

< (VF(x),x =) = Fllx = x|,
$to uz primjenu Cauchyjeve nejednakosti daje
F) = f(*) < IVF@lx =2 = 5 flx = 212 (4.38)

Primjenom Taylorove formule za funkciju f u okolini to¢ke x* i koriStenjem
¢injenice daje Vf(x*) = 0, dobivamo

flo) = f(x*) =3 (f" (@O (x —2"),x —x).
Koristeéi ovdje uvjet jake konveksnosti (4.31) dobivamo
Bl — a2 < fx) = f(x) < e — x| (4.39)
1z (4.38) i (4.39) slijedi
IVFEOIx =] = §llx = x* |2 = f(x) = f(x*) = B lx — 2|17,
a odavde [m|lx — x*|[> < [V f(x)[[|x — x*[]
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Kao 3to smo ranije utvrdili, desna strana ove nejednakosti za x = x; konvergira
prema nuli, $to znaci da ||x; — x*|| — 0zak — oo, tj. x — x*.

Prijedimo sada na dokaz ocjene brzine konvergencije (4.34). U tu svrhu naj-
prije primijetimo da vrijedi

(Vo) = —(f" (x0) P ) < —ml|prell®

Iz (4.36) slijedi (V fi, px) — 0, stoga koriste¢i gornju nejednakost imamo

||Pk||2§%;npk)—>0, k—oo = |l =0, k—oo  (441)

Pokazimo nadalje da su u opéoj Newtonovoj metodi (4.31), pocevsi od neke
iteracije, svi parametri a; jednaki 1. Koriste¢i Taylorovu formulu te dodavanjem

2
i oduzimanjem broja % (f{'py, px) dobivamo

fiv1i—fi = a(Vipe) + azi(fzgpk, pk) + %% (") = fipeopr))

o oe(=1) I @—FDpxll-llpel
(441) < (Vi pr) (1—7"+ ) Cp pk)

" _f1. 2
(441) < (Vi pr) (1 — % fxzklf<f'5>k||Pk|> ,

m[pell?

gdjeje & = xi + F(xpp1 —x), ¥ €[0,1].
Bududi da

IF7(8) = f ol < 1) = F/ I+ 1 () = (il

illxx —x*|| = 0, odnosno ||§ — x*|| — 0 za k — oo, takoder zbog neprekidnosti
funkcije f” vrijedi || f”(&) — f”(x)|| — 0za k — oo. Zbog toga za proizvoljni
0 < e < } postoji prirodan broj Np(e) € N takav da za svaki k > Np(e) vrijedi

(21> -%<-1=1-% <]

ILF" @)=l
13> 1oy o glel

N[—

uz uvjet da je a; > 1. Bududi da je ay u uvjetu (4.30) biran tako da bude a; < 1,

to znadi da ¢e u svim iteracijama ¢iji je redni broj veéi ili jednak od Ny(e), biti
K = 1.
Dakle, za k > No(e) vrijedi  [x4q = x¢ — [f/] 'V fi]

(X1 — X5, X — X°) = (xk —x* = [TV fe i — x*) -

Ako na desnoj strani ove jednakosti iskoristimo Lagrangeovu formulu, uz
[Vf(x*) =0] dobit ¢emo

(T WV oxe — %) = (T UV fie = VA(Y)), 21 — x*)
= (1@ (ax — x%), 31 — %),
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gdieje & = x* + 0(x; — x*), B € (o, 1), dobivamo
1 =2 = (( (@) (ke — %), xpyq — x*)
(IR (f” f7(8)) (k= x*), xpqq — x*)
(432) < %Hf" SN N = 2N - Nloekesn — 2,

a odavde
Ireer =2l < Axllxe ="l A= gl = @ (4.42)
Bududida || f{ — f”(¢)|| = 0za k — oo, teorem je dokazan. O
Korolar 1. Neka funkcija f € C2(IR") zadovoljava uvjet (4.31) i Lipschitzov uvjet
If"() = "Wl < Lllx—yll, L>0, VxyeR"
Tada niz (4.28)
Xk+1 :xk_lxk[f//(xk)]ilvf(xk)/ k=01,...,

gdje se parametri wy biraju iz uvjeta (4.30), konvergira prema tocki minimuma x* neo-

visno o izboru pocetne aproksimacije xy kvadraticnom brzinom konvergencije
* L * (|12
k1 = 27 < e — 71"

Dokaz. Koristeci Lipschitzov uvjet broj Ay iz nejednakost (4.42) mozemo pisati
[E=x"4+0(x—x%), 0<0¥<1]

M= gllf" () = f/ O <l — 2" = 0(xe — x|
= slad-8)—x(1-9)
<l
$to daje traZenu ocjenu. O

Ako duljinu koraka ay biramo iz uvjeta (4.2)
ap = argmin f (x, + apyg),
>0
tada za Newtonovu metodu (4.28)

terr = % — o[ ()] TV (), k=01,
vrijedi
Korolar 2. Neka funkcija f € C*>(R") zadovoljava uvjet (4.31) i neka se duljina koraka
oy bira iz uvjeta (4.2).
Tada Newtonov iterativni proces (4.28) konvergira prema rjeSenju x* superlinear-

nom brzinom bez obzira na izbor pocetne aproksimacije x. Ako pored toga funkcija f"
zadovoljava i Lipschitzov uvjet, onda je brzina kvadraticna.



4.3. Newtonova metoda

53

Dokaz. Neka je

T = 2 — [ (0e)] 7TV f (k)

X1 = 2 — el f ()] 7V f (),
gdje je ay izabran iz uvjeta (4.2). Bududi da je f(xx.1) < f(Xxs1), koriste¢i ne-
jednakost (4.39), dobivamo [%Hx — |2 < flx) - f(x*) < Y|z — x*|\2}

By =2 < flaa) = F(8) < fFrpa) = F(7) < G Tepr — 2" (443)
Za X1 = xp — [f" (xx)] 7'V f(x4) moZemo primijeniti nejednakost (4.42)
%1 — 27| < Agellee — ¥,

Me= wllfd = @l = Gl = F (" + 80— x),

gdje Ay — 0za k — co. Ako ovu nejednakost iskoristimo u (4.43), dobivamo

Irers =21 < (/T = 2l < Ay e — 27l

< vl — x|,

gdje v¢ :Ak\/% —0zak — oo.
Ako jo§ vrijedi i Lipschitzov uvjet, onda je Ay < L ||x; — x*|, pa vrijedi

2
B c=kyM

6541 = 27| < Cllax —x
O

Zadatak 24. Newtonovom metodom odredite prve dvije aproksimacije mini-
muma funkcije f(x,y) = 2x3 + xy? + 5x2 + y? iz primjera 7. uz pocetnu aprok-

simaciju xo = [—1, —1]T. Jeste li na taj na¢in dobili aproksimaciju to¢ke mini-
muma?
Rjesenje: x, = [—1, —2.05]7. To nije aproksimacija totke minimuma, veé

aproksimacija tocke u kojoj ova funkcija ima sedlastu tocku.

Zadatak 25. Prethodni zadatak rijesite uz xo = [1, 1]T. Dobivate li na taj nagin
aproksimaciju tocke minimuma?

Rjesenje: x, = [0.04237, 0.06759]". To je aproksimacija to¢ke minimuma.

Zadatak 26. Newtonovim metodom s regulacijom koraka (prema danom al-
goritmu za izra¢unavanje duljine koraka) odredite prve dvije aproksimacije mi-
nimuma funkcije f(x,y) = x* + 3(x? + 2y?) + 4xy + 5x + 6y + 7, uz pocetnu
aproksimaciju xo = [0.5, —1]7 i to¢nost € = 0.5.

Rjesenje: x, = [—0.4169, —0.361].
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Quasi-Newtonove metode

Buducdi da problem minimizacije diferencijabilne funkcije f : R" — R moZemo
gledati kao problem rjeSavanja jednadzbe

F(x) =0, F:R"—R"

gdje je F(x) = f'(x), gdje je F Jacobijeva matrica funkcije f. Ako je f(x) =
(fi(x),..., fu(x))T, x=(x1,...,x,)7, tada se Jacobijeva matrica sastoji od par-
cijalnih derivacija funkcija f;, preciznije:

9h A .. OA
dJx;  Ox dxy,
9 9 .. o
f/ | 9xy 9xp dxy
Ofn  Ofn .. O
dx;  dxp dxy

Najprije ¢emo razmotriti problem rjeSavanja sustava nelinearnih jednadzbi.
Opcenito se sustav nelinearnih jednadzbi kao i problem minimizacije funkcije
viSe varijabli rjeSava iterativnim metodama. Smatra se da je klasu novih "kvazi-
Newtonovih" metoda za rjeSavanje problema minimizacije funkcije viSe varijabli
bez ogranic¢enja uveo Davipon (1959.), a za rjeSavanje sustava nelinearnih jed-
nadzbi Broypen (1965.). U literaturi se za klasu ovih metoda koriste razni nazivi:
quasi-Newton, variable metric, variance, secant, update, modification methods.

Sustavi nelinearnih jednadzbi

Za funkciju F : R" — R" promatramo problem rje$avanja jednadzbe F(x) = 0,
odnosno sustava nelinearnih jednadzbi

filx1,..,x0) =0, i=1,...,n,

gdje su funkcije f; komponente vektorske funkcije F(x) = (f1(x),..., fa(x))T, x=

(x1,...,%,)T. Pretpostavimo da funkcija F ima sljedeca svojstva:

(i)  Fjeneprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom
skupu D, 4. F € CY(D),

(ii)  postoji x* € D tako da F(x*) = 0i da je pri tome
F/(x*) nesingularna matrica;

(4.44)

Dodatno, uz uvjete (4.44) moZzemo zahtijevati i ispunjenje jaceg Lipschitzovog
uvjeta
(iii) ||[F'(x) — F'(x*)|| < L|jx — x*|], xeD. (4.45)

Primijetite da ako je D dovoljno malen, onda je ovaj uvjet ispunjen za dvostruko
neprekidno diferencijabilnu funkciju u x*.

Uz pretpostavku da imamo k-tu aproksimaciju x rjeSenja x*, sljede¢u (k +
1)-u aproksimaciju kod obi¢ne Newtonove metode dobit ¢emo tako da funkciju
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F u okolini toc¢ke x; pomocu Taylorove formule aproksimiramo linearnim aprok-
simandom
L(x) = F(x) + F () (x — x¢)

i rije§imo linearni sustav L(x) = 0. Tako dobivamo Newtonov iterativni postu-
pak za rjeSavanje jednadzbe F(x) =0

X1 = X — F'(x0) 7' F(xp).
Za prakti¢nu implementaciju obi¢no koristimo sljede¢i algoritam.

Korak 1. Za poznati xj izra¢unati F(xy); ako je xj prihvatljiv, stop. U protivnom
izra¢unati F/(xy) i prijeci na Korak 2.

Korak 2. Rijesiti sustav F/(xy)p = —F(xy) za p, staviti py := p i izraCunati x;,1 =
Xk + Pk-

Newtonova metoda poboljSava se uvodenjem parametra duljine koraka 0 <
K <1
Xep1 = X — P () TTF ().

Karakteristike Newtonove metode dane su sljede¢im teoremom.

Teorem 7. Neka funkcija F : R" — R" zadovoljava pretpostavke (4.44). Nadalje pret-
postavimo da je F' Lipschitz neprekidna, tj. neka vrijedi (4.45) pri cemu je D kugla oko x*
polumjera r. Takoder pretpostavimo daje | F'(x*)~1|| < B. Ako pocetnu iteraciju x iza-
beremo tako da ||xg — x*|| < min{r,1/(2BL)}, tada je niz (x,) definiran Newtonovim
iterativnim postupkom dobro definiran i konvergira prema x* kvadraticnom brzinom, tj.

s — x| < L = x*[% k=0,1,.... (4.46)
Dokaz. Prvo éemo pokazati da pretpostavke da je F’ Lipschitz neprekidna, da je

F'(x*) regularna i daje ||F'(x*)~!|| < B povlace daje F'(xo) regularno za sve xq
za koje vrijedi da je ||xg — x*|| < min{r,1/(2BL)}.

Zaista,
IFG) 7 (Flxo) —F ) [ < pLixo—x < 5, (447)
odakle slijedi
1F ()l = IIF' (o) F () F () < I o)™ () )
<o IFE) <2 (448)

Pretposljednja nejednakost u gornjem izrazu jednostavna je posljedica sljedeceg
racuna. Iz (4.47) slijedi

1
IF ()T F (x0) = I < 5,
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Sto znadidaje I — (F/(x*) "1 F/(xo) — I) = F'(x*) ! F/(xo) regularno i vrijedi
1
1—

I’ (x0) ™" F'(x7)| <

N|—=

Ovim smo pokazali da je F’(xg) regularno za sve xq za koji vrijedi da je ||xo —
x*|| < min{r,1/(2BL)}, odnosno da je za svako takvo xy dobro definirano x; =
xo — F'(x0) "' F(x0). Za tako definiran x; vrijedi

xp —x* = xg — x* — F'(x0) "' F(xp) (4.49)
= F'(x0) ! (F(x") = F(x0) — F'(x0) (x" — x0))
Kako bismo omedili normu gornjeg izraza iskoristit ¢emo jednakost

F(x*) — F(x0) — F'(x0) (x* — x) =

1
_ / (F/(xo + H(x* — x0)) — F'(x0)) d (x0 + Hx* — x0)),
0

i ¢injenicu da F ispunjava Lipschitzov uvjet, $to nam zajedno daje
1 L
[[F(x*) — F(x0) — F'(x0) (™ — x0) || < L/ Hlx* — xol|?dt = Sl = xol%.
0

Koristeéi gornju ocjenu iz (4.49) i (4.48) slijedi
L
I = 2 < 285 x* = xoll? = BLIlxo — x* (4.50)

Pokazimo sada da niz x;,; = x — axF'(xx) "'F(xt), k = 0,1,2... konvergira
prema x*. Iz (4.50) lako se pokaZe da vrijedi ||x;. 1 — x*|| < BL||xx — x*||?, od-
nosno da vrijedi (4.46).

Primjedba 5. Treba napomenuti da se moZe dokazati i znatno opdenitiji teorem
koji opisuje karakteristike Newtonove metode od teorema 7. Medutim, dokaz tak-
vog teorema znatno je sloZeniji i dulji stoga ¢emo ga samo navesti (dokaz vidi u
[20], str. 312.)

Teorem 8. Neka funkcija F : R" — IR" zadovoljava pretpostavke (4.44). Tada postoji
otvoren skup S koji sadrZava x*, takav da je za proizvoljni xy € S niz (xy,) definiran
Newtonovim iterativnim postupkom dobro definiran, ostaje u S i konvergira prema x*
superlinearnom brzinom, tj. postoji nul-niz (), takav da je

Xkt — 2™ < Agllxe — 27|, k=0,1,....

Ako funkcija F' dodatno zadovoljava Lipschitzov uvjet, onda je brzina konvergencije kva-
draticna, tj. postoji konstanta p takva da je

X1 — x| < Bllxx — x*|)?, k=0,1,....
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Primjedba 6. Moze se pokazati (vidi [11]) da za niz (x,), koji superlinearnom
brzinom konvergira prema x*, vrijedi

lim P =%l
k—o00 ka — X*”
uz uvjet daje xx # x* zasvek =0,1,....

Na osnovi primjedbe 6. uz kriterij ||[F(xx)|| < €1 za zaustavljanje procesa ima
smisla koristiti dodatni kriterij || xg 1 — xx|| < €2 %kl

Prethodnim teoremom iskazane su dvije osnovne prednosti Newtonove me-
tode:

e postoji podrudje prihvacanja S Newtonove iterativne metode,

e visoka brzina konvergencije u podrucju prihvacanja S.

Nedostaci Newtonove metode su:

e potreba izbora dobre pocetne aproksimacije xo,

e usvakom koraku treba ra¢unati matricu parcijalnih derivacija reda .

U cilju prevladavanja narocito posljednjeg navedenog nedostatka, matricu
F'(xx) (odnosno matricu [F’(x;)]~') zamijenit ¢emo nekom matricom By (od-
nosno matricom Hy), koja se lako raduna, a nalikuje matrici F/(xx) (odnosno ma-
tricu [F'(x;)]~!). Tako promatramo iterativne procese

X1 = X — 0B T F(x),
(4.51)
odnosno  xjyq := x; — apHpF(x).

Vrijedi sljededi teorem (vidi [11]).

Teorem 9. Neka funkcija F : R" — R" zadovoljava uvjete (4.44), a niz (By) neka je
niz regularnih matrica. Pretpostavimo nadalje da za neki xo € D niz (x,) definiran s
(4.51) ostaje u D, xp # x* zasvek = 0,1,... i konvergira prema x*. Tada niz (x,)
konvergira superlinearno prema x* onda i samo onda ako

i LB Dl _
k—r o0 Pl

Px = X1 — Xk- (452)

Uvjet (4.52) zahtijeva da niz matrica (B, ) konvergira prema F’(x*) u smjeru
vektora kretanja py = xx 1 — Xg.

Primjedba 7. Uvjet (4.52) ekvivalentan je uvjetu (vidi primjerice [15])

lim 2Pyl — o,y i P(xyy) — F(xp), (4.53)

k—o0 il

Sto znaci da uvjet Bypy =~ vy takoder jamci superlinearnu konvergenciju.
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Ne moze se oCekivati da Bxpyx = yy, ali zato ¢emo matricu By, birati tako da
bude ispunjen tzv. kvazi-Newtonov uvjet

Bii1pk = Yk (4.54)

i da je za poznate py, yk, By lako izracunati By, . Iterativna metoda (4.51) pri
¢emu niz matrica (B, ) ispunjava kvazi-Newtonov uvjet naziva se kvazi-Newtonova
metoda. Radi pojednostavljivanja uvedimo sljedece oznake:

B := By, B:= Bit1, X 1= Xy, X 1= Xq
pi=pc=%X-x  y:=y=FX) —Fx).

Uz ove oznake kvazi-Newtonov uvjet glasi

Bp=y.
Prvi put je takav niz matrica uveo 1965. godine Broyden [7], u literaturi poznat

pod nazivom Broydenova korekcija ranga 1

B=B+ % (4.55)

U dokazima teorema koji slijede, zbog jednostavnosti éemo pretpostaviti da
je ax = 1, za sve k. Vrijedi sljede¢i teorem

Teorem 10. Neka funkcija F : R" — R" zadovoljava uvjete (4.44) i (4.45).

1. Tada postoji 6 > 0 takvo da ako ||By — F'(xi)|| < 6 ||xo — x*|| < &, niz
definiran sa xj 1 = X — B,:lF(xk) dobro je definiran i konvergira ka x*.

2. Ako pri tome vrijedi da | By — F'(x)|| — O, tada je konvergencija superlinearna.

3. Ako postoji konstanta C takva da ||By — F'(xi)|| < C||F(xx)||, tada je konver-
gencija kvadraticna.

Dokaz. Uvedimo oznaku B = ||[F/(x*)~!|| < co. Izaberemo li § dovoljno malo,
moZzemo postidi:

lx—x*|[ <6, |B=F(x)| <d= B <2p.

Gornja nejednakost slijedi koriStenjem sli¢nog rac¢una kao u dokazu teorema 7.
Zaista, ako izaberemo J takvo daje § < 1/(2p), onda iz

IF(e) " (B-F ) | < o< 5

vidimo daje F/(x*) !B = I — F/(x*)~! (B — F/(x*)) regularna, te vrijedi ocjena

1

IB=HF (x*)|| < 1
2
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Sada sve zajedno daje
IB=H = [[BHF'(x*)F'(x*) || < 2B.

Neka je L Lipschitzova konstanta za F’. Dodatnim smanjivanjem § moZemo pos-
ti¢i da je ispunjena nejednakost

25<§+1)§§;.

Pretpostavimo nadalje da smo By i xq izabrali u skladu s gore izabranim ¢. Tada

—x* = By'F(xg) = By ' (F(x*) — F(x0) — Bo(x* — xq))

x
1
=B,! / (F'((1 — t)xo 4 tx*) — By) (x* — xq)dt .
0
Koristeéi Lipschitzovo svojstvo funkcije F/, nejednakost trokuta i uvjet na By vri-
jedi
|F'((1—t)x + tx*) — F'(xg) + F'(x0) — Bo|| < Lt||x* — xo|| + 5.

To znaci da moZemo pisati

L L
I =1 < 26 (51" sl +0) I = sall <28 (5 +1) o” =

Vidimo da gornja nejednakost povlaci ||x; — x*|| < 4, pa ponavljajuci ovaj pos-
tupak lako se dokazuje 1. Iz gornjeg razmatranja vidimo da vrijedi

L
s =711 <28 (51 =0l + 18— F )] " = ],

Sto daje superlinearnu konvergenciju, odnosno pretpostavku 2. Uz dodatnu pret-
postavku iz 3. daje || By — F/(xg)|| < C||F(xx)]||, slijedi

1B — F'(x) || < CIIF(xx) — F(x*)|| < Cllag — x|,
Sto povlaci kvadratnu konvergenciju. O
Neki primjeri Kvazi-Newtonovih metoda:
e Zamijenimo 9F' (x) /9x; s podijeljenom razlikom [Fi(x+ he;) — Fi(x)]/hza
neko malo / ili u zamjenu koristimo neki drugi diferencijalni kvocijent. 1z

prethodnog teorema slijedi da ¢e konvergencija biti osigurana za dovoljno
male h.
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e Koristimo jednom izracunatu derivaciju (Jacobijevu matricu) F' u vise ite-
racijskih koraka. Ili kao u nekim metodama, poput Broydenove koju ¢emo
prikazati u sljede¢em poglavlju, koristimo odredeni postupak pomocu ko-
jega "adekvatno mijenjamo" prethodni Jacobian.

e Izaberemo B; = 0;F'(x;) + (1 — 6;)I. Tada konvergencija metode ovisi o 6;
i to metoda konvergira ako je 0; dovoljno blizu 1, te je brzina konvergencije
superlinearna ako 6; — 1.

Broydenova metoda

Broydenova je metoda (objavio ju je C.G. Broyden 1965.) vaZan primjer kvazi-
Newtonove metode. To je jedna od moguéih generalizacija metode sekante na n-
dimenzionalne prostore. U slu¢aju jedne nelinearne jednadZzbe, metoda sekante
zamjenjuje f'(x;) u Newtonovojmetodi s aproksimacijom [ (x;) — f(x;_1)]/ (x; —
x;j—1). Na taj na¢in dolazi se do sljedeceg iterativnog postupka: za dobivanje ite-
racija
Xi — Xi—1

f(xi) = f(xia)
Naravno, ova se ideja ne moZe izravno generalizirati na R”, buduéi da u R” ne
moZemo dijeliti s vektorom f(x;) — f(x;_1). Umjesto toga, moZemo uzeti u obzir
jednadzbu

fxi).

Xip1 = X —

Bi(x; — xj—1) = F(x;) — F(xi—1) .

Medutim, ta jednadzba ne odreduje matricu B; nego samo njezino djelovanje na
x; — x;_1. Stoga, kako bismo u potpunosti odredili B;, Broydenova metoda odre-
duje djelovanje i na vektore ortogonalne na x; — x;_1 i to tako da je ona jednaka
B;_1. Broydenova metoda je tzv. metoda aZuriranja, tj. nova matrica B; se odre-
duje (aZzurira) koriStenjem prethodne B;_.

U svrhu definiranja Broydenove metode trebat ¢e nam rezultat sljedeceg te-
orema:

Teorem 11. Neka su zadani vektori s # 0iv € R" i matrica C € R™*", tada postoji
jedinstvena matrica B € R™*" takva da je

Bs =, Bz = Cz, zasveztakveda s'z = 0.

Broyden je 1965. godine prvi put uveo takve matrice, koje se po njemu u
literaturi nazivaju Broydenovim korekcijama ranga 1 i definiraju se

o T
pocy =G5 fs)s .
S*S

(4.56)
Vazno je primjetiti da matricu B dobivamo pomoc¢u C dodavanjem matrice

ranga 1. Nadalje, kao 8to ¢emo pokazati u sljede¢em teoremu, matrica B je na

odredeni od svih matrica koje s prebacuju u v nacin najbliza matrici C.
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Teorem 12. Za danu matricu C € R"*" jvektore s # 0iv € R" matrica B definirana
sa (4.56) jedinstveno je rjeSenje problema minimizacije

min {||B—C||r : Bs = v},
B

gdje je || - ||p Frobeniusova norma.

Dokaz. Najprije primijetimo da za proizvoljnu matricu B, za koju vrijedi kvazi-
Newtonov uvijet Bs = v, vrijedi

v—Cs)sT B—C)ssT
sTs F sTs F
- ss
< ||B-C —_—
< 1B-clie |
= [[B=ClF

U posljednjoj jednakosti iskoristili smo
=g = (£9) (£4) -2
1 t ]

Kako je skup svih B € R" " takvih da je Bs = v konveksan, a funkcija ® :
R"™" — R, ®(A) = ||B — Al|r strogo konveksna, matrica B na kojoj se postize
minimum je jedinstvena. O

Sada smo spremni navesti Broydenovu metodu.

Algoritam 3 . Broydenova metoda

Izabrati xy € R", By € R"™*"
fori:=0,1,... do

Xiy1 = x; — B 'F(x;);

Si = Xit1 — Xi;

vi = F(xi41) — F(xi);

Bit1 = Bi+ i (vi = Bisi)s] ;
end for l

Primjedba 8. Uobicajeno je za By uzeti F/(xp). U jednodimenzionalnom slu¢aju
Broydenova metoda svodi se na metodu sekante.

Klju¢ ucinkovitosti Broydenove metode je u tome $to se matrica B;; od ma-
trice B; razlikuje samo za matricu ranga 1. Ali, kao Sto ¢e biti prikazano u sljede-
¢em teoremu, jednom kada se efikasno izra¢una djelovanje inverzne matrice na
vektor a (npr., supstitucije unaprijed i unazad, za matricu koja je rastavljena na
produkt donje i gornje trokutaste), tada se efikasno moze izracunati i inverz te
matrice promijenjene matricom ranga 1.

DokaZzimo prvo sljede¢u lemu.
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Lema 7. Za zadane v,w € R" vrijedi
det(I +vw?) =1+ (v, w).

Dokaz. Oznadimo P = I + vw!. Ako je v = 0, dokaz je trivijalan. Zato pretpos-
tavimo da je v # 0.
Neka je A svojstvena vrijednost, a x odgovarajuci svojstveni vektor od P. Tada
mora biti
Px = Ax = (I+ovw’)x = Ax = x +v(wlx) = Ax.

Ova jednakost moZe biti ispunjena tako dajeiliw L xiliv || x.
Dakle, svaki svojstveni vektor od P je ili okomit na w ili paralelan s v.

1. Akojew L x,ondaje A =1;
2. Akojev | x, 4. x = av, tada je

T

wv 4 vw av = Aav = v(14+wlo) = Ao = A =1+ (v, ).

Buduéi da moZe postojati samo jedan svojstveni vektor kolinearan s v, to znaci da
matrica P ima jednu svojstvenu vrijednost 1 + (v, w), dok su preostalih (n — 1)
jednake 1. Time je lema dokazana. O

Teorem 13 (Sherman-Morrison-Woodbury). Neka je u,v € R", a B € R""
reqularna matrica. Tada je B = B+ uv! reqularna onda i samo onda ako je ¢ =
1+0'B~1u # 0. Ako je o # 0, vrijedi

- -1 1
Bl= (B + uUT> =B~ —B luo'B! (4.57)
Dokaz. Bududi da je B regularna matrica, imamo

det(B + uo') = det Bdet(I + B~ luvT)

pa je det(B + uv’) # 0 ako i samo ako je det(I + B~uvT) # 0. Koristedi pret-
hodnu lemu vrijedi det(I + B~ uvT) # 0 ako i samo ako je 1+ vTB~lu # 0, sto
nam daje traZenu karakterizaciju regularnosti od B.
Nadalje, neka je za bilo koji vektor y € R" dan x = B~'y, odnosno Bx =y,
to znadci da
Bx+ (v'x)u=1y. (4.58)

MnoZenjem gornje jednakosti s lijeva s vT B~! dobivamo (v”x)(1 + v"B~1u) =
vTB~1y. Kakoje 1+ v"B~1u # 0, dobivamo
Tp-1
oTx=_22 Y By )
1+0TB~1u
Kombinacijom gornjeg izraza sa (4.58) slijedi
UTB_ly

Bx =y — 71+UTB_1uu.
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Sada mnoZzenjem gornje jednakosti s lijeva s B~! i koristenjem x = B~!y, dobi-
vamo

. ;s B~ lupTB~1
Bly=x=Bly— - 4 ply—(p -2y,
y=* O 1+07B 1u )’
iz Cega slijedi Sherman-Morrison-Woodburyeva fromula (4.57). O

Stoga kako bismo odredili umnoZak B~! s nekim vektorom treba nam samo
umnozak B~! s tim vektorom te skalarni produkt vektora v s tim vektorom.

Dobar na¢in implementacije Sherman-Morrison-Woodburyeve formule u Broy-

denovoj metodi moZe se dobiti spremanjem H; = B; 1, %to je efikasnije nego
spremanje B;. Algoritam tada postaje:

Algoritam 4 . Modificirana Broydenova metoda
Izabrati xg € R", Hy € R"*"
fori:=0,1,... do
Xip1 = x; — HiF(x;);
Si = Xit1 — Xi;
vi = F(xi41) — F(xi);
Hi.1=H; + ﬁivi(si — Hjv;)sTH; ;
end for l

Primijetite da u slu¢aju ako su Hp i By ! jednaki, tada gornji algoritam pred-
stavlja osnovni Broydenov algoritam.

Konvergencija Broydenove metode

Oznacimo sa x* rjeSenje nelinearnog sustava opisanog sa F(x) = 0. Neka x; i B;
oznacavaju vektor i matricu koje su odredene i-tim korakom Broydenove metode.
Oznacimo sa

e; = x; —x~, M; = B, — F'(x*). (4.59)
Grubo govoredi, za konvergenciju Broydenove metode klju¢ne su sljedece dvije
¢injenice:
(1) ejyq ¢e biti malo u odnosu na ¢;, u slucaju da M; nije preveliko,
(2) M;;1 nede biti puno vedi od M;, ako su e; mali.
Preciznije objasnjenje temelji se na sljede¢im jednakostima, koje slijede izravno

iz oznaka uvedenih sa (4.59) i definicije B;,

ei1 = =B [F(xi) — F(x*) — F'(x*)(x; — x*)] + B ' Mje; , (4.60)

i Si 5; Si

1 1
M1 = M; (I - STS,SiSiT> + 7 (Ul‘ — F’(x*)sisiT) . (4.61)
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Sljedeci teorem govori o lokalnoj konveregenciji Broydenove metode, te o nje-
zinoj brzini konvergencije koja je u najgorem slucaju linearna.

Teorem 14. Neka je funkcija F diferencijabilna na kugli D oko rjeSenja x* € R",
(F(x*) = 0), te neka je ||F'(x) — F'(x*)|| < L||x — x*||, za sve x € D. Pretpos-
tavimo da je F'(x*) reqularna, pri cemu vrijedi ||F'(x*)|| < B. Neka su x, € D, i
By € R™*" izabrani tako da vrijedi

M 2L
| Mo + HeOH*S/%

Tada su nizovi x; i B; odredeni Broydenovim algoritmom 3. dobro definirani, a za niz
gresaka vrijedi

1 )
leisall < llell,  1=0,1,2,....

Dokaz. Kako bismo mogli dokazati teorem trebat ¢e nam sljedece tvrdnje:

Tvrdnja 1. Pokazimo da ako su nizovi x; i B; odredeni Broydenovim algorit-
mom 3. dobro definirani i ako je ||M;|| < 1/(2pB), tada su B; regularne matrice
(odnosno x; 41 je dobro definiran), te

1B <28, lleinall < (LBllell + 28I M) lleill.

Zaista, F'(x*)71B; = I+ F'(x*) "M, akakoje || M;|| < 1/(28), ||F'(x*)"'M;| <
1/(2B), vidimo daje B; invertibilna, pri ¢emu vrijedi || B; ! || < 28. Stoga slijedi da
je x;1 dobro definiran. Ocjena za ||e; 1| dobiva se pomocu ocjene ||B; || < 28
i (4.60).

Primijetite da iz pretpostavki teorema i gore navedenog slijedi da je x; dobro
definiran i da vrijedi ||e; || < 1/2]|ep]|.

Tvrdnja 2. Ako su By, ..., B; dobro definirane i invertibilne, onda vrijedi

Mgl < IMi]| +max{]leq]], [leiqall} -

Gornju ¢emo ocjenu dokazati koristeci (4.61). Prvi dio na desnoj strani u (4.61)
je umnozak M; s ortogonalnim projektorom (na ortogonalni komplement od s;),
tako da je u bilo kojoj unitarno invarijantoj normi taj produkt omeden s || M;]|].
Uocimo da se dio drugog ¢lana moze izraziti kao

1
—F(x / (1= t)x; + txjpq) — F'(x*)] s;dt .
0
) -

Kakoje [[F'(1 — £)x; + Exisa P()H<meNﬂkaMHﬂmmdme

lo: = F'(x*)sill < Lmax{[lesll, leia 1} l1si11% 57— B IIZ'

Sto znaci da je drugi dio u izrazu (4.61) omeden s

Lmax{|le;], |leis1]l},
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¢ime je dokazana i tvrdnja 2.
Ostaje nam dokazati teorem. Koriste¢i indukciju po i pokazat ¢emo da je niz
X0, ..., Xj+1 dobro definiran i da vrijedi:

1 1 1
leill < T M| < bk leiall < 5 lleil] -

Gornje ocjene ocito vrijede za i = 0. Pretpostavimo da su istinite i za sve indekse
manje ili jednake od i. Zamjenom i sa i + 1 direktno iz pretpostavke indukcije
1. 1
slijedi [[e; 1| < SLB
Uzastopnom primjenom tvrdnje 2., uzimajuéi u obzir |le; 1| < |l&;]] < ...
imamo

[Mizall < [Moll + L ([leoll + llexl] + - . + lleisall)

1 1
< |[Mol| + Llleo[|(t + 5 +..) = [|MO[| +2L]leo| < 86"

Sto odgovara drugoj nejednakosti. Kona¢no primjenom tvrdnje 1. slijedi treca
nejednakost, ¢ime je teorem dokazan. O

Minimizacija glatke funkcije

Promatrajmo sada problem minimizacije bez ograni¢enja za dovoljno glatku funk-
ciju f : R" — R. Pretpostavimo da je x* njen lokalni minimum. Prema teoremu 3.

tadaje f'(x*) = 0,a f”(x*) pozitivno je definitna Hesseova matrica. Uz oznaku

F(x) := f'(x), analogno uvjetima (4.44) i (4.45) definirat ¢emo uvjete na funkciju

f:R" = R:

(i) fjedvostrukoneprekidno diferencijabilnana otvorenom konveksnom skupu
D, tj. f € C*(D);
(ii) postojix* € D takoda f’'(x*) = 0,a f”(x*) je pozitivno definitna matrica;

(iii) f zadovoljava Lipschitzov uvjet | f”(x) — f"(x*)|| < L||lx —x*||, L >
0, VxeD.

Uz oznake g(x) := f'(x) i gx = g(xx) iterativni postupak (4.51) postaje

P -1
Xgy1:= Xp — ax B gk,

odnosno  xy4q := xp — aHk gk,

gdje je sada By aproksimacija Hessijana f”(x), a Hy = B, 1, pri ¢emu duljinu
koraka oy moZemo odrediti nekom metodom izbora duljine koraka iz 4.1. Buduc¢i
da matrice By, trebaju aproksimirati Hessijan f”(x), za njih se mora pretpostaviti
simetri¢nost. Sli¢no kao ranije, uvedimo oznake

B := Bkr E = Bk+l
Pi=pk= X1 — X Y=Yk =8k — 8 (zbogg(x)=F(x))
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Jedna moguénost za definiranje korekcije ranga 1 je simetricna formula ranga
1 koju je uveo Davipon (1959.) (vidi [8]):

o - T
-+l (}lj’i)ggyplp])gp) . (y—Bp,p) £0 (4.62)

Zadatak 27. PokaZite da ako postoje matrice: H := B~'i H := B~1iakoje B
simetri¢na, tada vrijedi

H=H+ % (4.63)

Primjer 17. Potrazimo lokalni minimum funkcije
flxg,x2) = e (4x% + 2x§ +dxqyxy + 2% + 1)
Gradijent, Hessijan i ContourPlot dobit éemo na sljedeci nacin:

In[1]:=

flx_] := Explx[11]1(4x[1]1-2 + 2x[2]"2 + 4x[1]1x[2] + 2x[2] + 1); n = 2;

glx_] Table[D[f[x], x[il]l, {i, n}]

HIx_] Table[D[glx]1[[il], x[j1]1, {i, n}, {j, n}]
Print["f’=", Simplifyl[glx] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}] // MatrixForm,
" H=", Simplify[H[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}] // MatrixForm]
ContourPlot[f[x] /. {x[1] -> x1, x[2] -> x2}, {x1, -2.5, 1}, {x2, -2, 1.5},
Contours -> 40, PlotPoints -> 30, ContourShading -> Nomnel;

= e¥1(1 +4x3 + 637 + 2x3 + 4x1 (2 + x2))
e¥1(2+4x1 +4x7) ’
. e 1(9 +4x2 + 10x + 223 + 4x1 (4 + x2))  €¥1(3 4 2x1 + 2x7)
B e*1(3 4 2x1 + 2xp) et

o

- Z
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 O 0.5 1

Slika 4.5. ContourPlot funkcije f(x1,x) = ™1 (4x% +2x3 +4x1xp + 220 + 1)

Zadavanjem ulaznih podataka
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In[2]:=n = 2; x0 = {1., 1}; k = 0; eps = 0.005;
w = Table[x[i] -> xO0[[i]], {i, n}]; BO = IdentityMatrix[n];
BO = H[x] /. w
g0 =glx] /. w

i koristenjem modula Korak (str.40.) za odredivanje duljine koraka

In[3]:= While[
pO0 = -LinearSolve[B0O, g0];
alpha = Korak[n, f, pO, x0];
x1 = x0 + alpha pO;
wl = Tablel[x[il -> x1[[il1, {i, n}]; gl = glx] /. wi;
yo = gl - g0;
B1 = BO+0Outer[Times, (yO - B0.p0),(y0 - B0.p0)]1/((y0 - BO.pO).pO);
f1 = f[x] /. wil;
Abs[f1] > eps,
BO = B1; g0 = gi;
x0 = x1; k =k + 1;

Print["x", k, "=", x1, " fx=", f[x] /. wi,

" grad=", gl, " alpha=", alpha] ];
Print["x", k + 1, "=", x1, " fx=",f[x] /. wi,
" grad=", gl, " alpha=", alpha]

nakon 18 iteracija dobivamo
x1g = [~11.43,19.80]7, f(x18) = 0.00479, f'(x18) = [0.0047,0.00038]7, a5 = 1.
Sli¢no teoremu 12., vrijedi

Teorem 15. Neka je M € R™*" simetricna regularna matrica, y,p € R" (p #0) i
¢ := M~2p. Ako je B simetricna matrica, tada je rjesenje problema minimizacije

min { IM(B—B)M|p:B=8T, Bp= y} (4.64)
B

zadano s . . .
B_p4 W Bpe ;rC(y —Bp) (v —TBP) P ool
c'p (cTp)?

Matricom M definirana je tezinska Frobeniusova norma, B je takoder sime-
tri¢na matrica, koja ispunjava kvazi-Newtonov uvjet Bp = y i po teZinskoj Fro-
beniusovoj normi najmanje se razlikuje od matrice B. Formulu (4.65) zovemo
korekcija ranga 2 jer se B dobiva tako da matrici B dodamo jednu matricu ranga
2.

(4.65)

Zadatak 28. Dva razli¢ita dokaza ovog teorema mogu se vidjeti u [15] i [11].
Izvedite i usporedite oba dokaza.
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Pokazat ¢emo (vidi [11]) kako se izvodi kvazi-Newtonova korekcija ranga 2
zadana s (4.65) jer je to nacin na koji se mogu izvesti i druge poznate korekcije
ranga 2. Polazimo od simetri¢ne matrice B € R"*", te sli¢no Broydenovoj korek-
ciji ranga 1 (4.56) kao moguéeg kandidata za B promatramo

C =B+ Une

koji ispunjava kvazi-Newtonov uvjet C;p = y. Bududi da C; opcenito nije sime-
tri¢na matrica, definiramo simetri¢nu matricu

G =} (a+c]).

Buduéi da C; ne ispunjava kvazi-Newtonov uvjet, ponovimo postupak i tako
rekurzivno definiramo niz (C;)

Coky1 = C2k+7(y = zf,f) ,

(4.66)
Copi2 = 3 (C2k+l + CszH) ,
gdje je Co = B. Vrijedi

Lema 8. Neka je B € R"*" simetricna matricaic,p,y € R" sa svojstvom (c, p) # 0.
Tada niz (Cy) zadan rekurzivnom formulom (4.66) uz Cy = B konvergira prema B
zadanom s (4.65).

Dokaz. Dokazimo da niz (Cy;) konvergira. Uz oznaku Gy = Cyy iz (4.66) dobi-
vamo

G -Gp)”
Gis1 = Capsry = 3 (Consn +Chy) = 3 (Ge+ U52HS 4 G S

wchqLcwlz
20ep) 7
gdje je wy = y — Gyp. Koriste¢i dobivenu jednakost dobivamo

= G+

T+ T
Wiy1 =Y — Gepap = y_ka_%%p:wk_%(ﬁ,p) _%(c,p)

$to moZemo pisati kao
o =pu, =11~ Fhu]
Prema Lemil 7. matrica P ima jednu svojstvenu Vr1]ednost 0
[% (1 - ((ch)’ p)) = 0} i svojstvenu vrijednost 3 kratnosti (n — 1). Dakle, spek-
tralni radijus matrice Pje p(P) = 1 < 1. Prema Neumannovoj lemi (vidi primjerice
[20], str. 45.) tada postoji matrica (I — P)~! i vrijedi

k
I1—-P) =1 P
(=P = Jim )



4.3. Newtonova metoda

Kako je s druge strane
wk:pwk_1:...:Pkwosz(y—Bp),

onda imamo

Z we = 2 Py — Bp) = (1= P)"!(y — Bp).
k=
Takoder vrijedi

n (o]
Y (Gr1 — Gr) = Gypi1 — Go = Y (Grp1 — Gy) = lim (Gyaq — Go)
k=0 k=0 n—roo

Zato vrijedi
S EG G G n y Ee
= Bty [(1-P)7 (y—BP)CT+C(y—Bp) (1—PT)1] =

{premalemi13.: 1-P=1-4[1- 2] =} [1+ 2],

1
c=1+ T(c =2, (I—P) 1 _ [_ECP

P
- {(y Bp)cT +c(y — Bp)" — 325 (y — Bp)e — hely — Bp) T

B+ﬁ {(=Bp)e +ely - Bp)T — =i}

iz ¢ega neposredno slijedi (4.65). O

Specijalno za ¢ = p dobiva se Powell-Broydenova simetricna korekcija (Powell
Symmetric Broyden - PSB)
(y—Bp)p" +p(y—Bp)"  ((y—Bp),p)pr"

Bpsg = B+
rep (p.p) (p.p)?

(4.67)

Korekcije koje ¢uvaju pozitivnu definitnost

Do sada smo promatrali korekcije ranga 1 ili 2 koje su ¢uvale simeri¢nost matrice
B i zadovoljavale kvazi-Newtonov uvjet. Dodatni zahtjev koji se postavlja bit ¢e

Z(Cp 2 ka
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¢uvanje pozitivne definitnosti. Kvazi-Newtonov uvjet zajedno s uvjetom ¢uvanja
pozitivne definitnosti matrice B pobliZe odreduje kut izmedu vektora p i y:

Bp=y =

(y,p) >0. (v,p) =" (Bp,p)

U cilju ispitivanja nasljednosti pozitivne definitnosti koristit é¢emo sljede¢u
lemu (vidi primjerice [11]):
Lema 9. Neka je A € R™™" simetricna matrica sa svojstvenim vrijednostima
MSA << Ay,
T

i neka je Ar = A+ ouu
vrijednosti A takve da je

za neki u € R". Ako je o > 0, onda At ima svojstvene

MM << <A <AL
a ako je o < 0, onda At ima svojstvene vrijednosti A takve da je
M<ym<Al <<l <o

Teorem 16. Nekaje B € R"*" simetricna pozitivno definitna matricainekasuc,p,y €
R" takvi da je (c, p) # 0. Tada je B definiran s (4.65) pozitivno definitna matrica onda
i samo onda ako je det B > 0.

Dokaz. Ako je B > 0, onda je iz opce teorije poznato da je det B > 0. Za dokaz
obrata, matricu B napi$imo najprije u obliku

7 _ (y=Bp)c"+e(y—Bp)T _ (y=Bp)Tp T
B=B+""", NG
B = B—l—va—i—va,

gdje je
(y—Bp,p)
(c,p)?

y—Bp

U = —

(c,p)

c, w=_c.

Nl

Zbog toga je
{(ZJ +w)(v+w)T — (v—w)(v—w)" =0T +ww’

+20wT — (UUT + ww! — 2va)}

B=B+}(0+w)o+w) - @-w)(o-v)])

Na taj smo nacin B napisali kao zbroj jedne pozitivno definitne matrice (B) i dvije
simetri¢ne matrice ranga 1. Prema lemi 9. matrica

C=B+i(v+w)(v+w)’
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pozitivno je definitna jer je ¢ = 3 > 0.
Nadalje, takoder prema lemi 9., s obzirom daje C > 0ic = —% < 0 matrica

B=C-iv-w)(v-—w)T

moze imati najviSe jednu svojstvenu vrijednost nepozitivnhu. Kako je s druge
strane -
0<detB=Aj---Ay,

i ta jedna svojstvena vrijednost mora biti pozitivna. Dakle, B > 0. O

U cilju ispitivanja za koji ¢e ¢ € R” rekurzivna formula (4.65) ¢uvati pozi-
tivnu definitnost sljedeca lema ispituje determinantu matrice B.

Lema 10. Neka je u; € R", i =1,2,3,4. Tada vrijedi

det (1 Fuqul + M3MZ> = (1+ (u1,u2)) (1 + (uz,1g)) — (u1, 114) (112, u3).

Dokaz. Ako trenutno pretpostavimo daje (u1,uz) # —1,tj. daje sukladno Sherman-

Morrisonovoj lemi I + uju] regularna matrica, onda moZemo pisati

[+ ugul + uzuj = (I+ u1u2> <I+ (I+ugul)~™ 1u3uZ) .
Zatoje det (I + uyul +uzul) = Dy - Dy, gdjeje

Dy =det (I +uul) =14 (u3,u2),
D, = det (I+ (I+ uluZT)*lug,uZ) .

1

. 1 .
Kako je ( I + M]M ) muluz , onda
D = det|I ulug T| _ det | T T lllugu_guz
2 = dettT ) ) Usta | = C€ +usly — T+ (ug,u2)
= det|[1+ (us - zul” ) u] =1+ (s - s w)
= 1+ (u3r M4) ”1 u)z)(ul, Ll4)
iz ¢ega slijedi traZena jednakost. 0

Primjenom leme 10. na (4.65) uz pretpostavku da je postoji B~! i oznaku H :=
B~1, dobivamo

det B = det B {((c, Hy)? — (¢, He)(y, Hy) + (c, Hc)(y,p)) (Ci})z} . (4.68)

U svrhu dokaza ove formule najprije éemo (4.65)

B _ (y=Bp)c"+c(y—Bp)" _ (y—Bp)Tp
B=B+ T — T ccT
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napisati u obliku [ (y — Bp)Tp je broj pa ga moZemo "staviti unutar" cc” |

B=B+ s )[(y Bp)c" +c(y—Bp)" (I_(icp))}

Uvodenjem oznake H := B~! dobivamo

B = B[4+ Ml 4 H B (1 250

Sada vrijedi
det B = det Bdet (I +uud + u3uZ) ,

gdje je

Prema lemi 10. je

det (I +ugud + u3u1) = (14 (uq1,u2)) (1 + (u3,us)) — (u, uq)(uz,usz),

gdje je
() = 1T =1 G =
LG = 1 (1= ) S
ey = e ) -
- e e
(1+ (u1,m2)) 1+ (u3,1s)) = (E,Clgz _(c,Hy)((Ccrgg)(p,y)jL(c,Hy)((cC:I;)ca)(p,Bp)
() = L (1 ) B
_ y'Hy _ ply _ y"Hep'y . y'Hep'Bp
e e (P (ep)®

iz ¢ega slijedi

T T\ _ (cHy)? _ (cHO)(Hy) | (cHo)(y.p)
det (I-+ myuf + ) = (7 — (Al + (i
i traZzena formula (4.68).
Ako pretpostavimo daje B > 0, ondajei H := B~! > 0, pa moZemo defini-
rativ = HY/?yiw = HY?c. Time (4.68) postaje

det B = det B |((v,0)2 — [o|P|w]? + [l0]2(y, p) ) -1z ] - (4.69)
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Na osnovi teorema 16. zaklju¢ujemo da je B > 0 onda i samo onda ako vrijedi
lwl?(y, p) > ol @l = (v,w)2. (4.70)

Jednostavan nacin kako se moze zadovoljiti ova nejednakost koju uveo Davidon
(1959.) (kasnije objasnjeno i implementirano u radu Fletchera i Powella, 1963.).
Naime, ako su w, v (odnosno c,y) linearno zavisni, onda je (4.70) zadovoljeno
akoje (y,p) > 0. Zato se poznata Davidon-Fletcher-Powell korekcija (DFP) ranga
2 dobiva iz (4.65) uz c =y

Bpep = B+ - Bp)/(yfy)(y Bp)" <y(yl;’)’f)yy

= (1-87)B(1-85) + &5

Zadatak 29. Provijerite valjanost formula (4.71)!

(4.71)

Vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem 17. Neka je B € R"*" regularna simetricna matrica i neka je Bppp € R™*"
definiran s (4.71) za neke vektore y, p € R", koji zadovoljavaju (y, p) # 0.
Tada je Bprp reqularna onda i samo onda ako je (y, Hy) # 0, gdje je H := B~ 1.

Ako je Bprp regularna, tada se Hppp := EB}:F moZe zapisati kao

7 HnyH
Hpre = H+ (155 p) (v Hy) * (4.72)

Nadalje, ako je B > 0, onda je i Bppp > 0 onda i samo onda ako vrijedi (y, p) > 0.

Zadatak 30. Provijerite valjanost formula (4.71) i dokazite teorem 17.

Inverzne korekcije

U prethodnim razmatranjima nastojali smo dobiti rekurzivne formule za matrice—
korekcije, koje sve vise nalikuju na Hessijan minimizirajue funkcije. Sada ¢emo
pokusati definirati rekurzivne formule za matrice—korekcije, koje ¢e sve viSe nali-
kovati inverznim Hessijan minimiziraju¢im funkcijama. Te matrice nazivat éemo
inverzne korekcije.

U tu svrhu pretpostavimo da posjedujemo neku aproksimaciju inverznog
Hessijana H [V2f(x)]~! i pomoéu nje pokugajmo pronadi sto bolju aproksima-
ciju H inverznog Hessijana [V2f(x)]~!, gdje je ¥ = x + p. Analogno kvazi-
Newtonovom uvjetu (4.54) (Bp = y) postavimo inverzni kvazi-Newtonov uvjet

Hy = p. (4.73)

Odmah je jasno da opca inverzna korekcija ranga 1, koja zadovoljava inverzni
kvazi-Newtonov uvjet (4.73) mora biti oblika

_ T

, zaneki deR", (d, 0. (4.74)
@y (d,y) #
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Zadatak 31. Pokazite da korekcija ranga 1 zadana s (4.56) i inverzna korekcija
ranga 1 zadana s (4.74) predstavljanju istu korekciju ako je c = B'd.

Kao u slucaju prethodno razmatranih korekcija koje aproksimiraju Hessijan
(V2f(x)) i ovdje se najprije postavlja pitanje ¢uvanja nasljeda simetri¢nosti, .
vrijedi li

H jesimetri¢tnamatrica == H je simetri¢na matrica?

Zadatak 32. Pokazite da je inverzna korekcija ranga 1 koja zadovoljava inverzni
kvazi-Newtonov uvjet (4.73) i ¢uva simetri¢nost takoder zadana formulom (4.63).

Zadatak 33. Sli¢no kao u dokazu leme 8. izvedite formulu za inverznu kvazi-
Newtonovu korekcija ranga 2

= _ (p—Hy)d"+d(p—Hy)" (p—Hy)'y, r
H=H+ o SRR dd’. (4.75)

NajvaZzniju varijantu inverzne kvazi-Newtonove korekcije ranga 2 (4.75), koja
pri tome ¢uva i pozitivnu definitnost, nezavisno su napravili Broyden, Fletcher,
Goldfarb i Shano 1970. godine, pa se ona u literaturi naziva Broyden—Fletcher—
Goldfarb—Shano korekcija ili skra¢eno BFGS-korekcija. Dobiva se tako da u (4.75)
stavimo d = p. MoZe se pokazati da u tom slucaju vrijedi

= py" ) ( yp” ) pp’
Hepes = (- H(I- . 4.76
BrGS ( . p) wp) (4.76)

kao i sljede¢i teorem:

Teorem 18. Neka je H € R"*" reqularna simetricna matrica i neka je Hgpgs € R"™"
definirana s (4.76) za neke vektore y, p € R", (y,p) # 0.
Tada je Hppgs reqularna onda i samo onda ako je (p, Bp) # 0, gdje je B = H~1.

. TT = ——1 v Ly
Ako je Hppgs regularna, onda se Bprgs := Hprgg moZe zapisati kao

yy' _ Bpp'B
(v.p)  (p,Bp)

Bprgs = B+

Nadalje, ako je H > 0, onda je Hgpgs > 0 onda i samo onda ako je (y, p) > 0.

Zadatak 34. Provijerite valjanost formule (4.76) i dokaZite teorem 18.



POGLAVLJE

Problem uvjetne minimizacije

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se tehnike iz prethodnih poglavlja mogu
primijeniti na optimizacijske probleme uvjetne minimizacije.

Do sada nam je x; uglavnom predstavljalo x;-tu aproksimaciju, a tu éemo
oznaku koristiti i u ovom poglavlju. Buduéi da ¢emo u ovom poglavlju ¢esto
ra¢unati i s komponentama k-te aproksimacije, oznaka (xy); predstavljat ¢e nam
i-tu koordinatu k-te aproksimacije.

Kod uvjetne minimizacije pretpostavit ¢emo da su ograni¢enja jednostavna.
UtusvthunekasulLy,Ly,..., L, iUy, Uy,..., U, realni brojevi takvi da vrijedi

—co< Li<U; <400, i=1,...,n.

Problem uvjetne minimizacije problem je odredivanja lokalnog minimuma
x* funkcije f s n varijabli pri ¢emu je zadano ogranicenje:

yeQ={xeR":L; < (x); <U}.
Odnosno, zahtijevamo da je x* takav da vrijedi

f(x*) < f(x) zasvex € Qblizu x*.
Problem se obi¢no zapisuje kao

g{rél(rllf(x) (5.1)

Bududi da je skup () kompaktan, uvijek postoji rjeSenje gore navedenog mi-
nimizacijskog problema [24].

Nejednakosti L; < (x); < U;, i = 1,...,n zovemo ogranifenjima, a reéi
¢emo da je i-to ogranicenje aktivno za x € QY akojeili (x); = L;ili (x); = U;. U
suprotnom, re¢i éemo da je i-to ograni¢enje neaktivno. Skup svih indeksa i tako
da je i-to ogranicenje aktivno (neaktivno) zvat éemo skupom aktivnih (neaktiv-
nih) indeksa za x i oznadivat ¢emo ga s A(x) (N (x)).

75
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5.1 NuZnii dovoljni uvjeti za optimalnost

U 2. poglavlju ve¢ smo proucavali nuZzne i dovoljne uvjete da bi to¢ka x* bila mi-
nimum funkcije. Posebnu paZnju posvetili smo konveksnim funkcijama. Ovdje
¢emo neke od tih rezultata generalizirati za slu¢aj uvjetne minimizacije.

Ako promatramo problem s ogranicenjem za realnu funkciju jedne varijable,
tada se domena funkcije restringira na segment [a, b]. Tada moramo promijeniti
nuZzne uvjete tako da oni dopustaju moguénost da se minimum x* nalazi u jed-
nom od krajeva. Ako je x* = a lokalni minimum, tada ne mora biti f’(a) = 0,
medutim, bududi da je a lokalni minimum, f(x) > f(a) za sve a < x dovoljno
blizu g, stoga je i f'(a) > 0. Medutim nista ne mozemo reéi o f. Ako je f dife-
rencijabilna na (a, b), tada su nuzni uvjeti za sve tri mogucnosti x* =a, x* =bi
a < x* < b iskazani sljede¢im teoremom.

Teorem 19. Neka je f derivabilna funkcija jedne varijable na segmentu [a, b]. Neka je
x* lokalni minimum funkcije f na [a, b]. Tada je

f(x*)(x—x*) >0 zasve xE€ [a, b (5.2)

Nadalje, ako je f dva puta derivabilna na [a, b], tada vrijedi
() (x* —a)(b— ) > 0.

Izraz (5.2) posluZzit ¢e nam kao motivacija za sljedec¢u definiciju stacionarnosti.
Definicija 11. Tocka x* € () stacionarna je za problem (5.1) ako je

V)T (x—x*) >0 zasve xe€Q.

Uoc¢imo da stacionarna tocka funkcije definirana u poglavlju 2. (x je staci-
onarna tocka funkcije definirane na otvorenom skupu ako je Vf(x) = 0) zado-
voljava uvjet (5.2). Stovige, vrijedi da x* € IntQ zadovoljava gornji uvjet ako i
samo ako V f(x*) = 0.

Sliéno kao u slucaju kada nema ogranicenja, moZze se pokazati ¢injenica da
optimalnost povlaci stacionarnost.

Teorem 20. Neka je funkcija f diferencijabilna na konveksnom skupu ) i neka je x*
rjesenje problema (5.1). Tada je x* stacionarna tocka za problem (5.1).

Dokaz. Neka je x* rjeSenje problema (5.1) i y € Q). Bududi da je () konveksan,
duzina odredena to¢kama x* i y je u . Stoga, funkcija

(1) = f(x" +ty — 7))

definirana je za svaki t € [0, 1] i ima lokalni minimum ¢ = 0, stoga po teoremu
19
0<®(0)(t—0) zasve te]0,1],

odnosno
0 <®'(0) = VF(x") (y — "),

§to smo i trebali pokazati. O
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Kako bismo ilustrirali ulogu druge derivacije promotrit éemo funkciju dvije
varijable. Nekaje n = 2ineka funkcija f” zadovoljava Lipschitzov uvjet || f” (x) —
")l < AMlx—y|ll Vx,y € Q=10,1] x [0, 1]. Ako je x* rjeSenje od (5.1) i ni-
jedno ogranicenje nije aktivno, tada je f”(x*) pozitivno semidefinitna matrica
uz isto argumentiranje kao kada nemamo ogranic¢enja. Medutim, ako je jedno
ili vise ograni¢enja aktivno, tada ne mozZemo nista zakljuciti o pozitivnoj definit-
nosti matrice f”(x*). Pretpostavimo da je minimum funkcije u x* = (&, 0), gdje
je 0 < ¢ < 1. Nista ne moZzemo redi o 9*f(x*)/dx3, ali funkcija ¢(t) = f(t,0)
definirana na [0, 1] mora zadovoljavati

¢ (&) = Pf(x*)/9x% > 0.

Doprinosi drugih parcijalnih derivacija koji odgovaraju neaktivnim ogranicenji-
ma moraju biti nenegativni, dok niSta ne mozemo reci o doprinosima koji odgo-
varaju aktivnim ogranicenjima.

Kako bismo upravo izlozenu ideju preciznije iskazali, definirat éemo reduci-
rani Hessijan.

Definicija 12. Neka je f dva puta diferencijabilna u x € ). Reducirani Hessijan

£ (x) matrica je ¢iji su elementi definirani s

(FU(x));s = { ?;{;/(x))ijl ?rl:éjee i€ A(x)ilij € A(x)

Sljedeci teorem daje nuzni uvjet koriste¢i pojam reduciranog Hessijana.

Teorem 21. Neka f zadovoljava Lipschitzov uvjet || f"(x) — f"(y)|| < Allx —y|
Vx,y € R" i neka je x* rjesenje problema (5.1). Tada je reducirani Hessijan fg(x*)
pozitivno semidefinitna matrica.

Dokaz. Pretpostavimo da ima m neaktivnih indeksa i n — m aktivnih. Particioni-
ramo x € Q) (po potrebi ispermutiramo varijable) tako da je x = (u,v), gdje u
odgovara neaktivnim indeksima, dok v odgovara aktivnim.

Tada preslikavanje ¢(u) = f(u,v*) ima lokalni minimum u* € R™ (ako
je minimum funkcije bez ogranicenja) i stoga je ¢" (1*) pozitivno semidefinitna
matrica. Buduéi da je tada reducirani Hessijan jednak

P (P” (u*) 0
fR (x ) - ( 0 I
slijedi dajei fg (x*) pozitivno semidefinitna matrica. O

Neka P oznacava projekciju na (). To je preslikavanje koje varijabli x pridru-
Zuje najblizu tocku (u I normi) iz skupa Q). Tada vrijedi
Ly, akoje (x); <L
(P(x))i = (x)i, akoje L; < (x); < U
U;, akoje (x);>1U;

Jedna karakterizacija stacionarne toc¢ke dana je sljedeé¢im teoremom.
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Teorem 22. Neka je f neprekidno diferencijabilna. Tocka x* € () stacionarna je za
problem (5.1) ako i samo ako je

¥ =P(x* —aVf(x")),
za sve o > 0.

Ovaj ¢emo teorem dokazati u poglavlju analize konvergencije jer ¢emo tada
imati sve tvrdnje koje su potrebne za dokaz.

U nastavku ¢emo navesti nekoliko rezultata vezanih uz dovoljne uvjete ko-
risteci pojam reduciranog Hessijana. Ako je x* stacionarna tocka te i € N (x*),
tada je x* £ te; € Q) za sve t dovoljno male (¢; je i-ti kanonski vektor).

Bududi da je

df(xdtiftei) lizo = £V f(x")e; >0,
stoga

(VF(x*)); =0 zasve i€ N(x¥).

Pojam nedegenerirane stacionarne tocke problema koristit ¢emo u formula-
ciji dovoljnih uvjeta. Navedeni pojam vaZzan je i za definiranje zaustavnog krite-
rija.

Definicija 13. To¢ka x* € () je nedegenerirana stacionarna toc¢ka problema (5.1)
ako je x* stacionarna tocka i vrijedi

(VF(x*)); #0 zasve ie A(x").

Ako je x* i rjeSenje problema (5.1), tada kaZemo da je x* nedegenerirani lokalni
minimum.

Ako je S proizvoljan skup indeksa, definiramo

(psx)l.:{ (x);, akoje (x);€S

0, inace

Prvo ¢emo dokazati lemu u kojoj se koristi pojam nedegeneriranosti, a koris-
tit ¢emo je u nastavku poglavlja.

Lema 11. Neka je x* nedegenerirana stacionarna tocka. Pretpostavimo da A(x*) nije
prazan. Tada postoji o takav da vrijedi

V) (x = x*) = V)P g (x = 57) > 0| P ey (x — 2Y) |
za sve x € Q).

Dokaz. Postoji ¢ > 0 tako da ako jei € A(x*), tada nedegeneriranost i stacionar-
nost povlace da je ili

(M)i=Li i (VFM)izo ili () =U i (Vf(x")); < -0
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Akoje x € ), tadazasvei € A(x*)
(VA(x))ilx = x%); = o (x — 7).
Bududi daje ||x|[1 > ||x]|, vrijedi nejednakost
V()P gy (x = %) 2 0| P ey (x = ),
Sto je i trebalo pokazati. O

Iskazat ¢emo teorem koji daje dovoljan uvjet, a sli¢an je pripadnom teoremu
iz slu¢aja kada nemamo ogranicenja.

Teorem 23. Neka je x* € () nedegenerirana stacionarna tocka problema (5.1). Neka je f
dva puta diferencijabilna u okolini tocke x*. Pretpostavimo da je reducirani Hessijan u x*

pozitivno definitna matrica. Tada je x* rjesenje problema (5.1) (stoga je i nedegenerirani
lokalni minimum).

Dokaz. Neka je x € Q. Definirajmo funkciju ¢ s ¢(t) = f(x* + t(x — x*)). Poka-
zat ¢emo tvrdnju tako da pokaZemo da je

ili (i) ¢'(0)>0 ili (i) ¢'(0)=0,¢"(0) > 0.
Neka je e = x — x* i uo¢imo da je
¢'(0) = Vf(x*)Te = VF(x) (P ageye + Prrxn)e)-

Stacionarnost tocke povlaci da V f (x*)TPN(x*)e =0.
Ako je P y(,+ e # 0, tada nedegeneriranost povlaci da je

Vf(x*)TPA(X*)e >0

i stoga vrijedi (i).
U suprotnom, ako je P 4(g-j¢ = 0, tada je

¢"(0) = (x = x") TPy f" (") Py (x = 27) > 0,

stoga vrijedi (ii). O

5.2 Gradijentna metoda s projekcijom

U ovom poglavlju definirat ¢emo algoritam gradijentne metode s projekcijom
koji je prirodna primjena gradijentne metode na problem uvjetne minimizacije.
Ako imamo aproksimaciju x., tada je nova aproksimacija dana s

Xy =Pxe —aVf(xe)),
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gdje je a duljina koraka odredena algoritmom, sli¢no kao u slucaju kada nema
ogranicenja. U ovom poglavlju, radi jednostavnosti zapisivanja, za & > 0 uvo-
dimo x(«) koji oznacava sljedecu aproksimaciju ako je duljina koraka a. U slu¢aju
gradijentne metode imamo

x(w) =P(x —aVf(x)).

Duljinu koraka a odredivat ¢emo iz uvjeta

flx(@) = f(x) < ZEllx = x(a)]| (53)
Pri odredivanju duljine koraka potrebno je odrediti najmanji prirodni broj m tako
da za a = B vrijedi gornja nejednakost. Parametar c obi¢no se stavlja na 1074

[10].

Algoritam za gradijentnu metodu dan je sljede¢im algoritmom.

Algoritam 5. Algoritam gradijentne metode sa projekcijom

fori:=1, ..., nmax do
izrac¢unaj f i V f; provjeri zaustavni kriterij
odredi najmanji prirodni broj m tako da vrijedi nejednakost (5.3) za
x=p"
x = x(a)
end for
if n = nmax i zaustavni kriterij nije zadovoljen then
Ispisi: "Algoritam nije odredio zadovoljavaju¢u aproksimaciju";
end if

U nastavku ¢emo uvesti zaustavni kriterij.

Zaustavni kriterij

Budu¢i da promatramo minimizaciju funkcije uz ogranic¢enja, moramo prilago-
diti zaustavni kriterij koji ¢e na odgovarajuéi nacin ukljuciti ogranic¢enja. Primi-
jetimo da prilikom rjeSavanja problema (5.1) V f ne mora biti nula. Zaustavni
kriterij koji se namece u slu¢aju minimizacije funkcije s ograni¢enjima ukljucuje
razliku x i x(1). Ako je razlika mala, onda mozemo zaustaviti iterativni proces.
Kako bismo potvrdili da je razlika x i x(1) dobra mjera za zaustavljanje, izvest
¢emo dovoljne uvjete koji potvrduju opravdanost ovog zaustavnog kriterija.

Prisjetimo se oznake e = x — x*. Prvo ¢emo iskazati pomo¢éni rezultat koji
nam je potreban za dokaz teorema.

Lema 12. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna na Q) i neka je x* nedegeneri-
rana stacionarna tocka problema (5.1). Neka je o € (0,1]. Tada za x dovoljno blizu x*
vrijedi
1. A(x) C A(x™) i (x);= (x"); zasve i€ A(x),
A(x(w)) = A(x™) i (x(a)); = (x*); zasve ie A(x™).
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Dokaz. Neka je 67 = r/r\1/1(n ){(U,- — (x*);), (x*); — L;, (U; — L;)/2}. Akojei €
1eEN (x*
N(x*)i|le|]| < 8y, tada L; < (x); < U;. Stoga

N(x*) Cc N(x),
¢ime smo dokazali tvrdnju da je A(x) C A(x*). Stovie, kakojei € A(x) C
A(x*), (x); = L; ili x; = U; te zbog Cinjenice da je
lle]| < 1 < min{(U; — L;)/2},

imamo (x); = (x*); zasve i € A(x) ¢ime smo dokazali tvrdnju 1.
Nekajei € A(x*). Prema lemi11. i zbog neprekidnosti od V f postoji d, tako
da akoje |le|| < &,, tada

(Vf(x*4e))i(x —x*); > o|lx — x*|;/2.
Stoga, ako je
lle|| < 3 < min{c/2,5,},

tadajei € A(x(a))i(x(a)); = (x*);, ¢ime smo dokazali da je A(x*) C A(x(«)).
Stoga, treba jo$ pokazati da A(x*) D A(x(«)).
Iz definicije projekcije P imamo

IP(x) =Pl < llx -yl

za sve x,y € R". Buduéi da je V2f neprekidna, postoji Lipschitzova konstanta
L za Vf u Q. Ako iskoristimo ¢injenicu da je x* stacionarna tocka uz teorem 22.
imamo

X =x"(a) = P(x* —aVf(x")).
Nadalje,

[x* = x(a)[| = [P(x* —aVf(x*)) = P(x —aVf(x))]
< el + &l Vf(x*) = V£(x)]]
< (1+ La)]fe]. (5.4)

Ako bi postojao i € A(x(a)) NN (x*), tada bi vrijedilo

[x* = x(a)|| > 61 = ieljl\}i(g*){(ui = (x)i), ((x)i = Li) }. (5.5)

Medutim, ako je
lle|l < 64 = min{é3,81/(1+«aL)},
tada nejednakost (5.4) povlaci da (5.5) ne moze vrijediti, stoga je pretpostavka da

jei € A(x(«)) NN (x*) kriva. Znadi, akojei € A(x(a)), ondajei € A(x*), Eime
smo dokazali obrnutu inkluziju. O
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Teorem 24. Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna na O3, neka je x* nedegene-
rirana stacionarna tocka problema (5.1) i neka A(x*) nije prazan skup. Tada postoje 6 i
M tako da ako je ||e|| < 6 i A(x) = A(x*) te vrijedi

lel < 1x — x(1)|| < Me].

Dokaz. Neka je L Lipschitzova konstanta od Vf u Q). Koristeéi stacionarnost
imamo

lx = x(D = fle = (x(1) = x*(1))]]
< lell +[IP(x = V£(x)) = P(x" = VF(x)
<2llefl + V£ (x) = V() < 2+ L)[le]-

Stoga, uz konstantu M > 2 + L vrijedi desna nejednakost.
Kako bismo dokazali lijevu nejednakost primijenit ¢emo lemu 12. Neka je &
takav da je ||e|| < d1, tada lema 12. vrijedi za « = 1. Pomo¢u leme dobivamo

Vf(x)); akoje i€ N(x*
sty = { (FFEP Bk TEN)

Ostaje nam provijeriti slu¢aj kada je i € N'(x) = N (x*). Dovoljni uvjeti povlace
da postoji 4 > 0 tako da vrijedi

U Py VA () Pyt = 1l Pyt
za sve u € R". Stoga postoji d; tako da je ||e|| < J,. Tada vrijedi
WPy V2 F(X)Piraony it = il|Poreny /2

zasve u € R". Nadalje, buduci da je e = Py (,+)e, imamo

1
HPN(X*)(x—x(l))HZ:/O TP V2f (x + te)edt

1
= /0 eTPN(X*)VZf(x + te) Ppr(x)e dt
> || Prraeyel* /2.
Stoga vrijedidaje |[[x — x(1)|| > min{1, \/u/2}|le||. Ako odaberemo M = max{2+
L,1,\/2/u}, tada su zadovoljene obje nejednakosti. O

Zaustavni kriterij definirat ¢emo tako da u sebi sadrzi relativnu i apsolutnu
mjeru stacionarnosti ||x — x(1)||. Neka je ro = |[xo — x¢(1)||, a relativna i ap-
solutna tolerancija neka su dane sa 7, i 7, respektivno. Tada se u algoritmu
gradijentne metode s projekcijom za zaustavni kriterij uzima nejednakost

lx = x| < 7 + 70, (5.6)
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Analiza konvergencije

Za razliku od analize konvergencije za standardnu gradijentnu metodu sada po-
sebnu paZznju moramo posvetiti ograni¢enjima. Analizu ¢emo zapoceti lemom.

Lema 13. Zasve x,y € )
(y —x(@)" (x(0) — x +aVf(x)) 2 0.
Dokaz. Koristeci definiciju P vidimo da je
[x() =x +aVf(x)|| < [ly —x +aVf(x)]
za sve y € (). To znaci da je t = 0 lokalni minimum funkcije
¢(t) = |1 = )x(a) +ty —x +aVf(x)|?/2
na [0, 1] pa vrijedi
0<¢'(0) = (y —x()" (x(a) — x +aVf(x)),
§to je i trebalo pokazati. O
Nejednakost iz prethodne leme obi¢no ¢emo koristiti u ekvivalentnoj formi
(x = x(0))"(y — x(0)) < aVF(x)(y - x(a)). (5.7)
Ako u prethodni izraz uvrstimo y = x dobit ¢emo sljede¢i korolar.
Korolar 3. Zasve x € Qi > 0 vrijedi
lx = x(a) > < aVf(2)" (x — x(a)).

MozZe se pokazati da ako za duljinu koraka koristimo nejednakost (5.3) uz
pretpostavku o Lipschitz neprekidnosti, tada ¢e duljina koraka biti pozitivan broj
Sto je preciznije pokazano sljedeé¢im teoremom.

Teorem 25. Pretpostavimo da je V f Lipschitz neprekidna s Lipschitzovom konstantom
L i neka je x € Q). Tada je nejednakost za odredivanje koraka (5.3) zadovoljena za svaki
« koji zadovoljava

2(1—c)
0<a< =

Dokaz. Uzmimo daje y = x — x(a). Tada imamo

Fla =) = F3) = f(xla)) ~ f) = = [ V) Ty

Nadalje vrijedi

FG@) = F@) + V)T al@) ) = [[(Vf(x— ty) = V@) Ty,
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Nakon sredivanja prethodni izraz moZze se zapisati kao
a(f(x) = f(x(0))) = aVf(x)T(x — x(a)) + aE,

gdjeje E = fol (Vf(x —ty) — Vf(x))Tydt. Ako iskoristimo Lipschitz neprekid-
nost dobit ¢emo
IEN < Lilx — x(a)]?/2.

Nadalje imamo
a(f(x) = f(x(0))) = aVf(x)"(x — x(a)) — aL]x — x(a)[?/2

Ako sada iskoristimo tvrdnju iz Korolara 3. dobit ¢emo

a(f(x) = f(x(a)) = (1—aL/2)[x — x(a)]%,
iz ¢ega slijedi tvrdnja teorema. O

Prema oznakama iz algoritma za gradijentnu metodu s projekcijom mozemo
zakljuciti da ¢e odredivanje koraka biti zadovoljeno, ako ne prije, onda kada je

prepd<prt = prz 20

Stoga je donja granica za duljinu koraka
a=220-9 (5.8)

Teorem 26. Pretpostavimo da je V f Lipchitz neprekidna s konstantom L. Neka je {x, }
niz generiran gradijentnom metodom s projekcijom. Tada je svako gomiliste niza staci-
onarna tocka.

Dokaz. Bududi daje {f(x,)} padajudi niz, a funkcija f ograni¢ena je odozdo na
Q, f(x,) ima limes limy_,, f(x;) = f*. Zbog ograde za duljinu koraka imamo

I = xnl|? < a(f (xn) = f(xnr1)) /e < (f(n) = f(xns1)) /€ = 0

kadan — oo.
Nekajey € Q)in > 0. Koriste¢i nejednakost (5.7) slijedi

V) (xn —y) = V() (1 —y) + V()T (o = x011)
< (= Xn1) T (Wn1—y) + V() (= Xng1).
Ponovno zbog donje ograde za duljinu koraka (5.8) imamo
Vi Cen) (=) < otn =t ongn = yll =+ IV F Gen) ), (5.9)
Vi) (= y) < otn = 2t [ @ Hlxusr =yl IV Ga)l). - (5:10)

Ako x,; — x* kao podniz {x, }, tada moZzemo pogledati limese u gornjim nejed-
nakostima (5.9-5.10) kada | — oo i time dokazati teorem.
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Algoritam gradijentne metode s projekcijom ima vazno svojstvo da ako ko-
nvergira prema nedegeneriranom lokalnom minimumu, tada je aktivni skup A"
od x, isti kao i A(x*) nakon kona¢no mnogo iteracija.

Teorem 27. Pretpostavimo da je f dva puta neprekidno diferencijabilna i da aproksima-
cije {x, } dobivene gradijentnom metodom s projekcijom konvergiraju prema nedegene-
riranom lokalnom minimumu x*. Tada postoji ny tako da je A(x,) = A(x*) za sve
n > ny.

Dokaz. Neka je & donja ograda za duljinu koraka. Neka je ¢ takav da vrijede
tvrdnje iz leme 12. za sve & = & (stoga i za sve « > &). Neka je ng takav da je
llen|| < 6 za sve n > ny — 1, tada vrijede tvrdnje teorema. O

Na kraju ovog poglavlja, buduéi da smo pripremili sve potrebne rezultate,
dokazat ¢emo teorem 22.:

Dokaz. Korolar 3. daje nejednakost
0 < " —x* () < aV (") (x* = x*(a)).
Ako u definiciju stacionarnosti uvrstimo x = x*(«), imamo
V()T (" = x*(a)) <0
i stoga x* = x*(«).
Kako bismo dokazali obrat, pretpostavimo da je x* = x*(«) za sve « > 0.
To povladi da x* ostaje isti kada primijenimo gradijentnu metodu s projekcijom.

Stoga je x* i stacionarna tocka.
O

Definirajmo funkciju
F(x) =x—P(x—Vf(x)).
Iz definicije aproksimacije x(«) imamo
F(x) = x—x(1).
Ako u teorem 22. uvrstimo a = 1, dobit ¢emo sljededi korolar.

Korolar 4. Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija na Q3. Tada, ako je x* staci-
onarna, onda je F(x*) = 0.
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5.3 Newtonova metoda s projekcijom
Prvo ¢emo definirati A€(x), e-aktivan skup u x sa
AS(x)={i : U;— (x); <e ili (x);—L; <€}

Sli¢no kao u prethodnom poglavlju, neka se komplement skupa oznacava sa
N€(x) i zvat éemo ga e-neaktivnim skupom.

Neka je dan € takav daje 0 < € < min{(U; — L;)/2 : i =1,2,...,n}, x: i
Hessijan u tocki x. (oznacen s H;). Tada moZemo uvesti reducirani Hessijan R,
kao matricu definiranu s

Re = P ge(xe) (Xe) + Prre(xo) (e ) HePave (x,) (xc)
_ 5 akoje i€ A°(x.) ili je A%(x.)
| (He)j, inace.

Kada je vaZzna eksplicitna ovisnost o x., € = €., H. reducirani Hessijan oznac¢avat
¢emo sa R(x, €., He).

Primijetimo da je V& f(xc) = R(xc, 0, V2f(xc)).

Ako je pocetna iteracija xg dovoljno blizu nedegeneriranom lokalnom mini-
mumu x*, tada ée Newtonova metoda s projekcijom raditi s korakom duljine 1,
odnosno &« = 1. Nadalje, ako se €, pazljivo odabere, tada ¢e niz aproksimacija
konvergirati g-kvadrati¢no ka x*.

Jedna preporuka za € u n-tom koraku (e,) je [18]

en = min{|[x, — xu ()|, (Ui — L;)/2}.

Ako imamo aproksimaciju x., ako je R(x,€, V&£ (x)) simetri¢na pozitivno
definitna matrica, tada je nova aproksimacija dobivena Newtonovim algoritmom
s projekcijom dana s

x(a) = P(x+ap),
gdje se p dobija kao rjeSenje sustava
R(x,e, Vif(x)p = —Vf(xc),

a « odreduje duljinu koraka. Duljina koraka odreduje se kao u slucaju kod gra-
dijentne metode s projekcijom.

Moze se pokazati da akoje 0 < € < min{(U; — L;)/2:i=1,2,...,n}iako
je R(x,€, V4 f(x)) simetri¢na pozitivno definitna matrica, tada je

flx(a)) < f(x),

za dovoljno mali a. Stovise, u [18] je pokazano da je zadovoljen dovoljni uvjet

f(x(@)) = f(x) < —=CVf(0)T (x - x(a)),

za dovoljno mali .
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U sljede¢em algoritmu dan je formalan opis Newtonovog algoritma s projek-
cijom. Napomenimo da ako je pocetna aproksimacija x¢ daleko od x* i reducirani
Hessijan nije simetri¢na pozitivno definitna matrica, tada odabir duljine koraka
(stoga i cjelokupni iterativni proces) moze biti problem. Algoritam koristi ¢inje-
nicu da je

R(x,e, Vif(x)) = R(x,e, V2f(x))
koja slijedi iz ¢injenice da je A(x) C A¢(x).

Algoritam 6 . Newtonova metoda s projekcijom

Ulazni parametri: x, f, nmax,T.
fori:=0,1,...,nmax do
(a) Izrac¢unaj f i V f; provijeri zaustavni kriterij (5.6);
(b) e = [|x — x(1)]];
(c) Izra¢unaj R = R(x,€, V& f(x)). Ako R nije simetri¢na pozitivno
definitna matrica, tada prekini optimizacijski proces;
(d) Rijesi sustav Rp = —V f(xc);
(e) Odredi najmanji prirodni broj m tako da vrijedi nejednakost (5.3)

zanx = ";
(f) x = x(a).
end for

if n = nmax i zaustavni kriterij nije zadovoljen then
Ispisi: "Algoritam nije odredio zadovoljavaju¢u aproksimaciju";
end if

Sljede¢im teoremom pokazat ¢emo da ako smo blizu minimuma, onda je br-
zina konvergencije kao kod standardne Newtonove metode.

Teorem 28. Neka je x* nedegenerirani lokalni minimum. Ako je xo dovoljno blizu x*
i A(xg) = A(x*), tada ée Newtonova metoda s projekcijom (uz €, = ||xn — x,(1)||)
konvergirati kvadraticnom brzinom.

Dokaz. Nasa je pretpostavka da je aktivni skup identificiran, odnosno
Alxe) = Alxs) = A(x"),
Sto povlaci da

PA(xC)eC = ,P.A(xf)e-&- =0.

Stoga kako bismo dokazali rezultat moramo procijeniti Py, e+
Neka je

0" = min, {1(x); ~ Uil ()~ Lil} > 0.

Pogresku e uzimamo tako da je

lel <67/ M,
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gdje je M konstanta iz teorema 24. Tada teorem 24. mozemo primijeniti kako bismo
zakljudili daje €. < 0% i ||ec|| < 0*. Tada svaki indeks i € A%(x.) takoder mora
bitiiu A(x.) = A(x*).
Stoga

A (xe) = A(xe) = A(x™),

iz Cega slijedi da je
R(xc, €c, V%f(xC)) = V%{f(%)'

Stoga za ||e.|| dovoljno mali, Newtonova metoda sa projekcijom daje

X = P(xc = (VRf(xc) 'V f(xe).
Koristenjem fundamentalnog teorema matematicke analize imamo

Vi(xe) = VF(x*) + V2f(xc)ec + Eq, (5.11)
gdje je

1
E, = /0 (V2F(x* + tec) — V2F(xe))ec dt

itadaje ||E1|| < Ki|lec||? za neku konstantu K; > 0.
Iz nuznih uvjeta imamo

Prin V() = Py VA(x*) = 0. (5.12)
Iz &injenice da je N (x;) = N (x*) dobivamo ekvivalentne tvrdnje
ec = Prisyec 1 Pugulc = 0. (5.13)
Nadalje, uzimajuéi u obzir (5.11), (5.12) i (5.13) imamo
P VF (xe) =Prra) V2 F(X) Prr(aoy e + P E1

=P A(x)8 + Pr(x) VA (%) Pur(xo) e + P En
=V2f(xc)ec + Prr(xo) E1-

Sada koriste¢i definiciju od V% dobivamo
Prxe) (VR (%) TV F(xe) = (VRF(x) Py VF(xe) = ec + Ea,

gdjeje || E2|| < Kz|lec||? za neku konstantu Kp > 0.
Buducdi da je Py ) Pw = PPy wzasvew € R"

Pr X+ =Pn(x) P(xe — (VR (x) 'V £ (x0))

=PPh(xe) (X = (VRS (xe)) 7V f(xc))
:’P(x* — Ez).

Stoga ey < Kj||ec||?, 8to je i trebalo pokazati. O



POGLAVLJE

Metode direktnog trazenja

U ovom poglavlju proucavat ¢emo metode direktnog trazenja. To su metode koje
kre¢u od vrijednosti funkcije f u to¢kama koje su na pocetku zadane nakon cega
se iz tih podataka odreduje sljedeca tocka u cilju minimizacije funkcije. Obradit
¢emo metode koje eksplicitno ne koriste aproksimaciju gradijenta.

6.1 Nelder-Meadov algoritam

Nelder-Meadov simpleks algoritam u pojedinom koraku algoritma formira sim-
pleks S koji kao svoje vrhove sadrZi aproksimacije oko optimalne tocke. Sim-
pleks, u N dimenzija, konveksna je ljuska N + 1 tocaka. Npr. u dvije dimenzije
simpleks je trokut, a u tri dimenzije tetraedar.

Kod Nelder-Meadovog simpleks algoritma vrhovi x1, xp, ..., XN41 sortirani
su u odnosu na vrijednosti funkcije f, odnosno

f(x1) < flx) <--- < flanga): 6.1)

x1 zovemo najboljim vrhom, a vrh xy1 najlosijim vrhom. Ukoliko je vrijednost
funkcije u nekim vrhovima jednaka vrijednosti funkcije u x;, tada najbolji vrh
nije jedinstveno odreden.

U danom koraku algoritma cilj je zamijeniti najlosiji vrh xx41 novim vrhom
oblika

x(u) = (1+pu)x — pxny1, (6.2)

pri ¢emu je X centroid konveksne ljuske podataka (x), ..., (x)n, odnosno
N
=4 Z(x)i. (6.3)
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Vrijednost y nalazi se u sljede¢im intervalima
=1 < pue <O < ok < pr < He.

Vrijednost # odreduje kakav ¢e se korak algoritma izvrSavati danom koraku al-
goritma. U sljedeéem je algoritmu opisano o kojim se koracima radi. Ova for-
mulacija algoritma dopusta kraj algoritma akoje f(xn41) — f(x1) dovoljno malo
(manje od unaprijed zadane tolerancije € > 0) ili je broj pozivanja funkcije f pre-
8ao0 odredeni, unaprijed zadani broj. Ozna¢imo ga sa kyy-

Jedan mogucéi odabir vrijednosti y je

{tr Hes Mok pruk } = {1,2,1/2,-1/2 }.
slika 6.1. pokazuje mogudce transformacije opisane u navedenom algoritmu u

slucaju dvije dimenzije (N = 2). Vrhovi pocetnog simpleksa numerirani sus 1, 2
i3.

Uy

Slika 6.1. Novi vrhovi kod Nelder-Meadovog simpleks algoritma

Za Nelder-Meadov algoritam ne mozZe se jamciti konvergencija, ¢ak ni za
glatke funkcije. Medutim, performanse Nelder-Meadovog algoritma u praksi
su vrlo dobre.

Slucaj kada Nelder-Meadov algoritam ne konvergira je slucaj kada dolazi do
stagnacije u neoptimalnoj tocki. Tada je potrebno pokrenuti algoritam na novom
skupu tocaka, pri ¢emu se od prijasnjih tocaka zadrzava jedino najbolja tocka.
Vise o kriteriju prepoznavanja stagnacije i algoritmima koji opisuju novi skup
to¢aka mozZe se nadi u [18].
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Algoritam 7 . Algoritam Nelder-Mead

Ulaz: S-pocetni simpleks, f, € > 0, kjax
Izra¢unaj vrijednost funkcije f u vrhovima simpleksa S i sortiraj vrhove
tako da vrijedi (6.1), fp, = N +1
while f(xn4+1) — f(x1) > e do
Izracunaj X prema (6.3), x(y,) prema (6.2), fr = f(x(pts)), for = for +1
(a) Refleksija:
if fp, = kmax then; exit; end if
if f(xl) < fr < f(xN) then
zamijeni xn41 sa x(},) iidi na korak (f)
end if
(b) Ekspanzija:
if fp, = kpax then; exit; end if
if f, < f(x1) then
izracunaj fo = f(x(pte)), for = for +1
end if
if f. < f, then
zamijeni xn41 sa x(}.) ; else zamijeni xn+1 sa x(j,) iidi na korak
(f)
end if
(c) Vanjska kontrakcija:
if fp, = kpax then; exit; end if
if f(xn) < fr < f(xNn41) then
izracunay fi = F(x(jtot)), for = for +1
end if
if fr < f, then
zamijeni xy41 sa X(pyx) 1 idi na korak (f); else idi na korak (e)
end if
(d) Unutarnja kontrakcija:
if fp, = kmax then; exit; end if
if f, > f(xn41) then
izratunaj fy = f(x(ptur)), for = for +1
end if
if fk < f(xN+1) then
zamijeni xy41 sa X (k) 11di na korak (f); else idi na korak (e)
end if
(e) Stezanje:
if fp, > kpax — N then, exit, end if
fori=2,..., N+1do
x;i = x1 — (x; — x1) /2, izracunaj f(x;),for = for + 1
end for
(f) Sortiraj vrhove od S tako da vrijedi (6.1)
end while
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6.2 MDS algoritam

U cilju poboljsanja Nelder-Meadovog algoritma u MDS algoritmu (eng. multi-
directional search) zahtijeva se da je novi simpleks kongruentan polaznom sim-
pleksu.

Slika 6.2. pokazuje u slucaju dimenzije 2 dva tipa simpleksa koji se pojavljuju
u ovom algoritmu. Pocevsi s uredenim simpleksom S¢ s vrhovima x1, x2, x3 ako
primijenimo korak refleksije dobit éemo simpleks S” s vrhovima x1, 77 i r3. Akoje
najbolja vrijednost funkcije u vrhovima simpleksa S” bolja od najbolje vrijednosti
f(x1) uSY, tada se S” privremeno prihvaca i nastavlja se s korakom ekspanzije.
slika 6.2. pokazuje i korake ekspanzije te kontrakcije koji se koriste u algoritmu.

Korak ekspanzije u ovom slucaju razlikuje se od ekspanzije u Nelder-Mea-
dovom algoritmu jer se u MDS algoritmu dobija N novih toc¢aka, dobija se veci
simpleks koji je sli¢an polaznom. Simpleks dobiven ekspanzijom S¢, na slici 6.2.,
ima vrhove x1, e, e3 i prihvaca se umjesto simpleksa S" ako je najbolja vrijednost
funkcije u vrhovima S° bolja od najbolje vrijednosti funkcije u vrhovima S’.

U slucaju da najbolja vrijednost funkcije u vrhovima S nije bolja od najbolje
vrijednosti funkcije u vrhovima S¢, tada se na simpleks primjenjuje korak kon-
trakcije, a vrhove novog simpleksa oznacit ¢emo sa x1, ¢, c3. Nakon $to je novi
simpleks generiran, vrhovi se numeriraju tako da je simpleks ureden. Kod novog
simpleksa vrhovi se ponovo ureduju, $to nam daje novi simpleks S*.

Slika 6.2. Novi vrhovi kod MDS algoritma

Ako su vrhovi simpleksa S¢ poznati, onda broj dodatnih evaluacija koji je
potreban da se izra¢una S iznosi 2N.
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Sli¢no kao kod Nelder-Meadovog algoritma imamo parametre ekspanzije i
kontrakcije (pe 1 py). Tipi¢ne vrijednosti tih parametara su2i1/2.

Algoritam 8 Algoritam MDS

Ulaz: S-pocetni simpleks, f, € > 0, kjax
Izra¢unaj vrijednost funkcije f u vrhovima simpleksa S i sortiraj vrhove
tako da vrijedi (6.1), fp, = N+ 1
while f(xN—H) — f(xl) > e do
(a) Refleksija:
if fy, = kjpax then
exit
end if
forj=2,...,N+1do
rj = x1 — (xj — x1), izracunaj f(7;), for = for +1
if f(x1) > min;{f(r;)} then
idi na korak (b)
else
idi na korak (c).
end if
end for
(b) Ekspanzija:
forj=2,...,N+1do
ej = x1 — pe(xj — x1), izracunaj f(e;), for = for +1
end for
if minj {f(i’])} > mm]{f(e])} then
forj=2,...,N+1do

Xj=¢
end for
else
forj=2,...,N+1do
x]' = 1’]'
end for
end if
idi na korak (d)

(c) Kontrakcija:
forj=2,...,N+1do
Xj=x1+ yk(x]- - xl), izracunaj f(X]), for = for +1
end for
Sortiraj vrhove tako da vrijedi (6.1)
end while
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6.3 Powellova metoda u viSe dimenzija

Razne metode razvijene su za slucaj jednodimenzionalne minimizacije, stoga se
u slucaju visedimenzionalne minimizacije mogu generirati metode koje rjeSavaju
problem viSedimenzionalne minimizacije koriste¢i niz jednodimenzionalnih mi-
nimizacija. Razli¢ite metode razlikuju se u ¢injenici kako u svakom sljede¢em
koraku biraju smjer n u kojem traZe minimum. Sve metode toga tipa podrazu-
mijevaju postojanje "rutine” koja rjeSava problem jednodimenzionalne minimi-
zacije.

Algoritam 9 Algoritam jednodimenzionalne minimizacije

Ulaz: vektori P i n, funkcija f
Odredi skalar A koji minimizira f(P + An)
Zamijeni P sa P 4 An
Zamijeni n sa An

U ovom poglavlju proucavat ¢emo metode koje biraju uzastopne smjerove
tako da eksplicitno ne ra¢unaju gradijent funkcije. Gore navedeni algoritam jed-
nodimenzionalne minimizacije moze, ali ne mora, koristiti gradijent. Medutim,
ako se gradijent koristi ve¢ u algoritmu jednodimenzionalne minimizacije bilo bi
pozeljno da se koristi i u odabiru smjerova.

Jednostavan primjer takvog odabira smjerova su jedini¢ni kanonski vektori:
e1,€e,...,eN. Utom e slucaju metoda, koriste¢i algoritam jednodimenzionalne
minimizacije, prvo odrediti minimum u smjeru prvog smjera, tada se iz dobivene
tocke trazi minimum u drugom smjeru, itd., kruzedi po cijelom skupu smjerova
sve dok se funkcija ne prestane smanjivati. Za velik broj funkcija ova je metoda
dosta dobra, ali za odredene funkcije ova metoda nije efikasna. U cilju dobivanja
Sto bolje metode cilj je odrediti smjerove koji ¢e biti bolji od smjerova e;.

Metode koje se temelje na skupu smjerova sadrze pravilo kako kreiraju slje-
dedi smjer i njihov skup smjerova ili (i) sadrze pojedine smjerove koji vode mi-
nimumu funkcije ili (ii) sadrze odredeni broj smjerova koji se ne "podudaraju” s
dodatnim svojstvom da se moZe izbje¢i beskona¢no kruZenje kroz smjerove.

U Powellovoj kvadrati¢no konvergentnoj metodi kreira se N medusobno ko-
njugiranih smjerova. Metoda je opisana sljede¢im "osnovnim postupkom':
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Algoritam 10 Powellov algoritam minimizacije

Ulaz: pocetni smjeroviu; =¢;,i=1,...,N
Pocetnu poziciju oznadi sa Py
fori=1,...,Ndo

pomakni P;_; u minimum po smjeru u; i dobivenu tocku oznaci sa
p;

end for
fori=1,...,N—1 do

Uj = Ujy1;
uN = PN — P()
pomakni Py u minimum po smjeru uy i dobivenu to¢ku oznaci sa Py

end for

U navedenom algoritmu dolazi do izbacivanja vektora u; u cilju dodavanja
vektora Py — Py a time se dolazi do smjerova koji postaju linearno zavisni $to je
problem u navedenom algoritmu. Kada se to dogodi, algoritam ¢e odrediti mi-
nimum funkcije f na nekom potprostoru N dimenzionalnog prostora $to moze
rezultirati neto¢nim minimumom. Stoga se gore navedeni algoritam mora po-
praviti.

U cilju izbjegavanja linearne zavisnosti kod Powellovog algoritma mogu se
koristiti sljedeée metode:

i)

ii)

iii)

MoZe se napraviti ponovna inicijalizacija smjerova u; tako da im se nakon
svakih N ili N 4 1 iteracija osnovne procedure pridruze vektori e;.

Skup smjerova moze se izjednaciti sa stupcima odredene ortogonalne ma-
trice. Umjesto da se odbace postojece informacije vezane uz konjugirane
smjerove, u ovom slucaju kreira se matrica ¢iji stupci nakon ortogonaliza-
cije ¢ine nove smjerove.

Ovaj pristup nema svojstvo kvadrati¢ne konvergencije, ali cilj je pokusati
pronaci nekoliko dobrih smjerova koji vode u minimum umjesto N nuzno
konjugiranih smjerova. Osnovna ideja je modificirati Powellovu metodu s
tim da i dalje uzimamo novi smjer Py — Py. Promjena je u tome da odbacu-
jemo stari smjer u smjeru kojeg je funkcija imala najveéi pad. Ta ¢injenica
¢ini se paradoksalnom, bududi da je taj smjer bio najbolji u prethodnoj
iteraciji. Medutim, to je vjerojatno glavna komponenta u novom smjeru.
Stoga, ako zaboravimo navedeni smjer, izbje¢i ¢emo linearnu zavisnost.
Postoje neke iznimke vezane uz tu osnovnu metodu, a viSe o tome moZze
se pronadi u [23].
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METODE OPTIMIZACIJE

Namjena ovog teksta je upoznati stu-
dente s glavnim metodama jednodimen-
zionalne i viSedimenzionalne minimiza-
cije sa i bez ograni¢cnja. Posebna je
pozornost posvec¢ena metodama minimi-
zacije nediferencijabilnih funkcija. Pri
tome je izbjegavano dokazivanje zahtjev-
nih teorema, osim u slucajevima kons-
truktivnih dokaza koji sami po sebi
upucuju na izgradnju ideja ili metoda.
Navedeni optimizacijski problemi imaju
veliku primjenu u raznim dijelovima
zivota. Na primjer, cesto se javljaju
problemi poput optimalnog oblikovanja
odredenih mehanickih sustava (oblikova-
nje dijelova automobilskih motora, nosi-
vih konstrukcija u gradevinarstvu, ...),
problem modeliranja ponasSanja trziSta,
problemi iz teorije upravljanja (smiriva-
nje sustava, optimalno upravljanje, ...)
i mnogi drugi.

Upravo ¢injenica da se razni problemi op-
timizicije pojavljuju u raznim dijelovima
ljudske djelatnosti osigurava ovom tekstu
Siroku primjenu.
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