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PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka u potpunosti prati gradivo obradeno u udzbeniku Mjera
i integral [10] autora prof. dr. sc. Dragana Jukic¢a te omogucava dodatnu pomoé
pri pripremanju studenata Odjela za matematiku Sveucilista J. J. Strossmayera u
Osijeku za polaganje ispita iz kolegija Uvod u teoriju mjere te Uvod u teoriju
integracije.

Kako bi citatelj mogao razumjeti zadatke koji se nalaze u ovoj zbirci, trebao
bi detaljno proé¢i kroz materiju opisanu u gore spomenutom udzbeniku. Zbirka
je podijeljena u sedam poglavlja: Pripremni materijal, Mjera, Izmjerive funkcije,
Integracija izmjerivih funkcija, Produkt prostora mjere, Konvergencija izmjerivih
funkcija i Dekompozicija mjere, te su na pocetku svakog poglavlja istaknute osno-
vne definicije i najvazniji rezultati vezani uz zadatke koji slijede, a koje Citatel]
moze pronaéi u [10], ukoliko nije drugacije navedeno. Odredeni su zadaci takoder
preuzeti iz [10], no njihova su rjeSenja nesto detaljnije raspisana.

Na kraju, zahvaljujem svima koji su izravno ili na drugi nacin pomogli da se
ova zbirka tiska i bude sto bolja. Posebno se zahvaljujem prof. dr. sc. Draganu
Jukic¢u od kojega sam ucila o teoriji mjere i integracije i koji je svojim savjetima i
podrskom u velikoj mjeri omogudéio nastanak ove zbirke te recenzentima doc. dr.
sc. Kresimiru Burazinu i prof. dr. sc. Tiboru Poganju koji su pazljivo procitali
rukopis i svojim primjedbama i sugestijama pomogli da mnogi dijelovi teksta budu

Takoder ¢u biti zahvalna svim c¢itateljima na njihovim primjedbama u vezi s
eventualnim pogreskama, nepreciznostima ili nedostacima koje su ostale u ovoj
zbirci.

U Osijeku 2014. Dragana Jankov Masirevié
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1. Pripremni materijal

Kako bi bolje razumjeli zadatke koji se nalaze u ovoj zbirci, potrebno je poznavati
algebru skupova, pojam prebrojivosti te funkcije i njihova svojstva. Zato ¢e u
nastavku najprije biti navedeni osnovni pojmovi te dokazi nekih, intuitivno jasnih
tvrdnji, koji ¢e nam pomodi pri rjeSavanju i boljem razumijevanju daljnjih zadataka.

1.1. Osnovno o skupovima

Skup je jedan od osnovnih matematickih pojmova koji se ne definira, nego je sam
po sebi jasan, a oznatavamo ga velikim slovima A, B,C,....

Skup je odreden svojim elementima koje obi¢no ozna¢avamo malim slovima.
Ako je x element skupa A, tada to oznacavamo s © € A, a ako z nije element skupa
A, tada piSemo x € A. Prazan skup je po definiciji skup koji nema niti jednog
elementa i oznacava se s ().

Kazemo da je skup A podskup skupa B i pisemo A C B, ako za svaki z € A
vrijedi da je z € B. Tada jo$ kazemo i da je B nadskup skupa A i pisemo B D A.
Ako je A C B i ako postoji barem jedan element b € B koji nije u skupu A, onda
kazemo da je A pravi podskup skupa B, tj. da je B pravi nadskup skupa A i piSemo
A C Bili B> A. Prazan skup je po definiciji podskup svakog skupa.

Za skupove A i B kazemo da su jednaki ako se sastoje od istih elemenata, tj.
akoje AC Bi B C A. Ako su skupovi A i B jednaki, piSemo A = B.

Skup svih podskupova skupa A nazivamo partitivni skup skupa A i oznacavamo

ga s 24 ili P(A).
Skup A opisuje se najcesée pomocéu nekog svojstva P tako da elementima od A
smatramo sve elemente z koji u danim okolnostima dolaze u obzir, a imaju svojstvo
P. Tada to zapisujemo kao A = {z : x ima svojstvo P} ili A = {z : P(x)} i ¢itamo
A je skup svih elemenata x takvih da vrijedi svojstvo P. Na taj se nacin za skupove
A i B definiraju sljedece osnovne operacije:

AUB :={z:x € Ailixz € B} (unija skupova A i B)
ANB:={z:x € Aixz e B} (presjek skupova A i B)
AB:={zx:xc€Aixz¢g B} (razlika skupova Ai B).
Specijalno, ako je A C X, onda razliku X\ A nazivamo komplement skupa A u
odnosu na skup X i oznacavamo s A°. Dakle, A°={z € X : 2 ¢ A}. Skup X u

odnosu na koji uzimamo komplementiranje naziva se i univerzalni skup.
Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci AAB, je skup

AAB = (A\B)U (B\A) = (AUB)\(AN B).

Ako su A i B neprazni skupovi, onda skup svih uredenih parova (a, ), pri cemu
jea € Aib € B, oznacavamo s A x B i nazivamo Kartezijev ili direktni produkt
skupova A i B. Dakle,

Ax B:={(a,b):a€ Aibe B}.
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Unija, presjek i razlika osnovne su operacije medu skupovima, koje jednim ime-
nom nazivamo Booleove operacije. Neka su A, B, C' podskupovi skupa X. Booleove
operacije imaju sljedeca svojstva:

1. komutativhost: ANB=BNA, AUB=BUA,

2. asocijativnost: (ANB)NC=AN(BNC), (AuB)UC=AU(BUCQ),

3. idempotentnost: ANA=A, AUA=A,

4. distributivnost: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC),
5. involutivnost: (AC)C =A,

6. teoremi A. de Morganal: (AN B)¢ = A°UB¢, (AUB)¢= A°N B°.

Unija i presjek triju ili viSe skupova definira se sli¢no kao i unija i presjek dvaju
skupova. Skup ¢iji su elementi skupovi nazivamo familija skupova. Neka je F neka

familija skupova iz skupa X. Tada se unija skupova familije F, u oznaci |J A,
AeF
definira kao najmanji skup koji sadrzi sve elemente svih skupova A iz familije F.

Dakle, x € |J A ako i samo ako je x element barem jednog ¢lana A iz familije F.

AeF
Sliéno se definira i presjek () A skupova familije F kao najveéi skup sadrzan u
AeF
svakom skupu iz familije F. Uoc¢imo da je z € [ A ako i samo ako je x element

AeF
svakog ¢lana A iz familije . Teoremi de Morgana vrijede i za familiju skupova, tj.

(N4 = U (U=

AeF AeF AeF AeF

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Koristeci se definicijama osnovnih skupovnih operacija, pokaZite: ako je X univer-

zalni skup i A, B C X, onda je (A\B) N (B\A) = 0.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da je (A\B) N (B\A) # 0. Dakle, postoji
x € (A\B)N (B\A), tj. = € A\B iz € B\A. Iz posljednjeg slijedi da je z € A i
x ¢ B,aujednoiz € Bix¢ A, sto daje kontradikeiju.

ZADATAK
Neka je X univerzalni skup 1 A, B,C C X. PokaZite da vrijedi:

(a) A\B=AnNB°,
(b) (A\B)\C = A\(BUC),

I Augustus de Morgan (1806.-1871.), britanski matematicar.
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(¢) A\(B\C) = (A\B)U(ANC).

Rjesenje.
(a) Vrijedi:

x€A\B < zx€Adizx¢B < x€Aize B’ < xe€ ANB°.

(b) Koristenjem tvrdnje (a) i svojstava Booleovih operacija dobivamo:

(A\B)\C' = (ANB°)NC°=AN(B°NC%) =AN(BUC)® = A\(BUC).

(¢) Ponovnim koristenjem tvrdnje (a) i svojstava Booleovih operacija dobivamo:
A\(B\C) = AN(BNC*°)¢ = AN(B°UC) = (ANB°)U(ANC) = (A\B)U(ANC).
1.3. ZADATAK
Neka je X univerzalni skup i A, B C X. PokaZite da vrijedi:

(a) (A°UB)NA=AnNBSB,

(b) An(B\A) =0,

(c) A\(BUC) = (4\B) N (A\C),
(d) AAB = A°AB¢,
(e) A\B=AA(ANB),
(f) BAC = A, ako je C' = AAB.

Rjesenje. Koristedi svojstva Booleovih operacija i zadatak 1.2. (a) dobivamo:
(a) (AUB)NA=(A“NA)UBNA)=0U(BNA)=ANB.
(b) AN(B\A)=AN(BNA°)=(ANB)N(ANA°)=(AnB)nh=10.
(c)
A(BUC)=AN(BUC)*=AN(B‘NC%) =(ANB°)N(ANC*
= (A\B) N (A\O).
(d) AAB = (A\B)U(B\A) = (ANB)U(BNA®) = (B \A%)U(A\B¢) = A°AB°.
(e)

ANANB) =[A\(ANB)|U[(ANBN\A] =[AN(A°UB®)]U[(ANB)N A°]
=[(ANAYUANB)UD=0U(ANB°) =ANB°=A\B.
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(f)
BAC = BA(AAB) = BA[(A\B) U (B\A)]
= B\[(A\B) U (B\A)] U [(A\B) U (B\A)\B = (AN B) U (A\B) = A.

1.4. ZADATAK

Neka su A, B,C C X. Pokazite da je
(a) A\(BNC)=(A\B)U (A\C).

(b) Koristedi se tordnjom (a) pokaZite da je
(AUBUC)\(ANBNC)=(A\B)U(B\A) U (B\C)U (C\B).

Rjesenje.
(a)

A\(BNC)=AN(BNC)°=AN(B°UC) = (AN B°)U(ANC)
= (A\B) U (A\C).

(b)

(AUBUC)\MANBNC)=(AUBUC)N(ANBNQC)° (1.1)
=[AN(ANBNCO)JUBN(ANBNC)JU[CN(ANBNC)9
=[A\(ANBNCO)|U[B\(ANBNC)|U[C\(ANBNC)
= [A\(BNO)U[B\(ANC)U[C\(AN B)]
= (A\B)U (A\C) U (B\A) U (B\C) U (C\A) U (C\B).

Nadalje, mozemo uociti da vrijede sljedece inkluzije:

(A\C)=(A\C)NX =(ANC)N(BUB) =[(ANC°)NBJU[(ANC°) N B°]

€ (B\C)U (A\B),

(C\A)=(C\A)NX=(CNA)N(BUB®) =[(CNA°)NBJU[(CNA°) N B
C (B\A) U (C\B),

pa iz jednakosti (1.1) slijedi trazena tvrdnja.

5. ZADATAK

Neka su A, B, N C X takvi da je B C N. Pokazite da vrijedi:
(a) AUB=(AUN)\[(N\B)\4],
(b) A\B = (A\N)U(ANNNB°),
(¢) AAB = (A\N)U[N N (AAB)),
(d) AUB=(A\N)A[NN(AUDB).
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Rjesenje.
(a)

(AUNN(NMBN\A] = [(AUN\(N\B)JU[(AUN) N A]
=[((AUNA\N)U((AUN)NB)]UA
=(A\N)U[(ANB)U(NNB)JUA
=[(A\N)UA]JU[(ANnB)UB] =AUB,

gdje prve dvije jednakosti slijede iz zadatka 1.2. (c), a predzadnja jednakost
iz ¢injenice da je B C N.
(b)
(AAN)U(ANNNB° = (A\N)U[(A\N°) N B

= [(A\N) U (A\N)]| N [(A\N) U B

=[AA\(NAN)N[(ANN)YUB )=AN[(AUB°)N(N°UB°)]

=AN[(AUB*)NB°=AnNB°= A\B,

gdje 3. jednakost slijedi iz zadatka 1.4. (a), a 5. jednakost iz ¢injenice da je
B C N, tj. N°U B¢ = B°.
()
(AAN)U[N N (AAB)] = (A\N) U [N N ((A\B) U (B\A))]
=(AAN)U[(NNANB°)U(NNBNA)]
= [(AAN) U (A\N“ N B U (B\A)
[((A\N) U (A\N)) N ((A\N) U BY)| U (B\A)
[
[A

(AN NN))N((AUB)N(N“UB))]U(B\A)
N((AUB%) N B°)U(B\A) = (AN B°) U (B\A)
= (A\B)U (B\A) = AAB,

gdje 3. i 6. jednakost slijede iz B C N, a 5. jednakost iz zadatka 1.4. (a).

(d)

(AAN)AIN N (AU B)] = [(AAN)\ (NN (AU B))JU[(N N (AU B))\(A\N)]
=[AANWUINAUB))JU((NN(AUB)\A)U(NN(AUB))NN]
= (AN U[(NNAU(NNB)\A)U(NN(AUB))
= (AN U[((NNANA) U (NN B)\A)) U (NN (AUB))]
= (AAN)U(B\A) U[(NNA)U(NNB)

= (A\N) U (B\A) U[(A\N°) U B]
= (A\N) (AN U[(B\A) U B

::r>
=

NNN)|UB=(A\l)UB=AUB,



1.1.

1.2.

6 Osnovno o funkcijama

gdje 2. jednakost slijedi iz zadatka 1.2. (b) i (¢), 5. i 6. jednakost iz B C N,
a zadnja jednakost iz zadatka 1.4. (a).

1.2. Osnovno o funkcijama

U ovom poglavlju navedeni su neki ne tako cesto koristeni pojmovi vezani uz funkcije
koji ée nam biti potrebni u nastavku, dok je sama definicija funkcije (kao i pojmovi
injektivnosti, surjektivnosti i bijektivnosti koji uz nju najcéesée idu) izostavljena
zbog svoje ucestale upotrebe u matematickoj literaturi, a s kojom su se studenti
imali prilike sresti jo§ u osnovnoj i srednjoj skoli. U nastavku su takoder, kroz
zadatke, dokazana neka osnovna svojstva funkcija koja ¢e nam biti potrebna za
razumijevanje daljnjih zadataka.

DEFINICIJA
Za svaki niz (fn)nen funkcija fr, :+ X — [—o0,00] definiraju se funkcije sup,, fn,
inf,, fn, imsup,, fn,liminf, f, : X — [—o0, 00| formulama:

sup fn(w) = sup{fu(x) : n € N}, & € X
irn1ffn(a:) =inf{f,(z) :neN}, z € X

lim:upfn(z) =inf {sup{fi(z) :k>n}:neN}, z€ X
lim inf f,, () = sup {inf{fe(z): k>n}:neN}, z€X.

Dakle, limsup,, f,(z) je limes superior (najveéa tocka gomilanja) niza (fn(x))nen,
a liminf, f,(z) je limes inferior (najmanja tocka gomilanja) niza (fn(z))nen.

Primijetimo da je uvijek liminf, f, < limsup, f,. MozZe se pokazati da je
liminf, f,(z) = limsup,, f,(x) ako i samo ako postoji lim, f,(z) i tada vrijedi
lim,, f,(z) = liminf, f,(z) = limsup,, f,(x). Dakle, domena funkcije lim,, f, je
skup {z € X : liminf, f,(z) = limsup,, fn(z)}.

Navedimo jos jednu vaznu jednakost (vidi [17, str. 63]) koja ée nam biti potrebna
u nastavku:

limninf fulz) = —limnsup(—fn(a:)). (1.2)

Vazno je istaknuti da limes superior i limes inferior mozemo definirati i za pro-
izvoljan niz skupova (Ap)nen (vidi [16, str. 16]) i to na sljedeéi nacin:

limniann = U ﬂ Ap, limnsupAn = m U Ay, (1.3)

neNk>n neNk>n

U teoriji mjere i integracije od osobitog je znacaja karakteristi¢na funkcija, stoga
navodimo njezinu definiciju.
DEFINICLIA
Neka je B C X. Karakteristicna funkcija x, : X — R skupa B definira se na
sljedeci nacin:
1, akojex € B

X5 (2) = {O, ako x & B. (1.4)
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Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka su X, Y #0 i f: X =Y preslikavanje. DokaZite da za sve podskupove A i B
od X wvrijedi

ACB= f(A) C f(B),

dok obrat opéenito ne vrijedi.

RjeSenje. Neka je A C Biy € f(A) proizvoljan element. Tada postoji b € B tako
da je f(b) =y, tj. y € f(B), iz ¢ega slijedi f(A) C f(B).

Kako bi pokazali da obrat opéenito ne vrijedi, konstruirat ¢emo kontraprimjer. Neka
je X ={1,2}, Y ={3}i f: X — Y preslikavanje definirano s f(a) := 3, a € X.
Sada za A = {1} i B = {2} dobivamo f(A4) = {3} = f(B), ali ne vrijedi A C B.

ZADATAK
Neka su X, Y £0 i f: X =Y preslikavanje. DokaZite sljedeée tvrdnje:

(a) Za sve podskupove A i B od X wrijedi
f(AnB) C f(A) N f(B),
dok obratna inkluzija opéenito ne vrijedi.
(b) Za sve podskupove A i B od X wvrijeds
FLANF(B) € f(A\B),
dok obratna inkluzija opéenito ne vrijeds.

(¢) Za sve podskupove A i B od X wrijedi da je
f(AUB) = f(A)U f(B).

Rjesenje.
(a) Iz zadatka 1.6. slijedi da je f(ANB) C f(A)i f(AN B) C f(B), sto daje
trazenu tvrdnju.
Kako bi pokazali da obratna inkluzija opéenito ne vrijedi, promotrimo isti
primjer kao u zadatku 1.6. Kako je AN B = 0, slijedi da je f(ANB) =0, dok
je f(A)N f(B) = {3}.

(b) Neka je y € f(A)\f(B). Tada postoji z € A takav da z ¢ Biy = f(z), tj.
y € [(A\B). Dakle, F(A\f(B) C [(A\B).
Kako bi pokazali da obratna inkluzija opéenito ne vrijedi, uzmimo da je X =
[0,2], A= (0,1), B=(1,2)inekaje f : X — R funkcija definirana s f(c) := ¢,
¢ € X. Funkcija f nije injekcija te slijedi f(A) = f(B) = {c} = f(A\B), ali
FANF(B) =0,



1.8.

1.10.

8 Osnovno o funkcijama

(c) Neka jey € Y. Ako je y € f(AU B), onda postoji element € AU B takav
da je f(z) = y. To je ekvivalentno s tvrdnjom da postoji element © € A takav
da je f(x) = y ili postoji element x € B takav da je f(z) =y, tj. y € f(A) ili
y € f(B), §to je ekvivalentno s y € f(A) U f(B).

ZADATAK
Dokazite: funkcija f: X —Y je injekcija ako i samo ako vrijedi
f(ANB) = f(A)N f(B), za sve A,B C X.

Rjesenje.

vrijedi i obratna inkluzija ako se radi o funkciji f koja je injekcija. Ako je
y € f(A)Nf(B), slijedidajey = f(a)iy = f(b) zaneke a € A, b € B. Dakle,
fla) = y = f(b), pa iz injektivnosti funkcije f slijedi da jea =b € ANDB i
y € f(AN B), sto daje trazenu inkluziju.

— Iz zadatka 1.7. (a) slijedi da je f(AN B) C f(A) N f(B). Pokazimo da

<= Neka su z,2’ € X takvi da je f(x) = f(2') i neka su definirani skupovi
A= {a} 1B o= {2’} Tadaje 0 £ f ({z}) 1 f ({a}) = f ({a} 0 {a'}), Sto je
moguée jedino u sluéaju {x} N{z'} # 0, tj. ako je z = x’. Dakle, funkcija f
je injekcija.

. ZADATAK

DokaZzite: funkcija f je injekcija ako i samo ako vrijedi f(X\A) = f(X)\A za svaki
ACX.

Rjesenje.

= Pretpostavimo da je funkcija f injekcija. Pokazimo najprije da f(x) ¢ f(A)
ako i samo ako z ¢ A. Zaista, ako f(x) ¢ f(A), onda = ¢ A; akox ¢ A, a
f(z) € f(A), onda postoji a € A takav da je f(a) = f(z) € f(A). Kako je
funkcija f injekcija, slijedi da je x = a € A, §to daje kontradikciju. Dakle,

FONF(A) ={yeY y=[f(x), f(x) ¢ (A} ={yeY:y=/flz) z¢ A}
= f(X\A).

<= Nekaje f(x) = f(2) i pretpostavimo da je z # z’. Tadaje f(x) € f(X\{2'}) =
FXONf({2'}), sto je u kontradikeiji s f(z) € f({z'}). Dakle, funkcija f je
injekcija.

ZADATAK

Neka je f: X =Y funkcija, ACY,

FHA) ={zeX: f(x) € A},
te {A;, i € I} familija podskupova od Y. DokaZite sljedeée turdnge:
(a) 71 (B\A) = fUB)\["}(A), 2a ACB CY,
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b) T (UJAa) = r '),

icl icl
() F7H(A) =) (A).
iel iel
Rjesenje.

(a) Vrijedi

r€ fTH(B\A) < f(z) € B\A < f(x)€Bif(x)¢ A
= zef i (B)iad fTH(A) = ze fTHBN\HA.
(b) Vrijedi
ze T (JA) = fa)e| A < TFigeltd f(z)e A
el el
e Jigeltd ze f(A,) = ze|JF (A
i€l
(¢) Trazena jednakost slijedi iz
e fH([(A) < fa)e[Ai < Viel f(z)€ A
iel iel
e viel zefHA) <= ve)f(A).
i€l

1.3. PRIMJEDBA
Primijetimo da iz turdnje (a) prethodnog zadatka slijedi da je f~1(A¢) = (f’l(A))c,

1.11. ZADATAK
Dokazite da za funkciju f: X =Y i proizvoljan skup A C X wvrijedi

(a) f7H(f(A) 2 4,
(b) f(f7(4)) € 4,

dok odgovarajuce jednakosti opéenito ne vrijede.

Rjesenje.
(a) Neka je z € A. Tada je y = f(x) € f(A), tj. z € f~1 (f(A4)). Dakle, vrijedi
inkluzija A C f=1 (f(A)).
Kako bi pokazali da jednakost opcenito ne vrijedi, konstruirajmo kontra-
primjer. Neka je funkcija f : R — R definirana s f(z) := 2% te neka
je A = [0,00). Slijedi da je f(A) = [0,00) = A, §to oc¢ito nije jednako
FUf(A) = £1(A) = R.
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(b)

Osnovno o funkcijama

Neka je y € f (f7'(A)). Tada je y = f(x) zaneki z € f~1(A), tj. y = f(z) €
A, iz tega slijedi da je f (f71(A)) C A.

Nadalje, neka je funkcija f : R — R ponovno definirana s f(x) := 22 te neka
je A =R. Slijedi da je f~'(A) = R, dok je f (f~(A)) = f(R) = [0,00), iz
cega slijedi da jednakost f (f~*(A)) = A opéenito ne vrijedi.

1.12. ZADATAK
Neka je f: X =Y preslikavanje. DokaZite:

(a)

(b)

Funkcija f je injekcija ako i samo ako za proizvoljan skup A C X wrijeds

f7Hf(A) = A

Funkcija f je surjekcija ako i samo ako za proizvoljan skup A C X wvrijedi

fFF71(4) = A

Rjesenje.

(a)

—> Kako bi dokazali trazenu jednakost dovoljno je dokazati da vrijede dvije
inkluzije, od kojih je jedna dokazana u zadatku 1.11. (a). Pretpostavimo da
je funkcija f injekcija i neka je z € f~1(f(A)). Tada je f(x) € f(A), pa
postoji x1 € A takav da je f(x1) = f(x). Iz injektivnosti funkcije f slijedi da
je x =z, tj. x € A, ¢ime je dokazana i druga inkluzija.

<= Neka su x1,20 € X takvi da je f(z1) = f(x2) te neka je A = {z1}.
Tada je f(A) = f({z1}), paiz f(z1) = f(x2) slijedi 22 € f~! (f(A)). Prema
pretpostavci je f=1(f(A)) = A, iz cega slijedi da je 22 € A = {21}, tj.
x1 = xo. Dakle, funkcija f je injekcija.

— Primijetimo da je inkluzija f (f~!(A)) C A ve¢ dokazana u zadatku 1.11.
(b). U svrhu dokazivanja suprotne inkluzije pretpostavimo da je funkcija f
surjekcija i neka je y € A. Iz surjektivnosti funkcije f slijedi da postoji z € X
takav da je f(r) = y, §to povlaci da je z € f~1(A). Tada je y = f(z) €
FHA).

<= (Odaberimo proizvoljan y € Y. Trebamo pokazati da postoji x € X takav
da je f(z) = y. Neka je A = {y}. Prema pretpostavci zadatka slijedi da je
f(f7HA) = A= {y}, pajey € f(f'(A). Iz prethodnog razmatranja
slijedi da postoji # € f~1(A4) C X takav da je f(z) = .

1.13. ZADATAK
Neka je (Ap)nen niz podskupova od X. DokaZite da za svaki x € X wrijedi

limninf Xap () = Xiim infy, Ap (x) i

lim sup XAn (x) = Xiim supy An (x)
n
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RjeSenje. Najprije primijetimo da .Vrijedi Xopenar = infpen Xa, 1 Xopenay =
SUPjen Xa, » 8dje prva jednakost slijedi iz
Xepoun, @) =1 <= z€ [ Ar &= z€ A, VhkeN < x, (z)=1,VkeN
keN
<= inf =1
ff X (@) =1

a druga iz

Xopun, @) =1 <= z€ | J A < ko eNt.d z € 4y,

keN
< JkoeNtd x, (z)=1 <= supx, (z)=1
0 keN
Dakle,
Xiimintn, 4n = XUpennpsndp — SUP ka>nAk sup lnf Xa, = hm inf Xay,»
= ne = neNk2n
Xoimsupn an = Xopenvnsnar = 2 Xusa, = I0f SUP X, = hmnsup Xa, -

1.14. ZADATAK
Dokazite da za sve A, B C X, «, 8 € R vrijedi:
(a Xae =47 Xas
() Xans = Xa " Xs>

C) Xaus = Xa T Xz~ Xa Xgps

€) Xave = Xa =~ Xans>»

(
(£) ax, +B8xs = axu s T (@4 B)Xunn + BXpias

8) Xaas = Xa T X5>

)
)
(c)
(d) Xaup =max{x,,x;} =min{x, + x,,1},
)
)
)
h)

(
(

IXa = X5| = Xans-

Rjesenje. Koristedi se definicijom karakteristi¢ne funkcije (1.4) mozemo dokazati
trazene tvrdnje, i to na sljedeci nac¢in:

(a) Kako je X = AU A1 AN A° = (), za svaki z € X imamo dvije moguénosti:
xz € Aili x € A°, a u oba sluc¢aja vidimo da navedena jednakost vrijedi.

(b) = (h) Mozemo promatrati cetiri slucaja: x € A,z € Byx € A, x ¢ B; x ¢ A,
x € B;x ¢ A x ¢ B, au svakom od njih lako mozemo zakljuciti da vrijede
navedene jednakosti.



1.15.

1.16.

12 Osnovno o funkcijama

ZADATAK
Neka je A= A1 U...UA,. DokaZite da vrijedi jednakost

Xa=1l=Xpe =1-(1=x,,) - (1=x4,)

RjeSenje. Koristenjem tvrdnji (a) i (b) zadatka 1.14. dobivamo:
Xa(z)=1-— XAC(x) =1-x,

=1 _XAg(m)”'XA%(x)
=1-(1 =X, (@) (1= xa, (@)

ZADATAK
Neka je (Ap)nen niz medusobno disjunktnih podskupova od X. PokaZite da tada

vrijedi
o0
Xuge , an = § :XAnn
n=1

RjesSenje. Neka je x € X proizvoljan element. Mozemo promatrati dva slucaja:

o Ako je z € |J,—, Ay, onda je Xuse, an () = 1. Kako su skupovi A,, n € N
medusobno disjunktni, postoji jedinstveni n € N takav da je z € A,,. Tada je
Yoot 1 Xa, (®) = 11 trazena jednakost vrijedi.

o Akoz ¢ |Jo~, Ay, onda je Xyse | an () =01ivrijedidax ¢ A, zasvakin € N,
t]. 2211 Xa, (z) =0.
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1.3. Prebrojivi skupovi

Skupove koji imaju konacan broj elemenata mozemo intuitivno usporedivati te tako
jednostavno odgovoriti na pitanje koji skup ima vise elemenata od drugog. Na
primjer, ako su dani skupovi A = {2,4,6,8,10} i B = {a,b,¢,d, e, f}, jednostavnim
prebrojavanjem elemenata svakog od danih skupova mozemo zakljuciti da skup B
ima viSe elemenata. No ako na isto pitanje trebamo odgovoriti, na primjer, za
skupove A =N i B = 2N — 1, potrebno je poznavati pojam ekvipotentnosti skupova.

DEFINICIJA

KazZemo da je skup A ekvipotentan skupu B i piSemo A ~ B ako postoji bar jedna
bijekcija f : A — B.

Moze se pokazati da je ekvipotentnost skupova jedna relacija ekvivalencije, tj. vri-
jede sljedeca svojstva: (a) refleksivnost: A ~ A, (b) simetri¢nost: Ako je A ~ B,
onda je B ~ A, (c) tranzitivnost: Ako je A~ Bi B ~ C, onda je A ~ C. Klasa
ekvivalencije naziva se kardinalni broj. Za ekvipotentne skupove kaze se jo§ da su
ekvivalentni, jednakobrojni ili da imaju isti kardinalni broj.

Kardinalni broj skupa A oznacava se s k(A).

. DEFINICIJA ([13, DEFINICIJA 3.1.3., STR. 73])

Kazemo da skup A ima kardinalni broj mangi ili jednak od kardinalnog broja skupa
B, tj. k(A) < k(B) ako i samo ako postoji B’ C B takav da je k(A) = k(B’).

Kazemo da je skup A kona&an ako je prazan ili postoji n € N takav da je skup
A ekvipotentan sa skupom {1,...,n}. U tom se slu¢aju kardinalni broj kona¢nog
skupa A naziva jo§ i broj elemenata od A i oznacavamo ga s k(A) = n za A ~
{1,...,n}, odnosno s k(A) =0za A=0.

Uocimo da se na kona¢nim skupovima definicija 1.5. poklapa s uredajem na
skupu prirodnih brojeva.

Za skup A kazemo da je beskonalan ako nije kona¢an. Skupovi koji su ekvipo-
tentni sa skupom N nazivaju se prebrojivi. Njihov kardinalni broj oznacava se s Ng.
Uocimo da je, u smislu definicije 1.5., za svaki n € N n < Ng. Konaéne i prebrojive
skupove nazivamo zajednickim imenom diskretni skupovi.

PRIMJEDBA
U nastavku éemo koristiti oznaku N, za skup koji se sastoji od prvih a prirodnih
brojeva, tj. N, = {1,2,...,a}. ITzuzetak je oznaka Ny s kojom éemo, wobicajeno,

oznacavati skup koji se sastoji od skupa prirodnih brojeva i nule, tj. No = NU {0}.




14 Prebrojivi skupovi

Rijeseni zadaci

1.17. ZADATAK
Pokazite da su sljedeéi skupovi ekvipotentni:

(a) A=1{2,6,19} i B = {4,172,2265},

(b) A=1{1,2,3,...} iB={-1,-2,-3,...},
() A=1{1,2,3,...} i B=1{1,3,5,...},
(d) A
(e) Z i No.

=[e.d i B =[a,b],

Rjesenje.

(a) Funkcija f : [ 2a,oo) — [f bZZ;"“C,oo), definirana s f(x) := Py(x) = ax® +

bx + ¢, je bijekcija. RjeSavanjem sustava od tri jednadzbe f(2) = 4, f(6) =
172, f(19) = 2265 s tri nepoznanice a,b i ¢ dobivamo da je traZena bijekcija
fia:A— B, f(z) =722 — 14z + 4.

(b) Lako je uociti da bijekciju f : A — B moZemo definirati s f(x) := —x.

Funkcija f : A — B, definirana s f(x) := 2x — 1, je bijekcija.

—
o
~

(d) Bijekciju f : A — B moZemo konstruirati koristeéi se jednadzbom pravca kroz

b—
dvije tocke: f(x) = y 73(33 —c)+a.

(e) Ako je funkcija f : Z — Ny definirana s

—2z, ako je x < 0
f(z) = 0, ako jex =0
2z — 1, ako je x > 0,

mozZemo uwociti da je ona bijekcija, pa je Z ~ Ny.

1.18. ZADATAK
DokaZite da za svaki neprazan podskup A C N,,, = {1,2,...,m} postoji prirodan
broj k takav da je k < m i k(A) = k.

Rjesenje. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije pom € N, imajuci
na umu da je A # 0. Zam =1, iz A C Ny = {1} slijedi da je A = {1}, te je
k(A) = m = 1. Nadalje, pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za m € N, tj. da za svaki
A C N, postoji k € N, k < m takav da je k(A) = k. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za



1.19.

1.20.

D. Jankov Magirevié¢, Zbirka rijeSenih zadataka. .., Osijek, 2014. 15

A C Nppy1. Ako je A C Ny, tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije. Promotrimo
slucaj kada je m+1 € A. Tada je A\{m+1} C N,, te prema pretpostavci indukcije
postoji k € N takav da je k < m i kE(A\{m + 1}) = k, odnosno postoji bijekcija
f: A\{m+1} — Nj. Nadalje, funkcija g : A — Nj41, takva da je g({m+1}) := k+1
i ga\{m+1} = [, je takoder bijekcija te stoga vrijedi da je k(4) =k +1<m + 1.

ZADATAK
Neka su A i B proizvoljni podskupovi skupa X # (). Dokazite da je tada k(A) < k(B)
ako i samo ako postoji injektivno preslikavanje f : A — B.

Rjesenje.

= Neka je k(A) < k(B). Prema definiciji 1.5. postoji B’ C B, takav da je
k(A) = k(B'), tj. skupovi A i B’ su ekvipotentni pa postoji bijekcija g : A —
B'. Neka je i : B' — B, i(z) = x inkluzija. Svaka je inkluzija injektivno
preslikavanje, pa jei f =i0g: A — B injektivno preslikavanje.

<= Neka je f : A — B injekcija. Promotrimo skup f(A) C B. Tada je preslikava-

nje firca) : A — f(A) ocito surjekcija, tj. ono je i bijekcija. Dakle, skupovi 4 i
B’ = f(A) su ekvipotentni i pri tome je B’ C B, pa slijedi da je k(A) < k(B.)

ZADATAK
DokaZite da svaki beskonacan skup sadrZi prebrojiv podskup.

Rjesenje. Neka je X beskonacan skup. Postoji z;1 € X jer X nije prazan
skup. Nadalje, kako je X beskonacan skup, vrijedi da je X\{z1} # 0 pa posto-
jl 22 € X\{z1}. Pretpostavimo da smo na prethodno opisani nac¢in pronasli ele-
mente x1,Ts,...,x, € X. Tada ponovno, zbog pretpostavke da je X beskonacan
skup, postoji xn+1 € X\{z1,22,...,2,}. Na taj smo nacin formirali skup A =
{z1,29,...,2pn,...} € X. Ako definiramo preslikavanje f : N — A s f(n) := x,,
slijedi da je f bijekcija, pa je A trazeni prebrojiv skup.
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2. Mjera

2.1. o-algebra

DEFINICLIA
Familiju A podskupova skupa X nazivamo o-algebra na skupu X ako ona ima
sljedeca svojstva:

(cl) X € A,
(02) Ac A= A° € A,

(03) unija prebrojivo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz (An)nen

skupova iz A vrijedi |J A, € A.
neN

Za uredeni par (X, A) kaZemo da je izmjeriv prostor. Svaki element od A naziva se
izmjeriv skup.

PRIMJEDBA
Neka je A o-algebra na skupu X. Kako je ) = X¢, svojstvo (02) poviaci § € A i
govori nam da uwvjet (o1) iz definicije o-algebre moZemo zamijeniti uvjetom

(c1) 0 € A
Dakle, definicija o-algebre je ekvivalentna definiciji u kojoj umjesto (o1)
imamo (o1)’.

Nadalje, takoder zbog (02), umgjesto svojstva (o3) iz definicije 2.1. moZe se
zahtijevati da familija A bude zatvorena na prebrojive presjeke:

(63)" Presjek prebrojivo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz (A, )nen

skupova iz A vrijedi (| 4, € A.
neN

Ako se u definiciji 2.1. umgjesto uvjeta (03) zahtijeva da A bude zatvorena na
formiranje konacnih unija, dobiva se definicija algebre skupova na skupu X. Ocito
je svaka o-algebra ujedno i algebra, dok obrat ne vrijeds.

Prorozicija

Neka je (Ax, A € A) bilo koja familija o-algebri na skupu X. Tada je [ Ay takoder
AEA

o-algebra na skupu X.

Pomo¢u propozicije 2.3. lako je dokazati sljedeci korolar koji je koristan alat za
konstrukciju o-algebri.
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KOROLAR
Neka je F bilo koja familija podskupova skupa X. Tada je

o(F):= ﬂ {A: A je o-algebra, F C A}

najmangja o-algebra koja sadrzi familiju F. Za o(F) kaZemo da je o-algebra generi-
rana s F.

Korisno je poznavati i definiciju topologije na skupu X kako bi u nastavku mogli
definirati takozvanu Borelovu o—algebru.

. DEFINICIJA

Topoloski prostor je par (X,U) gdje je X neprazan skup, a U familija podskupova od
X sa svojstvima:

(a) 0,X €U,
(b) unija svake familije skupova iz U je skup iz U,
(c) presjek konacno mnogo skupova iz U je skup iz U.

Familija U naziva se topoloka struktura ili topologija, a njezine ¢lanove nazivamo
otvorenim skupovima.

DEFINICIJA

Neka je (X,U) topoloski prostor. Za o-algebru o(U) generiranu topologijom U kaze
se da je Borelova o-algebra na skupu X i najcesée se oznacava s B(X,U), B(X)
ili Bx. Clanovi od B(X) zovu se Borelovi skupovi. U teoriji mjere od izuzetne je
vaznosti Borelova o-algebra B(R?) generirana familijom otvorenih skupova u R?.

TEOREM
Borelova o-algebra B(R) generirana je sa svakom od sljedeéih familija:

(a
(b

Fi:={F CR:F zatvoren},
Fa:={(-00,b) : b€ R},

(c) Fs:={la,00) : a € B},
(d —00,b] 1 b € R},
(&

(
(f
g

)
)
)
)
)
)
)
h)

(
( .Fg =
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(i) Fo:={la,b):a,beR}.

PRIMJEDBA
U nastavku éemo Borelovu o-algebru na nekom skupu realnih brojeva A oznacavati
s B(A). Prema zadatku 2.3. slijedi da je to zaista o-algebra.

). TEOREM

Borelovu a-algebru B(RY) generira svaka od sljedecih familija:
(a) familija svih zatvorenih skupova u R?,

(b) familija svih zatvorenih poluprostora u R? oblika

Ri~! x (—o00,b] x R¥™!, beR,

¢) familija svih pravokutnika v R¢ oblika
(c) familij

(ahbl] X (az,bg] X ... X (ad,bd].

U nastavku ¢e nam biti potreban i pojam monotone klase koji navodimo u
sljedecoj definiciji.
DEFINICIIA
Familija M podskupova od X naziva se monotona klasa na skupu X ako ima sljedeca
dva svojstva:

(a) za svaki niz rastuéih skupova iz M i njihova je unija élan od M,

(b) za svaki niz padajucih skupova iz M i njihov je presjek élan od M.

TEOREM
Familija A podskupova od X je o-algebra na X ako i samo ako je A algebra i
monotona klasa.

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je A o-algebra na skupu X. DokaZite:

(a) AABe A= A\B€ A,
(b) A,Be A= AAB <€ A.
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Rjesenje.
(a) Kako je A\B = AN B¢ = (A°U B), iz svojstava o—algebre (02) i (¢3) slijedi
da jei A\B € A.
(b) Prema dokazanoj tvrdnji (a) slijedi A\B, B\ A € A, pa je prema svojstvu (03)
i AAB = (A\B)U (B\A) € A.

ZADATAK
Neka je Q = {5,6,7,8}. Poznato je da su trivijalne o—algebre na danom skupu A; =
{0,9Q} i Ay = 2. Nadite barem dvije oc—algebre na skupu Q koje nisu trivijalne.

Rjesenje. Za konstrukciju o—algebri na danom skupu, koje nisu trivijalne, do-
voljno je zadovoljiti svojstva (o1)—(o3) koja mora ispunjavati svaka o—algebra. Na
primjer, netrivijalne o-algebre na skupu Q su Az = {0,Q,{6},{5,7,8}} i Ay =
(0,9, {5,6},{7.8}}.

ZADATAK

Neka je (X, A) izmjeriv prostor i B C X bilo koji neprazan podskup od X. DokaZite
da je tada

AB:ZZ{Bf7A244€.A}

o-algebra na skupu B, koju nazivamo restrikcija o—algebre A na skup B.

RjeSenje. Ispitajmo zadovoljava li familija Ap tri osnovna svojstva o—algebre:

(o1) Familija A je o—algebra na X, pa je X € A. Kako je B = BN X, ocito je
B e Ap.

(02) Neka je A € A. Tada je A°c A1 BN A€ Ap. Odmah slijedi da je
(BNA=B\A=BnNA°e€ Apg,
pri ¢emu se komplementiranje uzima u odnosu na skup B.

(03) Neka je (Ay)nen proizvoljan niz skupova iz A. Slijedi da je

JAneA BnA,eAp, neN,

neN
pajei
U®Bn4a,) =Bn (] 4.) € As.
neN neN
Z ADATAK

Neka je f: X — X' funkcija, a A’ neka o-algebra na X'. DokaZite da je
FTHA) = {fH(A): A e A}

o-algebra na X.
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Rjesenje.

(c1) Kako je f € A, slijedi
0=r710) e fHA).

(02) Neka je A € f~1(A"). Tada postoji A’ € A’ takav da je A = f~1(A’). Kako
je A" o-algebra, zbog A’ € A’, prema svojstvu (02) slijedi da je A" € A"
Sada je A° = (f~1(A"))" = f71(A") € fH(A).

(03) Neka je (A,)nen proizvoljan niz skupova iz f~1(A’). Tada za svaki n € N
postoji A! € A’ tako da je A, = f71(A)). Sada, zbog svojstva (c3) koje

zadovoljava o—algebra A’, vrijedi |, .y A, € A’, pa koristeé¢i zadatak 1.10.
mozemo zakljuciti

Ua=Urt@)=rry 4, er ).

neN neN neN

neN

5. ZADATAK

Neka je (X, A) izmjeriv prostor i f : X =Y funkcija. DokaZite da je
Y:={BCY: f'(B)cA

jedna o-algebra na'Y .

Rjesenje.
(01) Kako je prazan skup podskup svakog skupa i f=1(0)) =0 € A, toje ) € X.

(02) Nekaje A€ ¥, tj. ACY i f 1(A)eA
Kako je familija A o—algebra, slijedi da je

F7HAY) = (f7HA) € A,
pa je A¢ € X.
(03) Neka je (Ap)nen proizvoljan niz skupova iz X. Tada za svaki n € N vrijedi
A, CY, [THAL) € A

Prema svojstvu (03) o—algebre A i zadatku 1.10. vrijedi

AU A = U e e A,

neN neN

pa je U A, € ¥, ¢ime je dokazano svojstvo (c3).
neN
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2.6. ZADATAK
Neka je A= o ({[0,a] U {2} : a €]0,1]}) o—algebra na Q = [0,1] U {2}.

(a)

Dokazite da je (a,b) € A za 0 < a <b <1 te koristeéi tu turdnju dokaZite da
je
Y={AN]0,1], (ANn[0,1))U{2}: Ae B[R)}

o—-algebra na €.

(b) Dokazite ili opovrgnite: ¥ = A.
Rjesenje.
(a) Pokazimo najprije da je (a,b) € Aza 0 <a < b<1. Kako je

0,0)u{2} = |J (0,6 - 1/n]U{2}) € A,

neN

tako je i
(a,0) = ([0,6) U{2})\ ([0,a] U{2}) € A.

Nadalje, ispitajmo je li familija ¥ jedna o—algebra na 2. Lako se vidi da
je © € ¥. Kako bi dokazali zatvorenost na komplementiranje, krenimo od
¢injenice da za svaki A € 3 postoji B € B(R) tako da je A = Bn|0,1] ili
A= (Bn0,1])u{2}.

Ako je A = BN|0, 1], lako je pokazati da je A¢ = (BN [0, 1])U{2}, sto je ocito
element familije ¥ zbog B¢ € B(R). Analogno dobivamo i u slucaju kada je
A= (BnJ0,1]) U{2}. Time je dokazano drugo svojstvo o—algebre, dok trede
svojstvo slijedi ponovnim promatranjem dvaju moguéih prikaza skupa A € 3.

Na isti na¢in kao u prethodnom slu¢aju moze se pokazati da je
G={Bn(0,1], (BN (0,1))U{0,2} : B B(R)}
o—algebra. Nadalje, za a € [0,1], iz (0,a] € B(R) slijedi
[0,a] U{2} = ((0,a] N [0,1]) U{0,2} € G.

Sada je
{0.a]U{2}: a€0,1]} C G,
tj. kako je G o—algebra koja sadrzi generirajuéi skup od A, slijedi da je

ACG.
Za B € B(R) vrijedi da je
By=Bn(0,1] € B(R) i By = BU{0} € B(R),
pa sui

By =Byn|[0,1], (BN (0,1))u{0,2} = (BoN[0,1]) U {2} € X.
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Dakle, sada je G C X te
ACGC3.

Mozemo zakljuciti da ne vrijedi jednakost A = 3 jer bi u suprotnom imali
A=G=13%,
Sto nije moguce jer je, npr., {0} € X, ali {0} ¢ G.

2.7. ZADATAK

2.8.

Neka je f : X = Y funkcija i A neka o-algebra na skupu X. PokaZite primjerom
da f(A) = {f(A): A e A} oplenito nije o-algebra na Y.

Rjesenje. Neka je (X, .A) izmjeriv prostor, gdje je X = {2,4,6,8} i
A={0,X,{2},{4,6,8}} te f : X — Y preslikavanje definirano s f(a) := 2 za svaki

a € X. Tada je
f(A) =1{0.{2}},
pa mozemo zakljuciti da to nije o—algebra na Y uz pretpostavku da je Y # {2}.

ZADATAK

Neka je A o-algebra na X iy neki element koji ne pripada skupu X. Odredite
familiju A, koja predstavlja najmangju o-algebru na X U{y} koja sadrzi familiju A
i jednoclan skup {y}.

RjeSenje. Prema uvjetima zadatka mora biti zadovoljeno A C A, i {y} € A,.
Takoder, zbog svojstva zatvorenosti o-algebre na prebrojive unije mora vrijediti
AU{y} ={AU{y}: A € A} € A,. Dakle, trazena familija je

A, =AU{AU{y}: A e A}
Provjerimo jos je li ona o-algebra.
(01) Kako je 0 € A, slijedi da jei 0 € A,.

(02) Neka je A € A,. Ako je A € A, kako je A o-algebra, odmah slijedi da
je A e AC A, Akoje A € {AU{y} : A € A}, onda mozemo pisati
A = BU{y}, B € A, pa je, zbog ¢injenice da komplementiranje uzimamo u
odnosu na skup X U {y}, A=B°N{y}*=B°NX=B°c ACA,.

(03) Neka je (A,,)nen niz skupova iz A,. Ako su svi skupovi 4,,, n € Niz A, onda
je jasno i J, oy An € A C Ay. Ako je jedan od skupova A,, n € N iz familije
{AU{y}: A € A} (bez smanjenja opéenitosti neka je to skup A), a ostali su
iz A, onda A; mozemo zapisati u obliku A; = By U{y}, B; € A i vrijedi

UAn=Bu{yhu 4w =(B1U | 4An) U{y} € 4,
neN n=2 n=2

jer je ocito By UJ,—, A, € A. Isto vrijedi i ako imamo dva ili viSe skupova
iz {AU{y}: A € A}, a ostali su skupovi iz A te ako su svi skupovi (4, )nen
iz {AU{y}: Ae A}
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ZADATAK
Neka je (X,U) topoloski prostor. Ispitajte je li topologija U wjedno i o-algebra.

RjeSenje. Neka je (X,U) topoloski prostor gdje je X = {a,b,c,d,e, f} iU =
{0, X,{a},{c,d},{a,c,d}}. Topologija U nije o—algebra jer, na primjer,

{c¢,d}* ={a,be, f} ¢ U.

ZADATAK
Neka je f: X — 'Y preslikavangje. PokaZite da za svaku familiju C podskupova od Y
vrijedi

F7He@) =o (f71(0).

Rjesenje. Vrijedi f~1(C) C f~(c(C)) te, kako je familija f~! (¢(C)) prema za-
datku 2.4. g—algebra, iz prethodne inkluzije slijedi

o (f7H(C) € fH(0(C).

Za dokaz obratne inkluzije iskoristimo zadatak 2.5. kako bi iz ¢injenice da je
o (f_l(C)) o—algebra na X zakljucili da je

F={ACY: f'A)ea(f 1)}

o—algebra na Y. Sada je jasno da je C C F, iz ¢ega slijedi o(C) C F. Nadalje, kako
je prema definiciji familije F, f~1(F) C o (f_l(C)), to je iz prethodnih razmatranja
i

fHeE) co(f71(0).

PRIMJEDBA

Kako bismo mogli bolje razumjeti zadatak koji slijedi, potrebno je uvesti pojam
kompaktnosti. Dakle, topoloski prostor X je kompaktan ako se u svaki otvoreni
pokriva¢ U prostora X moZe upisati konacan otvoren pokrivac V prostora X (vidi
[12, definicija 4., str. 230]). U nastavku ée nam biti potrebna i sljedeéa tvrdnja:
skup K C R? je kompaktan ako i samo ako je omeden i zatvoren (vidi [12, teorem
7., str. 232]).

ZADATAK
Pokazite da je Borelova o-algebra B(R?) generirana s familijom K svih kompaktnih
skupova iz RY.

Rjesenje. Neka je C? familija svih zatvorenih skupova u R?. Prema teoremu 2.9.
je
B(RY) = o(CY).
Iz K¢ C ¢4 slijedi o(K?) C o(C4). S druge strane, ako je C € C%, onda je za svaki
n € N skup
C,:=Cn{xcR?: ||z|| <n}
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omeden i zatvoren, pa prema tome i kompaktan, tj. C, € K.
Po konstrukciji je

C=|]JCnea(k?,

neN
odakle slijedi da je C? C o(K%), tj. i o(C%) C o(K?).
ZADATAK

Neka je na skupu realnih brojeva definirana familija A koja sadrzi sve Borelove
skupove simetricne u odnosu na ishodiste. PokaZite da je A o—algebra.

RjeSenje. Podsjetimo se najprije da za skup A C R kazemo da je simetri€an u
odnosu na ishodiste, ili, krace, simetri¢an, ako vrijedi t € A = —x € A. Dakle,
familiju .A mozemo zapisati u obliku

A={BU(-B): B € B(R)},

gdje je —B:={-b: b€ B}.
Ocito je R € A te se lako vidi i da je A zatvorena na komplementiranje i formiranje
prebrojivih unija, pa mozemo zakljuciti da se radi o o—algebri.

PRIMJEDBA

U nastavku ée nam biti potreban pojam d-intervala na R te ga stoga ovdje uwvodimo.
Intervale oblika (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], gdje su a,b € R, a < b, nazivamo 1-
intervali. Neka su Iy,...,I5 1-intervali. Skup oblika I; x Iy X ... X I; nazivamo
d-interval na R?.

ZADATAK
Neka je A € B(R?) Borelov skup, t > 0 realan broj i tA = {ta: a € A}.

(a) Dokazite da je familija
A ={B e BR): tBeBR)}
o-algebra na R.

(b) Dokazite da je Borelova o—-algebra B(R?) jednaka familiji B; := {B € B(RY) :
tB € B(RY)}.

Rjesenje.

(a) Prvo svojstvo o—algebre odmah slijedi iz definicije familije A;. Nadalje, ako
je A € A, onda su A, tA € B(R), pa slijedi da su i

A°, (tA)° =tA° € B(R),
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tj. A € A;.

Kako bi pokazali da je zadovoljeno i trece svojstvo o—algebre, uzmimo pro-
izvoljan niz (Ap)nen skupova iz A;. Prema definiciji familije A4; i svojstvu
(03) Borelove o—algebre slijedi

U 4, | tAn =t | 4n € B(R),

neN neN neN
tj. U A, € Ay
neN

(b) Neka je Z familija svih d-intervala. Analogno, kao u sluc¢aju (a), moze se
pokazati da je

B, :={B € B(RY) : tB € B(R)}

o-algebra, pa iz
T C B; C B(RY)

slijedi

Dakle, B; = B(R?).

2.14. ZADATAK
Neka je S skup svih brojeva iz segmenta [0, 1] koji u svom decimalnom prikazu sadrze
znamenku 7. DokaZite da je S Borelov skup.

RjesSenje. Oznacimo sa S, skup svih brojeva koji na n-tom decimalnom mjestu
imaju znamenku 7. Sada je

708
S =1[0.7,0.8) = [E’ To)’
Sy = [0.07,0.08) U [0.17,0.18) U - - - U [0.97, 0.98)

:[7 8)U[1 s i+i>u...u[9+ 7 Mi)

100° 100 10 100710 ' 100 10 100710 ' 100

9 1027 1—-1
:U[£+L£+i): U [£+L£+i)

2 110 7 102710 T 102 > L0 T 10210 T 102/

Nastavljajuéi taj postupak mozemo zakljuciti da je

10" 1t—1

k 7 k 8
U -
" kL:JO 1071 + 10m7 1071 + 10m

a kako je svaki skup iz te unije Borelov, slijedi da su S, i S = UZO=1 S, takoder
Borelovi skupovi.
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ZADATAK

Neka je A o-algebra na X. Za neprazan skup A € A kaZemo da je atom ako niti
jedan njegov pravi neprazan podskup ne pripada o-algebri A. Neka A ima n atoma.
Dokazite da tada A ima barem 2™ elemenata.

Rjesenje. Kako bismo rijesili postavljeni problem, mozemo se zapitati koliko
mnogo razli¢itih unija mozemo napraviti od n skupova. Jasno je da je taj broj

jednak
n .
<j) , 0<j<n,

. . . .. . .. n ..
pri ¢emu je j broj skupova sadrzanih u svakoj od unija ( ) (to znaci, npr., za

j = 0 imamo da je <n> = 1, odnosno imamo samo jedan skup koji sadrzi nula
J

elemenata i to je, naravno, prazan skup). Vazno je napomenuti da su svi skupovi
koje uzimamo u odgovaraju¢u uniju razli¢iti jer su atomi medusobno disjunktni.
Prema prethodnom je razmatranju te binomnoj formuli jasno da imamo

> (1) =aryr=2
=0 \J
razlicitih skupova, dakle A ima barem 2" elemenata.

ZADATAK
Neka je X = [0,1]. Pronadite o-algebru generiranu sljedeéim familijama skupova i
odredite atome:

(a) {(0,1/2)},
(b) {[0,1/4), (3/4,1]},
(c) {[0,3/4],[1/4,1]}.

Rjesenje.

(a) o ({(0,1/2)}) = {0,[0,1],(0,1/2),{0} U [1/2,1]}.
Atomi: (0,1/2) i {0} U[1/2,1].

(b) o ({[0.1/4),(3/4,1]}) = {0,[0,1],[0,1/4),[1/4,3/4], (3/4,1],[0,3/4], [1/4,1],
[0,1/4) U (3/4,1]}.
Atomi: [0,1/4), [1/4,3/4], (3/4,1].

(¢) Familija {[0,3/4], [1/4, 1]} sadrzi skupove koji su komplementi skupova iz fa-
milije zadane u sluéaju (b), pa je lako zakljuciti da dobivamo isto rjesenje.
ZADATAK

Neka je X dani skup i E familija podskupova od X . PokaZite da je presjek proizvoljno
mnogo monotonih klasa (M;,i € I) koje sadrze familiju & ponovno monotona klasa.
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RjeSenje. Neka je
M = m M, (2.1)

i€l

(Ay)nen rastudi niz skupova iz M i (Bn)nen padajuéi niz skupova iz M. Iz (2.1)
slijedi da se nizovi skupova (A, )nen, (Bn)nen nalaze u svakoj monotonoj klasi 9t;,
i € I pa iz zatvorenosti svake od tih familija na unije rastuéeg niza skupova i
presjeke padajuceg niza skupova slijedi da je

UAn, ﬂBnefﬁt,

neN neN

pa je familija 901 monotona klasa.

PRIMJEDBA

U prethodnom je zadatku pokazano da je presjek proizvoljne familije monotonih klasa
nad istim skupom X takoder monotona klasa. Za najmanju monotonu klasu koja
sadrzi familiju € podskupova od X, tj. za presjek svih monotonih klasa koje sadrze
familiju € kaZemo da je monotona klasa generirana s £ i oznacavamo ju s M(E).

ZADATAK
Neka je € proizvoljna familija podskupova od X .

(a) Pretpostavimo da je §) € € te
FEe&= E“€&.
Pokazite da je tada familija
Y:={BeME): B e M)},
gdje je M(E) monotona klasa generirana familijom &, o—algebra.

(b) Pokazite da vrijedi
ECTCME) Co(é).

Rjesenje.

(a) Kako je § € & i familija £ je zatvorena na komplementiranje, iz definicije
familije ¥ odmah slijedi da ona zadovoljava prva dva svojstva o-algebre. Neka
je nadalje (Ap,)nen proizvoljan niz skupova iz . Tada je i AS € ¥ za svaki
n € N. Treba pokazati da je |Jo—; A, € X. U tu svrhu definirajmo rastuci
niz skupova iz X: B, := J;—; A;, n € N te uocimo da je

8

A, = | | B (2.2)
1

n n=1
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S obzirom da je M(E) monotona klasa, vrijedi da je
U Brem(e)i () B, e M&),
n=1 n=1

pa je zbog (2.2) i
o0
UAnes,
n=1

odnosno familija ¥ je o—algebra.

(b) Pokazimo najprije da je £ C ¥: neka je E € £. Tada je i E € M(E). Nadalje,
kako je familija £ zatvorena na komplementiranje, slijedi da je i E€ € M(E)
za svaki F € &£, odnosno vrijedi

EcCy.

Inkluzija
ECcmeE)

slijedi direktno iz definicije familije 3.
Kako je svaka o—algebra takoder i monotona klasa, inkluzija

M(E) Co(€)

slijedi iz minimalnosti od 2(E).

2.19. ZADATAK
Neka je A algebra na X. PokaZite da je

M = M(A)

takoder algebra.

Rjesenje. Iz X € A1 A C 9 slijedi da je X € M.

Preostaje pokazati da je monotona klasa 91 zatvorena na komplementiranje i for-
miranje kona¢nih unija. Pokazimo najprije zatvorenost na komplementiranje. U tu
svrhu najprije definirajmo familiju

My :={AeM: X\AeMm}.

1z definicije familije 91, slijedi da je 213 C 9. Ako pokazemo da je 913 monotona
klasa koja sadrzi A, onda ée zbog ¢injenice da je 9% najmanja monotona klasa koja
sadrzi A vrijediti 9t C My, odnosno i My = M, Sto ¢ée znaciti da je i familija M
zatvorena na komplementiranje. Za proizvoljan A € A C 9 vrijedi da je A° € A C
M, iz cega slijedi da familija 9 sadrzi A. Pokazimo jos da je 913 monotona klasa.
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(a) Neka je (A, )nen niz rastuéih skupova iz 9M;. Prema definiciji familije My za
svaki n € N vrijedi da je A, € M i X\ A, € M, gdje je (X\A,)nen padajudéi
niz skupova. Kako je familija 997 monotona klasa, slijedi da je

U 4n. X\( 4n) = [] (X\4,) €,

neN neN neN
tj. UneN A, € My.

(b) Neka je (An)nen niz padajuéih skupova iz 9. Iz definicije familije 9, za
svaki n € N vrijedi da je 4, € M i X\A4, € M, gdje je (X\An)nen rastuéi
niz skupova. Kako je familija 9t monotona klasa, slijedi da je

() An, X\([() 4n) = [ (X\A4,) € m,

neN neN neN
tj. Npen An € My, odnosno familija M je monotona klasa.

Kako bismo pokazali da je monotona klasa 91 zatvorena na formiranje konaénih
unija, za proizvoljan A € M definirajmo pomoénu familiju

My :={BeM: AUB M} CM.

Pokazimo najprije da familija 915 sadrzi A. Neka je B € A C 9. Definirajmo nove
skupove A; := A, Ay := AU B te primijetimo da je A; C Ay 1 Ay UAy; = AU B.
Kako je familija 9t monotona klasa, odmah slijedi da je AU B € 9, odnosno i
B € M,, ¢ime je dokazana inkluzija A C 90y. Nadalje, ako pokazemo da je I,
monotona klasa, onda ¢e vrijediti 9T C 9y, tj. i jednakost 0T = My, Sto ¢e znaciti
da je 9 zatvorena i na konacne unije te je stoga algebra. Dakle, preostaje pokazati
da je My monotona klasa.

(a) Neka je (Ap)nen niz rastuéih skupova iz My. Tada za svaki n € N vrijedi da
je A, €Mi AU A, € M, gdje je (AU Ay, )nen rastudi niz skupova. Kako je
familija 9t monotona klasa, slijedi da je

U 4n (JAuA,) em,
neN neN
tj. Upen An € Mo,

(b) Neka je (A, )nen niz padajuéih skupova iz My. Tada, prema definiciji familije
My za svaki n € N, vrijedi da je A, € M1 AU A, € M, gdje je (AU A,)nen
padajuéi niz skupova. Kako je familija 99T monotona klasa, slijedi da je

() An, [(AUA,) €M,

neN neN

6. Myer An € Mo,
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ZADATAK

Neka je X skup, a B C X. Dokazite: ako je 9 monotona klasa na X, onda je
BnM={BnNnM:MeM}

takoder monotona klasa.

Rjesenje.

(a) Za svaki niz rastuéih skupova (4, )nen iz M i njihova je unija ¢lan od M. Za
rastuéi niz skupova (B N Ay )nen iz B NN vrijedi

U®BnA4,)=Bn(]A4.) € Bnam.

neN neN

(b) Za svaki niz padajué¢ih skupova (A, )nen iz M i njihov je presjek clan od M.
(BN Ap)nen je padajudi niz skupova iz B N9 te vrijedi

(N(BNA,) =Bn([)A4.) € BNM.

neN neN

Dakle, familija B N9 je monotona klasa.
ZADATAK
Neka je A C X ¢ 9 monotona klasa na X. DokaZite da je tada familija

L(A)={BCX: AUB, A\B, B\A € M}

takoder monotona klasa na X.

Rjesenje.
(a) Neka je (Ap)nen niz rastuéih skupova iz £(A). Tada je
AU (Upen An) = U,pen(AU Ay) € M jer je (AU A,)pen rastudi niz skupova
iz 9
A\Unen An = Npen(A\An) € M jer je (A\Ay)nen padajuéi niz skupova iz

?

(Unen 4n) \A = Unen(4n\A4) € M jer je (A,\A)nen rastudi niz skupova iz
M.

Iz prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti da je |J,,cy An € L(A).

(b) Neka je (A,)nen niz padajuéih skupova iz L(A). Tada je

AU(Npen 4An) = Nnen(AUA,) € M jer je (AU A, )nen padajuéi niz skupova
iz 9M;

A\ Npen An = Unen(A\An) € M jer je (A\A,)nen rastudi niz skupova iz 90;
(Myen An) \A = Npen(An\A) € M jer je (Ay\A)nen padajudi niz skupova
iz 9.

Napokon, slijedi da je i (), ey An € L(A), pa mozemo zakljuciti da je L£(A)
monotona klasa.
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2.2. Mjera na o-algebri

Prije uvodenja pojma mjere na o-algebri potrebno je uvesti pojam prosirenog skupa
realnih brojeva. Prosireni skup realnih brojeva R (koristi se i oznaka [—00, 00]) po
definiciji je R = RU {—00,00}. Uredaj < prosiruje se s R na R tako da se definira

—0 < x <00 za svaki z € R.

Zbrajanje i mnozenje progiruju se sa R na R tako da se definira:

z+ (—00) = (—00) + 2z = —00, z € R,
z + (00) = (00) + 2 = o0, r €R,
x - (—00) = (—00) -z = —00, x>0,
z - (00) = (00) - x = 00, x>0,
z - (—00) = (—00) -z = o0, x <0,
z - (00) = (00) -z = —00, x <0,

Zbrojevi oo + (—00) i (—00) + 0o se ne definiraju. U mnogim matematickim disci-
plinama ne definiraju se ni produkti 0 - 0o, 0o -0, (—00) - 01 0- (—o00). Medutim, u
teoriji mjere pokazalo se korisnim te produkte definirati kao:

0-00=00:-0=(—00)-0=0-(—00)=0.

DEFINICLIA -
Neka je A o-algebra na skupu X. Mjera na A je svako preslikavanje pp: A — R s
ovim svojstvima:

(11) (nenegativnost) p(A) > 0 za svaki A € A,
(12) p(0) =0,

(13) (o—aditivnost ili prebrojiva aditivnost) Za svaki niz (A, )nen disjunktnih skupova
iz A vrijedi

8

N( An) = ZN(AH)'

n

Za u(A) kaze se da je mjera skupa A, dok se trojka (X, A, u) naziva prostor mjere.
Kazemo da je mjera u kona&na ako je u(X) < 0o, a da je o-kona&na ako se skup X
moZe prikazati kao prebrojiva unija nekih skupova konacéne p-mjere, tj. ako postoji
oo
niz (An)nen skupova iz A takvih da je X = |J An i u(Ay) < 0o za svaki n € N.
1

n=
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Skup A € A je o-konalan s obzirom na mjeru p ako se moze prikazati kao prebrojiva
unija nekih skupova konacne pu-mjere.

2.16. PRIMJEDBA
Neka je (X, A, u) prostor mjere. Ako je u(X) = 1, kaZemo da je p vjerojatnosna
mjera ili vjerojatnost, a A nazivamo o-algebra dogadaja.
U tom slucéaju prostor mjere (X, A, u) nazivamo vjerojatnosni prostor.

2.17. ProPOzZICIJA (OSNOVNA SVOJSTVA MJERE)
Neka je (X, A, p) prostor mjere. Mjera u: A — [0, 00] ima sljedeéa svojstva:
(a) (monotonost) (VA,B € A) AC B = u(A) < u(B).
Ako je u(A) < oo, onda je u(B\A) = pu(B) — pn(A).
(b) (o-subaditivnost) Za svaki niz (A, )nen skupova iz A vrijedi

o0

p( U An) <D u(An).

=1

(c) (neprekidnost na rastuce nizove) Za svaki rastuéi niz (An)nen skupova iz A
vrijedi

(@

Ay) = lim p(A,).

n—oo

1(

n=1

(d) (neprekidnost na padajuce nizove) Neka je (A, )nen padajuéi niz skupova iz A.
Ako je u(Ay1) < oo, onda je

D)

Ay) = lim p(A,).

n—oo

1(

n=1

Rijeseni zadaci

2.22. ZADATAK
Neka je (X, A) izmjeriv prostor. DokaZite da je funkcija v : A — [0,00] definirana
s

v(A):=0,Ae A

myjera, koju tada nazivamo trivijalna mjera.

RjesSenje. Iz definicije funkcije v odmah vidimo da ona zadovoljava sva tri osnovna
svojstva mjere.
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ZADATAK
Neka je (an)nen niz nenegativnih realnih brojeva i p : 2% — [0, 00| funkcija defini-
rana na sljedeéi nacin:

(4) = 0, ako je A prazan skup
A= Y nca On, ako je A neprazan skup.

Pokazite da je p mjera.

Rjesenje. Iz definicije funkcije p je jasno da vrijede svojstva (ul) i (u2). Provje-
rimo vrijedi i i svojstvo (u3). Neka je (A, )nen niz disjunktnih podskupova od N.

Sada je
p(Ua)= >0 a=) 3 a=) uldn),

neN k€U, ey An n=1k€A,
pa slijedi da je u mjera na izmjerivom prostoru (N, 2N).

ZADATAK
Neka je X neprazan skup te f : X — [0, 00] funkcija. Nadalje, definirajmo funkciju
p: 2% —[0,00] na sljedeéi nacin:

0, ako je A prazan skup
p(A) = ¢ > ca f(x), ako je A neprazan diskretan skup
0, ako A nije diskretan skup.

Pokazite da je p mjera.

Rjesenje. Funkcija p ocito zadovoljava prva dva svojstva mjere te preostaje pro-
vjeriti svojstvo (u3). Neka je (Ap)nen niz disjunktnih podskupova od X. Mozemo
promotriti nekoliko sluc¢ajeva:

o Ako je svaki skup A,, n € N diskretan, onda je takav i skup (J, oy An, pa
vrijedi

W(Ud)= ¥ 1@=3 F @) =3 nA).

neN TEUnenAn n=1lz€A,

o Ako barem jedan skup A,,, n € N nije diskretan, onda nije diskretan niti skup
Unen 4An, pa je
p(J An) =00 =" u(4,).
neN n=1

Uoc¢imo da isto dobivamo i u sluc¢aju kada imamo dva ili vise skupova koji
nisu diskretni.
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2.25. ZADATAK
Neka je (R, .A) izmjeriv prostor.

(a) Ako je o—algebra A definirana s
A:={ACR: A je diskretan ili je A° diskretan},
pokaZite da je funkcija n: A — {0,1}, definirana za svaki A € A s

(A) = 0, ako je A diskretan skup
" "\ 1, ako A nije diskretan skup,

mjera.

(b) Ispitajte je li funkcija n mjera i na izmjerivom prostoru (R, B(R)).

Rjesenje.
(a) Ispitajmo zadovoljava li funkcija 7 svojstva mjere:
Iz definicije funkcije n odmah slijede svojstva mjere (ul) i (u2).

(u3) Neka je (A, )nen familija disjunktnih skupova iz A.

o Ako su svi skupovi A,, n € N diskretni, onda je i (J,, oy A diskretan
skup, pa vrijedi

n(J 4n) =0="3 " n(4n).

neN neN

o Ako barem jedan skup A,, n € N nije diskretan, npr. za n = ny,
onda ni skup (J, ey An D Ap, nije diskretan, pa je

77( U An) = U(Ano) =1L

Pretpostavimo da postoji jos neki n; # ng tako da skupovi 4,,, i 4,,
nisu diskretni. Kako su Ay, 4,, € A, slijedi da su A7, , A7 € A
diskretni skupovi, pa je i

An UAL € A diskretan skup.
Dakle, dolazimo do tvrdnje da skup
(AfL0 U Afh) =A,, NA,, =0

nije diskretan, $to nije istina. Dakle, postoji najvise jedan indeks
ng € N tako da skup A,, nije diskretan i u tom sluc¢aju vrijedi

77( U An) =1=n(An,) = n(An,) + Z n(4,) = Z n(Ay).

neN n#ng neN
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(b) Promotrimo skupove A = (1,00), B = (—o00,—1). Oni su disjunktni i nisu
diskretni, a isto vrijedi i za njihove komplemente. Dakle, n(4) =n(B) =1. S
druge strane, skup AU B nije diskretan, a isto vrijedi i za njegov komplement
(AU B)° = [-1,1], pa je takoder i n(A U B) = 1. Dakle, iz

N(AUB) =1+#2=n(A) +n(B)

mozemo zakljuciti da ne vrijedi svojstvo o—aditivnosti, tj. funkcija n nije
mjera na izmjerivom prostoru (R, B(R)).

ZADATAK

Neka je X bilo koji neprazan skup. Pokazite da je funkcija p : 2% — [0, 00] defini-
rana s

0, ako je A diskretan skup

o0, ako A nije diskretan skup

i) =

mjera na (X,2%).

Rjesenje. Svojstva (ul) i (u2) slijede direktno iz definicije funkcije p. Kako bismo
pokazali da vrijedi i svojstvo (3), uzmimo proizvoljan niz disjunktnih skupova
(An)nEN iz 2°X.

o Ako su svi skupovi diskretni, onda je diskretan i skup |J A, pa vrijedi

n(UJ An) =0=3" u(An).

neN neN

neN

o Ako barem jedan od skupova A,, n € N nije diskretan, onda nije diskretan
niti skup |, ey An, Pa je

( U Ap) =00 = Z,u(An).

neN neN

Uoc¢imo da isto dobivamo i u sluc¢aju kada imamo dva ili vise skupova koji
nisu diskretni.

ZADATAK
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, x € X proizvoljna tocka te 6, : A — [0, 00] funkcija
definirana formulom

1, ako jex € A

0(4) = {O, ako x ¢ A. (2.3)

Dokazite da je funkcija 8, mjera, koju tada nazivamo Diracova delta mjera koncentri-
rana u tocki x ili, krade, Diracova delta mjera. Je li mjera 6, konacna?

Rjesenje. Prva dva svojstva mjere ocito vrijede iz definicije funkcije d,. Kako
bismo dokazali trece svojstvo mjere, uzmimo proizvoljan niz (A, )nen disjunktnih
skupova iz A. Sada imamo dva slucaja:
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oo
o Ako je z € U A, onda zbog disjunktnosti skupova A,, n € N postoji
n=1
jedinstveni ng € N tako da je z € A,,, pa je 0,(An,) = 11 6,(4,) = 0,
Vn # ng te vrijedi

0 (| An) = 1=0.(An) = > 6:(An).

(oo}
o Ako z ¢ U A,, onda x ¢ A, za svaki n € N, pa je

n=1

G ((J An) =0=>6.(An).

n=1

Dakle, vrijedi i o—aditivnost, pa je funkcija d, mjera. Nadalje, radi se o kona¢noj
mjeri, jer je
0:(X) =1< o0.

2.18. PRIMJEDBA
U svrhu rjesavanja zadatka koji slijedi navodimo rezultat poznat kao Tonellijev te-
orem za sume (vidi [14, str. 30]):
Neka su dani indeksni skupovi I, J ia: 1 x J — [0,00]. Tada vrijedi

ZZ(LU = ZZaij. (2.4)

i€l jeJ jeJ i€l

2.28. ZADATAK
Neka je (pin)nen niz mjera na (X, A), a (an)nen niz nenegativnih realnih brojeva.
Dokazite da je formulom

1(A) = 3 anpin(A)

definirana mjera na A.

Rjesenje. Kako su u,, n € N mjere te a,,, n € N nenegativni realni brojevi, vrijedi
da je

(1) u(A) = Zan,un(A) >0zasvaki A€ Ai
n=1

o0

(12) p(0) =" cnpn(0) =Dy -0=0.

n=1
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(13) Za proizvoljan niz (A, )men disjunktnih izmjerivih skupova, koristeci
o—aditivnost mjere p,, n € N, dobivamo

N( U Am) = ian/‘n( U Am) = ian Z pn(Am)

meN meN meN
= Z Z A tin(Am) = Z p(Am),
meNn=1 meN

gdje predzadnja jednakost slijedi iz Tonellijevog teorema za sume (vidi pri-
mjedbu 2.18.).

Dakle, i je mjera na izmjerivom prostoru (X, .A).
2.29. ZADATAK
Neka je pn mjera na (X, A) i E € A.

(a) Pokazite da je formulom
wp(A) = ANE), AeA

definirana nova mjera na (X, A) koju nazivamo restrikcija mjere p na skup E.

(b) Neka je Ap:={ANE:Ac A}. Pokazite da je (E, Ag, ju ) prostor mjere.

Rjesenje.
(a) Pozivajuéi se na odgovarajuca svojstva mjere pu dobivamo
(1) me(A) = u(ANE) >0 zasvaki A € A,

(12) we®) = p@N E) = u@) =0,
(13) za proizvoljan niz disjunktnih skupova (A, )nen iz A dobivamo

M|E( U An) = M( U (A ﬁE)) = ZM(An NE) = ZU\E(AH)'

neN neN neN neN

(b) U zadatku 2.3. pokazano je da je familija Ag o—algebra na skupu E. Preostalo
je pokazati da je yp mjera na izmjerivom prostoru (E, Ag). Analogno, kao
u dijelu zadatka (a), mozemo pokazati da vrijede sljedeca svojstva:
(ul) za svaki A € Aje ANE € Ag, pa slijedi

me(ANE)=u(ANE) =0,

(12) e(@NE)=p@NE)=pnb) =0,
(13) za proizvoljan niz disjunktnih skupova (A4, )nen iz A je (A, N E)pen niz
disjunktnih skupova iz Ag i vrijedi

we(J AnnE) =u(|J(A.NENE))

neN neN

= ZM(ATL NE)= Z,U\E(An NE).

neN neN
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ZADATAK
Neka je (X, A, ) prostor mjere, f : X — Y funkcija i X ={B CY : f~YB) €
A} o-algebra na 'Y (vidi zadatak 2.5.). Dokazite da je funkcija p/ : % — [0, 00],
definirana formulom

W (B):=pu(f~1(B), BeX

mjera na (Y, X). Za mjeru p' kaZemo da je slika mjere p po funkciji f.

Rjesenje. Kako je p mjera, vrijedi:
(ul) 4/ (B) = u(f~*(B)) >0, za svaki B € %,
(12) 1'(0) = p(f~1(0)) = u(®) =0,

(13) za proizvoljan niz disjunktnih skupova (By,)nen iz X, koristeéi zadatak 1.10.
i o—aditivnost mjere p dobivamo

W (U Ba) =n(r (U Ba) =n(J F'(Bw)

neN neN neN
= Z M (f_l(Bn)) = Z M/(Bn)'
neN neN

. ZADATAK

Dokazite da je funkcija pi : B([0,1]) — R definirana na izmjerivom prostoru
(10,1, B([0,1])) s

E(QnN A), ako je k(QN A) € Ny

00, mnace

)=

mjera.

RjeSenje. Prva dva svojstva mjere direktno slijede iz definicije funkcije u. Preo-
staje dokazati o—aditivnost.
Neka je (A, )nen niz disjunktnih skupova iz A. Mozemo promotriti nekoliko sluc¢ajeva:

o Ako je ,u( U An) = 0, tada je po definiciji funkcije u

n=1

UAan:@v

n=1

odnosno A, NQ = () za svaki n € N.
Sada je i u(Ay) =0 za svaki n € N i vrijedi

A,) = 0.

(@

> u(An) = p(

n=1
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o Ako je u( [j An) = k za neki k € N, onda zbog disjunktnosti skupova A,,,
neN pos‘cnozji1 ¢ € N, indeksi i1, ...,4, 1 prirodni brojevi k1, ..., k¢ takvi da je
EQNA;) =ki,...,k(QNA;,) =k,
ki+kot -+ he=ki
E(QNA;)=0zajecN\{i1,...,0}

Dakle, mozemo zakljuciti da u nizu (A, )nen postoji £ skupova koji sadrze
racionalne brojeve (npr. skup A; ima totno k,, racionalnih brojeva, m =
1,...,£), dok ostali skupovi sadrze samo iracionalne brojeve. Sada je

Sou(4n) =Y uAr,) =k =p( | An).
m n=1

n=1

—

o0
o Neka je p( U A,) = oo. Kada bi vrijedilo da je

n=1

to bi znacilo da postoji najvise konatno mnogo skupova A,, koji sadrze kona¢no
mnogo racionalnih brojeva, dok svi ostali skupovi A, ne sadrze racionalne
brojeve. Dakle, skup |, 4, bi sadrzavao samo kona¢no mnogo racionalnih
brojeva, tj. vrijedilo bi

U( U An) < 0,
n=1

§to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. Stoga, vrijedi
oo (oo}
ZM(An) = pu( U A,) = .
n=1 n=1

2.32. ZADATAK
Neka je na izmjerivom prostoru (N,2Y) funkcija p : 2N — [0, 00] definirana s

w(A) := oo, ACN.

Ispitajte je li p mjera.

Rjesenje. Funkcija u nije mjera jer, npr., ne vrijedi da je p(@) = 0.



2.33.

40 Mjera na o-algebri

ZADATAK
Neka je Q = {wy,wa, ...} diskretan skup i (pj)jen niz realnih brojeva p; € [0,1]
takvih da je ZjeN p; = 1. Definirajmo funkciju

PA) = > pi=) pidu,(A), ACQ

Jiw;€EA JjEN

na izmgerivom prostoru (,2%) gdje je dw; Diracova delta mjera. Pokazite da je
(92,22, P) wjerojatnosni prostor koji tada nazivamo diskretan vjerojatnosni prostor.

RjeSenje. Prva dva svojstva mjere direktno slijede iz definicije funkcije P i iz
definicije Diracove delta mjere (2.3). U svrhu dokazivanja c—aditivnosti uzmimo
proizvoljan niz (A, )nen disjunktnih skupova iz Q. Koristeéi o—aditivnost Diracove
delta mjere dobivamo da je

POU An) =2 pide, (U An) =35 D0, (4

neN JEN neN JEN neN
=D D _pidu,(An) = 3 P(4
neN jeN neN

gdje predzadnja jednakost slijedi iz Tonellijevog teorema za sume (vidi primjed-
bu 2.18.). Takoder vrijedi

Q)= pid, ()= p;=1.

jEN jEN

Iz prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti da je (€2, 2, P) vjerojatnosni prostor.

2.34. ZADATAK

Dokazite da je formulom

), A € B(R),

\I‘m

L

gdje je 0, Diracova delta mjera, zadana vjerojatnosna mjera na (R, B(R)).

Rjesenje. Iz definicije Diracove delta mjere (2.3) slijedi da je

- 6
Z 7— ) > 0, za svaki skup A € B(R),

n=1

W)= 3 1

n=1

ﬂ‘on
=
\ |
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(13) za niz disjunktnih skupova (A, )men iz B(R), koristeéi o—aditivnost Diracove
delta mjere dobivamo

#(U A) = 35U ) =325 3 bt

meN n=1 meN meN
= S o) = 3 (A,
meNn=1 meN

gdje predzadnja jednakost slijedi iz Tonellijevog teorema za sume (vidi pri-
mjedbu 2.18.).

Dakle, p je mjera. Ispitajmo jos je li vjerojatnosna. Zbog 6, (R) = 1 dobivamo

R =Y s ®) =30 =1,
n=1 n=1

pa mozemo zakljuc¢iti da se radi o vjerojatnosnoj mjeri. Primijetimo da zadnja
jednakost slijedi iz poznate formule za sumu geometrijskog reda

> 1
>t =1l <1 (2.5)
n=1 -9

Z ADATAK

Neka su p,q € R takvi da je 0 < p <1 ip+q= 1. DokaZite da je za proizvoljan
n € N funkcija B, : B(R) — R definirana s

Bu(B) =Y <Z) p*q"*6,(B), B e B(R)

k=0

vjerojatnosna mjera na (R, B(R)).

Rjesenje. Vrijedi:
n

(pl) Bn(B) = Z (Z) g F6,(B) > 0, za svaki B € B(R),
k=0

w2 5.0 =3 (1) saeam =3 (1) et 0=o

k=0 k=0
(13)

m=1 k=0 m=1 m=1
= Z (k) pkqnikisk(Am) = Z 57L(Am)a
m=1 k=0 m=1

gdje je (Am)men niz disjunktnih, izmjerivih skupova.
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Diracova delta mjera je vjerojatnosna, tj. 0x(R) =1, pa je i

() = Z (1) rharrae - ; (1)t
=(+tq" =1

ZADATAK
Neka je (X, A) izmjeriv prostor i (un)nen iz vjerojatnosnih mjera na njemu.
Pokazite da je funkcija pn: A — R definirana s

A) = i 27 (A), AcA

vjerojatnosna mjera.

RjesSenje. U zadatku 2.28. pokazano je da je funkcija p = 220:1 Qp by, mjera ako
je (fn)nen niz mjera i (o, )nen niz nenegativnih realnih brojeva. Kako je u nasem
slucaju

a,=2"">0, neN,
jasno je da je p mjera na danom izmjerivom prostoru. Trebamo jos pokazati da je
vjerojatnosna. Kako su mjere p,, n € N vjerojatnosne, vrijedi u,(X) = 1 za svaki

n € N, pa je stoga
= 1 = 1
M= gimM) =2 5 =t

ZADATAK
Neka je p mjera na (X, A). DokaZite da za sve A, B € A vrijedi

u(A) + p(B) = p(AU B) + (AN B).

RjeSenje. Vrijede sljedece jednakosti:

A= (ANB)U(A\B),
= (ANB)U (B\A),
AUB = (AN B)U (A\B) U (B\A),

pri éemu su skupovi AN B, A\B, B\ A o¢ito medusobno disjunktni. Iz prethodnog
razmatranja, koristeéi o—aditivnost mjere, slijedi

p(A) + pu(B) = [u( AﬂB) + p(A\B)] + [1(AN B) + u(B\A)]
— (AN B) + [s(A\B) + u(AN B) + p(B\A)]
= pu(An B) + u(AUB).
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2.38. ZADATAK
Neka je (X, A, ) prostor s konacénom mjerom u i neka su (An)nen, (Bn)nen nizovi
skupova iz A takvi da je B, C A, za svaki n € N. Dokazite da tada vrijedi

p(UJ 4An) —u( Ba) <D ((An) = u(Bn)) .-

neN neN neN

RjeSenje. Primijetimo da je

U4anUBe=U A\ U B € U (Aa\B).

neN keN neN keN neN

Sada iz U B, C U A,, i o—subaditivnosti mjere dobivamo:
neN neN

p(U An) = n(U Ba) = (U 4\ U Ba) < (| (A4\Bw))

neN neN neN neN neN
<D ANBR) = (1(An) — 1(Bn)),
neN neN

gdje prva i posljednja jednakost vrijede jer je mjera p konacna.
2.39. ZADATAK
Neka je pn mjera na (X, A). DokaZite da za svaka dva izmjeriva skupa A i B vrijedi

1(A) — u(B)| < u(AAB).

RjeSenje. Prema svojstvu apsolutne vrijednosti
|z <y = —y<z<y,
dovoljno je i nuzno pokazati
—p(AAB) < p(A) — p(B) < u(AAB).

Iz A C (AAB) U B, prema monotonosti i c—subaditivnosti mjere slijedi

#(A) < W(AAB) + u(B) — u(A) — u(B) < u(AAB),
a iz B C (AAB)U A dobivamo

w(B) < p(AAB) + u(A) = p(A) — w(B) = —p(AAB).

2.40. ZADATAK
Neka je (Q, A, P) vjerojatnosni prostor i (Ap)nen niz skupova iz A takvih da je
P(A,) =1 za svakin € N. Dokazite da tada vrijedi

P([) 4n) =1

neN
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Rjesenje. Kako je P vjerojatnosna mjera, vrijedi da je P(X) =1, pa je
P(AS) =P(X\A,)=1—-P(A,) =0,neN.
Koristeéi svojstvo o—subaditivnosti dobivamo
0<P(J45) <D Pa) =0,
neN neN
iz tega slijedi da je P (U, ey 4S) = 0. Sada je

P(()An)=PxX\|J4)=1-P(|J4)=1-0=1

neN neN neN
ZADATAK
Neka je (2, A, P) vjerojatnosni prostor. Dokazite da za svaki niz (Ay)nen izmgjerivih
skupova vrijedi:

ako je ZP(An) < 00, onda je P(limsup 4,) = 0.
n=1 m

Ta je tvrdnja poznata kao Borel? -Cantellijeva® lema.

Rjesenje. Najprije uoc¢imo da je prema (1.3)

oo o0
limsup 4,, = ﬂ U Ay,
" n=1k=n
pa zapravo treba pokazati da je P((No—; Upe,, Ak) = 0.
Definirajmo padajudi niz skupova (Bp)nen s By = Upe,, Ak, n € N. Kako je
P vjerojatnosna mjera, odnosno P(€2) = 1, prema svojstvu neprekidnosti mjere na
padajuée nizove skupova slijedi:

PO U 40 =P([] Ba) = lim P(B,). (20
n=1k=n n=1

S druge strane, ako iskoristimo o—subaditivnost mjere P, dobivamo
P(Ba) =P(J Ax) <> P(Aw), (2.7)
k=n k=n

pri ¢emu, zbog pretpostavke > 2 | P(A,) < oo, desna strana nejednakosti tezi nuli
kada n — co. Sada iz (2.6) i (2.7) dobivamo:

n—oo

0<P( ﬁ fj Ap) = lim P(B,) < nlggoiP(Ak) =0,
k

n=1k=n —n

§to daje trazenu jednakost.

2Emile Borel (1871.-1956.), francuski matematicar.
3Francesco Paolo Cantelli (1875.-1966.), talijanski matematicar.
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2.42. ZADATAK
Neka je (X, A, n) prostor mjere. Ako je (Ap)nen miz skupova iz A sa svojstvom
w(A, N AR) =0 za sve myn € N, m # n, dokaZite da je tada

p(UA) = Y ntdn

Rjesenje. Neka je E1 = Ay i By = (). Za svaki n > 2 definirajmo skupove

n—1 n—1 n—1
B, = A\ QlAm, B, = A, N ( UlAm) = Ql(AmAm).

Tada vrijedi:

(a) B, UB, = A,, E, N B, =0 za svaki n € N,

(b) skupovi E,, n € N, medusobno su disjunktni,

(¢) u(By) =0 za svaki n € N, jer je u(A, N Ap,) =0 zan # m, pa je zato i

1(An) = p(Ey), n > 1.

Ocito je

8

1 n=1

Neka je z € |J,2; A,. S ng ozna¢imo najmanji prirodan broj takav da je z € A,,,.

n

o0
Tada je z € E,, C U E,.

Dakle, "
U E, = U A,
n=1 n=1
Konacno,
p(UAn) =n(U Ba) = X n(Ba) = 3 ulAn).
n=1 n=1 n=1 n=1

2.43. ZADATAK
Kazemo da je mjera p polukonatna ako za svaki A € A za koji je u(A) = oo
postoji B € A takav da je B C A i 0 < u(B) < oo. Svaka o-konacna mjera je i
polukonacna. Ispitajte je li mjera p iz zadatka 2.26. polukonacna.

Rjesenje. Neka skup A C X nije diskretan, tj. u(A) = co. Mozemo promotriti
dva slucaja:

o Neka je B C A C X diskretan skup. Tada je u(B) = 0.

o Ako B C A C X nije diskretan skup, onda je p(B) = co.
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U oba slu¢aja mozemo zakljuciti da mjera p nije polukonacna.

2.44. ZADATAK
Neka je (X, 2%, 1) prostor mjere. Za mjeru pu kazemo da je 0 — 1 mjera na X ako
je u(2%) = {0,1}, p({z}) = 0 za svaki v € X i u(X) = 1. Pokazite da ne postoji
0 — 1 mjera na N.

RjesSenje. Kada bi postojala 0 — 1 mjera p na N, onda bi bilo
1= ) = p( J ) =3 ufnh) =D 0=0.
neN neN neN

Dakle, na skupu prirodnih brojeva ne postoji 0 — 1 mjera.

2.45. ZADATAK
Neka je (X, A, n) prostor mjere. Definirajmo funkciju v : A — [0, 00] formulom

v(A):=sup{u(B): BC A, Be AiuB)<oo}.
Dokazite:
(a) v je mjera,
(b) ako je u o-konacna mjera, onda je v = p.
(¢) Pronadite v za mjeru pu : A — [0, 00] definiranu formulom

__J0, akojeA=10
’U(A)'_{oo, ako je A # ().

Rjesenje.

(a) Iz definicije funkcije v odmah vidimo da ona zadovoljava prva dva svojstva
mjere. Preostaje pokazati da vrijedi i o—aditivnost. Neka je (A, )nen niz
disjunktnih skupova iz A. Po definiciji supremuma, za svaki € > 0 postoji
skup B € A takav da je B C |J,— | A, p(B) < oo i

1/( D An) < u(B) +e.

Kako su skupovi BN A,,, n € N medusobno disjunktni te je BN A, C A, i
(BN A, < oo, vrijedi:

A(U ) < no)+e= (e [‘jn) ~r(U@nan)+e

n=

:i (BN Ay) i ) +e,
n=1

n=1

—_
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odakle zbog proizvoljnosti broja ¢ slijedi 1/( U,— ) <> v(Ay). Doka-

zimo i obratnu nejednakost: za fiksan n € N, svakl e>0izasve j=1,...n
postoje B; € A takvi da je B; C A, u(Bj) < oo i v(Aj) < u(Bj)+¢/2. Iz

UBJQUAJ i ,U(UBJ‘)<OO
j=1 j=1 j=1

dobivamo

n

W(UA) 2 u(UB) = uB) =S ) -
j=1 j=1 j=1

odakle zbog proizvoljnosti broja ¢ > 0 slijedi I/(U;il Aj) > Y v(4)).
Grani¢nim prijelazom n — co dobivamo obratnu nejednakost.

(b) Neka je A € A. Treba pokazati da je v(A) = u(A). Ocito, ako je A € A i
1(A) < oo, onda iz definicije od v slijedi v(A) = p(A). Preostaje razmotriti
sluéaj u(A) = co. Zbog o-konacnosti mjere p postoji niz (A, )nen skupova iz
A (bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da su oni medusobno disjunktni)

takvih da je X = U Ap i p(Ay) < oo, n € N. Zbog toga je u(ANA,) < oo
sto povlaci v(AN A n) = (AN Ay,). Sada, kako su p i v mjere, dobivamo

oo

u(A):u(AﬁX):V(U AmA) Z (AN A,)

n=1 =

i (AN A,) _M(Aﬂ UA ) = u(ANX) = u(A).

(¢) Ako promotrimo slu¢ajeve kada je A =0 te A € A, A # (), iz definicije mjera
11 v u oba slucaja slijedi da je v(A) = 0.

2.46. ZADATAK
Pokazite da tvrdnja (d) propozicije 2.17. opéenito ne vrijedi ako je u(A;) = oo.

Rjesenje. U nastavku navodimo dva primjera koji ilustriraju tvrdnju zadatka.
Primgjer 1. Neka je u mjera prebrojavanja na izmjerivom prostoru (Z,2%). Defini-
rajmo skupove

A, =2"7Z, meN.

Tada j Je (An) N padajuéi niz skupova i p(A;) = oco. Ako definiramo skup A :=
N =0, onda vrijedi da je

0=u(A) # lim p(A,) = lim oo = oc.

n—oo n—oo



2.47.

48 Mjera na o-algebri

Primgjer 2. Neka je p mjera prebrojavanja na izmjerivom prostoru (R, B(R)). Sku-
povi oblika A, = (n,00), n € N, tvore padajuéi niz te je ponovno u(A;) = oo.
Ocito je Moo, Ap =N (n,00) =0 i

w(Ay) = p((n,00)) = oo za svakin € N,

pa je stoga

0=p(®) = u( N An) # lim p(An) = lim oo = oo.
n=1

ZADATAK
Neka je (X, A, 1) prostor mjere i (Ap)nen niz izmjerivih skupova. DokaZite:

(a) ,u(lim inf,, An> < liminf, p(A,).
(b) Pretpostavimo da je u(UZO:l An) < 00. Tada je

1 ( lim sup An) > limsup u(Ay).
n n

Rjesenje.
a) Najprije uo¢imo da je prema (1.3) liminf, 4, = ", N, Air. Nadalje,
k=n

n=1

neka je B, =\, Ar C A,,. Tada je (B,,)nen rastudi niz skupova i

UB.=U (N 4
n=1 n=1k=n

pa je prema neprekidnosti mjere na rastuci niz skupova

[o clENNe o}

M( U ﬂ Ak> = nh_{réo w(By) = limninf w(Bp) < 1imninfu(An).

n=1k=n

(b) Iz (1.3) slijedi da je limsup,, A, = (,—; Ur—,, Ak Neka je C, = Up—,, A
Niz (Cpn)nen je padajudi i

DX

Co=) U 4
n=1k=n

Sada je po pretpostavci zadatka p(Ci) < oo, pa prema neprekidnosti mjere
na padajuéi niz skupova slijedi

1

n

/‘( ﬁ D Ak) = Jim_u(Cn) = lim sup p(Cy) 2 lim sup u(An).

n=1k=n
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PRIMJEDBA

U zadatku 2.15. upoznali smo se s pojmom atoma kao nepraznog skupa iz neke o—
algebre koji ne sadrzi niti jedan drugi neprazan skup iz iste o—algebre. Uocimo da
su svi jednoclani izmjerivi skupovi ujedno i atomi. U sljedecem zadatku navodimo
nesto drugaciju definiciju atoma u svrhu definiranja neatomske mjere.

ZADATAK
Neka je (X, A, 1) prostor mjere i neka su svi jednoélani skupovi {x}, x € X izmje-
TVt tj.

{z} € A za svaki x € X.
Tocka x naziva se atom ako je p({z}) > 0. Mjeru u nazivamo neatomska ili difuzna
ako na danom prostoru mjere nemamo atoma. Navedite primjer mjere koja nije
difuzna na izmjerivom prostoru (R, B(R)).

RjesSenje. Uzmimo, na primjer, Diracovu delta mjeru koncentriranu u tocki z = 0.
Tada je dp({0}) = 1, odnosno {0} je atom.

ZADATAK

Neka je p difuzna mjera na izmgjerivom prostoru (X, A). PokaZite da su svi prebro-
jivi podskupovi od X wujedno i izmjerivi skupovi mjere nula.

RjesSenje. Neka je A C X prebrojiv skup. Tada njegove elemente mozemo poredati
u niz, odnosno

A={ay,a2,...,an,...}.
Kako su svi {a,} € A, neN, tojei A= U{an} e A

neN
Sada, koriste¢i o—aditivnost mjere dobivamo

= u( U {an}) =D n({an}) =0,

neN neN

gdje zadnja jednakost slijedi iz svojstva difuzne mjere u da je u ({z}) = 0 za svaki
reX.

ZADATAK

Pokazite da se svaka vjerojatnosna mjera P na izmjerivom prostoru (R, B(R)) moze
zapisati u obliku sume pu—+v, gdje su , v mjere na danom izmjerivom prostoru takve
da je p difuzna mjera, a mjera v je oblika

y:anéxn,sn>0, T, € R, neN.
neN

Rjesenje. Kako je P vjerojatnosna mjera, vrijedi da je P(R) = 1. Stoga, pretpo-
stavimo da imamo konacno mnogo atoma x1,...,Z, na danom prostoru mjere za

koje vrijedi P({x;}) > k: k € N. Kako je

% Z ({zi}) = (U{xl ) =P{z1,...,7a}) <PR) =1,
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vrijedi da je n < k, odnosno imamo najvise k atoma za koje je

1
Oznacimo sada sve atome za koje je P({z}) € [%, k—il) s xgk), . ,xik&), pri éemu
je n(k) < k. Kako je
1 1
U |:k7 k‘—l) - (0,00),
keN

slijedi da smo u obzir uzeli sve moguce mjere atoma. Imamo samo kona¢no mnogo
atoma s mjerom u svakom pojedinom intervalu [1/k,1/(k — 1)), k € N, odnosno
ukupno prebrojivo mnogo atoma koje mozemo poredati u niz x1,xs,x3,... Sada
mozemo definirati funkciju

vim 3P (fai}) b,
ieN
koja je mjera na R (vidi zadatak 2.33.). Nadalje, za svaki skup A € B(R) vrijedi

v(A) =Y P({z:}) 6. (A) = > P{xi})

€N iix, €A

=PANn{zi,z2,...}) <P(A4),

odnosno P(A) — v(A) > 0 za svaki A € B(R). Nadalje, definirajmo funkciju p :
B(R) — [0,00] s u(A) :== P(A) — v(A). Preostalo je provjeriti svojstva (02) i (03)
kako bi se uvjerili da je p mjera. Vrijedi

(@) =PW0) —v(®) = 0.

Takoder, za proizvoljan niz disjunktnih, izmjerivih skupova (A, ),en, zbog kona¢nosti
mjere v (V(R) < P(R) = 1) vrijedi

p(UJ4An) =P 4n) —v( 4n) = D P(An) = Y w(4n)

neN neN neN neN neN

= Z (P(An) — Z/(An)) - Z ,U(An)v

neN neN

¢ime je dokazano da je funkcija p mjera na izmjerivom prostoru (R, B(R)).
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2.3. Vanjska mjera

DEFINICLIA
Neka je X skup, a 2% njegov partitivni skup. Vanjska mjera na skupu X je svaka

funkcija p* : 2% — [0,00] s ovim svojstvimas:
(w*1) w*(0) =0,
(1*2) (monotonost) A C B C X = u*(A) < u*(B),

(u*3) (o-subaditivnost) za svaki niz (An)nen skupova iz X vrijeds

8

,LL*( An) < ZNJ*(An)
1 n=1

n

Primijetite da ¢e mjera ujedno biti i vanjska mjera ako i samo ako je ta mjera
definirana na cijelom partitivnom skupu 2% te da vanjska mjera opéenito nije i
mjera.

DEFINICLIA
Neka je p* : 2% — [0, oc] vanjska mjera na skupu X. Za skup B C X kazemo da je
w=izmjeriv ako je

w(A) =p (AN B) + p* (AN B°), VA C X.

Iz prethodne definicije slijedi da su () i X p*~izmjerivi skupovi. Nadalje, ako je
skup B p*—izmjeriv, onda je i B¢ pu*—izmjeriv skup.
ProPoOZICIIA
Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X . Ako je u*(B) = 0 ili p*(B¢) =
0, onda je B p*-izmjeriv skup.

TEOREM (CARATHEODORY?)
Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X. S M, oznacimo familiju
svih p*-izmjerivih podskupova od X. Tada vrijedi:

(a) My~ je o-algebra na skupu X,

(b) restrikcija funkcije p* na M« je mjera.

DEFINICIJA
Neka je X meprazan skup. Familiju C podskupova od X nazivamo o-pokrivat od X
ako ona ima sljedeéa dva svojstva:

4Constantin Carathéodory (1873.-1950.), njemacki matematicar grékog porijekla.
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(a) D ecC,

(b) postoji niz (Cp)nen élanova iz C takav da je X =, Cp.

Prorozicisa
Neka je C neki o-pokrivac nepraznog skupa X, dok je T : C — [0,00] bilo koja
funkcija sa svojstvom () = 0. Definirajmo funkciju p* : 2% — [0, 00| formulom

1 (A) = inf{iT(Cn) CAC G Cn, Cr€C, nc N}.
n=1

n=1

Funkcija pr je vanjska mjera.

Rijeseni zadaci

. ZADATAK

Neka su p*,v* : 2% — [0,00] vanjske mjere na skupu X. DokaZite da je tada i
funkcija 7 : 2% — [0, 00|, definirana s

7 (A) == max{p*(A),v*(A)}

vanjska mjera.

Rjesenje. Ispitajmo zadovoljava li funkcija 7* osnovna svojstva vanjske mjere:

(11) 7(0) = max{p*(0),v*(0)} = 0.
(u*2) Neka je A C B C X. Sada je, zbog

p(A) <p’(B) & v (A) <vi(B),
7 (A) = max{p"(A), " (A)} < max{p”(B),v"(B)} = 77(B).

(1*3) Neka je (Ap)nen proizvoljan niz podskupova od X. Tada je
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2.52. ZADATAK
Na skupu 2V definirana je funkcija p* : 28 — [0, 00] formulom

n2

A =4 T2 ako A ima n elemenata, n € Ny
1,  ako je A beskonacan skup.

Pokazite da je p* vanjska mjera.

RjeSenje. Iz definicije funkcije p* vidimo da vrijedi prvo svojstvo vanjske mjere.
(u*2) Neka su A, B C N takvi da je A C B. Definirajmo pomoénu funkciju f:N—R

s fln):=1-— o Lako je pokazati da je ta funkcija monotono rastuca te
da je f(n) > % za svaki n € N.
o Ako su A i B konacni skupovi, zbog monotonog rasta funkcije f slijedi
u*(A) < 1 (B).
o Ako je A konacan i B beskonacan skup, vrijedi
WH(A) 1= " (B),
o Ako su A i B beskonaéni skupovi, vrijedi jednakost
W (A) = w(B) = 1.
(1*3) Neka je (A, )nen proizvoljan niz podskupova od N.
o Ako su svi skupovi prazni, vrijedi
p (U An) =D w4 =0.
neN n=1

o Ako je samo jedan od skupova A,, n € N neprazan, konacan skup
(pretpostavimo da je to skup Ax od k elemenata), a ostali su skupovi
prazni, tada je

i (U 40 = X w4 = T

neN n=1

o Nadalje, kako za svaki neprazan konacan skup A,,, n € N, od n elemenata
vrijedi da je pu*(A,) > %, ako su samo dva skupa neprazna i kona¢na, a
ostali su prazni, vrijedi

pr (U An) 1<) w4,

neN

Lako se pokaze da tvrdnja vrijedi i u slu¢aju kada imamo n > 3 nepra-
znih, kona¢nih skupova, a ostali su skupovi prazni.
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o Ako je barem jedan od skupova A,, n € N beskona¢an, onda je i unija
U,hen An beskonacan skup, pa je

(A =123 (A,

neN
¢ime je dokazano i trece svojstvo vanjske mjere.
2.53. ZADATAK
Dokazite da je funkcija p* : 2N — [0, 00] definirana s

0, ako je A=1
w*(A):=< 1, ako je A diskretan skup
00, ako je A neprebrojiv skup

vangska mjera.

RjesSenje. Prvo svojstvo vanjske mjere slijedi iz definicije funkcije p*.
(u*2) Neka su A C B C N neprazni skupovi, jer u suprotnom monotonost direktno
slijedi.
o Ako je B diskretan skup, onda je i A diskretan i vrijedi
i (A) =1 = *(B).
o Ako je B neprebrojiv, a A diskretan skup, vrijedi

1(A) = 1 < 0 = u*(B).

o Akosui A i B neprebrojivi skupovi, tada je

(1*3) Neka je (A )nen proizvoljan niz podskupova od N. Pretpostavimo da je barem
jedan skup neprazan, jer u suprotnom odmabh slijedi o—subaditivnost.

o Ako je samo jedan skup A,, n € N diskretan neprazan (a ostali su

prazni), onda je i |, oy An diskretan neprazan skup, pa vrijedi

i (U An) =1= 2 p*(An).
neN n=1

Takoder, ako su dva ili vise skupova A,, n € N diskretni neprazni (a

ostali su prazni), onda je i |J, cy An diskretan neprazan skup, pa vrijedi
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o Ako je barem jedan od skupova A,, n € N neprebrojiv, onda je i skup
U,hen An neprebrojiv, pa vrijedi

wr (U An) =00 =) (4n).

neN
Isto dobivamo i u slu¢aju kada imamo dva ili vise skupova koji su nepre-
brojivi.
2.54. ZADATAK
Neka je X bilo koji neprebrojiv skup te u*,v* : 2% — [0, co] vanjske mjere definirane
formulama:

1, w suprotnom, 00, U suprotnom.

(A = {O, ako je A diskretan VH(A) = { 0, ako je A diskretan

Dokazite:
(a) Skup A C X je p*—izmjeriv ako i samo ako je A ili A® diskretan skup.

(b) Svaki skup A C X je v*—izmjeriv.

Rjesenje. Opcenito, ako je skup vanjske mjere nula, onda su, prema propozi-
ciji 2.22., on i njegov komplement izmjerivi.

(a) Neka je jedan od skupova A ili A° diskretan. Tada je p*(A4) = 0ili p*(A°) =0,
pa je A p*—izmjeriv.
Pokazimo da vrijedi i obrat, uz pomoé¢ kontrapozicije. Ako niti jedan od
skupova A i A€ nije diskretan, onda je p*(A4) = pu*(A°) = 1. Kada bi skup A
bio p*—izmjeriv, prema definiciji 2.21. bi vrijedilo
w(B) = p(BNA)+ pu*(Bn A%, VB C X.
No, za B = X dobivamo
1=p"(X) <2=p" (X NA)+p" (X NAY,
iz Cega slijedi da A nije p*-izmjeriv skup.

(b) Neka je B bilo koji podskup od X. Ako je B diskretan, onda su diskretni i
skupovi BN Ai BN A°. Zato je

v (B) = v (BN A) = v* (BN A°) = 0,

odakle dobivamo
v (B)=v*(BNA)+v*(BnA°).

Ako B nije diskretan skup, onda barem jedan od skupova BN A ili B N A¢
nije diskretan, pa stoga ponovno vrijedi gornja jednakost.
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. ZADATAK

Neka je X bilo koji neprebrojiv skup, p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera i F,G C X
disjunktni, p*—izmjerivi skupovi. DokaZite da tada vrijedi

W AN(GUF) = (ANG)+p*(ANF), VACX.

Rjesenje. Ako iskoristimo p*—izmjerivost skupa G C X te za test—skup odaberemo
AN(GUF) C X, iz definicije 2.21. odmah slijedi trazena jednakost.

). ZADATAK

Neka je X bilo koji neprebrojiv skup, u* : 2% — [0, 00] vangjska mjera i A C X tako
da je u*(A) = 0. Dokazite da je tada

W (B) =t (BUA) = p* (BN A%), BC X.

RjeSenje. Iz svojstava monotonosti i o—subaditivnosti vanjske mjere te iz uvjeta
p*(A) = 0 slijedi:

p(B) < p (BUA) < p*(B) 4 p*(A) = p*(B),

odnosno
1(B) = u*(BU A). (2.8)
Nadalje, iz
p*(B) =p*(BNX) =p"(BN(AUAY)) < p*(BNA)+p" (BN A
< J(A) + p* (BN A%) = i (BN A°) < 1* (B)

slijedi da je
u*(B) = (B 1 A°), (2.9)
pa iz (2.8) i (2.9) dobivamo trazenu jednakost.

. ZADATAK

Neka je X bilo koji neprebrojiv skup, p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera i A p*—izmgjeriv
podskup od X. Dokazite da tada vrijedi

p (AU B) + p* (AN B) = p*(A) + p*(B), B C X.

Rjesenje. Neka je B C X proizvoljan skup. Kako je A C X p*—izmjeriv skup,
vrijede sljedece jednakosti:

p(BNA)+ p* (BN A% = p*(B), (2.10)
p (AU B) = p*(A) + p* (BN A,

iz kojih zbrajanjem dobivamo

pw (BNA)+p* (BNA®) +p* (AU B) = p*(B) + p*(A) + p* (B N A°).
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Nadalje, oduzimanjem p*(B N A°) s obiju strana prethodne jednakosti, uz pretpo-
stavku p*(B N A°) < oo, dobivamo trazenu tvrdnju. Ako je p*(B N A°) = oo, iz
jednakosti (2.10) slijedi da je i

p (AU B) = p*(B) = oo,

iz ¢ega ponovno slijedi trazena tvrdnja.

. ZADATAK

Neka je X bilo koji neprebrojiv skup i pu* : 2% — [0, 0] vanjska mjera. Dokazite da
je skup A C X p*—izmjeriv ako i samo ako postoje u*—izmgjerivi skupovi E, F C X,
takvi daje ACE, ACF i (ENF)=0.

Rjesenje. Neka je A C X p*—izmjeriv skup. Tada je i skup A¢ C X p*—izmjeriv,
pa uz odabir skupova E = A i F' = A€ slijedi trazena tvrdnja.
Obratno, pretpostavimo da su FE, F' C X skupovi s trazenim svojstvom. Tada je
F¢ C A CE, pa je lako uociti da vrijedi A = FCU(ANF). Iz

0< W (ANF) < (ENF)=0

i propozicije 2.22. slijedi da je skup ANF' p*—izmjeriv. Sada je i skup A p*—izmjeriv,
kao unija p*—izmjerivih skupova.

. ZADATAK

Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X te (Ap)nen niz podskupova od
X za koji vrijedi Y.~ | 1(Ay) < co. DokaZite da je tada skup

E:={z € X: ze€ A, za beskona¢no mnogo n € N}

vanjske mjere nula.

RjeSenje. Prema uvjetima zadatka, (A4, )nen je niz podskupova od X za koji vrijedi
S 1(Ay) < oo. Neka je

o0
En::UAi,neN

i=n

te primijetimo da je E C E, za svaki n € N. Sada je
(oo}
0 < p*(B) < p*(Bn) <D pr(Ad),

pa prelaskom na limes n — oo dobivamo da je u*(E) = 0.

PRIMJEDBA

Uocite vezu izmedu prethodnog zadatka i Borel-Cantellijeve leme dokazane u za-
datku 2.41.
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2.60. ZADATAK
Neka je (X, A, u) prostor mjere, a p* : 2% — [0,00] vanjska mjera definirana
formulom

pw(A)=inf{u(B): ACB i BeA}
(a) Dokazite da se infimum p*(A) postize na nekom nadskupu B skupa A.

(b) Dokazite da je skup A € A p*—izmjeriv i da vrijedi p*(A) = p(A).

Rjesenje.

(a) Prema definiciji infimuma postoji niz (By,)ren izmjerivih skupova takav da je
ACB,,neNilim, o pu(B,) = pu*(A). Neka je

B= ﬂ B, € A.
n=1
Pokazimo da je pu(B) = p*(A4). Iz A C B slijedi pu*(A) < u(B). Nadalje, iz
B C B, slijedi u(B) < u(By), odakle prijelazom na limes dobivamo
p(B) < lm p(B,) = p*(A).

n—oo
Dakle, u(B) = pu*(A).

(b) Neka je A € A. Po definiciji je p*(A) < u(A). Nadalje, za svaki B € A, takav
da je A C B, imamo p(A) < p(B). Uzimanjem infimuma po svim takvim
skupovima B dobivamo u(A) < p*(A). Dakle, u(A) = p*(A). Pokazimo
da je A p*—izmjeriv. U tu svrhu dovoljno je pokazati da za svaki B C X,
w*(B) < oo vrijedi

p(B) = p (BN A) + p*(B N AY).

Neka je B* € A takav da je B C B* i u*(B) = u(B*). Prema (a) takav skup
B* postoji. Sada imamo

i (B) = u(B*) = u(B* N A) + pu(B* 0 A%) = " (B* 1 A) + " (B* 1 A%)
> u*(BA) + ' (BN AY),
pri ¢emu je prva nejednakost posljedica toga S$to je u > p* za svaki izmjeriv
skup, a druga vrijedi zbog monotonosti vanjske mjere.
2.61. ZADATAK

Na skupu N vanjska mjera p* definirana je formulom:

“(4) = w1, @ko A iman elemenata
H o 1, ako je A beskonacan skup.

Pronadite sve pu*—izmjerive skupove.
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RjeSenje. Po definiciji 2.21., skup A C N je p*—izmjeriv ako je
w(B) =p (BNA)+ p (BN A°) zasvaki B CN.

Kako je barem jedan od skupova A ili A beskonacan, tj. p*(A) = 1ili p*(A4A°) =1,
a iz gornje jednakosti za B = N slijedi da je

L= () + it (A°),

mozemo zakljuciti da su N i () jedini p*~izmjerivi skupovi.

ZADATAK
Neka je p* aditivna vanjska mjera na X, tj.

p (AU B) = p*(A) + p*(B)

za svaka dva disjunktna skupa A, B C X. DokaZite da je p* mjera.

Rjesenje. Neka su A, B C X. Skupovi AN B i AN B¢ su disjunktni te je A =
(AN B)U (AN B°), pa prema uvjetima zadatka vrijedi

p*(A) = p (AN B) + p* (AN B°).

To znaéi da je svaki skup B C X p*—izmjeriv. Prema Carathéodoryjevu teoremu
w* je mjera.
ZADATAK
Neka je p* vanjska mjera na X. DokaZite da za svaka dva podskupa A i B od X
vrijedi

1*(A) — i (B)| < u*(AAB).

RjeSenje. Zadatak se moze rijesiti na isti nac¢in kao zadatak 2.39.

ZADATAK

Neka je (X, A,p) prostor mjere, p* : 2% — [0,00] vanjska mjera takva da je
/”LI*MM* =, gdje je M, skup svih p*-izmjerivih podskupova od X i A C X skup
koji nije p*—izmjeriv i za koga vrijedi da je u*(A) < oo. PokaZite da postoji skup
S C A takav da je u*(S) > 0 i da S nema p*-izmjerivih podskupova pozitivne mjere.

Rjesenje. Neka je
a :=sup{u(B) : B C A, B p*-izmjeriv}.
Po definiciji supremuma, za svaki n € N postoji p*-izmjeriv podskup B,, od A takav

da je
w(Bp) >a—1/n. (*)



2.65.

60 Vanjska mjera

Za svaki takav B, je
1(Bn) = p*(Bn) < p*(4) < oo.

Skup B :=J,, By je p*—izmjeriv, paje B C A i

u(B) < a. (%)

Kako je B, C B, slijedi da je u(B,) < u(B) te pomoéu (x) i (%) dobivamo
u(B) = a.

Neka je S = A\B. Kako skup A = BU(A\B) nije pu*—izmjeriv, a B je p*—izmjeriv,
slijedi da S = A\ B nije p*—izmjeriv skup. Stoga je, prema propoziciji 2.22., u*(S) >
0. Nadalje, pretpostavimo da je T p*-izmjeriv podskup od S. Tada je BUT p*—
izmjeriv podskup od A. Zbog BNT = 0 je

a2 p(BUT)=puB)+uT)=a+uT) = a,

odakle slijedi pu(T") = 0. Dakle, S nema p*-izmjerivih podskupova pozitivne mjere.

ZADATAK
Neka je p* : 2% — [0, 00] vangska mjera na skupu X, a E,F C X. Dokazite:

(a) Ako je u*(E) =0, onda je p*(EUF) = p*(F).

(b) Ako je E C F, u*(F\E) = 0 i ako je E p*—izmjeriv, onda je F takoder
w*—izmgjeriv skup i vrijedi p*(F) = p*(E).

(c) Ako je p*(EAF) =0, onda je p*(E) = p*(F).

Rjesenje.
(8) Iz p*(BUF) < p*(B) + u*(F) = u*(F) i
FCEUF=u(F)<u(EUF)
slijedi trazena jednakost.

(b) Prema propoziciji 2.22. skup F\E je p*—izmjeriv. Skup F' = E U (F\FE) je
unija dvaju p*—izmjerivih skupova pa je i sam p*-izmjeriv.
Nadalje, iz monotonosti i c—subaditivnosti vanjske mjere slijedi

1(E) < p*(F) < u*(B) + p* (F\E) = u*(B),

. 1t (E) = p (F).
(c) Kako je
E\F,F\E C EAF,
slijedi
P (E\F) = p*(F\E) = 0.
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Sada je

Sto daje jednakost pu*(E) = p*(F).

2.66. ZADATAK
Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X, A C X i (E,)nen niz p*-
1zmgerivih skupova. PokaZite da je

w(JMAnE)) =) w (AN E,).
n=1 n=1

RjesSenje. Definirajmo najprije pomoc¢ne skupove
E:=F), B:=ANn(E1U...UE,).
Skup Fj je p*—izmjeriv te koristeé¢i B kao test—skup dobivamo
w*(B) = p (BN Ey) 4+ u*(BNEY),

tj.
W (AN(ELU...UE,)) = g (AN B + p* (AN (B2 U...UE,)).

Ako taj nacin zakljuCivanja ponovimo n — 1 puta tako da u i-tom koraku za pu*—
izmjeriv skup uzmemo E;, a za test-skup AN (E; U...U E,), dobivamo

u*(Am (E4 U...UEn)) = i:ﬂ*(AﬂEi).
=1

Sada zbog

n

Am(UEi)gAm(GEi)

i=1 i=1

imamo
n n

Zu*(AmEi):u*(Am(UEi)) gu*(Am(iji)),

i=1 =1 i=1

odakle slijedi

(G

Sow(AnE) <]

i=1 %

(ANEy)).

Il
=

Obratna nejednakost o¢ito slijedi iz o—subaditivnost vanjske mjere p*.
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ZADATAK

Neka je p* — [0, 00] wvangska mjera na X i (An)nen niz podskupova od X.
Pretpostavimo da postoji niz (Bp)nen disjunktnih, p*—izmjerivih skupova, takvih da
je A, C B, za svakin € N. DokaZite da tada vrijedi

M(GAn)=§:M

n=1

. 2X

Rjesenje. Neka je A =J)—, A,,. Primijetimo da za svaki n € N vrijedi AN B,, =
A,,. Sada, prema zadatku 2.66., slijedi da je

(Ua)=nw(anUB) =Y w(anB) =3 w4

n=1 n=1 n=1 n=1

ZADATAK

Neka se o-pokrivaé C neprebrojivog beskonacnog skupa X sastoji od 0, cijelog skupa
X i svih jednoclanih podskupova od X. Definirajmo funkciju 7 : C — [0,00] na
sljedeci nacin:

7(0) =0, 7({z}) =0 i7(X)=1.

Nadalje, neka je pus : — [0, o0] vanjska mjera iz propozicije 2.25. DokaZite da je
wr = p*, gdje je p* vanjska mjera iz zadatka 2.54.

2X

Rjesenje. Ako je skup A = {ay,...,a,} konatan, mozemo ga zapisati kao prebro-

jivu uniju
A=(Jlahu( U 9.

i=1 i=n+1
Tada je
0<ur(A ZT {a;}) Z 7(0) =0,
=1 1=n—+1

odakle slijedi pX(A) =
Ako jeskup A C X p ebrOle mozemo ga zapisati kao prebrojivu uniju njegovih
¢lanova

A= U{an},

pa ponovno dobivamo da je pX(A) = 0.
Pretpostavimo da A C X nije diskretan skup. Ako je

AcC Gcn,cnec,

n=1
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tj. ako je A pokriven s prebrojivo mnogo skupova iz C, onda barem jedan C,, mora
biti jednak skupu X. Bez smanjenja opcéenitosti, neka je C; = X. Tada je

1=1(C1) < 7(Cy),

pa iz definicije vanjske mjere p¥ (kao infimuma) slijedi 1 < px(A). Nadalje, kako je
ACX, toje
Wi (A) < 7(X) = 1.

Time smo pokazali da je uX(A) = 1 za svaki neprebrojiv skup A C X.
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2.4. Dynkinove klase i m-sistemi

DEFINICLIA
Neka je X skup. Familija D podskupova od X koja zadovoljava sljedeéa svojstva:

(d1) X €D,
(d2) (A, BeD & BCA)=— A\BeD,
(d3) ako je (An)nen rastuci niz skupova iz D, onda je \J,—; An € D,

naziva se d-sistem, Dynkinova® klasa ili Dynkinova familija na skupu X.

DEFINICIJA
Neka je X skup. Familiju podskupova od X koja je zatvorena na konacéne presjeke
nazivamo m—sistem na skupu X.

PRIMJEDBA

Lako je pokazati da je presjek proizvoljno mnogo d-sistema [w-sistemal na skupu
X opet d-sistem [m-sistem] na X. Neka je € bilo koja familija podskupova od X .
Presjek svih d-sistema [m-sistema] na X koji sadrie £ najmangi je d-sistem [m-
sistem] na X koji sadrzi €, oznacavamo ga s D(E) [odnosno s w(E)] i nazivamo
d-sistem generiran s £ [m-sistem generiran s &J.

TEOREM
Neka je € bilo koji m—sistem na X. Tada je o(E) = D(E), tj. o-algebra generirana
m—sistemom & jednaka je d—sistemu generiranim s &.

Sljededi teorem nam moze biti od velike pomo¢i ukoliko budemo trebali pokazati
da se neke dvije mjere podudaraju na o—algebri.

TEOREM
Neka je o—algebra A na skupu X generirana w—sistemom &, tj. A= o(€). Nadalje,
neka su p,v: A — [0,00] dvije mjere na o-algebri A, takve da je

wE) =v(E), VE €.
Ako je ispunjen jedan od sljedecéih dvaju uvjeta:
(a) w(X)=v(X) <ooil
(b) postoji rastuci niz (En)nen skupova iz € sa svojstvom
X=JE. & pBn)v(E,) <00, YneN,
n=1

onda je = v.

5Bugene Borisovich Dynkin (EBrenu#t bopucoBuu JILIHKMH) (1924.-), ruski matematicar.
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Rijeseni zadaci

ZADATAK
Pokazite da je svaka o—algebra A na skupu X ujedno i Dynkinova klasa i m—sistem.
Primijetite da obrat ne vrijedi.

RjeSenje. Iz svojstava o—algebre direktno slijedi da je X € A te da je za svaka
dva skupa A, B € A, takva da je B C Ai A\B € A. Isto tako, za proizvoljan,
rastuéi niz (A, )nen skupova iz A i njihova je unija takoder element te familije,
¢ime su dokazana sva svojstva Dynkinove klase. Nadalje, kako je o—algebra A
zatvorena na prebrojive presjeke, ona je i m—sistem jer je, po definiciji, dovoljno
ispuniti zatvorenost na konacne presjeke.

ZADATAK

Familiju £ podskupova od X nazivamo A—sistem ako zadovoljava sljedeca svojstva:

(/\1) 0e ﬁ,
(A2) ako je A€ L, onda jei A° € L,
(A3) familija L je zatvorena na prebrojive, disjunktne unije, tj. ako je (Ay)nen niz

medusobno disjunktnih skupova iz familije L, onda je U A, € L.
neN

Pokazite da je familija F, koja je ujedno i m—sistem i A—sistem, takoder i c—algebra.

RjeSenje. Prva dva svojstva o-—algebre direktno slijede iz svojstava A—sistema.
Kako bi dokazali treée svojstvo, uzmimo proizvoljan niz (A, )nen skupova iz F.
Neka je By = Ay i B, = A\U/ A, n > 1. Lako je uociti da je (By)nen
disjunktan niz skupova. Kako je familija F takoder i m—sistem, vrijedi da je

B,=A,NA{N---NAS_, €F,

pa je prema svojstvu (Ag) i U A, = U B, € F.
neN neN
ZADATAK

Neka je familija D ujedno i Dynkinova klasa i m—sistem na X. PokaZite da je tada
za svaka dva skupa A,B € D i A\B € D.

Rjesenje. Kako je D m—sistem, slijedi da je AN B € D, pa iz drugog svojstva
Dynkinove klase slijedi A\(ANB) = A\B € D.

ZADATAK
Neka su A, B C X. Pronadite o—algebru i Dynkinovu klasu generirane familijom
{A, B}. Koja je familija veéa? Kada vrijedi jednakost?
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Rjesenje. Ocito, familija {A, B} je m—sistem u slucaju kada je A = B, A C B,
B C A ili kada je barem jedan od skupova A i B jednak () ili X. Tada, prema
teoremu 2.30., slijedi da je o ({A,B}) = D({A, B}). Isklju¢imo sada prethodno
navedene sluc¢ajeve te promotrimo sljedece:

o Ako je AN B # (), onda je

o ({A,B}) ={0,X,A,B,A°, B°, AU B, A°N B°, AU B°, A°N B, BU A°,
B°NA,A°UB¢, AN B},
D({A, BY) = {0, X, A, B, A, B°Y},

odnosno vrijedi da je D ({4, B}) C o ({4, B}).
o Ako je AN B =), slijedi da je A C B¢, odnosno B C A° te dobivamo da je
o ({A, BY) = D({A, B}) = {0, X, A, B, A°, B, AU B, A° 1 B°}.

2.73. ZADATAK
Neka su p i v vjerojatnosne mjere na (R, B(R)).

(a) Dokazite da je familija
C={(a,b): a,beR, a<b}
T-sistem.
(b) Dokazite da je familija
D={BeB(R): u(B) =v(B)}
Dynkinova klasa.

(¢) Ako je p((a,b)) = v((a,b)) za sve a,b € R takve da je a < b, dokazite da je
tada u(B) = v(B) za sve B € B(R), tj. vrijedi da je B(R) = D.

Rjesenje.
(a) Za svaka dva intervala (a,b), (c,d) € C vrijedi da je

(a,b) N (¢,d) = (max{a,c}, min{db,d}) € C.

(b) Kako su pu i v vjerojatnosne mjere, vrijedi da je u(R) = v(R) = 1, ¢ime je
dokazano svojstvo (dy).
Kako bi dokazali drugo svojstvo, uzmimo proizvoljne skupove A, B € D, B C
A. Ocito je A\B € B(R). Kako je B C R, iz svojstva monotonosti mjere
slijedi da je
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pa vrijedi
H(A\B) = j(A) — p(B) = v(A) — v(B) = v(A\B).

Dakle, A\B € D.
Uzmimo sada proizvoljan, rastuéi niz skupova (A,)nen iz D. Iz svojstva

neprekidnosti mjere na rastuce nizove, jer je ocito UneN A, € B(R), dobivamo

UA —hmM(A)—hmy )=v UA

n—00
neN neN

iz cega slijedi da je |J, ey An € D, Cime su dokazana sva svojstva Dynkinove
klase.
(¢) Iz definicije familije D odmah slijedi da je
D C B(R). (2.11)

Nadalje, kako je familija C 7—sistem, vrijedi B(R) = o(C) = D(C), pa ako
iskoristimo ¢injenicu da je C C D te da je D Dynkinova klasa, dobivamo

B(R)=D(C) CD. (2.12)
Sada iz (2.11) i (2.12) slijedi trazena tvrdnja.

2.74. ZADATAK
Neka je (R, B(R), ) prostor vjerojatnosne mgere te neka je E € B(R). DokaZite da
je familija
A={AeBR): p(ANE) = pA)u(E)}

Dynkinova klasa.

Rjesenje. Pokazimo da vrijede tri osnovna svojstva Dynkinove klase:
(d1) Kako je u(R) = 1, vrijedi da je
w(RNE) = p(E) = p(R)u(E).
(d2) Neka su A,B € A, B C A. Ocito je A\B € B(R). Nadalje, kako je, prema
monotonosti mjere,
p(BNE) < p(B) < pR) =1 < oo,
dobivamo da je
p(A\B)u(E) = p(A)u(E) — p(B)p(E) = (AN E) — u(BN E)
=p(ANEN(BNE)) = p((A\B ) E).
Sada mozemo zakljuciti da je A\B € A.
(d3) Neka je (A, )nen rastuci niz skupova iz A. Kako je (J, .y An € B(R), prema

svojstvu neprekidnosti mjere na rastuée nizove i definicije familije A, slijedi
da je

(UAnﬁE): lim p(A, NE)= lim p(A, UA

n—oo n—oo
neN neN
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2.5. Lebesgueova vanjska mjera

Prisjetimo se najprije definicije Lebesgueove® vanjske mjere na R, opisane u [10].

Neka je C familija svih otvorenih intervala iz R oblika (a,b), a < b. Tada je C
o-pokriva¢ skupa R. Nadalje, definirajmo funkeiju 7 : C — [0, 00] s

7((a,b)) :=b—a, a<b,
te neka je A C R. S C4 oznac¢imo familiju svih nizova (Cp)nen, Cn € C, koji
pokrivaju skup A, tj.
Cai={ (@ b)) per s an <ba & AC | (anbu) }-
n=1

Funkciju A* : 28 — [0, 00|, definiranu formulom

3
Il
-

nazivamo Lebesgueova vanjska mjera na R.
Sada, iz prethodnog razmatranja i propozicije 2.25., slijedi:

2.32. PROPOZICIJA
Lebesgueova vanjska mjera \* je vanjska mjera.

2.33. Prorozicua
Neka su a,b € R, takvi da je a < b. Tada je

(a) A*([a,b]) = b—a,
(b) A*([a,0)) =b—a,
(©) A*((a,b]) = b—a,
(d) A*((a,b)) =b—a

2.34. DEFINICIJA
Za skup A C R kaZemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili da je Lebesgueov skup
ako je on A*-izmgjeriv.

6Henri Léon Lebesgue (1875.-1941.), francuski matematicar.
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Prorozicija
Svaki Borelov skup na R izmjeriv je u smislu Lebesguea, tj. B(R) C My«

Definirajmo sada Lebesgueovu vanjsku mjeru na R%. Neka je A C R?. S C4 oznacimo
familiju svih nizova (I,,)nen omedenih i otvorenih d-intervala koji pokrivaju skup
A, tj. takvih da je A C |Jo—; I,,. Funkciju A : 2R [0, 00], definiranu formulom

No(A) = inf { S Vol () ¢ (In)nen € cA}
gdje je .
vol (I) = [ MTn),

volumen d-intervala I = T7 x Ty X ... X Ty, nazivamo Lebesgueova vanjska mjera na
Rd

Prorozicija

Lebesgueova vanjska mjera X} je vanjska mjera.

Sljedeca je tvrdnja analogon propozicije 2.33.

Proroziciia
Neka je I bilo koji d-interval na R, Tada je \(I) = vol (I).

DEFINICLIA

Za skup A C RY kazemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili da je Lebesgueov skup
ako je on Aj-izmjeriv. S M+ oznacavamo familiju svih podskupova od R? izmjerivih
u smislu Lebesguea.

. PrRoOPOZICIIA

Svaki Borelov skup na RY izmjeriv je u smislu Lebesguea, tj. B(RY) C M.

Lebesgueova vanjska mjera A% u potpunosti je odredena svojim vrijednostima
na otvorenim skupovima. Preciznije, vrijedi:

Prorozicuja
Neka je d > 1. Za svaki podskup A C R? vrijeds:

A(A) = inf{\3(U) : U je otvoren skup i A C U}.

Prorozicuja
Lebesgueova vanjska mjera A je invarijantna na translacije, tj.

Mj(A42) =A5(4), ACR? zeRe

Nadalje, skup A C R? je Lebesqueov ako i samo ako je skup A + x Lebesqueov za
svaki x € R,
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RijesSeni zadaci

ZADATAK
Izracunajte Lebesgueovu vangjsku myjeru skupa A koji sadrzi sve racionalne brojeve
iz segmenta [0, 1].

Rjesenje. Neka je A = QN [0,1]. Zbog prebrojivosti skupa Q ¢clanove skupa A
mozemo poredati u niz, tj. A = {q1,q2,¢s,...}. Nadalje, za svaki ¢, € A, n € N
definirajmo skup Qn := (¢n — 357, qn + 57)- O€ito je

* : - € .
A (A)<1nf{22n. Ac UQn}.
n=1 neN
Za proizvoljan € > 0 iz prethodne nejednakosti dobivamo
€
<\ (A) < — =
0 <A (A) < n; o =€

te prelaskom na limes ¢ — 0 dolazimo do jednakosti A*(A) = 0.

ZADATAK
Dokazite da je Lebesgueova vanjska mjera svakog prebrojivog skupa A C R jednaka
nuli.

RjesSenje. Kako je A C R prebrojiv skup, njegove elemente mozemo poredati u
niz, tj. A = {a1,a2,a3,...} =, en{an}. Sada je

0 <X (A4) < 3N (fan)) =0
neN

zbog ¢injenice da je Lebesgueova vanjska mjera jednoclanog skupa jednaka nuli.

ZADATAK
Izracunagte Lebesgueovu vanjsku mjeru skupa B = (2, 3] te na osnovu toga zakljucite
radi li se o prebrojivom skupu.

RjeSenje. Kako je prema propoziciji 2.33. A*(B) = 1, skup B nije prebrojiv.
Nuzan uvjet prebrojivosti skupa B C R je \*(B) = 0.

ZADATAK
Neka je E C R X\ —izmjeriv skup za koga je \*(E) < co. Dokazite da za svakie > 0
postoji otvoren skup U D E takav da je \*(U\FE) < ¢.
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RjesSenje. Ako je A\* vanjska mjera na nepraznom skupu X i Ej,Fs C X A\*—
izmjerivi skupovi takvi da je E; C Es i A*(E7) < 0o, tada o¢ito vrijedi

N (Eo\E1) = M(Ey) — A (Ey).

Skup £ C R mozemo prekriti s prebrojivo mnogo otvorenih intervala, tj. E C
UneN(ana b,) =: U, a po definiciji

M (E) = inf {Z(bn —an): EC | (an,bn)} .

n=1 neN
Nadalje, za proizvoljan € > 0, prema definiciji infimuma, dobivamo da je
AN(U) < N ((anybn)) < M (E) +e,
neN
iz Cega slijedi trazena tvrdnja
N(U\E)=X(U) — \(FE) <e.

ZADATAK
Neka je Z C R i A*(Z) = 0. Dokazite da postoji otvoren skup U C R, tako da
UDZ i U\Z)<e za svakie > 0.

Rjesenje. Prema propoziciji 2.40. vrijedi
X(Z) =inf{X\(U) : U je otvoren skup i Z C U}.

Za proizvoljan € > 0, prema definiciji infimuma i monotonosti Lebesgueove vanjske
mjere, slijedi da postoji otvoren skup U O Z takav da je

N(U\Z) < M(U) < M\(Z) +e=e.
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2.6. Lebesgueova mjera

Po definiciji, restrikcija Lebesgueove vanjske mjere Aj na skup M, je mjera.
Oznacavamo ju s A4 (ili krade samo \) i nazivamo Lebesgueova mjera. Uobi¢ajeno
je i restrikciju Lebesgueove vanjske mjere A% na Borelovu o-algebru B(R?) takoder
zvati Lebesgueova mjera i oznacavati ju s Ay (ili krade samo ). Pri tome iz konteksta
treba biti jasno radi li se o Lebesgueovoj mjeri na (R, MAQ) ili o Lebesgueovoj mjeri
na (R?, B(R?)).

Prorozicia
Neka je A C R? Lebesgueov skup. Tada vrijedi:

(a) (regularnost izvana) A(A) = inf{\(U) : U je otvoren skup i A C U},
(b) (regularnost iznutra) A(A) = sup{\(K) : K je kompaktan skup i K C A},

(c) (kona&nost na kompaktima) A\(K) < oo za svaki kompaktan skup K C RY.

PRIMJEDBA

U svrhu boljeg razumijevanja sljedece definicije vazno je uvesti pojam Hausdorffovog
topoloskog prostora. Dakle, za topoloski prostor (X,U) kazemo da je Hausdorffov”
ako za svaki par razlicitih tocaka x,y € X postoje disjunktne okoline U, od x i Uy
ody, Uy,U, € U (vidi [12, definicija 3., str. 108]).

DEFINICLIA
Neka je (X,U) Hausdorffov topoloski prostor, a (X, A, ) prostor mjere takav da je
B(X) C A. Za mjeru p kaZemo da je regularna ako vrijedi:

(a) (regularnost izvana) Za svaki skup A € A je

p(U) =inf {u(U) : AC U, U otvoren},

(b) (regularnost iznutra) Za svaki otvoren skup U je

p(U) =sup {u(K) : K C U, K kompaktan},

(c) (konaZnost na kompaktima) u(K) < oo za svaki kompaktan skup K C X.

TEOREM
Svaka konacéna mjera p na (R, B(RY)) je regularna.

"Felix Hausdorff (1868.-1942.), njemacki matematicar.
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Rijeseni zadaci

2.80. ZADATAK
Neka je A C R prebrojiv skup. PokaZite da je AN(A) = 0, gdje je A Lebesgueova
mjera na R.

RjesSenje. Taj zadatak je trivijalna posljedica zadatka 2.76.

2.81. ZADATAK
Izracunajte Lebesgueovu mjeru skupova:

(a) (0,5)NQ, (b) [0,5], (c) {2},

(d) (0,5\Q, (e) ((7, 15) U (8, 16)) NR

(f) (2,10]n (R\Q),

(2) U [271 2" + 10n]

() (U2, 0.9+ 3)\Q) N (8182,

() Moy 3,3+ 3]

Rjesenje.

(a) A((0,5)NQ) =0, (b) A([0,5]) = 5,
() A({2}) =0, (d) A((0,5\Q) = 5,
(e) A(((7,15) U (8,16)) ﬂR) =9,
() A(

C

£) A((2,10]n (R\Q)) =
1
(g) skupovi <[2” 2" + 10”}) su medusobno disjunktni, pa koristeéi o-
neN
aditivnost dobivamo
A 2", 2" 4 — )\ 2” 2"+ —1) = —_— = —.

(h) Imamo da je

o0

A(( U [om9m + 3%)\@) N [81,82]) - A([gl,sl + é)\@

n=1
) -4

gdje predzadnja jednakost slijedi zbog A(Q) = 0.

N—
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(i) Kako je ([3,3 + %])nEN padajudi niz skupova i vrijedi A(41) = 1 < oo, gdje je
Ay = [3,3+ 1], prema svojstvu neprekidnosti mjere na padajuce nizove slijedi

A ﬁ 3.3+ 1/n]) = lim A([3,3+1/n])

= lim — =0.
n—oo M

2.82. ZADATAK
Neka je A C R?, A = {(0,y) : y € R}. Dokazite da je A\(A) = 0, gdje je X
Lebesgueova mjera na R?. Analogna tvrdnja moze se formulirati i dokazati i za R™,
n > 2.

Rjesenje. Neka je ¢ > 0 te
Ay = (—e27",e27") x (-n,n), n € N,

Tada je A C o, A, i vrijedi
o0 o0 n
AA) <SS MNA,) =4y . 2.13
(D= MA =D 5 (213)

n
Preostaje provjeriti je li red ) _yan = ZneNQTI konvergentan. To mozemo

napraviti na nekoliko nac¢ina:
1. Prema D’Alembertovu kriteriju konvergencije imamo

1 1
lim 2t = g 2P 2 o)
n—oo  Q, n—oco 21 2

iz ¢ega slijedi konvergencija danog reda.

2. Kako je lim ¢¥n=11
n—oo

1
lim {/a, = lim /- = 5<1L,

n—o0o n—o00 on

prema Cauchyjevom kriteriju konvergencije mozemo zakljuciti da je dani red
konvergentan.

3. Dani red mozemo direktno sumirati pomocu formule (vidi (2.5), str. 41)

o0

1
"=— g <1
> g - lql

n=1
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Poznavajué¢i Cauchy-Hadamardov® teorem i teorem o holomorfnosti sume
reda potencija (vidi [21, str. 126-127]), iz prethodne formule deriviranjem

dobivamo
= 1
n—1
> gt = —— (2.14)
n=1 <1 - q)2
Sada je

n 1
— = =2
Zgn 2(1_%)2

neN

Iz prethodnog razmatranja i nejednakosti (2.13) slijedi da je
0<AA) < 8.

Napravimo li grani¢ni prijelaz € — 0, dobivamo trazenu tvrdnju.

2.83. ZADATAK
Neka je p pravac u ravnini zadan jednadzbom y = ax + b, a # 0. DokaZite da je p
Lebesgueov skup mjere nula.

Rjesenje. Neka je pr :=p N ([k,k + 1] x R), k € Z. Kako je
s U P
keZ
dovoljno je pokazati da je A(pr) = 0 za svaki k € Z, jer iz toga slijedi
0< A < Y Alpi) = 0.

keZ

Definirajmo ekvidistantnu razdiobu z; = k + %, 1=0,1,...,n segmenta [k, k + 1].
Promotrimo dva slucaja.

o Ako je a > 0, onda je

pr © Jlwior, 2] x Jazi—y + b, az; + ],

i=1

pa je

0 < Apx) < /\( U[xi—l’ x;] X [ax;—1 + b, azx; + b})
i=1
a

<a) (z;— $i71)2 =

INgER

Il
—

?

odakle grani¢nim prijelazom n — oo dobivamo A(py) = 0.

8 Jacques Salamon Hadamard (1865.-1963.), francuski matematicar.
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o Zaa <0 je

pr C U[xi—lvxi] X [ax; 4+ b,ax;_1 + 1],

=1

odakle slijedi

=

0 < Apr) < A(|Jwim1, 2] x [az; + b, ax;—1 + b))

3

20

—a
<-a) (z;—mi1)*= o

1

.
I

pa na isti nac¢in kao u prethodnom slu¢aju ponovno dobivamo da je A(pg) = 0.

2.84. ZADATAK
(a) Neka je U neprazan otvoren skup u R. PokaZite da je A(U) > 0.

(b) Konstruirajte otvoren i neomeden skup u R sa strogo pozitivnom i konacnom
Lebesgueovom mgerom.

(c) Konstruirajte otvoren, neomeden i putovima povezan skup u R? sa strogo po-
zitivnom 1 konaénom Lebesgueovom mjerom.

(d) Postoji li otvoren, neomeden i putovima povezan skup u R sa strogo pozitivnom
i konaénom Lebesgueovom mjerom?

Rjesenje.
(a) Kako je U C R neprazan otvoren skup, u njega se moze upisati otvoreni
interval I C U. O¢cito je A(I) > 0, iz cega slijedi tvrdnja.
(b) Neka je (g,,)nen niz pozitivnih brojeva takav da je > -, &, < co. Na primjer,
neka je €, = 1/2", n € N. Definirajmo otvorene skupove

U, =(n—¢en,n+e,),neN

iskup U := J,~, U, koji je otvoren i neomeden u R. Koriste¢i o-subaditivnost
mjere A dobivamo

o0

A(U) :)\( Un) < i)\(Un) :250:5”:250:2% =2 < .
1 n=1 n=1 n=1

Zbog (a) je A(U) > 0.

(¢) Neka su
V, = (— 2_",2_") x (—n,n), n € N
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otvoreni skupovi i V = J 2, V,.
Skup V je otvoren i neomeden, a geometrijski je jasno da je putovima povezan.
Nadalje, dobivamo da je

0<AV) =AU (2727 x (=nem) £ 3 2,

neN neN

n

gdjejered ) o2 konvergentan jer, npr., prema D’Alembertovu kriteriju
konvergencije imamo

1 1

lim 22 — Jim nt =-<1

n—oo  Qp, n—oo 21 2

(d) Ne. Ako je neprazan skup A C R neomeden i putovima povezan, onda on
sadrzi interval oblika (—o0,a) ili (b, 00) ¢ija Lebesgueova mjera iznosi +oo.

ZADATAK
Ako je E C[0,1] skup za kojeg je A(E) = 1, dokaZite da je on tada gust podskup od
[0,1].

Rjesenje. Neka je I neprazan otvoren podskup od [0,1]. Ako je INFE = @, onda je
AME)+AI)=AMFEUI) < A([0,1]) =1,

pa slijedi
ME)<1-X() <1,

§to je kontradikcija s uvjetima zadatka. Dakle, za svaki neprazan otvoren skup
I C0,1] vrijedi ENI # 0, odnosno E je gust podskup od [0, 1].

ZADATAK

Neka je (Ap)nen niz nepraznih podskupova od [0, 1], izmjerivih u smislu Lebesguea,
za koje je lim, oo A(Ay) = 1. PokaZite da za svaki € € (0,1) postoji podniz (Ag,)
od (Ay)nen tako da vrijedi

A( ﬁ Ag,) > €.

n=1

RjeSenje. Neka je € € (0,1). Iz tvrdnje da je lim,, 00 A(A,) = 1 vidimo da postoji
podniz (A, ) od (Ap)nen za Eije clanove vrijedi

1—¢

)\(Akﬂ) >1-— on
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Promotrimo sada izmjerive skupove A = ()2, Ag, 1 B =[0,1]\A. Vrijedi da je

A(B) = ([0, 1]\A) = A fj ([0, 1]\ Ay, )
n=1

< Z A0, 1NAR,) = > (1= A(4g,))

Z on —1—5—:.

Dakle, vrijedi da je A(A)=1—-A(B)>1—(1—¢) =e.

2.87. ZADATAK
Pokazite da Borel-Cantellijeva lema dokazana u zadatku 2.41. ne vrijedi u slucaju
kada umgjesto vjerojatnosnog prostora (2, A, P) imamo prostor mjere (R, B(R), \)
te kada izostavimo uvjet Y.~ | M(A,) < oo, gdje je (An)nen niz izmjerivih skupova.

RjeSenje. Neka je A, :=[0,n], n € N. Sada je

D AA) =) n=
n=1 n=1

te
A(limsup 4,,) = A ([0, 00)) = 0o # 0.

2.88. ZADATAK
Neka je \ Lebesgueova mjera na R® it > 0 realan broj. DokaZite da je \(tA) =
tIN(A) za svaki Borelov skup A C R,

Rjesenje. Prema zadatku 2.13. slijedi da je skup tA Borelov. Definirajmo sada
novu mjeru u(A) := A\(tA). Mjere p i t?\ podudaraju se na familiji svih d-intervala
(ozna¢imo ju s 7). Kako je Z 7-sistem, prema teoremu 2.31. te se mjere podudaraju
na o(Z) = B(R?).

2.89. ZADATAK
Neka je A CR Lebesgueov skup mjere A(A) > 0.

(a) Pokazite da za svaki « € (0,1) postoji otvoreni interval I, takav da je

MANTL) > aA(Ia).

(b) Pokazite da skup A — A = {x —y : x,y € A} sadrZi otvoren interval oblika
(—a,a), a > 0.
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Rjesenje.

(a) Prema definiciji Lebesgueove mjere, za svaki € > 0 postoji niz otvorenih inter-
vala (I, )nen takav da je A C J, oy In 1

D> M) < AMA) +e.
n=1
Neka je e < BA(A), B > 0. Tada je

SOML) < (1+AAA) < (1+8) S AANL),

n=1 n=1
pa postoji barem jedan n € N takav da je
AIp) < (14 B)AMAN ),
tj.
1

Za 3 = é — 1 dobivamo tvrdnju.
(b) Prema (a) postoji interval I = (a,b) takav da je
SAI) < AMANI).

Neka je F := ANTil := A(I) = b—a. Pokazimo najprije da je [0,1/2) C F—F:
Za x € [0,1/2) vrijedi

FUF+z)clIU({l+x) C(a,b+x).
Kada bi bilo z € F — F, zbog F N (F + z) = () vrijedilo bi

2/\(F):A(F)+A(F+z):/\(Fu(F+x))§b+x—a:z+x<gz,

iz cega bi slijedilo da je A\(F) < 21, tj.
MANT) < 3X(1),
§to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom.
Dakle, pokazali smo da je [0,1/2) C F — F, odakle ocito slijedi
(=1/2,l]2)CF—-FCA-A.

2.90. ZADATAK
Neka je p 2 B(R) — [0, 00] mjera na izmjerivom prostoru (R, B(R)) koja je invari-
jantna na translacije sa svojstvom p ((0,1]) = 1. DokaZite da je tada p =\, tj. da
je dana mjera upravo Lebesgueova.
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Rjesenje. Dovoljno je pokazati da je
w((a,b)=b—a zaa<b, a,b eR,

odnosno zbog pretpostavljene translatorne invarijantnosti dovoljno ¢e biti pokazati
jednakost

1 ((0,8]) = b, b>0

jer iz toga direktno slijedi
i ((a,8)) = (0,6 — ) +a) = 1 ((0,b —a) = b—a.
Pokazimo najprije da je
w((0,8) =bza0<b<1.

Koristeéi o—aditivnost i translatornu invarijantnost mjere p dobivamo:

lun((O,H)#<<OvH U(iﬂ U (nnl’l}z
(SR = (o] 5 = Sn((02))
()

pa je

Na isti na¢in dobivamo da je
m 1 1 2 m—1m
()0 o (2o (253
n n n'n n n
1
ol -2
n n

odnosno za ¢ € QN (0,1) je u((0,q]) = q.
Ako je p € (0,1) i (pn)nen padajudi niz iz Q tako da je lim, o pr = p, onda iz
svojstva neprekidnosti mjere na padajuéi niz skupova slijedi

DL

p((0,p)) = u([)(0,pn]) = lim p((0,pnl) = lim p, =p.

n=1
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Nadalje, neka je r € R, ineka je [r] najvece cijelo od r. Koristeéi osnovna svojstva
mjere te prethodno dokazano dobivamo:

e ((0,7]) = p (0, [P} U ([r], r]) = (O, [F]]) + o (([7], 7]) (2.15)
[r] [r]
=p(JG=1,0) + u (@) =3 0= 1,4]) + (], 7))
=1

(0, 1]) (12 -
(] = 2] = 1) 4 (0] = L) 4+ e ()

Kako je

iz (2.15) slijedi da je

[r]
p((0,7]) = Z Lt p () r]) = [r) + (0, = [r]] + [r])

=[]+ p(Or =) =[] +r =[] =r

zbog r —[r] < 1.
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2.7. Cantorov skup i Cantorova funkcija

Cantorov? trijadski skup je neprebrojiv skup K C [0, 1] Lebesgueove mjere A(K) = 0,
kao sto ¢emo kasnije pokazati u zadacima. Konstrukciju skupa K zapocinjemo s

jedini¢nim segmentom K, := [0,1] koji podijelimo na tri jednaka podsegmenta i
izbacimo srednji interval (%, 2). Dobivamo skup K := [0, 1] U[2,1]. Konstrukciju

nastavljamo indukcijom po n. Skup K,, n > 2 dobiva se iz skupa K,_; tako
da svaki segment od K,,_; podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo sre-
dnji interval. Uoc¢imo da je svaki od skupova K,, n € N unija od 2" disjunktnih
segmenata duljine (%)n Nakon n-tog koraka konstrukcije izbaceni su medusobno
disjunktni intervali

JE k=1,2,...,2" — 1.

Cantorov skup definira se kao presjek

o0
K = ﬂ K.
n=1

pa je

o 2"—1

Kc:(ﬁKn)c: QK;Z U(kg 5.

n=1 n=1

Skup K je neprazan, omeden i zatvoren, pa je ocito i kompaktan.
Uz Cantorov skup vazno je spomenuti i Cantorovu funkciju ¢ : [0,1] — R,
definiranu formulom

1, e(z) = h(z), ako je z € K¢
’ T\ sup{h(t):t € K¢t <z}, akojex € KN (0,1),

gdje je h : K¢ — R funkcija definirana s

h(z) = La

TR reJf neN, k=1,2...2"-1.

Cantorova funkcija ¢ je monotono rastuéa i uniformno neprekidna na [0, 1].

RijesSeni zadaci

ZADATAK
Pokazite da je AN(K) = 0.

Rjesenje. Kako je svaki od skupova K,, n € N unija od 2" disjunktnih segmenata
duljine (%)n, iz svojstva o—aditivnosti mjere slijedi da je A(K,) = (%)n. Primjenom

9Georg Cantor (1845.-1918.), njemacki matematicar.
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svojstva neprekidnosti mjere na padajuéi niz skupova (K, )nen, zbog AM(K1) =
oo slijedi da je

oo ) 2 n
= )\( OIK = nll_}n(’)lo MEK,) = nh_}rr;o (3) =0.

ZADATAK
Neka je 0.a1azas . .. ternarni prikaz realnog broja x € [0,1], tj

:ig—" a, € {0,1,2}.

2
3 <

(a) Pokazite da se Cantorov skup K podudara sa skupom svih realnih brojeva iz

segmenta [0,1] koji u svom ternarnom prikazu nemagu broj 1, tj.

K= {i g—z tan € {0,2} za svaki n}

n=1

(b) Iskoristite (a) i pokaZite da je K neprebrojiv skup.

Rjesenje.

(a) Neka je z € K = (), K, odnosno vrijedi da je z € K,, za svaki n € N.

Ako je x € Ky, onda je z € [0,1/3] ili € [2/3,1], odnosno u ternarnom

prikazu vrijedi da je 2 € [0.0000...,0.0222...] ili 2 € [0.2000...,0.2222. ..

tj. u oba slucaja postoji a1 € {0,2} takav da je
0.a10000... <z <0.a12222...

I,

Ako je x € K5 =[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1] u ternarnom prikazu

vrijedi da je 2 € [0.00000...,0.00222...] ili = € [0.02000...,0.02222. ..

] ili

€ [0.20000...,0.20222...] ili € [0.22000...,0.22222...], tj. u sva Cetiri

sluéaja postoje a1, as € {0,2} tako da je

0.a1a2000... < x <0.a4102222...

Sada se indukcijom lako pokaze da za svaki x € K, postoje jednoznacno

odredeni brojevi aq, ..., a, € {0,2} takvi da je
0.a1as...a,0000... <z <0.a1a2...a,2222...

Dakle, ako je x € K, onda se x moze zapisati u obliku x = > °7
an €{0,2}, n € N.

n13"

gdje je

Obratno, neka je z = > 77 | %2 odje su a, € {0,2}. Tada za svaki k € N

n=1 3n

w2

n=1

vrijedi

w‘3
oo‘:
3

n=1

> 9 g, 1
27 Dot (2.16)
n=k-+
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Za k =1 slijedi da je
o1
3 -3 3
odnosno za a; = 0 vrijedi da je = € [0,1/3], a za a; = 2 dobivamo z € [2/3,1],
odakle slijedi z € K. Na isti naé¢in iz (2.16) za svaki k € N odabirom brojeva
ai,...,ar € {0,2} dobivamo da je z € Kj.

(b) Definirajmo preslikavanje h : K — [0, 1] na sljedeéi nacin:
Zax =) 77, % gdjesua, € {0,2}, neka je

n=1 3n>
— b0 an
h(z) = 227 gdje je b, = 25N eN.
n=1

Iz ternarnog prikaza brojeva % =0.0222... 1 % = 0.2000... i definicije funk-
cije h slijedi da je h(1/3) = h(2/3) = 1/2, odnosno funkcija h nije injekcija.
Nadalje, primijetimo da iz ternarnog prikaza brojeva 0 = 0.0000... i 1 =
0.2222... slijedi da je h(0) = 0 i h(1) = 1. Pokazimo jos da je funkcija h
surjekcija. Neka je y € [0,1] proizvoljan element. Tada y mozemo zapisati
u obliku y = >, 12’—:;, gdje je b, = % € {0,1}. Konstruirajmo ¢ € [0,1]
takav da je ¢, = 2b,, n € N, gdje je ¢, n-ta znamenka u prikazu broja c.
Po konstrukciji slijedi da ¢ ima jednoznacno odreden ternarni prikaz koji ne
sadrzi znamenku 1, pa prema prethodno dokazanoj tvrdnji (a) slijedi da ¢
odgovara nekom x € K te po konstrukciji od z slijedi da je h(x) = y, odnosno
mozemo zakljuciti da je funkcija h surjekcija. To znaci da je neki podskup od
K ekvipotentan s [0, 1], pa K nije prebrojiv.

2.93. ZADATAK
Dokazite da ako Cantorov skup K zbrojimo sa samim sobom dobivamo segment
[0,2], tj.
K+ K=10,2].

RjeSenje. Vrijedi da je K C [0,1], pajei K + K C[0,2].
Kako bismo dokazali obratnu inkluziju, uzmimo proizvoljan =z € [0,2] i neka je
c¢c=1x/2 €[0,1]. Mozemo promotriti sljedeéa tri slucaja:

o Akojex =0,ondajec=0€ K,pajex=c+ce K+ K.
o Akojex =2,ondajec=1€ K, pajex=c+ce K+ K.
o Ako je 0 < x < 2, mozemo zakljuéiti da pored x = ¢+ ¢, ¢ € (0,1) moZze biti i

xr=a+b,a#b,a,be (0,1). Sada iz jednakosti a + b = 2¢, koristeéi ternarni
prikaz svakog od danih brojeva a, b, c € (0,1), dobivamo

o an 0 bn 26"
ZT+237: ?7 a’nvbnvcne{07132}’n€N’
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tj.
ian—l—bn—an ~0

n=1 3"
Ako je ¢, =0, onda je a,, = b, = 0. Ako je ¢, =1, onda je a, =01ib, =2
ili ap, = 21 b, = 0 te ako je ¢, = 2, onda je a, = b, = 2. Primijetimo da
smo u sluc¢aju ¢, = 1 iskljucili mogucnost da je a,, = b, = 1, jer bi tada, zbog
ap = by, za svaki n € N vrijedilo @ = b. 1z prethodnog razmatranja mozemo
zakljuciti da je

o n oo bn
Q;ZZ;L”_F 3 an, by, € {0,2} za svaki n € N,
n=1 n=1

tj. prema prethodnom zadatku slijedi da je z € K + K.

ZADATAK
Pokazite da je Cantorov skup jednak skupu svih svojih gomilista. Skupove s tim
svojstvom nazivamo savrsenim.

Rjesenje. Neka je K’ skup svih gomilista Cantorovog skupa. Kako je K zatvoren
skup, vrijedi K’ C K te preostaje pokazati obratnu inkluziju. Kako bi pokazali da
je proizvoljna tocka zo € K gomiliste skupa K, dovoljno je pokazati da za svaki
0 > 0 interval (xg — §, 29 + 9) sadrzi barem jednu tocku = € K, © # xo. Kako je
zg € K, zbog K = (), K, vrijedi da je zo € K, za svaki n € N. Za proizvoljan
1
6 > 0 odaberimo dovoljno velik n € N tako da je § > 3 Kako je g € K, i K,
je disjunktna unija 2" segmenata duljine 1/3™, jasno je da je xo sadrzan u toc¢no
jednom od navedenih 2™ segmenata koji je o¢ito podskup od (xg — §,z¢ + ). Iz

prethodne konstrukcije vidimo da interval (zg — d, 29 + 0) mora sadrzavati barem
jednu tocku skupa K razli¢itu od xg, Sto dovodi do trazene tvrdnje.

ZADATAK

Podsjetimo se da ako imamo preslikavanje f : X — Y koje je neprekidna bijekcija,
pri cemu je X kompaktan, a Y Hausdorffov prostor, onda je f homeomorfizam,
odnosno neprekidna bijekcija ¢iji je inverz takoder meprekidno preslikavanje (vidi
[12, teorem 10., str. 235]). Neka je ¢ = ¢+, gdje je ¢ : [0,1] = R Cantorova
funkeija, te i : [0,1] — [0, 1] identiteta, tj. i(x) = = za x € [0,1]. PokaZite da je ¢
homeomorfizam s [0,1] na [0,2], koji je ujedno i strogo rastuéa funkcija.

Rjesenje. Za Cantorovu funkciju vrijedi ¢(0) = 01 ¢(1) = 1, dok za identitetu ocito
vrijedi isto. Dakle, ¢(0) = 0 i ¢(1) = 2. Nadalje, zbog neprekidnosti funkcija c,
i, iz poznate ¢injenice da neprekidna funkcija preslikava segment na segment (vidi
[12, korolar 3., str. 222]), slijedi da za svaki « € (0,2) postoji z € (0,1) tako da je
p(x) = a. Dakle, ¢ ([0,1]) = [0, 2].

Kako je ¢ rastuca te i strogo rastuca funkcija na [0, 1], to je i funkcija ¢ strogo
rastuda, paje ¢ : [0,1] — [0, 2] injekcija, a zbog prethodnog razmatranja i surjekcija.
Dakle, kako je ¢ neprekidna bijekcija s kompaktnog prostora [0, 1] na Hausdorffov
prostor [0, 2], odmah slijedi da je ona i homeomorfizam.
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2.8. Lebesgue-Stieltjesova mjera na R

Neka je C familija svih poluotvorenih intervala iz R oblika (a,b], a < b. Za svaki
A C R s Cy oznaéimo familiju svih nizova (C),)nen, Cn € C koji pokrivaju skup A,
tj.
oo
Cq = {((anvbn])neN tan < by & AC U (an’bn}}
n=1
Nadalje, neka je F' : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija, tj. neka ima
svojstvo da je u svakoj tocki xg € R limes zdesna F(zo+) := Ili_>rra%0 F(z) = F(xo).
ro<T
Funkeiju p% : 28 — [0, 00] definiranu formulom

oo

:u;‘(A) P= 1nf{ Z T((anv bn]) : ((any bn])neN S CA}

1
:inf{

gdje je 7 : C — [0, 00] funkcija definirana s

n

NE

[F(bu) = F(an)] = ((@n,bo])nen € Ca}.

n=1

7((a,b]) := F(b) = F(a),  a<b,

10

nazivamo Lebesgue-Stieltjesova'’ vanjska mjera na R inducirana funkcijom F'.

2.46. PROPOZICIJA
Funkcija % : 2% — [0, 00] je vanjska mjera.

2.47. PROPOZICIJA
iwi({a}) = F(a) — F(a=),  a€R.

2.48. PROPOZICIJA
Neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada je

Prema teoremu 2.23. skup M, svih pr—izmjerivih podskupova od R je o-
algebra. Restrikciju vanjske mjere uf na o-algebru M, oznacavamo s pp ili dur
i nazivamo Lebesgue—Stieltjesova mjera inducirana funkcijom F'.

10Thomas Joannes Stieltjes (1856.-1894.), nizozemski astronom i matematicar.
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RijesSeni zadaci

ZADATAK
Neka je F : R = R zadana formulom:

0, ako je z < —1
1+z, akoje—-1<x<0
2422, akoje0<x <2

9, ako je x > 2.

F(x) =

Izracunagte Lebesgue—Stieltjesovu mjeru pp sljedeéih skupova:

(a) {2}, (b) [-1/2,3), (c) (=1,0]U(1,2),

(d) [0,1/2) U (1,2], (e) {z e R: |z| + 222 > 1}.
Rjesenje.

(a) pr({2}) =3, (b) ur([~1/2,3)) = 5,

(¢) pr((=1,00U(1,2)) =5, (d) pr([0,1/2) U (1,2]) = .

(e) Dani skup mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

{reR:|jz|+202>1}={recR: < -1/2}U{z e Rz > 1/2}

o0 o0

= Jn—1/200 |J@/2,n).
Sada je - -
F({zeR: |z +22° > 1}) :uF(G —n,—1/2) U G (1/2,n))
— lim_pp ((-n,~1/2)U (1/2.m) -
= lim pp((=n,=1/2)) + lim pe((1/2,7))
= lim [F(~1/2-) — F(=n) + F(n-) — F(1/2)] = >.
ZADATAK

Neka je funkcija F : R — R definirana s

o z, akojex <0
F() '_{1+x, ako je x > 0.

Ispitagte jesu li Lebesgueova i Lebesgue—Stieltjesova mjera jednoclanog skupa {0}
jednake.
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Rjesenje. Nisu jednake jer je

pr ({0}) =1#0=A({0}).
ZADATAK
Neka je funkcija F : R — R definirana s

__J0,akojex <0
F(z) = {5, ako je x > 0.

Ispitagte jesu li Lebesgueova i Lebesgue—Stieltjesova mjera jednake na skupu (0,5).

Rjesenje. Lako se vidi da je

ZADATAK
Neka je funkcija F : R — R definirana s

In(1 2
n(;zx)’ ako je x < 0
T
F(x) := )
77r7 ako je x > 0.
T — arctgx

Izracunagjte Lebesque—Stieltjesovu mjeru skupa {0}. Ispitajte je li tako definirana
mjera vjerojatnosna.

Rjesenje. 1z propozicije 2.47. i definicije funkcije F' slijedi da je

ur (10) = F(0) — F(0-) = 2 — timy 202

x—0 2

=2-1=1.

Sada, primjenom svojstva o neprekidnosti mjere na rastuée nizove, dobivamo

o0

e (®) = o (| (cnonl) = lim e (=) = lim (F(n) — F(-n)
o 27 In(1+n%)\ 2« B
nhﬁnéo<7r—arctgn n? >7r—7r/204’

pa mozemo zakljuciti da pup nije vjerojatnosna mjera.

ZADATAK
Neka je funkcija F : R — R definirana s

2arctgx — 2, ako je x <0
F(z) = x—1, ako je0 <z <1

€T

1+e—, ako je x > 1.
T

Izracunagjte Lebesque—Stieltjesovu mjeru jednoclanog skupa {x} za sve x € R. Ispi-
tagte je li tako definirana mjera konacna.
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RjesSenje. Iz definicije funkcije F' vidimo da ona ima prekide samo u tockama 0 i
1, pa iz propozicije 2.47. slijedi da je

pr ({z})=F(z) — F(x—) =0 zasve z € R, z £ 0, 1.
Nadalje je

wur({0}) = F(0) — F(0—) = —1 — (2arctg 0 — 2) = 1
pr({1}) = F(1) = F(l-) =14+e—-(1-1) =1+e

Sada, primjenom svojstva o neprekidnosti mjere na rastuce nizove, dobivamo

e (®) = (| (=mon]) = Jim jor (=) = T (F(n) = F(=))
= nhHH;O <3 + % - 2arctgn> = 400,

pa mozemo zakljuc¢iti da mjera ur nije konacna.

ZADATAK
Neka je F' : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija. PokaZite da za svaku
tocku zo € R vrijeds

F(zo—) =sup{F(z) : x < zo}, (2.17)

gdje je F(xo—) := Tli_}rgclo F(x) limes slijeva funkcije F' u tocki xq te da je

F(l‘o—) < F(xo) = F(x()"")’

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je F neprekidna u tocki xg.

RjeSenje. Zbog rasta funkcije F': R — R skup {F(z) : < ¢} je odozgor omeden
s F(zp). Neka je
a:=sup{F(z):xz <zo} < F(xg).

Kako je a < F(zg), dovoljno je dokazati samo jednakost (2.17), tj. treba pokazati
da za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj § > 0 takav da je

|F(z) —a| <e zasvakiz € (z9 — J,x0).
Zaista, po definiciji supremuma a postoji realan broj § > 0 takav da je
a—e< F(xg—90) <a.
Zbog toga i zbog rasta funkcije F' za svaki x € (zg — d,x0) je

F(z) € (a—¢€,al.
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Lebesgue-Stieltjesova mjera na R

2.102. ZADATAK
Neka je pu mjera na izmjerivom prostoru (R, B(R)), takva da je

w1 ((—=n,n]) < 0o za svakin € N.

Pokazite da je funkcija F), : R = R definirana s

1 ((0,2]), ako jex >0
Fu(z):= 0, ako je x =0
—u((x,0]), akojex <0

monotono rastuca i zdesna neprekidna funkcija. Monotono rastuce i zdesna nepre-
kidne funkcije nazivamo Stieltjesove funkcije (vidi [18, str. 95]).

Rjesenje. Pokazimo najprije monotonost:

o Ako je x <0 <y, onda je iz definicije funkcije F}, jasno da je

Fu(z) <0 < Fu(y).

o Ako je 0 < z <y, vrijedi (0,z] C (0,y], pa je prema monotonosti mjere

0 < Fu(z)=p((0,2]) <pu((0,y]) = Fu.(y).

o Ako je x <y < 0, onda je (y,0] C (z,0] i vrijedi

0<—Fu(y) =n((y,0]) <p((x0]) =—Fu(z),

tj. Fu(z) < Fu(y) <0.

Iz prethodnog razmatranja zaklju¢ujemo da je £}, monotono rastuca funkcija. Poka-
zimo da je neprekidna zdesna. Promotrimo sluc¢aj kada je z > 0, iz kojega analogno
dobivamo tvrdnju i u sluc¢aju kada je x < 0.

o Neka je najprije > 0. Uzmimo proizvoljan, padajudi niz (z,),cn takav da je

lim z,, = x. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je x, > 0, n € N.
n—oo

Tada niz intervala ((0,2,]),cy tezi prema (0,z], kada n — oo. Koristeci
neprekidnost mjere na padajuce nizove dobivamo
lim F,(z,) = lim p((0,z,]) = p((0,2]) = F,(z).

n—oo n—00
Ako je x = 0, uzmimo padajuéi niz (x,),en takav da je z, > 0, n € N,
lim x, = 0 i niz intervala ((0,,]),cy pada prema () kada n raste prema

n— oo
+o00. Prema neprekidnosti mjere na padajuce nizove imamo da je

lim F),(z,) = lim p((0,2,]) = p(0) =0 = F,(0),

n—oo n— oo

iz ¢ega slijedi neprekidnost zdesna.
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ZADATAK

Pronadite odgovarajuéu Stieltjesovu funkciju F' : R — R tako da se Lebesgue—
Stieltjesova mjera pp podudara s Diracovom delta mjerom &g koncentriranom u
tocki x = 0.

Rjesenje. Kako je do ((a,b]) =0 za a,b < 0 kao i za a,b > 0, funkcija F' mora biti
konstanta na (—o0,0) i (0,00). Ako je a < 0 < b, vrijedi do ((a,b]) = 1, odnosno
i funkcija F' mora imati skok u nuli. Ako jos uzmemo u obzir da F' mora biti
monotono rastuca i neprekidna zdesna, onda ju mozemo zapisati u obliku
0, akojex <0 _
Fz) = { 1, akojex >0 Xio,00) ()-

Isto tako, kao rjeSenje mozemo uzeti i funkciju F'(z) + ¢, gdje je ¢ € R proizvoljna
konstanta.

ZADATAK

Ako je F': R — R afina rastuca, zdesna neprekidna funkcija, pokaZite da je pripadna
Lebesgue—Stieltjesova mjera invarijantna na translacije.

Rjesenje. Neka je funkcija F' afina, odnosno oblika je F(z) = ax + b, a,b € R.
Primijetimo da je dovoljno promotriti Lebesgue—Stieltjesovu mjeru na skupu A =
(¢,d], ¢,d € R jer familija skupova tog oblika, prema teoremu 2.7., generira Borelovu
o—algebru. Vrijedi

pup(A+z)=F(d+z)—F(c+z)=a(d+z)+b—alc+x)—>
=ad+b— (ac+b) = F(d) — F(c) = pr(A).
ZADATAK

Neka su A1, As, A3 C R u parovima disjunktni skupovi, takvi da je A;UA3UA3 = R.
Koristec¢i tvrdnju da je

pp(B) = pp(B N A1) + pp(B N Az) + pp(B N As), VB C R

dokazite da je svaki od skupova Ay, Az, Az wp—izmjeriv, pri cemu je py Lebesgue—
Stieltjesova vangjska mjera.

Rjesenje. Kako je

pi(B) = pp(B N A1) 4+ pi(B N As) + pi(B N As)
= pp (BN AL + i (BN (A U Ag))
wi (B0 Ay) + i (B0 AS), VB CR,

slijedi da je skup A; pj—izmjeriv, a analogno se pokaze i za skupove Az i As.
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2.9. Prostor potpune mjere

Neka je (X, A, u) prostor mjere. Za skup N C X kazemo da je p—zanemariv ili krace
zanemariv ako postoji skup B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Lako je uociti
da je svaki skup mjere nula ujedno i zanemariv te da zanemariv skup ne mora biti
izmjeriv. Prazan skup je zanemariv.

Neka je N, skup svih p-zanemarivih skupova. Ako je N, C A, tj. ako o—
algebra A sadrzi sve zanemarive skupove, onda za prostor mjere (X, A, 1) kazemo
da je prostor potpune mjere ili potpun prostor, a za mjeru p da je potpuna mjera.
PRIMJEDBA
Restrikcija vanjske mjere u* : 2% — [0, o] na o-algebru M~ je potpuna mjera.
Specijalno, Lebesgueova mjera na R? je potpuna. NaZalost, restrikcija Lebesgueove
mjere na Borelovu o—algebru B(R) nije potpuna mjera.

U svrhu uvodenja rezultata koji slijede, definirajmo familiju
A, ={EUN:Ec AN eN,}

za koju se moze pokazati da je o—algebra na X (vidi [10, propozicija 2.70]).

Prorozicuja
Skup A C X je clan familije A, ako i samo ako postoje skupovi E, F € A takvi da
je

ECACF & wu(F\E)=0.

. DEFINICIJA

Neka su (X, A1, 1) i@ (X, Aa, po) dva prostora mjere na istom skupu X. KaZemo
da je (X, Az, u2) prodirenje od (X, A1, p1) ako je A1 C Ag i po(A) = u1(A) za svaki
Ae Al.

. Prorozicria

Neka je funkcija i : A, — [0,00] definirana formulom
A(A) = u(E) = u(F), (2.18)
gdje su B, F € A takvi da je
ECACF & u(F\E)=0.
Tada vrijedi:
(a) funkcija fi: A, — [0,00] je mjera koja prosiruje mjeru p: A — [0, 00],

(b) (X, Ay, it) je najmanji prostor potpune mjere koji prosiruje (X, A, p), tj. ako
neki drugi prostor potpune mjere (X, A, ) prosiruje (X, A, 1), onda je A, C
A fiya, = pi
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3. PRIMJEDBA

Moze se pokazati da je mjera [i iz prethodne propozicije dobro definirana, tj. ne
ovisi o izboru skupova E,F € A (vidi [10, str. 82]).

DEFINICIIA

Prostor (X, A, ft) naziva se upotpunjenje prostora (X, A, ). Pri tome za o—algebru
A, kaZemo da je upotpunjenje o-algebre A, a za mjeru fi : A, — [0,00] da je
upotpunjenje mjere p : A — [0, o0].

5. PRIMJEDBA

Ako je prostor mjere (X, A, u) potpun i (X, A, fit) upotpunjenje tog prostora, onda
1z definicije 2.51. i propozicije 2.52. slijedi

(X, A, p) = (X, Ay, 1)

RijeSeni zadaci

ZADATAK
Neka je (X, A, u) prostor mjere, pri éemu je X = {3,4,5}, A= {0,X,{4},{3,5}}
1 = 94, Diracova delta mjera koncentrirana v x = 4. Ispitajte jesu li skupovi

(a) N1 = {5},
(b) N> = {4}

U—zanemarivi.

Rjesenje.
(a) Skup N7 je zanemariv jer je N1 C {3,5} 144 ({3,5}) =0.
(b) Najprije primijetimo da su skupovi X i {4} jedini nadskupovi skupa Na koji
pripadaju o-algebri A. Zbog No C X i 04 (X) =1te No C {4}id4({4}) =1

mozemo zakljuc¢iti da skup Ny nije zanemariv jer je svaki njegov izmjeriv
nadskup pozitivne mjere.

ZADATAK
Neka su a,b i ¢ medusobno razliciti realni brojevi. Nadalje, neka je X = {a,b,c},
A={0,X,{a},{b,c}} ipn: A— R funkcija za koju vrijedi:

w(0) = pn({b,c}) =0, p(X) =p({a}) =1.
Ispitagte je li (X, A, u) prostor potpune mjere.
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RjeSenje. Lako se vidi da je (X, A, u) prostor mjere pa ispitajmo je li potpun,
odnosno je li svaki py—zanemariv skup ujedno i izmjeriv. Kako je, npr.,

{br c{b,ct e Aip({b,c}) =0,

to je skup {b} zanemariv, ali nije izmjeriv, tj. {b} ¢ A, pa dani prostor mjere nije
potpun.

ZADATAK

Nadite familiju svih skupova mjere p nula ako je p = 64 + &, a,b € R, a # b mjera
na izmgerivom prostoru (R, B(R)).

RjeSenje. Neka je B € B(R). Vrijedi da je
w(B)=0 < a¢Bib¢B.
Kako su {a},{b} i {a,b} Borelovi skupovi, zbog B € B(R) je i skup

B\{a}, akojeac Bib¢B
) B\{b}, akoa¢BibeB
B\{a,b} = B\{a,b}, akosua,be B
B, ako a,b ¢ B

Borelov te mozemo zakljuciti da je familija svih skupova mjere p nula
N, ={B\{a,b} : B B(R)}.

ZADATAK
Neka je (X, A, ) prostor mjere. DokaZite da familija N, svih p-zanemarivih sku-
pova ima sljedeca svojstva:

(a) akoje NeN,, a M e A, M CN, onda je M € Ny,

(b) ako je (My)nen miz p—zanemarivih skupova, onda je \J,-, M, takoder u—
zanemariv skup.

Rjesenje.

(a) Kako je N € N, postoji B € A tako da je N C B i u(B) = 0. Sada iz
M C N C B slijedi tvrdnja.

(b) Za svaki M,, € N,,, n € N postoji skup B,, € A, n € N tako da je M,, C B,
i p(By) = 0. Iz prethodnog direktno slijedi da je J,, ey Bn € A, U, en Mn C

UnENBnl
0<p(J Bn) <D u(By)=0.

neN neN
Dakle, vrijedi >, M, € N,.
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ZADATAK
Neka je (X, A, p) prostor potpune mjere, A € A te N € N,,. DokaZite da je tada

H(A\N) = p(A).

Rjesenje. Iz potpunosti danog prostora mjere slijedi da je N, C A, pa je N € A,
sto povlaci da je i A\N € A. Kako je N € N, postoji skup B € A tako da je
N C Biu(B) =0. Sada se lako dobije da je u(N) =0, paiz A C (A\N)UN i
A\N C A slijedi

p(A\N) < p(A) < p((AAN)UN) = p(A\N) + p(N) = p(A\N),

§to daje trazenu tvrdnju.

ZADATAK
Neka je (X, A, p) prostor potpune mjere. Ako je A€ A, BC X i AAB € A skup
mjere nula, dokaZite da je onda B € A i u(B) = p(A).

Rjesenje. Kako je
A\B,B\A C AAB = (A\B) U (B\A),
potpunost prostora i pretpostavka u(AAB) = 0 povlace da je
A\B,B\A € Ai u(A\B) = u(B\A4) = 0.
Sada iz AN B = A\(A\B) slijedi AN B € A, pajei
B=(B\A)U(ANB) e A.

Konagno, iz

slijedi u(B) = pu(A).

ZADATAK
Neka je (X, A, 1) prostor mjere. DokaZite da za dane familije

jy:{AUB:AEA,BEN’M},
Ay :={AAB: A€ A, BeN,},
As:={A\B: Ae A, BEN,}

vrigeds
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Rjesenje. U zadatku 1.5. dokazali smo da vrijede sljedece jednakosti koje ¢e nam
biti potrebne u nastavku:

(a) AUB = (A\N)A[N N (AUB)),
(b) AAB = (A\N)U [N N (AAB)],
(c) AUB = (AUN)\[(N\B)\4],
(d) A\B = (A\N)U (AN N U B°),

gdjesu A, B, N C X takvida je B C N.
Pokazimo sada da je A; = As.

C Neka je C € A;. Tada je C = AUB, gdje je A € Ai B € N, tj. postoji
N € Atako da je BC N ipu(N)=0. Prema tvrdnji (a) slijedi

C=(A\N)ANN(AUB).

Imamo da je AAN € A, NN (AUB) C N te u(N) = 0, iz cega slijedi da je
NN (AUB) € N,. Sada mozemo zakljuciti da je C' € As.

D Neka je C' € Ay. Tada je C = AAB, gdje je A € Ai B € N, odnosno postoji
N € A tako da je BC N iu(N)=0. Iz tvrdnje (b) slijedi da je

C = (A\N)U[N N (AAB)].

Sada je AN € A, NN (AAB) C N i u(N) =0 te jei NN (AAB) € N,,.
Slijedi da je C € A;, ¢ime je dokazana trazena jednakost.

Analogno, koriste¢i tvrdnje (c) i (d) te definicije familija A; i A3, mozemo dokazati

da vrijedi jednakost A; = As.
Naposljetku, za proizvoljan A € A, mozemo zakljuciti da je

A=AUDe AUN, = Ac A,

tj. A C Aj.

2.113. ZADATAK
Neka je (X, A, ) prostor mjere. Za skup E C X kaZemo da je lokalno izmjeriv ako
je ENA € A za svaki A € A takav da je i(A) < co. Neka je A familija svih lokalno
izmjerivih skupova. O¢ito je A C A. Ukoliko je A = A, za mjeru u i prostor mjere
(X, A, 1) kazemo da su zasiéeni.

(a) Dokazite da je A o—algebra na X.

(b) Pokazite da je svaka konacna mjera zasiéena.
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(c) Neka je p konaéna mjera. Definirajmo funkciju fi : A — [0,00] formulom

_ wu(A), ako je A e A
pA) = { 00, ako je A € A\A.

Dokazite:

(c1) i je mjera na (X, A), tj. prostor (X, A, i) prosiruje (X, A, u).
(c2) Ako je mjera u potpuna, onda je i i potpuna mjera.
(c3) Dokazite da je prostor mjere (X, A, i) zasicen.

Rjesenje.

(a) Familiju A mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

(c1)

A={ECX: ENnAc Azasvaki A€ A, u(A) < oo}.
Pokazimo da vrijede svojstva o—algebre:

(cl) e ACA

(02) Neka je E € A. Tada je E C X i za svaki A € A, u(A4) < oo vrijedi
ENnAec A Kakoje E€C X i

E‘NA=A\(ANE) e A,
to jei E°¢ € A.

(03) Za proizvoljan niz skupova (E,)nen iz A, iz definicije familije A slijedi
daje,zasvakin e N, E, C X, E,NA€ A, zasvaki A € A, u(A) < oo,
pa je ocito J,cy Bn € X i U,en(Bn NA) = U, ey En N A € A, iz Cega
slijedi | J En € A.

neN

neN neN

Neka je p konaéna mjera na X, tj. u(X) < oco. Kao sto je i navedeno u
zadatku, ocito je A C A. Kako bismo pokazali obratnu inkluziju, uzmimo
proizvoljan skup E € A. Iz definicije familije A slijedi da je F C X i za svaki
Ae A, u(Ad) < je ENA € A. Nadalje, zbog p(A°) < u(X) < oo slijedi da

jei ENA° e A, pa zbog jednakosti
E=(ENA)U(EnA°
dobivamo da je E € A.

Prva dva svojstva mjere ocito vrijede iz definicije funkcije fi. Kako bismo
dokazali treée svojstvo, uzmimo proizvoljan niz disjunktnih skupova (A;,)nen

iz. A.



98

o Ako

Prostor potpune mjere

o Akoje A, € A, n €N, onda je | J,.yAn € A

AU ) = (U 40 = X uln) = - )

neN neN neN neN

nen An ¢ A, onda barem jedan od skupova A,, n € N nije iz A
(u suprotnom, ako bi svi skupovi bili iz A, imali bi prethodno opisani

slucaj), pa je
A(J 4n) =00 =) a(4n).

neN neN

Pretpostavimo da je |J,cy An € A te da barem jedan od skupova A,
n € N nije iz A. Bez smanjenja opéenitosti, neka je A; € A\A. Sada
iz definicije familije A slijedi da je A; N Unen 4n = A1 € A, sto je
kontradikcija s prethodnom pretpostavkom. Dakle, ako je | J,, oy An € A,
onda je svaki od skupova A,, n € N element o—algebre A te imamo veé
opisani slucaj.

(¢2) Vrijedi da je fijq = p. Ako je A € A\ A, onda je fi(A) = co. Ako pretposta-

vimo da je A ji-zanemariv, onda postoji B € A tako da je A C B i i(B) = 0.
Tada je

oo = fi(A) < fi(B) =0,

§to vodi na zakljucéak da su f—zanemarivi skupovi samo oni iz o—algebre A,
dakle ako je pu potpuna mjera, onda je to i ji.

Mjera y je konacna, pa je prostor mjere (X, A, i) zasiéen za sve skupove iz
A C A, tj. u tom je slucajui A=A te i = p.
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3. Izmjerive funkcije

3.1. Pojam izmjerive funkcije

U poglavlju 2.2. uveli smo pojam prosirenog skupa realnih brojeva R. U svrhu
boljeg razumijevanja pojma izmjerive funkcije najprije ¢emo ponoviti neke osnovne
stvari vezane uz topologiju na R, kao i pojam Borelove o-algebre na R.

Za bazu topologije na R uzimaju se svi otvoreni skupovi iz R, kao i skupovi oblika

(a,0] := (a,00) U{oo} 1 [—00,b):={—00}U (—00,b).

Dakle, ako je neki skup otvoren u R, onda se on moze zapisati u jednom od sljede¢ih
oblika:

U UU{-o0}, UU{o0}, UU{—00,00}, gdje je U otvoren u R. (3.1)

Obratno ne mora vrijediti. Tako je, na primjer, skup (a,b) U {oo} oblika (3.1), ali
on nije otvoren u R.

ProrozicLIA -

Neka je B(R) Borelova o-algebra na R. Tada je

B(R)={BUC:Be€BR),C C {—o0,00}}.

DEFINICIIA

Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori, A C X skup i f: A =Y funkcija. Funk-
cija f je izmjeriva u paru o-algebri A i B ili, kraée, A-B izmjeriva ako je f~1(B) € A
za svaki B € B.

U prethodnoj definiciji f~1(B) oznacava original skupa B, tj.
fYB):={x€A: f(x) e B} C A.

TEOREM

Neka su (X, A), (Y,B) i (Z,C) izmjerivi prostori, A C X i B CY. Nadalje, neka
je f+ A=Y A-B izmjeriva funkcija, a g : B — Z B-C izmjeriva funkcija. Ako je
f(A) C B, onda je kompozicija go f : A — Z A-C izmjeriva funkcija.

DEFINICIIA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor i A C X podskup od X.

Za funkciju f : A — R kaZemo da je A-izmjeriva ili, krace, izmjeriva ako je
f~YB) € A za svaki skup B € B(R).

Za funkciju f : A — R kaZemo da je A-izmjeriva ili, krace, izmjeriva ako je
f~Y(B) € A za svaki skup B € B(R).
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Ako je (X, A) = (R, B(R?)), onda za izmjerivu funkciju kaZemo da je Borelova
1li izmjeriva u smislu Borela.

Ako je (X, A) = (Rd,/\/b\;), onda za izmjerivu funkciju kaZemo da je Lebesgu-
eova ili izmjeriva u smislu Lebesguea.

. TEOREM

Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori, A C X izmjeriv skup i f : A = Y.
Pretpostavimo da je € familija podskupova od 'Y takva da je B = o(E). Funkcija f
je A-B izmjeriva ako i samo ako je f~1(E) € A za svaki E € £.

TEOREM -
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A C X bilo koji podskup od X i f: A — R [ili R]
funkcija. Sljedeée su turdnje ekvivalentne:

(a) f je A-izmjeriva,

(b) f~YV) € A za svaki otvoren skup V u R [odnosno R],

(c) f7YC) € A za svaki zatvoren skup C u R [odnosno R].

KOROLAR
Neka je (X,B(X)) izmjeriv prostor s Borelovom o-algebrom i neka je A € B(X).
Svaka neprekidna funkcija f: A — R [ili f: A— R] je izmjeriva.

TEOREM
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A izmjeriv skup i f : A — [—00,00]. Sljedede
su turdnje ekvivalentne:

(a) f je A-izmjeriva,

(b) {reA: f(z)<t}ecA VteR,

(c) {reA: f(z)<t}eA VteR,

(d) {reA: f(z) >t} A VieR,

(e) {zcA:f(x)>t} €A VteR.

TEOREM
BRY) Ms, 1. postoji Lebesgueov skup koji nije Borelov.
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PRIMJEDBA
Jedna od najvaznijih izmjerivih funkcija je karakteristi¢na funkcija koja je prethodno
definirana u poglaviju s pripremnim materijalom. No, kako nam je sada veé poznat
pojam izmjerive funkcije, u nastavku navodimo precizniju definiciju.

Neka je (X, A) izmjeriv prostor i B C X. Karakteristi¢na funkcija x, : X = R
skupa B, definirana formulom

() = 1, akojexc B
Xp " 10, akox & B,

je prema teoremu 3.8. A-izmjeriva ako i samo ako je
{zeX:xy(x) >t} €A zasvakit €R,

a to vrijedi ako i samo ako je B € A.

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je X ={0,4, 1 1}, & ={{0},{3,1}.{3}}. S A=0(€) oznacimo o-algebru

727478 274
generiranu familijom E. Ispitajte je li funkcija f : X — R definirana s f(x) := 1_%1
1Zmjeriva.

Rjesenje. Lako je pokazati da je A = o(€) = 2%, pa za svaki B € B(R) vrijedi
f~YB) C X, tj. B €2X, stoga slijedi da je funkcija f izmjeriva.

ZADATAK
DokaZite ili opovrgnite: funkcija h : R — R definirana s

0, akojexc@Q
h(z) '{1, ako x ¢ Q

je izmjeriva.

RjeSenje. Dana funkcija je izmjeriva jer se moze zapisati u obliku karakteristi¢ne
funkcije
h(z) = X4 (7), v € R,

gdje je skup Q¢ Borelov.

ZADATAK

Neka su (X,C) i (X, A) izmjerivi prostori, pri cemu je X neprebrojiv skup, C fa-
milija podskupova od X koji su ili prebrojivi ili imaju prebrojiv komplement te A
familija svih podskupova od X .

(a) Pokazite da je svaka C—izmjeriva funkcija f: X — R takoder i A—izmjeriva.
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(b) Konstruirajte primjer A—izmjerive funkcije koja nije C—izmjeriva.

RjeSenje. Najprije, primijetimo da su A i C o—algebre na X (vidi [10, primjer 2.3.,
str. 18]).

(a) Jasno je da vrijedi C C A. Neka je A C R proizvoljan, Borelov skup. Kako je
funkcija f C-izmjeriva, to je prema definiciji f~*(A4) € C C A, pa je funkcija
f 1 A-izmjeriva.

(b) Neka su A, A° C X neprebrojivi skupovi. Tada je A € A, ali A ¢ C, pa je
funkcija
() = l,akojexc A
Xal =190, ako z ¢ A
A-izmjeriva, ali nije C—izmjeriva.
3.4. ZADATAK

Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori i f : X — Y izmjeriva funkcija v paru
o—algebri A i B. Twori li familija svih skupova oblika f(A), A € A o—algebru na
Y?

Rjesenje. Opcenito ne. Neka je X = Y = R. Za o-algebru A uzmimo bilo
koju o—algebru razlicitu od {, R}. Na primjer, neka je A = {(, R, {1}, R\{1}}, a
f: R — R A-izmjeriva funkcija definirana s f (a) := 1, a € R. Tada je f(0) =0 i
f(A)={1} za Aec A, A#(. Sada je f(A) = {0,{1}}, pa mozemo zakljuciti da to
nije o—algebra na R, jer, na primjer, R ¢ f(A).
3.5. ZADATAK

Neka je X skup, (X;,A;), i € 1 familija izmjerivih prostora i (f;, i € I) familija
preslikavanja f; : X — X;.

(a) Za fiksan ig € I nadite nagmangu o—algebru na X koja ¢ini preslikavange f;,

1Zmjerivim.

(b) Oznacimo sa o(f;, i € I) najmanju o—algebra na X koja éini sva preslikavanja
fi, 1 € I istovremeno izmjerivim. PokaZite da je

o(fiiel)=o(|J £ (A)).

iel

Rjesenje.
(a) Neka jeip € I fiksan. Kako bi preslikavanje f;, bilo izmjerivo, prema definiciji
izmjerive funkcije mora biti zadovoljeno da je

fiﬁl(Aio) C A

U zadataku 2.4. je pokazano da je fizl(.AiO) o—algebra, pa je to i najma-
nja o—algebra na X koja preslikavanje f;, ¢ini izmjerivim. Mozemo pisati
i (Aiy) = o(fi,) te takvu o-algebru nazivamo o—algebra generirana preslika-
vanjem f;,.
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(b) Iz prethodnog dijela zadatka jasno je da o(f;, i € I) nuzno sadrzi f; '(A;)
za svaki ¢ € Z. Znamo da J,¢; f[l(Ai) opéenito ne mora biti oc—algebra, pa
mozemo zakljuciti da je trazena o-algebra dana sa o (U;c; f; " (A:)).

ZADATAK
Nadite o(f), tj. o—algebru generiranu preslikavanjem f ako je

(a) f(z)==, f:R >R,
(b) f(z)=22% f:R —[0,00).

Rjesenje.
(a) Uzmimo proizvoljan Borelov skup B. Tada je f~'(B) = B € B(R). Dakle,
o(f) = B(R).

(b) Za proizvoljan Borelov skup B € B([0, 00)) vrijedi da je
f71(B)=VBU(-VB),
gdje je
VA:={Va:aec A}, —A={—-a:ac A}, ACR.
Sada je o(f) = {VBU(—vB) : B € B([0,00))}.
ZADATAK
Neka je X skup, (X, A;), i@ € T familija izmjerivih prostora i f; : X — X; familija

preslikavanja. PokaZite da je preslikavanje f : F — X F-o(f; : i € I) izmjerivo
ako i samo ako su sva preslikavanja f;o f : F — X;, 1 € I, F-A; izmjeriva.

RjeSenje. Preslikavanje f; o f : F' — X; je izmjerivo za svaki i € I

= Vie(fiof) (A)CF = |Jrt (7 A)cF

el
A f_l(Ufiil(-Ai)) CF = U(f_l(Uffl(.Ai))) CF
iel i€l
= T e(URA) SF b f olfisie ) CF,

iel
pa prema definiciji izmjerive funkcije odmah slijedi da je f izmjerivo preslikavanje.
U prethodnom smo razmatranju koristili zadatke 2.10. i 3.5.
ZADATAK
Neka je f: R — R izmjeriva funkcija. PokaZite da je tada i funkcija
[ a, akoje f(x)>a

(@) = {f(ac), ako je f(z) < a

1Zmjeriva.
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Rjesenje. Kako je B(R) = o ((b,o0)), b € R, dovoljno je pokazati, prema te-
oremu 3.5., da je (f*)~!((b,o0)) € B(R) za svaki b € R. Promotrimo dva slu¢aja:
a7t

o ako je b > a, onda je (f ((b,0)) =0 € B(R),
o ako je b < a, onda je (f*)~!((b,00)) = f~1((b,a]) € B(R) jer je funkcija f

izmjeriva prema uvjetima zadatka.

. ZADATAK

Pokazite da je preslikavanje 7, : R — R, definirano s 7,(y) := y — z, izmjerivo.

RjeSenje. Neka je € = {[a,b) : a,b € R}. Tada je B(R) = o(e). Uzmimo proizvo-
ljan skup [a,b) € e. Tada je

“([a,b) = [a,b) + z = [a + z,b+ ) € B(R),

pa prema teoremu 3.5. slijedi da je preslikavanje 7, izmjerivo.

ZADATAK
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, f : X — R funkcija i € = {(a,0) : a € R}.
Dokazite:

(a) Ako je f~Y(E) € A za svaki E € £, onda je f~*(B) € A za svaki B € B(R),
tj. f je izmjeriva funkcija.

(b) Neka su u,v dvije konacne mjere na (R, B(R)) takve da je p(f~1(E)) = v(E)
za svaki E € €. Tada je u(f~1(B)) = v(B) za svaki B € B(R).

Rjesenje.
(a) Kako je B(R) = o(£), tvrdnja slijedi iz teorema 3.5.
(b) Familja & je m-sistem koji generira B(R), pa trazena tvrdnja slijedi iz te-
orema 2.31.
ZADATAK

Neka je (X, A) izmgeriv prostor i f : X — R A-izmjeriva funkcija. DokaZite da je
tada i funkcija F : X — R, definirana s

1 )
Fl) = Ty ako je f(x) #0

0, dako je f(z)=

1Zmjeriva.

RjeSenje. Definirajmo pomo¢nu funkciju g : R — R

1 .
g(@) =1 7 ako je x # 0
0, ako je z = 0.



3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

D. Jankov Magirevié¢, Zbirka rijeSenih zadataka. .., Osijek, 2014. 105

Neka je V' C R proizvoljan otvoren skup. Primijetimo da mozemo pisati V =
(V\{0}) U (VN {0}). U ovisnosti o tome sadrz li skup V nulu ili ne, mozemo
promotriti dva sluéaja te u oba dobivamo da je ¢g~*(V) € B(R). Tada prema
teoremu 3.6. slijedi da je funkcija ¢ izmjeriva. Kako je F' = go f, prema teoremu 3.3.
funkcija F' je takoder izmjeriva.

ZADATAK
DokaZite ili opovrgnite: svaka izmjeriva funkcija je neprekidna.

RjesSenje. Karakteristicna funkcija

(@) = 1, ako je z € [—1,1]
X[_l,l] )= 0, ako x ¢ [*]—7 ”

je izmjeriva, ali nije neprekidna, s§to pokazuje da dana tvrdnja opcéenito ne vrijedi.

ZADATAK
Neka je f : R — R izmjeriva funkcija. PokaZite da je tada funkcija g(x) =
arctg (f(z)) omedena i izmjeriva.

Rjesenje. Kako je |g(x)| = |arctg (f(x))| < 7/2, vidimo da je g omedena funkcija.
Nadalje, kako je arkustangens neprekidna funkcija, ona je, prema korolaru 3.7., i
izmjeriva, pa je funkcija g izmjeriva kao kompozicija izmjerivih funkcija.

ZADATAK

Neka je f : R — R homeomorfizam, odnosno neprekidna bijekcija ¢iji je inverz
takoder neprekidno preslikavanje. DokaZite da tada za svaki Borelov skup B vrijedi
da je f(B) € B(R).

Rjesenje. Neka je f~! : R — R inverz funkcije f. Kako je f~! neprekidno
preslikavanje, odmah slijedi i da je izmjerivo, pa je za svaki Borelov skup B iz
kodomene funkcije =1 i (f~1)"Y(B) = f(B) € B(R), gdje prethodna jednakost
slijedi iz ¢injenice da je f bijekcija.

ZADATAK

Neka je (X, A) izmjeriv prostor i D C R gust skup na R. Dokazite da je funkcija
[+ X — [—o0,00] izmjeriva ako i samo ako je {x € X : f(x) > d} € A za svaki
deD.

RjeSenje. Ako je f izmjeriva, onda je prema teoremu 3.8. {x € X : f(z) >d} € A
za svaki d € R, pa specijalno i za svaki d € D C R.

Obratno, neka je t € R. Skup D je gust na R pa zato za svaki n € N postoji
d, € DN (t,t+1/n). Kako je

{eX:fla)>ty=J{oee X : fl@) 2t+1/n} = (J{z € X : f(2) > dn} € A,

n=1 n=1

funkcija f je izmjeriva.
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ZADATAK
Neka je
A={ACR: A je prebrojiv ili A® je prebrojiv}

o—algebra na R. Opisite sve A—izmjerive funkcije f : R — [0, 00].

Rjesenje. Neka je f : R — [0, 00] A-izmjeriva funkcija. Ako promotrimo njezinu
sliku f(R), mozemo zakljuciti da je taj skup sigurno prebrojiv jer bi u suprotnom
mogli odabrati ¢ € R, ¢ > 0 tako da je neprebrojivo mnogo vrijednosti od f(R)
vece od t te neprebrojivo mnogo vrijednosti manje ili jednako od ¢. No, prema
teoremu 3.8. te definiciji o—algebre A to je u kontradikciji s izmjerivosti funkcije
f jer barem jedan od skupova {z € R: f(z) > t}, {x € R: f(z) <t} mora biti
prebrojiv. Oznac¢imo sada s D prebrojiv skup vrijednosti koje poprima funkcija f,
tj. D := f(R). Sada je
U{xER: flz)=t} =R

teD

neprebrojiv skup zbog neprebrojivosti skupa realnih brojeva, pa je zbog prebroji-
vosti skupa D jasno da barem jedan od skupova {z € R : f(z) = ¢} mora biti
neprebrojiv. Nadalje, mozemo zakljuciti da je to¢no jedan takav skup neprebrojiv
jer bi u suprotnom skupovi {x € R: f(z) =t} i{z € R: f(z) # t} bili neprebro-
jivi, 8to bi dalo kontradikciju s tim da mora biti zadovoljeno {z € R : f(z) =t} € A.
Neka je sada t; € R tako da je skup {z € R : f(x) = t1} neprebrojiv. Tada je
f(x) = t1 za sve osim eventualno prebrojivo mnogo = € R.

Isto tako, ako pretpostavimo da je f(z) = ¢1 € [0, 00] za sve osim prebrojivo mnogo
z € R, odmah vidimo da je funkcija f izmjeriva.

ZADATAK

Neka je (R, B(R)) izmjeriv prostor i A C R. Nadalje, neka su f,g: A — R izmjerive
funkcije i F : R? — R neprekidna funkcija. PokaZite da je tada funkcija h: A — R,
h(z) == F (f(x),g(x)) izmjeriva.

RjesSenje. Kako bismo pokazali da je funkcija h izmjeriva, dovoljno je pokazati,
prema teoremu 3.8., da je

{r € A: h(z) >t} € B(R) za svaki ¢t € R.
Definirajmo pomo¢ni skup
U:={(z,y) eR?: F(x,y) >t}, t e R.
Kako je U otvoren skup u R?, mozemo ga zapisati kao uniju otvorenih 2-intervala,

t].

U= UL“ In:{(x,y)€R2:an<x<bn,cn<y<dn}.

n=1
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Sada je
{zeA:h@)>ty={recA: (f(z),9(z) €U} = |J{z e A: (fx),9(x)) € I,}
neN
= U {reA:a, < flx)<by}n{zed: c, <glx)<d,}).

neN

Kako su f i g izmjerive funkcije, prema teoremu 3.8. slijedi da su skupovi {z € A :
an < f(z) <by,}i{z € A: ¢, <g(x) <d,} izmjerivi, pajei {x € A: h(z) >t} €
B(R), odnosno funkcija h je izmjeriva.

. ZIADATAK

Neka je (R, B(R),\) prostor mjere i E C (0,1) Lebesgueov skup koji nije Borelov.
Ispitajte je li funkcija f : (0,1) = R definirana s

x, akojex € E
flz) = { —x, ako jex € (0,1)\E

1Zmjeriva.

Rjesenje. Iz

{zx€(0,1): f(z) >0} =F ¢ B(R)
slijedi da f nije izmjeriva funkcija.

ZADATAK
Dokazite da izmjerivost funkcije | f| opéenito ne povlaci izmjerivost funkcije f.

RjeSenje. Prema teoremu 3.9. postoji skup B C R koji nije Borelov. Definirajmo
funkciju f: R — R s
f@) =xp = Xpe, T ER.

Funkcija |f] je konstanta, tj.
|f(z)| =1, za svaki x € R,

pa je izmjeriva. Medutim, funkcija f nije izmjeriva jer f~1({1}) = B nije Borelov
skup.
ZADATAK
Neka je f: R™ — R™ izmjeriva funkcija.
(a) Dokazite da je tada i || f|2 izmjeriva funkcija, gdje je ||-||2 : R® — R 2-norma.

(b) Ispitajte vrijedi li i obrat: ako je funkcija || fl|2 izmjeriva, onda je to i funkcija

1.
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Rjesenje.

(a) Neka je g : R™ — R, g(x) = ||z||2. To je neprekidna funkcija, pa je stoga i
izmjeriva. Odmah slijedi da je i funkcija

1 (@)ll2 = (g0 f) (z)

izmjeriva kao kompozicija izmjerivih funkcija.

(b) Na isti na¢in kao u zadatku 3.19. moze se pokazati da navedena tvrdnja
opéenito ne vrijedi.

3.21. ZADATAK
Neka je (X,X) izmgeriv prostor i (Y,d) separabilan metricki prostor, tj. metricki
prostor u kome se svaki otvoren podskup moZe zapisati kao najvise prebrojiva unija
otvorenih kugli. PokaZite da je funkcija f: X — Y izmjeriva ako i samo ako je za
svakiy € Y funkcija x — d(y, f(x)), s X na R, izmjeriva.

Rjesenje. Neka je f : X — Y funkcija. Za svaki y € Y definirajmo funkciju
gy : X - Rsgy(z) :=d(y, f(z)). Primijetimo da za svaki r > 01iy €Y vrijedi

J7HEy ) ={reX: fx) e K(y,n)}={r e X d(y f(x)) <r}
={zeX:gy(x) <r}=g;" ((-o0,m)),

gdje je K(y,r) otvorena kugla oko y, radijusa r. Pretpostavimo da je g, izmjeriva
funkcija za svaki y € Y. Tada, prema prethodno pokazanom, vrijedi da je

FHKE(y ) =g, ((—oo,7)) € B

za sve y € Y ir > 0. Kako je Y separabilan metricki prostor, vrijedi da je
f71(0) € ¥ za svaki otvoren skup O C Y te prema teoremu 3.6. slijedi da je f
izmjeriva funkcija.

Kako bi pokazali obrat, pretpostavimo da je f izmjeriva funkcija te neka je y € Y.
Iz jednakosti

gy (=00, ) = f7H (K(y, 7)) koja vrijedi za svaki r > 0,

i gy_1 ((—o0, 7)) = 0 koja vrijedi za r < 0, vidimo da je funkcija g, izmjeriva za sve
yevy.
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3.2. Svojstva izmjerivih funkcija

Proproziciia
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A€ A i f: A — [—00,00] bilo koja A-izmjeriva
funkcija. Tada je i funkcija of, a € R, A-izmjeriva.

Proroziciia
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — [—o00,00] bilo koje dvije
A-izmgerive funkcije. Tada su funkcije max{f, g} i min{f, g} izmjerive.

3. PROPOZICIJA

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i (fn)nen niz A-izmjerivih funkcija
fn i A= [—00,00]. Tada vrijedi:

(a) funkcije sup,, fn,inf, fn : A = [—00, 00] su A-izmjerive,
(b) funkcije limsup,, fn,liminf, f, : A = [—o0, 0] su A-izmjerive,

(c) skup Ap := {x € A : liminf, f,(z) = limsup,, f.(z)} je izmjeriv. Funkcija
lim,, f,, : Ag = [—00, 0] je A-izmjeriva.

Prorozicija
Neka je (X, A) izmgjeriv prostor, A € A skup i f,g : A — [0,00] bilo koje dvije
A-izmjerive funkcije. Tada je i funkcija f + g A-izmjeriva.

Prorozicija
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — R bilo koje dvije realne i
A-izmjerive funkcije. Tada vrijedi:

(a) funkcija af je A-izmjeriva za svaki realan broj

(b) funkcija f + g je A-izmjeriva,

(¢) funkcija f — g je A-izmjeriva,

(d) funkcija |f|* je A-izmjeriva za svaki realan broj o > 0,

(e) funkcija fg je A-izmjeriva,

(f) skup Ag := {x € A : g(z) # 0} je izmjeriv. Funkcija g Ay — R je A-
zmjeriva.
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ProproziC1jA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—00, 0] funkcija. Funkcija
f je A-izmjeriva ako i samo ako su funkcije fT i f~ A-izmjerive, gdje su

f+<.’L‘) = maX{f(x)70}7 f_(l‘) = _min{f(x)70}7 reA

funkcije koje nazivamo pozitivni dio funkcije f te negativni dio funkcije f, redom.

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je f: R — R izmjeriva funkcija. Ispitajte jesu li sljedece funkcije izmjerive:

(a) f(z
(b) /@
() sin(f(x) +8),
(d) sign(f(z —17)).

2)7

)

RjesSenje. Primjenom teorema 3.3. te korolara 3.7. lako se pokaze da su sve
funkcije (a)—(c) izmjerive.

(d) Funkciju signum mozemo zapisati kao

sign(z) = —1- X (= o0,0) () +0- X0} () +1- X (0,00) (z),
pa je u ovom slucaju potrebno iskoristiti i propoziciju 3.15. kako bismo poka-
zali da je funkcija sign(f(z — 7)) izmjeriva.

ZADATAK
Neka su E1, ..., B, Borelovi podskupovi od R i neka je funkcija f : R — R definirana
s

f(x) := broj skupova Ey, ..., E, koji sadrie x za svaki x € R.

Pokazite da je f izmjeriva funkcija.

Rjesenje. Uocimo da je f() = xp (z) + + X, (7), € R, a kako su E;,
i = 1,...,n Borelovi skupovi, to su funkcije x, , ¢ = 1,...,n izmjerive, pa je
funkcija f izmjeriva kao zbroj kona¢no mnogo izmjerivih funkcija.



D. Jankov Masirevi¢, Zbirka rijesenih zadataka. .., Osijek, 2014. 111

3.24. ZADATAK
Neka je (X, A) izmjeriv prostor.

(a) Neka su f,g: X — R izmjerive funkcije 1 A € A izmjeriv skup. PokaZite da
je tada i funkcija h : X — R, definirana s

) f(x), ako jex € A
h(z) = { g(x), ako x ¢ A,

1zmgjeriva.

(b) Neka je (fn)nen niz izmjerivih funkcija i (An)nen niz skupova iz A tako da je

Unen An = X Pretpostavimo da vrijedi

Tnjannae = frja,na,, 2a svaki nk € N

i neka je f(x) := fo(x) za x € A,. PokaZite da je tada funkcija f : X — R
1zmjeriva.

Rjesenje.

(a) Mozemo pisati h(z) = x,(z) - f(z) + x,.(x) - g(z). Kako je karakteristicna
funkcija izmjerivog skupa izmjeriva, prema propoziciji 3.15. slijedi da je funk-
cija h izmjeriva.

(b) Iz uvjeta fya,na, = frja,na, za svaki n, k € N slijedi da je funkcija f dobro

definirana ako stavimo f(z) = fn(z) za © € A,. Neka je B € B(R). Tada iz
uvjeta zadatka slijedi

By =X B =JAn B = (Anf1(B)) € A
neN neN
pa je funkcija f izmjeriva.
3.25. ZADATAK

Ispitagte je li funkcija f: R — R definirana s

oo

f(z):= Z gx{n} () + (1 + 2sinz + cos(3z)) X (x)

n=0

1Zmjeriva.

RjesSenje. Funkciju f mozemo zapisati i na sljedeéi nacin:

X

F(@) = 5o () + (1 + 2sina + cos(32)) Xay, (2)-
Kako je Ny prebrojiv Borelov skup, to je i pripadna karakteristi¢na funkcija izmje-

riva. Nadalje, skup R\Ny je takoder Borelov, kao komplement skupa N, pa je i
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karakteristicna funkeija x,,, (z) : R — {0,1} izmjeriva. Iz neprekidnosti funkeija
x5 iz 1+ 2sinx 4+ cos(3x) slijedi da su one i izmjerive, pa je i funkcija
x

f(x) = §XNO (Z‘) + (1 +2sinz + COS(Sx)) X]R\NO (l‘)

izmjeriva kao zbroj umnoska izmjerivih funkcija.
ZADATAK

Neka je (X, F) izmjeriv prostor i f : X — R izmjeriva funkcija. DokaZite da je

tada i
3f(z)

gla) = (1+|f(@)) + 212, o e R

1zmjeriva funkcija.

Rjesenje. Funkcija
ag (a2 (a1(f(x)))) = In (1 + [ f(x)[)
je izmjeriva kao kompozicija izmjerivih funkcija
ar(z) = |z|, ae(z) =1+, az(z) =lnz, z > 1.
Prema tvrdnji (a) propozicije 3.15. slijedi da je funkcija

h(z) = L(CE)

m™—29
izmjeriva, pa je i funkcija g izmjeriva kao zbroj izmjerivih funkcija.

ZADATAK
Neka je f : R — R derivabilna funkcija. PokaZite da su tada funkcija f i njezina
derivacija ' : R — R izmjerive funkcije.

RjeSenje. Funkcija f je derivabilna, pa je i neprekidna, odnosno i izmjeriva. Na-
dalje, za svaki n € N funkcija

_ flz+1/n) — f(z)

je izmjeriva prema propoziciji 3.15. Prema tvrdnji (c) propozicije 3.13. tada je
izmjeriva i funkcija lim g, = f’.
n—oo

ZADATAK
Neka je f : R = R derivabilna funkcija. DokaZite da je tada funkcija g : R — R
definirana s
f(x), ako je x € (0,1)
g(x) ==} ef@® — f2(z), ako je x € Z
0, inace

1Zmjeriva.
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Rjesenje. U zadatku 3.27. smo pokazali da derivabilnost funkcije f povlaéi izmje-
rivost funkcija f i f’. Nadalje, funkcija h(z) = e® — 22 je neprekidna, pa je i
izmjeriva te slijedi da je i funkcija

(ho f)(x) = /@ — f(x)

izmjeriva kao kompozicija izmjerivih funkcija. Kako su (0,1) i Z Borelovi skupovi,
njihove su karakteristi¢ne funkcije izmjerive. Sada je i funkcija

9(x) = f'(@) X0 () + (ho (@) x, (x)

izmjeriva kao zbroj umnoska izmjerivih funkcija.
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3.3. Jednostavne funkcije

Podsjetimo se najprije da je stepenasta funkcija na skupu A svaka funkcija f: A —
[—00, 00| koja prima samo kona¢no mnogo razlic¢itih vrijednosti.

Kona¢nu i izmjerivu stepenastu funkciju nazivamo jednostavna funkcija. Preci-
znije:
DEFINICIJA
Neka je (X, A) izmgjeriv prostor, A C Xpodskup od X i f : A — R stepenasta i A-
izmjeriva funkcija. Tada kaZemo da je f jednostavna funkcija s obzirom na izmjeriv
prostor (X, A) ili, krace, jednostavna funkcija.

Svaka se jednostavna funkcija f : A — R moze prikazati u obliku

n
f= Z QiXa,
=1

gdje su Ay,..., A, C X disjunktni i izmjerivi skupovi, takvi da je A = JI_, 4;,
a ay,...,qp, su razliciti realni brojevi. Takav prikaz naziva se standardni prikaz
jednostavne funkcije.

TEOREM
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—00, 00| izmjeriva funkcija.
Tada postoji niz (fn)nen jednostavnih funkcija f, : A — (—o00,00) sa sljedeéim
svojstvima:

(a) fi(z) < fa(x) < ... < f(x) za svakix € A,

(b) niz funkcija (fn)nen konvergira po tockama prema funkciji f, tj.

lim f,(z) = f(x) za svaki x € A,

n—oo

(c) ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (frn)nen kon-
vergira uniformno prema funkciji f na cijelom skupu K,

(d) ako je f > 0, onda se niz (fn)nen moZe odabrati tako da je fr, > 0 za svaki
n € N.

KOROLAR

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—00, 00| funkcija. Funkcija
f je A-izmjeriva ako i samo ako postoji niz jednostavnih funkcija koji konvergira po
tockama prema funkciji f na cijelom skupu A.
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Rijeseni zadaci

ZADATAK

Neka je (X, A) izmjeriv prostor te f : X — [0,00) funkcija. Pokazite da je f
izmjeriva funkcija ako i samo ako postoji niz (cu,)nen nenegativnih realnih brojeva
i niz disjunktnih izmjerivih skupova (Ap)nen tako da je

f(z) = Z n X4, () za svaki v € X.
n=1

Rjesenje. Pretpostavimo najprije da je
o0
f(z) = ZanxAn (2), x € X,
n=1

gdje je (an)nen niz nenegativnih realnih brojeva i (A, )nen niz disjunktnih izmjeri-
vih skupova. Definirajmo sada funkcije

n
fn= ZaixAi, n € N.
i=1

Mozemo zakljuciti da je (fy,)nen niz izmjerivih funkcija, pa je f(z) = lim,— 00 fn ()
izmjeriva funkcija kao limes niza izmjerivih funkcija.

Kako bismo pokazali da vrijedi obrat, pretpostavimo da je f : X — [0, 00) izmjeriva
funkcija. Prema teoremu 3.18. slijedi da postoji niz (f,)nen rastuéih jednostavnih
funkcija f, : X — [0,00) tako da je lim, oo fn(x) = f(x) za svaki x € X. Ako
definiramo fy := 0, onda je

f(ﬁ) = Z (fn(m) - fnfl(f)), r e X.

Kako su sve funkcije f,,, n € N jednostavne, takve su i funkcije f, — fn—1, pa ih
mozemo zapisati u obliku

kn
fn - fn—l = Zai,nxm‘na
=1

gdje su @ p, ¢ € {1,...,kn}, n € N nenegativni realni brojevi, a A1 p,..., Ak, n
n € N disjunktni izmjerivi skupovi. Sada je

fla) =3

iz ¢ega lako slijedi trazeni zapis funkcije f.

>

n

ai,nXA~ ((E),

i,n

1
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ZADATAK

Neka je (R,B(R)) izmjeriv prostor te f,g : R — [0,00) jednostavne funkcije.
Pokazite da postoji izmjeriva funkcija h : [0,00) — [0,00) takva da je f = hog
ako i samo ako vrijedi f~*(B(R)) C g~ 1(B(R)).

RjeSenje. Pretpostavimo da vrijedi f = h o g za neku izmjerivu funkciju A :
[0,00) — [0,00). Primijetimo da je za proizvoljan B € B(R) i h~1(B) € B(R).
Stoga je

f7HB) =g~ (h™(B)) € g7 (B(R)),
pa vrijedi f~1(B(R)) C g~ 1(B(R)).
Kako bismo pokazali da vrijedi obrat, pretpostavimo da je f~1(B(R)) C g~ *(B(R)).
Pokazimo sada da postoji trazena funkcija h, u dva koraka:

o Neka je f = x, za neki A € f~}(B(R)). Kako je f~1(B(R
mozemo zakljuciti da postoji B € B(R) takav da je A = g
h = x vidimo da vrijedi

[’
=N
bl

=
Z

(hog)(x) = xp(g(x) =1 <= g(x) € B = z€¢7}(B) <= z € A
— XA('T)::l?
paje (hog)(z) = f(x) za svaki z € X.

o Neka je f = >, @iXa,, gdje su ai,..., o, nenegativni realni brojevi i
Ay, ..., A, disjunktni skupovi iz f~1(B(R)). Za svaki i = 1,...,n odabe-
rimo B; € B(R) tako da je A; = g~ !(B;). Ako promotrimo jednostavnu
funkeiju h = Y77 | @i, , iz prethodno pokazanog slijedi

(hog)(r) = Zaixs,. (9(z)) = Zaixm. (x) = f(z), Vo € X.
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3.4. Svojstvo ,,skoro svuda”

DEFINICLIA
Neka je (X, A, n) prostor mjere i T C X. Ako neka tvrdnja ili svojstvo vrijede za
sve x € T osim za x € N, gdje je N C T zanemariv skup, onda kaZemo da ta
turdnja wli svojstvo vrijedi pu-skoro svuda na T ili u-gotovo svuda na 7.

Ako je iz konteksta jasno na koju mjeru p i na koji skup T mislimo, onda
koristimo krace mazive: skoro svuda ili gotovo svuda.

Za oznacavanje svojstva koje vrijedi skoro svuda koristi se kratica (s.s.).

TEOREM
Neka je (X, A, p) prostor mjere, A C X podskup od X, (Y,B) izmjeriv prostor i
f A=Y neka A-B izmjeriva funkcija. Nadalje, neka je g : A — Y bilo koja
druga funkcija takva da je g = f (s.s.). Ako je mjera p potpuna, onda je funkcija g
12Zmjeriva.

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je (X, A, ) prostor mjere i f: X — (0,1] A-izmjeriva funkcija. PokaZite da
je tada ili f = x, (s.s.) za neki izmjeriv skup A ili postoji konstanta ¢ € (0,1/2)
tako da je

p{reX:c< flx)y<l—c})>0.

Rjesenje. Definirajmo skup

1 1
An:{xGX: <f(a:)<1} za svaki n € N.
2n 2n

Ako postoji n € N za koga je u(A,) > 0, onda je uz odabir konstante ¢ = ﬁ
zadovoljeno
p{reX:c< flx)y<l—c})>0.

Pretpostavimo sada da je u(A,) = 0 za svaki n € N. Mozemo primijetiti da je
(A)nen rastuéi niz skupova koji tezi prema skupu {x € X : 0 < f(x) < 1}, pa je
prema neprekidnosti mjere na rastuéi niz skupova i

pH{reX:0< f(x) <1})=0.

Iz posljednjeg slijedi da je f = x, (5.8.) za izmjeriv skup A = f~1 ({1}).

. ZADATAK

Neka je (X, A, u) prostor mjere i f : X — R izmjeriva funkcija. Esencijalni supre-
mum funkcije f definira se kao

esssup f:=inf{la e R: p({r e X: f(x) >a})=0}=inf{fa eR: f<a(ss)}



118 Svojstvo ,,skoro svuda”

Za funkciju f :[0,1] = R definiranu s

1, ako je x € [0,1)
2, ako jex =1

)= {

odredite sup f i esssup f ako je p = A tj. Lebesgueova mjera.

Rjesenje. Ocito je sup f = 2, a kako je A({1}) = 0, to je esssup f = inf{a € R :
f<a(ss)}=1

33. ZADATAK

Neka je (R, B(R), \) prostor mjere. PokaZite da je
esssup f < sup f

te da jednakost vrijedi ako je funkcija f meprekidna.

Rjesenje. Ako je sup f = oo, jasno je da trazena nejednakost vrijedi. Stoga, pret-
postavimo da je sup f = M € R. Tada je f(z) < M za svaki ¢ € X, pa iz definicije
esencijalnog supremuma ponovno dobivamo da je esssup f < sup f.

Nadalje, pretpostavimo da je funkcija f neprekidna i da je esssup f < M, M € R.
Sada, prema definiciji esencilajnog supremuma mozemo odabrati a € R tako da je
a< Mif(x) <a(ss.),odnosnoskup A ={z € X : f(x) > a} je, zbog izmjerivosti
funkcije f, izmjeriv i to mjere nula. Kako je funkcija f neprekidna, slijedi da
A sadrzi otvoren izmjeriv skup f~!((a, M)), odnosno prema monotonosti mjere i
¢injenici da je Lebesgueova mjera nepraznog otvorenog skupa strogo pozitivna (vidi
zadatak 2.84. (a)) vrijedi da je

0 <A (S ((a, M))) < A(4) =0,

Sto nije moguce. Dakle, mora biti esssup f = sup f. Naposljetku, ako je sup f = oo,
uvjet da je f(x) < a (s.s.), a € R nije zadovoljen, pa dobivamo

esssup f = inf{0} = +o00 = sup f.

3.34. ZADATAK

Neka su f,g: X — R izmjerive funkcije. PokazZite da je tada

esssup (f + g) < esssup f + esssup g.

Rjesenje. Prema definiciji esencijalnog supremuma slijedi da je f < esssup f (s.s.)
ig<esssupg (s.s.), odnosno

f+g<esssupf+esssupg (s.s.).

Dakle, vrijedi esssup f +esssupg € {a € R: f+ g < a (s.s.)}, pa prema definiciji
infimuma slijedi da je

esssup (f +g)=inf{a€R: f+g<a (ss.)} <esssup f+esssupg.
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4. Integracija izmjerivih funkcija

4.1. Integral nenegativne jednostavne funkcije

O integralu nenegativne elementarne funkcije f : R — R trebamo razmisljati kao o
povrsini izmedu grafa krivulje i z-osi. Stoga, navedimo sljedeéu opcéenitu definiciju:

DEFINICLIA
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [0,00) jednostavna nenegativna funkcija

s prikazom
n
f = Z aiXAi )
i=1
gdje su Ay, ..., A € X disjunktni skupovi i aq, ..., a, nenegativni realni brojevi.
(I) Broj

[ ran =3 amtan
i=1

naziva se integral funkcije f s obzirom na mjeru u ili, krace, integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp < co.

(IT) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

/Efdu - /XEfdu=§aiu(AiﬂE)

naziva se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili, krace, integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fEfdp < 00.

Za integral [ fdu se koriste i sljedece oznake:

[ran [r@ae. [ s@ .
PRIMJEDBA

Neka je (X, %, u) prostor mjere. Skup svih nenegativnih jednostavnih funkcija defi-
niranih na X oznacavat éemo s Fi (X, X, ) ili, krace, s Fy.

TEOREM
Neka su f,g € Fr (X, %, 1) i @ > 0 realan broj. Tada su af, f+g € Fp (X, 2, u) i
vrijedi:
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(a) [afdp=a fdu (pozitivna homogenost),
(b) [(f+9)du= [ fdpu+ [gdp (aditivnost),

(¢) f<g= [fdu< [gdu (monotonost).

4.4. LEMA
Neka je (X, %, p) prostor mjere, a f € F (X, X, u) nenegativna jednostavna funkci-
ja. Funkcija m : 3 — [0, 00] zadana formulom

m(E) :=[Efdu=/fodu, Fex

je mjera na 3.

4.5. TEOREM
Neka je (X, %, n) prostor mjere, a f, fn € F1(X,3,p), n € N nenegativne jedno-
stavne funkcije sa sljedecim dvama svojstvima:

(a) fn < fot1 za svakin € N,
(b) (fn)nen konvergira po tockama prema f, tj.

lim f,(x) = f(z) za svakixz € X.

n—oo

/fdu:nli_)n;o/fndu.

Tada je

RijesSeni zadaci

4.1. ZADATAK
Neka je (R, B(R), \) prostor mjere, gdje je A Lebesqueova mjera. Izracunajte integral
funkcige f : [a,b] = [0,00) definirane s f(x) := c.

Rjesenje. Imamo da je

flz)dA(z) =c¢ dX(z)
[a,b] la,b]
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4.2. ZADATAK
Neka je (R, B(R), \) prostor mjere te

f1(x) = 2x,, 5 (%) + 4x, 5 (7)),
fa(@) = 2x0 1) (%) 46Xy 5 (%) +4X (5 5 (2)-
Pokazite da vrijedi
(a) fi(z) = fa(=),
(b) [fidrh= [ fadA.

Rjesenje.

(a) Mozemo promotriti ¢etiri slucaja: kada je z € [0,1], z € (1,2], € (2,3] i
x ¢ [0,3] te u svakom od njih dobivamo da je

fi(z) = fa().

(b) Imamo da je

[ h@dia) =2 [y @@ +4 [ @ )
=27([0,2]) + 47 ((1,3]) = 12
[ e drm) =2 [ 1@ @ +6 [ X @ @)+ [ @) dA2)
— 2 ([0,1]) + 6 A ((1,2]) + 42 ((2,3]) = 12

iz cega odmah slijedi trazena jednakost.

4.6. PRIMJEDBA
U [10, str. 115] je dokazano da integral nenegativne jednostavne funkcije ne ovisi o
njezinom prikazu.

4.3. ZADATAK
Neka je (X, A, u) prostor mjere te f1, fa, g1, g2 : X — [0,00) nenegativne jedno-
stavne funkcije za koje vrijedi f1 + go = fo + g1. DokaZite da je tada

[nan= [ raan= [aan- [ g

Rjesenje. Kako integral nenegativne jednostavne funkcije ne ovisi o njenom pri-
kazu, iz uvjeta zadatka slijedi

/(fl + g2) dp = /(f2+g1)d,u.
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Nadalje, prema svojstvu aditivnosti integrala iz prethodne jednakosti dobivamo

/f1du+/gzdu=/fzdu+/g1du,

iz ¢ega odmah slijedi trazena jednakost.

ZADATAK
Neka je (R, B(R),\) prostor mjere, I C R interval koji moZemo prikazati kao di-
sjunktnu uniju

I=LUIL, 6L ILCR

te f: I — [0,00) nenegativna jednostavna funkcija. PokaZite da vrijedi

/fd)\: fAA+ [ fdA.
I I

Iz

Rjesenje. Kakoje =1, Uy, I; NI =0 te Xy, +4; = R, j = 1,2 mozemo pisati

f(@) = f@)x, (2) = f(@)x0,0n, (2) = F@)x, (@) + [(2)x4, (2),

pa prema svojstvu aditivnosti integrala nenegativne jednostavne funkcije odmah
slijedi trazena tvrdnja.

. ZADATAK
Neka je ([O, g] ,B ([O7 %]) ,)\) prostor mjere. Izracunajte integral funkcije
f:[0,2] = R definirane s f(z) := [sin 2], gdje [a] oznaéava cjelobrojni dio realnog
broja a.

Rjesenje. Kako je

odmabh slijedi da je
fd/\:/ de)\Z/XWdAZ)\ zh)=0.
/[of;] 0.5 2 @ )
ZADATAK

Neka je (X, A,d,) prostor mjere, gdje je 6, Diracova delta mjera koncentrirana u
tockiy € X, tj.

_J1,akojeyec A
0y(4) = {0, ako y ¢ A,

Dokazite da tada vrijedi

Aec A

[ a8, = 1)

za svaku nenegativnu jednostavnu funkciju f: X — [0,00).
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RjeSenje. Prema definiciji nenegativne jednostavne funkcije slijedi da je

n
f = Z QiXa,>
=1

gdje su Ay, ..., A, € A disjunktni skupovi i aq, ..., a, nenegativni realni brojevi.
Kako je y € X fiksan, postoji jedinstveni iy € {1,...,n} tako da je y € A;,. Sada
imamo

/fdéy = Zai/XAi d5y = aioéy(Aio) = Oy
i=1
= @igXa, () = D aixa, (v) = fy).
i=1

ZADATAK
Neka su i, ..., i, mjere na izmjerivom prostoru (X, A) i p = > 1, wi. DokaZite
da je tada i p mjera na danom izmjerivom prostoru te da vrijedi

/fdMZiz:/fdm

za svaku nenegativnu jednostavnu funkciju f: X — [0,00).

Rjesenje. U zadatku 2.28. pokazano je da je funkcija p = >, op1; mjera ako su
W1, -, Uy Mjere i aq, ..., q, nenegativni realni brojevi. Kako je u naSem slucaju
o) = -+ = a, = 1, jasno je da je p mjera na danom izmjerivom prostoru. Preo-
staje pokazati da vrijedi trazena jednakost za proizvoljnu nenegativnu jednostavnu
funkciju f : X — [0, 00).

(1) Najprije, neka je f = x,, 4 € A. Tada vrijedi:
/fdu=/xAdu=u(A) = pi(A) ZZ/XAdm :Z/fdﬂi'
i=1 i=1 i=1

(2) Nekaje f e Fy, f=31", ajX,,, gdjesu Ai,..., A € A disjunktni skupovi
iag,...,an € Ry Koristedi jednakost dobivenu u slucaju (1) imamo

/fdu: ZO@/XA]. du Z%Z/XA]. dpsi
j=1 j=1 =1
:Z/ZanAj dﬂi:Z/dei-
i=1Y j=1 i=1
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ZADATAK

Neka je (X, Ay, ft) upotpunjenje prostora mjere (X, A, n). PokaZite da za svaku
nenegativnu jednostavnu funkciju h : X — [0,00) na izmjerivom prostoru (X, A,,)
postoje nenegativne jednostavne funkcije f,g: X — [0,00) na izmjerivom prostoru
(X, A), takve da vrigedi f < h <g, u({f #g}) =0 te

[ ran=[nan=[gan

Rjesenje. Pretpostavimo da je h : X — [0,00) A, -izmjeriva, nenegativna jedno-
stavna funkcija, odnosno mozemo je prikazati u obliku

n
.'13) = § aiXA,Q
=1

gdje su aq,...,an > 01 Ayq,..., A, € A, su disjunktni skupovi. Dakle, kako je
A, € A, za svaki ¢ € {1,...,n} te je o-algebra A, upotpunjenje o-algebre A,
prema propoziciji 2.50. za svaki i € {1,...,n} postoje skupovi B;, C; € A, takvi da
je B; CA; CC;ip(C\B;) =0, iz cega slijedi

QX g, < QiXa, < i X, zbog a; > 0.

Nadalje, sumiranjem po svim ¢ = 1,...,n dobivamo

n n n
D oix, <D ix,, <D iXe,,
=1 1=1 =1

odnosno f < h < g ako definiramo funkcije f := 377" | @ix, , 9 = i1 QiXe,
Funkcije f i g su ocito A-izmjerive i zadovoljavaju

0<u({f#g}) <u( U (CA\B) < 3 m(C\B;) =0

Iz prethodnog razmatranja te jednakosti (2.18) dane u propoziciji 2.52. slijedi da je
w(Bi) = p(Ci) = p(Ai), i = 1,.
odnosno

ZOQ/J Zam Zam

§to je ekvivalentno s trazenom tvrdnjom da je

[ran=[nai= [gan
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4.2. Integral nenegativne izmjerive funkcije

Neka je (X, X, u) prostor mjere. Prema teoremu 3.18. svaku ¥—izmjerivu nenega-
tivnu funkeiju f : X — [0, oo] mozemo aproksimirati s nenegativnom jednostavnom
funkcijom g € Fy, g < f. Imajuéi to na umu, mozemo prosiriti integral na skup
svih nenegativnih izmjerivih funkcija, $to je opisano u sljedecoj definiciji:

DEFINICIIA
Neka je (X, X, 1) prostor mjere, a f : X — [0, 00] nenegativna L-izmjeriva funkcija.

(I) Broj
/fdu:zsup{/gdp:g€f+, gﬁf}

naziva se integral funkcije f s obzirom na mjeru u ili, krace, integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp < oo.
(IT1) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

/Efdu::/fodu

naziva se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili, krace, integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fEfdu < 00.

Prorozicuja
Neka je (X,X,u) prostor mjere. Ako je (fn)nen rastuci niz funkcija iz Fy koji
konvergira prema X-izmgjerivoj funkciji f : X — [0, 00], onda je

/fd,u: lim /fnd,u.
n— o0
TEOREM

Neka je (X, X, 1) prostor mjere, f,g: X — [0, 00] nenegativne X-izmjerive funkcije
1 a > 0 realan broj. Tada vrijedi:

(a) [afdp=af fdu (pozitivna homogenost),
(b) [(f+9)du= [ fdu+ [ gdu (aditivnost),
(¢) f<g= [fdu< [gdu (monotonost).

Prorozicuja
Neka je (X, X, u) prostor mjere, f,g: X — [0, 00| nenegativne i X-izmjerive funkci-
je. Tada vrijedi:
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a) [fdu=0<+<= f=0 (s.s.),
(b) ako je f =g (s.s.), onda je [ fdu= [gdp.

U teoriji integracije vrlo je vazan Levijev!! teorem koji nam govori da na skupu
svih nenegativnih i izmjerivih funkcija integral i limes rastuceg niza funkcija ,,ko-
mutiraju”.

TEOREM (LEVIJEV TEOREM O MONOTONOJ KONVERGENCILII)

Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f : X — [0,00] Y-izmjeriva funkcija. Nadalje,
neka je (fn)nen niz B-izmjerivih funkcija f, : X — [0,00] sa sljedeéim dvama
svojstvima:

(@) fn < foy1 (s.8.) za svakin € N,
(b) limy o0 fr = f (8.5.).

Tada je

/fdu:nlgrrgo/fndu.

TEOREM (LEVIJEV TEOREM ZA REDOVE)
Neka je (fn)nen niz L-izmjerivih funkcija fr, + X — [0,00]. Ako red ", fn konvergi-

ra, onda je
/ (an an = / .

KOROLAR
Neka je f : X — [0,00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X, %, ).
Funkcija m : ¥ — [0, 00] definirana formulom

:[Efdu:/x,gfdu, EeX

je mjera na 3.

TEOREM (FATOUOVA!2LEMA)
Neka je (X,X,u) prostor mjere, a f : X — [0,00] @ fr, : X — [0,00], n € N,
Y-izmjerive funkcije. Ako je f =liminf, f, (s.s.), onda je

/fdugliminf/fndu.

1 Beppo Levi (1875.-1961.), talijanski matematicar.
12Pjerre Joseph Louis Fatou (1878.-1929.), francuski matematicar.
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TrOREM (CEBISEVLIEVANEJEDNAKOST)

Neka je (X, X, u) prostor mjere, f : X — [0, 00] L-izmjeriva funkcija i p € (0,00)
fiksan broj. Za svaki t > 0 definiragmo L-izmjeriv skup Ay := {x € X : f(x) > t}.
Tada je

n(Ay) < tlp/f”xAt dp < tlp/f” dp. (4.1)

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je (X, X, 1) prostor mjere i f : X — [0, 00] L—izmjeriva integrabilna funkcija.
Dokazite da tada vrijedi

f < oo (s.8.).

RjeSenje. Neka je A = {z € X : f(x) = oo}. Dovoljno je pokazati da je u(A4) = 0.
Kako je f integrabilna funkcija, to je [ fdu < co, pa mozemo pisati

/fdu:a,aeR.

Iz definicije skupa A mozemo zakljuciti da je f(x) > nx,(x),n € N,z € A, pa iz
monotonosti integrala slijedi:

a 1
*=*/fdu2/xAd#=u(A)20.
n n

Kada na prethodnu nejednakost djelujemo limesom n — oo, dobivamo da je u(A) =
0.

ZADATAK

Neka je (X, X, ) prostor mjere i f : X — [0, 00] X—izmjeriva integrabilna funkcija.
Dokazite da je tada skup {x € X : f(x) # 0} o-konacan s obzirom na mjeru p.

Rjesenje. Imamo da je

{reX: fla) 20} ={z e X: f(z) >0} = U{xEX: f(z) >1/n} = UA"'

neN neN

Sada, koriste¢i nejednakost (4.1) za p = 1, dobivamo da je za svaki n € N

) = ({z e @2 1) < [ 160 duto) < o

§to daje tvrdnju zadatka.

13Pafnuty Lvovich Chebyshev (ITaduyTtuit JIBoBru Yebnmmes) (1821.-1894.), ruski ma-
tematicar.
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4.11. ZADATAK
Neka je f : X — [0, 00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X, %, ), tako
da je fP integrabilna funkcija za svaki p > 0, i neka je Ay skup kao u teoremu 4.15.
Dokazite:

(a) lim p(A) =0

(b) tlim (tPu(Ay)) =0, za p > 0.
hde el

Rjesenje.
(a) Iz Cebisevljeve nejednakosti (4.1) za p = 1 slijedi
1
Ay

pa kada na tu nejednakost djelujemo limesom ¢t — oo, dobivamo
1
< li < lim - =0.
0< Jim w4 < fim g [ fan=0

(b) Vrijedi da je

0<M(At)—/At dp = N j:?’d’u*tp/ fPdu =

Prema korolaru 4.13. m je mjera, a prema pretpostavci da je fP, p > 0 inte-
grabilna funkcija slijedi m(X) < co. Pokazimo sada da je lim;_,o m(A4;) =0,
odakle Ce slijediti tvrdnja.

Ako je u > t, onda je m(A,) < m(A4;), pa je dovoljno pokazati da niz
(m(An))neN konvergira prema 0. Zaista, kako je

(At)

A, D Apr,meN im(A4)) <m(X) < oo,

to iz neprekidnosti mjere na padajuce nizove i zadatka 4.9. slijedi da je

lim m(A (ﬂA)fm{xEX f(z) =00}) =0.

n—oo

4.12. ZADATAK
Neka je f: X — [0,00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X, 3, u) te
neka je t > 0 proizvoljan realan broj. DokaZite da vrijede sljedece nejednakosti:

(a) ;m{: SRATICEDIE ol [ 9 @) dute), gdje je g Ry - R pustuca
unkcija,

() (e e X: @) 2 a [ f@)du@)}) < £ a>0,
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© nl{ee X: flo) <1) < / h(f(2)) du(z), gdje je b : Ry — Ry pa-

dajuca funkcija.

Rjesenje.
(a) Kako je funkcija g rastuca, vrijedi da je
{zeX: flz) >t} ={r e X: g(f(z)) > g(t)},
pa je

(b) Zbog jednostavnijeg zapisa, neka je b = « [ f du. Sli¢no kao u (a) imamo

plle € X5 F@) 200 = [ im0
— [ H e s () )
< [T o @ o)
<4 [ 1@ dnte) = .

(c) Kako je funkcija h padajuéa vrijedi da je
{reX: flx)<t}={x e X: h(f(x)) >h(t)},
pa analogno, kao u dokazu tvrdnje (a), dobivamo:

p{reX: flo) <t}) =p{zeX: h(f(z)) > h(t)})

- /X{yexzhmy)bh(ﬂ}(x) dp(z)

N / Zﬁfcﬁiiimmh(f(yw}<x> du(x)
[ B
w5 [ M@ aua).

IN

IA



4.13.

4.14.

4.16.

4.15.

130 Integral nenegativne izmjerive funkcije

ZADATAK
Neka je (X, 3, u) prostor mjere i f : X — [0, 00] X—izmjeriva integrabilna funkcija
takva da je [ fdp = 1. PokaZite da je funkcija P : % — Ry, definirana s

P = [ fan= [x.fan  Aes,

vjerojatnosna mjera.

Rjesenje. Iz korolara 4.13. slijedi da je funkcija P mjera, a kako je

PO = [ Fau=1

jasno je da je P i vjerojatnosna mjera.

ZADATAK
Neka je (X, 3, u) prostor mjere i (An)nen niz disjunktnih izmjerivih skupova takvih
da je X = U,cn An. PokaZite da za svaku nenegativnu Y —izmjerivu funkciju f

X — [0, 00] vrijedi
[ran=% [ ran
n=1 An

RjesSenje. Koristeéi Levijev teorem za redove lako dobivamo

/fdu:/ fdu:/xuneNAnfdu
UnGNAn

- /Tim,ﬂfdu =§jl/xA,,Lfdu Zi/Anfdu-

PRIMJEDBA

U nekoliko sljedecih zadataka koristit cemo metodu poznatu pod imenom Lebesgu-
eova indukcija. Naime, ako treba dokazati da odredena tvrdnja vrijedi za svaku ne-
negativnu izmjerivu funkciju, Lebesgueova indukcija omogucava lakse dokazivanje
u smislu da najprije dokazZemo da tvrdnja vrijedi za odgovarajucu karakteristicnu
funkciju, zatim, uz pomoé toga i definicije 4.1., da tvrdnja vrijedi za svaku nenega-
tivnu jednostavnu funkciju te, naposljetku, uz pomocé Levijevog teorema o monotonoj
konvergenciji dokazujemo da tvrdnja vrijedi za svaku nenegativnu izmjerivu funkciju
(vidi zadatak 4.15.).

ZADATAK
Neka je (N, 28 1) prostor s mjerom prebrojavanja, tj. u(A) je broj elemenata skupa
ACN i f:N—=[0,00]. DokaZite da je tada

/fdug:lf(n)-
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Rjesenje.

(1)

2)

Ako je f =x,, A CN, onda je
/XA dp = p(A) =Y x.(n).
n=1

Ako je f =1, akX,, nenegativna jednostavna funkcija, onda je

/fdu:Zak/xAk d,u(lz)zakZXAk(n> :Z
k=1 k=1 =1

n=1k

m

o0
QAkXa, (n) = Z f(n),
=1 n=1
gdje predzadnja jednakost slijedi iz Tonellijevog teorema za sume (vidi pri-
mjedbu 2.18.).

U opéem slucaju, kada je f : N — [0, 00] proizvoljna nenegativna izmjeriva
funkcija, definirajmo najprije pomoéne funkcije

[ f(n), akojen <k
gk(n).—{ 0, akojen > k.

Tada je (gi)ren rastudi niz nenegativnih jednostavnih funkcija g < grr1 < f
k
i pri tome je limy_,00 gr = f. Stovige, Jgpdp = Z f(n). Pomocu teorema o
n=1

monotonoj konvergenciji dobivamo

/fdu—klir&/gkdu—gf(n)~

4.16. ZADATAK
Neka su p i v mjere na izmjerivom prostoru (X,%) takve da je v(A) = [, fdu za
neku nenegativnu izmjerivu funkciju f : X — [0, 00]. DokaZite da vrijedi

/ng=/gfdu

za svaku nenegativnu, izmjerivu funkciju g : X — [0, 00].

Rjesenje.

(1)

Neka je g = x,, A € X. Tada vrijedi

/gdv:/xAdVZV(A):/Afdu:/fodu:/gfdu.
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(2) Ako je g € F4, onda funkciju g mozemo zapisati u obliku g = Y7 | QiXa, s
gdje su Aq,..., A, € ¥ disjunktni skupovi, aq,...,a, € Ry, pa je

/ngZ/ZaixAi dv = Zai/xAifdu
=1 =1
z/zaixAifdu=/gfdu~

i=1

(3) Neka je g nenegativna, izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuéi niz (g, )nen
nenegativnih jednostavnih funkcija tako da je lim g, = ¢, pajei lim fg, =
n—oo n—oo

fg. Sada iz Levijevog teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo
/gdz/: lim /gndl/@:) lim /gnfdp:/gfdu.
n—oo n—oo
4.17. ZADATAK

Neka je f: R — [0, 00| izmjeriva funkcija, ¢ € R i A Lebesgueova mjera na izmjeri-
vom prostoru (R, B(R)). Pokazite da tada vrijedi

/f ) dA(z /fx+cd/\()

RjesSenje. Koristeci Lebesgueovu indukciju dobivamo:
(1) Neka je f = x,, A € B(R). Tada je

/R f(2) dA\(z) = / X () dA(x) = A(

4),
[1e+0n@ = [xeraae = [ v @@ =ra-o.

gdje je A—c={a—c: a € A}, pa vrijedi
[ @@ = [ fe+oanw
zbog svojstva translatorne invarijantnosti Lebesgueove mjere.

(2) Nekaje f € Fy, tj. f= ZaiXAi,’ a; >0, A; € B(R),i=1,...,n medusobno
i=1
disjunktni skupovi. Koriste¢i (1) dobivamo

/f ) dA(z Z A Z A i /XA% z) dA(z)
/ZO&ZXA x+c)d\(z /f (@).
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(3) Ako je f nenegativna izmjeriva funkcija, onda postoji rastuéi niz nenegativnih
jednostavnih funkcija (f,)nen, takvih da je lim f, = f, pa prema (2) i
n—oo

Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji slijedi

/ F@)dr@) = tim [ fu@) dr@) D Tim [ fule+ ) dA(@)
R R R

n—oo n— oo

= / flx+c)dA(x).
R

4.18. ZADATAK
Neka je (R, B(R), u) prostor mjere. Ako za svaki A € B(R) vrijedi

u(A) = p(A —1),

gdje je A—1:={a—1: a € A}, dokazite da za svaku nenegativnu izmjerivu funkciju
f:X — [0, 00] vrijedi

[ @) = [ 1+ 1 duto)

RjeSenje. Primijetimo da zadatak mozemo rijesiti na isti nac¢in kao zadatak 4.17.

4.19. ZADATAK
Neka je (X, X, 1) prostor mjere, a pozitivan realan broj, te A € ¥. Nadalje, neka
je v:X — [0,00] mjera na izmjerivom prostoru (X,X) definirana s

v(B) :=au(ANB), BeX.

Lebesgueovom indukcijom dokaZite da za svaku nenegativnu izmjerivu funkciju f :

X — [0, 00] vrijedi
/fdz/ = a/ fdu.
A

Rjesenje.

(1) Pokazimo najprije da tvrdnja vrijedi za karakteristiénu funkciju. Stoga, neka
je f=x5, BeX.

/fdv:/XBdVZV(B):au(AﬂB):a/xAdeu:a/xAdeu

:a/XBdu:a/fd,u.
A A
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(2) Neka je f € Fy, tj. f = ZaiXA,i7 gdjesua; >0iA; €X,i=1,...,nsu
i=1
medusobno disjunktni skupovi. Sada dobivamo

/fdy:Zai/XAidy(é)Zaia/XAid/L
i=1 i=1 A
o [ S ,du:a/fdu.
/A; B A

(3) Naposljetku, pokazimo da tvrdnja vrijedi za svaku nenegativnu izmjerivu
funkciju f. Iz cinjenice da postoji rastuéi niz nenegativnih jednostavnih
funkcija (fn)nen, takav da je lim f, = f, prema (2) i Levijevom teoremu

n—oo

o monotonoj konvergenciji slijedi

/fdyz lim fndy(i) lim a/fndu:a/fdu.
n—oo n— oo A A

4.20. ZADATAK
Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor te neka su dane o—algebre B,C C X koje su
nezavisne, odnosno vrijedi

P(BNC)="P(B)-P(C), BEB, CeC.

Pokazite da za svaku nenegativnu B—izmjerivu funkciju f : X — [0,00] i za svaku
nenegativnu C—izmjerivu funkciju g : X — [0, 00| wvrijedi

/fgdP:/fdP/gdP.
Rjesenje.

(1) Neka je f=x,, B€ B, g=x., C €C. Tada je

[t9aP= [xxeaP = [0 aP=PBOC) =P(B) - P(C)

:/XBdP/xCdP:/fdP/gdP.

(2) Neka su f,g € Fy.. Tada postoje nenegativni realni brojevi aq,...,an,,
B1, .-, Bm te disjunktni skupovi Ay,..., A, € B, Bi,...,B,, € C tako da

je f =011 @iXa,s 9= 20711 BjXy,» Pa je prema dijelu (1) zadatka

/fgdP:ZZOéiﬂj/XAixﬁj dp(gzzaiﬂj/XAi dP/XB]. dP

i=1 j=1 i=1 j=1

:/Zami dP/ZﬂjXﬁj dP:/fdP/gdP.
i=1 j=1
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(3) Neka su f i g nenegativne izmjerive funkcije. Tada postoje rastuéi nizovi
nenegativnih jednostavnih funkcija (fp,)nen, (gn)nen tako da je lim f, = f i

n—r oo
lim g, = g, odnosno hm fngn = fg, pa iz Levijevog teorema o monotonoj

n—oo
konvergenciji slijedi

/fgdP: lim /fngndP@ lim (/fndP/gndP>
n—o00 n—00

= lim [ f,dP lim /gndP:/fdP/gdP~
n—o0

n—oo

4.21. ZADATAK
Neka su (X, M, ), (Y,N,v) prostori mjere i f : X — Y izmjerivo preslikavanje

takvo da je x, o f =X,_,, #a svaki A€ N i

v(E)=pu(fY(E)), EEN.

/X(QOf)du=/Yng

za svaku nenegativnu izmjerivu funkciju g 1 Y — [0, 00].

Dokazite da je tada

Rjesenje.

(1) Neka je g = x5, £ € N. Tada je

/X(QOf)du=/X(xEOf)du=/Xxf_1(E) dp=p (fH(E))

:u(E):/YXEdy:/Ygdu.

(2) Neka je g € Fy, tj. g =Y i aiXy,, gdje su a,...,an €ERy 1 By, By €
N su disjunktni skupovi. Primjenom jednakosti dokazane u (1) slijedi

/(QOf)duzzai/(in o fydu = Za/ X5, dv
X =1 JX =1 7Y
:/ ZaiXE, dV:/ gduv.
Y =1 ' Y

(3) Neka je g nenegativna izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuéi niz nenegati-
vnih jednostavnih funkcija (g, )nen tako da je lim g, = g, odnosno vrijedi i
n—oo

lim g,of = gof. Sada prema Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji
n—oo

slijedi

/(go Ydu = hm/ (gno f)du @ hm gndl/:/gdz/.
Y Y
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ZADATAK
Pokazite primjerom da je uvjet fp, > 0, n € N u Fatouovoj lemi nuzan.

Rjesenje. Neka je (R, B(R), A) prostor mjere te (fp,)nen niz funkcija definiranih s
fn o= _%X[O,n]’ n € N. Tada je

liminf f, = lim f, =0=: f,
n—oo n—oo
pa slijedi

n—oo

/fd)\ =0>-1= liminf/fnd)\,
§to je u kontradikciji s tvrdnjom Fatouove leme.

ZADATAK

Neka je dan prostor mjere (R,B(R),\) i niz (fn)nen funkcija fn, : R — [0, 00]
definiranih s f, : n € N. PokaZite da tada vrijedi stroga nejednakost u
Fatouovoj lemi.

= X1y

Rjesenje. Kako je

f= limioréf fn= linn—l>i<>%f Xennir) = nh_)rrolo Xy =0 = /fd)\ =01

n—

liminf | f,d\ =liminf A ((n,n+1)) =1,

n—oo n—oo
vrijedi
/fd)\ < liminf | f,dA.
n—oo

ZADATAK
Neka je (R, B(R), \) prostor mjere te (gn)nen niz funkcija g, : R — [0, 00] definira-
nih s gn 1= NX1 2, M E N. Pokazite da je tada

/gd)\;é lim /gnd)\,
n—oo

gdje je g := lim g,. Vrijedi li u tom slucaju tvrdnja Fatouove leme?
n—oo

Rjesenje. Kako je lim g, =0 =g, to je
n—oo

/gd)\zo.

/gnd)\:/nx[%)%) dA=nA([1/n,2/n)) =1

Zbog
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je
lim [ g,d\=1,

n—r oo

iz ¢ega odmah zakljuc¢ujemo da je

/gd)\ < liminf/gn dA
n—oo
te takoder vrijedi i tvrdnja Fatouove leme.

Z ADATAK
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Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f, fn : X — [0,00], n € N X—izmjerive funkcije.
Ako je fn, < f za svakin € N, pri éemu je [ fdu < oo, dokaZite da je tada

n—roo n—oo

limsup/fn dp < /limsup fndp.

Ta je tvrdnja poznata kao Obrat Fatouove leme.

RjesSenje. Definirajmo pomoc¢ne funkcije g, := f — fn, n € N koje su nenegativne

izmjerive, prema uvjetu zadatka. Prema tvrdnji Fatouove leme slijedi

/lim inf g, dp < lim inf/gn du.
n—oQ n—oo

Koristedi jednakost (1.2), danu na str. 6 dobivamo

liminf [ g,dp = liminf/(f — fo)dp = /fdu — limsup/fn du (4.3)
n—oo n—oo

n— 00

/liminfgn dp = /liminf(f — fa)du = /fd,u - /limsup fndp. (4.4)
n—oo n—oo

n—oo

Sada iz (4.2), (4.3) i (4.4) slijedi

/fdﬂ—/limsupfndﬂﬁ /fdu—limsup/fnd/‘v

n—oo n—oo
odnosno
/lim sup fpn dp > lim sup/fn dg.
n—oo n—oo
ZADATAK

Neka je (X,%,p) prostor mjere i (Ap)nen niz izmjerivih skupova.
jednakostima

=liminfy, ,

Xiim infpy— 00 An P

., =limsupx, ,
n—oo

Xlim supy,_y o0 A

dokazanim u zadatku 1.13., dokaZite:

Koristeéi se
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(a) p(liminf A,) <liminf u(A,),

n— oo n— oo

(b) limsup u(Ay) < p(limsup A,), ako je mjera p konaéna,
n— 00 n—00
(¢c) ako je dan prostor mgere (R, B(R), \) i niz (Ap)nen izmjerivih skupova A,, =
(n,2n), n € N, pokazite da turdnja (b) ne vrijedi, sto ée znaciti da (b) opéenito
ne vrijedi kada pripadni prostor mjere nije konacan.

Rjesenje.

(a) Pomoc¢u Fatouove leme dobivamo:

.u(limiann) :/Xliminf A d/‘l’:/limianA dp
n— oo n n—oo n

n—oo

< liminf/XA dp = liminf p(A,).
n n—00

n— oo

(b) Uz pomoé¢ obrata Fatouove leme mozemo pokazati da vrijedi:

limsup pu(A,) = lim sup/XAn dp < /lim sup x,, du

n— oo n—oo n—oo

= /961;,1151.;,7HOo a, dp = p(limsup A,,).

n—oo
(c) Vrijedi da je

limsup A(4,,) = limsupn = oo,

A(limsup A,,) = A( ﬂ U (n,2n)) = A(0) =0,
=00 k=1n>k

pa vidimo da tvrdnja (b) u tom slu¢aju ne vrijedi.

4.17. PRIMJEDBA
Primijetimo da su u zadatku 2.47. veé dokazane turdnje (a) i (b) prethodnog zadatka,
no na drugaciji nacin, odnosno koristeéi samo svojstva mgjere.




4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

D. Jankov Magirevié¢, Zbirka rijeSenih zadataka. .., Osijek, 2014. 139

4.3. Integral izmjerive funkcije

DEFINICLIA
Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f: X — [—o00,00] E-izmjeriva funkcija.

(I) Ako je barem jedan od brojeva [ f*du i [ f~ du konacan, gdje su funkcije
fT i f~ definirane kao u propoziciji 3.16. s

f+(‘r) = max{f(:c), O}a I~ (I) = mln{f(z),()}, z € X,

onda se definira broj
[ran=[sran- [ au

i nazivamo ga integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili, krace, integral funkci-
je f.
Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdu konacan.

(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Ako je definiran integral fXEfd,u, onda broj

/Efdu::/fx,;du

nazivamo integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru pu ili, krace, integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fEfdp < 00.

LEMA
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, a f : X — [—00, 00] B-izmjeriva funkcija. Funkcija
[ je integrabilna ako i samo ako je funkcija | f| integrabilna, tj. ako je [|f|dp < oo.

PROPOZICIJA
Neka je (X,X, u) prostor mjere, a f : X — [—o0,00] L-izmjeriva funkcija. Ako je
f integrabilna, onda vrijedi:

(a) f(x) € R (s.s.). Preciznije, p({x € X : |f(z)| = 00}) = 0.
(b) Skup {z € X : f(x) # 0} je o-konacan.

TEOREM
Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] dvije X-izmjerive funkcije
takve da je f = g (s.s.). Ako je definiran integral [ f du, onda je definiran i integral

[ gdp i pri tome je
/fdu:/gdu-
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TEOREM
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [—00,00] L-izmjeriva funkcija. Sljedede
turdnje su ekvivalentne:

(a) f=0 (s.s.),
(b) [1fldu=0,
(¢) [fx.du=0 za svaki A € 3.

TEOREM
Neka je (X, X, 1) prostor mjere, f,g: X — R integrabilne funkcije i o« € R. Tada
su funkcije af i f 4 g integrabilne i pri tome vrijedi:

(a) [afdp=a [ du (homogenost),
(b) [(f+9)du= [ fdpu+ [gdp (aditivnost),
(¢) f<g= [fdu< [gdu (monotonost).

TEOREM (LEBESGUEOV TEOREM O DOMINIRANOJ KONVERGENCIJI)

Neka su f, fn: X = [—00,00], n € N, Y-izmjerive funkcije i neka je g : X — [0, 00]
integrabilna funkcija. Ako su ispunjeni sljedeci uvjeti:

(a) f=lim, f, (s.8.),
(b) funkcije f, su dominirane funkcijom g, tj.

[fnl <g (s.5.) za svakin € N,

onda su sve funkcije f i fn, n € N integrabilne i vrijedi

/fdu:nli_fr;o/fndu.

PRIMJEDBA
Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji je osnovni teorem integralnog racu-
na.

TEOREM
Neka su f, fr : X — [—00,00], n € N, S-izmjerive funkcije. Akojey o | [|fn|dp <
00, onda vrigedi:
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(a) red Y, fn konvergira (s.s.),

(b) ako je f=73", fn (s.5.), onda je

/(ifn) du=§:1/fndu-

RijesSeni zadaci

ZADATAK

Neka su p,v,n : ¥ — R mjere na izmjerivom prostoru (X,X), takve da je p :=
c1v + com, gdje su c¢1 i co menegativni realni brojevi, te f : X — R Y—izmjeriva
funkcija, integrabilna w odnosu na mjere v i n. PokaZite da vrijedi

/fdu:cl/fdzH—cQ/fdn,

iz Cega Ce slijediti da je funkcija f integrabilna i u odnosu na mjeru p.

Rjesenje.

(1) Neka je f =x,, A € X. Tada je

[ an= [ xudew+ ) = (e +en(a)
zclu(A)+0277(A):cl/fdy+02/fdn.

(2) Neka je f: X — [0,00) nenegativna jednostavna funkcija. Tada je
f = Z O‘iXAi )
i=1
gdje su aq,...,a, € Ry i Ap,..., A, € ¥ su disjunktni skupovi. Sada je
n
/fdu = Z%’/XA@ d(crv + cam)
i=1

) c1 a;v(4;) + co Zam(Ai) = /fdu + CQ/fd'r].
i=1

i=1



142 Integral izmjerive funkcije

(3) Neka je f: X — [0, 00] nenegativna izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuéi
niz nenegativnih jednostavnih funkcija (f,)nen, tako da je lim f, = f, pa
n—oo

prema (2) i Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji slijedi
/fdu: lim [ fdu 2 lim (cl/fndy+02/fndn)
n—oo n—oo
=c; lim fndv + co lim /fndn:q/fdqucQ/fdn.
n—oo n—oo

(4) Nekaje f: X — [—00,00] izmjeriva funkcija. Kako je f integrabilna s obzirom
na mjere v i 7, vrijedi da je

cl/fdz/Jch/fdn:cl (/f*dy/fdzx)Jch </f+d77/fd77>
:cl/f+dv+02/f+dn— <c1/f du+cQ/f* dn>

(3) _
=/f+du—/f du=/fdu-
4.28. ZADATAK

Neka je p mjera prebrojavanja na izmjerivom prostoru (N,2%) i f : N — [~o0, 00
izmjeriva funkcija. Izracunajte [ fdu te ispitajte koji uvjeti moraju biti ispunjeni
kako bi funkcija f bila integrabilna.

RjesSenje. Promotrimo sljedece slucajeve:

(1) Neka je f: N — [0, 00] nenegativna izmjeriva funkcija, N, := {1,...,n} i
n n
Jn = fXN,L = f(l)X{l} +ot f(n)X{n} = Z f(i)X{i} = Z f(Z)
i=1 i=1

tako da vrijedi lim f, = f. Sada, prema Levijevom teoremu o monotonoj
n—oo

konvergeniji, slijedi da je
/ fdp= lim / o= Jim 32 7Ou(H) = 310

jer je u({i}) =1 za svaki i € N.

(2) Neka je f : N — [—o00,00] proizvoljna izmjeriva funkcija. Tada f mozemo
zapisati u obliku f = fT — f~, gdje su f, f~ nenegativne izmjerive funkcije,
pa slijedi

/fdu=/f+du—/f‘du@gﬁ(i)—zf‘(i)
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Da bi /fdu imao smisla, barem jedan od integrala /f+ du, /f_ dy mora

biti konacan, odnosno, barem jedan od redova Y .o f*(i), >oo; f~(¢) mora
konvergirati.
Nadalje, kako bi funkcija f bila integrabilna, mora vrijediti

(oo} [ee]
[rran=Yrm<si [Fa=Y 1@<
i=1 i=1
sto je ekvivalentno s tvrdnjom (vidi lemu 4.19.) da je

SO+ ) <00 = D If)] < oc.

i=1 i=1

o0

Dakle, funkcija f je integrabilna ako i samo ako red Z f(@) apsolutno kon-
i=1

vergira i u tom slucaju vrijedi

/fdu = ;f(i)

ZADATAK
Neka je (X, %, u) prostor mjere i f : X — [—00, 00] integrabilna funkcija. Ako danu
Sfunkciju progirimo do funkcije f na sljedeéi nacin:

s | f(z), ko jex € X\N
f(a:)—{ B, ako jex €N,

gdje je N skup mjere nula, dokaZite da je f integrabilna funkcija te [ fdu = [ fdu.

Rjesenje. Kako se funkcije f i f podudaraju svuda osim na skupu mjere nula, pri
¢emu je funkcija f integrabilna, prema teoremu 4.21. slijedi da je f integrabilna

funkcija te vrijedi
/fd,u:/fdu<oo.
ZADATAK

Neka je p konacéna mjera na izmjerivom prostoru (R, B(R)).

(a) Ispitajte je li funkcija f: R — R, definirana s
() := sin 2 a € R\{0},

integrabilna u odnosu na mjeru p.
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(b) Izracunajte

. .z
lim [ sin —dpu.
n—o0 n

Rjesenje.

(a) Kako je

sin E‘ < 1, slijedi da je
a

J

odnosno funkcija f je integrabilna.

sinf‘ dug/lduzu(R) < 00,
a R

(b) Neka je z € R. Zbog neprekidnosti funkcije sinus imamo da je

. . T
lim sin — =0,

n—oo n
a zbog s1nf‘ < 1zasvex € R, n €N funkcije z — sin —, n € N su domi-
n n
nirane integrabilnom funkcijom g(z) := 1. Prema Lebesgueovom teoremu o

dominiranoj konvergenciji slijedi

lim singdu:/Odu:O

n—oo n

4.31. ZADATAK
Neka je [ : X — [—00, 00| X—izmjeriva integrabilna funkcija. PokaZite da za svaki
e > 0 postoji § > 0 tako da za sve skupove A € X, takve da je u(A) < § wvrijedi
[Ja fdu| <e.

Rjesenje. Neka je f : X — [—o00,00] X-izmjeriva, integrabilna funkcija i & > 0.
Definirajmo niz (f,)nen funkcija f, : X — [0,00] s f, := min{|f|,n}, n € N.
Vidimo da je (fn)nen niz izmjerivih funkcija koje su dominirane integrabilnom
funkcijom |f| te za koje vrijedi lim, . min{|f|,n} = |f|. Prema Lebesgueovom
teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

Jim [wingl ]} du= [ 1f]d
Sada mozemo zakljuciti da postoji ng € N tako da je
/(|f| —min{|f|,n})du < g, za sve n > ng.

Neka je § := ¢/(2ng) te primijetimo da ako za skup A € ¥ vrijedi u(A) < ¢, onda
je

’/Afdu‘ < [ Uf1an= [ (1= mingl e+ [ mind17ln d
S/(If\ —min{|f|,no}>du+/Anodu

€ € €
= A -+ - =
<2—|—n0u()<2+2 &
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§to je i trebalo pokazati.

4.32. ZADATAK
Neka je (R,B(R),\) prostor mjere te f : R — R izmjeriva, integrabilna funkcija.
Za svaki konacan interval I C R definirajmo

1 .
fI::TI)/Ifd)\ZEI:{xGI: flx) > fr}.

Pokazite da tada vrijedi

/Ilf—f1|d)\:2 /El(f—ff)d/\.

Rjesenje. Uocimo najprije da je

/El(f—ff)d)\—k/I\El(f—fz)d)\:/I(f_fl)dA

:/Ifd)\—/lfjd)\:/lfd)\—/lfd/\:o.

Iz prethodnog razmatranja slijedi

/El(f—fz)dk=/ (fr — f)dx. ()

I\EI

Nadalje, imamo da je

/I|f—f1dA=/EI If—fIIdAJr/I\EI 1 fuldA

—/El(ff[)d)\Jr/ (fr = f)dx

I\E;

L g-mans [ g-mar=z2 [ g-ma

4.33. ZADATAK
Neka je (X, X, u) prostor mjere, gdje je mjera p konacna, te neka je f : X — R
izmjeriva funkcija.

(a) Uz pretpostavku da je f™ integrabilna funkcija za svaki n € N te da postoji
lim /f" dp € R, dokazite da je |f(z)| <1 (s.s.).

n— oo
(b) Ako je f™ integrabilna funkcija za svaki n € N, pokaZite da je tada

/f"d,u:CERzasvenGN

ako i samo ako je f = x, za neki izmjeriv skup A C X.
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Rjesenje. Uocimo da je f" funkcija f™ : X — R definirana s f"(z) := (f(z))" za
svaki x € X.

(a) Neka je f™ integrabilna funkcija te postoji lim,, o [ f™du € R. Pretposta-
vimo suprotno onome $to trebamo pokazati, odnosno neka za izmjeriv skup

A={z e X: |f(x)] > 1}
vrijedi u(A) > 0. Iz jednakosti
A= J{z e X |f(@)] = 1+1/k}
k=1
vidimo da postoji § > 1, tako da je za izmjeriv skup B = {z € X : |f(x)| > ¢}
zadovoljeno p(B) > 0. Uocimo da za svaki n € N vrijedi 2" > 6%y, te iz
5" u(B) = /52% dp < /fQ" du
slijedi da je lim, o0 [ f?"dp = oo, §to je u kontradikciji s polaznom pretpo-
stavkom. Dakle, mozemo zakljuciti da je |f(x)] <1 zass. z € X.

(b) Pretpostavimo da je [ f"du = ¢ za sve n € N. Prema (a) slijedi da je
|f(x)] <1 (s.s.). Definirajmo pomoéne skupove A := {z € X : f(z) = 1},
B:={zeX: fla)=-1}iC:={zx € X : |f(x)] <1}. Sada, za svakin € N

vrijedi
[rrau= [ srans [ o [ o
A B c
:/ld,u+/(—1)”du+/f”du
A B c
=)+ () + [ =
Kako je lim, o f™(z) = 0 za sve z € C te je na skupu C niz funkcija

(fn)nen dominiran funkcijom g : X — [0,00], g(x) = 1, koja je integrabilna
zbog pretpostavke o konacnosti mjere p, prema Lebesgueovom teoremu o
dominiranoj konvergenciji slijedi da je lim,,_, fc frdp =0. Sada je

lim (1(A) + (~1)"u(B)) = c.

n—oo

Kako lim,, o (—1)™ ne postoji, mozemo zakljuciti da je u(B) = 0. Dakle,
1(A) = ¢, odnosno

c:/f"du:,u(A)—i—/Cf"du:c—i—/Cf"du zasvaki n € N, ()
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iz ¢ega zakljucujemo da je fc f™dp =0, pa mora vrijediti f(z) =0, (s.s.) na
skupu C. Iz posljednjeg i jednakosti (x) slijedi da je f = x, (s.s.).

Obratna tvrdnja o¢ito vrijedi, jer ako je f = x, za neki izmjeriv skup A C X,
onda je

/f"dMZ/deuz/XAdu:u(A)ER.

4.34. ZADATAK
Neka je (X, X, 1) prostor mjere, a (fn)nen niz nenegativnih, Y-izmgjerivih i mono-
tono padajudih funkcija koji konvergira prema funkciji f : X — [0,00]. DokaZite:

(a) Ako je funkcija f1 integrabilna, onda su sve funkcije fr,, n € N, integrabilne i

pri tome je
/fdu= lim /fndu~
n—oo

(b) PokaZite primjerom da se oplenito ne smije izostaviti integrabilnost funkcije

fi-

Rjesenje.
(a) Kako je (fn)nen niz monotono padajuéih funkcija, vrijedi da je
file) > fa(x) = - > fule) >,

iz ¢ega, prema monotonosti integrala, slijedi

o> [z [p@az [ @z

odnosno mozemo zakljuciti da su sve funkcije f,,, n € Nintegrabilne. Ako se za
dominirajucu funkciju uzme nenegativna, integrabilna funkcija f;, jednakost

[ an=tm [ fadu

odmah slijedi iz Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergenciji.

(b) Neka je (R, B(R), \) prostor mjere te neka je (fp,)nen niz nenegativnih izmje-
rivih i monotono padajucih funkcija f, : R — R definiranih s f, = x,
neN. Iz

/ﬁdA:/?wwdA:A«Lw»:+m

slijedi da funkcija fi nije integrabilna. Sada je f = li_>m fn=0i1

/fdAzO#nILnéo/fndA:m.
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ZADATAK
Neka je (R, B(R), \) prostor mjere. Konstruirajte niz izmjerivih integrabilnih funkci-
ja (fn)nen tako da je

lim f,(x) = f(z) za svaki z € R,
gdje je f integrabilna funkcija i vrijedi
lim [ fod\# /fd)\.
n—oo

Je li taj primjer u kontradikciji s Lebesqueovim teoremom o dominiranoj konver-
genciji?

RjeSenje. Neka je
falz) :=n-x

Funkcije f,,, n € N su integrabilne:

/fnd)\:n/x(oi)d)\:1<oo

i vrijedi lim,, o fr, = 0= f te je

(z), n € N.

0.5

lim fnd/\:lyéO:/fd/\.

n—oo

Funkcije f,, n € N nisu dominirane nekom integrabilnom funkcijom, pa to nije u
kontradikciji s Lebesgueovim teoremom o dominiranoj konvergenciji.

ZADATAK
Neka je (X, X, p) prostor mjere @ f : X — [0, 00] L—izmjeriva integrabilna funkcija.
Dokazite da je funkcija F : R — R definirana s

F(z) :=/x(_m,x]fdu

neprekidna na R.

RjeSenje. Pretpostavimo da F' nije neprekidna u tocki zy € R. Tada postoji
e > 0 sa svojstvom da za svaki § > 0 postoji s € R tako da je |xs — xg] < § i
e < |F(zs) — F(x0)|. Bez smanjenja opéenitosti, neka je z5 < xo. Tada je

F(zo) = [ X(Cawqfdn = / (Xvoo,m +X($’a»wo])fdu

= F(x(;) +/X(z5,z0]fd,ua
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pa je stoga
£ < 1F(es) = Fao) = | [ Xy ]

S / {X(za,mo]f|d/1’ S /X(Tofa,m0+5)‘f|dp“

Specijalno, ako za § uzmemo redom brojeve %, dobivamo

e < [Xeyrmgrmlldn, neEN. (*
Nadalje, definirajmo pomoc¢ni niz funkcija

fni= X(zofl/n,zo+l/n)|f|’ neN.

Niz funkcija (|f] — fn)nen je rastuéii (s.s.) konvergira prema |f|. Pomoc¢u teorema
o monotonoj konvergenciji dobivamo

[1stau=t [(71= 5= [171an= tim [ . dn
Dakle,
lim [ f,du=0.

n—o0

Grani¢nim prijelazom n — oo iz (x) dobivamo ¢ < 0, sto je kontradikcija.

. ZADATAK

Dokazite da uz pretpostavke Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji vri-
jedi
lim /|fn—f|du:O.

n— oo

Rjesenje. Definirajmo pomoéni niz funkcija (hy,)nen u obliku

hin(z) := sup{|fx(z) — f(x)| : k > n}, neN.

Sada iz lim f, = f slijedi lim h,, = 0. Nadalje, uo¢imo da je h,11 < h, za
n—oo n—oo

svaki n € N, a iz |fi, — f| < |fel + |f] < 29, k > n slijedi da je h,, < 2g. Prema
Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji vrijedi da je

lim [ hy,dy = 0.

n—roo

Sada iz nejednakosti 0 < ['|f, — f|dp < [ hy, dp mozemo zakljuciti da je

n— oo

mﬂ/Uﬁ—ﬂ@:ﬂ-
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4.38. ZADATAK
Neka je f: X — [—o00,00] integrabilna funkcija te neka su definirane funkcije
In = X s hn=min{f,n}, n € N. Dokazite da je tada

lim /\gn—f|du: li_)m /|hn—f\d,u=().

n—oo

Rjesenje. Vrijedi lim x,_,  (z) =1 te je
n—oo ’

lim g, = lim fx_, ., =1
n— oo n—oo

Nadalje, kako je |gn| < |f], n € N, prema lemi 4.19. i zadatku 4.37. slijedi
lim /|gn — fldp=0.
n—oo

Iz lim h, = lim min{f,n} = f i |h,| <|f], n € N, na isti na¢in zaklju¢ujemo da
n—0o0 n—oo

je

lim /|hn — fldup=0.

n—r oo
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4.4. Integracija na izmjerivom skupu

Prvi prirodni nac¢in na koji mozemo definirati integrabilnost i integral funkcije f
na skupu A je opisan definicijom 4.18.(II). Dakle, funkcija f : X — [—o0, 0] je
integrabilna na skupu A € ¥ ako i samo ako je integrabilna funkcija fx, : X —
[—o00, o0].

Prije druge ekvivalentne definicije te teorema koji joj prethodi, sjetimo se pojma
restrikcije o—algebre definiranog u zadatku 2.3. i restrikcije mjere, definiranog u za-
datku 2.29.:

DEFINICLIA
Neka je (X, X, u) prostor mjere. Ako je A C X bilo koji neprazan podskup od X,
tada je

Ya:={SNA:Sex}

o-algebra na skupu A, koju nazivamo restrikcija c—algebre ¥ na skup A.
Ako je A € ¥ neprazan skup, funkcija i 4 : ¥4 — [0,00] definirana formulom

ma(B):=u(B), BeXa

je mjera na (A,¥4), koju nazivamo restrikcija mjere pna X 4.

TEOREM
Neka je (X, %, ) prostor mjere, f : X — [—00, 00| Y-izmjeriva funkcija i A € X.
Tada vrijedi:

(a) Integral fA fdup funkcije f na skupu A je definiran ako i samo ako je definiran
integral [ fladpa funkeije fla za prostor mjere (A, X, jia).

(b) Ako je definiran integral [, fdu, onda je

/Afdu 1=/f|AdM\A~

U sljede¢em teoremu mozemo vidjeti da je integrabilna funkcija ujedno integra-
bilna i na svakom izmjerivom skupu.

TEOREM
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, f : X — [—o00,00] B-izmjeriva funkcija i A € 2.
Tada vrijedi:

(a) Ako je definiran integral [ fdp, onda je definiran integral fAfd,u za svaki
AeX.

(b) Ako je f integrabilna (na X), onda je [ integrabilna na svakom skupu A € ..
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4.30. TEOREM
Neka je (X, %, p) prostor mjere i f : X — [—o00,00] B-izmjeriva funkcija. Ako je
definiran integral [ fdp, onda vrijedi:

(a) [, fdu=0 za svaki skup A € ¥ za koji je u(A) = 0.

o0

(b) Neka je (Ap)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz 3 i A := A,. Tada
=1

/Afdu=§:l/j4nfdu-

(¢) Neka je (Ap)nen rastuci niz skupova iz ¥ i A:= |J A,. Tada je

je

n=1
/ fdpu= lim fdu.
A n—oo [
(d) Neka je (Ap)nen padajuci niz skupova iz ¥ i A 1= A,. Ako je
n=1

‘fAl fdu‘ < oo, onda je

/ fdp = lim fdu.
A n—=oo f4

4.31. PRIMJEDBA
Zahvaljujuéi teoremu 4.28. svi rezultati koji vrijede za integral [ f dp funkcije f
X — [—o00, 00] vrijede takoder i za integral fA fdu funkcije f na izmjerivom skupu
AeX.

Rijeseni zadaci

4.39. ZADATAK
Izracunagte:

(a) lim Y| cosz| dA,
]

n—oo [0 T

(b) lim o 22,
n—o0 [%77‘,] X + s

nd
(¢) lim e” e ¥dA,
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(d)

lim e )\,
n—oo [075]

Rjesenje.

(a)

Definirajmo pomoéni niz funkcija f,(x) := {/|cosz|, n € N, koje su ne-
prekidne, pa stoga i izmjerive. Lako se vidi da je niz (f,)neny dominiran
integrabilnom funkcijom g : [0, 7] — [0, 00), g(z) = 1, a kako je

lim f(z) =

n—o0

0, ako jex = § _ (@)
1, ako je € [0,7/2) U (n/2,7] ~ Xow/nue/zm L)

prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

- /[ ] Vleosz]d = /X“’”‘/?)U(”/M dA = A([0,7/2) U (7/2,7]) = 7.
0,

n— oo

sinx

1/n
Niz izmjerivih funkcija f,(z) = ( > , n € N dominiran je integra-

T+
bilnom funkcijom g : [§, 7] = [0,00), g(z) = 1. Kako je

lim f, (x) =

n— oo

{O,akojexﬂ

1, ako je z € [§,m) = Xi5. (%),

prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

n—roo

. - ™
lim = ]fndA:/ﬂ }X[%m)d)\:A([j,ﬂ')) :E

77,4 . . . . .
Neka je fn(z) := e~ ¢ % n € N pomo¢ni niz funkcija koje su neprekidne, pa
stoga i izmjerive. Niz funkcija (fy)nen je dominiran integrabilnom funkeijom
g:10,1] = [0,00), g(x) =1, a kako je

n—oo

0, ako je z € [0,1)
{1, akOjeJ;:O 7X{0)(Z)7

prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da je

n4
lim e eTdA= / X0y dA = A({0}) =o0.
n=%0 J10,1] 0,1]

s

Funkcije f,(x) = e_”IS, n € N su izmjerive i dominirane integrabilnom funkci-
jom g :[0,5] = [0,00), g(z) =1, a kako je

. _J1l,akojex =0 _
nlggo fnl@) = {0, ako je z € (0,5] Xy ()
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takoder izmjeriva funkcija, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj kon-
vergenciji slijedi da je
lim e dA :/ X0, dX = A({0}) = 0.
n—oo [0’5] [015] {0} ( )
4.40. ZADATAK
Neka je funkcija f : [0,1] — R definirana na sljedeéi nacin: f(x) := 0 za sve
r € K, gdje je K Cantorov skup, te f(x) :=n, n € N za iz svakog intervala JF,
k=1,...,2" — 1 koji je izbacen u n—tom koraku konstrukcije Cantorovog skupa.
Izracunagte

f(@) dA(z).

(0,1]

RjesSenje. Prema definiciji funkcije f slijedi da je

f(x) - ZnXKgL (l‘),

gdje je K¢ = J25" J¥ unija medusobno disjunktnih intervala J#, k = 1,2,...,2"—1

duljine 1/3"™, izbacenih nakon n—tog koraka konstrukcije Cantorovog skupa. Sada
dobivamo da je

[0,1]

0o 2" —1 on _ q
f(z)d\(z) = Zn)\ ( U JS) = Zn m

n=1
00 n—1 e} n—1
2 2 1 1 21
P (3) e (3) =T

gdje zadnja jednakost slijedi iz formule (2.14), dane na str. 75.

4.41. ZADATAK
Neka je f:]0,1] — R definirana formulom

0, akojexecQ

fla) = { [1/z], inace,
gdje [t] oznacava cjelobrojni dio od t. Dokazite:
(a) f je izmjeriva funkcija,

(b) [ fd\ = oo.

Rjesenje. Definirajmo funkciju g : [0,1] = R s

o0
9(x) = § :”Xu/(nﬂ),l/n]
n=1

te uocimo da je f(z) # g(x) & = € [0,1] N Q. Dakle, kako je skup [0,1] N Q
A—zanemariv, slijedi da je f = g (s.s.) na [0, 1].
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(a) Kako je f =g (s.s.) na [0, 1], iz izmjerivosti funkcije g i potpunosti Lebesgu-
eove mjere prema teoremu 3.21. slijedi da je i f izmjeriva funkcija.

(b) Prema propoziciji 4.10. slijedi da je

/ fdx= [ gdi
[0,1] [0,1]

Pomocu Levijevog teorema za redove dobivamo

oo oo 1
fd)\:/ gdA = /nx . adh= =00
/[o,u 0. n; e 7;1 n+l

4.32. PRIMJEDBA
Ako je dan prostor mjere (X, A, d,), gdje je 6, Diracova delta mjera koncentrirana
utockia € X i f: X — [0,00] izmjeriva funkcija, onda prema teoremu 4.30. (a)
vrijedi da je

[ 148~ s,

4.42. ZADATAK
Neka je v = 3\ + 20 mjera na (R, B(R)), gdje je A\ Lebesgueova mjera, a § mjera
definirana s
0,2a1¢ A, 2¢ A
l,zal€e A 2¢ A
2,20l ¢ A, 2€ A
3,zale A, 2e€ A

5(A) = — 51(4) + 285(4),

za A € B(R). Izracunajte / fdv ako je funkcija f : R — [0, 00] definirana formulom

2™ dkojen—1<2x<n,neN
f(x)—{ 0, inace.

RjeSenje. Definirajmo pomoéni niz (f,,)nen nenegativnih izmjerivih funkcija f,, :
R —[0,00] s fn:=27"X,,_,,,, n € N. Tada je

Y fala) = f(a).

Red ),y fn OCito konvergira, pa prema Levijevom teoremu za redove slijedi

/fd)\ = Z/fndA = Z/T"X[nfl,mdk => 2i =1
n=1 n=1 n=1
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Nadalje, prema primjedbi 4.32. slijedi

/fd§:/fd51+2/fd52:f(1)+2f(2):1.

2
/fdu=3/fd/\+2/fd6:4.
Z ADATAK

1
Neka je X = { in e N} i f:X —[0,00) funkcija definirana s f(x) = e~ 1/®.
n

Sada je

Nadalje, neka je p mjera prebrojavanja i 61 Diracova delta mjera koncentrirana u
tocki x = 1 na izmjerivom prostoru (X, 2%). Lzracunajte

[ tav

pri cemu je v = pu + 1.

Rjesenje. Kako je y mjera prebrojavanja, slijedi da je

[ran=Yram=> "=

Sada je

1 1 2e—1
[rv= - ay

ZADATAK
Neka su f,g: R — [0,00) izmjerive integrabilne funkcije za koje vrijedi

/ f(2) dA\(z) = / g(@)dA\z),  geQ
(—o0,q]

(7007(]]

Dokazite da je tada

/ f(z) d\(x) :/ g(z) d\(z), B € B(R).
B B

RjeSenje. Definirajmo pomoénu familiju

A:{AGB(R): /AfdA/AgdA}.
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Kako je familija C := {(—o00,¢| : ¢ € Q} m—sistem koji generira Borelovu o—algebru
B(R) i C C A, ako pokazemo da je A Dynkinova klasa, onda ¢e vrijediti

B(R) = o(C) = D(C) C A C B(R),

tj. A= B(R).
Pokazimo da je A Dynkinova klasa, tj. da vrijede svojstva (d1)—(d3).

(d1) Funkcije f i g su nenegativne Borelove i vrijedi

Im X =X oy = M gX 0 = 9X( oy = G
n—oo

n—roo

pa je prema uvjetima zadatka i Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji

/fd)\: lim fd\ = lim gd)\:/gd)\,
R (—oo,n] R

n—oo (—o0,n] n—o00
odnosno R € A.

(d2) Nekasu A, B € A, A C B. Kako su f i g integrabilne funkcije, vrijedi

OS/fXAd)\<ooi0§/gXAd)\<oo,

pa je
/B\Afd/\:/fxB\AdA:/f(xB—XA)dA:/fdeA—/fodA

:/fd)\f/fd)\:/gdAf/gd)\:/ gdA,
B A B A B\A

odnosno B\A € A.

(d3) Neka je (A, )nen rastudi niz skupova iz A. Kako su f i g nenegativne funkcije,
to su (fX,, Jnen i (9Xa4, Jnen rastudi nizovi funkcija koji konvergiraju prema
qugj;lAn i IX oo ap redom.

Sada mozemo primijeniti Levijev teorem o monotonoj konvergenciji, pa dobi-
vamo

/ fd)\:/fxuoo . dA = lim /fXA d
U® A n=1°"n n—o00 "

n=1 n
lim/ fdx= lim/ gdAz/ngoo a, dA
n—oo [, n—oo J 4 n=17"

= / gdA,
U, An

tj. | An €A

n=1
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Dakle, familija A je Dynkinova klasa, odnosno prema prethodnom razmatranju
slijedi tvrdnja zadatka.

ZADATAK

Neka je p o-konacna mjera na izmjerivom prostoru (X,3). PokaZite da postoji
konaéna mjera v na danom izmjerivom prostoru, takva da p i v imaju iste nul-
skupove, tj. skupove mjere nula.

Rjesenje. Neka je N, familija svih izmjerivih skupova mjere g nula, (A,)nen
rastuci niz izmjerivih skupova, takvih da je X = (J, oy An i u(An) < 00, za svaki
n € N ineka je € > 0 fiksan. Definirajmo pomoc¢ni niz (f,,)nen izmjerivih funkcija

Fat X = [0,00) 8 fol) = 2(/’;&% i funkeiju f- : X — [0, 00)

fe@) =) falz), weX

koja je ocito pozitivna i izmjeriva. Uocimo da red )\ fn konvergira, pa iz Levi-
jevog teorema za redove dobivamo

fsdu=/ s ) du = —/x dp
/ (; 27 (u(An) + 6)) 2 27 (u(An) +) ) *

- p(An) — 1

2 P A 19 S
Sada mozemo definirati funkciju

vA)i= [ fedp e,

koja je mjera prema korolaru 4.13. navedenom na str. 125. Neka je N € N,
proizvoljan skup. Tada je i (vidi teorem 4.30. (a))

WMZAsza

odnosno vrijedi N, C N, gdje je NV, familija svih izmjerivih skupova mjere v nula.
Kako bismo pokazali obratnu inkluziju, uzmimo M € N,. Tada je

v(M) = fedp =0
M

te prema propoziciji 4.10. (a) slijedi da je x,, - fe = 0 (s.s.), no kako je funkcija f.
pozitivna, dobivamo da je p(M) = 0.
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4.5. Veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

Riemannov'* integral se definira samo za omedene funkcije definirane na segmentu.
Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Tada postoje m, M € R takvi da je

m< flz) <M za svaki x € [a, b].

Lebesgueov integral je prosirenje Riemannovog integrala, tj. svaka R-integrabilna
funkcija (integrabilna u smislu Riemanna) je ujedno integrabilna i u smislu Le-
besguea i pri tome se Lebesgueov integral podudara s Riemannovim integralom.
Ta je tvrdnja dana u sljede¢em teoremu koji nazivamo Lebesgueov kriterij za R-
integrabilnost:

TEOREM
Neka je f : [a,b] = R omedena funkcija.

(a) Funkcija f je R-integrabilna ako i samo ako je ona neprekidna skoro svuda na
[a, b].

(b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je ona integrabilna i u smislu Lebe-
squea 1 pri tome se Lebesgueov integral f[a ) fdX\ podudara s Riemannovim

integralom fab f(x)dx.

Riemannov integral se obi¢no definira na segmentu, ali se na slican nacin moze
definirati i na omedenim intervalima oblika (a,b), [a,b), (a,b], a,b € R ako je na
njima dana funkcija omedena i neprekidna (vidi [20]).

34. PRIMJEDBA

Ako dana funkcija f, definirana na intervalu [a,b), nije omedena u okolini tocke b
ili je tocka b beskonaéna, definira se integral funkcije f na sljedeéi nacin (vidi [11,
str. 231-234]):

Neka je funkcija f : [a,b) — R integrabilna (dakle i ogranicena) na svakom segmentu
[a, B], gdje je B < b < 4o00. Ako postoji konacan limes

B
Jim / f(z) da,

onda se taj limes naziva nepravi integral funkcije f na [a,b) i oznacava se s f; f(x)dx.
Analogno se definira i nepravi integral funkcije [ : (a,b] — R koja nije omedena u
okolini tocke a ili je tocka a beskonacna, izrazom

/ab f(z)dz := lim /Abf(ac)dx,

A—a+

za funkciju f koja je integrabilna na svakom segmentu [A,b] C (a,b].
Ako funkcija f : (a,b) = R nije omedena u okolinama tocaka a i b ili su tocke a i

MBernhard Riemann (1826.-1866.), njemacki matematicar.



4.46.

160 Veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

b beskonacne te ako je funkcija f integrabilna na [A, B] za svaki segment [A, B] C
(a,b), onda definiramo

b c B
/a f(z)dz = AIESJF/A f(z) dx+BILI€17/C f(z)dz,
gdje je ¢ proizvoljna tocka iz (a,b). Taj se integral naziva nepravi integral i navedena
definicija ne ovisi o izboru tocke c € (a,b).

Radi ilustracije teorema 4.33., pretpostavimo da treba izracunati Lebesqueov integral
[ fdX funkcije f : R — [0,00). Ako je f R-integrabilna na (—o00,00), u smislu
prethodne definicije, odaberimo nizove ([ay,bn])nen gdje a, — —00 i b, — 00 i
definirajmo funkcije fn := fXja,b,) : R = [0,00), n € N. Tada f, — f pa pomocu
Levijeva teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

—

by 0o
/fd)\: lim /f)qambn]d)\: lim fdX\ = lim/ f(m)dx:/ f(z)dz.
n—o0 =00 Jig.. ba] n—oo Jf, — oo

Pri tome za racunanje Riemannova integrala f:” f(z)dz moZemo koristiti poznate
tehnike (parcijalna integracija, integracija supstitucijom itd.).

RijeSeni zadaci

ZADATAK
Dokazite da su dane funkcije integrabilne u smislu Lebesguea na pripadnom skupu
A:

(a) f(z)=e"", a>0, A=[0,00),

sin x

(b) g(a:)z( )39,—%, a>0, A=(0,00).

T

Rjesenje. Prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji dovoljno je
konstruirati integrabilnu funkciju na A, kojom je dana funkcija dominirana.

(a) Akoje 0 < x < 1, onda za neprekidnu (pa stoga i izmjerivu) funkciju f vrijedi
dajee " <1, pajeg = Xp.,, dominirajuca integrabilna funkcija na [0,1).

%

Kako je lim 2%¢™® = 0; a > 0, postoji realan broj M > 0, takav da za
Tr—r0o0

sve € [1,00) vrijedi 22e~*" < M, odnosno e~*" < M% Sada mozemo

dominirajucu funkciju na [1,00) definirati s g2(z) := —x,, ., te vrijedi
22X
M M "M
— dA = lim 5 Xy AN = lim — dA = lim — dz
[1700) i n—oo [1700) i ’ n—oo [17,”] X n—oo 1 X

n— oo

1
=M lim (1—):M<oo7
n
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gdje smo zbog omedenosti i neprekidnosti funkcije m% na segmentu [1, n] mogli
izjednaciti Lebesgueov integral s Riemannovim. Naposljetku, dobivamo da je

M
f(x) < 1X[o,1)(x) + ﬁx[l,oo)(x)7
pri ¢emu je konstruirana dominirajuéa funkcija g(x) = g1(x) + g2() integra-
bilna na A.

(b) Promotrimo najprije funkciju g1 : (0,00) — R, definiranu s g;1(x) := S
x

Kako je lim, 0 ¢g1(z) = 11 lim,— 0 g1(2) = 0, postoji realan broj M; > 0,
tako da je |g1(z)| < M; za svaki z € (0, 00).

Nadalje, definirajmo funkciju go(x) := e **. Za z € (0,1) vrijedi da je
lg2(z)| < 1. Ako je z € [1,00), onda postoji realan broj My > 0 tako da je
lg2(2)| < x—;, pa je [ %X[l,oo) d\ = My < oo, kao $to je i navedeno u (a).
Sada je

. 3
S180

j9(a)] = | =

o My
€ < M13 <X(o,1)(x) + x2X[1,oo)(x)> ’

gdje je funkcija s desne strane, prema prethodnom razmatranju, integrabilna.

4.47. ZADATAK
Izracunagte:

1
@ [
[1,00) T°

1
(b) / —dA.
2,00) VT
Rjesenje.
(a) Neka je X = [1,00), f: X — [0,00), f(z) = & te fr = f- Xp.n 2am €N
Niz nenegativnih izmjerivih funkcija (f,)nen je monotono rastudi i konver-

gira prema izmjerivoj funkciji f na cijelom skupu [1,00). Pomoéu Levijevog
teorema o monotonoj konvergenciji i definicije integrala na skupu dobivamo

1 . 1 . 1
/[1 —dA = lim : —5 X1 d\ = lim — dA.

3
,00) X n—00 [1,00 n— 00 [1,n] x

Kako je funkcija f(z) = m% omedena i neprekidna na segmentu [1,n], prema
teoremu 4.33. ona je R-integrabilna na tom segmentu i vrijedi

lim id/\: lim %dx: lim (1— ! ):1.

n—=o0 Jii ] T n—oo [ T n—oo \ 2 In2 2

1 1
[1700) X 2

Zato je
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(b) Neka je X = [2,00), f: X — [0,00), f(x) = % te neka je s fn, == f - Xp,,
n € N definiran monotono rastuéi niz nenegativnih izmjerivih funkcija na
skupu [2,00) koji konvergira prema izmjerivoj funkciji f. Kao u dijelu (a)

zadatka mozemo zakljuciti da vrijedi

1
—dA = lim d\ = lim —dA
/[2,00) Vi n—oo Jio oo) \f 2. n=00 Ji9 ] /T

= Jim [ = i (V- 2v2) = o

Uocimo da funkcija f nije integrabilna na [2,00) u smislu Lebesguea.

4.48. ZADATAK

Izracunagjte
4 1 2
(a) lim n sin (3\/5> cos —&—295 dA.
n—00 [1,n] f( ) 2n 3n

(b) lim 5 /3 + cos(nz) dA.

n—o0 [17’”] (TL —|— 1

Rjesenje.

(a) Definirajmo niz izmjerivih funkcija f,, : [1,00) = R, n € N s

n 3f V1+ a2
fulz) = Vil T ) sm ) cos <3m2 Xi1,n] (z)
sm
V1+ 22 3
- ‘ 3n? ) 201+ x)zx[l'"] (z),n €N
i funkciju ¢ : [1,00) = R s g(x) := m Sada zbog m‘ < 1 za svaki

x € R\{0} i |cosz| <1 za svaki x € R vrijedi
|fn(2)] < g(z), n €N, z €[1,00).
Nadalje, zbog

34
Sin< 2\/5)
. n .
E

2n

3/1 2
cos (3—236)‘ =1,z €[l,00)
n

vrijedi

lim f,(x) =g(x), z € [1,00).

n—oo
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Kako je funkcija g omedena i neprekidna na segmentu [1,n], prema teore-
mu 4.33. slijedi

3 " 3
d\= 1 ——d\=1i ——d
/uoo)g noe Jun 202 T by 21422

—m (20 )3
" nSoo \ 4 2(14+n) T4 ’
Dakle, niz funkcija (f,,)nen je 1 dominiran izmjerivom integrabilnom funkci-
jom, pa prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi
3
lim [ fo(2) dA(z) = / (@) dA(z) = >
[1,00) 4

n—oo

Definirajmo pomoéni niz funkcija fn:[l,00) >R, ne€Ns

fulz) == 5 V/ 3+ cos(nx)x,, ,(x), n € N.

(n+1)z2 1
Zbog | cos(nx)| < 1 vrijedi

V2 < Y3+ cos(nz) < V4 zasve z € [1,0), n €N,

iz ¢ega zakljucujemo
lim /3 + cos(nx) =1,

n—oo

pa je za x € [1,00)

1
Jm o) = lim, s -l /5% eos(n) = 25

Nadalje, zbog
4
|fu(®)] < — zasver €[l,00),n €N
x

(z) u smislu Lebesguea (vidi zada-

4
i integrabilnosti funkcije z +— 5 X(1.00)
22X

tak 4.46. (a)) primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji
slijedi

lim \"/3 + cos(nz)dA = / d/\ =1.
[1,00) x?

n=00 J[1 ] (n + D

4.49. ZADATAK
Neka je ([0,1],B(]0,1]),\) prostor mjere i f : [0,1] — R funkcija definirana s

f(x)

:= e® 4+ . Nadalje, neka je 6 mjera na izmjerivom prostoru ([0, 1], B ([0,1]))

definirana s

3, ako je 1/2 € A

0, tnace

=361 (A)

[N

o) = {

za A€ B([0,1]) te p = A+ 9. Izracunajte fdp.

[0,1]
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RjeSenje. Kako je funkcija f : [0,1] — R omedena i neprekidna, to je ona i
R~integrabilna i vrijedi

1 1 .
/[0,1]fd)‘:/0 f(:c)dx:/o (" +a)dr=e— .

Takoder je, prema primjedbi 4.32.,

1 1
fddo=3 f(z)dds(x) =3f <>:3<\/¢5—|—>,
[0,1] [0,1] 2 2 2
pa slijedi
fdu=3Ve+e+1.
[0,1]
. ZADATAK

Neka je v = 5A+661 mjera na (R, B(R)), gdje je X Lebesgueova mjera, a 01 Diracova
delta mjera koncentrirana u toc¢ki x = 1. Izracunajte / fdv ako je funkcija f : R —
R

[0, 00] definirana s f(z) == |z|e="".

RjesSenje. Kako je funkcija f o¢ito R-integrabilna na segmentu [—n,n], n € N, to
je ona i Lebesgue integrabilna na tom segmentu i vrijedi

/ fdX = lim fax=tim [ Jele e dr = lim (1-e") = 1.
R n—oo —n n—oo

n—roo [—’I’L,TL]

Analogno kao u prethodnom zadatku dobivamo da je
1

fdé=f(1)=-.

R e

Sada je

6
fdv =5+ —.
R €

. ZIADATAK

Pokazite da je funkcija f :[0,1] — R, definirana s
1

q’

f(z) = 1, akojex =0

0, ako je x iracionalan broj,

ako je T = %, gdje su p # 0 i q # 0 relativno prosti brojevi

R-integrabilna i izracunajte fol f(x)dx.
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RjeSenje. Moze se pokazati da f ima prekid u svakoj racionalnoj tocki te da
je neprekidna u svakoj iracionalnoj tocki. Naime, ako je zg = % € Q, gdje su

p # 01 ¢ # 0 relativno prosti brojevi, dobivamo da je f(z¢) = %. Ako odaberemo

e > 0 takav da je 0 < % — g, onda za svaki 4 > 0 postoji iracionalan broj x5 €

[0,1] N (zg — 0,9 + 0), f(xs) =01 |f(zs) — f(x0)| > &, odnosno vidimo da f ima
prekid u svakoj racionalnoj toc¢ki. Sada uzmimo proizvoljni € > 0. Za iracionalan
broj x¢ postoji kona¢no mnogo racionalnih brojeva p/q € (xg — 1, z¢ + 1) takvih da
je f(%) =1/q > e. Ako odaberemo dovoljno malen ¢ > 0, takav da (zo—9, z9+3) ne
sadrzi ni jedan takav racionalan broj, onda je za svaki x € (xg — 4,20+ 90) f(x) =0
ili f(z) = % < g, odnosno vidimo da je funkcija f neprekidna u zy. Kako je skup
[0, 1]NQ zanemariv, iz prethodnog razmatranja odmah slijedi da je f R-integrabilna

funkcija. Kako je f =0 (s.s.), to je i

/01 fz)dx = /[0,1] 0dX = 0.

Izracunagte limese sljedeéih Riemannovih integrala:

2 3 Tz
(a) lim ( ) dz,
n—oo [o 3+ nx

1
(b) lim (1+nz?)(1 4 2% "dz,

n—00 0

. ZADATAK

> 1
c¢) lim dz.
(c) n—oo J, 1+x”+ﬁsin(x—1e$)

Rjesenje.

3 Ttz
(a) Funkcije f(z) = (3 n ) , n € N su neprekidne i omedene na segmentu
na

[0,2], pa su i R-integrabilne te prema teoremu 4.33. vrijedi

1

2 3 1tx 3 T+z
lim < > dz = lim ( ) dA.
n—oo Jo 3+ nx n—oo Jig 9] 3+ nx

Niz (fn)nen neprekidnih, pa stoga i izmjerivih funkcija dominiran je Lebesgue-
integrabilnom funkcijom g : [0, 2] — [0, 00), g(x) = 1, a kako je

1

. o 3 e [1,akojex =0 _
nh~>ngo Inlz) = nlggo (3 + mc) o {O7 ako je x € (0,2] X (%),
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prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da je

3 fe=
li d)\ = dA=X({0})=0.
oo 0,2) (3 + nm) /[o 2] Xeoy (o1

)

Neka je f,, := (1 +n2?)(1 +2%)~", n € N. Funkcije f,,, n € N su neprekidne
i omedene na [0, 1], pa je prema Lebesgueovom kriteriju za R-integrabilnost

1
lim [ (1+nz?)(1+2?)"de= lim [ (1+na?)(1+2?)"d\

n—oo 0 n—oo [071]
Uo¢imo da na osnovu Bernoullijeve'® nejednakosti (vidi [12, str. 34])
1+ne<(1+2z)", x>—-1, neN

slijedi da je niz funkcija (f,, )nen dominiran Lebesgue-integrabilnom funkcijom
g:10,1] = [0,00), g(x) = 1. Kako je

1+ na? {1,akojex:0

nll—>n<;lo Jn(w) = nh—{%o (1+a?)n ~ 10, ako je xz € (0,1] - X{O}(m)’

primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

fm [ (14 na?)(1+22) " d) = / Yo = A({0}) = 0.
n= Jo,1] [0,1]

s

Neka je X = [0,00). Definirajmo funkcije f,, : X = R, n € N formulom

1

142"+ L sin(z—le?)’

fn(x) :

Funkcije f,, n € N su o¢ito R-integrabilne na segmentu [0, m], m € N, pa
prema Lebesgueovom kriteriju za R—integrabilnost i primjedbi 4.34. slijedi

lim 1 dz = lim ! dA.

nsoe Jo 142" + L sin(z—le?) n—oo Jjg o0y 1 + 2" + - sin(z—le?)

Kako je |sin(z~te®)| < 1 za svaki z € X, to je

1, akoje0<zx <1
f(z):= lim f,(z)=1¢ %, akojex=1
0, akojex > 1.

Neka je
4
3

, akoje0<zx<1
22

, ako je x > 1.

g9(z) = {x

15 Jacob Bernoulli (1654.-1705.), §vicarski matematicar.
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Funkcija g je integrabilna na X, u smislu Lebesguea, zbog

4 1 4 1
/ gdA = fd)\—i-/ —dA= -+ lim — dA
[0,00) [0,1] ¢!

2
o) T 3 noe Jam ©

4 "1 4 1 4
:g—i—lim —dz ==+ lim (1—>:+1:7<oo.
n

n—oo Jq 2 3 n—o0
Neka je n > 2. Ako je x > 1, onda iz nejednakosti
1
1+a2"+ n sin(z~te®) > 2" > 2?
slijedi f(z) < g(z) za svaki x > 11 za svaki n > 2.
Ako je 0 <z <1, onda je
1 1 1 3
1+a2" +—sin(z ™ 'e®) >1—-——>1--="1,
+x +4nsm(x e’) > in 2 1= 1

Dakle, na skupu X je |fn| = fn < g za svaki n > 2. Sada pomodéu Lebesgu-
eovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

1
lim d\ = z)d\ = 1.
n—=00 Jig o0y 1 + 2™ + ﬁ sin(z~1e%) [0,00) f(@)

4.53. ZADATAK
Izracunagte limese sljedeé¢ih Riemannovih integrala:

o0

(o) Jim [ (1+5)ne*2mdx,

n—00 n

< E
(b) Jim | s 4

. * msinz

(¢) lim — 55 dz,
n—oo Jq 1+ n2z
2

* re™®

Rjesenje.
(a) Najprije napomenimo (vidi [5]) da je niz (hy,)nen definiran s h,(x) : = (1 +

z
n

n
) , n € N monotono rastuéi i vrijedi da je lim h,(z) = €. Nadalje,
n—oo
n
ako definiramo niz f,(z) := (1 + %) e?® n e N, z € [0,00), zbog R—
integrabilnosti tih funkcija na segmentu [0, m], m € N, prema Lebesgueovom
kriteriju za R—integrabilnost i primjedbi 4.34., slijedi
o0

lim ; (1 + E)ne_Zz dr = lim 0m0) (1 + E)ne_Zz dA.

n— o0 n n— oo n
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Takoder, prema prethodnom razmatranju, za sve x € [0,00) vrijedi da je
fo(x) < e n e Nilim,, fu(z) = e *. Kako je funkcija g : [0,00) —
[0,00), definirana s g(x) := e~ ®, R-integrabilna na segmentu [0,m], m €
N, prema Lebesgueovom kriteriju za R-integrabilnost i Levijevom teoremu o
monotonoj konvergenciji slijedi

/ e “dA= lim e “Xgm dA = lim e " dA
[O7m)

m— oo [0,00) m—o0 [07m]

m 1
= lim e ¥dr= lim (1 — ) =1< o0,
em

m—r o0 0 m—r o0

te je ona takoder i Lebesgue-integrabilna na [0, 00). Iz prethodnog razmatra-
nja, pomocu teorema o dominiranoj konvergenciji, dobivamo

lim (1 n E)ne*% ax = / e T dN = 1.
1= J[0,00) n [0,00)

N2
1+ na3’
koje su R-integrabilne na nizu segmenata ([0, m])men te prema Lebesgueovom
kriteriju za R—integrabilnost i primjedbi 4.34. slijedi

lim VT dr = lim Ve

n—oo [; 14 nad n—00 J11 o) 1+ nad '

Definirajmo niz funkcija (f)nen 8 fo(z) = n €N, z € [l,00)

Nadalje, za sve x € [1,00) vrijedi da je lim f,(z) =01
n—oo

< NE 1 1

|fn($)|7$—wfﬁ,n€N,

1
pri ¢emu je funkcija x — — Lebesgue-integrabilna na [1, 00) zbog

2572
1 . 1 . 1
/[1,00) .’L'5/2 dA = nh_)l'%o [1,00) .’175/2 X[O"n] dA = nh—{?go [1,n] (E5/2 dA
. "1 . 2 2 2
= | Epdr = lim <3 - 3n3/2) =3

Iz prethodnog razmatranja, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj kon-
vergenciji, slijedi

Jz

lim 7 dA = lim 0dA =0.
n—o00 [1,00) 1+ nx n—00 [1,00)
Funkcije f,(z) = %, n € N su R-integrabilne na segmentu [1,m],

m € N, pa kao u dijelu zadatka (a) i (b) vrijedi da je

. * nsinz ) n sin x
hm ﬁ dﬁL’ = hm ﬁ .
n—oo Jq 1 + n<x n—o0 [1,00) 1 + ncx



D. Jankov Magirevié¢, Zbirka rijeSenih zadataka. .., Osijek, 2014. 169

Takoder vrijedi da je lim f,(z) =01
n—oo

n_no_ 1

< _
= 1+n223 — n2zx3  nad

1
fnl@) <

. . . . . 1
pri ¢emu je u zadatku 4.47. (a) pokazana integrabilnost funkcije x — g T €
[1,00), usmislu Lebesguea. Sada prema Lebesgueovom teoremu o dominirano]
konvergenciji slijedi

n sin x

lim 7@:/ 0d\ = 0.
n=00 Ji1 o0y 1+ n?az? [1,00)

(d) Najprije primijetimo da su funkcije f,(z) := xe()z’ neN, zel0,00)
1+ (2
R-integrabilne na segmentu [0, m], m € N, pa kao i prije mozemo zakljuciti
da je
0o _x2 _xz
lim LQ dz = lim LQ dA.
Ml TG T e o T )

Kako je za z € [0,00) lim f,(z) = ze ™ i |fn(@)| < ze=", pri éemu je
n—oo

funkcija = — ze= Lebesgue-integrabilna na [0, 00), zbog

/ ze ™ d\ = lim xe_mzx[ovn] dA = lim ze ™ dA
[0,00) o0 J10,00) "0 J[0,n]
" 1 e 1
= nh_}rrgo ; ze™® dz = nh_}Ir;o (2 - 5 ) =35

iz prethodnog razmatranja, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj kon-
vergenciji, slijedi
2

,w .
lim = / pe ™ d\ = =.
n=% Jj0,00) 1+ (£) [0,00) 2

4.54. ZADATAK
Izracunagte

/ e [l ag,
0

Rjesenje. Kako je funkcija f(x) = e~ "] R-integrabilna na segmentu [0,n], n €N,
pomocu Lebesgueovog kriterija za R—integrabilnost i primjedbe 4.34. lako je uociti

da vrijedi
/ e ldr = / e .
0 [0,00)

gdje je [x] najveée cijelo od x.




170 Veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

Definirajmo funkcije fn(z) := e *'x _, (z), n € N, z € [0,00). Tada je f =

o0

g fn te pomocu Levijevog teorema za redove dobivamo

n=1
o0 o0 e
/ e ldx=>" /e—"HX[nflm) dA=) et = 1
[0,00) et =1 e
Dakle,
o)
/ e l@ldy =
0 e—1
. ZADATAK

Na skupu realnih brojeva konstruirajte funkciju koja nije integrabilna u smislu Le-
besguea, ali je Riemann integrabilna.

Rjesenje. Promotrimo funkciju f : [0, 00) — [—00, o0],

fla) = { (_1)71%—1—17 ako je x € [n,n+1)

0, inace,

n € Ny. Tada je

f=rteri fran= frra [ran

gdje je
1 1 1 =1
tdAd=14+ -4+ + - 4...= -
1 1 1 =1
A =4+ 4+ 4= —.
/f 51T " “— 2n

Kako prethodni redovi divergiraju, Lebesgueov integral funkcije f ne postoji. Na-
dalje je

/f(x)dx:/ooof(x)dx: lim nf(x)dx

n—o0 0
1 1 1 1 > 1
- 1. 1_7 _- — — —1 77,—17 = —1”
nl—)nolo( 2+3 4+ +(=1) n) Z( ) n+1’

n=0

a taj red konvergira prema Leibnitzovom kriteriju za alternirajuée redove, odnosno
funkcija f je R—integrabilna.
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. ZADATAK

DokaZzite sljedeéu turdnju: ako je funkcija f : R — [0, 00] R—integrabilna na cijelom
skupu realnih brojeva, tada je ona i Lebesque—integrabilna i vrijedi

[ f@axe = [~ re)e

RjeSenje. Definirajmo pomoéni niz (f,)nen funkcija f, : R — [0,00] s fr(x) :=
f(@)x_,..(%). Zbog R-integrabilnosti funkcije f slijedi i R-integrabilnost funkcija
fn, n € N. Nadalje, primijetimo da je (f)nen rastuéi niz izmjerivih funkcija koji
konvergira prema izmjerivoj funkciji f. Sada, prema Lebesgueovom kriteriju za
R-integrabilnost i Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji, slijedi da je

/00 f(z)dz = lim ! f(z)dz = lim f(m)x[_nm] (x)d\(z) = / f(z)dA(x).
—o00 R R

n—oo | . n—00

. ZADATAK

Pokazite da za sve n € Ny vrijedi

/(071] (z Inz)"d\ = (-1)" (n Jlr 1>n+1 L(n+ 1),

gdje je s
L(t) := / e ™ dx, t >0
0

definirana Eulerova'® Gama funkcija. Nadalje, koristeéi prethodnu jednakost pokaZite

da vrijedi
(o]

1
(0,1] n

n=1

RjeSenje. Kako je lir&x Inx = 0, funkcija * — z Inz je omedena i nepre-
r—r

kidna na (0,1], pa stoga i R-integrabilna. Primjenom Lebesgueovog kriterija za
R-integrabilnost slijedi da je

1
/ (z Inz)"dX = / (z Inx)" dz.
(0,1] 0

Koristeéi se metodom supstitucije, uz x = e~ dobivamo

1 1 —Ina
/ (z Inz)"dz = lim (z Inz)"dz = lim (—e )" et dt
0 a—0+ /, a—0+ [
—Ina
= (=1)" lim et gy,
a—0+ /g

16Teonhard Euler (1707.-1783.), svicarski matematicar.
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s
Sada, primjenom supstitucije t = T iz prethodnog rac¢una slijedi
n

—Ilna —Ina(n+1) n d
(—1)" lim et gt = (—1)" lim i
a—0+ Jg a—0+ Jq n+1 n+1

— (—1) <n—1|- 1>n+1 /OOO s D) —1g=5 g
" ( = >n+1 T(n+1).

n+1

Nadalje, uo¢imo da x~* mozemo razviti u red na sljedeéi nacin:

=t = Z(*l) T
n=0 ’

pri ¢emu su svi ¢lanovi sume pozitivni za « € (0,1). Sada, prema Levijevom teoremu
za redove i poznatom svojstvu Gama funkcije

F'n+1)=nlneN,

dobivamo

> 1
% dA = (71)"—/ (z Inz)™ dA
/(0,1] 2 n Jio,1

n=0
o] n]. . 1 n+1
=S () e
o] 1 )n+1 il
:Z = TR
o (n—l—l k:lk

4.58. ZADATAK
Dokazite jednakost:

fo (25) 2=

Rjesenje. Razvijanjem funkcije z +— (1 — 2)~2 u MacLaurinov!'” red (odnosno u
Taylorov'® red oko tocke zg = 0 (vidi [5, 21]) dobivamo

1—2)2%= Z(n + 1)z™,
n=0
pa je stoga
1 2O
<1nx ) :Z(n+1)xnln2;t. (4.1)
-z
n=0

17Colin Maclaurin (1698.-1746.), engleski matematicar.
18Brook Taylor (1685.-1731.), engleski matematicar.
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Sada iz jednakosti (4.1) i Levijevog teorema za redove slijedi

o0

/ (fnxm)zd)\:z:(n—i—l)/ 2" In? z d.
(0,1) -

n—0 (0,1)

Kakoje lim 2"In’z =01 lim z"In%z = 0, funkcija z — 2™ In” z je R-integrabilna
r—0+ r—1—

na (0, 1), pa prema Lebesgueovom kriteriju za R-integrabilnost vrijedi da je

o0 0 1
Z(n—i—l)/ x”angcd)\:Z(n—i—l)/ 2" In? z dz,
n=0 (0,1) n=0 0

odakle primjenom parcijalne integracije dobivamo da je

oo 1 00 [e)
2 2
n+1 2" In? zde = n+1l) —= = —
Yo 20 G~ iy
te pomocu jednakosti
— nz2 6

iz prethodnog rac¢una dolazimo do trazenog rjesenja.

ZADATAK
Dokazite da je

gdje je s

definirana Riemannova Zeta funkcija.

Rjesenje. Najprije, uot¢imo da prema formuli za sumu geometrijskog reda (vidi
(2.5), str. 41) slijedi

ezai 1= Z xe "7 (4.2)
n=1
Zbog R-integrabilnosti funkcije f(z) = x 7 ha (0,m], m € N primjenom Lebe-
e{L’ —
sgueovog kriterija za R-integrabilnost dobivamo da je
/ Y 4= lim dz = lim LDy
o € —1 m—oo [g e¥ —1 m—00 Jigm) € — 1

Sada, zbog (4.2), primjenom Levijevog teorema za redove slijedi da je

T o0
d\ = E / xe " dA.
/<0,m] e? —1 (0.m]

n=1
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Nadalje, kako su funkcije f,, := ze™™*, n € N R-integrabilne na (0, m|, m € N, po-
novno prema Lebesgueovom kriteriju za R-integrabilnost te koriStenjem parcijalne

integracije slijedi
m 1 m
+ f/ e ™ da:)
o "Jo

9] 9] m 9] o
ze " dN\ = / ze " dx = ( (e_m’)
7;1 /(O,TYL] 7;1 0 Z n
< fem 1 [—em ]
=y ( e "M 4+ — ( + )) :
—\n n n n

n=1
Iz prethodnih rezultata dobivamo da je

/ L _dz= lim T aa
0

et —1 m—r00 (0,m] et —1

. -m _,m € 1
:Z Iim | —e -+ =
_1m~>oo( n ’I’L2 ')’L2>
1
=Y 5 =02

n=1
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4.6. Prostor LP(X, ¥, 1), konveksne funkcije i nejednakosti

DEFINICLIA

Neka je (X, X, u) prostor mjere i p € [1,00). S LP(X,X, u) oznacavamo skup svih
Y-izmjerivih funkcija f : X — R sa svojstvom da je funkcija |f|P integrabilna.
Ponekad koristimo i neku od sljedeéih kracih oznaka: LP, LP(X) ili LP(u), ako je
1z konteksta jasno sto su skup X, o-algebra ¥ i mjera p.

). PROPOZICIJA

LP(X, %, 1) je realan vektorski prostor.

Proroziclja
Preslikavange || - ||, : LP — R4, 1 < p < oo, definirano formulom

161 = ([ 1517 am) ™"

zadovoljava sljedeéa tri svojstva norme: pozitivnu definitnost, homogenost i neje-
dnakost trokuta. Osim toga je

Ifllp, =0« f=0(ss.).

. PRIMJEDBA

U sluc¢aju kada je p = oo, uz oznake kao u definiciji 4.35. definiramo
[[flloo :=1nf{M >0: |f(x)] < M (s.s.) na skupu X},

uz napomenu da je inf () = co.

Da bi se dobio normiran vektorski prostor, u £LP(X, ¥, 1) se uvodi relacija ekvi-
valencije ~. Po definiciji je f ~ g ako je f = g (s.s.). S [f] éemo oznacavati
klasu ekvivalencije koja sadrzi funkciju f, a s LP(X, 3, p) ili, krade, LP skup svih
klasa. Struktura vektorskog prostora £P(X, X, 1) prenosi se na LP(X, %, 1) tako da
se definira:

[f]+1[g] = [f + 4]
alf] = [af].

Napokon, u vektorskom prostoru L? definira se norma formulom

1AMl = 11 £ 1lp-

). TEOREM ([2, TEOREM 11., STR. 123])

LP, 1 < p < oo je potpun normiran prostor.
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PRIMJEDBA ([12, DEFINICIJA 3., STR. 129])
Potpun normiran prostor naziva se Banachov prostor.

PRIMJEDBA ([22, STR. 306])
Moze se pokazati da u sluc¢aju 0 < p < 1 ne vrijedi nejednakost trokuta, dakle || - ||,
nije norma za takve p, ali se ipak cesto koristi izraz norma na LP.

Navedimo sada definiciju konveksne funkcije te nejednakosti dokazane u [10] koje
¢e nam biti potrebne u nastavku.

DEFINICIIJA -
Neka je (a,b) CR. Realna funkcija ¢ : (a,b) — R je konveksna ako vrijedi

e(1=Nz+Xy) < (1 -Np) +Ap(y),  YA€[0.1], Yo,y € (a,b), z #y.
Realna funkcija ¢ : (a,b) — R je konkavna ako vrijeds

‘P((l — Az + )‘y) > (1= Ne(x) + Ap(y), VA€ [0,1], Vz,y € (a,b), = #y.

Iz prethodne definicije slijedi da se nad svakim segmentom [z,y] graf konveksne
funkcije ¢ nalazi ispod sekante koja prolazi totkama (x, ¢(x)) i (y, ¢(y)), a takoder
ida je

¢(r2) — p(z1) < ¢(r3) — p(z1) < o(r3) — <P(3?2), v <z <ms  (41)
To — T1 xr3 — 1 xr3 — T2

TEOREM (JENSENOVA®NEJEDNAKOST)

Neka je ¢ : (a,b) = R konveksna funkcija, gdje je —o0o < a < b < co. Nadalje, neka
je w vjerojatnosna mjera na izmjerivom prostoru (X,X) i f : X — R integrabilna
funkcija. Ako je f(x) € (a,b) za svaki x € X, onda je

o [1an) < [wonan

PRIMJEDBA ([17, TEOREM 12.14.; STR. 115])
Neka vrijede uvjeti prethodnog teorema, uz pretpostavku da je ¢ : (a,b) — R konka-
vna funkcija, gdje je —oo < a < b < oco. Tada vrijedi Jensenova nejednakost za

konkavne funkcije
@(/fdu) > /(<p°f) dp. (4.2)

19Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859.-1925.), danski matematicar.
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TEOREM (HOLDEROVAZONEJEDNAKOST)
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] izmjerive funkcije. Ako su

1 1
p @ q konjugirani eksponenti, tj. — + — =1, i ako je 1 < p < 00, onda vrijedi:

p q
[irstan < ( [1sran) " ( [igran)”" (43)

gl < I fllpllgllq-

odnosno

PRIMJEDBA

Moze se pokazati da nejednakost (4.3) vrijedi i u sluc¢aju kada jep =1, ¢ = oo (vidi
zadatak 4.69.).

Za p = q = 2 nejednakost (4.3) poznata je pod nazivom Cauchy?'-Bunyakovsky??—
Schwarz?? nejednakost.

TEOREM (NEJEDNAKOST MINKOWSKOG?24)
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] izmjerive funkcije. Ako je
1 < p < o0, onda vrijedi:

([1s+aran)™ < ([irra) ™+ ( [loran)™.

I+ gl < 1F1lp + llgllp-

odnosno

RijeSeni zadaci

ZADATAK
Pokazite da je funkcija ¢ : (a,b) — R konveksna ako i samo ako je za svaku tocku
¢ € (a,b) funkcija © — % rastuéa na (a,b)\{c}.

Rjesenje. Ako je ¢ konveksna funkcija, iz nejednakosti (4.1) slijedi da je funkcija
T % rastuéa na (a,b)\{c}.

200tto Holder (1859.-1937.), njemacki matematicar.

21 Augustin-Louis Cauchy (1789.-1857.), francuski matematicar.

22Viktor Yakovych Bunyakovsky (Bukrop fAkoBieBuu BywusroBckuit) (1804.-1889.), ru-
ski matematicar.

23Karl Hermann Schwarz (1843.-1921.), njemacki matematicar.

24Hermann Minkowski (1864.-1909.), njemacki matematicar i fizicar.
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Obratno, ako je funkcija z — w rastu¢a na (a,b)\{c}, onda za z,y €

(a,bD)\{c}, z<yic=Xlz+(1— )\)y,_)\ € (0,1) slijedi da je

p(x) —vle) _ ¢y) = elc)
Tr—c - y—c

)

odakle mnozenjem s (y — ¢)(c — ) > 0 dobivamo
(y =) (ple) — p(@)) < (c—2) ((y) —plc)) .
Iz prethodne nejednakosti slijedi da je
(y —2)p(c) = (c = 2)p(c) < (y — c)() + (c — @) (p(y) — ¢(c)),

odakle oduzimanjem izraza —(c — x)p(c) s obiju strana znaka nejednakosti te zatim
dijeljenjem s y — x > 0 slijedi

y—c ($)+c—x

. yfxw(y)

p(e) <
Uvrstavanjem ¢ = Az + (1 — \)y u prethodnu nejednakost dobivamo da je

e(Az 4+ (1= Ny) < Ap(z) + (1 = Ne(y),
odnosno funkcija ¢ je konveksna.

ZADATAK
Neka je ¢ konveksna na (a,b), a U konveksna i rastuéa na ¢((a,b)). PokaZite da
je kompozicija W o ¢ konveksna na (a,b).

Rjesenje. Funkcija ¢ je konveksna na (a,b), pa po definiciji vrijedi
e((1 =Nz + \y) < (1= Nep(z) + Ap(y), VA €[0,1], Yo,y € (a,b), = #y.
Funkcija ¥ je rastuca, pa iz prethodne nejednakosti slijedi
U (p((1 =Nz +Xy)) < ((1=Nep(@) + Ae(y))
odnosno kako je ¥ i konveksna, vrijedi da je
(o) ((1 =Nz +Ay) < (1= M) (¥op)(z)+A(Top)(y).

ZADATAK
Neka je (X, %, i) prostor konacne mjere te neka je f € L1 (X, %, i) strogo pozitivna
funkcija za koju vrijedi

[ ran=

[ <uxom

Pokazite da je tada
1

wX)'
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Rjesenje. Kako je z — Inz konkavna funkcija, koristenjem Jensenove nejednakosti
za konkavne funkcije (4.2) dobivamo

fousr i =n(f55) = () = (i)

iz ¢ega odmah slijedi trazena nejednakost.

ZADATAK
Neka je p vjerojatnosna mjera na X, a f,g : X — [0,00] izmjerive funkcije takve
da je fg > 1 (s.s.). PokaZite da je tada

/fdu/gduzl-
[ranz0i [gauzo

Pretpostavimo da su oba integrala konac¢na jer je u suprotnom dokaz trivijalan.
Koristedéi pretpostavku da je p vjerojatnosna mjera na X, tj. pu(X) = 1, dobivamo

0= frane frranans (fra)" (fou)"

gdje zadnja nejednakost slijedi primjenom Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz nejedna-
kosti na funkcije f'/? i g'/2. Kvadriranjem prethodne nejednakosti dobivamo
trazenu tvrdnju.

Rjesenje. Ocito je

ZADATAK
Neka je f € L?([0,1], B(R), \) funkcija za koju vrijedi ||f|l2 =1 te

fdx>a > 0.
[0.1]

Nadalje, neka je definiran skup
Ay i={z € [0,1]: f(x) > B}, VA ER
Ako je 0 < B < «, pokaZite da vrijedi
AAp) > (B - a)*.

Ta je nejednakost poznata kao Paley?°—~Zygmundova?® lema.

25Raymond Paley (1907.-1933.), engleski matematicar.
26 Antoni Zygmund (1900.-1992.), poljski matematicar.
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Rjesenje. Uocimo da vrijedi
f_ﬁ < (f_/B)XAB < fXAﬂ?

iz ¢ega dobivamo

v<a-p< [ f@A@-5= [ (f@-Hd@< [ fox, @)

[0,1] [0,1] [0,1]

< [1£ll2y/A(45) = /A(45),
gdje zadnja nejednakost slijedi iz Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz nejednakosti.

ZADATAK
Neka je (X, %, ) prostor konadne netrivijalne mjere te f : X — [—o00,00] X
izmjeriva, omedena funkcija za koju je || f|loo > 0. PokaZite da za sve n € N vrijedi:

(a) M, = / £ dps € (0, 00),
(b) MnyaMp—o = M,QZ, za o € R,

M,
() w(X) " flln < 7:1 <l lloo-

Rjesenje. Kako je funkcija f omedena, vrijedi da je
1< fllo <c < o0, ceR.

Nadalje, zbog || f|le > 0 vrijedi i |f| > 0 na skupu pozitivne mjere.

(a) Zbog |f| > 0 odmabh slijedi M,, > 0. Nadalje je

Mn=/\fl”duﬁc”/ldu=6”u(X)<oo,

paje M, € (0,00), n € N.

(b) Primjenom Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz nejednakosti slijedi:

M, = [ du= [ 107510075 d

< \//Ifl”adu/fl"“du: My yaMpy_q.
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(¢) Imamo da je

My = / I du < / I Flloe it = [1llooM

iz ¢ega slijedi druga nejednakost. S druge strane, ako definiramo mjeru
P = p/pu(X), slijedi da je

du

1/n f|f‘n+17

W0l < 2 ([l ) <4
11"

(/ |f|”dp)l+l/n < [isrrap
= (/f |f|”d7>>(n+l < [1+tap.

gdje zadnja nejednakost slijedi iz Jensenove nejednakosti, zbog konveksnosti
funkcije z +— x =

(/|f|”ol7>)(n+1 < [l

dp.

4.66. ZADATAK
Neka je (X,X,u) prostor mjere, a f,g : X — [—00,00] X—izmjerive funkcije.
DokaZite:

(a) Hélderovu nejednakost, ako je f € LP, g € L9 i p,q € (1,00) su konjugirani
eksponents,

(b) nejednakost Minkowskog, ako su f,g € LP ip € [1,00),

koristeci Jensenovu nejednakost za konkavne funkcije.

Rjesenje.

(a) Neka su p,q € (1,00) konjugirani eksponenti. Kako je ¢(z) = 2!/ konkavna
funkcija, koriste¢i Jensenovu nejednakost za konkavne funkcije (4.2), s obzi-
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rom na mjeru Wﬂ, slijedi
J1fIP dp
[ 1sa1d= [ 19117/ 117
- LfIPdp
:/‘flpd/’[’/Lng‘ p/qX(\f\;éo}W

p q| £|-p ¢ |fIPd
:/\f| du/(|g| /] x{‘f.;m)l/ M

- 1/q
S/\flpdu (flgqul px{f,ﬂ}lfl”du)

J1fIP dp

< (/|f|pdu>l/p (/|g|’1du)l/q,

gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je

Xpipieoy = 1

Iz prethodnog racuna slijedi da je fg € £!.
(b) Neka je p € [1,00) te p(z) = (x'/? 4+ 1)P pomoéna funkcija. Kako je

1—
¢(x) = — LA+ M P <0,

p
mozemo zakljuciti da je funkcija ¢ konkavna. Primjenom Jensenove nejedna-
AT

—————  dobivamo
Jiis1oe0y 1117 dp

kosti za konkavne funkcije (4.2), s obzirom na mjeru

) lg] ?
/(|f| 190X 5120y e = / (|f|x{|f¢0} + 1) 1 PX 0y A

/p p

lg]” ' |fIP dpa

[ (B, )

/{flsﬁO} [flp sz f{|f|¢o}|f|pd”
1/p p

] [(p )

~ Jusizoy Jii1z0y 1FIP du

1/p
- ( / Iglpdu> 4 ( / Iflpdu)
{1f1#£0} {1f1#£0}

Ako na objema stranama prethodne nejednakosti dodamo

[ afilaran= [ lgpan
{151=0} {l51=0}

1/p P
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zbog poznate nejednakosti
(a+b)P >a?+b”, a,b>0, p>1

dobivamo:

/ (171 + 1gl)? du

1/p 1/p]P
S Pd + fpd +
</{f|¢0} d u) </{f|¢0}| | u)
1/p 1/p]P
< l(/ww) +(/|f|”du) ]

ZADATAK
ratna Holderova nejednakost eka je , 24, [b) prostor mjere, a [,g : —
Ob Hold jednak Neka je (X, 2 ] X
—00, 00| 1Zmjerwe funkcije. adatje, neka je p € (0, 1qg = — < 0. 0 je
kcije. Nadalje, neka j 0,1) i 21 < 0. Ako j
feLPige Ll dokaZite da tada vrijedi

/Ifglduz (/|f|pdu)1/p(/|g|qdu)l/q,

RjeSenje. Nekaje s:=1/pe(l,00)it=s/(s—1)=1/(1—p) € (1,00). Kako su
s it konjugirani eksponenti, primjenom Holderove nejednakosti na funkcije |fg|? i
|g|~? dobivamo:

Jivsee fiararans (fia)” ([orea)
= </|fgdu>p (/ I[P/ =D du>1p'

Uzimanjem p-tog korijena iz prethodne nejednakosti slijedi

(/prdu>l/p <([uralan) (/ g|qdu)_1/q.

Napokon, mnozenjem prethodne nejednakosti s

1/q
O<</|g|qdu> < 0

odmabh slijedi obratna Holderova nejednakost.

p/p
/ |g|pdu]
{1f1=0}

ZADATAK
(Generalizirana Holderova nejednakost) PokaZite da wvrijedi sljedeca generalizacija
Holderove nejednakosti:

/ o foee ol dn < 1filon - 1 follpe < [l (4.4)
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n

za sve p; € (1,00) takve da je Zp}l = 1 te za sve izmjerive funkcije f; : X —
j=1

[—o0,00], j=1,...,n.

RjeSenje. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije po n € N.

o Neka je n = 2. Tada je (4.4) upravo Holderova nejednakost.

o Pretpostavimo da (4.4) vrijedi za neki n € N.

o Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n + 1. U tu svrhu neka su f1, fa, ..., fu, fat1
n+1

izmjerive funkcije, p1,...,pn+1 > 1 takvi da je ij_l = 1 te definirajmo
j=1

n
pti= Zp}l. Sada, iz Holderove nejednakosti, slijedi
j=1

1/p
/\fl-fg---fn-fn+1| du < </|f1~f2-~-fn|p du) -

Pn+1

1/p
_ ( [ |f2”~~-fn|pdu) st

Na desnu stranu prethodne nejednakosti mozemo primijeniti pretpostavku
indukcije, uz konjugirane eksponente p;/p, j =1,...,n:
1/p
Jine e g gl dn s ([ 12121 )

< fillpy - Wf2llps == 1 fnllpn Lt llpns-

4.69. ZADATAK
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g : X — [—00, 00] izmjerive integrabilne funkci-
je takve da je f € LY (1), g € L(n). Dokazite da Hélderova nejednakost vrijedi i
u sluéaju kada je p =1 1 ¢ = 00, odnosno pokaZite da vrijedi:

/ 1£9ldi < 1 £ 9]l oo

RjeSenje. Iz g € L>®(X, X, u) slijedi
lg(z)] < ||glloo + &, za sve z € N® = N, u(N)=0.
Sada je

Jisalan= [ il < (ol o) [ 1710 < (gl +2) [ 15100

te prelaskom na limes ¢ — 0 dobivamo

/Ifgldu < lgllool I
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ZADATAK
(Obratna nejednakost Minkowskog) Neka je p € (0,1). Ako su f,g € LP(X, X, ),
dokazite da tada vrijedi

£y + llglle < I1FT+ gl - (4.5)

RjeSenje. Neka je ¢ = p%' Tada primjenom obratne Holderove nejednakosti
dobivamo:

St 197 du= [ s+ lgh1s1+ lgr " de (4.6

- / IS+ 1g)P du + / g1(1f] + lgh?~ d

> ([ du)l/p (fan+1gpee- du>1/q

+(f |gpdu)1/p (oo an) ™
= (fura)” (fonsioran)”

o (fiaran)” (Jasitaran) ™

Primijetimo da u slucaju [(|f| + |g|)? dp = 0 slijedi da je |f| + [g] = 0 (s.s.),
odnosno f =0 (s.s.) 1 g =0 (s.s.) te tada u (4.5) vrijedi jednakost. Takoder, ako
je [(|f] + |g])P du = oo, onda oéito vrijedi nejednakost (4.5). Stoga u nastavku

pretpostavimo da je
1/q
o< ([an+laran) <

te dijeljenjem nejednakosti (4.6) s prethodnim izrazom dobivamo

(fan+ |g>pdu)1/p =(/ Iflpdu>1/p +(/ |g|pdu)1/p,

§to je upravo obratna nejednakost Minkowskog.

ZADATAK

Neka je (X, X, ) prostor mjere i neka niz (fn)nen izmjerivih funkcija f, : X — R,
n € N konvergira prema izmjerivoj funkciji f : X — R. Ako postoji funkcija g € LP
takva da je |fn] < |g| za svakin € N, dokaZite da je tada

n—oo

lim /\fnfﬂpdu:O.
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RjeSenje. Vrijedi da je
[fo = FIP < (Ifal +191)" < (2max{|fal,19]})" = 2|g|?, n € N.

Kako je |g|? integrabilna funkcija i lim, o |fn — f|? = 0, trazena tvrdnja odmah
slijedi iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji.

4.72. ZADATAK
Neka je (X, 3, u) prostor mjere, f : X — [—00,00] izmjeriva funkcija,

o(p) = / FPdu=fIE,  0<p<oo

te E:={p: p(p) < oo}.

(a) Neka su p1,p2 € E, p1 < pa. Pokazite da je [p1,p2] C E, pa je stoga E
interval.

(b) Pokazite da je funkcija ¢ konveksna na interioru skupa E.

(c) Neka je 0 <r < p < s. PokaZite da je || f|l, < max{||f|l., | f|ls}, sto implicira
L"NnL® CLP.

Rjesenje.

(a) Svaki p € (p1,p2) se moze zapisati kao

p=Ap1 + (1 —=N)pa, A= P27 D (0,1).
P2 —p1
Tada je
| fPAPIFA=RP <N FP 4 (1= N £ (4.7)

jer je eksponencijalna funkcija x — a”*, a > 0 konveksna. Sada, prema mono-
tonosti integrala slijedi

o(p) = e(Ap1 + (1 = A\)p2) (4.8)
= [P du < [1apaus - [ 117
=Ap(p1) + (1= A) p(p2) < oo,
iz ¢ega odmah mozemo zakljuciti da trazena tvrdnja vrijedi.
(b) Iz (4.8) odmah slijedi da je ¢ konveksna funkcija na interioru skupa E.
(c) Iskoristimo li nejednakost (4.7) i €injenicu da je 0 < r < p < s, imamo da je
za svaki A € (0,1)
AP <A+ = N)IFP°
< Amax{[f[", [f"} 4+ (1 = A) max{[f[", | f|"}
= max{[f[", | f|"}

te sada monotonost integrala daje trazenu nejednakost.
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4.73. ZADATAK
Neka je f(x) =x%, > 0, a € R. Ispitajte za koje « je

(a) feL£((0,1),B((0,1)),1),
(b) f € L ([1,00), B([1,00)), \).

Rjesenje.

(a) Vrijedi da je

/ z%dA = lim X}, 0y AA = lim % dA
(0,1) "0 J(0,1) ’ 01 /n,1)
1
1 1
= lim z%dx = lim < — T ),
n—oo Jy n—oo \ a4+ 1 not+ (a + 1)

gdje smo u prvoj jednakosti koristili Levijev teorem o monotonoj konvergen-
ciji, a u tre¢oj Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost. Iz prethodnog racuna
mozemo zakljuéiti da je f € £1((0,1),B((0,1)),\) ako i samo ako je a > —1.

(b) Na isti na¢in kao u dijelu zadatka (a) mozemo zakljuciti da je

/ z*dA = lim %X, dA = lim x*dA
[1,00) "0 J[1,00) ’ o0 J(1,n)
n a+1 1
= lim z%dz = lim i -
n—oo Jq n—oo \ v + 1 a+1

te vrijedi da je f € L1 ([1,00), B([1,0)), ) ako i samo ako je o < —1.

4.74. ZADATAK
Neka je (X, %, u) prostor mjere.

(a) Ako je mjera p konacéna i 1 < q < p < oo, dokaZite da za svaku izmjerivu
funkciju f : X — [—o0, 00] vrijedi

1_1

1fllg < p(X)== 71 Fllp,

a time 1
LP(X,5, p) € LYUX, 2, ).

(b) Vrijede li prethodne tvrdnje i u sluc¢aju kada mjera p nije konaéna?
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Rjesenje.

(a)

Neka su r,s € (1,00) konjugirani eksponenti. Tada, prema Holderovoj ne-
jednakosti, slijedi:

i1 = [15an= [1s10- 100 < (/|fqrdﬂ)”’” </15dﬂ>us
= (/flqrdu>l/ru(X)1/s.

Za,

iz prethodnog razmatranja slijedi:

1fllq < (/fl”duy " u(x) G 2 </|f|pdu> (X)) a1/
= || fllp u(X) 97 H/P.

Nadalje, neka je f € LP(X, 3, u). Tada je f izmjeriva funkcija i vrijedi || f]l, <
o0. Iz prethodno dokazane nejednakosti, zbog pretpostavke o kona¢nosti mjere
u, slijedi da je

[fllg < c-[lfllp <oo, c€R,

pa je takoder i f € L1(X,%, 1), odnosno

LP(X, %, ) € LI(X, 5, p).

Pokazimo primjerom da tvrdnja (a) opéenito ne vrijedi kada mjera nije kona-
¢na. Neka je ([1,00),B([1,00)),A) prostor mjere te f : [1,00) — R funkcija

definirana s f(z) := —, a € Ry. Iz A([1,00)) = oo slijedi da dana mjera nije
T

kona¢na. Nadalje, kako je

/ [f|PdA :/ z7P*d\ = lim :c*pc‘x[1 o] dX
[1,00) [1,00) =0 J[1,00) '

n nl— o _ 1

= lim z7P*dX = lim 7 P%dzr = lim () ,
n—oo [1,n] n—oo [y n—oo 1 — po

mozemo zakljuciti da je f € L ([1,00), B([1,00)),A) za p > L. Dakle, za sve

aeRy, ]% <a< é je f € LP([1,00),B([1,00)), A) te

f ¢ L1([1,00),B([1,00)),\). Dakle, u tom sluc¢aju ne vrijedi tvrdnja (a).

4.75. ZADATAK
Neka je funkcija f: R — [—o0, 00| definirana s f(x) := fx[o 4 (). DokaZite da je

FeLi\), ali f & L2(N).
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Rjesenje. Definirajmo funkciju

F:R=R, f(0)=0, f(z) = f(z) zaz#0.
Ocito je f = f (s.s.), pa je stoga

1 1
fd\= /fd)\— lim —=Xp g dA = lim —dX
/ n—o0 Jig 1y /& T/ n—=0 [t /n1) VT

= 1 R =
n1—>120 1/n fdx 2
gdje smo u drugoj jednakosti koristili Levijev teorem o monotonoj konvergen-
ciji, a u predzadnjoj jednakosti Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost zbog R-
integrabilnosti funkcije x — f na segmentu [1/n, 1], n € N. Na isti na¢in dobivamo
da je

1 1
/f2 dx = /f2 d\ = lim =X(1/n1] d\ = lim —dA
n— oo [0’1] x n— oo [1/n71] €T
= lim —dxr = o0

n=00 J/p T

ZADATAK
Neka je (R, B(R), \) prostor mjere i (fn)nen niz funkcija fr, : R — [0, 00] definiranih
s

2
Jn = =1"X(g1/m> M EN.
DokaZite:

@) g =0
(b) fnel?,p=1,

() Tim ||fully =00, p> 1.

Rjesenje.
(a) Kako je lim Xo.1/m = Xo = 0, lako se vidi da je i lim f, =0.
n—oo ’ n—oo

b) Neka je p > 1. Vrijedi da je
(b) J ] J
/|fn|p di = /nQPX(O,l/n) dr=n?"1 < oo, n €N,

(¢) Pomocéu (b) dobivamo

lim || fn]l, = lim (nQp_l)l/p = lim n?>"Y? = o0 zbog p > 1.
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PRIMJEDBA
U prethodnom zadatku moZemo wociti poznatu ¢injenicu da postoji niz funkcija iz
LP koji konvergira obicno, ali ne konvergira u LP.

ZADATAK
Pokazite da postoji niz funkcija w LP* (R, B(R), \) N LP2 (R, B(R), ), 1 < p1,p2 < o0
koji konvergira u LP2(R, B(R), \), ali ne konvergira u LP* (R, B(R), \).

Rjesenje. Neka je (R, B(R), A) prostor mjere i (fy,)nen niz funkcija f,, : R — [0, oo
definiranih s )
fni= niaxmzn)’ n € N.

Sada je

no—1/p

1 p 1
||fn||p=(/WX<n,2n>d)‘> =——<oo,neN, 1< p<oo.

Dakle, (fn)nen € LPY(R,B(R),\) N LP2(R,B(R), ) za sve 1 < p1,ps < c0. Iz
prethodnog ra¢una dobivamo

1 1
lim || fnllp, = lim ———— = 0 ako i samo ako je py > —,
n—oo n— oo - 2 [0

tj. zasve a € Ry, takve dajep; < é < pa2, iz (f)nen konvergirau LP2 (R, B(R), ),
ali ne konvergira u LP* (R, B(R), A).
Neka je sada (fy,)nen niz funkcija f,, : R — [0, 00| definiranih s
fni= naxé,z), n € N.

Slijedi
1/p
||fn||P: (/napx(1,2)d)\> :na_l/p<oo5n€Na 1§p<007

ti- (fn)nen € LPY (R, B(R), A) N LP2(R, B(R), A) za sve 1 < py,ps < co. Iz prethod-
nog rac¢una mozemo zakljuciti

lim || fullp, = lim n® %P2 =0 ako i samo ako je py < —,
n—oo n—oo @)

tj. zasve a € Ry, takve da je ps < é < p1, 1iz (fn)nen konvergirau LP2 (R, B(R), ),
ali ne konvergira u LP* (R, B(R), A).

ZADATAK

Neka je (X, %, p) prostor mjere, 0 < p < ¢ <r < o0 te
_1/p—1/q
S 1/p—1/r

Dokazite da za svaku funkciju f € LP(X, 3, u) N L™ (X, %, ) vrijedi f € LYX, X, )

1£1lg < 1IN
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Rjesenje. Iz zadatka 4.72. (c) odmah slijedi da je f € L9(X,X, u). Preostaje
dokazati trazenu nejednakost.

Neka je P = % €(0,1)iQ=1—P. Tadajegq=Pp+ Qr. Kakosu 1/Pi1/Q
konjugirani eksponenti, primjenom Hélderove nejednakosti dobivamo

Jiiran= [ an< ([iran) (fira)® o)

- - 1t

KakOJet_ulQ_lf -1 ,slljedldaje—: " S i

q(r —p) r—p qa a(r—p) p
Q qgq—-p . . o .
— = ———— = — te iz jednakosti (4.9) zaklju¢ujemo da je
q qr—p) r

=t ¢

i< (f1sran) ™ ([aran) =1

ZADATAK

Neka je ((0,00), B((0,00)), A) prostor mjere te p > 1. Pokazite da je

na

(z+n)?

za a € R, B> 1 te za svakin € N.

fn(w) = S ((0,00),B((O, OO))’)‘)

RjesSenje. Kako su sve funkcije f,, n € N neprekidne, jasno je i da su izmjerive.
Preostaje pokazati da je integral funkcije

Fal@) = @+ 0) 7

konacan. Kako je nP® konstanta, dovoljno je pokazati da je (x +n)~P% € £!. Neka
jey:=ppB > 1. Sada je

/ (x4+n)""d\= lim (+n)" "Xy AN = lim (x+n) 7 dA
m 1—y 1—v
= lim (x+n)""dr= lim ((m +n) _ >
m—o0 Jo m— oo 1— ¥ 1— ¥
nt=7
= S—1 < 00,

gdje smo kod prve jednakosti koristili Levijev teorem o monotonoj konvergenciji, a
u trecoj jednakosti Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost. Iz prethodnog racuna
mozemo zakljuciti da trazena tvrdnja vrijedi.

ZADATAK
Neka je

f(z) = (z*+ 271 z > 0.
Ispitajte za koje o, B> 0 je f € L1 ((0,00), B((0,00)), A).
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RjeSenje. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a < 5. Mozemo razliko-

vati dva slucaja: kada je x € (0,1) te x € [1, 00).

Ako je x € (0,1), onda je
1 1 1 1/2
— > > =Lz
¢ Tz +axf T g4z xo

Sto pokazuje da je (z* + 2°)~! € £1((0,1),B((0,1)),\) ako i samo ako je o < 1
(vidi zadatak 4.73. (a)).
Sliéno, ako je x > 1, onda je

1 112

> > [
Taxe4af T 2B 4B 2B

1
B
odnosno (z® + 2#)~! € L ([1,00),B([1,00)),A) ako i samo ako je f > 1 (vidi
zadatak 4.73. (b)). Dakle, mozemo zakljuciti da je
(@ +a)"h € £1((0,00),B((0,00)),\) = a<1,8>1
Ako pretpostavimo da je o > (3, na isti na¢in mozemo zakljuciti da je

(z* +2P)" € £1((0,00), B((0,00)),\) <= a>1,8<1.

ZADATAK
Nekajel<p<r<oo,aZ=LP(X,% p)NL"(X,%, ). DokaZite da je || || : Z —
R, definirana formulom || f|| = || fll, + || f|l», norma na Z.

Rjesenje. Lako je uociti da zadana funkcija zadovoljava svojstva pozitivne semide-
finitnosti te pozitivne definitnosti i homogenosti norme. Nejednakost trokuta slijedi
iz nejednakosti Minkowskog na sljedeéi nacin:

LF+gll =W +gllp + 1 +all- <N fllp + lgllp + 171+ llgll- = 171+ llgll-

ZADATAK

Neka je (2, %, 1) vjerojatnosni prostor. U teoriji vjerojatnosti izmjeriva funkci-
ja X : ¥ — R naziva se slu¢ajna varijabla. Nadalje, integral (ako je definiran)
E(X) := [ X du naziva se okekivanje slu¢ajne varijable X. Ako je X € L%(Q, 3, u),
onda se V(X) := E(X?) — E?(X) naziva varijanca slu€ajne varijable X. Dokazite:

(a) X € L2(, 3, pn) = X € LY, 2, ),
(b) u({IX] > Vin}) < 4 (V(X) + E*(X)), gdje je

{IX] > Vin} = {w € Q: [X ()] > Vin).
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Rjesenje.
(a) Tvrdnja odmah slijedi iz zadatka 4.74. (a).

(b) Pomoéu Cebisevljeve nejednakosti (vidi (4.1), str. 127) za p = 2 dobivamo
1
p({1X] > Vin)) < - E(X?),

pa iz jednakosti E(X?) = V(X) + E?(X) slijedi traZena tvrdnja.
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5. Produkt prostora mjere

U ovom ¢emo poglavlju definirati produkt dvaju izmjerivih prostora, te éemo za
Kartezijev (ili direktni) produkt skupova A i B koristiti uobi¢ajenu oznaku A x B.
Dakle, A x B = {(a,b) :a € A,b € B}.

. DEFINICIJA

Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori. Njihov produkt je izmjeriv prostor (X x
Y, A® B), gdje je A® B tzv. produktna o-algebra definirana s

A® B = o(Ax B).

Clanove familije A x B nazivamo izmjerivim pravokutnicima.

. PropPoOzICIIA

Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori.
(a) Produktna o-algebra A ® B je generirana familijom ,,cilindara”

C={AxY:Ac A}U{X xB:Be€B}.

(b) Produktna o-algebra A® B je najmanja o-algebra na X XY sa svojstvom da
su izmgjerive obje projekcije

m: X XY =X, m(z,y) =z
m: X XY =Y, m(r,y) =y

U nastavku su definirani odredeni pojmovi koji ¢e nam takoder biti potrebni pri
rjesavanju zadataka.
Neka je E C X x Y. Zasvaki x € X, y € Y definiraju se prerezi
(z-prerez skupa E) E, ={ge€Y :(z,9) € E},
(y-prerez skupa E) EY ={z€ X :(z,y) € E}.

Neka je funkcija f definirana na Kartezijevom produktu X x Y. Tada definiramo
prereze f, i fY funkcije f na Y i X formulama

f2(y) = f(z,y), yeY,
fy(x):f(x,y), € X.

U svrhu uvodenja sljedeceg teorema navodimo pomocéni rezultat:

3. LEMA

Neka su (X, A,pn) i (Y,B,v) dva prostora o-konacne mjere i E € A® B. Tada
vrijedi:
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(a) funkcija x — v(E,) je A-izmjeriva,

(b) funkcija y — u(EY) je B-izmjeriva.

TEOREM
Neka su (X, A, u) i (Y,B,v) prostori o-konacne mjere. Tada postoji jedinstvena
mjera p @ v na A® B takva da je

(L@ v)(Ax B) = u(A)w(B), AxBeAxB.

Nadalje, za svaki E € AR B je

(n®v)(E) = /X V(E,) du(z) = /Y W(EY) du(y).

. DEFINICIJA

Mjeru p ® v iz teorema 5.4. nazivamo produktna mjera ili produkt mjera p i v.

. PRIMJEDBA

U nastavku ée nam od iznimne vaznosti biti Lebesgueova mjera Ay = A®@X na B(R?).

LEMA
Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori i (z,y) € X X Y. Tada vrijedi:

(a) ako je EC A® B, onda je E, € B i EY € A,

(b) ako je f : X XY — [—00, 0] bilo koja A ® B-izmjeriva funkcija, onda je fs
B-izmjeriva a f, je A-izmjeriva funkcija.

. TEOREM (TONELLIJEVZ'TEOREM)

Neka su (X, A,p) i@ (Y,B,v) prostori o-konacne mjere, a f : X xY — [0,00]
A ® B-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

(a) funkcija x— [y, fodv je A-izmjeriva,

(b) funkeija y — [y fYdu je B-izmjeriva,

[ o= (= [ ()

()

2"Leonida Tonelli (1885.-1946.), talijanski matematicar.
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). TEOREM (FUBINUEVZTEOREM [23, STR. 539])

Neka su (X, A, pn) i (Y,B,v) prostori o-konacéne mjere, a f : X XY — [—00, 0]
funkcija koja je A® B-izmjeriva i integrabilna s obzirom na produktnu mjeru p® v.
Tada vrijedi:

(a) B-izmjeriva funkcija f, je v—integrabilna na'Y za p-s.s. x € X. A-izmjeriva
funkcija fY je u—integrabilna na X za v-s.s. y €Y.

(b) Funkcija x — [, f dv je A-izmjeriva i p—integrabilna na X. Funkcija y —
fX fYdu je B-izmjeriva i v—integrabilna na Y .

()

| rawen = [ ([ p@a@)aw = [ ([ 5000) de).

RijesSeni zadaci

1. ZADATAK

Neka su (X, A, ) i (Y,B,v) dva prostora o-konacnih mjera, takvi da je A # 2%
te o—algebra B sadrzi neprazan skup mgere nula. DokaZite da prostor mjere (X x
Y, A® B, u ® v) nije potpun. Specijalno, (R?, B(R?), \2) nije potpun prostor.

Rjesenje. Neka je Z € 2X\ A, a N € B neprazan skup, takav da je v(N) = 0.
Prema teoremu 5.4. slijedi da je

(p@v)(X x N)=0.

Kako je Z x N C X x N, skup Z X N je (4 ® v)-zanemariv.
Nadalje, neka je y € N. Tada je Z = (Z x N)¥. Ako je prostor mjere (X x
Y, A® B, u®v) potpun, onda je Z X N € A® B te iz leme 5.7. slijedi da je

Z=(ZxN) e A,

sto je kontradikcija. Dakle, (X x Y, A® B, u ® v) nije prostor potpune mjere.

. ZADATAK

Neka je A Lebesgueova mjera i p mjera prebrojavanja na izmjerivom prostoru
(R,B(R)) te f:R? — R karakteristicna funkcija skupa A = {(x,y) € R? : y = x}.
Pokazite da je

/R(/Rf(may) du(y)) dA(x)#A(Af(x,y)dA(x)) du(y)

te objasnite je li to u kontradikciji s Tonellijevim teoremom.

28Ghirin Guido Fubini (1879.-1943.), talijanski matematicar.
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RjesSenje. 1z jednakosti

/R(/Rf(x,y)du(y)) dA(I):/R(/RX”} du(y)) dA(x):A1dA:m7
/R(/Rf(:c,y)du(y)) dA(x):/R(/Rx{y} dA(:c)) d‘u(y):/R()dMZO

vidimo da vrijedi tvrdnja zadatka. Nadalje, mjera prebrojavanja p nije c—-konacna,
pa dana tvrdnja nije u kontradikciji s Tonellijevim teoremom.

3. ZADATAK
Neka je 0 < a < b. DokaZite da je

ot
W

/OO w dz =1n(b/a). (5.1)
0

Rjesenje. Neka je funkcija f : [0,00) X [a,b] = R zadana formulom f(z,y) = e~ "Y.
Funkcija f je nenegativna i neprekidna te je zbog posljednjeg i Ay—izmjeriva. Prema
Tonellijevom teoremu i Lebesgueovom kriteriju za R—integrabilnost slijedi da je

/Ooo (/abf(z,y)dy) dx/ab(/ooof(x,y)dx) dy,

oo —ax —bx b
— 1
/ idx:/ 2 dy = In(b/a).
0 a Y

T

odnosno

5.10. PRIMJEDBA
Integral (5.1) je specijalan sluc¢aj Frullanijevog®® integrala [7, str. 622]

/OO de = (f(0) — f(+00)) ~lné, a,b> 0.
o a

T

at

. ZADATAK
Izracunagte

/ 22yd(A @ N).
[—1,2]x[0,3]

Rjesenje. Prema Tonellijevom teoremu i Lebesgueovom kriteriju za R-integra-
bilnost slijedi

/ ryd A @ \) = / / 22y di(z) | dA(y)
[—1,2]x[0,3] (0,3] \V/[-1,2]
3 2 3
2
:/ (/ x2ydx> dyzS/ ydy:l.
0 -1 0 2

29Giuliano Frullani (1795.-1834.), talijanski matematicar.
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ZADATAK
Dokazite jednakost:

* sinx T
de = —.
0 x 2

RjeSenje. Najprije primijetimo da je

1 oo
—= / e "Wdy
€ 0
(oo} : (oo} (oo}
/ Sy dx :/ (/ e” sinxdy) dz.
0 T 0 0

Nadalje, funkcija f : [0,m] x [0,n] = R, m,n € N, zadana formulom

te je stoga

f(‘rvy) =e Sil’ll’,

je omedena i neprekidna na svojoj domeni, pa je zbog posljednjeg i Ag-izmjeriva.

Sada je
/ Sy de = / (/ e sinxdy) dz
0 z 0 0
= lim (hm / e sinxdy) dx
= lim lim </ e sinxdy) dz,

gdje zadnja jednakost slijedi iz neprekidnosti funkcije (n,z) — fon e " sinx dy.
Primjenom Lebesgueovog kriterija za R-integrabilnost i Fubinijevog teorema, iz
prethodnog razmatranja dobivamo

/ T e = lim lim / e Wsinz d\(y) | dA(z)
= lim lim / e""sinxz d\(z) | dA(y)
m—00 N—r 00 [07,’74] [O,m]

n m
= lim lim (/ e sinxdx) dy

o}

= lim

ﬁ(l —ye "™sinm —e " cosm) dy

>* 1 ) | . ™
= 5 dy = lim 5 dy = lim arctgn = _,
gdje smo u 5. jednakosti iskoristili poznatu ¢injenicu da limes i integral komutiraju
u sluc¢aju kada je podintegralna funkcija neprekidna na podrucju integracije (vidi [7,
str. 711]).



at

D. Jankov Magirevié¢, Zbirka rijeSenih zadataka. .., Osijek, 2014. 199

. ZADATAK
Neka je ([—1,1], B([-1,1]), \) prostor mjere. Izracunajte uzastopne integrale funkci-
je f:[-1, ] [—1,1] —> R definirane s

fz,y) = { ﬁ ako je (x,y) # (0,0)
0, ako je (z,y) = (0,0)

te zakljucite je li ona integrabilna s obzirom na Lebesgueovu mjeru As.

RjeSenje. Najprije primijetimo da je funkcija f neprekidna s.s. jer je neprekidna u
svim tockama domene osim u (0, 0) te je A2 ((0,0)) = 0. Kako je funkcija f neparna
u prvoj, a takoder i u drugoj varijabli, tj. f(—z,y) = f(x,—y) = —f(x,y), koristeéi
se poznatom ¢injenicom da je integral neparne funkcije po simetricnom intervalu
jednak nuli, dobivamo

1
ry ry
————d\(x) = ————dr =0,
/[1,1} (22 +y?)? (=) /4 (z2 +y?)? !

odnosno

1
_ — _ Y qu=
/[1,1] (x2 +y?)? ) = /4 (22 +y2)? @

Kod prethodnog smo racuna koristili Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost zbog
R-integrabilnosti podintegralnih funkcija.
Sada mozemo zakljuciti da vrijedi

Ty _ L xT).
/[—1,1} (/[—1,1] Md)\(x)> W) = /[—1,1] </[—1,1] (z2 +y?)? dA(y)) )

Provjerimo jos je li funkcija f integrabilna s obzirom na Lebesgueovu mjeru Ao na
Yy

[-1,1) x [-1,1]. Iz
/ @) 1 1 /Nl n
dA\(z :/ ————|dx = —/ ——dt
[1.1] (2% + y2)2 |yl (12 4 1)
/ _ 2 1_ b
"Wl )y 1P 1 [yl 2ly|’
gdje smo koristili supstituciju « = t|y| te ¢injenicu da je |y|
1 | il |
—d)\(y)—/ dy—/ —dy = lim —dy
/[—1,1} 2yl 2\y| 0o Y n=0 Jim Y

1
=— lim In () = +o00,
n— o0 n

slijedi da funkcija f nije integrabilna.

Ty
(22 + y2)2

»Jk\»—*

IA

1i
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. ZADATAK

Neka je X =Y =N, A =B =2V te u = v mjere prebrojavanja. Interpretirajte
Tonellijev © Fubinijev teorem u tom slucaju.

RjeSenje. Najprije primijetimo da je mjera prebrojavanja oc—kona¢na na N te da
iz uvjeta zadatka slijedi da je ;1 ® v mjera prebrojavanja na 2N ® 2N, tj. na 2VxN,
Neka su f,, i f™ prerezi funkcije f na N definirani kao prije. Takoder, podsjetimo
se da je u zadatku 4.15. na str. 129 pokazano da ako je (N, 2", ;1) prostor s mjerom
prebrojavanja i f : N — [0, 00], tada je [ f(n)du(n) = 3,2, f(n). Iskazimo sada
Tonellijev teorem u ovom slucaju:

Neka je f : Nx N — [0, o] funkcija koja je 28*N-izmjeriva. Tada vrijedi da su funk-
cie m = i fm(m)dv(n) = Y2, fuln) i 0 [y f2(m) du(m) = S5, £7(m)

izmjerive i

sy ao) = [ ([ 170 dutm) ) vt

NxN N
= [ (] £ty avia ) autm)

(5.2)

I
(]
N
s
o
g
M8
£

n=1m=1 m=1n=1

U svrhu iskaza Fubinijevog teorema podsjetimo se da je u zadatku 4.28. na str. 141
dokazano da ako je (N, 2N, i) prostor s mjerom prebrojavanja i f : N — [—o0, o]
izmjeriva funkcija, onda je f integrabilna funkcija ako i samo ako je red > 7 | f(n)
apsolutno konvergentan, tj. > - |f(n)| < oo, itadaje [ f(n)du(n) =3 ", f(n).
Iskazimo sada Fubinijev teorem.

Neka je f : N x N — [—00,00] funkcija koja je
obzirom na produktnu mjeru p ® v. Tada vrijedi:

2NxN_jzmjeriva i integrabilna s

(a) Izmjeriva funkcija f,, je v-integrabilna na N za p—s.s. m € N, tj.

Yoo | fm(n)] < i Iy fm(n)duv(n) = S0 | fm(n) i izmjeriva funkcija f™ je
p-integrabilnana N za v-s.s. n € N, tj. Y07 |f"(m)| < coi [ f"(m)du(m)

= Zfﬁf:l [ (m).

(b) Funkcija m — [ fm(n)dv(n) je 2V-izmjeriva i p-integrabilna na N, tj. iz
posljednjeg slijedi da je Yo, S>> [ f(m,n)| < o i

oo

/N ( /N fn(n) du(n)) duim) =Y i fom.m).

m=1n

Takoder, funkcija n — [ f™(m)du(m) je 2N-izmjeriva i v-integrabilna na N,
tj. iz posljednjeg slijedi da je Y07 > |f(m,n)| < oo i

[ ([, rmranio) s = 3= 3 st

n=1m=1
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(c) Vrijedi

5.11. PRIMJEDBA

Ako je funkcija f : N x N — [0, 00] iz prethodnog zadatka definirana s f(m,n) :=
mn, M,n € N, moZemo primijetiti da je jednakost (5.2) ekvivalentna jedna-
kosti (2.4) navedenoj u primgjedbi 2.18., $to je upravo Tonellijev teorem za sume.

ZADATAK
Neka su (X, A, u) i (Y,3,v) prostori mjere te E i F' (u ® v)—izmjerivi podskupovi
od X XY konacne mjere. Ako vrijedi

at
&0

v(Ey) = v(Fy)
za i1-s.s. © € X, dokazite da je onda

(n@v)(E) = (nev)(F).

Taj je rezultat poznat kao Cavalierijev3? princip za produkt mjere.

RjeSenje. Iz uvjeta zadatka, prema teoremu 5.4., slijedi da je

(ron)(E) = [ B du= [ vF)dn= uer)(P).

30Bonaventura Cavalieri (1598.-1647.), talijanski matematicar.
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6. Konvergencija izmjerivih funkcija

U ovom ¢emo poglavlju proucavati razne tipove konvergencije realnih izmjerivih
funkcija. Svi rezultati mogu se poopéiti i na izmjerive funkcije koje primaju vrije-
dnosti u [—o0, o0] tako da na [—oo, o] gledamo kao na (s.s.) R.

6.1. DEFINICIJA
Neka je (X,X, ) prostor mjere, (fn)nen niz S-izmgerivih realnih funkcija defini-
ranih na X i f : X — R X-izmjeriva funkcija. Za niz funkcija (fn)nen kaZemo
da

(a) konvergira skoro svuda prema funkciji f ako postoji p-zanemariv skup N C X
takav da je
lim f,(z) = f(z), Vo € X\N.

n—oo
Pigemo 1My, o0 fro = f (p-5.5.), iy o0 fro = f (5.5.) ili fn= .

(b) konvergira skoro uniformno prema funkciji f ako za svaki € > 0 postoji skup
E € ¥ takav da je p(F) < € i da niz (f,) konvergira uniformno prema f na
skupu E°, tj.

Ve>0)FFE e X) u(E)<e & lim sup |fn(z) — f(x)] =0.

n—oo reEc

Tada pisemo fn, =5 f.

(c) konvergira po mjeri p prema funkciji f ako za svaki e > 0 vrijedi
nh_}ngou({x €X :|fulz)— f(z)] >¢e}) =0.

Pisemo fp,— .

(d) konvergirau L? (1 < p < oo) prema funkciji f ako su f, f,, € LP = LP(X, X, u),
n € N i ako je
Tinn |fo — fllp = 0.

.. L?P
Pisemo f,—f.

6.2. TEOREM
Neka je (X, X, ) prostor mjere, (fn)nen niz X-izmjerivih realnih funkcija definira-
nth na X 1 f: X = R Z-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

(a) ako je u(X) < 00 i ako fo 23 f, onda fr, -2 f,

(b) [Egorovljev3! teorem] ako je ju(X) < 0o i ako f, =53 f, onda f,25f ,

31Dmitri Fyodorovich Egorov (duMmurpuii Penoposuu Eropos) (1869.-1931.), ruski ma-
tematicar.
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(c) [Rieszov®? teorem] ako f,—=f, onda postoji podniz (fn,) koji konvergira skoro
svuda prema f, fn, 22 f,

(d) ako f,*5f, onda f >3 f i fu"of,

(e) ako fnc—p>f, 1 <p< oo, onda fniﬂc

6.3. PRIMJEDBA

6.1.

Neka su funkcije f, f,, n € N definirane kao u prethodnom teoremu. U nastavku
cemo koristiti oznaku fnéfif kako bismo naznadili da niz funkcija (fr)nen ne kon-

vergira w LP, 1 < p < oo prema funkciji f te fn-f kako bismo naznacili da niz
(fn)nen ne konvergira po mjeri p prema funkciji f.

RijeSeni zadaci

ZADATAK
Neka je A Lebesqueova mjera na (R, B(R)), a (fn)nen niz funkcija f, : R - R
definiranih formulom f,(z) := ne="1*. Dokazite:

(@) [a250, (b) £,50, () fo—50.

Rjesenje.

(a) Neka je x € R\{0} te definirajmo pomoénu funkciju g, : R — R s g,(¢) :=
te~t1*l, Primjenom L’Hospitalovog pravila dobivamo:

I () = I t 1 . I

o e b)) = A1 etlel |z Parvy etlz|
Ako napravimo restrikciju funkcije g, na skup prirodnih brojeva, mozemo
uociti da je g,(n) = fn(x), n € N te iz prethodnog razmatranja i ¢injenice da
je A({0}) = 0 slijedi da je lim, o fn(x) = 0, odnosno f,, >0,

(b) Kako je prema Levijevom teoremu o monotonoj konvergenciji i Lebesgueovom
kriteriju za R-integrabilnost

I fnlll = / ne "*ld\ = lim ne_"“”‘x[_m oy AA
R m—oo Jp L
m
= lim ne~™*Id\ = lim ne~ " dx
m—r0o0 [_7n7m] m—r o0 —-m
= lim (2—2e7"") =2,
m—r o0

mozemo zakljuéiti da niz (f,)nen ne konvergira prema 0 u £!.

32Rjesz Frigyes (1880.-1956.), madarski matematicar.
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(¢) Za proizvoljan € > 0 je
{r eR:|fu(z)] >c} = {xER:e_”lx‘ > E} ={z€R:—n|z|>Ine —Inn}
n

Inn—1
:{NR:|$|<M}
n

( Inn—Ine 1nnlns>
S , , zan > e€.

n n

Nadalje, definirajmo pomoénu funkciju g.(z): (0,00) — R s
ge(x) := 27 (Inx — In¢) te primjenom L’Hospitalovog pravila izraéunajmo
njezin limes:

lim g.(z) = lim = lim — =0.

Ako s ey Oznacimo restrikciju funkeije g. na skup prirodnih brojeva, tada iz
prethodnog razmatranja dobivamo

lim A({z € R [fu(a)| > £}) = lim ge,,(n) = 0.

6.2. ZADATAK
Neka je A Lebesqueova mjera na (R, B(R)), a (fn)nen niz funkcija f, : R - R
definiranih formulom f,(x) = nzx(kl ) Dokazite:
1 1,
(8) £ 50, (b) fa%0, (¢) fn—50.

Rjesenje.
(a) Kako je x € R = (—00,0] U (0,1) U[1,00), promotrit ¢emo dva slucaja:

(al) Ako je z € (—o0,0] ili x € [1,00), tada je f,(z) = n?x () =0 za

(1-2)
svaki n € N, pa dani niz funkcija konvergira po tockama, a onda i A—s.s.
prema nul-funkciji.

(a2) Ako je z € (0,1) i € > 0 proizvoljan, tada postoji ng € N tako da je
r<1l-— nio, pa za svaki n > ng vrijedi da je f,(x) = nzx(k%'l)(az) =0,

odnosno

|[fn(z) = O] = n*x (r) =0<s,

(--42)
pa iz konvergencije po tockama ponovno slijedi trazena tvrdnja.
(b) Iz
Jim [ fn = Ofh = nan;C/nzx(l_l ) dA= lim n = +oo

n’

1
zaklju¢ujemo da fnéﬁo.
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(c) Neka je € > 0 proizvoljan. Sada iz

nlLH;OA({xER: [fn(z) = 0| > e}) = lim )\({xER: n?x )(:,C) >E}>

n—oo (17%,1

< lim A ({x €R:x, , ()= 1})

n— 00

= lim A ((1-1,1))

n—oo

= lim — =0
n—oo n

zaklju¢ujemo da dani niz funkcija konvergira po mjeri A prema nul-funkciji.

6.3. ZADATAK
Neka je \ Lebesgueova mjera na ([0, 00), B([0,00))), a (fn)nen niz funkcija f,, : R —
R definiranih formulom f,(x) := \/ﬁx(l 5y DokaZite:

() £u 2530, (b) £ 50, (c) fu—150.

Rjesenje.

(a) Za svaki z € [0,00) postoji ng € N tako da za svaki n > ng vrijedi = ¢ (£, 2).
Sada iz lim,,_, oo frn(2) = 0 zakljutujemo da dani niz funkcija konvergira prema

nul-funkciji po tockama, pa stoga i A-s.s.
(b) Konvergencija u £! slijedi iz

Jim an—0||1:/fnd>\: lim \/ﬁ/x d)
n—00 n— 00 (+.2)
1

ORED)

= 1 l 2 = 1 _—
= o VA (G 2) =l 5 =0
(¢) Iz teorema 6.2. (e) i dokazane tvrdnje (b) zadatka odmah slijedi fniﬂ).

6.4. ZADATAK
Neka je A Lebesgueova mjera na ([0,00),B([0,00)), a (fn)nen niz funkcija f, :
[0,00) — R definiranih formulom f,(z) := +e iX[M] (z). DokaZite:

(a) £u 2250, (b) £250, (€) fu—0.

n

Rjesenje.
(a) Provjerimo najprije postoji li limes po tockama. Za proizvoljni x € [0, 00)
uoc¢imo da postoji ng € N tako da je = € [0,n] za svaki n > ng, pa je stoga i

fa(z) = Le™w za svaki n > ng. Sada je

1 _= 1 1 1
lim f,(z) = lim —e™» = lim — lim —& = lim — =0,
n—o00 n—o0o N n—o0o0 N Nn—oo en n—oo n

pa zaklju¢ujemo da dani niz funkcija konvergira po tockama, pa onda i A-s.s.
prema nul-funkciji.
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1 .
lf=0li= [ i [ Seiyg,,an
[0,00) [0,00) T

)

. L[ = 1
:/ %e_;d)\zi/e_ndle_i#oa
[0,1] n Jo ¢

gdje smo zbog neprekidnosti i omedenosti funkcije x +— %e*% na segmentu
[0, n] mogli zamijeniti Lebesgueov integral Riemannovim, mozemo zakljuciti
da dani niz funkcija ne konvergira u £*.

(c) Kako je |fn(2)] < + za z € [0,00), n € N i za svaki € > 0, postoji ng € N
takav da je ng > %, slijedi da je

Dakle, za svaki € > 0 postoji ng € N takav da je
{z €10,00): |fulz)] >} =0, VYn>ng,

pa slijedi
lim A ({r € 0,00) ¢ [fulx) 0] > £}) = A(®) = 0

te zaklju¢ujemo da fnl>0.

6.5. ZADATAK
Neka je N Lebesgueova mjera na ([0,00), B([0,00)), f : [0,00) — R integrabilna
funkcija, a (fn)nen niz funkcija f, : [0,00) — R definiranih formulom f,(x) :=
I X0 (@). DokaZite:

S.S. ct A
(d) Ako je f = xy : [0,00) = R, pokaZite da dani niz funkcija (fn)nen ne konvergira
uniformno, ali konvergira skoro uniformno prema funkciji f.

Rjesenje.

(a) Zasvaki z € [0,00) je lim x, . (z) =1, iz cega slijedi da je
n—oo T

lim f(l‘) Xio,n] (:E) = f(x)v

n— oo

odnosno niz funkcija f,, n € N konvergira po tockama, pa onda i A—s.s. prema
funkciji f.

(b) Funkcija f je integrabilna, pa prema lemi 4.19. slijedi da je i | f| integrabilna
funkcija. Sada iz

lf = fal = If — fX[o,n]| = |f|X(n,,oo) < |f‘
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mozemo zakljuciti da je niz funkcija (|f — fn|)neny dominiran integrabilnom
funkcijom |f|. Takoder vrijedi da je

lim [f — fol = Tim [f]x, ., =0,

n—oo

pa iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

lim /|f—fn|d)\:/0d)\:0,
n—oo

iz ¢ega slijedi da niz funkcija (f,)nen konvergira u £ prema funkciji f.

(¢) Prema (b) i teoremu 6.2. (e) slijedi da fni>f
(d) Za svaki n € N imamo da je

|f - fn| = Xnn(n,o0) — X{zeN:o>n}>
P& 12 SUD, (0, 00) X{uem aony = SUPse(0,00) 10, 1} = 1 slijedi

Jim up [f (@) = fa(z)] = v}g%omes[gﬂo)x“el“‘”"}(x) = lim 1=1.
Dakle, niz funkcija (fy,)nen ne konvergira uniformno prema funkciji f.
Za E =N je AM(E) =0, dok za E° = [0,00)\N vrijedi

lim sup |f(z) — fn(2)] = lim 0=0,
n— oo

n—00 rzeE°

odnosno niz funkcija (fy,)nen konvergira skoro uniformno prema funkeiji f.

6.6. ZADATAK
Neka je A Lebesqueova mjera na (R,B(R)) i (fn)nen niz funkcija f, : R — R
definiranih s f(x) := %XM,%) (x). Ispitajte konvergira li niz (fn)nen v LP, 1 <p <
oo. Konvergira li niz (fn)nen po mjeri A?

Rjesenje. Iz
1 _ _
1l = [ 1ol ah= [ oxay A= A 20) =07 )

zakljucujemo da je za p > 1 lim,, o || ful/h = 0, pa fnﬁ—p>0. Iz konvergencije u LP,
p > 1, slijedi konvergencija po mjeri A (vidi teorem 6.2. (e)).
1
Preostaje razmotriti slucaj p = 1. Pretpostavimo da fn£—>g. Tada prema
teoremu 6.2. (e) fni>g, a zbog (s.s.) jedinstvenosti limesa po mjeri, slijedi da je
g =0 (A-s.s.). To bi znagcilo da je

lim || fully = lim [|f, —gllh =0,
n— 00 n— 00

Sto bi bila kontradikcija s ve¢ pokazanim u jednakosti (x): da je || fn|l1 = 1 za svaki
n € N. Dakle, niz (f,)nen ne konvergira u £1.
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ZADATAK

Neka je (X, A, u) prostor mjere, A € A te (fn)nen niz funkcija fr, : A — R koji
konvergira skoro svuda prema funkcijama f: A —- R ig: A — R. PokaZite da je
tada f = g (s.s.).

Rjesenje. Kako niz funkcija (f,)nen konvergira (s.s.) prema funkciji f na skupu
A, postoji B C A, B € A tako da

fu(z) = f(z) zasvaki z € B

i p(A\B) = 0. Nadalje, kako niz funkcija (f,,)nen konvergira (s.s.) i prema funkciji
g na skupu A, postoji B’ C A, B’ € A tako da

fa(x) = f(x) zasvaki x € B

i u(A\B’) =0.
Sada je f(z) = g(z) za svaki x € BN B’, pa zbog

0 < u(A\(B N B') < u(A\B) + u(A\B') = 0

slijedi da je f = ¢ (s.s.) na skupu A.

ZADATAK

Neka je (X, X, n) prostor mjere, (fn)nen niz funkcija f, : X — R, koji konvergira
skoro uniformno prema funkciji f : X — R te (gn)nen niz funkcija g, : X — R
koji konvergira skoro uniformno prema funkciji g : X — R. PokaZite da tada niz
funkeija (fr, + gn)nen konvergira skoro uniformno prema funkeiji f + g na X.

RjeSenje. Kako niz funkcija (f,)nen konvergira skoro uniformno prema funkciji
f, za svaki € > 0 postoji izmjeriv skup A € ¥ tako da je u(A) < /21 f, — f
uniformno na A¢. Isto tako, kako niz (g,)nen konvergira skoro uniformno prema
funkciji g, za svaki € > 0 postoji izmjeriv skup B € ¥ tako da je u(B) < €/2 i
gn — ¢ uniformno na B€.

Sada je jasno da niz funkcija ( f,, + gn)nen konvergira prema funkciji f +¢ uniformno
na A°N B¢ = (AU B)¢, a kako je

w(AUB) < u(A) 4+ u(B) < e, zasvaki € >0,

slijedi da f,, + gn» — f + ¢ skoro uniformno na X.

. ZADATAK

Neka je (X, X, u) prostor mjere, (fn)nen niz L—izmjerivih funkcija definiranih na
izmgjerivom skupu E € ¥ i f: B — R. DokaZite:

(a) fn—f ako i samo ako svaki podniz (f,,) ima podniz koji konvergira po mjeri
prema f.

(b) Uz pretpostavku da je mjera p konacna ot F ako i samo ako svaki podniz
(fny) ima podniz koji konvergira skoro svuda prema f.
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Rjesenje.

(a) Ako fn—f, onda i svaki njegov podniz (fn,) konvergira po mjeri p prema
f. Obratno, ako f,~f, onda postoji & > 0 takav da niz (an)nen, Gn =
u{z € E : |fu(z) — f(x)] > €}) ne konvergira prema nuli. To znaéi da postoji
0 > 0 takav da za svaki k € N postoji prirodan broj n, > k takav da je
an, = p({x € E 1 |fn, (x) — f(z)| > €}) > §. Lako je postiéi da (nj)ren bude
strogo rastuéi niz prirodnih brojeva. To bi znacilo da podniz (f,, ), kao niti
jedan njegov podniz, ne konvergiraju po mjeri prema f.

(b) Ako fotsf, onda i fnki>f, pa po Rieszovom teoremu (f,,, ) ima podniz koji
konvergira skoro svuda prema f. Obratno, ako svaki podniz (f,, ) ima podniz
(fnk) koji konvergira skoro svuda prema f, onda po tvrdnji (a) teorema 6.2.
niz (fnk) konvergira po mjeri prema f. Prema veé dokazanoj tvrdnji (a) tada

6.10. ZADATAK
Neka je (X, X, u) prostor mjere, (fn)nen & (gn)nen nizovi X-izmjerivih realnih funkci-

ja definiranih na X i f,g : X — R S-izmjerive funkcije. Ako fn—sf i gn——rg,
dokazite da tada

(a) niz (afn + bgn)nen konvergira po mjeri p prema funkciji af + bg za a,b € R,
(b) niz (| ful)nen konvergira po mjeri p prema funkciji | f|,
(¢) (max{fn,gn})nen konvergira po mjeri u prema funkciji max{f,g},

(d) ako postoji nenegativan realan broj M takav da je | fn] < M (u-s.s.) na X, za
svakin € N, onda je |f| < M (u-s.s),

(e) ako postoji nenegativan realan broj M takav da je |ful, |gn] < M (u-s.s.) na
X, n €N, onda niz (fngn)nen konvergira po mjeri u prema funkciji fg.

Rjesenje.
(a) Neka je € > 0 proizvoljan. Iz nejednakosti
|afu(x) + bgn(x) — af(x) — bg(x)| < lal|fu(x) = f(2)] + [bllgn(2) — g(z)]
slijedi
{z € X : |afn(z) + bgn(x) — af(x) — bg(x)| > &}

c {xeX: () — f(z)] > ;M}U{xeXl |gn(z) — g(x)] > 2|€b|}
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tj.
0< Tim ju({z € X+ [(afu+bgn) (@) — (af +bg)(x)| > })

< lim p <{z € X |falz) = f(2)] > 2|€a|})

+ i ({2 € X o) - g0 > 55} =

(b) Za proizvoljan £ > 0 iz nejednakosti

1fn(@)] = @) < [fn(z) — f(2)]
slijedi
{ze X [[fa(@) = [f@)| >} S{z € X : |fu(z) — f(z)| > e},
pa dobivamo
0< Tim pu({z € X |[ful@)| 1/ (2)]| > })
< lim p({r € X ¢ |fale) — f(2)] > ) = 0.

(¢) Iz jednakosti

1
max{fn(x)agn(x)} = 9 (fn(x) + gn(x) + |fn(x) - gn(m)|),
koristeéi prethodno dokazane tvrdnje (a) i (b), dobivamo

(
| max{ fn(2), gn ()} — max{f(x), g(x)}|
—! (fu (@) + gn (@) + | fu(2) = gn(@)]) = 5(f(2) + g(2) + |f(z) — g(=)])]
< |3(fal@) = F(@)) + 3(gn(2) = g(@))] + 5[fn(@) = gn(@)] = |f(2) — g(2)]|
—%Ifn( ) = F@)] + 3lgn(@) — g(@)| + 51 (fu(2) = f(2)) = (gn(2) — g(2))]
3lfn(@) = F@)] + 3lgn (@) — 9(2)| + 31 fu(2) — F(@)] + 3lgn(@) — 9(2)|
= ful@) = (@) + |gn(z) — g(2)|.

Sada za proizvoljan ¢ > 0 slijedi da je
{z e X: [max{fn(z), gn(z)} — max{f(z),g(z)}| > e}
c{rex:|f@) - @l >3 u{rex: @) -g@)]> 5}

A

1
2
1
2

| /\

te
0< nllnéo“ ({z € X : |max{fn(2), gn(x)} — max{f(x),g(zx)} > e})
< lim p ({x € X |fulz) = f(x)] > %})

n—oo

+ lim ({x €X: |gnla) — gla)] > %}) =0.
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(d) Kako je
F@)] = fal@) = (ful@) = F@)] < |fal@)] + [ fal2) = F@)],
za proizvoljan € > 0 slijedi da je
0<p({we X |f@) > M+e})

<u({rex:ip@l>M+ 1) +u({oex: @ - r@)>5})

i (feex: o) - s> 2.

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz uvjeta zadatka |f,| < M (p-s.s.) na X.
Djelujemo li na prethodnu nejednakost s limesom n — oo, iz uvjeta zadatka
dobivamo

p({reX:[f(x)]>M+e}) =0,
odnosno |f| < M (u-s.8).

(e) Kako je |fnl,|gn] < M (p-s.s.) na X, n € N, iz dokazane tvrdnje (d) zadatka
slijedi da je | f|,|g| < M (u-s.s.) na X te iz nejednakosti

[fn(@)gn () = f(2)g(2)] = [fa(2)gn(2) — fu(2)9(z) + ful2)9(x) — f(2)g(2)]
< [fn(@)llgn(x) = g(2)| + |g(@)[| fn(z) — f(2)]

dobivamo da za proizvoljan € > 0 vrijedi

{z € X : [fu()gn(z) — f(2)g(x)| > €}

cloe X fule) = @) > 50

s fu{re Xt lga@ - 9@l > 51

2M

odnosno

0< lim p({z € X |fu(2)gn(x) — fz)g(x)] > €})
e

< nh—{{.lo ({x € X : [fulz) = f(2)| > m})

+n1er;ou({x € X : |gn(z) — g(x)] > ﬁ}) =0.

6.11. ZADATAK
Neka je (X, %, p) prostor mjere. Niz (fp)nen izmjerivih funkcija f, : X — R je
Cauchyjev niz u mjeri p ako za svaka dva realna broja €,6 > 0 postoji prirodan broj
ng = no(e, ) takav da je

p{z € X o [fu(2) = fm(2)| > €}) <6, Vm,n > no.

Dokazite: Ako je (fn)nen Cauchyjev niz w mjeri p, onda postoji funkcija f : X — R
prema kojoj taj niz konvergira po mjeri (.
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Rjesenje. Kako je (fn)nen Cauchyjev niz u mjeri p, postoji rastudi niz (ng)ren
prirodnih brojeva tako da je

p{z € X | fo(z) — fnlz)| > 27F}) < 27, Vm,n > ng.

Ako definiramo niz gy := fn,, k € Niskupove Ay := {z € X : |gi(z) — gpt1(x)| >
27%}, k € N, By, = U,>,, Ak, onda iz prethodnog slijedi da je u(Ag) < 27F
10 < pu(Bp) < Yoo, w(Ar) < Yoo, 27k = 21=m Dakle, za x € X\B,, i
1> 7 > m vrijedi

193(0) — 0s()| < S lga (0) — @) < 32T < 32t =2l ()
=3 I=j =3

odnosno (g )ken je po tockama Cauchyjev niz na X\B,,, m € N. Nadalje, neka je
B = Mpen Br 1 f(@) = limj o0 g5 (@)X x5 (%) izmjeriva funkcija. Zbog pu(By) <
217k 'k € N, koristeé¢i neprekidnost mjere na padajuéi niz skupova (By)ren, slijedi
da je u(B) = limg_00 u(Br) = 0 te niz (g;)jen konvergira s.s. prema funkeiji f.
Takoder iz (x), uzimanjem limesa po ¢ — oo, vrijedi da je

lgj(z) — f(z)] <277 zaj>kixze X\Byg
te zbog limy_, oo u(Bg) = 0 slijedi da gji>f. Napokon, zbog

{ze X |fulz) - flz)| <}
Cl{zeX:|fulz)—gj(zx) < %}U{x €X: |gj(z)— f(z)] < g},

pri ¢emu su oba skupa zdesna po volji male mjere za dovoljno velike n i j, slijedi
da f, - f.

ZADATAK

Neka je (X, %, 1) prostor mjere, (fn)nen niz izmjerivih funkcija fr, : X — R i
f: X — R izmjeriva funkcija takva da f,—f. Dokazite da je tada (fn)nen
Cauchyjev niz u mjeri p.

Rjesenje. Zbog f,— f iz definicije konvergencije po mjeri slijedi da za svaki £ > 0
vrijedi
nh_}n;ou({x €X :|fulx)— f(z)] >e}) =0,

tj. za svaki € > 01 za svaki ¢ > 0 postoji ng(e,d) € N tako da za svaki n > ng(e, )
vrijedi

n({e € X ¢ [fule) - fl2)] > €}) < 4.
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Sada, iz nejednakosti

n(fe € X ¢ |fal@) = fl@)] > €})
<u({rexiif@—r@l>35}) +u({rex 1me@ - r@l>3})

)
<3 + 5 28 svaki m,n > ng(e, d)

slijedi da je (f5)nen Cauchyjev niz u mjeri p.

ZADATAK

Neka je (X, %, p) prostor mjere, a (fn)nen niz izmjerivih funkcija fn, : X — R koji
je ujedno i Cauchyjev niz u LP, tj. za svaki § > 0 postoji ng € N tako da za svaka
dva prirodna broja m,n > ng vrijedi || fr, — fmllp < 8. DokaZite da je tada (fn)nen
Cauchyjev niz v mjeri ji.

RjeSenje. Za proizvoljan ¢ > 01 nyg € N takav da za sve m,n > ng vrijedi
| fr = fmllp < ¥ePtl, iz Cebisevljeve nejednakosti (vidi (4.1), str. 127) slijedi da je

bl

p({z € X 11a(e) = fule)] > ) < 55 [ 1nla) = fnla)Pde =

)

§to daje tvrdnju zadatka.



7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

214 Dekompozicija mjere

7. Dekompozicija mjere

U ovom ¢emo se poglavlju baviti zadacima vezanim uz Hahnovu dekompoziciju,
Jordanovu dekompoziciju te Radon-Nikodymov i Lebesgueov teorem o dekompozi-
ciji mjere s predznakom. Prije toga definirat ¢emo nove pojmove i rezultate koji ¢e
nam biti potrebni u nastavku.

DEFINICLIA
Neka je (X,X) izmjeriv prostor. Mjera s predznakom je svaka funkcija p : A —
[—00, 0] sa svojstvima:

(a) (@) =0,

(b) (c-aditivnost) za svaki niz (Ap)nen disjunktnih skupova iz ¥ vrijedi

n(U 4An) =D u(An).

DEFINICIJA
Za mjeru s predznakom p kaZemo da je konatna ako je p(A) € R za svaki A € X.
Konacnu mjeru s predznakom nazivamo realna mjera.

DEFINICIIA
Neka je v realna mjera na izmjerivom prostoru (X,3). Za skup A € X kaZemo da
je:

(a) pozitivan skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je v(ANE) > 0 za svaki
Eel,

(b) negativan skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je v(ANE) < 0 za svaki
EFeX,

(¢) nul-skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je v(ANE) =0 za svaki E € 3.

Prorozicuja
Neka je v mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X, X). Vrijedi:

(a) Skup A € ¥ je pozitivan [negativan] ako i samo ako je v(E) > 0 [v(E) < 0]
za svaki izmjeriv podskup E od A.

(b) A € X je nul-skup ako i samo ako je v(E) =0 za svaki izmjeriv podskup E od
A.

(¢) Svaki izmjeriv podskup pozitivnog [negativnog, nul-| skupa je pozitivan [nega-
tivan, nul-] skup.
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(d) Prebrojiva unija pozitivnih [negativnih, nul-] skupova je pozitivan [negativan,
nul-] skup.

TEOREM (HAHNOVA33DEKOMPOZICIJA)
Neka je p mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X,%). Tada postoji par
(P, N) izmjerivih skupova takvih da je:

(a) P pozitivan, a N negativan skup,
(b) PONN =10,
(¢c) PUN =X.

Par (P,N) s tim svojstvima naziva se Hahnova dekompozicija prostora X za mjeru
s predznakom .

PRIMJEDBA
Hahnova dekompozicija nije jedinstvena. Opdenito, ako su (Py,Ni) i (P2, Na)
Hahnove dekompozicije, onda su skupovi Py N No, Po N Ny i pozitivni i negativni.
Zato im mgera mora biti nula, tj. pw(Py N Ny) = p(P2 N Ny) = 0, odakle se lako
dobiva:

p(P\P2) = p(P2\P1) =0, p(Ni\Nz) = p(N2\Np) = 0.

Stoga se moze re¢i da je Hahnova dekompozicija jedinstvena u sljedeéem smislu
(vidi [2]): ako su (Py, N1) i (Pa, N2) dvije takve dekompozicije, onda za svaki E € ¥
vrijedi:

Lako je wociti da su funkcije p+,pu~ : X — [0,00] za E € 3, definirane formulama
WHE) = p(ENP),  p(E) = —p(EN N,

mjere koje ne ovise o izboru Hahnove dekompozicije (P, Ny). Stovise, barem jedna
od njih je konacna te vrijedi da je

p=pt—p.

Ta tvrdnja je poznata kao Jordanova®* dekompozicija mjere s predznakom ili kao
Jordanova dekompozicija od p. Za mjeru u kaZemo da je pozitivni dio, a za p”
da je negativni dio od p. Mjeru |p| == pt + p~ nazivamo varijacija od u. Lako je
provjeriti da vrijedi

|W(E)| < |pl(E),  VEEe€X.

33Hans Hahn (1879.-1934.), austrijski matematicar.
34Camille Jordan (1838.-1932.), francuski matematicar.
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DEFINICLIA
Neka je pu mjera, a v mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X,X). KaZemo
da je v apsolutno neprekidna u odnosu na p @ pisemo v < p ako vrijedi

(VE e X) u(E)=0= v(E) =0.

PRIMJEDBA

Neka je (X,%,p) prostor mjere, a f : X — [0,00] bilo koja E-izmjeriva funk-
cija. Prema korolaru 4.13. funkcija v : ¥ — [0, 00|, definirana formulom v(E) =
fE fdu, je mjera. Pomocéu propozicije 4.10. lako je zakljuciti da

(VE€X) u(E)=0= v(E) =0,

odnosno mjera v je apsolutno neprekidna w odnosu na mjeru p.

TEOREM (RADON33-NIKODYMOV3$TEOREM)
Neka su p i v dvije mjere na izmjerivom prostoru (X,¥) takve da je p o-konacéna
i v < p. Tada postoji L-izmjeriva funkcija f: X — [0,00] takva da je

v(E) = / fdu  za svaki F € X.
E

Osim toga, ako je i v o-konacna mjera, onda se moze posti¢i da f bude konacna i
w-skoro svuda jedinstvena funkcija.

Funkciju f nazivamo gustoca ili Radon-Nikodymova derivacija mjere v po mjeri
i Cesto pisemo dv = fdu ili f = S—Z.

DEFINICIJA

Neka su p,v dvije mjere s predznakom na izmjerivom prostoru (X,¥). KaZemo da
su pt i v medusobno okomite ili singularne i pisemo p v ako postoji A € X takav da
je A nul-skup za p, a A nul-skup za v.

PRIMJEDBA
Lako je pokazati da ée mjere p,v : ¥ — [0,
skup A € ¥ takav da je p(A) =0 i v(A°)

biti singularne ako i samo ako postoji

]
=0.

TEOREM (LEBESGUEOVA DEKOMPOZICIJA MJERE)
Neka su p,v @ X — [0,00] dvije mjere na izmjerivom prostoru (X,%). Ako je v
o-konacna mjera, onda postoje i jedinstvene su mjere v, i vs na (X, %), takve da je

(a) v =1v4 + vs,

35 Johann Radon (1887.-1956.), austrijski matematicar.
360tton Martin Nikodym (1887.-1974.), americki matematicar poljskog porijekla.
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(b) Ve < pt,
(c) vsLpu.

Mjeru v, nazivamo apsolutno neprekidni dio, a v, singularni dio mjere v u odnosu na
mjery L.

Rijeseni zadaci

ZADATAK
Neka je v : 2N — R realna mjera na izmjerivom prostoru (N,2Y) definirana formu-

o v(A)=—> (;)n AN

neA
Nadite jednu Hahnovu dekompoziciju (P, N) prostora N za mjeru v.

Rjesenje. Definirajmo najprije pomoénu funkciju f: N - R s f(n) := (712):“ te
skupove P :={n € N: f(n) >0} =2N—-1i N :={n e N: f(n) < 0} = 2N.
Uocimo da je par (P, N) Hahnova dekompozicija prostora N za mjeru v jer je
PUN={neN: f(n)eR} =N, PNN =0,

dok je za svaki skup E € 2N

v(ENP)=Y_ f(n v(ENN)= > f(n

ENP neENN

ZADATAK

Neka su py i pe dvije realne mjere na izmjerivom prostoru (X,3), a A1 © g bilo
koja dva realna broja. DokaZite:

(a) A1p1 + Aapo je realna mjera,
(b) [Avpa| = [Aullpal-

Rjesenje.
(a) Vrijedi da je
(Arpr + Aapiz)(0) = Arpur (0) + Aapia(0) = 0.

Takoder, za svaki niz (E,),en disjunktnih izmjerivih skupova vrijedi

(A + Agpiz) U En) = M ( U Ey) 4 Aopa( U E,)

n=1 n=1 n=1
=N\ Z 1 (En) + Az Z pa(Bn) =Y (A (En) + Aopa(Ey))

Z (Apr + Aape)(En).
n=1
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Isto tako, kako su 1 1 o konaéne mjere i A, Ay € R, tojei (Ajpu1+A2puz)(4) €
R za svaki A € 2.

(b) Neka je (P, N) Hahnova dekomporzicija od uy. Ako je Ay > 0, onda je (P, N)
Hahnova dekompozicija i od Ajp1, pa je zato

M| (E) = Mp) T (E) + M) ™ (E) = (Apa)(ENP) = (M) (ENN)
= Mp(ENP) = m(ENN) = \pf (E) + Ay (B)
= | Mi]lpa|(E).

Ako je A\ <0, onda je (N, P) Hahnova dekompozicija od A\1pu1 pa je zato

M| (E) = Mp) T (E) + (M) ™ (BE) = Mp)(ENN) = (M) (ENP)
= )\1#1(EﬂN) — )\1M1<Eﬂ P) = —Al(ul(Eﬂp) — /Jl(EﬂN»

= Ml (B) + iy (B)) = [ M| |(B).

7.3. ZADATAK
Neka su py i po dvije realne mjere na izmjerivom prostoru (X, ). Odredite

(a) najveéu realnu mjeru koja je manja i od py i od o,

(b) najmanju realnu mjera koja je veéa i od py i od ps.

Rjesenje.

(a) Lako se vidi da je s

. 1
min{p (E), u2(B)} := 5 (1 (B) + p2(E) — |1 (E) — p2(E))
definirana trazena realna mjera.
(b) Najmanju realnu mjeru koja je veca i od py i od s mozemo definirati na
sljedeéi nacin:
1
max{p1 (E), p2(E)} = 5 (1 (E) + p2(E) + [ (E) — p2(E)))-
7.4. ZADATAK
Neka su na izmjerivom prostoru (X,X) zadane realne mjere v1,vs @ p. DokaZite:
(a) ako je viLlu ivelu, onda je (c1v1 + cova) Ly za sve c1,co € R,

(b) ako je vy < pivy < p, onda je (crv1 + cave) K w za sve ¢q,co € R.
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Rjesenje.

(a) Iz v1 Lp i vo L mozemo zakljuciti da postoje skupovi Ay, As € 3 takvi da je
A; nul-skup za vy, A§ nul-skup za pu, As nul-skup za vy 1 A§ nul-skup za p.
Neka je A := A; N Ay. Prema tvrdnji (c¢) propozicije 7.4. slijedi da je skup A
nul-skup i za vy i za vg, pa je A nul-skup i za c1v1 + covs. Nadalje, po tvrdnji
(d) iste propozicije skup A° = A§ U A§ je nul-skup za p, pa trazena tvrdnja
slijedi.

(b) Ako je u(E) =0, onda je v1(E) = 0iva(FE) = 0, pa je zato (c1v1 + o) (E) =
0.

7.5. ZADATAK
Neka su N\, v i u o-konacne mjere na izmjerivom prostoru (X,X). DokaZite:

(a) ako je v < u i ako je f menegativna izmjeriva funkcija, onda je
Jfdv=[fgdu,
dp

()\JrV)

(b) ako je A < p i v < u, onda je d# + d;ﬂ
(c) ako je v < A< p, onda je 3 = dx A
(d) akojev < pip<v, onda je g d*y = (%)_

Rjesenje.

(a) Ako je ¢ = >0, @iXp, nenegativna jednostavna funkcija sa standardnim
prikazom, onda je

/(pdV—ZOzl/ ZO"/ z/Zaiinj—:du:/cpj—:du.
i=1

Nadalje, neka je (¢n)nen rastudi niz nenegativnih jednostavnih funkcija koji
po tockama konvergira prema funkciji f. Tada iz prethodnog razmatranja i
Levijevog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi:

dv dv
dv = 1i ndy = li n—du = —dpu.
/f” ngrr;o/SD v=lm [ eng /fdﬂ

(b) Najprije uo¢imo da iz zadatka 7.4. (b) slijedi A + v < p. Nadalje, za svaki
E € ¥ je prema dokazanoj tvrdnji (a), za f = x,,

o= [ o 10~ [ B

(e )(B) = [ (G + )

iz ¢cega slijedi trazena tvrdnja.

Zato je



7.6.

7.7.
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(c) Za svaki E € ¥ prema dokazanoj tvrdnji (a) slijedi

dv dv dA
YEN= [ L
E E w
iz ¢ega deriviranjem po mjeri p dobivamo trazenu tvrdnju.

(d) Prema (c) je
1 dv  dvdu
S drv dpdy’
odnosno vrijedi (dTZ = (3—5)71.

ZADATAK
Neka su p i v mjere na izmjerivom prostoru (X,%) takve da je v(E) = [ fdu
za neku izmjerivu funkciju f @ X — [0,00]. Prema primjedbi 7.8. i definiciji 7.7.
slijedi da je tada mjera v apsolutno neprekidna u odnosu na p. DokaZite da je mjera
v singularna s p ako i samo ako je f =0 (u-s.s.).

Rjesenje. Po definiciji 7.10. vrijedi da je vLpu ako i samo ako postoji A € X
takav da je A nul-skup za v, a A° nul-skup za p, tj. v(A4) = u(A°) = 0. Sada
iz propozicije 4.10. slijedi da prethodna tvrdnja vrijedi ako i samo ako je f =0
(u-s.s.) na A i p(A°) =0, tj. ako i samo ako je f =0 (u-s.s.) na X.

ZADATAK
Neka je (X, X, u) prostor mjere takav da p nije o-konacna mjera. PokaZite da tur-
dnja Radon—Nikodymovog teorema ne mora vrijediti ukoliko mjera p nije o-konacna.

Rjesenje. Neka je X = [0,1], a za o-algebru ¥ uzmimo familiju svih Lebesgueovih
skupova iz [0, 1]. Nadalje, neka v bude Lebesgueova mjera A, a u mjera prebroja-
vanja, koja nije o-kona¢na. Tada je v kona¢na mjera koja je ujedno i apsolutno
neprekidna u odnosu na u. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Pretpostavimo da
postoji X-izmjeriva funkcija f : X — [0, 00|, takva da je v(E) = fE fdup za svaki
E € X. Specijalno, tada bi vrijedilo

1=V(X):/de/J,. (*)

Ako pokazemo da je f nul-funkcija, dobit ¢emo kontradikciju sa (x), pa ¢e u tom
slucaju dokaz biti potpun. Dakle, preostaje pokazati da je f nul-funkcija ili, ekvi-
valentno, da je

Ey:={zeX: f(z) #0} =0.

Kako je v kona¢na mjera, iz

V(X):/deu<oo



7.8.

7.9.

7.10.
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slijedi da je f integrabilna po mjeri u. Zbog toga je skup Fy o-konacan s obzirom na
mjeru prebrojavanja p (vidi propoziciju 4.20.), odakle lako slijedi da je Ey najvise
prebrojiv skup i zato je v(Ey) = 0. Nadalje, kako je

0=u(En) = [ fn= [ Fxe, du.

iz tvrdnje (a) propozicije 4.10. slijedi da je fx, =0 (u-s.s.), tj. skup {z € Ep :
f(z) # 0} je p-zanemariv, a kako je p mjera prebrojavanja, to znadi da je Fo = 0.
ZADATAK

Neka su §,, Diracova delta mjera koncentrirana u tocki x, i X\, Lebesgueova mjera,
mjere na izmjerivom prostoru (R, B(R)). PokaZite da je 0, L\.

Rjesenje. Odabirom izmjerivog skupa A = R\{z}, 2 € R dobivamo da je §,(A) =
01 A(A°) = A({z}) =0, pa prema primjedbi 7.11. vrijedi d,LA.

ZADATAK

Neka je (R, B(R)) izmjeriv prostor, A1 Lebesgueova mjera na [0,2] C R, ¢j. A\ =
Xio.qAs @ A2 Lebesgueova mjera na [1,3] C R, . A2 := x;, ;A Nadite Lebesgueovu
dekompoziciju mjere Ao u odnosu na mjeru Ai.

1,3]

Rjesenje. Uocimo da je
A2 = X 22 T X A2 = X g A+ X g

te vrijedi x|, , A2 K A1 1 X, 5 2-LA1. Dakle, X (1.4 A2 predstavlja apsolutno nepre-
kidni dio, a x, ;A2 singularni dio mjere A2 u odnosu na mjeru A;.

ZADATAK
Neka je v mjera s predznakom, a p mjera na izmjerivom prostoru (X,%). Ako je
v = v, + vs Lebesgueova dekompozicija mjere v u odnosu na mjeru W, dokaZite da
je tada

V|(A) = [val(A) + [vs](A)

za svaki izmjeriv skup A € X.

Rjesenje. Neka je A € ¥ izmjeriv skup takav da je on nul-skup za mjeru v,, a A€
nul-skup za v,. Podsjetimo se da je u zadatku 2.3. dokazano da ako je X o-algebra
na skupu X, onda je

Y4 ={ANB: BeXx}

o-algebra na skupu A € ¥. Postoji Hahnova dekompozicija prostora A za mjeru
vs, A = Py U Ny i Hahnova dekompozicija prostora A€ za mjeru v,, A¢ = P, U Ns.
Nadalje, neka je P = P, U P, i N = N; U Ns. Za proizvoljan skup B € X, zbog
PiNP = @, N1 NNy = (Z), slijedi

v(BNP)=v(BNP)+v(BNP)=vs(BNP)+1v,(BNP) >0,
v(BNN)=v(BNN;)+v(BNN;)=vs(BNN1)+v,(BNNy) <0.
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Dakle, par (P, N) je Hahnova dekomporzicija prostora X za mjeru v, a takoder i
Hahnova dekompozicija za mjere v, i vs. Iz prethodnog razmatranja dobivamo

[v|(B)=v(BNP)—v(BNN)
=vs(BNP)—vs(BNN)+v,(BNP)—v,(BNN)
= [vs|(B) + [val(B).
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