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Predgovor

Ova knjiga nastala je s namjerom da pomogne studentima preddiplomskih i di-
plomskih studija prilikom svladavanja gradiva iz statistickih kolegija primijenjenog
karaktera. Za razumijevanje gradiva prezentiranog u knjizi nije nuzno matematicko
predznanje veée od sadrzaja matematike opéih gimnazijskih programa u Republici
Hrvatskoj.

Knjiga je podijeljena u sedam poglavlja: Uvod, Prikupljanje i organizacija poda-
taka, Deskriptivna statistika, Sluajna varijabla, Statisticko zaklju¢ivanje - jedna
varijabla, Statisticko zaklju¢ivanje - dvije varijable i Zadaci za vjezbu. U cijeloj je
knjizi teorijski dio ilustriran mnostvom primjera i zadataka temeljenih na podacima
koji su ili simulirani ili potjecu iz stvarnih istrazivanja i kori§teni su uz odobrenje
voditelja istrazivanja. Baze podataka koriStene u primjerima i zadacima dostupne

su na mreZnim stranicama autora knjige (http://www.mathos.unios.hr/~mirta/,

http://www.mathos.unios.hr/~nsuvak/) u formatu prikladnom za upotrebu racu-

nalnih programa. Kroz treée poglavlje u primjerima je ilustriran nacin koristenja
programskog paketa Statistica (StatSoft, inac¢ica 10) za deskriptivnu statistiku. Sta-
tisticke procedure navedene u knjizi dostupne su u svim standardnim statistickim
programima (R, Statistica, SPSS, SAS, itd.).

Zadnje poglavlje Zadaci za vjezbu sadrzi zadatke s kolokvija i pismenih ispita odr-
zanih tijekom nekoliko posljednjih akademskih godina na Odjelu za matematiku,
Gradevinskom fakultetu, Prehrambeno-tehnoloskom fakultetu i Ué¢iteljskom fakul-

tetu Sveudilista J.J. Strossmayera u Osijeku.

Zahvaljujemo svima koji su pomogli da se ova knjiga tiska i bude §to bolja. To se
posebno odnosi na recenzente koji su pazljivo procitali rukopis te svojim primjed-
bama i sugestijama utjecali na poboljSanje mnogih dijelova teksta, kao i na kolege
Natagu Sarliju, Andreu Krajinu, Slobodana Jelica, Mariju Miloloza-Pandur i Ivonu

Pulji¢ jer su svojim sugestijama doprinijeli kvaliteti primjera i zadataka.

Autori ¢e biti zahvalni svim ¢itateljima na primjedbama vezanima uz eventualne
pogreske, nepreciznosti ili nedostatke.

U Osijeku, lipanj 2013. Mirta Bensi¢ i Nenad Suvak


http://www.mathos.unios.hr/~mirta/
http://www.mathos.unios.hr/~nsuvak/
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Poglavlje 1

Uvod

Uporaba rijeci statistika u svakodnevnom zivotu najcesce je povezana s broj¢anim
vrijednostima kojima pokuSavamo opisati bitne karakteristike nekog skupa poda-
taka. Na sluzbenim mreZnim stranicama Drzavnog zavoda za statistiku Republike

Hrvatske moZemo procitati (www.dzs.hr, 5. rujna 2012.):

Prosjecna mjesecna isplacena neto placa po zaposlenome u pravnim osobama Re-

publike Hrvatske za lipang 2012. iznosila je 5492 kune.

Minimalna plaéa za razdoblje od 1. lipnja 2012. do 31. svibnja 2012. u Republici
Hrvatskoj iznosila je 2814 kuna.

Stopa registrirane nezaposlenosti za srpanj 2012. iznosila je 17.5%.

Udio aktivnog stanovnistva u radno sposobnom stanovnistvu (stopa aktivnosti) za
stjecang, veljacu i oZujak 2012. iznosila je 51.7%, istovremeno 42.9% radno
sposobnih osoba je zaposleno (stopa zaposlenosti), a 17% radne snage je neza-

posleno (stopa nezaposlenosti).

Temelj statistike kao znanstvene discipline, kao i svih istrazivanja koja se koriste

statistickim metodama, ¢ine skupovi podataka.

Statistika kao znanstvena disciplina bavi se razvojem metoda prikup-
ljanja, opisivanja i analiziranja podataka te primjenom tih metoda u

procesu donosenja zakljucaka na temelju prikupljenih podataka.

Statisticko istrazivanje fokusirano je na skup objekata, tj. jedinki (ljudi, Zivotinja,

biljaka, stvari, drzava, gradova, poduze¢a, itd.) i skup odabranih veli¢ina koje
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se na njima promatraju. Veli¢ine koje se promatraju zovemo varijablama. Sve
jedinke koje se Zele obuhvatiti istrazivanjem, tj. o kojima se Zeli zakljucivati, ¢ine

populaciju.

Primjer 1.1. Bavimo se istraZivanjem uspjeha studenata jedne generacije na ispitu iz kolegija

Statistika na nekom sveucilistu (tablica 1.1).

Jedinke osobe, imenom i prezimenom ili nekom Sifrom

Varijabla || ocjena iz Statistike

Tablica 1.1: Primjer jedinki i varijabli obuhvacenih opisanim istrazivanjem.

U tom primjeru navedena je samo jedna varijabla koja se analizira na jedinkama
populacije, tj. uspjeh iz kolegija Statistika. Medutim, ¢esto nas zanima nekoliko
varijabli i/ili veze medu njima. Primjerice, Zelimo li ispitati ovisi li uspjeh iz kolegija
u prethodnom primjeru o spolu studenta, potrebno je u istrazivanju populacije za
svaku jedinku zabiljeziti i vrijednost varijable spol (M ili Z), a Zelimo li ispitati
ovisi li uspjeh o pripadnosti pojedinoj grupi vjezbi, potrebno je za svaku jedinku
zabiljeziti koju je grupu vjezbi pohadala. Zbog preglednosti prikupljene podatke
prikazujemo tabli¢no tako da jedan redak odgovara to¢no jednoj jedinki, a stupac

to¢no jednoj varijabli.

Primjer 1.2. Bavimo se istraZivanjem uspjeha studenata jedne generacije na ispitu iz kolegija
Statistika na nekom sveudilistu u ovisnosti o spolu ispitanika i grupi vjezbi koju je student pohadao.
U ovom slucaju istraZivanje se temelji na jedinkama i varijablama prikazanima u tablici 1.2.

Jedinke studenti, identificirani svojim mati¢nim brojem

Varijable || ocjena iz Statistike, spol, grupa vjezbi

Tablica 1.2: IstraZivanje uspjeha studenata - jedinke i varijable.

Tablicu za biljezenje prikupljenth podataka treba organizirati na nacin prikazan tablicom 1.3.

Matiéni broj studenta | Ocjena iz Statistike ‘ Spol ‘ Grupa vjezbi

1206 5 7 A
1326 2 7 B
942 4 7 C

Tablica 1.3: Istrazivanje uspjeha studenata - tablica prikupljenih podataka.



UvobD 3

U prethodnim primjerima mozemo lako istraziti cijelu populaciju s obzirom da gene-
racija koju proufavamo broji kona¢no mnogo studenata (npr. 83 studenta). Me-
dutim, istrazujemo li prije izbora za predsjednika neke drzave preferencije gradana
prema nekom od kandidata, ne moZemo ispitati sve osobe populacije (tj. sve drza-
vljane koji imaju pravo glasa) jer bi to bilo provodenje izbora. Kada nije moguce
istraziti veli¢ine koje nas zanimaju na svim jedinkama populacije, potrebno je iz
populacije izdvojiti uzorak na kojemu ¢e biti prikupljeni podaci. S obzirom da se
o cijeloj populaciji zeli zaklju¢ivati na temelju podataka prikupljenih na uzorku, za
istrazivanje je vrlo vazno znati kako kreirati kvalitetan uzorak.

Primjena statistike u istrazivanju podrazumijeva da se u pripremi istrazivanja iza-

branog problema postuju sljedeca pravila:

Populaciju koja je predmet istrazivanja i ciljeve potrebno je jasno odrediti (detaljno
prouciti populaciju, zabiljeziti njene osnovne karakteristike i ciljeve istraziva-

nja).
Kreirati kvalitetan uzorak i odabrati metodu za prikupljanje podataka.

Izabrati prikladne metode za opis skupa prikupljenih podataka (deskriptivna sta-
tistika).

Izabrati prikladne statisticke metode za zaklju¢ivanje o populaciji na temelju pri-

kupljenih podataka na uzorku.

U skladu s tim u ovom ¢emo se kolegiju baviti nekim metodama prikupljanja po-
dataka i kreiranja uzorka, metodama deskriptivne statistike i metodama
statistickog zakljuéivanja. S obzirom da se metode kojima se kreira uzorak i
metode statistickog zaklju¢ivanja temelje na poznavanju osnovnih pojmova teorije
vjerojatnosti, u kolegiju ¢emo takoder navesti temeljne pojmove i zakone teorije

vjerojatnosti potrebne za razumijevanje osnovnog statistickog aparata.
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Prikupljanje 1 organizacija

podataka

2.1 Populacija i uzorak

Statisticko istrazivanje usmjereno je na skup jedinki koje zadovoljavaju neka svoj-
stva bitna za obiljezje koje se istrazuje, tj. populaciju. Dakle, populaciju ¢éine

sve jedinke koje su predmet istrazivanja.

Primjer 2.1. IstraZujemo razlike u prehrambenim navikama izmedu stanovnika Slavonije i Ba-
ranje i stanovnika Dalmacije. Populaciju ¢ine svi stanovnici Slavonije, Baranje i Dalmacije.
Medutim, ako nas zanimaju samo prehrambene navike studenata iz tih podrudja, onda populaciju

¢ine samo studenti iz Slavonije, Barangje i Dalmacije.

Populacija moze sadrzavati vrlo velik broj jedinki i stoga je Cesto tesko, ili ¢ak ne-
mogucde, istrazivanje provesti na svim jedinkama populacije. RjeSenje tog problema
sastoji se u odabiru jednog podskupa populacije, koji nazivamo uzorak, na kojemu

je osigurano kvalitetno provodenje istrazivanja.

Da bi zakljucci prilikom istrazivanja o populaciji na temelju podataka iz uzorka
bili ispravni, nuzno je da uzorak bude reprezentativan, tj. u njemu moraju biti

zastupljene tipi¢ne karakteristike populacije bitne za istrazivanje.

Primjer 2.2. U prethodnom primjeru, ako populaciju ine svi stanovnici Slavonije, Baranje 4
Dalmacije, istraZivanje ne moZemo provesti samo na uzorku djece koja pohadaju srednju Skolu. To
bi moZda bilo prakticéno, ali takav uzorak nije reprezentativan za zakljucivanje o cijeloj populaciji.
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Jedan od nacina izbora jedinki iz populacije u uzorak jest formiranje takozvanog
sluc¢ajnog uzorka , uz postivanje zahtjeva da svaka jedinka populacije ima jednaku

vjerojatnost (Sansu) uéi u uzorak.

S obzirom da se u gornjoj definiciji pojavljuje pojam vjerojatnost, metodu formi-
ranja slu¢ajnog uzorka ostavljamo za sljedeéa poglavlja, nakon §to pojasnimo pojam

vjerojatnosti.

2.2 Izvori podataka

Nacin prikupljanja podataka ovisi o karakteristikama obiljezja koje je predmet pro-

ucavanja. NajceS¢e koristeni nacini prikupljanja podataka jesu sljededi:
Podaci iz javnih izvora (knjige, ¢asopisi, novine, Internet).

Podaci iz dizajniranog eksperimenta (istraZiva¢ rasporeduje eksperimentalne je-
dinke u skupine s kojima provodi eksperimente te biljezi podatke za varijable

koje ga zanimaju).

Podaci iz ankete (istraZiva¢ sastavlja anketni upitnik, izabire skupinu ljudi koju

anketira i na osnovi njihovih odgovora prikuplja podatke).

Podaci prikupljeni promatranjem (istraZiva¢ promatra eksperimentalne jedinke u

njihovu prirodnom okruzenju i biljezi podatke za varijable od interesa).

Primjer 2.3. Jedno medicinsko istraZivanje proucava snagu nekog lijeka u prevenciji mozZdanog
udara. Ljude s kojima cée se provesti istraZivanje istraZiva¢ dijeli na dvije skupine: tretiranu i
kontrolnu. Ljudima wu tretiranoj skupini daje se lijek, dok se ljudima u kontrolnoj skupini daje
placebo (nadomjestak koji izgleda isto kao lijek, ali zapravo nije nista §to moze imati bilo ka-
kav utjecaj na organizam). To istraZivanje primjer je dizajniranog eksperimenta kojim se mogu

prikupiti odredeni podaci o ispitanicima.

2.3 Tipovi varijabli
U statistickim istrazivanjima razlikujemo nekoliko osnovnih tipova varijabli koje se

medusobno razlikuju po svojstvima vrijednosti koje mogu poprimiti.

2.3.1 Kbyvalitativne varijable

Karakteristika je kvalitativnih varijabli da njihove vrijednosti nisu, po svojim svoj-

stvima koriStenim u istrazivanju, realni brojevi. Tipi¢an je primjer takve varijable
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spol osobe. Vrijednosti kvalitativne varijable uobi¢ajeno svrstavamo u kategorije.
Kategorije kvalitativnih varijabli mogu biti definirane u skladu s potrebama statis-

tickog istrazivanja.

Primjer 2.4. Sljedece su varijable kvalitativnog tipa:
- radna mjesta u Skoli (spremacica, domar, tajnik, nastavnik, pedagog, ravnatelj)
- opisne ocjene (nista, malo, srednje, puno)
- boja o¢iju (plava, smeda, zelena)
- krune grupe (A, B, AB, 0)

- spol (m ili %).

2.3.2 Numericke varijable

Numericke varijable prirodno primaju vrijednosti iz skupa realnih brojeva. Tipi¢an
primjeri numeric¢kih varijabli jesu tjelesna masa i visina osobe. Medutim, treba
naglasiti da se i kategorije kvalitativnih varijabli mogu izrazavati brojevima, §to
ih ne ¢ini numerickim varijablama. Primjerice, spol osobe je jedna kvalitativna
varijabla. Kategoriju "Zenski spol" moZemo oznaciti npr. oznakom "1", a kategoriju
"mugki spol" npr. oznakom "2", sto moZe biti korisno prilikom uno$enja podataka u
bazu. Time smo kategorijama kvalitativne varijable pridruzili numericke vrijednosti,

ali samu varijablu nismo uéinili numerickom po njenim svojstvima.

Primjer 2.5. Sljedece su varijable numerickog tipa:
- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine
- broj bodova na driavnoj maturi iz matematike
- broj ulovljenth komaraca v klopku
- temperatura mora

- koncentracija soli u morskoj vodi.

Medu numerickim varijablama razlikujemo diskretne i neprekidne varijable.

Diskretne numericke varijable mogu poprimiti samo konaé¢no ili prebro-
jivo mnogo vrijednosti, dok je skup moguéih vrijednosti neprekidnih nu-

merickih varijabli cijeli skup realnih brojeva ili neki interval.

Primjer 2.6. Sljedeée su numericke varijable diskretne:
- broj bodova na drZavnoj maturi iz matematike
- broj ulovljenih komaraca u klopku

- broj dana u godini s temperaturom zraka veéim od 35°C.
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Primjer 2.7. Sljedeée su numericke varijable neprekidne:
- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine
- temperatura mora

- vodostaj neke rijeke.

Radi prikaza podataka i nekih statistickih analiza vrijednosti numericke varijable
takoder se mogu svrstati u kategorije. Za razliku od kategorija kvalitativne varijable,

medu kategorijama numericke varijable uvijek se moze prepoznati prirodan poredak.

Primjer 2.8.  (auto-centar.sta)

Svrha ovog primjera je prikazati moguénost kategorizacije numericke varijable. Taj se postupak
najce$ée rjesava stvaranjem move kvalitativne varijable cije su vrijednosti svrstane u kategorije
kojih je (znatno) manje nego svih moguéih vrijednosti odgovarajuce diskretne numericke varijable.
Baza podataka auto-centar.sta sastoji se od sljedeéih varijabli:

automobili - diskretna numericka varijabla koja sadrzi podatke o broju prodanih automobila u
jednom danu za sto promatranih dana. Buduéi da broj prodanih automobila u jednom
danu moZe biti vrlo mali (npr. samo nekoliko osobnih automobila), ali i vrlo velik (npr.
narudzbe automobila za vozni park nekog poduzeéa), zakljucujemo da varijabla automobili
mozZe poprimiti velik broj razli¢itih vrijednosti iz skupa prirodnih brojeva. Zato je u nekim
situacijama korisno kategorizirati vrijednosti ove varijable prema toéno odredenom krite-
rigju. Na primjer, kategrizacija prema broju prodanih automobila u jednom danu moZe se
realizirati stvaranjem move varijable kategorija.

kategorija - kvalitativna varijabla koja podatke iz varijable automobili svrstava u pet kategorija
prema kriteriju prikazanom u tablici 2.8.

broj prodanih automobila | kategorija

0-9 E
10111 D
12113 (@]
14115 B
16 i vise A

Tablica 2.1: Primjer kategorizacije diskretne numericke varijable automobili.

2.3.3 Ordinalne varijable

Karakteristika je ordinalnih varijabli da su one po svom karakteru kvalitativne, ali
medu kategorijama se moze uspostaviti prirodan poredak. Tipi¢an je primjer takve
varijable struéna sprema osobe.
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Primjer 2.9.  (matematika.sta)
Baza podataka matematika.sta sadrZi podatke prikupljene anketiranjem studenata nakon odrZanih
predavanja, vjezbi, kolokvija te usmenog ispita iz jednog matematickog kolegija. Prikupljeni podaci
organizirani su na sljedeéi nacin:

prosjek - varijabla koja sadrzi podatke o prosjeénoj ocjeni studiranja za 49 anketiranih studenata,

polozeno - varijabla koja studente svrstava u dvije kategorije s obzirom na to jesu li poloZili ispit
iz promatranog kolegija prema kriteriju prikazanom u tablici 2.2.

’ poloZzen/nepolozen ispit | kategorija

poloZen ispit 1

nepolozen ispit 0

Tablica 2.2: Kategorizacija studenata prema poloZenosti ispita.

predavanja, vjezbe - dvije varijable koje prisutnost studenata na predavanjima/vjezbama (p/v)

svrstavaju u tri kategorije na nadin prikazan u tablici 2.5.

prisutnost studenta na p/v kategorija ‘
student s p/v nije nikada izostao 1
student je s p/v izostao samo jednom 2
student je s p/v izostao barem dva puta 3

Tablica 2.3: Kategorizacija studenata prema broju izostanaka s predavanja/vjezbi.

tezina kolegija, materijali - dvije varijable koje sadrZe subjektivne ocjene (u standardnoj skali od
1 do 5) studenata o teZini kolegija i dostatnosti dostupnih materijala za pripremange ispita
iz promatranog kolegija.

Uoc¢imo da se varijabla prosjek moZe promatrati kao neprekidna numericka varijabla, varijabla
polozeno je kvalitativna, dok se varijable predavanja, vjezbe, tezina kolegija i materijali mogu svrstati

u ordinalne varijable.

2.4 Organizacija baze podataka

Podaci u bazi podataka mogu biti organizirani na razli¢ite nac¢ine ovisno o informa-
cijama koje zelimo dobiti istrazivanjem. Za ilustraciju navodimo jedan primjer niza

podataka koji su organizirani na dva razli¢ita nacina.

Primjer 2.10.  (student.sta, student-grupe.sta)

Svrha je ovog primjera pokazati kako isti podaci u bazi podataka mogu biti organizirani na razlicite
nacine. Nadcin organizacije ovisi o informacijama koje iz podataka Zelimo dobiti statistickom
analizom. Baza podataka student.sta sastoji se od sljedeéih varijabli:
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klasicno studiranje - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti
studenata koji studiraju na klasican nacin (stanuju u gradu u kojem studiraju ili putuju na

predavanja)

e-learning - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti studenata

koji studiraju putem interneta (tzv. e-learning).
Baza podataka student-grupe.sta sastoji se od sljedecih varijabli:

dob studenta - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti za sto
studenata koji studiraju ili na klasi¢an nacin ili putem interneta

nacin studiranja - kvalitativna varijabla koja studente, bez obzira na podatke sadrZane u varijabli

dob studenta, svrstava u dvije kategorije prema kriteriju prikazanom u tablici 2./.

nacin studiranja kategorija
student studira na klasi¢an nadcin 1
student studira putem interneta 0

Tablica 2.4: Primjer kategorizacije studenata prema nacinu studiranja.

Dakle, baze podataka student.sta i student-grupe.sta sadrZe iste podatke (godine starosti sto pro-
matransh studenata) i daju informaciju o nacdinu studiranja za svakog studenta:

u bazi podataka student.sta podaci o dobi studenata organizirani su u dvije varijable, ovisno o
tome studira li student na klasican nacin (klasicno studiranje) ili putem interneta (e-learning)

u bazi podataka student-grupe.sta varijabla dob studenta sadrZi podatke o dobi studenata, dok
binarna varijabla nacin studiranja za svakog studenta sadrZi informaciju o nacinu studiranja
(tablica 2.4).

2.5 Zadaci

Zadatak 2.1.  (stanovnistvo.sta)
Pretpostavimo da Zelite saznati starosnu strukturu (prema godinama starosti) stanovnistva u svom
gradu te da ste u tu svrhu prikupili podatke koji su dani u bazi stanovnistvo.sta. Navedena baza
sadrzi Cetiri varijable:
osnovna skola - varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti za pedeset slu¢ajno odabranih
ucenika jedne osnovne Skole u vasem gradu

kafi¢ - varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti za pedeset slu¢ajno odabranih gostiju
popularnog kafi¢a u vasem gradu

gradska knjiznica - varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti za pedeset slu¢ajno odabranih
posjetitelja gradske knjiznice u vasem gradu

telefonska anketa - varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti za pedeset osoba iz vaSeg
grada Cije ste telefonske brojeve na sluc¢ajan nacin izabrali iz telefonskog imenika.

Nakon kratke analize baze podataka stanovnistvo.sta komentirajte reprezentativnost uzorka. Raz-
mislite o moguéim nac¢inima prikupljanja podataka kojima biste kreirali reprezentativan uzorak za
proucavanje starosne strukture populacije.
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Zadatak 2.2.  (glukoza.sta)
Baza podataka glukoza.sta sastoji se od sljedeéih varijabli:

dob - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi podatke o godinama starosti 102 promatrane
osobe.

koncentracija - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi podatke o koncentraciji glukoze u krvi
za svaku od 102 promatrane osobe.

kategorija - kvalitativna varijabla koja podatke iz varijable koncentracija glukoze svrstava u dvije
kategorije (svaka je kategorija jedan interval pozitivnih realnih brojeva) na na&in prikazan
u tablici 2.5.

’ interval koncentracije glukoze ‘ kategorija ‘

koncentracija < 6 mMol/L N - normalna koncentracija

koncentracija > 6 mMol/L P - poviSena koncenracija

Tablica 2.5: Primjer kategorizacije neprekidne numericke varijable koncentracija.

Predlozite neku drugu kategorizaciju varijable koncentracija i usporedite je s varijablom kategorija
koju je u istu svrhu formirao istraziva¢ u pokusu.

Zadatak 2.3.  (kolegij.sta)

Baza podataka sastoji se od sljedeéih varijabli:

godina upisa - kvalitativna varijabla koja sadrzi podatke o akademskoj godini upisa na studij za
sto promatranih studenata

kategorija - kvalitativna varijabla koja podatke iz varijable godina upisa svrstava u tri kategorije
(svaka je kategorija jedan konadan skup) na nacin prikazan u tablici 2.6.

godina upisa kategorija
student upisan prije 1990. godine 1
student upisan 1990., 1991. ili 1992. godine 2
student upisan 1993. ili 1994. godine 3

Tablica 2.6: Primjer kategorizacije kvalitativne varijable godina upisa.

opca kemija, organska kemija, anorganska kemija, mikrobiologija - cetiri ordinalne varijable koje
sadrZe podatke o postignutim ocjenama na ispitima iz spomenutih kolegija za svakog od sto
promatranih studenata

prosjek - neprekidna numericka varijabla koja sadrzi prosjeéne ocjene iz Cetiriju spomenuta ko-

legija za svakog od sto promatranih studenata

uspjeh - kvalitativna varijabla koja vrijednosti varijable prosjek svrstava u cetiri kategorije prema
kriteriju prikazanom w tablici 2.7.
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’ prosjek ‘ uspjeh ‘ prosjek ‘ uspjeh ‘ prosjek ‘ uspjeh ‘ prosjek ‘ uspjeh ‘
’ [2,2.5 > ‘ dovoljan ‘ [2.5,3.5 > ‘ dobar ‘ (3.5,4.5 > ‘ vrlo dobar ‘ [4.5,5] ‘ izvrstan ‘

Tablica 2.7: Primjer kategorizacije neprekidne numericke varijable prosjek.

Predlozite drugacije kategorizacije varijabli godina upisa i uspjeh i obrazloZite svoj prijedlog kate-
gorizacije.

Zadatak 2.4. Na slican nacin proanalizirajte i odredite tipove varijabli u sljedeéim bazama po-
dataka:

a) baza podataka komarci.sta sadrzi dio rezultata proucavanja komaraca u jednom modvarnom
podrucju (dostupni su podaci za 210 mjerenja na istoj lokaciji):
varijable brojM i brojZ redom sadrze broj muskih i Zenskih jedinki komaraca
varijabla mjesec sadrzi mjesecevu mijenu (M - mladak, U - ustap) za svako mjerenje

varijabla doba dana sadrZi doba dana u kojem je mjerenje obavljeno (P - predvederje, N -

noé, S - svitanje)
varijabla svjetlost sadrZi tip osvjetljenja pri mjerenju
varijabla temperatura sadrzi temperaturu pri kojoj je mjerenje izvrseno

varijabla rel vlaznost sadrzi relativnu vlaZnost zraka za vrijeme mjerenja

b) w bazi podataka navike.sta nalaze se rezultati praéenja nekih Zivotnih navika u jednom danu
za svakog od 300 ispitanika iz uzorka:

varijabla dnevne novine sadrzi broj prelistanih razli¢itih dnevnih novina

varijabla tv vijesti sadrZi broj pogledanih televizijskih vijesti na dostupmim televizijskim
kanalima

varijabla kava sadrzi broj ispijenih kava
varijabla troskovi sadrzi informaciju o troskovima hrane za promatrani dan

varijabla vrijeme sadrzi ispitanikov subjektivan doZivljaj vremenskih prilika uw njegovu
mgjestu stanovanja (O - oblacno, S - suncano)

varijabla raspolozenje sadrZi ispitanikovu subjektivnu ocjenu vlastitog raspoloZenja (L -
loge, D - dobro, O - odli¢no)

¢) w bazi podataka posao.sta nalaze se podaci o udaljenosti mjesta stanovanja od radnog mjesta
(varijabla udaljenost) i mjesecnim troskovima putovanja do radnog mjesta (varijabla tro-
skovi) za 100 slucajno odabranih zaposlenih ljudi

d) baza podataka TV-program.sta sastoji se od sljedeéih varijabli:
varijabla spol sadrZi informaciju o spolu ispitanika

varijable P1, P2, P3 ¢ P4 sadrzZe subjektivne ocjene kvalitete ljetne programske sheme
televizigskih programa P1, P2, P3 i Pj
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varijabla prosjek sadrzi prosjec¢nu ocjenu kvalitete ljetne programske sheme navedenih te-
levizigskih programa

e) u bazi podataka zdravlje.sta nalaze se neki zdravstveni podaci anketiranih ispitanika:

varijable godine i spol sadrZe podatke o starosti u godinama i spolu ispitanika
vrijednosti varijable zdravlje su subjektivne ocjene vlastitog zdravstvenog stanja ispitanika

varijabla broj pregleda sadrzi informacije o ukupnom broju zdravstvenih pregleda svakog
ispitanika u tekucoj kalendarskoj godini

varijabla dodatno zdravstveno sadrZi podatke o dodatnom zdravstvenom osiguranju svakog
ispitanika (1 - ispitanik je dodatno osiguran; O - ispitanik nije dodatno osiguran)

varijabla cijena sadrzi cijenu u kunama najskupljeg zdravstvenog pregleda svakog ispitanika
(u tekuéoj kalendarskoj godini)

f) baza podataka djelatnici.sta sadrzi podatke o uzorcima djelatnika dviju konkurentskih tvor-
nica - tvornice A i tvornice B. U tablici s imenom "tvornica A" zabiljeZene su vrijednosti
sljedeéih varijabli za djelatnike tvornice A:

varijabla spol sadrZi informaciju o spolu (M - muski spol, Z - Zenski spol)

varijabla odjel sadrZi naziv odjela u kojem je djelatnik zaposlen (TR - transport, P- paki-

range, 1S - isporuka)

varijabla obrazovanje sadrzi struénu spremu djelatnika (SSS - srednja strucna sprema,
VSSS - visa strucna sprema, VSS - visoka strucna sprema,)

varijabla dob sadrzi starost djelatnika u godinama
varijabla visina sadrZi visinu djelatnika u centimetrima

varijabla rukovostvo sadrzi broj godina rada koje je djelatnik proveo na nekoj od rukovo-
deéih pozicija u toj tvornici

varijabla placa prije sadrzi iznos godisnje place djelatnika prije reorganizacije poslovnog
sustava

varijabla placa poslije sadrzi iznos godisnje plaée djelatnika nakon reorganizacije poslovnog
sustava.

U tablici s imenom "tvornica B", u varijabli placa konkurencija, zabiljeZeni su iznosi godis-
nje place za svakog djelatnika iz uzorka iz tvornice B.






Poglavlje 3

Deskriptivna statistika

3.1 Metode opisivanja kvalitativnih podataka

Kvalitativne varijable primaju vrijednosti koje su razvrstane u kategorije. Pri pro-
ucavanju takvih varijabli paznju usmjeravamo na zastupljenost pojedine kategorije
u uzorku na kojem provodimo istrazivanje. Primjer 3.1 uvodi nas u problematiku
opisivanja kvalitativnih varijabli.

Primjer 3.1. Svaki dovjek prema spolu pripada jednoj od dviju kategorija (Zenskom spolu (Z) ili
muskom spolu (M)), a prema tipu svoje krvne grupe jednoj od Cetiriju kategorija (A, B, AB ili
0). Tablica 3.1 sadrZi podatke o spolu i tipu kruvne grupe za deset ispitanika iz nekog medicinskog
istraZivanja.

ispitanik ‘ spol ‘ krvna grupa
1

o oW

oe}
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A
AB
A
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>
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Tablica 3.1: Tabli¢ni prikaz podataka o spolu i krvnoj grupi.

Iz tablice 3.1 vidimo da za svakog ispitanika iz promatranog uzorka vrijednost varijable spol pripada
kategoriji M ili kategoriji Z, a vrijednost varijable krvna grupa jednoj od kategorija A, B, AB ili

15
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0. Prema tome, varijable spol i krvna grupa jesu kvalitativne varijable. Informacije koje je mogude
dobiti iz prethodne tablice vezane su uz zastupljenost pojedine kategorije u promatranom uzorku.
Tako je npr. moguée dobiti odgovore na sljedeca i slicna pitanja:

Koliko ispitanika Zenskog spola ima u promatranom uzorku?

Koliki je udio ispitanika s krvnom grupom 0 u promatranom uzorku?

Koliko ispitanika Zenskog spola iz promatranog uzorka ima krvnu grupu A?

Koliki udio ispitanika muskog spola iz promatranog uzorka ima krvnu grupu B ili AB?

Kako izmjeriti zastupljenost pojedine kategorije u uzorku?

Osnovna mjera kojom opisujemo zastupljenost jedne kategorije u uzorku jest frek-
vencija kategorije.

Neka varijabla, koju ¢emo oznaditi s X, ima k kategorija (recimo k = 4 znadi
da varijabla ima 4 kategorije - npr. krvne grupe). Oznaéimo pojedine kategorije
s 21,%2,...,25, odnosno u drugom zapisu {z; : i = 1,...,k}. Frekvencija
kategorije x; je broj izmjerenih vrijednosti varijable koje pripadaju ka-
tegoriji z;, i =1,...,k. Frekvenciju kategorije z; oznacavamo s

fi-

Frekvencija pojedine kategorije ovisi o broju izvrSenih mjeranja, tj. veli¢ini uzorka.
Da bismo lakse usporedili i tumacili rezultate raznih istrazivanja, u opisu zastuplje-
nosti jedne kategorije u uzorku ¢esto koristimo i relativnu frekvenciju kategorije.
Relativna frekvencija kategorije z; je broj izmjerenih vrijednosti varija-
ble koje pripadaju kategoriji x; podijeljen ukupnim brojem izmjerenih
vrijednosti za ispitivanu varijablu, i = 1,...,k. Ako je n veli¢ina uzorka,
tj. broj svih izmjerenih vrijednosti ispitivane varijable, relativnu frek-

venciju kategorije r; raCunamo kao

fi
3

Relativna frekvencija kategorije je mjera zastupljenosti koja daje informaciju o
udjelu kategorije u uzorku poznate veli¢ine i ¢esto se izrazava kao postotak. Frek-
vencije i relativne frekvencije pojedinih kategorija prikazujemo tabli¢no
i graficki.

3.1.1 Tabli¢ni prikaz frekvencija i relativnih frekvencija

U tabli¢nom prikazu frekvencija i relativnih frekvencija trebaju biti zastupljene sve

kategorije promatrane varijable.
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Primjer 3.2. Frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija wvarijabli spol i krvna grupa iz

primgera 3.1 prikazane su u tablicama 3.2 4 3.3.

’ spol ‘ frekvencija ‘ relativna frekvencija
Z 6 6/10 = 0.6 = 60%
M 4 4/10 = 0.4 = 40%

Tablica 3.2: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable spol.

’ krvna grupa | frekvencija ‘ relativna frekvencija

A 3 3/10 = 0.3 = 30%
B 3 3/10 = 0.3 = 30%
AB 2 2/10 = 0.2 = 20%
0 2 2/10 = 0.2 = 20%

Tablica 3.3: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable krvna grupa.

Primjer 3.3. Od velike su vaZnosti u mnogim istraZivanjima i kategorizirane tablice frekvencija
1 relativnih frekvencija. Frekvencije i relativne frekvencije za izmgjerene vrijednosti varijable krvna

grupa iz primjera 3.1 kategorizirane prema spolu ispitanika dane su u tablicama 3.4 (za Zenski

spol) i 3.5 (za muski spol).

spol = 7
krvna grupa | frekvencija | relativna frekvencija
A 2 2/6
B 2 2/6
AB 1 1/6
0 1 1/6

Tablica 3.4: Frekvencije i relativne frekvencije krvnih grupa za Zenski spol.

spol = M
krvna grupa | frekvencija ‘ relativna frekvencija
A 1 1/4=0.25 = 25%
B 1 1/4 =0.25 = 25%
AB 1 1/4=0.25 = 25%
0 1 1/4 =0.25 = 25%

Tablica 3.5: Frekvencije i relativne frekvencije krvnih grupa za muski spol.
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Na temelju prethodnih dviju tablica i tablica iz primjera 3.2 moZemo redom odgovoriti na pitanja
postavljena u primjeru 3.1:

U uzorku ima Sest ispitanika Zenskog spola (tj. frekvencija Zena u uzorku je Sest).

U wzorku ima 20% ispitanika s krvnom grupom 0 (tj. relativna frekvenicja krvne grupe nula u
uzorku je 20% ).

U uzorku ima dvije Zene s krvnom grupom A (tj. frekvencija Zena s kronom grupom A u uzorku
je dva).

Od svih ispitanika muskog spola njih 50% ima krvnu grupu B ili AB.

Primjer 3.4.  (krvne-grupe.sta)

U ovom primjeru naucit cemo kako bazu podataka te tablice frekvencija i relativnih frekvencija
napraviti u programskom paketu Statistica. Rezultat postupka u tom programskom paketu prikazan
je za varijable krvna grupa i spol iz primgjera 3.1, tj. iz baze podataka krvne-grupe.sta. Tablicne pri-
kaze frekvencija i relativnih frekvencija u programskom paketu Statistica moZemo dobiti provodeci
sljedeéi postupak (koji provodimo slijedeéi navedeni niz opcija u izborniku):

Statistics — Basic Statistics/ Tables — Freq. Tables — Variables — Summary.

Rezultat provedbe prethodnog postupka jesu tablice prikazane na slici 3.1.

Frequency table: krvna_grupa (krvne-grupe.sta) Frequency table: spol (krvne-grupe.sta)

Count | Cumulative | Percent | Cumulative Count| Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
0 2 2 20,00 20,00 z 6 6 60,00 60,00
A 3 5 30,00 50,00 M 4 10 40,00 100,00
B 3 8 30,00 80,00 Missing 0 10 0,00 100,00
AB 2 10 20,00 100,00
Missing 0 10 0,00 100,00

(a) krvna grupa (b) spol

Slika 3.1: Frekvencije i relativne frekvencija svih kategorija varijabli krvna grupa i spol.

Promatranje vrijednosti varijable spol kategorizirane prema krvnoj grupi ispitanika omogucuju
kategorizirane tablice frekvencija i relativnih frekvencija. Za izradu takvih tablica podatke iz vari-
jabli od interesa moramo profiltrirati, tj. moramo zadati uvjet prema kojemu ée u daljnju analizu
biti ukljudena samo uvjetom odredena kategorija podataka. Kategorizirane tablice frekvencija i

relativnih frekvencija u programskom paketu Statistica moZemo dobiti provodeéi sljedeéi postupak:

Selection — oznaditi Enable Selection Conditions — pod Include Cases odabrati opciju "Specific,
selected by expression" (u polje za unos teksta upisati krvna grupa="A" ako zelimo u obzir uzeti
samo ispitanike s krvnom grupom A; analogno se postavlja uvjet krvna grupa="B" za krvnu grupu B,
krvna grupa="AB" za krvnu grupu AB, krvna grupa="0" za krvnu grupu 0) — OK.

Rezultat provedbe prethodnog postupka jesu tablice prikazane na slici 3.2
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Frequency table: spol (krvne-grupe.sta) Frequency table: spol (krvne-grupe.sta)
Include condition: krvna_grupa="A" Include condition: krvna_grupa="B"
Count | Cumulative | Percent | Cumulative Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
z 2 2| 66,67 66,67 z 2 2| 66,67 66,67
M 1 3 33,33 100,00 M 1 3 33,33 100,00
Missing 0 3 0,00 100,00 Missing 0 3 0,00 100,00
(a) kategorija: krvna grupa A (b) kategorija: krvna grupa B
Frequency table: spol (krvne-grupe.sta) Frequency table: spol (krvne-grupe.sta)
Include condition: krvna_grupa="AB" Include condition: krvna_grupa=0
Count | Cumulative | Percent | Cumulative Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
z 1 1] 50,00 50,00 z 1 1] 50,00 50,00
M 1 2 50,00 100,00 M 1 2 50,00 100,00
Missing 0| 2 0,00 100,00 Missing 0 2 0,00 100,00
(c) kategorija: krvna grupa AB (d) kategorija: krvna grupa 0

Slika 3.2: Frekvencije i relativne frekvencije kategorija varijable spol za krvne grupe A, B, AB i
0.

3.1.2 Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija

Frekvencije i relativne frekvencije kategorija kvalitativnih varijabli grafi¢ki prikazu-
jemo koriStenjem stupéastog dijagrama (eng. Bar Chart ili Bar Plot) frekvencija
i stupcastog dijagrama relativnih frekvencija. U istu svrhu moze se koristiti i kruZni
dijagram (eng. Pie Chart) frekvencija i relativnih frekvencija . Popularni naziv za
isti graficki prikaz je "pita").

Primjer 3.5.  (hormon.sta)
Graficke prikaze frekvencija i relativnih frekvencija kvalitativnih varijabli prikazat éemo na pri-
mjeru varijable dijagnoza iz baze podataka hormon.sta (koja je opisana u zadatku 3.1). Stupcasti

dijagram frekvencija u programskom paketu Statistica mozZemo dobiti provodeci sljedeci postupak:
Statistics — Basic Statistics/ Tables — Frequency Tables — Choose variables — Histograms.

Stupcasti dijagram koji prikazuje i frekvencije i relativne frekvencije u programskom paketu Sta-
tistica moZemo dobiti provodeci sljedeci postupak:

Graphs — Histograms — Choose variables — Advanced — Pod "Y axis" ukljuciti "% and N" — OK.

Stupcasti dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable dijagnoza prikazani
su na slici 3.3. Drugi nadin grafickog prikazivanja mjera zastupljenosti pojedinih kategorija neke
kvalitativne varijable u uzorku jesu kruZni dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija koje u
programskom paketu Statistica moZemo dobiti provodeéi sljedeéi postupak:

Graphs — 2D Graphs — Graph type (opcija "Pie Chart - Counts") — Choose variables — Advanced
— Pie Legend - odabrati opciju "Text and Value" za kruzni dijagram frekvencija, a opciju "Text and
Percent" za kruzni dijagram relativnih frekvencija — OK.

Kruzni dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija kategorija varijable dijagnoza prikazani su na
slici 3.4.
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Slika 3.3: Stupcasti dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable dijag-

noza.

Ez; 14
G; 21

Uz 13
Eb; 4

Ub; 30
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(a) frekvencije

Ez; 17%

G; 26%

Uz 16%
E b; 5%

Ub;37%

dijagnoza

(b) relativne frekvencije

Slika 3.4: Kruzni dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable dijagnoza.

Primjer 3.6.  (djelatnici.sta)

Cesto se u praksi pokazuje korisnim poznavanje zastupljenosti kategorija jedne varijable za svaku

od kategorija neke druge kvalitativne varijable proucdavane na istom uzorku. U ovom éemo pri-

mgeru tablicno i graficki prikazati frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija varijable obra-

zovanje iz baze podataka djelatnici.sta opisane u primgjeru 2./ posebno za ispitanike Zenskog spola,

a posebno za ispitanike muskog spola.

Tablice tako kategoriziranih frekvencija i relativnih frek-

vencija varijable obrazovanje prikazane su u tablici 3.5.
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Frequency table: obrazovanije (djelatnici.sta) Frequency table: obrazovanje (djelatnici.sta)

Include condition: spol="Z" Include condition: spol="M"

Count | Cumulative | Percent | Cumulative Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
SSS 21 21 51.22 51.22 SSS 30 30 50.85] 50.85
VvSss 18 39]  43.90 95.12 vSss 25 55  42.37 93.22
VSS 2 41 4.88 100.00 VSS 4 59 6.78 100.00
Missing 0 41 0.00 100.00 Missing 0 59 0.00 100.00

(a) spol = Z (b) spol = M

Slika 3.5: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje posebno
za svaku kategoriju varijable spol.

Stupcasti dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje za
kategorije Z i M warijable spol prikazani su na slici 3.6, a kruzni dijagramovi na slici 3.7.
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(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 3.6: Stupcasti dijagrami relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje posebno

za svaku kategoriju varijable spol.

VSS; 2; 5% VSS; 4; 7%
e 1a. .91. 519 SSS; 30; 51%
VSSS; 18; 44% ‘ SSS; 21; 51% VESS; 25; 42% ‘ 6
(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 3.7: Kruzni dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje

posebno za svaku kategoriju varijable spol.
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3.2 Metode opisivanja numerickih podataka

Numeri¢ki podaci mogu biti prikupljeni promatranjem (mjerenjem) numericke ili
ordinalne varijable. Ordinalne varijable najc¢esce se zadaju tako da mogu primiti
samo nekoliko medusobno razli¢itih vrijednosti, dok kod numerickih varijabli to
vrlo Gesto nije slu¢aj. Numericke varijable, po svojoj prirodi, mogu biti diskretne
ili neprekidne, kao Sto je opisano u poglavlju 2.3.2. U oba slu¢ja, a posebno kod
neprekidnih varijabli, moze se dogoditi da u prikupljenim podacima postoji mnogo
medusobno razli¢itih vrijednosti. U takvim slucajevima tabli¢ni i graficki prikazi
uvedeni za kvalitativne varijable mogu biti nedovoljno informativni. Ilustracija tog

problema dana je sljedeé¢im primjerom.

Primjer 3.7. (cijena.sta, hormon.sta, komarci.sta, matematika.sta)

Baza podataka cijena.sta sadrZi informacije o prodajnim mjestima (varijabla trgovina) i cijenama
nekog proizvoda na tim prodajnim mjestima (varijabla cijena). Evidentirane vrijednosti obje
varijable jesu brojevi, ali varijabla trgovina je, po svojoj prirodi, kvalitativna, a varijabla
cijena neprekidna. Uocite da su svi prikupljeni podaci za varijablu cijena medusobno razli-
citi.

U bazi podataka komarci.sta (opisanoj u zadatku 3.1) varijable brojM i brojZ su diskretne nume-
ricke varijable, a varijable temperatura i rel-vlaznost neprekidne numericke varijable. Uodite

da se u podacima za sve te varijable pojavljuje mnogo medusobno razlicitih vrijednosti.

Ako su numericke varijable diskretne s malo mogué¢ih vrijednosti ili ako su vari-
jable ordinalne, za opis podataka mozemo koristiti iste metode kao pri opisivanju
kvalitativnih podataka, tj. frekvencije i relativne frekvencije te ih graficki prikazivati

stupCastim dijagramima 1 kruznim dijagramima.

Primjer 3.8.  (matematika.sta)
Tablicni i graficki prikazi (stupcasti dijagram i kruzni dijagram) frekvencija i relativnih frekvencija

svih vrijednosti ordinalne varijable tezina-kolegija prikazani su na slikama 3.8 i 3.9.

Frequency table: tezina kolegija (matematika.sta)
Count | Cumulative | Percent | Cumulative

Category Count Percent
1 1 1 2.04 2.04
3 9 10 18.37 20.41
4 18 28 36.73 57.14
5 21 49 42.86 100.00
Missing 0 49 0.00 100.00

Slika 3.8: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija za varijablu tezina-kolegija.
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Slika 3.9: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija za varijablu tezina-kolegija.

Iz prikazanih opisa varijable tezina-kolegija moZemo dobiti npr. sljedeée informacije:

Ocjenom veéom od 3 teZinu kolegija ocijenilo je dak 39 ispitanika, tj. dak 39/49 =~ 79.59% od
ukupnog broja ispitanika.

Ocjenom 3 tezinu kolegija ocijenilo je 9 (9/49 =~ 18.37% ), a ocjenom 4 cak 18 (18/49 =~ 36.73%)
ispitanika. Dakle, dvostruko vise ispitanika teZinu kolegija ocijenilo je ocjenom 4 nego
ocjenom 3.

U sljedeé¢em primjeru prikazano je sta se dogada ako koristimo uobicajeni stupcasti
dijagram za prikazivanje numerickih podataka medu kojima ima velik broj razli¢itih
vrijednosti.

Primjer 3.9.  (matematika.sta)

Stupcasti dijagram za podatke neprekidne numericke varijable prosjek iz baze podataka matema-
tika.sta (vidi primger 2.9) prikazan je na slici 3.10. Pri opisivanju ove varijable pretpostavili smo
da svi medusobno razlic¢iti podaci varijable prosjek dine zasebne kategorije. Zbog velikog broja raz-
li¢itth podataka broj kategorija je prevelik i rezultat analize grafickog prikaza 3.10 ne daje Zeljene
informacije.

Radi dobivanja korisnijih stupéastih i kruznih dijagrama za podatke iz neprekid-
nih numeric¢kih varijabli vrijednosti je potrebno kategorizirati, tj. razvrstati ih
u odabrane kategorije. Pri tome podatke kategoriziramo u disjunktne intervale po
kriteriju za koji smatramo da ¢e nam dati Zeljene rezultate. Za potrebe opisivanja
skupa podataka obi¢no biramo disjunktne intervale tako da dobivenim tabli¢nim i
grafickim prikazima moZemo ilustrirati karakteristike skupa podataka koje Zelimo

naglasiti.
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Slika 3.10: Stupécasti dijagram za podatke varijable prosjek.

3.2.1 Postupak razvrstavanja numerickih podataka u katego-
rije
Razvrstavanje vrijednosti neprekidne numericke varijable u kategorije moguce je
provesti na nekoliko naina, npr. moguce je skup svih podataka (ili nesto veci
skup koji sadrzi skup svih podataka, ali koji je jednostavnije podijeliti na jednake
dijelove) podijeliti na disjunktne intervale jednake duljine. No, nije nuZno da su
intervali jednake duljine, tj. nema to¢no definiranog pravila po kojemu bi trebalo
definirati duljine intervala niti nihov broj, ali je jasno da ih ne smije biti ni previge
ni premalo da bi cijeli postupak imao smisla i sluZio svrsi (a to je u ovom ¢asu

prikazivanje skupa podataka).

Za prikaz frekvencija ili relativnih frekvencija tako kategoriziranih podataka mo-
Zemo koristiti i specifican stupcasti dijagram koji zovemo histogram. Histogram
mora imati stupce postavljene u koordinatni sustav nad odgovarajué¢im intervalima.
Sirina svakog stupca histograma odgovara duljini odgovarajuceg intervala, a visina

frekveniciji, odnosno relativnoj frekvenciji intervala.

Primjer 3.10.  (matematika.sta)
Primgjerom 3.9 pokazali smo da je tesko analizirati varijablu prosjek iz baze matematika.sta ako za
kategorije uzmemo sve razlidite izmjerene vrijednosti te varijable. Stoga éemo provesti kategori-

zaciju izmgerenih vrijednosti.

Dva primjera kategorizacije, tj. podjele izmjerenih vrijednosti u disjunkte intervale, rezultiraju
histogramima prikazanim na slici 3.11.
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Slika 3.11: Stupcasti dijagrami za podatke varijable prosjek.

Kriterij kategorizacije treba biti prilagoden zahtjevima istraZivanja, tj. treba omoguéiti dobivanje
odgovora na postavijena pitanja. Npr. ako nas zanima zastupljenost studenata s prosjekom veéim
od 3.5 u promatranom uzorku, tada podatke iz varijable prosjek moZemo kategorizirati u Sest
disjunktnih intervala duljine 0.5, pocevsi od 2.0. Iz grafickih prikaza sa slike 3.12 ocitavamo da je
frekvencija takvih studenata 33, a relativna frekvencija 33/49 ~ 67.35%.
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Slika 3.12: Stupcasti i kruzni dijagram za podatke varijable prosjek razvrstane u 6 disjunktnih
intervala pocevsi od ocjene 2.0.

3.2.2 Mjere centralne tendencije i rasprSenosti podataka

Karakteristika numerickih i ordinalnih varijabli jest da medu njihovim vrijednos-
tima postoji prirodan uredaj. Na osnovi te ¢injenice mozemo definirati numericke
karakteristike podataka iz tih varijabli koje imaju logi¢nu interpretaciju i mogu se
iskoristiti za prikazivanje skupa podataka. U ovom poglavlju navodimo osnovne

numericke karakteristike skupa podataka te primjerima ilustriramo njihovu inter-
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pretaciju u prakti¢nim problemima.

Aritmeticka sredina

Aritmetic¢ka sredina (eng. arithmetic mean) niza podataka x1, s, ..., z, iz varijable

n
_ 1
n
=1

Aritmeticka sredina je numericka karakteristika koja spada u mjere centralne ten-

X definirana je izrazom

dencije, tj. ona mjeri "srednju vrijednost" podataka.

Primjer 3.11. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

S obzirom da ih ima ukupno devet, aritmeticka sredina ovog skupa izmjerenih vrijednosti je

124+214324+43+54+654+764+8.74+09.8
9

=~ 5.42.

Medijan

Da bismo razumjeli i odredili medijan potrebno je prvo poredati izmjerene vrijed-
nosti x1,xs,...,2, varijable X po velifini (u rastu¢em poretku, tj. od manjeg
prema veéem). Medijan je takoder jedna mjera centralne tendencije kao i arit-
meticka sredina, a karakterizira ga ¢injenica da je barem pola podataka manje ili
jednako medijanu, a istovremeno je barem pola podataka veée ili jednako od me-
dijana. Nadin njegova izrac¢una ovisi o tome imamo li neparan ili paran broj
podataka. Ako imamo neparan broj podataka, onda postoji vrijednost koja je na

srednjoj poziciji u uredenom skupu podataka pa nju definiramo kao medijan.

Primjer 3.12. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3.

Prvo ove vrijednosti poredamo po veli¢ini:
1,1,2,2,2,2,3,5,5,6,7.

S obzirom da ih ima ukupno jedanaest, medijan je vrijednost koja je na Sestoj poziciji u tako
dobivenom nizu, tj. broj 2.

Ako imamo paran broj podataka, onda ne postoji podatak koji je na srednjoj
poziciji jer srednju poziciju "zauzimaju" dva podatka. Zapravo, zahtjev na temelju
kojega Zelimo odrediti medijan ispunjavaju svi brojevi iz intervala ¢ije su granice
dva srednja podatka. Da bismo jedinstveno odredili medijan podataka, u tom ga
sluéaju definiramo kao broj na polovini tog intervala, tj. kao aritmeticku sredinu

tih dvaju podataka.
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Primjer 3.13. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.

Prvo ove vrijednosti poredamo po velidini:
1,1,2,2,2,2,3,3,5,5,6,7.

S obzirom da ih tma dvanaest, "sredinu” cine Sesti i sedmi podatak, tj. brojevi 2 i 3. Medijan

ovog skupa podataka je aritmeticka sredina ta dva broja, tj. medijan je (2 + 3)/2 = 2.5.

Postotna vrijednost, donji i gornji kvartil

Medijan je karakteriziran ¢injenicom da je barem pola (50%) podataka manje ili
jednko od medijana, dok je istovremeno i barem 50% podataka veée ili jednako
njemu. Analognim rezoniranjem karakterizirat ¢emo postotnu vrijednost. Postotna
vrijednost (eng. percentile value) za neki izabrani broj p € (0,100), ozna¢imo je
S :17;, definira se poStujuéi zahtjev da je barem p% izmjerenih vrijednosti manje
ili jednako z;,, dok je barem (100 — p)% vrijednosti vece ili jednako x},. Dvadeset
pet postotna vrijednost zove se donji kvartil (eng. lower quartile), a sedamdeset pet
postotna vrijednost zove se gornji kvartil (eng. upper quartile). Donji i gornji kvartil
su mjere koje spadaju u grupu mjera rasprSenosti podataka.

Analogno kao i kod odredivnja medijana, navedena karakterizacija postotne vrijed-
nosti ¢esto ne odreduje postotnu vrijednost podataka jedinstveno, tj. ¢esto postoji
cijeli intarval realnih brojeva koji zadovoljava zadani kriterij. Predlozeno je nekoliko
metoda za odredivanje postotne vrijednosti u takvim slu¢ajevima. Programski pa-
ket Statistica u inacici 10 nudi Sest nac¢ina ra¢unanja postotne vrijednosti ¢iji opis
zainteresirani ¢itatelj moze nac¢i u elektronskom priruéniku programskog paketa.

Jedan od tih nac¢ina navodimo u nastavku teksta.

Postupak racunanja postotne vrijednosti

Pretpostavimo da imamo n podataka i da Zelimo odrediti p-tu postotnu vrijednost
x;, p € (0,100). Prvo je potrebno podatke poredati u rastu¢em poretku i odrediti
"poziciju" j koja je kljuéna za odredivanje zadanog percentila kao j = np/100.
Ako j nije prirodan broj, onda podatak na poziciji j + 1 odgovara p-toj postotnoj
vrijednosti. Ako je j prirodan broj onda, se p-ta postotna vrijednost ra¢una kao

aritmeticka sredina podataka na pozicijama j i j + 1.

Primjer 3.14. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,6,1,3,7,3,3,3,3.
Prvo ove vrijednosti poredamo po veli¢ini:

1,1,2,3,3,3,3,3,5,6,6,7.
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Zelimo li odrediti dongi kvartil, potrebno je prvo odrediti cetvrtinu podataka (25%). S obzirom da
tmamo 12 podataka, cetvrtinu (25%) ¢ine tri podatka. Treéi podatak u gornjem skupu je broj 2,
a cetvrti 3. Donji kvartil je 2.5. Deveti broj u gornjem skupu podataka je broj 5, a deseti 6 pa je
gornji kvartil 5.5.

Najmanja i najveéa vrijednost, raspon podataka

Raspon (eng. range) podataka je mjera koja pokazuje koliko su podaci rasprseni,
tj. to je jedna od mjera rasprienosti podataka. Definiran je kao razlika najvece i
najmanje vrijednosti u skupu mjerenih vrijednosti varijable (tj. razlika maksimalne
i minimalne izmjerene vrijednosti varijable). Ako su x1,xs,...,x, izmjerene vri-
jednosti varijable X, ozna¢imo najmanju od njih (minimum) s Ty, a najveéu s

mmax-

Primjer 3.15. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da je vrijednost 1 najmanja izmjerena vrijednost, a 7 najveéa. Prema tome, raspon ovog

skupa izmjerenih vrijednosti je 7 — 1 = 6.

U mnogim primjerima zanimljivo je promatrati maksimalno odstupanje izmje-
renih vrijednosti varijable od "prosjeka", tj. aritmetic¢ke sredine, izmje-
renih vrijednosti. Ta je numeric¢ka karakteristika definirana kao veéi od brojeva

(jn - mmin) i (xmax - i‘n), t_] bI‘Oj

max {(i‘n — mmin)7 (xmax - i‘n)}

Primjer 3.16. Neka su 1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3 izmjerene vrijednosti neke varijable X. Tada
je

_14+2454+6+5+1+24+7+2+24+34+3
- 12

Maksimalno odstupanje izmjerenth vrijednosti ove varijable od prosjeka izmgjerenih vrijednosti je

= 3.25.

Tmin = 1, Tmax =7, In

max{3.25 — 1,7 — 3.25} = max {2.25,3.75} = 3.75.

Varijanca i standardna devijacija

Varijanca i standardna devijacija takoder spadaju u grupu mjera rasprsenosti poda-
taka. One karakteriziraju rasprSenost podataka oko aritmeticke sredine. Varijanca

niza izmjerenih vrijednosti z1, xs, ..., z, varijable X definirana je izrazom:
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a standardna devijacija je kvadratni korijen varijance, tj.

n

1
S, = 32 = — P 2_
Sn =1/35 - E (i — Tn)

i=1

Primjer 3.17. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

Iz primjera 3.11 znamo da je aritmeticka sredina ovog skupa podataka priblizno jednaka 5.42.

Varijanca ovog skupa podataka jest

=2

a standardna devijacija

Mod
Mod je vrijednost iz niza izmjerenih vrijednosti varijable X kojoj pripada najveca

frekvencija, tj. izmjerena je najvise puta. Mod ne mora biti jedinstven.

Primjer 3.18. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da je vrijednost 2 izmjerena najvise puta (Cetiri puta) pa je 2 mod ovog skupa podataka.

Primjer 3.19. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,3,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da su najvise puta izmjerene dvije vrijednosi - 2 i 3 su obje izmgjerene tocno cetiri puta.

Dakle, mod ovog skupa podataka nije jedinstven. U programskom paketu Statistica za mod ovog

skupa izmjerenih vrijednosti pisalo bi mod = multiple te bismo u tom slucaju sve vrijednosti moda
saznali analizom pripadne tablice frekvencija.

Koristenjem numerickih karakteristika podataka skup podataka moze se prikazati
graficki pomo¢u kutijastog dijagrama (eng. box plot, boxplot ili box-and-whiskers
plot).

Kutijastim dijagramom prikazujemo odnos pet numerickih karakteristika
skupa izmjerenih vrijednosti: minimalnu vrijednost, donji kvartil, medi-
jan, gornji kvartil i maksimalnu vrijednost. Na kutijastom dijagramu
takoder se oznaavaju takozvane strSece vrijednosti (eng. outliers) ako

postoje.
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Primjer 3.20.  (trgovacki-centri.sta)

Pazljivim proucavanjem kretanja cijena prehrambenih proizvoda analiticar trZista uwodio je da isti
proizvodi nemagju jednaku cijenu u razliditim trgovackim centrima. Promatrajuéi deset trgovackih
centara, zabiljeZio je cijene proizvoda kod kojega su razlike bile najizraZenije (tablica 3.6).

trg. centar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cijena 45.52 | 44.64 | 39.99 | 48.95 | 51.59 | 46.89 | 52.02 | 56.89 | 50.21 | 49.99

Tablica 3.6: Cijene jednog proizvoda u deset razli¢itih trgovackih centara.

Numericke karakteristike ovog skupa izmjerenih vrijednosti u programskom paketu Statistica mo-
Zemo izracunati koristeéi bazu podataka trgovacki-centri.sta i provodeéi sljedeéi postupak:

Statistics — Basic Statistics/ Tables — Descriptive Statistics — Variables — Advanced — oznaditi
mean (aritmeti¢ka sredina), mod, range (raspon), variance, standard deviation, median, minimum &
maximum i lower & upper quartiles (donji i gornji kvartil) — Summary.

Rezultat ovog postupka (mjere deskriptivne statistike promatranog skupa izmgjerenih vrijednosti)
jesu tablice prikazane na slici 3.13.

Descriptive Statistics (trgovacki-centri.sta)
Valid N| Mean | Mode | Frequency | Range | Variance | Std.Dev.
Variable of Mode

cijena-proizvoda 10{48,66900| Multiple 1]16,90000| 21,79821|4,668855

Descriptive Statistics (trgovacki-centri.sta)

Valid N | Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quatrtile | Quartile
cijena-proizvoda 10|49,47000| 39,99000| 56,89000(45,52000/51,59000|16,90000

Slika 3.13: Deskriptivna statistika cijena iz tablice 3.6.

Uoc¢imo da mod nije jedinstven - naime sve su izmjerene vrijednosti medusobno razlicite, tj. svaka
je vrijednost izmgjerena tocno jedanput.

Za analiziranje rasprSenosti cijena iz tablice 3.6 korisno je skicirati kutijasti dijagram na bazi
medijana (slika 3.14) kogi prikazuje odnos numerickih karakteristika iz donje tablice sa slike 3.13

1 koji u programskom paketu Statistica moZemo napraviti provodeéi sljedeéi postupak:

Statistics — Basic Statistics/ Tables — Descriptive Statistics — Variables — Options — pod
"Options for Box-Whisker Plots" oznaéiti opciju "Median/Quartiles/ Range" — Quick — Box and
whisker Plot for all variables.
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58
56
54
52
50
48
46
44 = Median = 49,47
o [125%-75%
= (45,52, 51,59)
40 1 Min-Max
38 = (39,99, 56,89)

Slika 3.14: Kutijasti dijagram na bazi medijana za cijene iz tablice 3.6.

3.2.3 Detekcija strsec¢ih vrijednosti

Podatak koji je znaCajno veéi ili manji u odnosu na druge izmjerene vrijednosti
jedne varijable nazivamo strieéa vrijednost (eng. outlier). Pojavljivanje strse¢ih

vrijednosti najéesée je vezano uz jedan od sljede¢ih razloga:
- podatak je ili neto¢no izmjerena ili krivo unesen u bazu podataka

- podatak dolazi iz druge populacije (ne iz populacije koju promatramo u kon-
tekstu problema koji prouc¢avamo) - npr. ako u varijablu ¢ije su izmjerene
vrijednosti godisnje pla¢e 1000 poreznih obveznika u Hrvatskoj upisemo go-
disnju pla¢u Microsoftovog managera iz SAD-a, taj ¢e podatak biti streca

vrijednost

- podatak je to¢no izmjeren i unesen u bazu, ali predstavlja rijetku pojavu u
populaciji - npr. ako se u varijabli ¢ije su izmjerene vrijednosti koncentracije
glukoze u krvi za 1000 osoba nade to¢no izmjerena vrijednost 46.7, taj ¢emo
podatak smatrati strse¢om vrijednoséu jer se radi o vrlo visokoj koncentraciji

glukoze koja se rijetko pojavljuje.

Vrlo korisna graficka metoda za detekciju strSeéih vrijednosti jest kutijasti dijagram
na bazi medijana. U programskom paketu Statistica kutijasti dijagrami osjetljivi

na stréece vrijednosti izraduju se na sljedeéi nacin:

Graphs — 2D Graphs — BoxPlots — Variables — Advanced — pod Whisker odabrati
"Non-outlier range" — pod Outliers odabrati "Outl. & Extremes" — OK.
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Primjer 3.21.  (zdravlje.sta)
Baza podataka zdravlje.sta sadrzi neke zdravstvene podatke za 51 ispitanika. Kratkom analizom
mjera deskriptivne statistike moZemo wociti da je maksimum skupa izmjerenth vrijednosti 235, Sto

w ovom primjeru znaci da na§ najstariji ispitanik ima 235 godina (slika 3.15).

Descriptive Statistics (zdravlje.sta)

Valid N| Mean | Median | Mode | Frequency | Minimum | Maximum | Lower | Upper
Variable of Mode Quartile | Quartile
godine | 51.00 | 46.61 40.00 |39.00000 7.00 25.00 235.00 35.00 | 54.00

Slika 3.15: Deskriptivna statistika izmjerenih vrijednosti varijable godine.

Taj je podatak strieéa vrijednost skupa izmjerenih vrijednosti varijable godine. Medutim, ovaj
nacin analize i detekcije strsec¢ih vrijednosti nije prikladan za velike skupove podataka. Zato
za detekciju strseéih vrijednosti cesto koristimo kutijaste dijagrame. Na slici 3.16 prikazan je
kutijasti dijagram za varijablu godine sa str§ecom vrijednodéu te kutijasti dijagram koji dobivamo

kad uklonimo strsece vrijednosti.

260 70
240 “ 65
220
200 60
180 55
160 50
140 = Median = 40 45
oot [ 25%-75% P
20 = (35, 54) i s Median = 40
60 T Non-Outlier Range [ 125%-75%
0 @] = (25, 66) 30 = (35, 54)
20 ° Outliers 25 T Non-Outlier Range
0 * Extremes 20 = (25, 66)
(a) ukljucena striec¢a vrijednost (b) uklonjena strseca vrijednost

Slika 3.16: Kutijasti dijagrami na bazi medijana za varijablu godine.

Uklanjanjem striece vrijednosti mijenjaju se i vrijednosti mjera deskriptivne statistike. Iz tablica
sa slike 3.17 vidimo da su se uklanjanjem strsece vrijednosti aritmeticka sredina i gornji kvartil
smangili, dok su mod, medijan i donji kvartil ostali nepromijenjeni. Opcenito, uklanjanjem strsecih

vrijednosti mod ée najcesée ostati nepromijenjen.

Descriptive Statistics (zdravlje.sta)
Include condition: godine < 150

Valid N| Mean | Median | Mode | Frequency | Minimum | Maximum | Lower | Upper
Variable of Mode Quartile | Quartile
godine | 50.00 | 42.84 39.50 |39.00000 7.00 25.00 66.00 35.00 53.00

Slika 3.17: Deskriptivna statistika izmjerenih vrijednosti varijable godine nakon uklanjanja str-

Sece vrijednosti.
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3.3 Zadaci

Zadatak 3.1. (hormon.sta, nalaz.sta)
Baza podataka hormon.sta sadrzi neke informacije i rezultate nekih medicinskih testova za svakog
od 82 ispitanika:
varijabla spol sadrzi informaciju o spolu ispitanika (m - ispitanik je muskog spola, z - ispitanik
je Zenskog spola)
varijable gastrS, somatS i somatZ sadrZe izmjerene koncentracije odredenih enzima utvrdene pri-
likom medicinske analize ispitanika

varijable pusenje, alkohol i kava sadrZe informaciju o tome konzumira li ispitanik cigarete, alkohol
i kavu (0 - ne konzumira, 1 - konzumira)

varijabla CLOtest sadrzi rezultate testa na zarazu bakterijom helicobacter pilory (0 - test je
negativan, 1 - test je pozitivan)
varijabla dijagnoza sadrzi oznake dijagnoze ispitanika.

Baza podataka nalaz.sta sadrzi neke informacije i rezultate testova o koncentraciji nekih tvari u
krvi za svakog od 102 ispitanika:

varijabla skupina sadrZi informaciju o pripadnosti ispitanika jednoj od devet dobnih skupina (gl
- 89)

varijable k1 - k8 sadrze izmjerene koncentracije promatranih tvari u krvi

varijabla stupanj sadrzi stupnjevanje rezultata provedenih testova s obzirom na dobnu skupinu
kojoj ispitanik pripada (u skali od 1 do 10).

Proucite varijable u prethodno opisanim bazama podataka te pomoc¢u programskog paketa Statis-
tica odredite frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija za varijable koje smatrate kvalita-
tivnima. Rezultate prikazite tabli¢no.

Rjesenje. Tablice frekvencija i relativnih frekvencija za kvalitativne varijable s najveéim brojem
kategorija - varijable dijagnoza iz baze podataka hormon.sta i varijable stupanj iz baze podataka
nalaz.sta prikazane su na slici 3.18.

Frequency table: dijagnoza (hormon.sta) Frequency table: stupanj (nalaz.sta)
Count | Cumulative | Percent | Cumulative Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
G 21 21 25,61 25,61 1 12 12 11,76 11,76
Eb 4 25 4,88 30,49 2 11 23 10,78 22,55
Ub 30, 55 36,59 67,07 3 12 35 11,76 34,31
Uz 13 68, 15,85 82,93 4 9 44 8,82 43,14
Ez 14 82 17,07 100,00 5 11 55 10,78 53,92
Missing 0 82 0,00 100,00 6 10 65 9,80 63,73
7 12 77 11,76 75,49
8 8 85 7,84 83,33
9 8 93 7,84 91,18
10 9 102 8,82 100,00
Missing 0 102 0,00 100,00
(a) varijabla dijagnoza (hormon.sta) (b) varijabla stupanj (nalaz.sta)

Slika 3.18: Frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija varijabli dijagnoza i stupanj.
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Zadatak 3.2.  (djelatnici.sta)

Baza podataka djelatnici.sta opisana je u primjeru 2.4. Za kvalitativnu varijablu obrazovanje, ¢ije
su vrijednosti svrstane u tri kategorije: SSS - srednja struéna sprema, V5SS - visa stru¢na sprema,
VSS - visoka stru¢na sprema, odredite zastupljenost tih kategorija u promatranom uzorku od 100

djelatnika.

Rjesenje. Zastupljenost kategorija opisana je tablicom frekvencija i relativnih frekvencija 3.19 te
stupéastim dijagramom i kruznim dijagramom frekvencija i relativnih frekvencija koji su prikazani

na slici 3.20.

DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Frequency table: obrazovanje (djelatnici.sta)

Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent
SSS 51 51 51.00 51.00
VSSS 43 94 43.00 94.00
VSS 6 100 6.00 100.00
Missing 0 100 0.00 100.00

Slika 3.19: Frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija varijabli obrazovanje.
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10%
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V3SS; 43; 43% $55;51;51%

obrazovanje

(b) kruzni dijagram

Slika 3.20: Graficki prikazi podataka varijable obrazovanje.

Zadatak 3.3.  (nalaz.sta)

U bazi podataka nalaz.sta (opisanoj u zadatku 3.1) odredite frekvencije i relativne frekvencije svih

kategorija za varijable koje smatrate kvalitativnima.

a) Rezultate prikazite grafi¢ki koriste¢i programski paket Statistica.

b) Za koliko je ispitanika vrijednost varijable stupanj manja od tri, za koliko je vrijednost barem

Cetiri, ali manja od sedam, a za koliko je vrijednost barem osam?

¢) Za frekvencije iz zadatka b) odredite pripadne relativne frekvencije.
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Rjesenje.
a) Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija kategorija kvalitativne varijable stupanj

prikazani su na slici 3.21.

y 14 14% 10;9;9% 1;12;12%
] 0,
z 12 12% 9; 8; 8%
€ 10 10% 2;11;11%
S + Q. QO,
r@g o 8% 8;8; 8%
= 6 ch . . 0
g 5 7;12; 12% 3 12; 12%
q:, 4 4%
>
2 5 .9
32 e 6; 10; 10% 4;9; 9%
. 0% 5;11;11%
123458678910
stupanj SIEEN)

Slika 3.21: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable stupanj.

b) Frekvencija ispitanika za koje je vrijednost varijable stupanj manja od tri je 23, frekven-
cija ispitanika za koje je vrijednost barem dJetiri, ali manja od sedam je 30, a frekvencija
ispitanika za koje je vrijednost barem osam je 25.

¢) Pripadne relativne frekvencije su redom 23/102 ~ 22.55%, 30/102 ~ 29.41% ¢ 25/102 ~
24.51%.

Zadatak 3.4.  (djeca.sta)
U bazi podataka djeca.sta nalazi se dio podataka o nekim ocjenama novorodenceta, nac¢inu poroda

i majci iz istrazivanja koje je provedeno u jednoj bolnici:
varijabla spol sadrzi spol novorodenceta
varijabla nacin-poroda informaciju o na¢inu poroda
varijable RM, apgarl i apgar5 izmjerene vrijednosti nekih obiljezja novorodenceta
varijabla majka-dob godine starosti majke

varijabla majka-bolest informaciju o bolesti majke tijekom trudnoc¢e (N - nije bila bolesna, D -

bila je bolesna)

varijabla komplikacije stupanj komplikacija za vrijeme trudnoce (u skali od 0, $to oznacava da
komplikacija nije bilo, do 7)

varijabla konvulzije informaciju o konvulzijama kod novorodenéeta (N - konvulzija nije bilo, D -
konvulzije su bile prisutne)

varijabla uzv jednu ocjenu ultrazvuénog pregleda mozga novorodenceta (u skali od 1 do 4).

Odredite frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija za varijable koje smatrate kvalitativ-

nima.
a) Rezultate prikazite tabli¢no i graficki koristeéi programski paket Statistica.

b) Broji li ovaj uzorak vise djevojéica ili dje¢aka? Koliki je udio majki starijih od 35 godina?
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Rjesenje.
a) Tablicni i graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable spol

prikazani su na slikama 3.22 1 3.23.

Frequency table: spol (djeca.sta)

Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent
M 178 178 52,66 52,66
z 160 338 47,34 100,00
Missing 0 338 0,00 100,00

Slika 3.22: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable spol.
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(a) stupcasti dijagram (b) kruzni dijagram

Slika 3.23: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable spol.

b) Uzorkom je obuhvaéeno 338 novorodencadi - 160 djevojcica i 178 djecaka. Dakle, u uzorku
tma vide djecaka. Magki starijih od 35 godina ima 29/338 ~ 8.58%.

Zadatak 3.5.  (navike.sta)
U bazi podataka navike.sta (opisanoj u zadatku 2.4) odredite frekvencije i relativne frekvencije
svih kategorija za varijable koje smatrate kvalitativnima.

a) Rezultate prikazite tabli¢no i graficki koristeéi programski paket Statistica.
b) Koliko je ispitanika dobro raspoloZeno? Je li vie ispitanika raspoloZeno dobro ili osrednje
ili ih je najviSe loseg raspolozenja?
Rjesenje.
a) Tablicni i graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable ras-
polozenje prikazani su na slikama 3.2/ 1 3.25.
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Frequency table: raspolozenje (navike.sta)
Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent
D 84 84 28,00 28,00
o 84 168 28,00 56,00
L 132 300 44,00 100,00
Missing 0 300 0,00 100,00
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Slika 3.24: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable raspolozenje.
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Slika 3.25: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable raspolo-

zenje.

b) Uzorkom je obuhvadeno 300 ispitanika. Dobro je raspoloZeno njih 84, Sto ¢ini 84/300 = 28%
od ukupnog broja ispitanika. Osrednje je raspoloZeno takoder 84 (28%) ispitanika, a lose
ngth 132 (44%). Dakle, vise je ispitanika koji su raspoloZeni dobro ili osrednje - u te dvije
kategorije spada 168 (56 %) ispitanika.

Zadatak 3.6.  (zdravlje.sta)

Cesto ima smisla analizirati frekvencije i relativne frekvencije numerickih ili ordinalnih varijabli

za pojedine kategorije zadane kvalitativne varijable. Na primjer, korisno je analizirati odredene

zdravstvene karakteristike posebno za osobe Zenskog, a posebno za osobe muskog spola. Analizi-

rajte ordinalnu varijablu zdravlje po kvalitativnoj varijabli spol iz baze podataka zdravlje.sta koja

je opisana u zadatku 2.4.

Rjesenje. Prvo éemo tablicno i graficki prikazati frekvencije i relativne frekvencije za podatke
sadrzane u varijablama zdravlje i spol (slike 3.26, 3.27 1 3.28).
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(a) varijabla spol

Frequency table: spol (zdravlje.sta) Frequency table: zdravlje (zdravlje.sta)
Count| Cumulative | Percent | Cumulative Count [ Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent Category Count Percent
Z: Zena 11 11 21,57 21,57 1 4 4 7,84 7,84
M: muskarac 40 51 78,43 100,00 2 8 12 15,69 23,53
Missing 0 51 0,00 100,00 3 18 30, 35,29 58,82
4 12 42 23,53 82,35
5 9 51 17,65 100,00
Missing 0 51 0,00 100,00

(b) varijabla zdravlje

Slika 3.26: Tablice frekvencija i relativnih frekvencija svih podataka varijabli spol i zdravlje.
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Slika 3.27: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih podataka varijable spol.
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Slika 3.28: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih podataka varijable zdravlje.

Tablicni i graficki prikazi podataka sadrZanih u varijabli zdravlje posebno za kategoriju ispitanika

Zenskog spola, a posebno za kategoriju ispitanika muskog spola prikazani su na slikama 3.29, 3.50

1 3.81. Kruzne dijagrame relativnih frekvencija sa slike 3.31 u programskom paketu Statistica

moZemo dobiti provodeci sljedeéi postupak:

Graphs — Categorized Graphs — Pie Charts — Graph Type: Pie Chart - Counts — Variables (Vars -
zdravlje, X-Category - spol) — Advanced — Pie Legend (Text and Value za kruzne dijagrame
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frekvencija, Text and Percent za kruzne dijagrame relativnih frekvencija).

Frequency table: zdravlje (zdravlje.sta)

Include condition: spol="2"

Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent
1 1 1 9,09 9,09
2 2 3 18,18 27,27
3 5 8 45,45 72,73
4 2 10 18,18 90,91
5 1 11 9,09 100,00
Missing 0 11 0,00 100,00

(a) zene (spol=2Z)

Frequency table: zdravlje (zdravlje.sta)

Include condition: spol="M"

Count | Cumulative | Percent | Cumulative
Category Count Percent
1 3 3 7,50 7,50
2 6 9 15,00 22,50
3 13 22 32,50 55,00
4 10 32 25,00 80,00
5 8 40 20,00 100,00
Missing 0 40 0,00 100,00

(b) muskarci (spol=M)

39

Slika 3.29: Tabli¢ni prikaz podataka za varijablu zdravlje kategoriziranih prema spolu ispitanika.

N W R U1 O

frekvencije i relativne frek.

1 ’7 *‘ 9%
0 0%

55%
45%
36%
27%
18%

1 2 3 4
zdravlje

(a) Zzene (spol=2Z)

5

14 35%
P 30%
g 10 25%
53 20%
3 6 15%
2 4 10%
5 9 5%
T o 0%

zdravlje

(b) muskarci (spol=M)

Slika 3.30: Stupcasti dijagrami podataka varijable zdravlje kategoriziranih prema spolu ispitanika.

5 1,2% 1;1;2%

4;2; 4%

3;5; 10%

Zene (spol=Z)

2;2;4%

5;8; 16%

4; 10; 20%

1;3;6%

muskarci (spol=M)

2;6;12%

3;13; 25%

Slika 3.31: Kruzni dijagrami podataka varijable zdravlje kategoriziranih prema spolu ispitanika.

Radi usporedivanja rezultata po spolu korisno je stupdaste dijagrame frekvencija i relativnih frek-
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vencija podataka sadrZanih u varijabli zdravlje kategoriziranih prema spolu ispitanika prikazati

na jednoj slici, tj. grafu (slika 3.32). Objedinjene dijagramske prikaze frekvencija i relativnih

frekvencija neke varijable &ije su vrijednosti kategorizirane po nekom kriteriju moZemo dobiti u

programskom paketu Statistica provodeéi sljedeéi postupak:

Graphs — Categorized Graphs — Histograms — Variables (Variable - zdravlje, X-Category - spol) —

Layout (Separate - za odvojene stupZaste dijagrame kategorija varijable zdravlje kategoriziranih s

obzirom na vrijednosti varijable spol; Overlaid - za prikaz frekvencija kategorija varijable zdravlje

kategoriziranih s obzirom na vrijednosti varijable spol na istom stup&astom dijagramu)

14 27%
S 12 24%
£
210 20%
>
£ 8 16%
26 12%
= 4 8%
g 2 4%
2
g 0 0%

12345 12345

spol: Z spol: M

zdravlje

frekvencije i relativne frek.

14
12
10

o N B O

27%

24%

20%

16%

12%

8%

4%

0% M spol:Z

12 3 4 5 B spol: M
zdravlje

Slika 3.32: Stupcasti dijagrami podataka varijable zdravlje kategoriziranih prema spolu ispitanika.

Zadatak 3.7.  (TV-program.sta)

Za varijable iz baze podataka TV-program.sta napravite sljedeée tabli¢ne i graficke prikaze:

a) napravite tablice i nacrtajte stupcaste dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija za po-

datke sadrzane u varijablama spol i P1,

b) napravite tablice i nacrtajte stupcaste dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija za po-

datke sadrzane u varijabli P1 posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola, a posebno za

kategoriju ispitanika muskog spola,

¢) nacrtajte kruzne dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u vari-

jablama spol i P3,

d) nacrtajte kruzne dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u vari-

jabli P3 posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola, a posebno za kategoriju ispitanika

muskog spola.

Rjesenje.

a) Tablicni i graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorije varijable spol i

svth razlic¢itih vrijednosti varijable P1 prikazani su na slikama 3.53 1 3.3/.
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60 60%
Frequency table: spol (TV-program.sta) Iy

Count | Cumulative | Percent | Cumulative ‘g 50 50%
Category Count Percent ]

m 54 54 54,00 54,00 3 40 40%
z 46 100 46,00 100,00 %

Missing 0 100 0,00 100,00 =30 30%
2

S 20 20%
g

$ 10 10%

0 0%

m z
spol
Slika 3.33: Tablica i stupcasti dijagram za podatke varijable spol.

45 45%

Frequency table: P1 (TV-program.sta) < 0 20%

Count | Cumulative | Percent | Cumulative g °

Category Count Percent v 35 35%

2 43 43| 43,00 43,00 =30 30%

e e e 11 e~ N T

5 8 100] _ 8,00 100,00 3 20 20%

Missing 0 100 0,00 100,00 S 15 15%

210 10%

25 5%

0 0%

2 3 4 5
P1

Slika 3.34: Tablica i stupcasti dijagram za podatke varijable P1.

b) Tablicni i graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable
kategoriziranih prema spolu ispitanika prikazani su na slikama 3.35, 3.36 i 3.37.

24 52%
Frequency table: P1 (TV-program.sta) N
Include condition: spol="z" g 20 43%
Count | Cumulative | Percent | Cumulative @
Category Count Percent > 16 35%
2 23 23] 50,00 50,00 B
3 11 34] 2391 73,91 212 26%
4 8 42 17,39 91,30 2
5 4 46 8,70 100,00 S 8 17%
Missing 0 46 0,00 100,00 g
< 4 *‘ 9%
t
0 0%

P1

Slika 3.35: Tablica i stup&asti dijagram za podatke varijable P1 za Zenski spol.

41
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Frequency table: P1 (TV-program.sta) ~ 20 37%
Include condition: spol="m" ‘g
Count | Cumulative | Percent | Cumulative 2 16 30%
Category Count Percent 2
2 20 20 37,04 37,04 © o
3 17 37 31,48 68,52 ? 1 ges
4 13 50 24,07 92,59 @ ®
5 4 54 7,41 100,00 2 E L35
PR [
Missing 0 54 0,00 100,00 2 a4 7%
£
0 0%
2 3 4 5

P1

Slika 3.36: Tablica i stup&asti dijagram za podatke varijable P1 za muski spol.

24 24% 24 24%
X v
220 20% £ 20 20%
16 16% €16 16%
'E‘j 12 12% ‘Tij 12 12%
L 8 G L 8 8%
S 4 4% <
2 g 4 4%
g O 0% F 0% M spol: m
2345 2 345
- _— 2 3 4 5 spol: z
P1 P1

Slika 3.37: Stupcasti dijagrami za podatke varijable P1 kategorizirane prema spolu ispitanika.

d) Kruzni dijagrami frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable spol i svih
razlic¢itih vrijednosti varijable P3 prikazani su na slici 3.38.

5;15; 15%
4;11; 11% 2;39; 39%
m; 54; 54%

3; 35; 35%

z; 46; 46%

spol P3

(a) varijabla spol (b) varijabla P3

Slika 3.38: Kruzni dijagrami za podatke varijabli spol i P3.
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e) Kruzni dijagrami relativnih frekvencija za podatke iz varijable P3 kategorizirane prema
spolu ispitanika prikazani su na slici 3.39.

5;6; 13%

5;9;,17%

. . 0,
4;6;13% 2;19; 41% 4;5; 9% 2 20;37%

3;15;33% 3;20; 37%
P3 P3
(a) spol = z (b) spol = m

Slika 3.39: Kruzni dijagrami za podatke varijable P3 kategorizirane prema spolu ispitanika.

Zadatak 3.8.  (djelatnici.sta)

Promotrite varijablu placa prije iz baze podataka djelatnici.sta opisane u primjeru 2.4. Razvrstajte
vrijednosti u disjunktne intervale duljine 10000 pocevsi od nule te prikazite podatke tabli¢no i
histogramom.

Rjesenje. Tablicni prikaz frekvencija i relativnih frekvencija dan je tablicom 3.7, a pripadni his-
togram slikom 3.40. Owakakv histogram jasno ilustrira &injenicu da najvise djelatnika u uzorku
ima godisnju placu od 20000 do 30000 novéanih jedinica, dok je placa iz intervala 40000 do 50000
rijetkost. Intervale za kategorizaciju u ovakvim i sliénim slucajevima obiéno radimo tako da bismo
zadovoljili potrebe za prezentiranjem informacija koje Zelimo istaknuti.

‘ iznos place H frekvencija | relativna frekvencija
[0, 10000) 0 0
[10000, 20000) 15 0.15
[20000, 30000) 69 0.69
[30000, 40000) 14 0.14
[40000, 50000) 2 0.02

Tablica 3.7: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija kategoriziranih podataka varijable placa
prije.
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80 80%
< 70 70%
= 60 60%
2 50 50%
2 40 40%
§ 30 30%
220 20%
210 10%
0 o o o o o 0%
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o o o o o

o o o o o

— o~ m < n

placa prije

Slika 3.40: Histogram frekvencija i relativnih frekvencija kategoriziranih podataka varijable placa
prije.

Zadatak 3.9.  (hormon.sta)

a) Odredite tablicu frekvencija i stupc¢asti dijagram za neprekidnu numeri¢ku varijablu gastrS
iz baze podataka hormon.sta (koja je opisana u zadatku 3.1) tako da za kategorije uzmete

sve medusobno razli¢ite izmjerene vrijednosti.

b) Iskoristite izmjerene vrijednosti varijable gastrS, kategorizirajte podatke i prikaZite ih his-
togramom. Mijenjajte broj intervala na koji dijelite skup vrijednosti. Proucavajte Sto se

dogada i pribiljezite svoj zakljucak.
Rjesenje.
a) Stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija te kruzni dijagram izmgjerenih vrijed-

nosti varijable gastrS u kojima su kao kategorije uzete sve razlidite izmgjerene vrijednosti

prikazani su na slici 3.4 1.

3 4%
~
(]
O
d=
o 2 3%
L
Q.
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SE! 1%
>
v
(]
Y
=
0,
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gastrS

Slika 3.41: Stupcasti dijagram svih izmjerenih vrijednosti varijable gastr S.

b) Kategorizacija izmjerenih vrijednosti varijable gastrS na disjunktne intervale daje pregled-
nije graficke prikaze iz kojih je lakSe analizirati izmjerene vrijednosti i donijeti neke za-
kljucke. Graficki prikazi frekvencija i relativnih fekvencija izmjerenih vrijednosti varijable
gastrS razvrstanih u 10 i 15 disjunktnih intervala prikazani su na slici 3./2.
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Slika 3.42: Histogram za podatke varijable gastrS.

Zadatak 3.10. (djelatnici.sta)
Odredite numericke karakteristike skupa izmjerenih vrijednosti varijable placa prije iz baze poda-

taka djelatnici.sta opisane u primjeru 2.4.

RjesSenje. Numericke karakteristike prikazane su u tablicama na slici 3.43.

Descriptive Statistics (djelatnici.sta)

Valid N| Mean Mode | Frequency | Variance |Std.Dev.
Variable of Mode
placa prije | 100.00 [24522.00{24600.00 4.00 26069208.08| 5105.80

Descriptive Statistics (djelatnici.sta)

Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quartile | Quartile
placa prije  |23650.00| 16000.00 | 42400.00 [20950.00/26250.00/26400.00

Slika 3.43: Deskriptivna statistika izmjerenih vrijednosti varijable placa prije.

Odnos minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma izmjerenih vrijednosti

varijable placa prije prikazani su kutijastim dijagramom 3./4.

44000
42000 T
40000
38000
36000
34000
32000
30000
28000

26000
23000 D = Median = 23650

53888 []25%-75%
18000 = (20950, 26250)
16000 L T Min-Max

14000 = (16000, 42400)

Slika 3.44: Kutijasti dijagram na bazi medijana za varijablu placa prije.
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Iz tablice 3.43 i kutijastog dijagrama 3.4/ moZemo izvesti sljedece i slicne zakljucke:
- nagniZa godisnja placa u uzorku iznosi 16000, a najvisa 42400

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku 20950

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima plaéu veéu ili jednaku 26250

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku medijanu, tj. 23650

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima placu vedu ili jednaku 23650.

Zadatak 3.11.  (nastava.sta)
Baza podataka nastava.sta sadrZi ocjene u skali od 0 (najniZa ocjena) do 10 (najvisa ocjena)
razli¢itih komponenti probnog nastavnog sata za 65 studenata (budué¢ih nastavnika):

varijabla znanje sadrZi ocjene znanja studenta o temi nastavnog sata
varijabla literatura sadrZi ocjene primjerenosti koriStene literature za pripremu nastavnog sata
varijabla predavac sadrzi ocjene predavadeva stava i nastupa pred razredom
varijabla atmosfera sadrzi ocjene radne atmosfere na nastavnom satu
varijabla govor sadrZzi ocjene studentova izrazavanja tijekom nastavnog sata
varijabla interes sadrZi ocjene pobudenosti interesa kod uéenika za temu nastavnog sata
varijabla bitan sadrzaj sadrzi ocjene naglasenosti bitnih sadrzaja tijekom nastavnog sata
varijabla primjeri sadrzi ocjene odabira i primjerenosti primjera prezentiranih tijekom nastavnog
sata
varijabla ukupno sadrzi ocjene koje odrazavaju ukupan ocjenjivacev dojam o odrZzanom nastavnom
satu.
Ako Zelimo donijeti opéi zaklju¢ak o uspjeSnosti buduéih nastavnika u stvarnoj nastavnoj situaciji,
logi¢no je paznju usmjeriti na analizu varijable ukupno. Odredite numericke karakteristike te
varijable i kutijasti dijagram na bazi medijana. Diskutirajte o rezultatima.

RjeSenje. Numericke karakteristike te varijable prikazane su u tablici 3.45.

Descriptive Statistics (nastava.sta)

Valid N| Mean | Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.
Variable of Mode
ukupno | 65.00 8.11 |Multiple 19.00 2.16 1.47

Descriptive Statistics (nastava.sta)

Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quartile | Quartile
ukupno 8.00 4.00 10.00 7.00 9.00 6.00

Slika 3.45: Deskriptivna statistika podataka za varijablu ukupno.

Iz tablice frekvencija za varijablu ukupno lako se vidi da skup podataka te varijable ima dva moda
- to su ocjene 8 ¢ 9. Dakle, probno je predavanje za cak 19 studenata ocijenjeno visokom ocjenom
8 te za isto toliko ocjenom 9, dok je prosjeéna ocjena ukupnog dojma probnog nastavnog sata 8.11.

Analizu rasprsenosti ocjena napravit éemo pomocu kutijastog dijagrama (slika 3.46).
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Slika 3.46: Kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke varijable ukupno.

Analiza kutijastog dijagrama sugerira sljedece zakljucke: mitko od ispitanika predavanje nije oci-
jenio ocjenom miom od detiri, barem 25% ispitanika predavanje je ocijenilo ocjenama 4, 5, 6 ili
7, barem 25% ocjenama 7 ili 8, barem 25% ocjenama 8 ili 9 te barem 25% ocjenama 9 ili 10.

Zanimljivo je uociti da je barem 75% ispitanika predavanje ocijenilo ocjenom T i vide.

Zadatak 3.12. (matematika.sta)

Baza podataka matematika.sta (opisana u primjeru 2.9) sadrZi rezultate ankete o kvaliteti izvo-
denja nekog matematickog kolegija. Ukoliko nas zanima prilagodenost tezine sadrzaja kolegija
predznanju studenata, analizirat éemo varijablu tezina kolegija. Odredite numericke karakteristike
podataka te varijable i prikazite ih kutijastim dijagramom.

Rjesenje. Mjere deskriptivne statistike varijable tezina kolegija prikazane su u tablici na slici 3.47.

Descriptive Statistics (matematika.sta)

Valid N | Mean Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.
Variable of Mode
tezina kolegija | 49.00 4.18 5.00 21.00 0.78 0.88

Descriptive Statistics (matematika.sta)

Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quartile | Quartile
tezina kolegija 4.00 1.00 5.00 4.00 5.00 4.00

Slika 3.47: Deskriptivna statistika podataka varijable tezina kolegija.

Uoc¢imo da je ¢ak 21 ispitanik prilagodenost teZine kolegija predznanju studenata ocijenio ocjenom
5 (ocjena 5 je mod ovog skupa podataka) te da je prosjecna ocjena 4.18. Za analizu rasprsenosti

ocjena koristimo kutijasti dijagram prikazan na slici 3.48.
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Slika 3.48: Kutijasti dijagram na bazi medijana za varijablu tezina kolegija.

Analizom kutijastog dijagrama donosimo sljedeéi zakljucak: barem 25% ispitanika teZinu kolegija
ocijenilo je ocjenama 1, 2, 3 ili 4, barem 50% ocjenom 4 te barem 25% ocjenama 4 ili 5. Zanimljivo
je wociti da je barem 75% ispitanika teZinu kolegija ocijenilo ocjenam 4 ili 5.

Zadatak 3.13.  (djelatnici.sta)

Varijabla dob iz baze podataka djelatnici.sta opisane u primjeru 2.4 za svakog ispitanika iz uzorka
djelatnika promatranog poduzecéa sadrzi informaciju o dobi u godinama. Odredite numericke ka-
rakteristike podataka iz te varijable, analizirajte postojanje strse¢ih vrijednosti, prikazite podatke
kutijastim dijagramom i diskutirajte o rezultatima.

Rjesenje. Iz deskriptivne statistike varijable dob (tablica 3.49) vidimo da je maksimalna podatak za

dob 333 godine pa je ocigledno da postoji strieci podatak koji je pogresno upisan u bazu podataka.

Descriptive Statistics (djelatnici.sta)

Valid N | Mean Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.
Variable of Mode
dob 100.00 | 33.83 |28.00000{ 12.00 964.28 | 31.05

Descriptive Statistics (djelatnici.sta)
Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quartile | Quartile
dob 29.00 18.00 333.00 26.00 | 36.00 | 315.00

Slika 3.49: Deskriptivna statistika podataka varijable dob.

Osim iz tablice 3.49, striece vrijednosti medu podacima varijable dob mogli smo detektirati i
pomocuy kutijastog dijagrama na bazi medijana.
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Slika 3.50: Kutijasti dijagram na bazi medijana s prikazom strsec¢ih vrijednosti varijable dob.

Kao §to vidimo iz kutijastog dijagrama 3.50, © dob od 54 godine prepoznata je kao strieéa vri-

jednost. Buduéi da je sasvim razumljivo da promatrano poduzeée moZe imati djelatnika starog

54 godine, taj podatak smatramo toénim, no radi se o dobi koja se rijetko pojavljuje u populaciji

djelatnika tog poduzeca.

Zadatak 3.14.

(glukoza.sta)

Varijabla dob baze podataka glukoza.sta sadrzi godine starosti, a varijabla koncentracija izmje-

rene vrijednosti koncentracije glukoze u krvi za 102 ispitanika. KoriStenjem programskog paketa

Statistica rijesite sljedeée zadatke:

a) Napravite deskriptivnu statistiku podataka sadrzanih u varijabli koncentracija. Grafitkom

metodom odredite striecu vrijednost u ovom skupu podataka. MozZete li se sloziti s tvrd-

njom da je identificirani podatak moguca izmjerena vrijednost ili ipak sumnjate u dobiveni

rezultat? Obrazlozite svoj odgovor.

b) Grafickom metodom identificirajte strieée vrijednosti medu podacima u varijabli dob. Sto

se dogada s numerickim karakteristikama podataka nakon uklanjanja strseée vrijednosti?

Rjesenje.

a) Deskriptivna statistika i kutijasti dijagram s oznacenim strieéim vrijednostima skupa iz-

mgerenih vrijednosti varijable koncentracija prikazani su na slikama 3.51 ¢ 3.52.

Descriptive Statistics (glukoza.sta)

Valid N| Mean | Median | Mode | Frequency [ Minimum | Maximum | Lower
Variable of Mode Quartile
koncentracija | 102.00 | 7.70 6.65 [5.500000( 14.00 4.70 16.70 5.70

Slika 3.51: Deskriptivna statistika izmjerenih vrijednosti varijable koncentracija.
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Slika 3.52: Kutijasti dijagram na bazi medijana s prikazom strsec¢ih vrijednosti varijable dob.

Statistica je kao strieéu vrijednost detektirala podatak 16.7. Kako se ta koncentracija glu-

koze u krvi moZe zaista pojaviti pri mjerenjima, taj podatak mecemo tretirati kao striecu

vrijednost.

b) Kutijasti dijagram s oznadenim strieéim vrijednostima t deskriptivna statistika skupa iz-

mgerenih vrijednosti varijable dob prikazani su na slikama 3.53 © 3.54.
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Slika 3.53: Kutijasti dijagram na bazi medijana s prikazom strec¢ih vrijednosti varijable dob.
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Descriptive Statistics (glukoza.sta]
Valid N | Mean | Median | Mode | Frequency | Minimum | Maximum | Lower | Upper
Variable of Mode Quartile | Quartile
dob 102 |66.73| 56.00 |Multiple 4.00 12.00 688.00 40.00 | 73.00

(a) ukljucene strsece vrijednosti

Descriptive Statistics (glukoza.sta)

Valid N| Mean | Median | Mode | Frequency | Minimum | Maximum | Lower | Upper
Variable of Mode Quatrtile | Quartile
dob 100| 56.18 55.50 |Multiple 4.00 12.00 101.00 40.00 | 71.50

(b) uklonjene strsece vrijednosti

Slika 3.54: Deskriptivna statistika izmjerenih vrijednosti varijable dob.

Statistica je kao striece vrijednosti medu izmjerenim vrijednostima varijable dob detekti-
rala podatke 500 1 688. Zakljucujemo da uklanjanjem tih vrijednosti dolazi do smanjenja
aritmeticke sredine i medijana izmjerenih vrijednosti.

Zadatak 3.15.  (komarci.sta)

Proucite bazu podataka komarci.sta koja je opisana u zadatku 2.4. Odredite tablicu i histogram
frekvencija i relativnih frekvencija varijable brojM tako da za kategorije uzmete sve medusobno
razli¢ite izmjerene vrijednosti te varijable. Zatim podijelite skup izmjerenih vrijednosti na odreden
broj disjunktnih intervala i ponovno odredite frekvencije i relativne frekvencije pojedinih kategorija
(tj. intervala). Mijenjajte broj intervala, proucavajte Sto se dogada i pribiljezite svoj zakljudak.

Zadatak 3.16. Koristeéi javne izvore podataka ili podatke koje ste prikupljali u sklopu nekog is-
trazivanja formirajte jednu bazu podataka koja ¢e sadrzavati najmanje dvije kvalitativne varijable,
najmanje jednu diskretnu numeric¢ku varijablu i jednu neprekidnu numericku varijablu. Opisite o
kakvom se istrazivanju radi i zaSto se mjere vrijednosti navedenih varijabli. Vodite ra¢una da baza
sadrzi Sto vise jedinki. Navedite tocan izvor podataka. Iskoristite prethodno opisane postupke i

pojmove te opiSite svoju bazu podataka.






Poglavlje 4

Slucajna varijabla

4.1 TUvod

U prethodnom poglavlju naudili smo da su predmet istrazivanja, u kojemu zelimo

napraviti statisticku analizu, varijable ¢ije vrijednosti mjerimo na jedinkama.

Primjer 4.1. Pretpostavimo da je gradanima iz reprezentativnog uzorka stanovnika grada Osijeka
jednog dana u podne izmjerena koncentracija glukoze u krvi. Rezultat tog istraZivanje je podatak
o koncentraciji glukoze u krvi za svaku osobu iz uzorka - te izmjerene vrijednosti radi statisticke
analize podataka organiziramo u varijablu koncentracija glukoze. U tablici 4.1 prikazano je samo
nekoliko izmjerenih vrijednosti te varijable.

osoba koncentracija
glukoze (mmol/L)

1 5.635
2 12.560
19.817

Tablica 4.1: Izmjerene vrijednosti varijable koncentracija glukoze.

Medutim, jasno je da su ove izmjerene vrijednosti samo neke od svih vrijednosti koje koncentracija
glukoze u krvi moZe poprimiti. Medicinska istraZivanja pokazuju da koncentracija glukoze u krvi
covjeka moZe biti bilo koji realan broj iz intervala (0,131]. Dakle, izmjerena vrijednost varijable
koncentracija glukoze za svaku osobu iz ovog uzorka je jedna vrijednost iz skupa svih mogucih

vrijednosti koje koncentracija glukoze u krvi covjeka moze poprimiti.

33
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Primjer 4.2. Na nekoj mjernoj postaji svakog se sata myjeri vodostaj rijeke Drave. Nekoliko
zadnjih izmjerenih vodostaja prikazao je u tablici 4.2.

dan i sat ‘ vodostaj (cm) ‘
17.11.2010. - 9:00 174
17.11.2010. - 8:00 161
17.11.2010. - 7:00 152

Tablica 4.2: Izmjerene vrijednosti varijable vodostaj.

Prema povijesnim podacima najnizi izmjereni vodostaj Drave na ovoj mjernoj postaji bio je 105
em (1978.), a najvisi dak 511 ¢cm (1972.). Ove &injenice opravdavaju visok stupanj vjerovanja da
vodostaj rijeke Drave na promatranoj mjernoj postaji moZe biti bilo koji realan broj iz intervala
[105,511]. Prema tome, svaka izmjerena vrijednost varijable vodostaj iz gornje tablice jedna je
vrijednost iz skupa svih mogucih vrijednosti koje vodostaj Drave moZe poprimiti na toj mjernoj

postagi. Podaci su preuzeti sa http://www.voda.hr.

Varijable koje su navedene u prethodnim primjerima (koncentracija glukoze u krvi
ili vodostaj rijeke Drave) Zelimo opisati matematic¢kim modelom. Pri tome smo
svjesni da prije samog mjerenja i tijekom mjerenja istrazivac ne zna koji ¢e rezultat
mjerenja dobiti, ali zna iz kojeg skupa izmjerena vrijednost te varijable moze biti
(iz (0,131] za varijablu koncentracija glukoze te iz [105,511] za varijablu vodostaj).

Da bismo napravili model na osnovi kojega mozemo raditi statisticko zaklju¢ivanje,
varijable éemo modelirati kao slu¢ajne varijable. Zasto ove varijable treba nazvati
slucajnima? Razlog je taj $to one mogu primiti mnogo razli¢itih vrijednosti, a mi
u trenutku njihova proucavanja ne mozemo sa sigurnoséu znati koja ¢e se od tih
vrijednosti realizirati. Zapravo, mjerenje varijable provodimo, izmedu ostalog, zato
da ocijenimo stupanj izvjesnosti da varijabla u odredenim uvjetima primi dane
vrijednosti.

Sluc¢ajna varijabla i na¢in kako je opisujemo predmet su ovog poglavlja. Slu¢ajne
varijable oznacavat ¢emo velikim slovima, recimo X, Y, Z. Podsjetimo da se u ma-
tematici varijable obi¢no oznacavaju malim slovima z,y, z. Biranjem velikog slova

za oznaku varijable naglasavamo da se ovdje radi o slu¢ajnoj varijabli.

Varijablu nazivamo slu¢ajnom varijablom ako su njene moguce realizacije
(ishodi) realni brojevi, ali vrijednost koja ¢e se realizirati u pojedinom
eksperimentu nije jednoznaéno odredena uvjetima koje moZemo sagle-

dati prilikom istrazivanja.
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Veé iz primjera 4.1 i 4.2 mozemo vidjeti da je osnovni objekt koji sluzi za modeli-
ranje slucajne varijable skup svih moguéih realizacija sluajne varijable (u
matematici taj skup zovemo slika slu¢ajne varijable ). Skup svih mogucih realizacija
slu¢ajne varijable X oznadit ¢emo s R(X).

Primjer 4.3. Bacamo novcié i smatramo uspjehom ako je palo pismo. Realizacije ovog pokusa
moZemo modelirati slucajnom varijablom. Recimo, kaZemo da sludajna varijabla X prima vrijed-
nost 1 ako je palo pismo, a 0 ako nije palo pismo (tj. ako je pala glava). Na taj nacin dolazimo

do skupa moguéih realizacija te sludajne varijable: R(X) = {0,1} C R.

Primjer 4.4. Bacamo igracu kockicu. Broj koji se okrene prilikom jednog bacanja na gornjoj
strani kockice je realizacija jedne slucajne varijable, oznacimo je s X. Prirodno, skup svih mogucih

realizacija te slucajne varijable je R(X) = {1,2,3,4,5,6} C R.

Primjer 4.5. Bacamo igraéu kockicu dva puta. Zbroj brojeva koji se okrenu prilikom tih dvaju

bacanga je realizacija jedne slucéajne varijable X . Skup svih moguéih realizacija te slucajne varijable

je R(X) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} C R.

Primjer 4.6. Broj ulovljenih komaraca u jednu klopku u Osijeku, u jednom danu lipnja 2012.
godine, moZemo modelirati kao slucajnu varijablu. Naime, jedan dan u klopku smo uhvatili, npr.
20 komaraca, drugi dan 25, treéi dan 45, cetvrti dan opet 20. Koliko éemo ih uhvatiti sutra,
prekosutra? Ne znamo kako ée se ta varijabla realizirati sutra i prekosutra, ali znamo da ée to
svakako biti neki prirodan broj ili nula. Osim toga, ako smo postavili dvije identicne klopke jednu
pored druge, moZe se dogoditi da je u istom danu na jednu klopku uhvaceno 20 komaraca, a na
drugu 23. Dakle, prirodno je smatrati tu varijablu slucajnom varijablom (oznacdimo je s X) jer,
u uvjetima koje mi moZemo sagledati, ne moZemo sa sigurnoséu znati kako ée se realizirati. Skup
svth moguéih realizacija ove slucajne varijable je skup R(X) = {0,1,2,...,n}, gdje je n € N

najveéi broj komaraca koji mogu biti ulovljeni koristenom klopkom.

4.2 Vjerojatnost

Promatrajuci skup vrijednosti koji moze primiti slu¢ajna varijabla X moze se dogo-
diti da je naSe uvjerenje u realizaciju nekog podskupa A C JR(X) vece od uvjerenja
da ¢e se realizirati poskup B C R(X). U tom slufaju uobicajeno kaZemo da skup

A ima vece Sanse za realizaciju nego podskup B.
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Primjer 4.7. U primjeru bacanja igrace kockice ishod jednog bacanja modelirali smo slucajnom
varijablom X ¢iji je skup svih mogudih realizacija R(X) = {1,2,3,4,5,6}. Pretpostavite da je

igraca kockica pravilno izradena. Razmislite i odgovorite na sljedeéa pitanja:
Kojim biste realnim brojem iskazali $anse za realizaciju skupa {3} ¢
Ocekujete li da se Sanse za realizaciju skupa {3} razlikuje od Sansi za realizaciju skupa {5} %

Kojim biste realnim brojem iskazali Sanse za realizaciju parnog broja pri bacanju ove kockice (tj.
da se na kockici okrene paran broj)?

Ima smisla takoder govoriti i o Sansama za realizaciju nekog podskupa skupa ¢iji
elementi nisu realni brojevi, nego proizvoljni objekti (npr. slova, neki specijalni

znakovi, razne kategorije). Sljedeé¢i primjer ilustrira jedan takav slucaj.

Primjer 4.8. Promotrimo skup Q = {&, >, O, #}. Elementi ovog skupa su oznake za crne karte
(tref @ pik) i crvene karte (karo i herc) w standardnom sveZnju angloamerickih igraéih karata.
Dakle skup 2 ima cetiri elementa i moZemo reéi da mjegovi elementi opisuju ishod pokusa koji
se sastoji od izvlacenja jedne karte iz sveinja pri cemu nas za izvucenu kartu zanima samo boja
(crvena ili crna) @ tip (tref, pik, karo ili herc). Razmislite i odgovorite na sljedeca pitanja:

Kogim biste realnim brojem iskazali Sanse za realizaciju skupa {&} C Q?

Ocekugete li da se Sanse za realizaciju skupa {&, O} C Q razlikuje od Sansi za realizaciju skupa

{0, 4} ?

Kogim biste realnim brojem iskazali Sanse za realizaciju skupa {&, O, O} C Q, a kojim Sanse za
realizaciju skupa {90} 2

Broj kojim izrazavamo Sanse za realizaciju nekog podskupa mozemo definirati op-
¢enito za neprazan skup 2, bez obzira jesu li njegovi elementi brojevi ili neki drugi
objekti. Mjeru koja modelira Sansu da ¢ée se realizirati neki podskup promatranog
nepraznog skupa ) zvat éemo vjerojatnost. Podskupove skupa 2 zvat éemo dogada-
jima. U ovom poglavlju navodimo definiciju vjerojatnosti, na¢ine kako u konkretnim
primjerima moZemo modelirati vjerojatnost te neka osnovna svojstva vjerojatnosti.
Neka je 2 neprazan skup te neka familija skupova § sadrzi odredene
podskupove od  (tj. odredene dogadaje). Vjerojatnost (oznaka P) je
funkcija koja svakom dogadaju A € § pridruZuje realan broj iz intervala
[0,1] (tj. 0 < P(A) <1) tako da vrijede sljedeéi zahtjevi:

V1. P(Q) =1,

V2. ako su A; i A; dogadaji iz § koji nemaju zajedni¢kih elemenata, tj.
A1, A2 €31 AiNAy =0, tada vrijedi

P(A1UAs) = P(Ay) + P(Ay),
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tj. vjerojatnost unije dogadaja A; i A; jednaka je zbroju vjerojat-
nosti P(A4;) i P(A2).!

Vidimo da je na ovaj nacin definirana vjerojatnost na familiji podskupova pro-
izvoljnog nepraznog skupa 2. Uzmemo li da je Q = MR(X), dobivamo definiciju
vjerojatnosti na familiji podskupova skupa svih moguéih realizacija (slike) slu¢ajne

varijable X.

Uobicajene oznake i nazivi

Neka je SR(X) skup svih moguéih realizacija sluc¢ajne varijable X i § familija pod-
skupova od R(X) na kojoj je definirana vjerojatnost P. Familiju § obi¢no zovemo
familija dogadaja.

Zbog lakseg razumijevanja i opisivanja dogadaja koje razmatramo, tj. podskupova
od R(X), skup C' C R(X) oznacavat ¢emo oznakom {X € C'}. Naime, skup C ¢e
se dogoditi (realizirati) ako slu¢ajna varijabla X primi vrijednosti (realizacije) iz
skupa C. Na taj nac¢in lakSe povezujemo dogadaje sa slu¢ajnom varijablom na koju

se odnose.

Primjer 4.9. Skup {X € [2,3]} definira dogadaj koji se dogodi ako se slucagna varijabla realizira
nekom vrijednodéu iz intervala [2,3]. Uodimo da isti dogadaj moZemo zapisati i na sljedeéi nacin:

{2< X <3}

Skup {4 < X < 7} definira dogadaj koji se dogodi ako se sluéajna varijabla realizira brojem koji

je veéi od 4, ali mangi ili jednak 7.

Slu¢ajnu varijablu X definirali smo ako smo definirali R(X) i vjerojatnost P na
familiji podskupova §. Tada kazemo da smo zadali razdiobu (distribuciju) slu-

¢ajne varijable X.

Definiranje vjerojatnosti za pojedine primjere temelji se na dosadasnjem iskustvu u
istrazivanju danog slu¢ajnog pokusa i moze biti vrlo slozen postupak. U nastavku
opisujemo metodu odredivanja vjerojatnosti na kona¢nom skupu pod uvjetom

da su svi ishodi jednako mogudéi. Takav pristup temelji se na intuitivnoj ideji

1Ukoliko familija § sadrzi beskonaéno mnogo dogadaja, ovaj zahtjev mora se pojacati. Tada se
trazi da za proizvoljan niz dogadaja (An,n € N) koji nemaju zajednickih tocaka, tj. A;(A; =0,

P(J A) = P(A).

€N 1€EN

za sve 1 # j, vrijedi:
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koju je formulirao jedan od osnivaca teorije vjerojantnsoti James Bernoulli (1654.—
1705.), a moZemo je prevesti kao "Vijerojatnost se prema sigurnosti odnosi kao dio
prema cjelini”.

4.2.1 Jednako mogudéi ishodi

Pretpostavimo da prilikom izvodenje pokusa vrijede vrijede sljedeéi uvjeti:

(1) skup € # 0 ima kona¢no mnogo elemenata, tj. € je oblika

Q={wy,...,wn}, neN,

(2) svi jedno¢lani podskupovi skupa 2 su jednako vjerojatni, tj.
P({w;}) =P ({w;}), zasvei,je{l,...,n}

Tada vjerojatnost skupa (dogadaja) A C € definiramo na sljedeéi nagin:

_ broj elemenata od A  k(A)

P(A) = =
(4) broj elemenata od Q  k(Q)’

gdje je k(-) oznaka za broj elemenata skupa (tj. k(A) je oznaka za broj elemenata
skupa A, a k(Q) za broj elemenata skupa ().

Taj pristup modeliranju vjerojatnosti temelji se na ideji da vjerojatnost predstavlja
mjeru dijela u odnosu na cjelinu. Problemi u primjeni ovog pristupa odnose se
na provjeru pretpostavki. Npr. kako mozemo biti sigurni da su svi jednoclani
podskupovi skupa € jednako vjerojatni?

Na potpuno isti na¢in mozemo definirati vjerojatnost na familiji podskupova skupa
svih moguéih realizacija slucajne varijable X, tj. skupu R(X), pod uvjetom da
R(X) ima konaéno mnogo jednako vjerojatnih elemenata. Dakle, ako je Q = R(X),

tada vjerojatnost skupa B C R(X) definiramo na sljedeéi naéin:

Primjer 4.10. Iz sveinja koji se sastoji od 32 karte® izvladimo jednu kartu. Odredimo:
vjerojatnost da je izvucena karta as
vjerojatnost da izvucena karta nije as

vjerojatnost da je izvucena karta as ili kralj.

2Svezanj od 32 karte koji se spominje u ovoj knjizi podrazumijeva karte dolaze u &etiri "boje"
(crvena, zelena, Zir i bundeva) i osam tipova (sedmica, osmica, devetka, desetka, detko, dama,
kralj i as)
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Uoc¢imo da ovakav sveZanj moZemo podijeliti na osam skupina karata koje se sastoje od po cetiri

karte istog tipa (Cetiri sedmice, detiri asa, cetiri kralja, cetiri dame, ...). Prema tome, tipove
karata u sveZnju moZemo oznaciti brojevima 1,...,8. U skladu s ovim oznacavanjem zakljucu-
jemo da se izvlacenjem jedne karte zapravo realizira jedan od brojeva 1,...,8. Time smo zapravo

definirali sludajnu varijablu X koja svakoj karti iz sveZnja (koji moZemo shvatiti kao skup )
pridruzuge toéno jedan od brojeva 1,2,3,4,5,6,7,8. Dakle, skup svih mogucih realizacija slucajne
varijable X je R(X) = {1,2,3,4,5,6,7,8}. To je skup koji ima 8 elemenata koji su, zbog jedna-
kobrojnosti svih osam skupina karata, svi jednako vjerojatni. Prema tome, odgovori na prethodno
postavljena pitanja su:

vjerojatnost da izvucemo asa je 1/8,

vjerojatnost da ne izvudemo asa je 7/8,

iz zahtjeva V2. iz definicije vjerojatnosti slijedi da je vjerojatnost da izvucemo asa ili kralja
1/8+1/8=1/4.

Primjer 4.11. Pri bacanju pravilno izradene igrace kockice moZe pasti bilo koji od brojeva
1,...,6, tj. skup svih moguéih ishoda ovog pokusa je Q = {1,2,3,4,5,6}. Pretpostavimo da
se ovo bacanje kockice vrsi u sklopu igre u kojoj zaradujemo jednu kunu ako se na kockici okrene

paran broj, a gubimo jednu kunu ako se okrene neparan broj.
Kolika je vjerojatnost zarade jedne kune?

Buduéi da jednu kunu zaradujemo ako se okrene 2 ili 4 ili 6, slijedi da je skup svih za nas povoljnih
ishoda skup A = {2,4,6} C Q. Slijedi da je vjerojatnost zarade jedne kune

peay - KA 31

k() 6 2

Drugi nadin rjesavanja ovog problema ukljucuje definiranje slucajne varijable X &ija je realizacija
1 ako se pri bacanju kockice okrene paran broj, a (—1) ako se pri bacanju kockice okrene neparan
broj. Dakle, R(X) = {—1,1}. Powvoljan dogadaj u ovom kontekstu je dogadaj {1} C R(X), pa je
vjerojatnost zarade jedne kune

o k1Y 1
PIX=1} = 05— 2

Primjer 4.12. Bacamo jednom dvije pravilno izradene igrace kockice. Buduéi da se pri bacanju
na svakoj od kockica realizira neki od brojeva iz skupa {1,2,3,4,5,6}, zakljucujemo da je jedna
realizacija bacanja dviju kockica uredeni par brojeva. Dakle, skup svih mogudéih ishoda ovog pokusa
je skup @ ={(¢,7) : 4,5 € {1,2,3,4,5,6}} koji se sastogi od 36 elemenata. Pitamo se:

Kolika je vjerojatnost da je suma brojeva koji su pali na obje kockice jednaka 6%

Kolika je vjerojatnost da je suma brojeva koji su pali na obje kockice manja od 69

Neka je A skup koji sadrZi one uredene parove iz Q za koje je suma prve i druge komponente
jednaka 6, tj.
A= {(17 5)’ (2’ 4)’ (3’ 3)7 (4» 2)» (57 1)}’
a B skup koji sadrzi one uredene parove iz 2 za koje je suma prve i druge komponente manja od
6, tj.
B={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)}.
Slijedi:
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5 k(B 10 5
Play= MY _ 5 pp) =8 _10_ 5
k() 36 k() 36 18
Drugi nadin rjesavanja istih problema ukljucuje definiranje slucajne varijable X &ija je realizacija

zbroj brojeva koji su pali pri bacanju dviju kockica, dakle R(X) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Vjerojatnosti skupova {X = 2},...,{X = 12} mogu se pregledno prikazati tablicom 4.5.
\ k | 2 | 3| 4|5 |6 7|8 |9 [10]1n]12]
s glglslslslslslslslsls

36 36 36 36 36 36 36 36 36 3 36

Tablica 4.3: Tabli¢ni prikaz vjerojatnosti skupova {X = 2},...,{X = 12}.

4.2.2 Statisticka interpretacija vjerojatnosti

Prethodno opisan nac¢in odredivanja vjerojatnosti moze se primijeniti pod pretpos-
tavkom da je broj jednako moguéih ishoda slucajnog pokusa konac¢an. Mnogo je
pokusa koji ne zadovoljavaju te pretpostavke. Kako tada pridruziti vjerojatnost
skupu? U ovom poglavlju ilustrirat éemo statisticku interpretaciju vjerojatnosti
koja moze biti od pomoéi ako Zelimo odrediti vjerojatnost dogadaja u pokusu koji
moZemo puno puta nezavisno® izvoditi. Za ilustraciju zakonitosti o kojoj ée biti ri-
jedi izvedite pokus tako da bacite novci¢ 40 puta. BiljeZite realizacije pisma (oznaka

1) ili glave (oznaka 0) kao 8to je to prikazano u tablici 4.4.

Redni broj bacanja | Realizacija
1 0

2 1
3 0
4 0

Tablica 4.4: Realizacije bacanja novcica.

Izra¢unajte relativne frekvencije pojavljivanja pisma u prvih n bacanja za svaki
n =1,...,40. Grafi¢ki prikaz relativnih frekvencija pojavljivanja pisma za 40 ba-
canja novéi¢a zabiljezenih u Excel dokumentu novcic.xls prikazan je na slici 4.1.

Usporedite svoje rezultate s navedenim grafom!

3Smatramo da se pokusi izvode nezavisno ako &injenica da se dogodio neki dogadaj prilikom
izvodenja jednog od njih ne mijenja Sanse za realizaciju bilo kojeg dogadaja drugog pokusa. Npr.
bacanje igrace kocke dva puta ¢ini dva nezavisna pokusa, ali izvladenje drugog broja u igri loto
pokus je koji nije nezavisan od izvlacenja prvog broja u toj igri.
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Bacanje nov¢ica
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Slika 4.1: Grafi¢ki prikaz relativnih frekvencija pojavljivanja pisma za 40 bacanja novéica.

Ako ste imali pravilan nov€ié¢ (tj. nov¢i¢ kod kojeg su realizacije pisma i glave
jednako moguéi ishodi), mozete uoditi dvije sli¢nosti vaseg grafa s grafom 4.4: za
velike n relativna frekvencija stabilizira se i to blizu 0.5. Uodite da je u svakom
pojedinom bacanju nov¢i¢a vjerojatnost pojavljivanja pisma ista jer bacamo isti
novéié¢ u istim uvjetima. Osim toga, tu vjerojatnost mozemo izra¢unati na temelju
pretpostavke jednako mogudéih ishoda i ona iznosi to¢no 0.5.

Ovaj primjer ilustrira zakonitost o kojoj ée biti rije¢i u poglavlju 5, a moze se sazeti

u sljede¢u formulaciju:

Ako je pokus takav da ga moZemo nezavisno ponavljati mnogo puta,
relativna frekvencija pojavljivanja dogadaja A ¢e se s poveéanjem broja
ponavljanja pokusa stabilizirati oko broja koji predstavlja vjerojatnost
pojavljivanja dogadaja A.

Primjer 4.13.  (kockica.xls)
Pokus koji mozemo nezavisno ponavljati mnogo puta je i bacanje igrace kockice. Znamo da se pri
jednom bacanju igrac¢e kockice realizira broj iz skupa {1,2,3,4,5,6} te da su, uz pretpostavku da

je kockica pravilno izradena, svi ishodi jednako mogudi, tj.

P({1}) = P({2) = P({31) = P({4) = P({5h) = P ({6}) = .

Ocekujemo da ¢e se s pove¢anjem broja bacanja igrace kockice relativne frekvencije moguéih reali-
zacija stabilizirati oko 1/6. Baza podataka kockica.xls sadrzi ishode za 100 bacanja igrace kockice
zajedno s pripadnim frekvencijama i relativnim frekvencijama. Relativne frekvencije realizacija je-
dinice i Sestice u ovisnosti o broju bacanja graficki su prikazane na slici 4.2 - vidimo da se relativne
frekvencije stabiliziraju oko 1/6 ~ 0.1667.
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Slika 4.2: Graficki prikaz relativnih frekvencija pojavljivanja 1 i 6 za 100 bacanja igrace kockice.

4.2.3 Neka svojstva vjerojatnosti

Da bismo lakse racunali vjerojatnosti dogadaja za razne podskupove konkretnog

skupa €2, u ovom poglavlju navest ¢emo osnovna svojstva vjerojatnosti.

S1. Vjerojatnost suprotnog dogadaja
Ako je A € F, tada je
P(A%) = 1 - P(A),

gdje je A°=Q\ A komplement skupa A.

Dokaz. Zahtjev V1. iz definicije vjerojatnosti glasi P(€2) = 1. Cijeli skup {2 moZzemo
prikazati kao uniju skupova A i A¢ (slika 4.3).

Slika 4.3: Dogadaj A (zeleno podrudje) i njegov komplemet A° (Zuto podrudje).

Ti skupovi nemaju zajednickih elemenata, tj. AN A¢ = (. Sada prema zahtjevu

V2. iz definicije vjerojatnosti slijedi

1= P(Q) = P(AUA®) = P(A) + P(A°) = P(A°) =1— P(A).
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S2. Vjerojatnost nemoguéeg dogadaja

P(0) =0.
Dokaz.

S obzirom da je () = Q¢, primjenom zahtjeva V1. iz definicije vjerojatnosti i pret-
hodno dokazanog svojstva S1. slijedi da je

P)y=PQ)=1-P(Q2)=0.
S3. Monotonost vjerojatnosti

Ako su A i B skupovi iz F takvi da je A C B, tada je P(A) < P(B). Osim
toga vrijedi i da je P(B\ A) = P(B) — P(A).

Dokaz. Prikazimo skup B kao uniju skupova koji nemaju zajednickih elemenata:
B=AU(B\A), An(B\ A) =0.

B=AU(B \A)

Slika 4.4: Skup B kao unija skupova A (manje zuto podrudje) i (B \ A) (zeleno
podrudje).
Sada prema zahtjevu V2. iz definicije vjerojatnosti slijedi da je
P(B)=P(AU(B\ A))=P(A)+ P(B\ A) > P(A),
jer je zbog nenegativnosti vjerojatnosti P(B \ A) > 0. Slijedi da je u tom sluc¢aju
P(B) > P(A),tj. P(A) < P(B). Primjenom istog pristupa kao u dokazu prethodne
tvrdnje takoder slijedi da je P(B) = P(AU(B\ A)) = P(A) + P(B\ A), tj.
P(B\ A) = P(B)— P(A).

(S4) Vjerojatnost unije

Ako su A, B € F proizvoljni dogadaji (koji ne moraju biti disjunktni), tada

je
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Dokaz. Sa slike 4.5 vidimo da se skup A U B moZe prikazati kao unija triju skupova

koji nemaju zajednickih elemenata.
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Slika 4.5: Skup AU B (zeleno podrudje) kao unija skupova A\ (AN B), (ANDB) i
B\ (AN B).

Dakle,
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A)=(A\(ANB))U(ANB)U(B\ (AN B)),
gdjeje ANB C Ai ANB C B. Sada prema zahtjevu V2. iz definicije vjerojatnosti
slijedi

P(AUB)=P(A\(ANB))+PANnB)+ P(B\(ANB)) =

P(A)— P(AnB)+P(ANB)+ P(B)—P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(ANn B).

Primjer 4.14. Racunalo slu¢ajno generira posljednju znamenku telefonskog broja. Skup svih
mogucih ishoda generiranja zadnje znamenke je

Q=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, k(Q) = 10.

Koristenjem svojstava S1., S2. S3. i S4. moZemo odredite vjerojatnost sljedeéih i sli¢nih dogadaja:

a) vjerojatnost da je slu¢ajno generirana znamenka jednaka 8 je
P ({8}) =1/10

b) vjerojatnost da je slu¢ajno generirana znamenka jednaka 8 ili 9 je

P({8uU{9}) =P ({8,9}) =2/10=1/5
¢) vjerojatnost da je slu¢ajno generirana znamenka neparna ili 2 je

P{1}u{3tu{sru{7tu{9tu{2}) =P ({1,2,3,5,7,9}) =6/10 =3/5
d) vjerojatnost da je slu¢ajno generirana znamenka parna ili 2 je
PH{otu{2tu{4tu{6tu{8tuU{2}) =P ({0,2,4,6,8}) =5/10=1/2

e) vjerojatnost da je slucajno generirana znamenka neparna, ali nije 3, je

P({1,5,7,9}) = P({1,3,5,7,9} \ {3}) = (5/10) — (1/10) = 4/10 = 2/5.
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4.3 Diskretna slucajna varijabla

Kao $to smo opisali u poglavlju o tipovima varijabli koje su predmet statistickog
opisivanja i istraZivanja, bitna je razlika u opisu numeric¢kih varijabli koje su dis-
kretnog tipa i onih koje su neprekidnog tipa. Te razlike vidljive su i u na¢inu koji
koristimo kada opisujemo vjerojatnosna svojstva slu¢ajnih varijabli kojima mode-
liramo varijable u istrazivanju. Mi éemo razlikovati dva tipa sluc¢ajnih varijabli:

diskretne slucajne varijable i neprekidne slu¢ajne varijable

Ako je R(X) konacan skup ili ga mozemo prikazati kao R(X) = {z; € R;i €
N} (prebrojiv skup), kazemo da je slu¢ajna varijabla X diskretna.

U tom sluaju skup svih moguéih realizacija oznacit ¢emo s R(X) = {1, 22,23, ...,2n}
ako je on konacan, odnosno, s R(X) = {1, 22, x3,...} ako je beskonacan. Vjero-
jatnosti dogadaja vezanog uz realizaciju diskretne sluc¢ajne varijable mozemo naj-
jednostavnije ra¢unati koristeéi vjerojatnosti da se dogode pojedinacne realizacije.
Zato, uz skup svih moguéih realizacija diskretne slucajne varijable X, u njezinu
opisu klju¢nu ulogu ima i pridruZeni niz pozitivnih realnih brojeva (p1, p2, ps, - - -, Pn)
(odnosno (p;,i € N), ako je R(X) beskonac¢an) kojim su zadane vjerojatnosti da se
dogode pojedinac¢ne realizacije iz R(X). Preciznije to moZzemo iskazati na sljedeci

nacin.

Neka je X diskretna sluajna varijabla s kona¢nim skupom svih moguéih
realizacija R(X) = {x1,22,23,...,2,} (odnosno prebrojivim skupom svih
moguéih realizacija R(X) = {x1,x2,3,...}). Za svaku pojedinu realizaciju

z; definiramo realan broj

Distribucija (razdioba) diskretne slu¢ajne varijable X u potpunosti je
zadana skupom P3(X) i pripadnim nizom (p;,i =1,...,n) (odnosno nizom
(pi,i € N) ako je R(X) prebrojiv skup).

Uoc¢imo da za ovako definiran niz realnih brojeva (p;,i = 1,...,n), odnosno (p;,7 €
N), moraju vrijediti sljede¢a dva bitna svojstva kako bi on definirao vjerojatnost na
R(X):

1. p; > 0 za sve pripadne z; € R(X),

z; ER(X)
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Takoder, koristenjem zahtjeva V2 iz definicije vjerojatnosti izvodimo nacin ra¢una-
nja vjerojatnosti da diskretna slu¢ajna varijabla primi vrijednosti iz nekog skupa
A CR(X). Naime, vrijedi:
P{XecA}=> p.
T, €EA

Zaista, svaki skup A C PR(X) moZemo prikazati kao uniju jednoc¢lanih podskupova
{z;} od R(X) gdje je i € 14, tj.
A= J A}
i€la

Odavde koristenjem poopéenja svojstva V2. iz definicije vjerojatnosti slijedi:

P{XEA}:P{XG U{zi}}ZZP{Xzzi}: Zpi.

1€l i€la ;€A

Koristenjem ovih rezultata, diskretna sluc¢ajna varijabla se ¢esto prikazuje pomocéu

ta dva bitna niza na sljedeéi na¢in:

X (xl To ... xn> . odnosno X ~ (ml To T3 ) ’
P1 P2 ---DPn P1 P2 P3 ---
pri ¢emu se prvom tablicom zadaje diskretna sluc¢ajna varijabla karakterizirana
kona¢nim skupom 9R(X), a drugom tablicom diskretna slu¢ajna varijabla karakte-
rizirana prebrojivim skupom R(X). Ovakvu tablicu zovemo tablica distribucije

diskretne sluc¢ajne varijable. Tablice distribucije mozemo prikazivati i u klasiénom

tabli¢nom obliku (tablica 4.5) (usporedite s tabicom iz primjera 4.12).

vrijednosti od X ‘ T ‘ To ‘ ‘ Tn

vjerojatnosti P{X = xz;} ‘ p1 ‘ p2 ‘ ‘ Pn

Tablica 4.5: Tablica distribucije diskretne slu¢ajne varijable karakterizirane kona¢nim skupom
R(X).

Distribuciju diskretne slu¢ajne varijable X mozemo slikovito prikazati stupcastim
dijagramom u kojem svaki stupi¢ odgovara jednoj vrijednosti z; koju ta slucajna
varijabla moZe poprimiti (tj. jednom elementu iz (X)), a visina stupica jednaka

je vjerojatnosti p; = P{X = z;}.

Primjer 4.15. Diskretna slucajna varijabla X koja moZe poprimiti vrijednosti 1,2,3,4,5 zadana

je tablicom distribucije 4.6.
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vrijednosti | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
vjerojatnosti | 1/5 | 1/5 | 1/10 | 1/10 | 2/5

Tablica 4.6: Tablica distribucije slu¢ajne varijable sa slikom {1,2,3,4,5}.

Stupcasti dijagram distribucije slucajne varijable zadane tablicom distribucije 4.6 prikazan je na
slici 4.6.

1/2
2/5

3/10

1/5

vjerojatnosti

1/10

0

1 2 3 4 5
realizacije slucajne varijable X

Slika 4.6: Graficki prikaz distribucije slu¢ajne varijable X zadane tablicom distribucije 4.6.

Pomoéu tablice distribucije slucajne varijable X moZemo odrediti vjerojatnosti za podskupove od
R(X). Npr.
1 3

2
P{X =5}=— = .
{ } 10 10

o PIXe{23)=P{X=2)+P{X=3}=_+

S

Primjer 4.16. Procjenjuje se uc€inak investicije na jednom podrucju izraZen u obliku dobiti,
odnosno gubitka. Neka je X diskretna slu¢ajna varijabla ¢ije su realizacije iznosi dobitka (odnosno

gubitka) u tisuéama kuna. Distribucija vjerojatnosti u¢inka investicije zadana je tablicom 4.7.

dobit (gubitak) u tisu¢ama kn | vjerojatnost

—400 0.05
—200 0.15
—100 0.3

0 0.1
100 0.3
200 0.03
300 0.04
400 0.03

Tablica 4.7: Tablica distribucije vjerojatnosti u¢inka investicije.

Prema tablici 4.7 je
R(X) = {-400, —200, —100, 0, 100, 200, 300, 400},
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a pripadne vjerojatnosti su sljedece:
P{X = —400} = 0.05, P{X = —200} = 0.15, P{X = —100} = P{X = 100} = 0.3,
P{X =0} =0.1, P{X =200} = P{X =400} = 0.03, P{X = 300} = 0.04.
Dakle, tablicom 4.7 zadana je distribucija diskretne slu¢ajne varijable X te pomoc¢u nje mozemo
odrediti vjerojatnosti sljedeé¢ih dogadaja:
Investicija rezultira gubitkom ako slu¢ajna varijabla X primi neku od vrijednosti iz skupa
{—400, —200, —100} C R(X),
pa je vjerojatnost da ¢e investicija rezultirati gubitkom
P{X € {-400,—200,—100}} = 0.05 4+ 0.15+ 0.3 = 0.5.
Investicija nece rezultirati dobitkom ako slucajna varijabla X primi neku od vrijednosti iz skupa
{—400, —200, —100,0} C R(X),
pa je vjerojatnost da investicija nece rezultirati dobitkom
P{X € {-400,—-200,—100,0}} = 0.05 4+ 0.15 4+ 0.3 + 0.1 = 0.6.
Vjerojatnost da ¢e dobit biti barem 100000, ali manje od 300000 kuna je
P{X € {100,200}} = 0.3 4+ 0.03 = 0.33.

4.4 Neprekidna slucajna varijabla

Diskretne slu¢ajne varijable posluzit ¢e kao matematicki model kojim opisujemo
diskretne numericke varijable u istrazivanju. Za modeliranje neprekidnih numerickih
varijabli u istrazivanjima trebat ¢e nam model slucajne varijable ¢iji je skup svih
mogucih realizacija J3(X) interval ili segment realnih brojeva ili je R(X) = R. Za
takve slucajne varijable bit ée karakteristi¢no da se, opéenito, njihova vjerojatnosna
svojstva ne mogu modelirati koristenjem niza vjerojatnosti pojedina¢nih realizacija
kao u diskretnom sluc¢aju. Kao $to smo veé uocili kod neprekidnih varijabli, naglasak
pri njihovu opisivanju stavljen je na interval vrijednosti koje takva varijabla prima,

a ne na pojedinacne realizacije.

Za sluéajnu varijablu X kaZemo da je neprekidna sluc¢ajna varijabla ako
postoji nenegativna realna funkcija f, definirana na skupu realnih bro-

jeva, takva da je za a,b € R (a <)) vjerojatnost
b
P{agXgb}:P{a<X§b}:/f(x)dx.

Takvu funkciju f zovemo funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable
X.

Uoc¢imo da vjerojatnost P{a < X < b} = P{a < X < b} zapravo predstavlja
povrsinu izmedu osi x i grafa funkcije f na intervalu [a, b] (slika 4.7).
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f(x)

Pla< X <b}

T
a b

Slika 4.7: Vjerojatnost kao povrsina izmedu osi z i grafa funkcije f na intervalu [a, b]

Na taj nacin lako vizualiziramo znacenje vjerojatnosti da neprekidna sluc¢ajna vari-
jabla primi vrijednost iz nekog podskupa skupa R. Dakle, prilikom racunanja vje-
rojatnosti za neprekidnu slu¢ajnu varijablu treba prvo skicirati graf njene funkcije
gustoce i koristiti ga prilikom analiziranja slu¢ajne varijable i ra¢unanja vjerojat-
nosti da ona primi vrijednost iz nekog skupa.

Neprekidna slu¢ajna varijabla zadana je ako je poznata njena funkcija gustoce. Tada

kazemo da poznajemo razdiobu ili distribuciju neprekidne sluc¢ajne varijable.

Primjer 4.17. Funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable X dana je izrazom

) —lel+1, 2 e [-1,1]
f(x)_{o Lz d[-1,1]

Graf funkcije f prikazan je slikom 4.8.

-15 -1.0 -05 05 10

Slika 4.8: Graf funkcije gustoce f.

Racunangem povrsine ispod grafa funkcije f moZemo odrediti vjerojatnost da se X realizira realnim
brojem iz nekog intervala. Na primger:
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-15-1.0-0500 05 10

(a) P{X € (0,1)} =1

-15-1.0-0500 05 10
() P{IX e (-3, D} =¢

4.5 Mjere centralne tendencije i rasprSenosti slu-
cajne varijable

Kao 8to smo kod podataka prikupljenih mjerenjem numerickih varijabli koristili
mjere centralne tendencije i raspr8enosti da bismo lakSe opisali skup podataka, tako
i kod slucajnih varijabli mozemo koristiti analogne mjere za laksi opis svojstava
slucéajnih varijabli. Medutim, teorijska analiza takvih mjera precizno definiranih na
osnovi tablice distribucije kod diskretnih, odnosno funkcije gustoé¢e kod neprekidnih,
slu¢ajnih varijabli donosi i neke njihove bitne znacajke koje se koriste u statisti¢ckom
zaklju¢ivanju. U ovom poglavlju definirat ¢emo mjere centralne tendencije i raspr-
Senosti slucajne varijable posebno za diskretne, a posebno za neprekidne sluc¢ajne

varijable.

Neka je X diskretna slué¢ajna varijabla zadana tablicom distribucije

X ~ T g ... Ty 7 odnosno X ~ T o T3 ... .
P1 P2 ... Pn P1p2p3 ...
Ako red Y |xz;|p; konvergira, moZzemo definirati ofekivanje slu¢ajne varijable
z; ER(X)
X kao realan broj
p=FEX= Z TiPi-
z; ER(X)
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Akoired >  z7p; konvergira, mozemo definirati varijancu kao realan broj
Z; EER(X)

0? = VarX = Z (z; — p)*p;.
:L’,,GfR(X)

Primjer 4.18. Promotrimo bacanje pravilno izradene igrace kockice. Znamo da ée se pri jednom
bacanju te kockice okrenuti jedan broj iz skupa {1,2,3,4,5,6}, no ne znamo tocéno koji. Kako
je kockica pravilo izradena, znamo da se svaki od brojeva iz tog skupa realizira s vjerojatnoséu
1/6. Dakle, ishod jednog bacanja ovakve kockice modeliramo diskretnom sludajnom varijablom X

s tablicom distribucije
1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 )
Ocekivange ove slucajne varijable je broj
1
EX = 6(1+2+3+4+5+6) = 3.5,
a mjezina varijanca broj
6
1
VarX = > = (k —3.5)2 ~2.92.
kz_:l i )

Neka je X neprekidna sluéajna varijabla s funkcijom gustoée f. Ako postoji
o0

[ |z| f(z) dz, onda definiramo o€ekivanje ove slucajne varijable kao realan broj
— 00

uw=FEX = /xf(x)d:r

(oo}
Ako postojii [ 2? f(z)dz, definiramo varijancu kao realan broj
— 00

0% =VarX = / (x — p)?f () dx.

Primjer 4.19. Neprekidna slucajna varjabla iz zadatka 4.1/ zadana je funkcijom gustoce

12, ze-1,1)
f(z){o Jxd[-1,1]

Izracunajmo ocekivanje i varijancu ove neprekidne slucajne varijable:

oo 1 T
E'X:/ :):f(:):)dxz/ —dx =0,
. .2

1 .2

VarX:/oO (:L‘—EX)Qf(x)d:c:/I%d:L‘:%.
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Drugi korijen iz varijance zovemo standardna devijacija slu¢ajne varijable i oz-

nacavamo ga sa o.

Ocekivanje je jedna od mjera centralne tendencije, a varijanca i standardna devi-
jacija mjere rasprSenja oko oc¢ekivanja. Tu ¢injenicu potkrijepljuju mnogi rezultati

teorije vierojatnosti, a jedan od njih je i takozvana CebiSevljeva nejednakost.

Cebisevljeva nejednakost:
Neka je X sluéajna varijabla koja ima varijancu. Neka je ¢ standardna
devijacija te sluéajne varijable, a ;1 njeno océekivanje. Tada za svaki pri-

rodan broj k vrijedi:

1

Primjenom svojstva vjerojatnosti suprotnog dogadaja slijedi da je
1
P{X — py <ka}21—ﬁ.

Interpretacije:

Vjerojatnost da se slu¢ajna varijabla realizira vrijednostima koje su od ocekivanja

u udaljene vige ili jednako ko manja je ili jednaka 1/k2.

Vjerojatnost da se slu¢ajna varijabla realizira vrijednostima koje su od oc¢ekivanja

w udaljene manje od ko veéa je od 1 — 1/k>.

Uvrstavajuéi k = 3, vidimo da realizacija slu¢ajne varijable pada u interval (pu —
30, u+30) s vjerojatnoséu veéom od 0.88 (& 0.9). Ta ¢injenica prakti¢no znaci

da barem 88% realizacija slu¢ajne varijable X padne u interval (u—3c, u+30).

Ove tvrdnje vrijede za sve sluc¢ajne varijable koje imaju varijancu pa je za ocekivati
da tako dobivena ocjena nije jako precizna, ali ona svakako svjedo¢i o standard-
noj devijaciji kao jednoj mjeri rasprsenosti realizacija sluc¢ajne varijable oko njenog

ocekivanja.

Na slikama 4.9 i 4.10 prikazana je vjerojatnost P{|X — u| < ko}zak =11k =3

za normalnu slucéajnu varijablu X s parametrima =010 = 1.
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P{X —jul <o}

xT
—0 g

Slika 4.9: Prema Cebisevljevoj nejednakosti je P{|X —pu| < o} = P{X € (u—o,u+0)} > 0.

f(x)

A

P{|X —|u| <30}

T
—30 30

Slika 4.10: Prema Cebisevljevoj nejednakosti je P{|X — u| < 36} = P{X € (u— 30, u+30)} >

©|

Medijan slucajne varijable X je realan broj m za koji vrijedi da je
1 1

Medijan je takoder jedna mjera centralne tendencije, ali ne mora nuzno biti jedins-
tven.

Primjer 4.20. Kockar sudjeluje u igri u kojoj dobiva kada se pri bacanju igrace kockice okrene
Sestica. No, odlucio je varati i u tu je svrhu nabavio nepravilno izradenu igracu kockicu za koju
je

P({k}) = % ke{1,2,3,4,5)
1 P ({6}) = 2/3. Dakle, bacanje te kockice modeliramo slucajnom varijablom X ¢&ija je distribucija
dana tablicom

(1 2 3 4 5 6
~ \1/15 1/15 1/15 1/15 1/15 2/3 |
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Uoc¢imo da je
2
P{X<6}=1 1 P{X26}:§,

pa je 6 medijan slucajne varijable X. Takoder wocimo da ova slucajna varijabla ima jedinstven

medijan.

Primjer 4.21. a) U primjeru 4.18 definirali smo diskretnu sluéajnu varijablu X kojom mo-

deliramo bacange pravilno izradene igrace kockice i ¢ija je distribucija dana tablicom

X = 1 2 3 4 5 6
“\1/61/61/61/61/61/6 )"
Uocimo da je
1 2
P{X§3}:§ i P{X23}=§
te da je
2 1
P{X§4}:§ 7 P{X24}:5,
pa slijedi da je svaki realan broj iz intervala [3,4] medijan ove slucajne varijable.

b) U primjeru 4.16 definirali smo diskretnu sluéajnu varigablu X d&ije su realizacije iznosi
dobitka, odnosno gubitka, od neke investicije izraZeni u tisu¢ama kuna i ¢ija je distribucija

dana tablicom 4.7 koju moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

_ (—400 —200 —100 0 100 200 300 400)
0.05 0.15 0.3 0.1 0.3 0.03 0.04 0.03 )
Uocimo da je
P{X <0} = P{X € {—400,-200,—100,0}} = 0.6 i P{X >0} = P{X € {0,100,200,300,400}} = 0.5,
te da je
P{X < —100} = P {X € {—400, 200, —100}} = 0.5 ¢ P{X > —100} = P{X € {—100,0,100, 200, 300, 400}} = 0.8,

pa slijedi da je svaki realan broj iz intervala [—100, 0] medijan ove slucajne varijable.

Primjer 4.22. Promotrimo normalnu slucajnu varijablu s parametrima 0 ¢ 1. Iz kalkulatora
vjerojatnosti u programskom paketu Statistica moZemo procitati da je p = EX =0, 02 = VarX =
1, o =1 i medijan = 0. Iz distribucije ove slucajne varijable slijedi:

P{X —pu| <30} =P{|X|<3}=P{-3<X<3}=P{X<3}-P{X<-3}=

3 3 -3
= / f(z)dx = / f(z)dx — / f(z) dz = 0.998650 — 0.001350 = 0.9973.
-3 —o0 —oo
Ocjena ove vjerojatnosti dobivena pomocu Cebisevljeve nejednakosti je (pogledagte sliku 4.10)
1 8
P{X —pu|<3c}=P{|X|<3}>1- 9% =~ 0.888.

Uocimo da je ocjena dobivena pomocu éebi§evljeve nejednakosti realno gruba.
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4.6 Vazni primjeri diskretnih i neprekidnih slucaj-
nih varijabli

4.6.1 Bernoullijeva sluc¢ajna varijabala

Ako varijabla koju istrazujemo moZe primiti samo dvije vrijednosti (npr. 0 ili 1),

moZemo je modelirati koristenjem Bernoullijeve slu¢ajne varijable.

Bernoullijeva slu¢ajna varijabla s parametrom p € (0,1) je svaka slucajna varijabla
koja ima tablicu distribucije sljedeé¢eg oblika:

01
X = , pe(0,1), ¢g=1-p.
qp

Parametar p € (0,1) ima znacenje vjerojatnosti da slufajna varijabla X primi vri-
jednost 1.

Primjer 4.23. Igramo kockarsku igru u kojoj ostvarujemo dobitak ako se na igracoj kocki okrene

0 1
X= <5/6 1/6)'

Dakle, realizaciju Sestice moZemo modelirati Bernoullijevom slucajnom varijablom: ako se pri

Sestica.

bacanju kockice realizira Sestica, Bernoullijeva slucajna varijabla X poprima vrijednost 1, a inace
poprima vrijednost 0. Uocite da su vjerojatnosti u tablici distribucije slucagne varijable X odredene

na temelju pretpostavke jednko moguéih ishoda.

Primjer 4.24. Izvladimo jedan proizvod iz velike posiljke u kojoj je 2% lo&ih proizvoda (oznake:

0 - log proizvod, 1 - dobar proizvod). Rezultat izvlacenja modeliramo Bernoullijevom slucajnom

X = 0 ! .
0.02 0.98

Ocekivanje Bernoulijeve sluc¢ajne varijable s parametrom p je

varijablom s tablicom distribucije

EX=1-p+0-q=p,

a varijanca

VarX = pq.
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4.6.2 Binomna slucajna varijabla

Binomna slu¢ajna varijabla vezana je uz n nezavisnih ponavljanja pokusa koji ima
samo dva moguca ishoda - uspjeh i neuspjeh (oznake: 1 - uspjeh; 0 - neuspjeh).
Pri tome se u svakom izvodenju pokusa uspjeh realizira s vjerojatnoséu p € (0,1).
Svako ponavljanje takvog pokusa opisano je Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom.
Binomna slu¢ajna varijabla s parametrima n € Nip € (0,1) (oznaka X ~ B(n,p))
broji uspjehe u tih n nezavisnih ponavljanja pokusa. Njena distribucija zadana je

sljede¢om tablicom:

Objasnjenje: pokus ¢ijim se jednim izvodenjem moZe realizirati ili uspjeh (1) ili
neuspjeh (0) ponavljamo nezavisno n puta. Zanima nas kolika je vjerojatnost da
se pojavi to¢no k uspjeha (tj. to¢no k jedinica), k = 0,1,...,n. Prema tablici

distribucije binomne slu¢ajne varijable slijedi da je

n
P{X =k} = phgk
k
jer se u n nezavisnih ponavljanja pokusa to¢no k puta (svaki puta s vjerojatnoséu
p) pojavila realizacija koju nazivamo uspjeh i to¢no (n — k) puta realizacija koju

nazivamo neuspjeh (svaki puta s vjerojatnoscu q).

Znacenje parametara binomne distribucije:
n - broj nezavisnih ponavljanja pokusa sa samo dva moguca ishoda,

p - vjerojatnost realizacije uspjeha (oznacenog brojem 1) u jednom izvodenju tog

pokusa.

Primjer 4.25. Broj realizacija Sestice pri n nezavisnih bacanja pravilno izradene igrace kockice
moZemo modelirati binomnom slucajnom varijablom X s parametrima n i@ p = 1/6. Neka je
n = 100, dakle X ~ B(100,1/6). Stupcasti dijagram koji prikazuje distribuciju (tj. vjerojatnosti
iz tablice distribucije) slucajne varijable X prikazan je slikom /.11, pri demu je u koordinatnom
sustavu na x-o0si prikazan broj bacanja kockice, a na y-osi vjerojatnost realizacije Sestice u tom

broju bacanja.
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Slika 4.11: Graf binomne distribucije s parametrima n = 100 i p = 1/6.

Nadalje, jedna realizacija slucajne varijabe Y ~ B(100,5/6) u ovom kontekstu je broj koji nam

kazZe koliko se puta Sestica nije pojavila u 100 nezavisnih bacanja ove igrace kockice. Stupcasti

dijagram koji prikazuje distribuciju slucajne varijable Y prikazan je slikom j.12.

y

o.10} A0

008 il

0.06[ 1 ..

0.04f Al

0.02} J .

__.p: | ..'-_.A X
20 40 60 80

Slika 4.12: Graf binomne distribucije s parametrima n = 100 i p = 5/6.

Ocekivanje binomne slu¢ajne varijable s parametrom p je

EX =np,

a varijanca
VarX = npq.

Primjer 4.26. Neka je X binomna slucajna varijabla s parametrima n = 10 ¢ p = 0.1, .

X ~ B(10,0.1). Prema tome olekivange, varijanca i standardna devijacija slucajne varijable X

su
EX =1, Var(X)=09, o=+0.9~0.95
Vierojatnost da realizacija slucajne varijable X padne u interval (EX — o, EX 4+ o) = (0.05,1.95)
je
P{|X —1| < 0.95} = P{X € (0.05,1.95)} = P{X = 1} = 0.38742.
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Nadalje, vjerojatnost da realizacija sluc¢ajne varijable X padne u interval (EX — 30, EX + 30) =
(—1.85,3.85) je
P{|X —1|<3-0.95} = P{X € (—1.85,3.85)} =

=P{X=0}+P{X=1}+P{X =2} + P{X =3} =

3. (10
=> < . > 0.1%0.919~* ~ 0.987205.
k=0

4.6.3 Normalna sluc¢ajna varijabala

Normalna slu¢ajna varijabla najvaznija je neprekidna sluc¢ajna varijabla. Njena
vaznost posljedica je ¢injenice da se suma mnogo nezavisnih i jednako dis-
tribuiranih sluéajnih varijabli koje imaju kona¢nu varijancu moze dobro
aproksimirati slu¢ajnom varijablom s normalnom distribucijom. Analogna
tvrdnja Cesto vrijedi i ako sve slu¢ajne varijable u sumi nisu jednako distribuirane,

a takoder i u nekim slucajevima kada nisu nezavisne.

Normalna slu¢ajna varijabla (oznaka X ~ N (u,0?)) je neprekidna slu¢ajna
varijabla za koju je R(X) = R, a funkcija gustoée vjerojatnosti definirana

je izrazom
1 _(@=w)?

e 22 | xeR,
ov2m
gdje je u bilo koji realan broj, a o > 0.

fz) =

Graf funkcije gustoée normalne slu¢ajne varijable ovisi o izboru parametara p i 2.

Na slici 4.13 prikazani su grafovi funkcije gustoée normalne distribucije za razli¢ite

vrijednosti parametara p i o2.

Slika 4.13: Graf funkcije gustoée normalne distribucije za razli¢ite p and o2.



EMPIRIJSKA DISTRIBUCIJA 79

Specijalno, ako je p = 0, 02 = 1, normalnu slu¢ajnu varijablu zovemo standardna

normalna slucajna varijabla.

Znacenje parametara normalne distribucije:
pw=FEX, o*=VarX.
Uoc¢imo:
- funkcija gustoce normalne sluc¢ajne varijable ima maksimum za x = p

- funkcija gustoc¢e normalne slu¢ajne varijable simetri¢na je u odnosu na pravac

koji prolazi maksimumom krivulje i paralelan je y osi

- standardna devijacija je pozitivan broj i ona odreduje koliko je funkcija gustoce

"Siroka".

Postupak standardizacije.

Neka je X normalna sludajna varijabla X ~ N(u,0?). Tada je sluéajna

varijabla
_X-p
Y

Z

standardna normalna sluéajna varijabla (tj. normalna slu¢ajna varijabla

s o¢ekivanjem 0 i varijancom 1).

Primjer 4.27. Pokazite da za X ~ N (u,02) vrijede sljedece tvrdnje:

- Vjerojatnost da realizacija od X padne u interval [ — o, u + o] iznosi 0.68.

- Vjerojatnost da realizacija od X padne u interval [ — 20, 4 + 20] iznosi 0.95.

- Vjerojatnost da realizacija od X padne u interval [p — 30, u + 30] iznosi 0.9972.

(Koristite postupak standardizacije i neki kalkulator povrsine ispod grafa funkcije gustoce stan-
dardne normalne slucajne varijable, npr. kalkulator vjerojatnosti iz programskog paketa Statis-
tica.)

4.7 Empirijska distribucija

Pretpostavimo da u statistickom ispitivanju biljezimo realizacije jedne diskretne
numericke varijable u M promatranja. Uvjereni smo da svi ti podaci predstavljaju

nezavisne realizacije iste diskretne sluc¢ajne varijable X. Za sada pretpostavljamo
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da ta diskretna slu¢ajna varijabla X moZe primiti samo kona¢no mnogo vrijednosti

Z1,...,%n. Tada je X zadana tablicom distribucije
X ~ 1 X2 ... Ty ,
P1 P2 ---DPn
ali pripadni niz vjerojatnosti p;, ¢ = 1,...,n, ne znamo i Zelimo ga odrediti na

temelju prikupljenih podataka. U tu svrhu prisjetit ¢emo se statisticke interpre-
tacije vjerojatnosti po kojoj se relativna frekvencija pojavljivanja realizacije z; u
prikupljenim podacima moze dovesti u vezu s p; ako je broj mjerenja dovoljno velik.
Empirijska distribucija diskretne sluc¢ajne varijable X koristi upravo ovu logiku
i definira p; to¢no kao relativnu frekvenciju pojavljivanja x; u M ponavljanja mje-
renja.

Dakle, ako s f; oznacimo frekvenciju pojavljivanja realizacije x; u podacima, onda

je empirijska distribucija ove sluc¢ajne varijable zadana tablicom

r1 9 ... T
fi f2 f: 3 f1+f2+"'fn:M
MM...M

Rezultati koji su dokazani u okviru matematicke statistike pokazuju da ée empirijska
distribucija to bolje oslikavati stvarnu distribuciju slu¢ajne varijable sto je broj

promatranja (tj. izmjerenih vrijednosti varijable od interesa) ve¢i.

Primjer 4.28. U jednoj trgovini uveden je novi proizvod. Nakon nekog vremena vlasnika zanima
svida li se kupcima taj proizvod ili ne pa je provedeno ispitivanje slucajnog uzorka kupaca. Pri

tome je provedeno sljedece kodiranje odgovora:
odgovor "ne svida mi se" oznacen je s —1
odgovor "niti mi se svida niti mi se ne svida" oznacen je s 0
odgovor "svida mi se” oznaden je s 1.

BiljeZenjem odgovora na ovaj nadin, ispitivanjem 50 kupaca dobiven je niz nula, jedinica i minus
jedinica koji preglednije prikazujemo tablicom frekvencija 4.8.

Tablica 4.8: Tablica frekvencija odgovora kupaca.

Iz tablice 4.8 mozZemo odrediti empirijsku distribuciju slucajne varijable X kojom modeliramo
odgovor na postavljeno pitanje slucajno odabranog kupca. Ta sluéajna varijabla moZe primiti
vrijednosti —1,0,1, no pripadne vjerojatnosti P{X = —1}, P{X = 0} ¢« P{X = 1} nisu nam
poznate. Dakle, distribuciju slucajne varijable X ne znamo. Medutim, pomodcu tablice frekvencija

4.8 moZemo odrediti empirijsku distribuciju slucajne varijable X (tablica /.9).
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-1 0 1
0.48 0.22 0.3/~

Tablica 4.9: Empirijska distribucija sl. var. kojom modeliramo odnos kupca prema proizvodu.

Ako pretpostavimo da empirijska distribucija odgovara stvarnoj distribuciji varijable X, moZemo

donijeti npr. sljedeée zakljucke:
vjerojatnost da se slucajno odabanom kupcu iz populacije svida novi proizvod je P{X =1} = 0.3

ako u trgovinu dode 200 kupaca iz pripadne populacije, medu njima ée biti priblizno 200-0.3 = 60

kupaca kojima se ovaj proizvod svida.

Varijable o kojima Zzelimo zakljuc¢ivati ne moraju biti uvijek diskretnog tipa s ko-
na¢nim skupom vrijednosti. Da bismo bili u stanju koristiti prikupljene podatke
za aproksimativno raCunanje vjerojatnosti vezane uz sluc¢ajnu varijablu i kod osta-
lih tipova varijabli, definirat ¢éemo empirijsku distribuciju dobivenu koristenjem
podataka v1,...,v5 koji predstavljaju nezavisne realizacije sluc¢ajne varijable X.
Prije svega, uo¢imo da je broj prikupljenih podataka mjerenjem vrijednosti slu-
¢ajne varijable uvijek konac¢an. Medu izmjerenim podacima moze biti i jednakih
pa pretpostavimo da se u nizu vy, ..., vy pojavljuju razlic¢ite vrijednosti z1,...,z,
s odgovarajuéim frekvencijma fi,...f,. Na temelju dobivenih podataka mozemo
definirati empirijsku distribuciju tablicom
T1 To ... Ty

fi f2 fn ; f1+f2+"'fn:M
M M .. M

Neovisno o stvarnom tipu distribucije slu¢ajne varijable iz koje dolaze navedeni
podaci, ovako definiranu empirijsku distribuciju mozemo koristiti za aproksimativno
ra¢unanje vjerojatnosti realiziranja varijable X u nekom skupu ako je M velik broj.

Tada, npr. vrijedi:
P{X € [a,b]} = relativna frekvencija pojavljivanja realizacije iz intervala [a, b].

Treba takoder uociti da ocekivanje empirijske distribucije odgovara aritmetickoj
sredini podataka, a varijanca empirijske distribucije varijanci podataka, tj. ako

je S slucajna varijabla definirana empirijskom tablicom distribucije gore opisanih

podataka
Ty Ty ... T
S~ fi fo f: ’ it fotfn=M,
M M P M
onda je

1 1
ES = — i = Tn, VarS = — i_inzz n.
an z ar nZ(x Tn) =s

%
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Upitno je koliko je opravdano empirijsku distribuciju podataka prikupljenih na os-
novi nezavisnih realizacija slucajne varijable smatrati njezinom pravom distribu-
cijom. Kod varijabli koje su po karakteru neprekidne i Zelimo ih modelirati kao
neprekidne sluc¢ajne varijable, o¢igledno je da racunanje vjerojatnosti koristenjem
empirijske distribucije moZze biti samo aproksimacija stvarnih vjerojatnosti (vidi
definiciju neprekidne slu¢ajne varijable).

Zapravo, empirijska distribucija podataka prikupljenih na osnovi nezavisnih reali-
zacija slucajne varijable X samo je procjena za njenu stvarnu distribuciju dok su
aritmeticka sredina, varijanca, standardna devijacija i medijan tih podataka pro-
cjene za ocekivanje, varijancu, standardnu devijaciju i medijan slu¢ajne varijable,
ali to je tema sljede¢ih poglavlja.

Primjer 4.29. (gradjevina.sta)

U bazi podataka gradjevina.sta u varijabli placa2009 nalaze se iznosi u eurima prosjecnih mjesec-
nih plaéa zaposlenika u 2009. godini za 100 gradevinskih poduzeéa srednje veli¢ine u nekoj zemlyji.
Prirodno je tu varijablu modelirati neprekidnom slucajnom varijablom X koja prima vrijednosti iz
intervala [0, z], gdje je x broj koji je veéi ili jednak najvisoj ikad zabiljeZenoj plaéi u gradevinskom
poduzeéu srednje velicine u toj zemlji. Za racunanje vjerojatnosti vezanih uz realizacije slucajne
varijable X trebali bismo poznavati njezinu distribuciju, tj. funkciju gustoée vjerojatnosti. To
ovdje, kao i u vecini prakticnih problema, nije slucaj. Medutim, raspolaZemo sa 100 izmjere-
nih vrijednosti (realizacija) neprekidne slucajne varijable X. Iz tih realizacija moZemo odrediti

empirisku distribuciju od X (odredujemo ju iz tablice relativnih frekvencija):

121 ... 479 ... 1559

1/100 ... 2/100 ... 1/100 |
Uz pretpostavku da empirijska distribucija zadana gornjom tablicom dobro aproksimira stvarnu
(nepoznatu) distribuciju neprekidne slucajne varijable X, mozZemo ju iskoristiti za odredivange
pribliznih vrijednosti vjerojatnosti vezanih wuz realizacije od X. Tako je npr. vjerojatnost da

je prosjeéna myjesecna placa u slucajno odabranom gradevinskom poduzeéu srednje veli¢ine u toj

zemlji veca od 500 eura priblizno jednaka 0.66, tj.
P{X > 500} ~ 0.66,

dok je vjerojatnost da je prosjecna mjesecna placa barem 300 eura, ali manja od 500 eura pribliZno
jednaka 0.32, tj.
P{300 < X < 500} ~ 0.32.

Ocekivange od X procjenjujemo aritmetickom sredinom 100 dostupnih realizacija, tj. brojem
Tn = 600.13,
a standardnu devijaciju procjenjujemo standardnom devijacijom tih podataka, tj. brojem

sn = 194.63.
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4.8 Zadaci

Zadatak 4.1. Ako imamo jako preciznu vagu i mjerimo neto masu Seéera koji je pakiran u
vrecice deklarirane mase 1 kg, ho¢emo li dobiti to¢no 1 kg? Ako uzmemo drugo pakiranje istog
tipa, koliko vam se €ini izvjesno da ¢ée neto tezina biti ista kao u prethodno vaganom pakiranju?
Ocekujete li velika odstupanja? Ako neto masu Secera u toj seriji pakiranja modeliramo slu¢ajnom
varijablom X, koji biste skup svih mogucih realizacija Vi definirali za tu slu¢ajnu varijablu?

Zadatak 4.2. Iz sveznja koji se sastoji od 32 karte izvla¢imo dvije karte za redom. Kolika je
vjerojatnost da su obje izvucene karte asovi?

Rjesenje. Buduéi da iz sveznja izvlacimo dvije karte jednu za drugom, skup ) ovdje se sastoji od
svith parova razlicitih karata iz sveZnja. Zanima nas koliko elemenata ima skup Q. Odgovor nam
daje sljedece razmatranje:

- sveZanj se sastoji od 32 karte i prva izvuéena karta (koja se nakon izvladenja ne vraéa u svezanj)
moZe biti bilo koja karta iz sveinja

- prou izvucenu kartu moZemo spariti sa svakom od preostale 31 karte u sveinju
- takvih parova karata ima 32 - 31 =992, tj. k(Q) = 992.

Na slican nacin odredujemo broj elemenata skupa A koji se sastoji od svih parova razliditih asova.
Buduéi da u sveZnju ima Jetiri razlidita asa, za svakog prvog izvudenog asa drugog asa biramo od
preostala tri asa pa takvih parova ima 4 -3 =12, tj. k(A) = 12. Prema tome vrijedi:

kA 123
PA) = 10 = o0 = 35"

Zadatak 4.3. Pravilno izradena igra¢a kockica baca se dva puta. Zanimaju nas vjerojatnosti
sljedeé¢ih dogadaja:

a) A - pali su jednaki brojevi

b) B - suma brojeva koji su pali je 8

¢) C - produkt brojeva koji su pali je 8.

Rjesenje.
a) A={(i,5) €Q:i=3}, P(A)=6/36=1/6
b) B={(i,j)€Q:i+j=8}, P(B)=5/36
c) C={(,j)e:i-5=8}, P(C)=2/36=1/18.

Zadatak 4.4. U kutiji se nalazi 100 papiri¢a numeriranih brojevima 1,2, ...,100. Realizacija slu-
Cajne varijable X je broj na jednom slu¢ajno izvu¢enom papiri¢u. Odredite vjerojatnosti sljedec¢ih
dogadaja:

a) A - izvuleni je broj jednoznamenkast
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b) B - izvuéeni je broj dvoznamenkast
¢) C - izvudeni je broj manji ili jednak 57

d) D - izvuceni je broj strogo veéi od 57.

Rjesenje.
a) A={1,...,9}, P(A) =9/100
b) B ={10,...,99}, P(B) =9/10
¢) C={1,...,57}, P(C)=57/100
d) D= {58,...,100}, P(D) =1 — (57/100) = 43/100.

Zadatak 4.5. Ako ispunite listi¢ s 12 kombinacija u igri LOTO 6 od 45, kolika je vjerojatnost
da osvojite dobitak na pogodenih svih Sest brojeva, a kolika je vjerojatnost da osvojite dobitak na

pet pogodenih brojeva?

Zadatak 4.6. Pravilno izradena igra¢a kockica baca se dva puta. Zanimaju nas vjerojatnosti
sljede¢ih dogadaja:

a) A - barem se jednom okrenuo broj 2

b) B - suma brojeva koji su pali je 7

¢) C - produkt brojeva koji su pali je 4.

Zadatak 4.7. Na raspolaganju nam je kutija u kojoj se nalazi 150 papiri¢a numeriranih broje-
vima 1,2,...,150. Realizacija slucajne varijable je broj na jednom sluc¢ajno izvucenom papiri¢u.
Odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A - izvuleni je broj djeljiv s tri
b) B - izvuleni je broj troznamenkast
¢) C - izvuleni je broj manji ili jednak od 99

d) D - izvuleni je broj strogo veci od 99.

Zadatak 4.8. Iz sveznja od 52 karte na slucajan nac¢in biramo 5 karata. Izracunajte vjerojatnost
da su izvucene to¢no tri dame ili to¢no dva asa.

Zadatak 4.9. Izmedu 100 istovrsnih objekata oznacenih razli¢itim brojevima od 1 do 100, na

slucajan nacin izabiremo jedan objekt. Odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:
a) izabran je objekt oznaden brojem veéim ili jednakom 30 (Rjesenje: 71/100)

b) izabran je objekt oznacen brojem veéim od 30 ili manjim od 10 (RjeSenje: 79/100)
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¢) izabran je objekt oznacen parnim brojem (Rjesenje: 1/2)

d) izabran je objekt oznafen parnim brojem ili brojem veéim od 30 (Rjesenje: 17/20)

e) izabran je objekt oznagen brojem ¢ija je zadnja znamenka 8 (Rjesenje: 1/10)

f) izabran je objekt oznalen brojem ¢ija zadnja znamenka nije 8 (Rjesenje: 9/10)

g) izabran je objekt oznafen parnim brojem ¢ija zadnja znamenka nije 8 (Rjesenje: 41/100).

Zadatak 4.10. Pretpostavimo da jednom bacamo pravilno izraden nov¢ié:

- ako pri bacanju nov¢ié¢ padne na glavu (G), tada jednom gadamo metu jednostavnog karak-
tera (Sto znadi da su jedine moguce realizacije gadanja mete promasaj (0) ili pogodak(1))

- ako pri bacanju nov¢i¢ padne na pismo (P), tada jednom bacamo pravilno izradenu igra¢u

kockicu.

Odredite skup elementarnih dogadaja tog slu¢ajnog pokusa te koristenjem elementarnih dogadaja
odredite sljedece dogadaje:

a) A - pismo je palo to¢no jednom
b) B - glava je pala to¢no jednom.
Primjenom skupovne operacije prikazite dogadaj A pomoc¢u dogadaja B. Ako je zadana vjerojat-

nost dogadaja A, tj. ako je P(A) = 0.5, odredite vjerojatnost dogadaja B.

Zadatak 4.11. Diskretna slucajna varijabla koja moze primiti vrijednosti 2, 3,8 i 10 zadana je
tablicom distribucije 4.10.

vrijednosti | 2 | 3 | 8 [ 10
vjerojatnosti | 0.15 | 0.10 | 0.25 | 0.5

Tablica 4.10: Tablica distribucije slu¢ajne varijable sa slikom {2, 3, 8,10}.

Odredite vjerojatnost da ova slu¢ajna varijabla primi vrijednosti manje ili jednake 8.

Rjesenje. Vjerojatnost da ova slucajna varijabla primi vrijednosti manje ili jednake 8 je

P{X <8 =P{X €{2,38}}=P{X=2}+P{X=3}+P{X =8}=0.5.

Zadatak 4.12. Promotrimo tablicu 4.11.

vrijednosti ‘ 2 ‘ 3
vjerojatnosti | 0.15 | 0 | 0.21 | 0.2

Tablica 4.11: Tablica kojom nije zadana distribucija slu¢ajne varijable sa slikom {2, 3, 8,10}.

Moze 1i ovom tablicom biti zadana distribucija jedne sluc¢ajne varijable?
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Rjesenje. Zanima nas je li ovom tablicom zadana distribucija slucajne varijable X sa slikom
R(X) ={2,3,8,10}. Vidimo da su brojevi u drugom retku tablice nenegativni (tj. > 0) i mangi od
jedan, ali v sumi daju 0.56 Sto nije u skladu s drugim navedenim svojstvom distribucije diskretne
slucagne varijable. Dakle, konadan niz brojeva 0.15,0,0.21,0.2 ne definira vjerojatnost na skupu

{2,3,8,10}.

Zadatak 4.13. Funkcija gustoc¢e neprekidne slucajne varijable X dana je izrazom
z|,ze|-1,1
foy = [l w1
0,z ¢ [_17 1]
Graf funkcije gustoée prikazan je slikom 4.14. Odredite vjerojatnosti P{X € (0,1)}, P{X €

(-1,-1/2)} i P{X € (-1/2,1)}. y

X
-15 -10 -05 05 10

Slika 4.14: Graf funkcije gustoce slucajne varijable iz zadatka 4.13.

Rjesenje. Analognim postupkom kao u primjeru 4.17 moZemo odrediti vjerojatnost da se X reali-

zira realnim brojem iz nekog intervala realnih brojeva.

-15-10-0500 05 10 ~15-10-0500 05 10

(a) P{X € (0,1)} =1 (b) P{X e (-1,-1/2)} =2

-15-1.0-0500 05 10
(¢) PIX € (-1/2,1)} = §
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Zadatak 4.14. Funkcija gustocée neprekidne slu¢ajne varijable dana je izrazom

(12, ze[-1,1)
f(x)_{o Jxd[-1,1]

: I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

1

Slika 4.15: Graf funkcije gustoce slucajne varijable iz zadatka 4.14.

Odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:
a) P{X € (0,1)} (Rjesenje: 1/2),
b) P{X € (—1,—1/2)} (RjeSenje: 1/4),
c) P{X € (-1/2,1)} (Rjesenje: 3/4),
d) P{X € (—3/2,1/2)} (RjeSenje: 3/4),
e) P{X € (-2,2)} (Rjesenje: 1).

Zadatak 4.15. Pokrenite programski paket Statistica te izaberite:

Statistics —  Probability Calculator* —  Distributions.

Pogledajte grafove nekih funkcija gustoc¢a vjerojatnosti koje se koriste u primjenama. Diskutirajte
o razlikama u grafovima. Odaberite jednu slu¢ajnu varijablu koja prima brojeve bliske nuli s

velikom vjerojatnoséu.

Zadatak 4.16. U programskom paketu Statistica pod opcijom Distributions u kalkulatoru vje-
rojatnosti (probability calculator) proucite grafove funkcija gusto¢a normalne slu¢ajne varijable.
Uocite da se u izborniku nalaze i imana drugih neprekidnih slu¢ajnih varijabli koje nismo spo-
minjali. Potrazite u dodatnoj literaturi opis Studentove, Fisherove, eksponencijalne i x? slu¢ajne
varijable i za svaku od njih, koristenjem programskog paketa Statistica, odredite P{X < —1},
P{X <1}, P{X > 1} i P{0 < X < 1}. Pri tome koristite vrijednosti parametara koji su zadani

u programskom paketu.

4kalkulator vjerojatnosti
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Rjesenje.

1. Normalna distribucija s parametrima p =0 i 0 =1 (mean=0, st.dev.=1):

.3
0.2 0.2
0.1 0.1

-4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 1 2 3
(a) P{X < -1} (b) P{X <1}
3
02 02
0.1 0.1
-4 -3 -2 -1 -4 -3 -2 -1 1 2 3
(c) P{X > 1} (d) P{0< X <1}

Slika 4.16: Normalna distribucija - geometrijski prikaz vjerojatnosti.

P{X < -1} = / f(z) dz = 0.158655
—o0
1
P{X <1} = / f(z) do = 0.841345
—o0
1
P{X >1} = 1- / fz)dz =1 —0.841345 = 0.158655
— 00
1
P0<X<1} = / f(z) de — / f(z) de = 0.841345 — 0.341345 = 0.341345.

— o0 — 00
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2. Studentova distribucija s jednim stupnjem slobode (df=1):

<
<

-4 -3 -2 -1 1 2 3 3
(a) P{X < -1}
y
X X
-4 -3 -2 -1 1 2 3 -4 -3 -2 -1 1 2 3

(c) P{X =1} (d) PlO<X <1}

Slika 4.17: Studentova distribucija - geometrijski prikaz vjerojatnosti.

P{X < -1} = / f(z)dz =0.25
1
P{X <1} = / f(z)dz =0.75
1
P{X >1} = 1- / f(z)dr =1—0.75=0.25
1 0
PlO<X <1} = / f(z)dz — / f(z)dz = 0.75 — 0.25 = 0.25.

—o0 —o0
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8. Fisherova distribucija sa stupnjevima slobode m = 10 ¢ n = 10 (df1=10, df2=10):

y y
06 06
0.4 0.4
02 02
1 1 2 3 X 1 1 2 3 X
(a) P{X <1} = P{0< X <1} (b) P{X >1}

Slika 4.18: Fisherova distribucija - geometrijski prikaz vjerojatnosti.

-1
PIX<-1} = /f(ac)dz:O

1
PIX <1} - /f(ac)dz—05

1

P{X > 1} - 1—/f(x)dx:1—0.5:0.5

1 0
PlO0<X <1} = /f(m)dz—/f(a:)d:c:O.5—0:0.5.

4. Eksponencijalna distribucija s parametrom XA = 1:

y y
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2

X X
-1 1 2 3 -1 1 2 3
(a) P{X <1} =P{0< X <1} (b) P{X >1}

Slika 4.19: Eksponencijalna distribucija - geometrijski prikaz vjerojatnosti.
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1
PIX<-1} = / F(z)da =0

1
PIX <1} - / () dz = 0.632121

1

P{X > 1} - / F(z) do = 1 — 0.632121 — 0.367879

1 0
P{o<X <1} = / f(z)dx — / f(z)dx =0.632121 — 0 = 0.632121.

5. x? distribucija s 3 stupnja slobode (df=3):

y y
0.20 0.20
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
-1 123456789 X -1 123456789
() P{X <1} = P{0< X <1} (b) P{X > 1}

Slika 4.20: x?2 distribucija - geometrijski prikaz vjerojatnosti.

PIX<-1} = / F(x)da = 0
1
PIX <1} _ / () dz = 0.198748

1

P{X > 1} - 1- / F(z) do = 1 — 0.198748 = 0.801252
1 0
PlO<X <1} = / F(z) do — / F(z) da = 0.198748 — 0 = 0.198748.

—o0 —o0
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Uocéavamo da je kod normalne distribucije s parametrima 0 ¢ 1 i Studentove distribucije s pa-
rametrom df = 1 (tj. s jednim stupnjeva slobode) P{X < —1} = P{X > 1}, sto ukazuje
na simetricnost tih distribucija. Buduéi da je kod Fisherove, eksponencijalne i x2 distribucije
P{X < -1} = P{X <0} =0, zakljucujemo da su te tri distribucije nenegativne, tj. da slucajne

varijable s tim distribucijama ne poprimaju negativne vrijednosti.

Uocimo slicnost grafa funkcija gustoéa normalne distribucije s parametrima 0 i 1 1 Studentove
distribucije. Graf funkcije gustoée Studentove distribucije s poveéanjem vrijednoste parametra
df (4. s poveéanjem broja stupnjeva slobode) sve vise nalikuje grafu funkcije gustoée normalne
distribucije s parametrima 0 i 1. Sto je broj stupnjeva slobode veci, to je vjerojatnost da slucajna
vargjabla sa Studentovom distribucijom poprimi vrijednosti iz nekog intervala realnih brojeva bliza
vjerojatnosti da slucajna varijabla s normalnom distribucijom poprimi vrijednosti iz tog istog

intervala.

Kada vrijednost parametra mean normalne distribucije nije 0 nego npr. 1, uodimo da je P{X <
—1} = 0.022750, a P{X > 1} = 0.5. No u ovom je slucaju P{X < 1} = P{X > 1} = 0.5 ¢
takoder P{X < 0} = P{X > 2} = 0.158655. Zakljucujemo da je normalna distribucija simetricna

s obzirom na vrijednost parametra mean.

Zadatak 4.17. Po uzoru na primjer 4.37 odredite ocekivanje, varijancu, standardnu devijaciju
i medijan diskretnih slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo diskretne numeric¢ke varijable iz pri-
mjera poglavlja 4.3 (pretpostavite da se stvarna i empirijska distribucija tih slu¢ajnih varijabli
podudaraju). Za svaku od promatranih sluc¢ajnih varijabli odredite P{|X — p| < 30} koristenjem
distribucije te dobiveni rezultat usporedite s ocjenom vjerojatnosti dobivenom pomocu Cebisev-

ljeve nejednakosti.

Zadatak 4.18. Neka je distribucija slucajne varijable X dana tablicom:

-3 -2-14 5 6
X = ( 11 1 1 1 5 >
6 6 12 12 12 12
a) Odredite vjerojatnost skupova: {X < 0}, {X = -3}, {X =0}, {X > 6}, {X > 5}.

b) Odredite njeno oéekivanje, varijancu i standardnu devijaciju.

c) Odredite P{|X — u| < 20}, gdje je u oéekivanje a o2 varijanaca.

Zadatak 4.19. Poznato je da je u velikom skladistu trgovine informati¢kom opremom vjerojatnost
pojavljivanja prijenosnog racunala s greSkom nastalom u proizvodnji jednaka 0.02. Pretpostavimo

da iz tog skladiSta biramo 10 prijenosnih rac¢unala. Odredite sljedeée vjerojatnosti:
a) vjerojatnost da je tono 5 prijenosnih ra¢unala s greskom (Rjesenje: 7.28922-1077)
b) vjerojatnost da su s greskom najvise 3 prijenosna rac¢unala (Rjesenje: 0.999969)

c) vjerojatnost da je s greskom barem 6 prijenosnih racunala (Rjesenje: 1.25423 - 1078).
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Zadatak 4.20. Jedno je istrazivanje pokazalo da se 5% Amerikanaca boje biti sami u kuéi tijekom
noc¢i. Ako na reprezentativan nafin odaberemo uzorak od 20 Amerikanaca, odredite sljedece
vjerojatnosti:

a) ima to¢no pet ljudi u uzorku koji se boje biti sami no¢u (RjeSenje: 0.00224465)

b) ima najviSe tri osobe u uzorku koje se boje biti same noéu (Rjesenje: 0.984098)

¢) ima barem tri osobe u uzorku koje se boje biti sami noc¢u (Rjesenje: 0.0754837).

Zadatak 4.21. Racunovodstvena sluzba nekog poduzeéa utvrdila je da 40% kupaca ne placa
racune na vrijeme. Iz skupa svih kupaca koji su nesto kupili od tog poduzec¢a na slu¢ajan naéin

odabire se 6 kupaca.

a) Kolika je vjerojatnost da su svi odabrani kupci podmirili ra¢une na vrijeme?
(Rjesenje: 0.046656)

b) Kolika je vjerojatnost da je preko 3/4 odabranih kupaca podmirilo ra¢une?
(Rjesenje: 0.23328)

¢) Kolika je vjerojatnost da 50% odabranih kupaca nije platilo ra¢une na vrijeme?
(Rjesenje: 0.27648)

Zadatak 4.22. Vjerojatnost da izvjestaj o povratu poreza neke osobe bude ponovo pregledan
iznosi 1.5% za prihod manji od 100000 dolara, a 3% ako je prihod jednak 100000 dolara i veéi
(izvor: Statistical Abstract of the USA, 1998).

a) Kolika je vjerojatnost da poreznom obvezniku, ¢iji je prihod manji od 100000 $, porezna
kartica bude ponovno pregledana, a kolika za onoga ¢iji je prihod jednak ili veéi od 100000 $?
(Rjesenje: 0.015, 0.03.)

b) Ako se odabere pet poreznih obveznika s prihodom manjim od 100000 $, kolika je vjerojat-
nost da ¢e biti pregledana samo jedna porezna prijava, a kolika da ¢e ih biti pregledano vise
od jedne? (Rjesenje: 0.0706002, 0.00218326.)

¢) Isto izradunajte za pet poreznih obveznika s prihodom veéim od 100000 $.
(Rjesenje: 0.132794, 0.00847205.)

d) Koje ste pretpostavke morali postaviti da biste rijesili prethodne zadatke upotrebom bi-
nomne distribucije? (RjeSenje: pretpostavljamo da se radi o malom uzorku (pet osoba)
iz velike populacije, §to aproksimativno odgovara modelu u kojem pet puta nezavisno po-
navljamo isti Bernoullijev pokus. Ta pretpostavka ovdje omogucéuje upotrebu binomne

distribucije.)

Zadatak 4.23. U posiljci od 100 ¢okolada iz neke tvornice nalazi se samo 5% &Cokolada s ljes-

njacima, a sve su ostale obi¢ne mlije¢ne Cokolade. Pretpostavimo da Zelimo kuSati ¢okoladu s

ljesnjacima:

- prvo na slu¢ajan nacin iz posiljke odaberemo jednu ¢okoladu i bez obzira na to je li sa ljesnjacima
ili ne, pojedemo ju

- nakon toga od preostalih ¢okolada u posiljci odaberemo jos jednu ¢okoladu.
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Kolika je vjerojatnost da je druga odabrana ¢okolada s ljeSnjacima, ako znamo da je:
a) prva odabrana ¢okolada bila obi¢na mlije¢na ¢okolada

b) prva odabrana ¢okolada bila ¢okolada s ljeSnjacima.

Zadatak 4.24. Neka je Z standardna normalna slucajna varijabla, tj Z ~ A(0,1). Odredite
sljedecée vjerojatnosti:

a) P{-0.5 < Z < 1.1} (Rjesenje: 0.555796)

b) P{-0.38 < Z < 1.72} (RjeSenje: 0.605311)
c) P{Z > 1.6} (Rjesenje: 0.054799)
)

d) P{Z < —1.8} (Rjesenje: 0.035930).

Zadatak 4.25. Prinos usjeva odredenog gospodarstva mjeri se koli¢inom proizvoda koji se pro-
izvede po hektaru. Poznato je da se normalna slu¢ajna varijabla moze upotrijebiti za opis prinosa
kroz vrijeme (izvor: American Journal of Agricultural Economics, 1999). Povijesni podaci poka-
zuju da prinos pamuka za idué¢u godinu moze biti opisan normalnom distribucijom s ocekivanjem
1500 funti po hektaru i standardnom devijacijom 250. Poljoprivredno gospodarstvo koje proma-
tramo bit ¢e profitabilno ako proizvede barem 1600 funti po hektru.

a) Kolika je vjerojatnost da ¢e to gospodarstvo izgubiti novac sljedec¢e godine?

(Rjesenje: 0.655422.)

b) Kolika je vjerojatnost da sljedece godine prinos padne unutar dvije standardne devijacije
oko 15007 (Rjesenje: 0.9545.)

Zadatak 4.26. Koli¢ina novca koji aviokompanije troSe na hranu po jednom putniku normalno
je distribuirana s ocekivanjem 64 kn i standardnom devijacijom 16. Koristenjem statisticke inter-

pretacije vjerojatnosti odgovorite na pitanja:
a) Koliki postotak aviokompanija trosi vise od 100 kn po putniku? (RjeSenje: 0.012224.)

b) Koliki postotak aviokompanija trosi izmedu 48 i 80 kn po putniku? (RjeSenje: 0.68269.)

Zadatak 4.27. Dnevna zarada nekog kafica moZe se opisati slu¢ajnom varijablom koja ima nor-
malnu distribuciju s oéekivanjem 2000 i standardnom devijacijom 250. KoriStenjem programskog
paketa Statistica odredite vjerojatnost da dnevna zarada tog kafi¢a padne unutar dvije standardne

devijacije oko oéekivanja, tj. u interval (u — 20, u + 20)?

Zadatak 4.28. Odredite vjerojatnosti skupova {X < 1}, {X > 5}, {1 < X < 3}, ako je X

normalna slucajna varijabla s o¢ekivanjem 2 i varijancom 4.



ZADACI 95

Zadatak 4.29.  (kafic.sta)
Broj gostiju koji dnevno dolaze na kavu u jedan kafi¢ nalazi se u bazi podataka kafic.sta.

a) Kojim tipom slucajne varijable mozemo modelirati broj gostiju koji dnevno dolaze na kavu

u promatrani kafi¢? Odredite njezinu empirijsku distribuciju.

b) Pretpostavimo da empirijska distribucija odgovara stvarnoj distribuciji te slu¢ajne varijable.
Tada moZemo odrediti vjerojatnosti vezane uz broj gostiju, §to vlasniku kafi¢éa moZe pomoci
pri donosenju poslovnih odluka. Na primjer, pretpostavimo da je prije biljezenja broja
gostiju vlasnik odlu¢io da ¢e zaposliti jos jednog konobara ako vjerojatnost da ¢e dnevno biti
vige od 55 gostiju iznosi vise od 0.5. Pomoc¢u empirijske distribucije odredite tu vjerojatnost

¢) Pomocu empirijske distribucije (koja prema pretpostavci odgovara teorijskoj diistribuciji)

odredite vjerojatnost da ¢e u jednom danu kafi¢ posjetiti izmedu 50 i 54 gosta.
Rjesenje.

a) Empirijska distribucija diskretne slucajne varijable kojom modeliramo broj gostiju koji u
jednom danu posjete promatrani kafi¢ dana je tablicom 4.12.

45 46 ... 67
0.057 0.0143 ... 0.0143 |’
Tablica 4.12: Empirijska distribucija varijable broj-gostiju.

b) P{X > 56} = 0.53, pa vlasnik kafica ima osnovu zaposliti jos jednog konobara.
¢) P{50 < X < 54} = 0.086.

Zadatak 4.30.  (zdravlje.sta)

Varijabla zdravlje baze podataka zdravlje.sta (baza podataka opisana je u primjeru 2.4) sadrzi
subjektivne ocjene u standardnoj skali od jedan do pet osobnog zdravstvenog stanja za svakog
ispitanika. Subjektivnu ocjenu zdravstvenog stanja mozemo modelirati slu¢ajnom varijablom X

koja moZe primati vrijednosti iz skupa {1,2,3,4,5}.

a) Pomocu zabiljeZenih vrijednosti varijable zdravlje odredite empirijsku distribuciju te slu-

Cajne varijable X i prikazite je stupcastim dijagramom.

b) Uz pretpostavku da empirijska distribucija odgovara stvarnoj distribuciji slu¢ajne varijable
X, odredite vjerojatnost da slu¢ajno odabrani ispitanik svoje zdravstveno stanje ocijeni
ocjenom veéom od 3. (Rjesenje: P{X > 3} = 0.4118.)

¢) Uz pretpostavku da empirijska distribucija odgovara stvarnoj distribuciji slu¢ajne varijable
X, odredite $to je vjerojatnije - da sluc¢ajno odabrani ispitanik svoje zdravlje ocijeni kao
nedovoljno (ocjena 1) ili da ga ocijeni kao izvrsno (ocjena 5)?

(Rjesenje: P{X =1} =0.0784, P{X =5} =0.1765.)

d) Oznacimo sa Z slu¢ajnu varijablu kojom modeliramo subjektivnu ocjenu zdravstvenog sta-
nja ispitanika Zenskog spola, a M slucajnu varijablu kojom modeliramo subjektivnu ocjenu
zdravstvenog stanja ispitanika muskog spola. Odredite empirijske distribucije slu¢ajnih va-
rijabli Z i M. Uz pretpostavku o jednakosti empirijskih distribucija stvarnim distribucijama
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slu¢ajnih varijabli Z i M odredite je li vjerojatnije da ocjenom izvrstan svoje zdravstveno
stanje ocijeni slu¢ajno odabrana Zena ili slu¢ajno odabrani muskarac.
(Rjesenje: P{Z =5} = 0.0909, P{M =5} =0.2.)

Zadatak 4.31. (gradjevina.sta)

Varijable zaposleni2007, zaposleni2008 i zaposleni2009 baze podataka gradjevina.sta sadrze podatke
o broju zaposlenika u 100 gradevinskih poduzeca srednje veli¢ine u jednoj tranzicijskoj zemlji u
2007., 2008. i 2009. godini. Broj zaposlenika u gradevinskim poduzeé¢ima srednje veli¢ine mo-
zemo modelirati diskretnom slucajnom varijablom X koja prima vrijednosti iz kona¢nog skupa
{0,1,...,n}, gdje je n € N. Koristeéi zabiljezeni broj zaposlenih u promatranim poduzeéima
u 2007., 2008. i 2009. godini odredite empirijske distribucije pripadnih slu¢ajnih varijabli (oz-
nacimo ih s Xo007, X2008 1 X2009). Ako pretpostavimo da dobivene empirijske distribucije od-
govaraju stvarnim distribucijama sluc¢ajnih varijabli X2007, X2008 1 X2009, tada nam one mogu
biti svojevrsni indikatori kretanja broja zaposlenih u gradevinskim poduzeé¢ima srednje veli¢ine u

promatranom trogodisnjem periodu. Rijesite sljedece zadatke:

a) Kolika je proporcija (relativna frekvencija) srednje velikih gradevinskih poduzeca s brojem
zaposlenika veéim od 50 u 2007., kolika u 2008., a kolika u 2009. godini?
(RjeSenje: proporcije su 0.83 za 2007., 0.93 za 2008. te 0.95 za 2009. godinu.)

b) Ako slu¢ajno odaberemo jedno srednje veliko gradevinsko poduzeée, kolika je vjerojatnost
da ono ima viSe od 50 zaposlenih u 2007., kolika u 2008., a kolika u 2009. godini?
(Rjeéenje: P{X2007 > 50} = 0.83, P{Xzoos > 50} = 0.93, P{X2009 > 50} = 0.95.)

c) Rijesite sljedece zadatke za slucaj da je broj zaposlenika veé¢i od 100 te za slucaj da je broj
zaposlenika veéi od 200.
(Rjesenje: P{X2007 > 100} = 0.32, P{X2008 > 100} = 0.38, P{X2009 > 100} = 0.36,
P{X2007 > 200} = 0.03, P{Xgoog > 200} = 0.04, P{Xgoog > 200} =0.03.)

Zadatak 4.32.  (komarci.sta)

Baza podataka komarci.sta sadrzi dio rezultata proucavanja komaraca u jednom moévarnom po-
druéju i detaljnije je opisana u zadatku 2.4. Varijable brojM i brojZ sadrze broj muskih i Zenskih
jedinki komaraca uhvaéenih jednom klopkom za svako od promatranih 210 mjerenja. Ako Ze-
limo broj uhvacéenih komaraca tom klopkom modelirati kao slu¢ajnu varijablu, moZemo koristiti
diskretnu slucajnu varijablu sa skupom vrijednosti {0,1,...,n}, pri ¢emu je n € N ogranicenje
klopke (tj. najveéi broj komaraca koji mogu biti ulovljeni koristenom klopkom). Slucajnu varija-
blu kojom modeliramo broj muskih jedinki komaraca oznac¢imo s M, a sluajnu varijablu kojom
modeliramo broj muskih jedinki komaraca oznac¢imo sa Z.

a) Koristeci zabiljeZeni broj muskih i Zenskih jedinki komaraca u varijablama brojM i brojZ,
odredite empirijske distrbucije slu¢ajnih varijabli M i Z te ih prikazite stupcastim dijagra-
mom.

b) Pod pretpostavkom o jednakosti empirijskih i stvarnih distribucija slu¢ajnih varijabli M i
Z odgovorite na sljedeée pitanje: §to je vjerojatnije - da je u slu¢ajno odabranom mjerenju
u klopku uhvaceno vise od 50 muskih ili vise od 50 Zenskih jedinki komaraca?

(Rjesenje: P{Z > 50} = 0.1857, P{M > 50} = 0.0381.)
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Zadatak 4.33.  (auto-centar.sta)
Broj dnevno prodanih automobila u jednom autocentru za proteklih 100 dana dan je u varijabli
automobili u bazi podataka auto-centar.sta opisanoj u primjeru 2.8.

a) Odredite empirijsku distribuciju slu¢ajne varijable kojom modeliramo broj automobila pro-

danih u jednom danu u promatranom autocentru.

b) Uz pretpostavku da empirijska distribucija odgovara stvarnoj distribuciji voditelj autocentra
moze donijeti izvjesne zakljucke o dnevoj prodaji $to mu mozZe pomoc¢i u donosenju poslovnih
odluka. U tom kontekstu odredite vjerojatnost da ¢e u jednom danu biti prodano vise od

13 automobila te vjerojatnost da ¢e biti prodano vise od 9, ali manje od 12 automobila.
Rjesenje.
a) Empirijska distribucija slucajne varijable X kojom modeliramo broj automobila prodanih u

jednom danu dana je tablicom 4.13).

9 10 11 12 13 14 15 16 17
0.07 0.15 0.08 0.11 0.12 0.09 0.11 0.13 0.14

Tablica 4.13: Empirijska distribucija varijable automobili.

b) P{X >13} =047, P{9 < X < 12} = 0.23.

Zadatak 4.34.  (prihod.sta)

Raspolazemo podacima o prihodima za 153 trgovacka poduzeéa srednje veli¢ine u jednoj zemlji.
Pretpostavimo da prihod takvih poduzeéa u promatranoj zemlji mozemo modelirati neprekidnom
slu¢ajnom varijablom koja prima vrijednosti iz kona¢nog intervala [0, r], gdje je realan broj r veci
ili jednak od ikada zabiljezenog prihoda trgovackog poduzeca srednje veli¢ine u toj zemlji.

a) Koji je najéeséi prijavljeni prihod za ispitana poduzeéa? (RjeSenje: mod je 999999.)

b) Nacrtajte stupcasti dijagram i izra¢unajte ocekivanje i standardnu devijaciju empirijske
distribucije. (RjeSenje: T, = 742398.4, s, = 525905.9.)

¢) Uz pretpostavku da empirijska distribucija dobro aproksimira stvarnu distribuciju ove ne-

prekidne slu¢ajne varijable, odredite vjerojatnost da ¢e prihod biti 1200000 i veéi te da ce
prihod biti izmedu 300000 i 700000 eura? (Rjesenje: 0.196078, 0.078432.)

Zadatak 4.35.  (poduzetnici.sta)

Raspolazemo podacima o dobi 200 poduzetnika u nekoj zemlji. Poznato je da dob poduzetnika
u toj zemlji mozemo modelirati kontunuiranom slué¢ajnom varijablom X koja prima vrijednosti
iz kona¢nog intervala [0, s, gdje je s starost najstarijeg poduzetnika u toj zemlji. Pretpostavimo
da u uvjetima ovog primjera empirijska distribucija dobro aproksimira stvarnu distribuciju ove

neprekidne sluc¢ajne varijable.
a) Odredite ofekivanje i standardnu devijaciju empirijske distribucije.
(Rjesenje: p =Ty = 42.605, s, = 8.994078.)
b) Koristenjem empirijske distribucije i statisti¢kog nac¢ina radunanja vjerojatnosti ocijenite
proporciju poduzetnika mladih od 35 godina u toj zemlji. (RjeSenje: P{X < 35} = 0.19.)
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¢) Ocijenite kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrani poduzetnik ima izmedu 46 i 60 godina.
(Rjesenje: P{46 < X < 60} = 0.275.)

Zadatak 4.36. Uz pretpostavku o dobroj aproksimiranosti stvarne distribucije empirijskom odre-
dite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju svake neprekidne slucajne varijable iz primjera
poglavlja 4.4. Za svaku od navedenih slu¢ajnih varijabli odredite P{|X — p| < 30} koristenjem
empirijske distribucije. Dobiveni rezultat usporedite s ocjenom vjerojatnosti dobivenom pomocu
Cebiéevljeve nejednakosti.

Zadatak 4.37.  (auto-centar.sta)

Varijablu automobili baze podataka auto-centar moZemo modelirati diskretnom slu¢ajnom varija-
blom koja prima vrijednosti iz kona¢nog skupa {0,1,...,n}, gdje je n € N najveci ikada prodani
broj automobila u jednom danu u promatranom autocentru. Pretpostavimo da se stvarna i empi-

rijska distribucija (tablica 4.13) ove slu¢ajne varijable podudaraju.
a) Odredite oCekivanje, varijancu, standardnu devijaciju i medijan te slu¢ajne varijable.

b) Pomoc¢u empirijske distribucije odredite vjerojatnost da ta slu¢ajna varijabla odstupa od
svog ocCekivanja za manje od tri standardne devijacije te dobiveni rezultat usporedite s
éebiéevljevorn ocjenom te vjerojatnsoti.

Rjesenje.

a) Ocekivanje, varijanca, standardna devijacija i medijan slucajne varijable kojom modeliramo broj
automobila prodanih u jednom danu dani su w tablici /.21.

Descriptive Statistics (auto-centar)
Variable Valid N| Mean | Median | Variance | Std.Dev.
automobili 100| 13,26 13,00 6,84 2,62

Slika 4.21: Numericke karakteristike slu¢ajne varijable kojom modeliramo varijablu automobili.

b) Iz empirijske distribucije 4.13 ove slucajne varijable slijedi da je
P{|X —p| <30} =P{p—30 < X < p+30c} =P{5413518 < X < 21.106482} = 1.

Ocjena ove vjerojatnosti dobivena pomocu Cebisevljeve nejednakosti je (pogledagte sliku 4.10)

1 8
P{IX —ul <30} > 1 - o = 5 ~0.888.



Poglavlje 5

Statisticko zakljucivanje —

jedna varijabla

5.1 Procjena distribucije, oc¢ekivanja i varijance

U prethodnim poglavljima naudili smo da se veli¢ine promatrane na jedinkama obu-
hvac¢enim nekim istrazivanjem nazivaju varijablama te da ih u statistici modeliramo
koristenjem slu¢ajnih varijabli. U ovom poglavlju vrijednosti varijable izmjerene na
jedinkama iz uzorka (tj. vrijednosti zabiljeZene u stupac baze podataka) smatramo
nezavisnim realizacijama sluc¢ajne varijable kojom modeliramo promatranu veli¢inu.
Slu¢ajna varijabla u potpunosti je zadana svojom distribucijom - tablicom distribu-
cije ako se radi o diskretnoj slu¢ajnoj varijabli, odnosno funkcijom gustoce vjerojat-
nosti ako se radi o neprekidnoj slu¢ajnoj varijabli. Poznavanje distribucije sluc¢ajne
varijable omoguéuje izrac¢unavanje vjerojatnosti vezanih uz njezine realizacije te iz-
ra¢unavanje njezinih numerickih karakteristika kao $to su npr. oc¢ekivanje, varijanca
i standardna devijacija. Problem se javlja u slucaju kad distribucija sluc¢ajne va-
rijable nije poznata jer tada ne moZzemo to€no izraCunati vjerojatnosti vezane uz
njezine realizacije niti mozemo izra¢unati njezino ocekivanje, varijancu i standardnu

devijaciju. Problem ovog tipa ilustriran je u primjeru 5.1.

Primjer 5.1.  (automobili.sta)

RaspolaZemo podacima o realizaciji slucajne varijable X koja opisuje potrosSnju goriva movog mo-
dela automobila pri brzini od 110 km/h na autocesti za 300 nezavisnih mjerenja. Podaci se nalaze
u bazi podataka automobili.sta. Cesto nas zanimaju odgovori na pitanja sljedeceg tipa:

Kolika je vjerojatnost da je potro$nja goriva tog modela u ovim uvjetima manja od 5.5 1%

99
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Kolika je ocekivana potrosnja goriva u ovim uvjetima?

Kolika je standardna devijacija sluéajne varijable koja opisuje potrosnju goriva u ovim uvjetima?

Kao 8to je veé¢ receno, problem pri odgovaranju na ova pitanja jest ¢injenica da
ne znamo stvarnu distribuciju slu¢ajne varijable X koja opisuje potro$nju goriva
u danim uvjetima. Ta nam distribucija treba za precizno odgovaranje na postav-
ljena pitanja. Temeljem statisticke interpretacije vjerojatnosti znamo da ima smisla
koristiti empirijsku distribuciju ovih podataka kao osnovu za ra¢unanje vjerojat-
nosti dogadaja oblika P{X € [a,b]}, a,b € R, ako imamo velik broj realizacija (t;.
mnogo izmjerenih vrijednosti potrosnje goriva u prethodnom primjeru). Sto je broj
realizacija veéi, koriStenje empirijske distribucije za ra¢unanje ovih vjerojatnosti je
opravdanije. Zato kazemo da je empirijska distribucija podataka (z1,...,2,),
koji predstavljaju nezavisne realizacije jedne slucajne varijable X, dobar
procjenitelj za distribuciju slucajne varijable X. Sto je tih podataka viSe,

empirijska distribucija bit ¢ée bliza stvarnoj distribuciji slu¢ajne varijable X.

Ako razmislimo o tipu slucajne varijable koja opisuje potro$nju goriva u gornjem
primjeru, prirodno je modelirati je kao neprekidnu slu¢ajnu varijablu. Medutim,
empirijska distribucija podataka koju koristimo kao temelj za ra¢unanje vjerojat-
nosti u upravo predlozenom postupku je diskretna. Na osnovi poznavanja svojstava
varijable koju prou¢avamo ¢esto mozemo unaprijed odrediti oblik neprekidne dis-
tribucije koju je opravdano koristiti prilikom modeliranja slu¢ajne varijable. Npr.,
veé je spomenuto da suma puno nezavisnih slu¢ajnih utjecaja na varijablu osigurava
da se slucajan karakter varijable moze opisati koriStenjem normalne distribucije s
nepoznatim ocekivanjem p i varijancom o2. U takvim slu¢ajevima za odradivanje
distribucije iz podataka mozemo koristiti pretpostavljeni tip distribucije te procije-

niti nepoznate parametre: oc¢ekivanje i varijancu.

Za procjenu ocekivanja sluéajne varijable koristimo aritmeticku sredinu
podataka (x,xs,...,2,) dobivenih mjerenjem realizacija navedene slu-

¢ajne varijable u medusobno nezavisnim ponavljanjima pokusa, tj.
1 n
i

Za procjenu varijance slu¢ajne varijable koristimo korigiranu varijancu
podataka (x1,x9,...,2,) dobivenih mjerenjem realizacija navedene slu-

¢ajne varijable u medusobno nezavisnim ponavljanjima pokusa, tj.

1 n
3721 = Z(wl - jn)Q’
i=1

n—1
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a za procjenu standardne devijacije koristimo +/s2.
Koristenjem metoda opisanih u prethodnom razmatranju mozemo doé¢i do aproksi-

mativnog odgovora na pitanja koja smo postavili u primjeru 5.1.

Primjer 5.2.  (automobili.sta)

Promotrimo podatke o potrosnji goriva iz baze podataka automobili.sta. Pretpostavimo da su iz-
mjerene vrijednosti potrosnje goriva u primjeru 5.1. realizacije neprekidne slucajne varijable X .
Pokusajmo odrediti o kojem se tipu neprekidne slucajne varijable radi tako da kategoriziramo

podatke i nacrtamo histogram frekvencija i relativnih frekvencija (slika 5.1).
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Slika 5.1: Histogram izmjerenih vrijednosti potrosnje goriva kategoriziranih u intervale duljine
0.5.

Histogram sa slike 5.1 sugerira da potrosnju goriva u danim uvjetima ima smisla modelirati kao
normalnu slucajnu varijablu. Dakle, potrebno je jo§ odrediti ocekivanje i varijancu da bi dis-
tribucija bila potpuno odredena. Stvarno ocekivanje i varijancu znamo, no obje ove numericke
karakteristike moZemo procijeniti na temelju 300 izmjerenih vrijednosti potrosnje goriva iz baze
podataka automobili.sta:

procjena ocekivanja slucajne varijable X: T3p0 = 5.12,

procjena varijance slucajne varijable X : 5%00 =0.972.

Procjene za ocekivanje i varijancu moZemo iskoristiti kao parametre normalne distribucije kojom
vrsimo modeliranje, tj. moZemo uzeti da je X ~ N(5.12,0,972). Sada, pomocéu ovako odredene
normalne distribucije, moZemo izracunati vjerojatnost da je potrosnja goriva tog modela u na-
vedenim wvjetima manja od 5.5 I. Koristenjem kalkulatora vjerojatnosti u programskom paketu
Statistica slijedi da je

P{X < 5.5} ~ 0.652.

Istu vjerojatnost mogli smo izracunati i kori§tenjem empirijske distribucije slucajne varijable X .
Tim pristupom dobivamo da je
P{X < 5.5} = 0.657.

U prethodnom primjeru dobili smo dva razli¢ita broja kao aproksimacije za P{X <

5.5}. Logi¢no je da se oni razlikuju jer su to samo procjene za stvarnu vjerojatnost
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P{X < 5.5} koristenjem razli¢itih metoda. Uoimo da se razlika u ovom primjeru
pojavljuje tek na trec¢oj decimali. Odgovor na pitanje koja metoda daje bolje rezul-
tate nije jednostavan. To je podruéje kojim se bavi matematicka statistika. U ovoj
knjizi navest ¢emo metode koje je primjereno koristiti pod zadanim pretpostavkama

bez detaljnog obrazlozenja kriterija na temelju kojih su metode odredene.

Za razumijevanje procjene potrebno je uoc€iti da broj kojim smo aproksimirali
P{X < 5.5} ne ovisi samo o primijenjenoj metodi, nego i o podacima. Ako se
promijene podaci, taj broj vise ne mora biti isti niti kod primjene iste metode. Isto
se dogada i s brojevima kojima smo aproksimirali oc¢ekivanje i varijancu. Ilustri-

rajmo tu ¢injenicu sljedeéim primjerom.

Primjer 5.3.  (automobili.sta)
Odredimo procjene za ocekivanje i standardnu devijaciju korisStenjem samo sto podataka iz baze

automobili.sta.

Ako koristimo samo prvih 100 podataka (1-100), procjena za oéekivanje je 5.17, a za standardnu

devijaciju 1.03.

Ako koristimo samo drugih 100 podataka (101-200), procjena za ocekivanje je 5.02, a za stan-
dardnu devijaciju 0.89.

Ako koristimo samo treéih 100 podataka (201-300), procjena za odekivanje je 5.15, a za stan-
dardnu devijaciju 0.10.

(Ponovite procjenu tako da samostalno izaberete 150 podataka na razlicite nacine.)

Kako interpretirati dobivene rezultate i §to nam zapravo govore izrac¢unate aprok-
simacije o stvarnim vrijednostima vjerojatnosti, o¢ekivanja i standardne devijacije,
lakSe ¢emo razumjeti nakon Sto opisemo matematicki model jednostavnog slu-
¢ajnog uzorka koji koristimo za modeliranje skupa prikupljenih podataka jedne

varijable te pojam procjenitelj.

5.1.1 Jednostavni slucajni uzorak i procjenitelj

Do sada smo naucili da varijablu koju istrazujemo modeliramo kao slu¢ajnu vari-
jablu, oznafimo je s X. Podatak x koji smo pri tome dobili mjerenjem (odnosno
nekom drugom metodom prikupljanja podataka opisanom u uvodu) jedna je reali-
zacija te sluCajne varijable. S obzirom da smo iz te varijable prikupili n podataka,
oznacili smo ih s x1,...,x,. Pri tome je svaki x; jedna realizacija slucajne va-
rijable X;, i € {1,...,n} koja je distribuirana jednako kao sluc¢ajna varijabla X.
Osim toga, postupak prikupljanja podataka mora biti takav da su mjerenja medu-

sobno nezavisna. Prema tome prirodno je izmjerene podatke z1,...,x, smatrati
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jednom realizacijom od n sluc¢ajnih varijabli X7, ..., X, koje imaju distribuciju kao
X i medusobno su nezavisne. Takav model u statistici zovemo model jednostavnog

slu¢ajnog uzorka iz distribucije koja je zadana slu¢ajnom varijablom X.

Jednostavni sluc¢ajni uzorak iz distribucije zadane slu¢ajnom varijablom
X je uredena n-torka slucajnih varijabli (Xi,...,X,) od kojih svaka ima

istu distribuciju kao X i medusobno su nezavisne.'

S obzirom da ¢emo u ovom poglavlju koristiti samo model jednostavnog sluc¢ajnog
uzorka, umjesto ovog dugackog naziva koristit éemo termin uzorak za taj model,

a realizacija uzorka za prikupljene podatke.

U trenutku kada radimo procjenu neke numericke karakteristike slucajne varijable
X, primjenjujemo zadanu formulu na jednu realizaciju uzorka (npr. formulu za
aritmeticku sredinu jedne realizacije uzorka ako procjenjujemo ocekivanje, formulu
za korigiranu varijancu realizacije uzorka ako procjenjujemo varijancu, ...). S obzi-
rom da uzorak ima slu¢ajan karakter, u ponovnom prikupljanju podataka dobivamo
neku drugu realizaciju koja rezultira drugom vrijednosti za procjenu. Samim tim
procjenu ne mozemo smatrati deterministickom, veé sluéajnom veli¢inom. Dakle,
pojedinac¢na procjena nije niSta drugo do realizacija jedne sluc¢ajne varijable, zovemo
je procjenitelj, sli¢no kao $to je jedno mjerenje samo jedna realizacija slucajne va-
rijable koja nas zanima i o kojoj nastojimo nesto zakljuciti.

5.1.2 Intervalna procjena

Tako Zelimo izvrsiti procjenu neke numericke vrijednosti jednim brojem, valja priz-
nati realnost, tj. sluéajan karakter procjenitelja te pokusati dobiti sto kvalitetniju
informaciju iz postupka procjene. U tu svrhu koristimo ¢injenicu da je procjeni-
telj slu¢ajna varijabla i vr§imo procjenu intervalom uz unaprijed izabran broj
v € (0,1) koji ¢emo zvati pouzdanost intervalne procjene.

Neka je v € (0,1) odabrani broj. Interval pouzdanosti v (pouzdani in-
terval) za procjenu neke veli¢ine (recimo ocekivanja) ustvari nije pravi
interval s granicama koje su realni brojevi. To je interval koji ima slu-

C¢ajne varijable kao granice i odreden je temeljem zahtjeva da se stvarna

IIntuitivno smatramo da su sluajne varijable nezavisne ako ¢injenica da se dogodio neki do-
gadaj prilikom realizacije nekoliko od njih ne mijenja vjerojatnost za pojavu bilo kojeg dogadaja
prilikom realizacije preostalih sluéajnih varijabli. Precizniji opis nezavisnosti sluc¢ajih varijabli

ostavljemo za Poglavlje 6.
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vrijednost veli¢ine koju procjenjujemo nalazi u takvom, slu¢ajnom, in-
tervalu s vjerojatnos$éu barem ~. Svaki puta kad primijenimo formule za
odredivanje granica intervala pouzdanosti v na podatke iz uzorka slu¢ajne
varijable, dobit éemo obic¢an interval s realnim brojevima kao granicama.
U 100y % slu€ajeva taj izraCunati interval realnih brojeva sadrzavat cée
stvarnu vrijednost veli¢ine koju procjenjujemo.

Dakle, interval pouzdanosti v takozvani je slu¢ajni interval, tj. granice su mu
slucajne varijable. Jedna realizacija intervala pouzdanosti v, odredena na osnovi
prikupljenog uzorka, obi¢an je interval realnih brojeva. Uobi¢ajeno je u praksii tu
realizaciju pouzdanog intervala takoder zvati pouzdani interval. Medutim, vazno je
znati razliku izmedu pouzdanog intervala kao slu¢ajnog intervala i njegove realizacije
- obi¢nog intervala realnih brojeva. Pri tome je vazno voditi ra¢una o interpretaciji.
Ako smo izabrali pouzdanost 95 %, kazemo da smo procijenili danu veli¢inu inter-

valom s pouzdanoséu 95 %.

5.2 Intervalna procjena ocekivanja za velike uzorke

Predmet je ovog poglavlja odredivanje intervala izabrane pouzdanosti v za ocekiva-

nje slucajne varijable iz koje smo sakupili velik uzorak.

Neka je X, aritmeticka sredina uzorka veli¢ine n iz slu¢ajne varijable X. Pretpos-
tavimo da je ocekivanje slucajne varijable X nepoznato i iznosi u, a varijanca je

2. Teorija vjerojatnosti pokazuje da aritmeticka sredina uzorka,

poznata i iznosi o
za velike uzorke, ima pribliZzno normalnu distribuciju s o¢ekivanjem g i varijancom

%2. Koristenjem postupka standardizacije odavde slijedi da slu¢ajna varijabla
X0 X0 Xo-p o
Var(X,) g

7 =

ima priblizno standardnu normalnu distribuciju. Oznaéimo sa Z sluc¢ajnu varijablu

s N(0,1) distribucijom. Neka je z, broj za koji vrijedi
PilZ] <z} =1

Uoc¢imo da vrijednost 7 pretstavljaju povrsinu ispod grafa funkcije gustocée stan-

dardne normalne distribucije nad intervalom [—z,, z,] (slika 5.2), tj.

1 [ e
Pz <5} = o= [ e ar =y,

~
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f(x)

P{|Z] 1
x
—2y Zy
Slika 5.2: Vjerojatnost P{|Z| < z,}.
Uvrstavanjem izraza 72’ = @\/ﬁ u izraz P{|Z| < z,} umjesto Z slijedi:

P{Z <z} =P{-2, <72 <z}=

X, -
:P{—z,y<ﬂ\/ﬁ<zv}:
a
— o —_ ag

P{u € {Xn — ZW%7YTL +z,y\;ﬁ}} /.

Ovo razmatranje dovodi do sljedeéeg zakljucka: ako je (z1,...,x,) realizacija uzorka

Dakle, vrijedi:

iz sluc¢ajne varijable X, T, aritmeticka sredina koju smo izracunali iz te realizacije

iy €(0,1), onda ée u priblizno 100y % slu¢ajeva interval izra¢unat po formuli

_ o _ n o
Ty, — 2y ——=, Ty + 2y——=
Tn’ Tn
T, — aritmeticka sredina uzorka

o — standardna devijacija slu¢ajne varijable X
zy — broj za koji vrijedi da je P{|Z] < z,} =~

7 — standardna normalna sluc¢ajna varijabla

sadrzavati stvarnu (nepoznatu) vrijednost ocekivanja p slu¢ajne varijable X.

U praksi najceSée ne znamo stvarnu vrijednost standardne devijacije 0. U tom

sluc¢aju za velike uzorke procjenjujemo ¢ korijenom korigirane varijance uzorka, tj.
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brojem s,, i tu procjenu koristimo za izra¢unavanje realizacije pouzdanog intervala
kojim procjenjujemo ocekivanje. Isti postupak koristit ¢emo i u nastavku, u dijelu

koji govori o testiranju statistickih hipoteza.

Primjer 5.4.  (automobili.sta)
Za izmjerene vrijednosti potrosnje goriva u wvjetima danim w primgjeru 5.1 intervalom pouzda-
nostt 95 % procijenit éemo ocekivanu potrodnju goriva. Mjere deskriptivne statistike potrebne za

racunanje jedne realizacije intervala pozdanosti 95 % su
n =300, T300 =5.12, s300 = 0.97.
Vrijednost z, za v = 0.95 odredujemo pomocu kalkulatora vjerojatnosti u Statistici:
zy = 1.959964 ~ 1.96.

Sada uwvrstavanjem slijedi:

_ 8300 0.97
- =512~ 1.96 ——— ~ 5.01023,
T /300
0.97
Tn + 2920 — 5124 1.96 o5 52207

NG

Dakle, realizacija intervala pouzdanosti 95% za izmgjerene vrijednosti varijable potrosnja je
[5.01023, 5.22977].

Realizaciju intervala pouzdanosti 95 % moZemo izracunati i u Statistici provodedi sljedeéi postupak:

Statistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive Statistics — Variables — Advanced — oznaditi
"Conf. limits for means interval" i odabrati vrijednost 95 % — Summary.

Interval pouzdanosti koji kao rjesenje daje Statistica je [5.004597,5.225560]. Razlike u rezultatima
posljedica su zaokruZivanja vrijednosti mjera deskriptivne statistike u prvom nacinu rjeSavanja.

Primjer 5.5.  (poduzetnici.sta)
Varijabla dob poduzetnika baze podataka poduzetnici.sta sadrzi dob u godinama za 200 poduzetnika
u nekoj zemlji. Procijenimo ocekivanje neprekidne slucajne varijable X kojom modeliramo dob
poduzetnika u toj zemlji intervalima pouzdanosti 95% i 97 % i usporedimo rezultate. Realizacije
intervala pouzdanosti 95% 1 97 % temeljene na godinama starosti 200 promatranih poduzetnika
jesu

Io.05 = [41.35088,43.85912], Ip.o7 = [41.21490, 43.99510).
Uoc¢imo da za ove intervale vrijedi Io.gs C Io.g97. Objasnjenje leZi u c¢injenici da za intervale
razli¢itih pouzdanosti v1 i v2 takve da je y1 < y2 (npr. y1 = 0.95, v2 = 0.97) vrijedi da je

Zyp < Zyz,

pa za istu realizaciju (z1,...,xn) slucagnog uzorka (X1,...,Xn) vrijedi

_ o _ o _ o _ o
wn*ZvlﬁwnJer%} C {xn*szﬁywnJrzwﬁ
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5.3 Intervalan procjena vjerojatnosti dogadaja za

velike uzorke

Vjerojatnost pojavljivanja nekog unaprijed izabranog dogadaja na osnovi nezavis-
nih ponavljanja istog pokusa moZe se dovesti u vezu s pojmom proporcije. To je
posljedica interpretacije vjerojatnosti kao odnosa dijela i cjeline, §to je ilustrirano

u primjeru 5.6.

Primjer 5.6. Vjerojatnost izvlacenja asa iz sveZnja karata odgovara kvocijentu broja asova u
sveznju i broja svih karata u sveZnju.

Vjerojatnost pobjede izabrane stranke na izborima odgovara kvocijentu broja osoba koje ée glasati
za tu stranku i ukupnog broja glasaca.

Vjerojatnost izbora pokvarenog proizvoda iz mekog skupa proizvoda odgovara kvocijentu broja
pokvarenih proizvoda i broja proizvoda u skupu iz kojeg biramo.

Na primjer, ako zelimo procijeniti proporciju losih proizvoda u nekoj velikoj posiljci
mozemo se zapitati: "Kolika je vjerojatnost da izvucem los proizvod iz posiljke?" Ta
vjerojatnost odgovara proporciji losih proizvoda u posiljci. Dakle, u ovom poglavlju
govorimo i o procjeni proporcije i o procjeni vjerojatnosti pojavljivanja izabranog
dogadaja prilikom nezavisnog ponavljanja istog pokusa istovremeno, tj. za oba
problema koristimo isti tip statistickog modela.

Statiticki model ¢emo opisati za problem procjene vjerojatnosti pojavljivanja iza-
branog dogadaja, a primjerima ¢emo pokazati kako se on koristi u problemu procjene
proporcije.

Model za rezultat jednog pokusa u kojem se izabrani dogadaj dogodi s vjerojatnoséu
p je Bernoullijeva slu¢ajna varijaba koja je zadana tablicom distribucije

01
Xz( ) pe(0,1), g=1-p.

q p

Pri tome 1 oznacava realizaciju "uspjeha", a 0 realizaciju "neuspjeha". Dakle,
p = P{X =1} je vjerojatnost realizacije "uspjeha".

Nezavisnim ponavljanjem pokusa n puta biljeZimo je li se realizirao "uspjeh" (1)
ili "neuspjeh" (0). Tako prikupljeni uzorak niz je jedinica i nula (ukupno n njih).
Zelimo na neki na¢in procijeniti vjerojatnost realizacije "uspjeha", tj. zelimo proci-
jeniti parametar p. Medutim, uo¢imo da je p o¢ekivanje Bernoullijeve slu¢ajne vari-

jable X (potpoglavlje 4.6.1) pa se problem procjene vjerojatnosti p svodi na problem
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procjene o¢ekivanja slu¢ajne varijable X. Ocekivanje slu¢ajne varijable procjenju-
jemo aritmetickom sredinom uzorka. S obzirom da se ovdje uzorak (z1,...,z,)
sastoji od samih nula i jedinica, aritmeticka sredina uzorka odgovara relativnoj

frekvenciji jedinica u uzorku.

Za procjenu vjerojatnosti realizacije uspjeha u Bernoullijevoj slu¢ajnoj
varijabli, na osnovi n nezavisnih ponavljanja pokusa, koristimo relativnu

frekvenciju (proporciju) uspjeha u uzorku, tj. broj

Odredivanje pouzdanog intervala za vjerojatnost p moZemo ponovo temeljiti na
¢injenici da, za velike uzorke (n > 30), aritmeti¢ka sredina uzorka ima priblizno
normalnu distribuciju s ocekivanjem koje je jednako ocCekivanju Bernoullijeve dis-
tribucije i varijanci koja je jednaka kvocijentu varijance Bernoullijeve distribucije
i veli¢ine uzorka. S obzirom da je, u ovom problemu, o¢ekivanje jednako p, a pq

(potpoglavlje 4.6.1), onda slu¢ajna varijabla

Z/:ﬁ_p\/ﬁ
VPq

ima priblizno standardnu normalnu distribuciju.
Neka je z, broj za koji vrijedi da je
P{lZ] <z} =,

gdje je Z ~ N(0,1) (slika 5.2). Uvrstavanjem izraza Z' = ’\a/;pi(’l\/ﬁ u izraz P{|Z| <

zy} = v umjesto Z i analiziranjem nejednakosti ’:’/;p%\/ﬁ < z, moZe se pokazati da

R 1Dq . /Pq
P{pE[pzw ettt n]}wv

Ovo razmatranje dovodi do sljedeceg zakljucka: ako je p relativna frekvencija jedi-

vrijedi

nica u n-dimenzionalnom uzorku iz Bernoullijeve distribucije i v € (0,1), onda ¢e u
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priblizno 100y % slucajeva interval izracunat po formuli

R [Pq . /g
p_Z’y ;ap+z"/ Z )

p — relativna frekvencija jedinice (uspjeha) u uzorku

G — relativna frekvencija nula (neuspjeha) u uzorku, g =1—p
2y — broj za koji vrijedi P{|Z| < z,} =~

7 — standardna normalna slu¢ajna varijabla

sadrzavati pravu (nepoznatu) vrijednost vjerojatnosti p. Takoder se moze pokazati

da je broj elemenata u uzorku (n) dovoljno velik za primjenu ovakvog zakljuivanja

p—3y 23/
n n

ne sadrzi ni 0 ni 1. Uo¢imo da iz ovog razmatranja mozemo odrediti veli¢inu uzorka

ako interval

koja ¢ée osigurati zadanu preciznost procjene pouzdanim intervalom, tj. zadanu

duljinu intervala.

Primjer 5.7. Jedna tvornica hrane Zeli provesti istraZivanje trzista intervjuirajucéi 1000 potrosaca
kako bi odredila koju marku pahuljica za dorucak preferiraju. Prikupljeni podaci pokazali su da
313 potrosaca odabire upravo marku tvornice koja je provela istraZivanje. Na temelju rezultata
tog istraZivanja moZemo odrediti jednu realizaciju intervala pouzdanosti 95 % kojim procjenjujemo

vjerojatnost da sluéajno odabrani potrosac preferira pahuljice tvornice koja je provela istraZivanje:

G 0.313-0.687
p— 2/ 2L = 0.313 — 1.961/ ——— 20 — 0.284,
n 1000
. ba 0.313-0.687
P4 0313+ 1,96/ =22 =220 — 342,
PEE * 1000

Dakle, realizacija intervala pouzdanosti 95 % temeljena na rezultatima istraZivanja je interval re-
alnih brojeva [0.284,0.342]. Uodimo da taj pouzdani interval moZemo interpretirati i kao pouzdansi
interval proporcije potroSaca koji preferiraju danu marku pahuljica za dorucak.

5.4 Testiranje hipoteza

Pretpostavimo da Zelimo provjeriti je li o¢ekivana vrijednost vremena ¢ekanja u redu
studentske menze u vrijeme rucka veéa od pet minuta. Naime, ako je vec¢a, onda
¢emo u vrijeme ruc¢ka pokrenuti jos jednu traku u menzi. U tu svrhu od sto sluc¢ajno

izabranih studenata koji odlaze na rucak u studentsku menzu prikupljamo podatke
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o vremenu Cekanja za vrijeme rucka. Tako dolazimo do podataka (x1,...,Z100)
koji su jedna realizacija slu¢ajnog uzorka (Xi, ..., X100) iz neke, nama nepoznate,
distribucije. Da bismo donijeli odluku o pokretanju jos jedne trake u menzi, po-
trebno je testirati hipotezu o iznosu o¢ekivanog vremena ¢ekanja u redu na temelju
prikupljenih podataka (x1,...,2100). Takvim i sli¢nim problemima bavi se teorija

testiranja statistickih hipoteza.

Za testiranje hipoteze vezane uz varijablu koja nas zanima koristimo modeliranje
varijable kao $to je opisano u prethodnim poglavljima, tj. varijable u ispitavanju
su sluc¢ajne varijable. Slu¢ajna varijabla odredena je svojom distribucijom. Kao $to
je vec receno, distribucije nam nisu u potpunosti poznate, ali smo nauéili kako mo-
zemo pribaviti neke informacije o distribuciji na osnovi teorije procjene. Hipotezu
koju zelimo testirati koristenjem statistickog testa moramo izraziti u ter-
minima hipoteze koja se odnosi na distribuciju sluc¢ajne varijable. Tako u
postupku donoSenja odluke o otvaranju nove trake u studentskoj menzi treba testi-
rati jednu hipotezu o vrijednosti oCekivanja slu¢ajne varijable koja opisuje vrijeme
¢ekanja u redu studentske menze za vrijeme rucka. Hipotezu koja je formulirana u

terminima distribucije slu¢ajne varijable zovemo statisticka hipoteza.

Postupak testiranja hipoteza uvijek poc¢inje postupkom prevodenja problema koji
nas zanima u statisticku hipotezu. Primjerice, u uvodnom primjeru u kojem go-
vorimo o moguénosti otvaranja jo$ jedne trake u studentskoj menzi, u donoSenju
odluke moze nam pomo¢i testiranje statisticke hipoteze da je oCekivanje ¢ekanja u
redu veée od pet minuta. StatistiCku hipotezu standardno oznac¢avamo s ‘H. Tes-
tirati hipotezu znaci donijeti odluku o tome hoéemo li H odbaciti ili
prihvatiti. Zbog toga Cesto govorimo o testiranju dviju hipoteza u statistickom
testu. Jednu od njih zovemo nul-hipoteza i oznacavamo s Hy, a drugu alter-
nativna hipoteza i oznacavamo s H;. Alternativna hipoteza je ona koju
prihvaéamo u sluc¢aju odbacivanja nul-hipoteze.

Statisticki test koji ¢emo koristiti za testiranje statisticke hipoteze dizajniran je tako
da koristenjem informacija iz prikupljenih podataka o realizacijama slu¢ajne varija-
ble donosimo odluku o odbacivanju nul-hipoteze u korist alternativne hipoteze
ili neodbacivanju nul-hipoteze. Uoc¢imo da nul-hipoteza i alternativna hipoteza
u ovoj formulaciji nisu ravnopravne, npr. nigdje nije napisano da prihva¢amo nul-
hipotezu. Razlog za ovakvo neobi¢no izrazavanje lezi u ¢injenici da se odluc¢ivanje u
statistickom testu provodi uz toleranciju malih vjerojatnosti pogresne odluke. Da
bismo bolje razumjeli ovaj koncept, opisat ¢éemo vrste pogresaka statistickog testa i

moguénosti koje daje test u odnosu na njihovu kontrolu.
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5.4.1 Pogreske statistickog testa

Odluka koja je donesena statistickim testom moze biti ili pogre$na ili ispravna. Pri

tome se mogu dogoditi dva tipa pogresne odluke:

pogreska I. tipa: odbaciti H(y ako je ona istinita
pogreska II. tipa: ne odbaciti Hy ako je H; istinita.

Vjerojatnost pogreske prvog tipa i pogreske drugog tipa ovisi o stvarnoj distribuciji
sluc¢ajne varijable o kojoj testiramo hipotezu. Htjeli bismo da su te vjerojatnosti
pogreske $to je moguce manje. Postupak kreiranja statisti¢kog testa, tj. definiranje
pravila na osnovi kojih ¢emo odluéivati, vodi ra¢una upravo o tom zahtjevu. Statis-
ticki test dizajniran je tako da dopusta istrazivacu izbor maksimalne vjerojatnosti
pogreske prvog tipa koju istraziva¢ zeli prihvatiti. Te vrijednosti uglavnom se bi-
raju izmedu brojeva 0.01, 0.05 ili 0.1. Odabrana maksimalna vjerojatnost pogreske
prvog tipa zove se razina znacajnosti testa ili nivo signifikantnosti testa i
standardno oznacava s «. Vjerojatnost pogreske drugog tipa odredena je dizajnom
testa uz izabrani nivo signifikantnosti. Testovi se dizajniraju uz nastojanje da se
maksimalna vjerojatnost pogreske drugog tipa ucini $to manjom i ona se, u pravilu,

ne iskazuje u primjeni statistickih testova.

Uzimajuéi u obzir da ¢emo biti u moguénosti birati maksimalnu vjerojatnost po-
greske prilikom odbacivanja nul-hipoteze, to je informacija koju u primjeni testa
referiramo. Npr. reé¢i ¢emo da odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacaj-
nosti « i prihvaéamo hipotezu #i, Sto ée znaciti da prihva¢amo alternativnu
hipotezu uz vjerojatnost najvise o da smo pri tome pogrijesili. U suprotnom ¢emo

reéi kako podaci ne podupiru tvrdnju da Hg treba odbaciti.

Ovakav neravnopravan odnos izmedu nul-hipoteze i alternativne hipoteze prilikom
kreiranja statistickog testa upucuje na ¢injenicu da nije svejedno kako smo izabrali
hipoteze i pripadni test. Ako je moguée, uputno je u primjeni birati sta-
tisticki test tako da alternativna hipoteza odgovara tvrdnji koju zelimo
dokazati.

5.5 Testiranje hipoteza o ocekivanju

U ovom poglavlju pokazat ¢emo nekoliko statistickih testova koje mozemo koristiti
prilikom rjeSavanja problema koji se mogu modelirati analogno kao problem u pri-
mjeru o otvaranju nove trake u studentskoj menzi iz prethodnog poglavlja. Nacin

razmi$ljanja koji treba slijediti u problemima tog tipa objasnjen je u primjeru 5.8.
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Primjer 5.8. Pretpostavimo da Zelimo provjeriti je li ocekivana vrijednost vremena cekanja u
redu studentske menze u vrijeme rucka veca od pet minuta. U tu svrhu od sto slucajno izabranih
studenata koji odlaze na rucak u studentsku menzu prikupljamo podatke o vremenu dekanja za
vrigeme rucka. Tako dolazimo do podataka (x1,...,%100). Na osnovi tih podataka aritmetickom
sredinom procijenili smo ocekivanje slucajne varijable X iz koje potjecu ti podaci - procjena je
iznosila 6.5 minuta. Znajuci iz prethodnih proucavanja ove slucajne varijable da je njena varijanca
25, ispitajmo je li ocekivano vrijeme ekanja u redu za rijeme rucka statisticki znadajno veée od

pet minuta.

Neka je p ocekivanje slucajne varijable koja modelira vrijeme ekanja u redu menze za vrijeme

rucka. Postavimo hipoteze na sljedeéi nadin:

Ho: p=5=po
Hi: p>5

Ako je Ho istinita hipoteza, onda je distribucija aritmeticke sredine uzorka priblizno normalna s
ocekivanjem po i varijancom o2/100. Dakle, pod pretpostavkom istinitosti nul-hipoteze je distri-
bucija slucagne varijable

X _
g — 100 HO m
ag

priblizno standardna normalna i velika je vjerojatnost realizacije Z' blizu nule (slika 5.3). Na
primger, uocimo da se realizacije vece ili jednake 1.64 pojavljuju s vjerojatnoséu priblizno 0.05, tj.
da je

P{Z' > 1.64} ~ 0.05.

f(=)

P{Z >1.64} = 0.05

T
1.64

Slika 5.3: Vjerojatnost P{Z > 1.64}.

Pretpostavimo da u nasem slucaju Z' realizirala brojem 3. Ako je Ho istinita hipoteza, vjerojatnost
da se sluéajna varijabla Z' realizira brojem veéim ili jednakim 3 iznosi priblizno 0.00135, tj.

P{Z' >3} = P{Z' € [3,00)} ~ 0.00135.

Sada zakljucujemo na sljedeéi nacin. Broj 3 relativno je daleko od nule. Ako je Ho istinita
hipoteza, realizacije vece ili jednake 3 mogu se pojaviti, ali je vjerojatnost za to tek oko 0.00135.
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Dakle, ako odbacimo nul-hipotezu, vjerojatnost da éemo time pogrijesiti najvisSe je oko 0.00135,
Sto je manje od standardno prihvacenth vrijednosti za maksimalnu vjerojatnost pogreske prvog tipa
(tj. nivoa znacagnosti testa). To znaci da je, na nivou znadajnosti oo = 0.05, opravdano odbaciti
nul-hipotezu i prihvatiti hipotezu da je odekivanje vremena cekanja u redu studentske menze za
vrijeme rucka vece od pet minuta. Za nas problem to znaci da treba pokrenuti novu traku u menzi.
Izracunatu aproksimaciju maksimalne vjerojatnosti da smo ovom odlukom pogrijesili (vjerojatnost

koja iznosi 0.00135) zovemo p-vrijednost.

Na slican bismo nacin proveli postupak testiranja na nivou znacajnosti o = 0.05
u slu¢aju da je alternativna hipoteza oblika H; : p < po. Tada vjerojatnost p =
P{Z' <z} = P{Z < z}, Z ~ N(0,1), usporedujemo s nivoom znacajnosti o = 0.05
koji je u ovom slucaju povrsina ispod grafa funkcije gustoé¢e standardne normalne

distribucije nad intervalom (—oo, —1.64] (slika 5.4).

f(x)

P{Z < 1.64} = 0.05

1.64
Slika 5.4: Vjerojatnost P{Z < 1.64}.

U ovim postupcima aritmeticku sredinu uzorka Z,, koristimo kao procjenu za oce-

kivanje. Objasnjeni postupak opéenito zapisujemo na sljedeé¢i nacin:

Nul-hipoteza:
Ho: p=po.

Test-statistikas:

Xn — Mo
o/vn

Ovdje je n veli¢ina uzorka, X, aritmeticka sredina uzorka, a o stan-

7' =

dardna devijacija.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izrac¢unata vri-

jednost za Z' (oznagit ¢emo je sa 2) blizu 0 jer varijabla Z’ ima priblizno standardnu
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normalnu distribuciju. Medutim, ne moZzemo zanemariti ¢injenicu da se tako dis-
tribuirana slucajna varijablo moZe realizirati i u intervalu daleko od nule (doduge,
vjerojatnost za to je mala, ali ipak je veca od 0).

Ako ozna¢imo sa Z sludajnu varijablu s N'(0, 1) distribucijom, na osnovi realizacije

% statistike Z’ na podacima moZemo odrediti p-vrijednost kao:
e p = P{Z > z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > po
e p= P{Z < z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p < po.

Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti . U sluc¢aju da je
p < «, odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacajnosti « i prihva¢amo alternativnu
hipotezu Hi. Ako je p > «, zaklju¢ujemo da nemamo dovoljno informacija koje bi

poduprle odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Ukoliko pretpostavimo da nas uzorak potjece iz normalne distribucije,

analogno testiranje moZemo provesti i na malom uzorku.

Nul-hipoteza:
Ho: p=po.
Test-statistikas: -
Xn — Mo
sn/V/m

Ovdje je n veli¢ina uzorka, X, aritmeticka sredina uzorka, a s, stan-

T =

dardna devijacija uzorka.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izra¢unata vri-
jednost za T (oznagit ¢emo je s t) blizu 0. Zapravo, moZe se pokazati da, ako je
nul-hipoteza istinita, slu¢ajna varijabla 7" ima Studentovu distribuciju s (n—1) stup-
njeva slobode (oznaka za broj stupnjeva slobode u Statistici je df, od eng. degrees
of freedom). Na osnovi realizacije f na nasem uzorku mozemo odrediti p-vrijednost

kao:
e p = P{T >t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > o
e p = P{T <t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : i1 < po.

Na osnovi tako izra¢unate p-vrijednost zaklju¢ujemo o odbacivanju ili neodbacivanju

nul-hipoteze kao i do sada.
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Primjer 5.9.  (televizija.sta)

Godine 1979. osnovna kablovska televizija w SAD-u u prosjeku je stajala 7.37 dolara mgesecno.
Godine 1983. udruzenje kablovskih televizija, koje broji vise od 4000 kablovskih sustava, zakljucilo
je da je kablovska televizija poskupjela za samo 8% wu odnosu na 1979. te da ne stoji statisticki
znacagno vise od 8 dolara mjesecno. No udruZenje potrosaca sumnja u te izjave pa cemo th mi,

na temelju 33 podatka u bazi televizija.sta, provjeriti. U tu svrhu postavljamo sljedeée hipoteze:

Ho: p=po=38,
Hi: p>8.

Da bismo izracunali vrijednost Z, trebaju nam izracunate vrijednosti Tm, i Sp:
Tn = 8.33, s, =2.18.

Sada slijedi da je

Tn—po _ 833-8 oo
sn/vn  2.18-33

Koristenjem kalkulatora vjerojatnosti u Statistici slijedi da je u uvjetima istinitosti nul-hipoteze

2=

P{Z' <3} =p=P{Z >3} =P{Z>087}=0.19.

Neka je nivo znacagnosti testa a = 0.05. Buducéi da je u ovom slucaju p > «, na nivou znacajnosti
a = 0.05 ne odbacujemo nul-hipotezu, tj. na nivou znacajnosti o« = 0.05 nemamo argumenata
turditi da kablovska televizija stoji statisticki znacajno vise od 8 dolara mjeseéno.

5.6 Testiranje hipoteza o vjerojatnosti dogadaja za

velike uzorke

U ovom poglavlju ponovno se bavimo statistickim zaklju¢ivanjem o Bernoullijevoj
distribuciji. Neka je sluc¢ajan pokus modeliran Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom

s tablicom distribucije

01
X = ’ pG(O,l), qzlfp
q p

Testirat ¢emo hipotezu o vrijednosti parametra p koji ima znacenje vjerojatnosti
realizacije "uspjeha" u jednom izvodenju pokusa koji se realizira ili "uspjehom"
(oznaka 1) ili "neuspjehom" (oznaka 0). U ovom postupku koristimo relativnu
frekvenciju (proporciju) realiziranih "uspjeha" (tj. jedinica) kao procjenu za vjero-

jatnost p.
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Nul-hipoteza:

Hoy: p=po.
Test-statistika: )
Z/ — p 7p0
Po(1—po)
n

n je veliina uzorka, a p relativna frekvencija "uspjeha".

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izra¢unata vrijed-
nost za Z’ (oznacit ¢emo je sa 2) blizu 0. MoZe se pokazati da, ako je nul-hipoteza
istinita, slu¢ajna varijabla Z’ ima standardnu normalnu distribuciju. Oznadimo li
sa Z slu€ajnu varijablu s A'(0,1) distribucijom, na osnovi realizacije Z na nasem

uzorku mozemo odrediti p-vrijednost kao:
e p = P{Z > %} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > po
e p = P{Z < z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p < po.

Tako izrac¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti . U slucaju
da je p < a, na nivou znacajnosti a odbacujemo nul-hipotezu Hy i prihva¢amo
alternativnu hipotezu H;. Ako je p > «, nemamo dovoljno informacija koje bi
poduprle odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Pokazuje se da je uzorak dovoljno velik za provodenje ovog statistickog testa ako

po(1 — po) [po(1 — po)
Po " s Po + "

interval

ne sadrzi ni 0 ni 1.

Primjer 5.10.  (vrtic.sta)

U nekom poduzeéu zaposleno je vise od 3000 ljudi. Uprava poduzeca Zeli ponuditi pomoé svojim
zaposlenicima oko organizacije cuvanja djece. PredloZene su dvije opcije - otvaranje vrtiéa u
sklopu poduzeca ili placanje dijela troskova cuvanja djece koje bi roditelji organizirali sami. Da
bi se utvrdilo koja je od ovih dviju mjera popularnija medu zaposlenicima, odabran je uzorak od
60 roditelja s malom djecom koji su se izjasnili o tome koju opciju preferiraju. Njihovi odgovori
oznaceni su na sljedeéi nacin:

0 - radije bih novéanu pomoé za samostalno organiziranje cuvanja djece

1 - radije bih da se otvori vrti¢ u sklopu poduzeca.
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Pretpostavimo da uprava neée organizirati vrti¢ u sklopu poduzeéa ako se pokaZe da je proporcija
roditelja koji podrZavaju tu ideju manja od 0.75. Da bismo to provjerili, postavljamo sljedece

hipoteze:

Ho: p=po=0.75,
Hi: p<0.75.
Za izradunavange vrijednosti £ treba nam relativna frekvencija (proporcija) roditelja iz uzorka koji
podrZavaju ideju o organizaciji vrtica u sklopu poduzeéa:
p = 38/60 = 0.63.
Sada slijedi da je

.__P—po _063-075 ..

po(l—po)  /0.75.0.25
n 60

Koristenjem kalkulatora vjerojatnosti u Statistici slijedi da je, pod pretpostavkom istinitosti nul-

hipoteze,

P{Z' <3}y~p=P{Z <2} =P{Z < -215} =0.016.
Neka je nivo znacajnosti testa o = 0.05. Buduéi da je u ovom slucaju p < o na nivou znacajnosti
a = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu i prihvaéamo alternativnu hipotezu $to u ovoj situaciji znaci

da uprava nema osnovu organizirati vrti¢ u sklopu poduzeca.

5.7 Testiranje hipoteza o distribuciji opéenito

U ovom poglavlju kao procjenu za stvarnu (nepoznatu) distribuciju slu¢ajne varija-
ble koristimo empirijsku distribuciju odredenu na temelju podataka koje smo skupili
kao nezavisne realizacije slu¢ajne varijable. Zelimo testirati ima li nasa sluc¢ajna va-

rijabla neku pretpostavljenu distribuciju (zovemo je teorijska distribucija).

5.7.1 X2 test

Neka je teorijska distribucija slu¢ajne varijable zadana tablicom 5.1.

xry o ... T

P1 P2 --- Pk

Tablica 5.1: Teorijska distribucija diskretne slu¢ajne varijable.

Ocito se ovdje radi o distribuciji jedne diskretne slu¢ajne varijable X s kona¢nom
slikom R(X) = {1, ...,z }. Testiranje hipoteze da podaci dolaze iz pretpostavljene

teorijske distribucije moze se provesti tzv. y2-testom.
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Hipoteze x? testa su:

Ho: distribucija iz koje dolaze podaci jednaka je teorijskoj
‘H,: distribucija iz koje dolaze podaci razlikuje se od teorijske.

Neka je n broj prikupljenih podataka. Za testiranje ove hipoteze koristi se test-

statistika temeljena na odstupanju stvarnih frekvencija podataka (f;, i = 1,...,k)
od teorijskih (np;, i =1,...,k) definirana izrazom
k
D Z (npi — fi)?
-

Pokazuje se da, pod pretpostavkom istinitosti hipoteze Hg, slu¢ajna varijabla D za
velike n ima priblizno x? distribuciju sa stupnjem slobode (k —1) pa se ta statistika

moze iskoristiti za testiranje Hy na uobicajeni nacin.

x? test moZemo provesti u veéini statistickih programskih paketa. U programskom
paketu Statistica potrebno je formirati bazu podataka koja sadrzi eksperimentalno
dobivene frekvencije i teorijske frekvencije izracunate na bazi teorijske distribucije
i veli¢ine uzorka.

S obzirom da je distribucija statistike D priblizno x? za velike uzorke, potrebno je
voditi racuna o veli¢ini uzorka prilikom provodenja ovog testa. MozZe se pokazati da
je koritenje x? testa prikladno ako su sve teorijske frekvencije veée od 5, tj. ako je

umnozak veli¢ine uzorka n sa svakom vjerojatnoséu p; veéi od 5.

x? test moze se koristiti takoder i za diskretne distribucije s prebrojivim skupom
stanja kao i za neprekidne teorijske distribucije. Pri tome je potrebno sliku (X))
neprekidne sluc¢ajne varijable razdvojiti na disjunktne intervale i suprotstaviti teorij-
ske frekvencije tih intervala njihovim uzorackim frekvencijama. Medutim, pokazuje

se da je test jako osjetljiv na izbor podjele slike R(X) na disjunktne intervale.

Primjer 5.11. TrzZisni analiti¢ar Zeli istraZiti imaju li potrosaci neke posebne sklonosti prema
jednom od okusa sokova koji su se pojavili na trzistu. Na uzorku od 100 ljudi prikupio je prefe-
rencije prema ponudenih pet okusa. Frekvencije zabiljeZene tim istraZivanjem dane su u tablici
5.2.

visnja ‘ jagoda ‘ naranca ‘ limun ‘ grejp
32 | 28 [ 16 | 14 | 10

Tablica 5.2: Tablica empirijskih frekvencija za pet ponudenih okusa sokova.
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Ako Zelimo ispitati postoji li, na nivou znadajnosti o = 0.05, statisticki znacajna preferencija po-
troSaca prema nekom od ponudenih okusa ili je sklonost potroSaca jednaka prema svim ponudenim

okusima, moZemo provesti x2 test, pri cemu je teorijsku distribuciju zadajemo tablicom:

visnga jagoda naranda limun grejp
/5 1/5  1/5  1/5 1/5 )7

Za provodenje x? testa u Statistici trebamo napraviti tablicu s empirijskim i teorijskim frekven-
cijama svih vrijednosti koje slucajna varijabla s danom distribucijom moZe primiti. Empirijske
frekvencije dane su w tablici 5.2. Teorijske frekvencije odredujemo iz poznate teorijske distribu-
cije. U nacdem slucaju sve su teorijske frekvencije jednake i iznose 100 - (1/5) = 20. Frekvencije
na temelju kojih provodimo x2 test dane su u tablici 5.3.

okus ‘ empirijske frekvencije ‘ teorijske frekvencije ‘
visnja 32 20
jagoda 28 20
naranca 16 20
limun 14 20
grejp 10 20

Tablica 5.3: Tablica empirijskih i teorijskih frekvencija za x? test.

p-vrijednost dobivena u Statistici je 0.001234, Sto je manje od nivoa znacajnosti o = 0.05. Dakle,
na tom niwou znacajnosti odbacujemo nul-hipotezu i prihvacamo alternativnu hipotezu, tj. mo-
Zemo turditi da postoji statisticki znacajna preferencija potrosaca prema nekim od ponudenih vrsta
sokova.

5.7.2 Kako saznati dolaze li podaci iz normalne distribucije?

Ako se radi o neprekidnoj slu¢ajnoj varijabli, u ovom kolegiju prvenstveno ¢emo se
baviti odgovorom na pitanje ima li ona normalnu distribuciju ili ne. Odgovor na
ovo pitanje od iznimne je vaznosti za to¢nost statistickih analiza s obzirom da su

mnogi statisticki testovi kreirani uz pretpostavku normalnosti obiljezZja.

Za prvi uvid u moguéa odstupanja od normalne distribucije moZzemo koristiti razne
mjere deskriptivne statistike i graficke prikaze (npr. stupcaste dijagrame relativnih
frekvencija), no to nije dovoljno za donosenje zakljucka o normalnoj distribuiranosti
varijable.

Navodimo dva testa koji se mogu koristiti za testiranje hipoteza:

Ho: varijabla ima normalnu distribuciju

Hq: varijabla nema normalnu distribuciju,

a ugradeni su u veéinu statistickih aplikativnih programa. To su:
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e Lillieforsova inac¢ica Kolmogorov-Smirnovljeva testa

e Shapiro-Wilk W test.

Vazno je naglasiti da su oba testa primjenjiva samo u slucaju velikog broja po-
dataka. Ovdje neéemo opisivati test statistike na osnovi kojih su testovi kreirani.
Bit ¢e dovoljno da ih nauc¢imo koristiti i pravilno interpretirati njihove rezultate.
U tu svrhu treba voditi ra¢una o tome da nul-hipoteza kod oba testa ide u prilog
normalnosti distribucije. Ako je p-vrijednost dobivena provodenjem tih testova na
podacima manja od izabranog nivoa znacajnosti «, tada odbacujemo nul-hipotezu

koja kaze da podaci dolaze iz normalne distribucije.

Primjer 5.12.  (automobili.sta)

U bazi podataka automobili.sta nalaze se rezultati mjerenja prosjecne potrosnje novog tipa automo-
bila pri brzini od 110 km/h na autocesti za 300 nezavisnih mjerenja. Sjetimo se da smo u primjeru
5.2, na temelju stupcastih dijagrama 5.1, zakljucili kako ima smisla modelirati ovu varijablu kao
normalnu slucajnu varijablu s odekivanjem Tzo0 = 5.12 i varijancom 5%00 = 0.972. Sada mo-
Zemo testirati hipotezu o mormalnosti distribucije. Zanima nas moZemo li, na nivou znacajnosti
a = 0.05, turditi da je slucéajna varijabla kojom modeliramo ovu potrosnju normalno distribuirana.

K-S Lilliefors p>0.20
Shapiro-Wilk p=0.71612

140
120
100
80
60
40
20

frekvencije

= [~1]
1 2 3 4 5 6 7 8

kategorizirane vrijednosti varijable potrosnja

Slika 5.5: Stupéasti dijagram izmjerenih vrijednosti potrodnje goriva s p-vrijednostima za Shapiro
Wilk test i Lilleforsovu inacicu Kolmogorov-Smirnovljeva testa.

Sa stupcastog dijagrama 5.5 vidimo da su i kod Shapiro Wilk testa i Lilleforsove inadice Kolmogorov-
Smirnovljeva testa p-vrijednosti veée od 0.05. Dakle, na nivou znacajnosti o« = 0.05 ne odbacujemo
nul-hipotezu da je varijabla normalno distribuirana.
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5.8 Zadaci

Zadatak 5.1.  (poduzetnici.sta)
Baza podataka poduzetnici.sta sadrzi podatke o godinama starosti za 200 poduzetnika (varijabla
dob poduzetnika).

a) Procijenite o¢ekivanje i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable X kojom se modelira dob
poduzetnika. (RjeSenje: T20o = 42.61, s200 = 8.99.)

b) Kategorizirajte podatke s kojima raspolazete te odludite ima li smisla modelirati ovu va-
rijablu kao normalnu slu¢ajnu varijablu. Ako ima, koristenjem normalne distribucije s
procijenjenim vrijednostima ocekivanja i varijance odredite vjerojatnost da je poduzetnik
stariji od 30, ali mladi od 40 godina. Istu vjerojatnost izracunajte i koristenjem empirijske
distribucije slu¢ajne varijable X te usporedite rezultate.

Rjesenje: Iz empirijske distribucije slucajne varijable X slijedi da je P(30 < X < 40) =
0.265. Ako X modeliramo kao N(42.61,8.99) slijedi da je P{30 < X < 40} = 0.31.

Zadatak 5.2.  (gradjevina.sta)
Baza podataka gradjevina.sta sadrzi neke podatke o organizaciji i poslovanju za 100 gradevinskih
poduzeéa srednje veli¢ine u nekoj zemlji (za detaljniji opis pogledajte zadatak 4.31).

a) Procijenite o¢ekivanje i standardnu devijaciju slucajne varijable X kojom se modelira pro-
sjeCna placa zaposlenika u gradevinskim poduzeéima srednje veli¢ine u toj zemlji u 2009.
godini. (Rje§enje: T100 = 600.13, 8100 = 194.63.)

b) Kategorizirajte podatke s kojima raspolaZete te odluéite ima li smisla modelirati ovu va-

rijablu kao normalnu slu¢ajnu varijablu. Ako smatrate da ima, koristenjem normalne dis-
tribucije s procijenjenim vrijednostima océekivanja i varijance odredite vjerojatnost da je u
2009. godini u slu¢ajno odabranom poduzecéu srednje veli¢ine u toj zemlji prosje¢na placa
bila visa od 500 eura. Istu vjerojatnost izracunajte i koriStenjem empirijske distribucije
slucajne varijable X te usporedite rezultate.
Rjesenje: Iz stupcastog dijagrama relativnih frekvencija vidimo da normalna distribucija
nije prikladna za modeliranje ovih podataka, a to sugeriraju i izracunate traZene vjerojat-
nosti: iz empirijske distribucije slucajne varijable X slijedi da je P(X > 500) = 0.66, a
ako X modeliramo kao N(600.13,194.63%) slijedi da je P{X > 500} = 0.696536.

Zadatak 5.3.  (farmakologija.sta)
Baza podataka farmakologija.sta sadrzi podatke o koncentraciji nekog lijeka u organizmu za 101
mjerenje provedeno od trenutka unosa lijeka u organizam do trenutka njegove eliminacije iz orga-
nizma (varijabla koncentracija lijeka).

a) Kategorizirajte izmjerene vrijednosti varijable koncentracija lijeka i nacrtajte stupcasti dija-
gram frekvencija i relativnih frekvencija. Je li, na temelju nacrtanog stupcastog dijagrama,
normalna sluc¢ajna varijabla prikladna za modeliranje ovih podataka?

b) Ima li, na temelju nacrtanog stup¢astog dijagrama, smisla izmjerene vrijednosti varijable
koncentracija lijeka modelirati eksponencijalnom distribucijom? Obrazlozite zasto.
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¢) Procijenite oekivanje i varijancu slu¢ajne varijable X kojom modeliramo koncentraciju
promatranog lijeka u organizmu.

d Pretpostavimo da je slu¢ajna varijabla X eksponencijalna s parametrom A > 0. Odredite
vjerojatnost da je koncentracija lijeka u krvi u sluc¢ajno odabranom trenutku prije njegove
eliminacije iz organizma manja od pet te dobiveni rezultat usporedite s rezultatom dobive-

nim pomocu empirijske distribucije te slu¢ajne varijable.
Rjesenje.
a) Ako kategoriziramo izmgjerene vrijednosti (tj. podatke iz varijable koncentracija lijeka) ¢
nacrtamo stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija, uocavamo da normalna

sluéajna varijabla nije prikladna za modeliranje ovih podataka (uocite crvenu krivulju na
slici 5.6 (a)).
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Slika 5.6: Stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija izmjerenih vrijednosti koncen-

tracije lijeka u organizmu.

b) Medutim, mogude je prepoznati drugu neprekidnu distribuciju kojom je opravdano mode-
lirati varijablu koncentracija lijeka, a to je eksponencijalna distribucija (slika 5.6 (b)). Da
biste na slici 5.6 (b) dobili crvenu krivulju koja predstavija graf funkcije gustode eksponen-
cijalne distribucije u programskom paketu Statistica slijedite postupak

Graphs — Histograms — Advanced — Fit type - Exponential.

¢) Procjene odekivanja i varijance neprekidne slucajne varijable X kojom modeliramo koncen-

traciju ovog lijeka u organizmu jesu
Z101 = 2.14, s2; = 13.96.
d) Koristenjem empirijske distribucije slijedi da je
P(0< X <5)=0.84.

Poznato je da je parametar eksponencijalne distribucije jednak reciproénoj vrijednosti nje-
zina ocekivanja. Tako uw ovom primjeru moZemo parametar eksponencijalne distribucije
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procijeniti s X\ = 1/T101 = 0.47 te pomocu kalkulatora vjerojatnosti u Statistici izracunati
da je

P{0< X <5}=0.09.
Iako se vjerojatnosti dobivene koristenjem empirijske distribucije i eksponencijalne distri-
bucije s parametrom \ = 0.47 razlikuju, stupcasti dijagrami sa slike 5.6 sugeriraju da je u
ovom je slucaju eksponencijalna distribucija prikladnija za modeliranja koncentracije lijeka
u organizmu od normalne distribucije.

Zadatak 5.4.  (iq.sta)

U nekoj zemlji zakon o diskriminaciji na temelju dobi oznacava ilegalnim postupak diskriminacije
radnika starih 40 godina i viSe. Oni koji se ne slazu sa zakonom argumentiraju da postoje opravdani
razlozi zaSto poslodavci nerado zapo$ljavaju osobe koje su blize mirovini. Takoder govore da je
radna sposobnost ljudi te dobi upitna. U bazi podataka iq.sta nalaze se rezultati testa inteligencije
za dvije generacije ispitanika od kojih je jedna mlade dobi, a druga starije (varijable iql, iq2).
Procijenite ocekivanje slu¢ajne varijable kojom je modeliran rezultat provedenog testa inteligencije
intervalom pouzdanosti 95 % za obje dobi. Dajte objasnjenje tih intervala i komentar u kontekstu
problema koji je opisan.

Rjesenje. Realizacije intervala pouzdanosti 95 % za océekivanje ovih sludajnih varijabli, temeljene
na podacima iz baze iq.sta, jesu [61.98,71.69] (za stariju generaciju) i [41.01,49.6] (za mladu
generaciju).

Zadatak 5.5.  (gradjevina.sta)

Varijabla placa2009 baze podataka gradjevina.sta (za detaljniji opis pogledajte zadatak 4.31) sadrzi
prosje¢ne mjesecne place zaposlenika u 100 gradevinskih poduzecéa srednje veli¢ine u nekoj zemlji
za 2009. godinu. Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite o¢ekivanje sluc¢ajne varijable kojom se
modelira prosje¢na mjesecna placa zaposlenika u 2009. godini u gradevinskom poduzecéu srednje
veli¢ine u toj zemlji.

Rjesenje. Realizacije intervala pouzdanosti 95% za ocekivanje ove slucajne varijable, temeljena
na podacima iz varijable placa2009, jest [561.51,638.75].

Zadatak 5.6. (glukoza.sta)

Baza podataka glukoza.sta (za detaljniji opis pogledajte zadatak 2.2) u varijabli dob sadrzi podatke
o dobi te u varijabli koncentracija koncentraciju glukoze u krvi za 100 ispitanika (podatke za zadnja
dva ispitanika ne ukljuc¢ujemo u postupak jer smo u zadatku 3.14 njihove dobi detektirali kao strsece
vrijednosti). Procijenite o&ekivanje slu¢ajne varijable kojom je modelirana koncentraciju glukoze
u krvi intervalom pouzdanosti 95 %. Interpretirajte rezultat.

RjeSenje. Realizacija intervala pouzdanosti za olekivanje ove slucajne varijable, temeljena na iz-
mjerenim koncentracijama, jest [7.15,8.24].
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Zadatak 5.7.  (turizam.sta)

U bazi podataka turizam.sta nalaze se podaci o cijenama sedmodnevnih turistickih aranZmana za
dvije osobe u nekim ljetovalistima na obali (varijabla obala) i nekim ljetovalistima na otocima
(varijabla otoci).

a) Ima li smisla varijable obala i otoci modelirati normalnim slu¢ajnim varijablama? Ako
smatrate da ima, koje Cete vrijednosti parametara normalne sluc¢ajne varijable koristiti i
zasto?

b) Procijenite ocekivanja slucajnih varijabli kojima modeliramo cijene sedmodnevnih turistic-
kih aranZmana na obali i na otocima intervalima pouzdanosti 95 %. Sto je vece - ofekivana
cijena turisti¢kog aranzmana na obali ili o¢ekivana cijena turisti¢kog aranZmana na otocima?

Na temelju Cega izvodite taj zakljuc¢ak?
Rjesenje.
a) Varijable obala i otoci ima smisla modelirati normalnim slucajnim varijablama. Parametre

tith normalnih distribucija procjenjujemo aritmetickom sredinom i varijancom podataka iz
promatranih varijabli: Obala ~ N(1672.49,245.24), Otoci ~ N (2349.29, 269.29).

b) Realizacije intervala pouzdanosti 95 %, temeljene na cijenama sadrZanima u varijablama
obala i otoci, redom su [1588.24,1756.73] i [2256.78,2441.79].

Zadatak 5.8.  (vrtic.sta)
Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite proporciju zaposlenika iz primjera 5.10 koji preferiraju

otvaranje vrti¢a u okviru poduzeca.

Rjesenje. Realizacija intervala pouzdanosti 95% za ovu vjerojatnost, temeljena na zabiljezenim

odgovorima 60 odabranih roditelja, jest [0.51,0.76].

Zadatak 5.9. (gradjevina.sta)

Varijabla placa2009 baze podataka gradjevina.sta (za detaljniji opis pogledajte zadatak 4.31) sadrzi
prosjec¢ne mjesecne place zaposlenika u 100 gradevinskih poduzeca srednje veli¢ine u nekoj zemlji za
2009. godinu. Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite vjerojatnost da je u sluajno odabranom
takvom poduzeéu prosjeCna mjesecna placa zaposlenika viSsa od procijenjene ocekivane place u

2009. godini u srednje velikim gradevinskim poduzeéima u toj zemlji.

Rjesenje. Realizacija intervala pouzdanosti 95% za traZenu vjerojatnost, temeljena na podacima
iz varijable placa2009, jest [0.34,0.54].

Zadatak 5.10. Neka agencija provela je istrazivanje koje je obuhvatilo 1252 osobe iz populacije
osoba koje imaju kreditnu karticu. Njih 180 koristilo je karticu za kupovinu putem interneta.

a) Je li uzorak dovoljno velik za konstruiranje valjanog pouzdanog intervala proporcije koris-
nika kreditne kartice koji je koriste za kupovinu putem interneta? Obrazlozite odgovor.

b) Odredite interval pouzdanosti 98 % za navedenu proporciju. Da ste konstruirali interval
pouzdanosti 90 %, bi li on bio uZi ili §iri?
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Rjesenje.
a) Buduéi da interval |p— 3 %,f)Jr?n/%] = [0.11,0.17] ne sadrzni ni nulu ni jedinicu,
uzorak je dovoljno velik za konstruiranje traZenog pouzdanog intervala.

b) Realizacija intervala pouzdanosti 98 % jest [0.121,0.167]. Realizacija intervala pouzdanosti
90 % jest [0.127,0.160]. Temeljeno na istim podacima, realizacija intervala pouzdanosti

90 % podskup je realizacije intervala pouzdanosti 98 %.

Zadatak 5.11.  (glukoza.sta)

Baza podataka glukoza.sta (za detaljniji opis pogledajte zadatak 2.2) u varijabli dob sadrzi podatke
o dobi te u varijabli koncentracija koncentraciju glukoze u krvi za 100 ispitanika (podatke za
zadnja dva ispitanika ne uklju¢ujemo u postupak jer smo u zadatku 3.14 njihove dobi detektirali
kao strSeée vrijednosti). Odredite interval pouzdanosti 95% za vjerojatnost da je koncentracija
glukoze za slu¢ajno odabranog ispitanika visa od 4, ali niza od 6 mMol/L. Objasnite rezultat.

Rjesenje. [0.213772,0.39407].

Zadatak 5.12.  (kolokvij.sta)

U bazi podataka kolokvij.sta nalaze se rezultati dvaju kolokvija iz nekog kolegija. Varijabla ocjena
sadrzi prijedloge ocjena s kojima ispitani studenti pristupaju usmenom ispitu, a varijabla stanovanje
informaciju o mjestu stanovanja studenta (Osijek - student stanuje u Osijeku; drugo mjesto -
student stanuje u nekom drugom mjestu). Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite vjerojatnost da
slu¢ajno odabrani student usmenom ispitu pristupa s ocjenom veé¢om od 3 za svaku od spomenutih
kategorija po mjestu stanovanja. Odredite i interval pouzdanosti 95 % bez obzira na kategorizaciju

studenata po mjestu stanovanja.
Rjesenje.

Procjena vjerojatnosti intervalom pouzdanosti 95 % za studente koji Zive u Osijeku:
[—0.00473237,0.357732].

Procjena vjerojatnosti intervalom pouzdanosti 95 % za studente koji ne Zive u Osijeku:
[0.00437127, 0.146629)].

Procjena vjerojatnosti intervalom pouzdanosti 95 % bez obzira na mjesto stanovanja:
[0.0297206,0.170279].

Zadatak 5.13.  (lopta.sta)

Jedan se poduzetnik bavi proizvodnjom loptica za golf. U suradnji s projektantima u poduzeéu
napravio je preinake na jednom dijelu stroja (ubrizgavalici). Cijeli je proces dizajniran tako da
proizvodi loptice prosjeéne mase 0.25 unci®. Kako bi istrazio radi li nova ubrizgavalica zadovo-
ljavajuée, odabire 40 loptica i biljezi njihove mase (podaci su dostupni u bazi lopta.sta). Je li na

nivou znacajnosti o = 0.05 ocekivana masa loptice statisti¢ki znacajno vec¢a od 0.25 unci?

Rjesenje. Ho : pn=0.25, H1 : p > 0.25, na nivou znacajnosti o = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu.

21 unca = 28.35 g
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Zadatak 5.14. Kako bi odgovorili na pitanje koji faktori ometaju proces uéenja u razredu, is-
traziva¢i na nekom sveudilistu ispitali su 40 ucenika koji su trebali ocjenama od 1 (uopce ne) do
7 (u velikoj mjeri) ocijeniti razinu do koje odredeni faktori ometaju proces uéenja. Faktor koji
je dobio najveéu ocjenu je "profesori koji inzistiraju na jednom toénom odgovoru radije nego da
evaluiraju cjelokupno razmisljanje i kreativnost". Deskriptivna statistika za ocjenu razine utjecaja
ovog faktora je T4o = 4.70, s40 = 1.62. Premasuje li na nivou znacajnosti a = 0.05 ocekivanje
ocjene za navedeni faktor znacajno ocjenu 4?7 Interpretirajte rezultat.

Rjesenje. Ho: p =4, Hi: p > 4, na nivou znacajnosti o = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu.

Zadatak 5.15.  (perec.sta)
Odlucili ste prodavati nove perece u svojoj pekari, no niste sigurni svidaju li se oni vasim kupcima.
O tome ovisi hocete li nastaviti prodavati te perece ili ne. U bazi podataka perec.sta nalaze se

podaci dobiveni iz uzorka od 50 kupaca, pri ¢emu su njihovi odgovori oznaceni na sljedeé¢i na¢in:

0 - pereci mi se ne svidaju
1 - pereci mi se svidaju
2 - neodlucan sam.

a) Odredite interval pouzdanosti 95 % za proporciju kupaca kojima se svidaju novi pereci.
Rjesenje: [0.17,0.43].

b) Sto éete udiniti s veli¢inom uzorka ako Zelite povecati preciznost procjene?

¢) Mozete li na nivou znacajnosti @ = 0.05 prihvatiti hipotezu da je proporcija kupaca kojima
se ne svidaju pereci veca od 0.57
Rjesenje: Ho : p = 0.5, H1 : p > 0.5, na nivou znacajnosti o = 0.05 ne odbacujemo nul-
hipotezu, tj. na tom nivou znacajnosti nemamo dovoljno argumenata tvrditi da je proporcija

znacajno veéa od 0.5.

Zadatak 5.16. Reputacija mnogih poslova moze biti snazno naruSena posiljkom proizvedene
robe koja sadrzi velik postotak (proporciju) osteéenih proizvoda. Na primjer, proizvodaé alkalnih
baterija Zeli biti siguran da je manje od 5% baterija u posiljci oSteéeno. Pretpostavimo da je
sluc¢ajnim izborom iz vrlo velike posiljke odabrano 300 baterija od kojih je 10 oSteéenih. Je li to
dovoljan dokaz proizvodacu da, na nivou znacajnosti a = 0.01, zakljuéi da je proporcija neispravnih
baterija u posiljci manja od 0.05?7

RjeSenje. Ho : p = 0.05, H1 : p < 0.05, na nivou znacajnosti o = 0.01 ne odbacujemo nul-
hipotezu. To nije dovoljan dokaz!

Zadatak 5.17. Savjetnik ekoloskog kluba na jednom sveucilistu Zeli postovati zahtjev da klub
¢ini 10% brucosa, 20% studenata druge godine, 40% studenata treé¢e godine te 30% apsolvenata.
Clanstvo ekoloskog kluba za ovu godinu brojilo je 14 brucosa, 19 studenata druge godine, 51
studenta trece godine i 16 apslovenata. Provjerite postoji li statisticki znacajna razlika trenutnog
sastava kluba od trazenog standarda na nivou znacajnosti a = 0.1.
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Rjesenje. Na nivou znacajnosti o« = 0.1 odbacujemo nul-hipotezu, tj. na tom nivou znacajnosti
mozZemo turditi da postoji statisticki znacajno odstupanje sastava kluba od traZenog standarda.

Zadatak 5.18. U studiji temeljenoj na istrazivanju razloga povratka umirovljenih ljudi na posao

postavljena je sljedeca teorijska distribucija:

38%  ponovo se zaposli u drugom poduzeéu
32%  osnuje obrt

23%  rade kao konzultanti

7% osnuje vlastito poduzece.

Podudaraju li se, na nivou znacajnosti @ = 0.05, rezultati prikazani u sljedecoj tablici

122 ponovo se zaposlilo u drugom poduzeéu

85 osnovalo je obrt
76 rade kao konzultanti
17 osnovalo je vlastito poduzece.

s prethodno postavljenom teorijskom distribucijom?

RjeSenje. Na nivou znacajnosti o« = 0.05 ne odbacujemo nul-hipotezu, tj. na tom nivou znacajnosti
nemamo dovoljno argumenata tvrditi da se te dvije distribucije znacajno razlikuju.

Zadatak 5.19. (gradjevina.sta)

Varijabla napredovanje baze podataka gradjevina.sta sadrzi ocjene kadrovskih sluzbi 100 gradevin-
skih poduzeca srednje veli¢ine u nekoj zemlji o tome u kolikoj mjeri uspjesno obavljanje posla
utjeCe na mogucénost napredovanja na bolje radno mjesto. ZabiljeZene ocjene interpretiramo na
sljedeéi na¢in: 1 - uspje$nost obavljanja posla uopcée ne utje¢e na moguénost napredovanja, ..., 5
- napredovanje na bolje radno mjesto isklju¢ivo ovisi o uspjesnosti u obavljanju posla. Pretposta-
vimo da bi u idealnom slu¢aju teorijska distribucija slu¢ajne varijable kojom se modelira ta ocjena

bila zadana tablicom

1 2 3 4 5
1/10 1/10 1/10 1/5 1/2 | °
Postoji li, na nivou znacajnosti a = 0.01, statisticki znacajno odstupanje empirijske distribucije

te slucajne varijable od pretpostavljene teorijske distribucije?

RjeSenje. Na nivou znacajnosti a = 0.01 odbacujemo nul-hipotezu.

Zadatak 5.20.  (poduzetnici.sta)

Podaci o dobi 200 poduzetnika u nekoj zemlji nalaze se u bazi podataka poduzetnici.sta. Je li
neprekidna slu¢ajna varijabla kojom modeliramo dob poduzetnika u toj zemlji normalno distri-
buirana? Statisticke testove provedite na nivou znacajnosti a = 0.05 te komentirajte dobiveni
rezultat s obzirom na konkretan problem koji proucavate.

Rjesenje. Na nivou znadagnosti o = 0.05 ne odbacujemo nul-hipotezu da je varijabla normalno

distribuirana.
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Zadatak 5.21.  (MBA-studij.sta)

Baza podataka MBA-studij.sta sadrzi podatke o broju bodova na GMAT (Graduate Management
Admission Test) testu za 100 studenata koji Zele upisati neki studij. MoZemo li na nivou znacajnosti
a = 0.05 tvrditi da je sluajna varijabla kojom modeliramo broj bodova na tom testu normalno
distribuirana?

Rjesenje. Na nivou znadagnosti o = 0.05 ne odbacujemo nul-hipotezu da je varijabla normalno
distribuirana.

Zadatak 5.22.  (gradjevina.sta)

Baza podataka gradjevina.sta sadrzi neke podatke o organizaciji i poslovanju za 100 gradevinskih
poduzeéa srednje veli¢ine u nekoj zemlji (za detaljniji opis pogledajte zadatak 4.31). MoZemo li na
nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da su slu¢ajne varijable kojima modeliramo prosje¢nu starost
te place, trogkove i prihode u 2007., 2008. i 2009. godini normalno distribuirane?

Rjesenje. Za sve slucajne varijable na nivou znacajnosti a = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu i pri-
hvaéamo alternativnu hipotezu, tj. zakljudujemo da na tom nivou znacajnosti spomenute slucajne
varijable nisu normalno distribuirane.



Poglavlje 6

Statisticko zakljuc¢ivanje —

dvije varijable

6.1 Raazlike u distribuciji izmedu dviju varijabli

U praksi nas Cesto zanima dolazi li do promjene obiljezja koje prouc¢avamo zbog
provodenja neke aktivnosti, u nekom drugom trenutku ili opéenito u nekim drugim
uvjetima. Sljedeci primjer ilustrira problematiku tog tipa.

Primjer 6.1.  (student.sta)

Neko sveuciliste osim klasicnog nadina studiranja nudi @ studiranje temeljeno na konceptu e-
learninga. Povjerenstvo za pracenje kvalitete studiranja Zeli vidjeti postoji li razlika u dobi izmedu
studenata koji studiraju na klasican nacin i onih koji studiraju putem e-learninga. Podaci o dobi
studenata nalaze se u bazi student.sta (primgjer 2.10). Uvidom u dobnu strukturu tih dvaju uzoraka
studenata moZemo dobiti procjenu distribucije © numerickih karakteristika slucajne varijable kojom

modeliramo dob studenata koji studiraju klasi¢no i dob studenata koji studiraju putem e-learninga
(slike 6.1, 6.2 4 6.3).

Frequency table: student.sta
Count Percent Count Percent
(e-learning) | (e-learning) | (klasicno | (klasicno
From To studiranje) | studiranje)
18<=x<23 30| 60.00000 30/ 60.00000
23<=x<28 13| 26.00000 16| 32.00000
28<=x<33 3 6.00000 4|  8.00000
33<=x<38 4 8.00000 0 0.00000

Slika 6.1: Varijable klasicno studiranje i e-learning - tablica kategoriziranih frekvencija i relativnih
frekvencija

129
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Descriptive Statistics (student.sta)
Valid N | Mean Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.

Variable of Mode
klasicno studiranje 50 22.12| Multiple 9 13.58 3.68
e-learning 50 22.80{19.00000 9 22.94 4.79

Descriptive Statistics (student.sta)
Valid N | Mean Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.

Variable of Mode
klasicno studiranje 50 22.12| Multiple 9 13.58 3.68
e-learning 50 22.80|19.00000 9 22.94 4.79

Descriptive Statistics (student.sta)

Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quatrtile | Quartile
klasicno studiranje 21.5 18 32 19 25 14
e-learning 215 18 36 19 25 18

Slika 6.2: Varijable klasicno studiranje i e-learning - deskriptivna statistika.

35
36
34
32
30
28
26
24
22
20
18
16

= Median
klasicno studiranje D 25%-75%
e-learning I Min-Max

Slika 6.3: Varijable klasicno studiranje i e-learning - kutijasti dijagrami na bazi medijana.

Buduéi da se ovdje radi o prucdavangju istog obiljezja (dobi) na dva uzorka studenata koji nemaju
zajednickih jedinki, kaZemo da proucavamo nevezane uzorke.

Primjer 6.2. Pretpostavimo da Zelimo usporediti daje li novi tip sjemana kukuruza, razvijen
genetickim metodama, veée prinose nego do sada najéesée koristena sorta kukuruza na ovim po-
drucjima. Pokusi moraju biti izvedeni sijanjem ovih sorti na poljima koja osiguravaju iste uvjete
za rast. Urod kukuruza po kvadratnom metru parceliranih polja predstavlja bazu podataka na osnovi
koje mozZemo statisticki zakljucivati o pitanjima razlika. I u ovom se primjeru radi o proucavanju
nevezanih uzoraka.

Primjer 6.3.  (igre.sta)
U jednoj je Skoli napravljeno istrazivanje o tome Sto djeca misle i osjecaju prema sebi. Test se
sastojao od toga da ma pocetku testiranja djeca ocjenom od 1 (ne slaZem se) do 5 (slazem se)
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ocijene tvrdnju "imam mmnogo dobrih osobina”. Nakon toga u razdoblju od Sest tjedana djeca su
igrala cetiri igre koje poticu pozitivan stav prema sebi. Poslije tih igara ponovno im je postavljeno
isto pitanje koje su na isti nacin ocijenili. U bazi podataka igre.sta nalaze se ocjene prije i nakon
provodenja igara. Uvidom u utjecaj igara na misljenje djece o samima sebi moZemo dobiti procjenu
distribucije i numerickih karakteristika slucajne varijable kojom modeliramo ocjene prije i nakon

tretmana igrama (slike 6.4, 6.5 1 6.6).

Descriptive Statistics (igre.sta)

Valid N | Mean Mode | Frequency | Variance | Std.Dev.
Variable of Mode
prije igara 33 4.55 5 21 0.44 0.67
poslije igara 33 4.79 5 27 0.23 0.48

Descriptive Statistics (igre.sta)

Median | Minimum | Maximum | Lower | Upper | Range
Variable Quartile | Quartile
prije igara 5 3 5 4 5 2
poslije igara 5 3 5 5 5 2

Slika 6.4: Varijable prije igara i poslije igara - deskriptivna statistika.

Frequency table: igre.sta
Count Percent Count Percent
(prije  |(prije igara)|  (poslije (poslije
Category| igara) igara) igara)
3 3 9.09 1 3.03
4 9 27.27 5 15.15
5 21 63.64 27 81.82

Slika 6.5: Varijable prije igara i poslije igara - tablice kategoriziranih frekvencija i relativnih

frekvencija

52

4.8
4.6
4.4
4.2
4.0
3.8
3.6
34
3.2
3.0 -
2.8

= Median
prije igara []25%-75%
poslije igara 1 Min-Max

Slika 6.6: Varijable prije igara i poslije igara - kutijasti dijagrami na bazi medijana.

Buduéi da se ovdje radi o analizi subjektivnog misljenja djeteta o samom sebi na istom uzorku

djece prije i poslije tretmana igrama, kaZemo da proucdavamo vezane uzorke.
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Na temelju tablica frekvencija i relativnih frekvencija u primjerima 6.1 1 6.3 (tablice
6.116.5) uo¢avamo razlike u empirijskoj distribuciji slu¢ajne varijable kojom mode-
liramo promatrano obiljeZje na danim vezanim ili nevezanim uzorcima. Preciznije,
uocavamo razlike u empirijskoj distribuciji slu¢ajne varijable kojom modeliramo
dob studenata koji studiraju na klasi¢an nacin i slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo dob studenata koji studiraju putem e-learninga u primjeru 6.1 te razlike u
empirijskim distribucijama sluc¢ajnih varijabli kojima modeliramo ocjenu misljenja
djece o sebi prije i nakon igara u primjeru 6.3. Takoder, na temelju deskriptivnih
statistika 6.2 i 6.4 uoCavamo postojanje razlika u npr. aritmetickoj sredini (pro-
cjeni za ocekivanje sluc¢ajne varijable) i standardnoj devijaciji podataka (procjeni
za standardnu devijaciju sluéajne varijable). Postavlja se pitanje jesu li ove razlike
uofene na uzorcima statisticki znac¢ajne ili ne. U tu svrhu u ovom ¢emo se poglav-
lju baviti zaklju¢ivanjem o statisti¢koj znac¢ajnosti uocenih razlika u ovim i sli¢nim

primjerima.

Prvi korak u ovakvim analizama uvijek je analiza obiljezja koje nas zanima po-
sebno za svaki od dva dana uzorka pa kazemo da analiziramo jedno obiljezje u dva
tretmana. Cilj je utvrditi postoje li razlike u distribuciji obiljezja za razli¢ite tret-
mane. S obzirom da ne znamo stvarnu distribuciju promatranog obiljezja, o njoj
zaklju¢ujemo na osnovi prikupljenih podataka. U tu ¢emo svrhu usporediti empirij-
ske distribucije obiljezja po tretmanima, kao i procijenjene vrijednosti parametara
(primjeri 6.1 1 6.3). S obzirom na €njenicu da su procjenitelji koje pri tome koris-
timo slucajne varijable, prirodno je ocekivati da dobivene procijenjene vrijednosti
po tretmanima necée biti jednake. Pitanje na koje Zelimo odgovoriti jest mogu li
se razlike koje uoCavamo pripisati samo ¢injenici da su procjenitelji slu¢ajne vari-
jable ili ima razloga vjerovati da su izazvane postojanjem razlika izmadu stvarnih
distribucija promatranih sluc¢ajnih varijabli (tada kaZemo da su razlike statisticki
znacajne). Ukratko, pitanje na koje odgovaramo u ovom poglavlju jest: "Jesu li
uocene razlike po tretmanima statisti¢ki znacajne?" Postupak koji ¢emo pri
tome primjenjivati jest testiranje statistickih hipoteza. Vazno je takoder naglasiti
da je prilikom ovakvog analiziranja razlika medu distribucijama slu¢ajnih varijabli
vazno pazljivo pripremanje pokusa tako da se osiguraju dva sluc¢ajna uzorka koja se

bitno razlikuju samo po tretmanu.

6.1.1 Usporedba ocekivanja — nevezani uzorci

Zanima nas postoji li razlika u ocekivanju sluc¢ajne varijable kojom modeliramo

neko obiljezje u dva tretmana. U svakom od tretmana biramo jedinke u uzorak na
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sluéajni nacin. Uzorci ne sadrze iste jedinke. Neka su ni, g1 i o7 veli¢ina uzorka,
ocekivanje i standardna devijacija slu¢ajne varijable kojom modeliramo obiljezje u
prvom tretmanu, a no, uo i oo veli¢ina uzorka, ocekivanje i standardna devijacija

sluc¢ajne varijable kojom modeliramo obiljezje u drugom tretmanu.

Veliki uzorci

U uvjetima kada imamo velike uzorke, mozemo testirati hipotezu o jednakosti oce-
kivanja slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo promatrano obiljezje u dva tretmana
neovisno o distribuciji tih slué¢ajnih varijabli. Postupak testiranja provodi se

na sljedeéi nacin:

Nul-hipoteza:

Ho @ p1 = po
Test-statistika: _ _
7' = Xy — X, (6.1)
7 o3 '
ni | ng

Ovdje su n; i ngy veli¢ine uzoraka iz nevezanih tretmana, X,, i X,, su
redom aritmeticke sredine, a o1 i 02 poznate standardne devijacije tih
uzoraka, redom. Test-statistika Z’, u sluc¢aju velikih uzoraka te ako je

nul-hipoteza istinita, ima priblizno standardnu normalnu distribuciju.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da, na temelju podataka izracunata vrijed-
nost za Z' (oznacit ¢emo je sa %), nije daleko od 0. Medutim, slu¢ajna varijabla Z’
ima pribliZzno standardnu normalnu distribuciju pa ne mozemo zanemariti mogué-
nost realizacije te varijable i u intervalu koji je daleko od nule. Ako ozna¢imo sa Z
sluéajnu varijablu s A (0,1) distribucijom, na osnovi realizacije 2 statistike Z’ na
podacima mozemo odrediti p-vrijednost kao:

e p = P{Z > 2} ako je alternativna hipoteza oblika Hj : 3 — o > 0

e p = P{Z < z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : pu; — e < 0.

Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti o. U sluc¢aju da je
p < a odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacajnosti « i prihva¢amo alternativnu
hipotezu H;. Ako je p > «, zakljuéujemo da nemamo dovoljno argumenata koji bi

poduprli odluku o odbacivanju nul-hipoteze.
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U ovim postupcima aritmeticke sredine uzoraka X,, i X,, koristimo kao procje-
nitelje za oGekivanja p; 1 po (njihove realizacije za izmjerene vrijednosti u prvom i
drugom tretmanu su procjene T, i T, otekivanja pq 1 o). Za primjenu ovog testa
potrebno je poznavati i varijancu obiljezja (tj. vrijednosti o7 i 03), §to u primje-

nama najce$ée nije slucaj. Medutim, u slucaju velikih uzoraka mozemo iskoristiti

2

korigirane varijance uzoraka s; i siz kao procjene nepoznatih varijanci.

Mali uzorci

Ako pretpostavimo da su varijable u tretmanima normalno distribuirane i da imaju
jednake varijance, tada mozemo primijeniti test koji ¢e biti opisan u ovom odjeljku.
Dakle, ako za slucajne varijable X; i X5, kojima modeliramo obiljezje u prvom,

odnosno drugom tretmanu, vrijede pretpostavke

o Xy ~N(p,07) i Xo ~N(pz,03)

e 07 =03,

postupak testiranja jednakosti o¢ekivanja sluc¢ajnih varijabli X; i X5 mozemo pro-
vesti i za male uzorke. Postupak testiranja provodi se na sljedeéi nacin:

Nul-hipoteza:
Ho: p1 = p2

Test-statistika:

Xn, — X,
/1, 1
SpA/ ny + na

2 (n1 —1)s3, + (ng —1)s2,

P

T = (6.2)

n1+no —2
Ovdje su np i ny veli¢ine uzoraka iz nevezanih tretmana, X,, i X,, su
2
ni

varijance za svaki tretman. Ako je nul-hipoteza istinita, test-statistika

redom aritmeticke sredine tih uzoraka, a sz i 5%2 korigirane uzoracke

T’ ima Studentovu t-distribuciju s (n; 4+ ny — 2) stupnjeva slobode.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izra¢unata vrijed-
nost za T’ (oznacit éemo je s £) blizu 0, a vjerojatnost da se T realizira u intervalu

dalekom od nule, koja nam treba za odredivanje p-vrijednosti, ra¢unamo na temelju
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Studentove t-distribuciju s (n1+ng—2) stupnjeva slobode. Oznaéimo li s T" slu¢ajnu

varijablu koja ima t-distribuciju s (ny + ne — 2) stupnjeva slobode, imamo:
e p = P{T >t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : y; — iz > 0
e p = P{T <t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : y; — iz < 0.

Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znac¢ajnosti o. U sluc¢aju da je
p < «, odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacajnosti « i prihvaéamo alternativnu
hipotezu H1. Ako je p > a, zaklju¢ujemo da nemamo dovoljno argumenata koji bi
poduprli odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Za primjenu ovog testa od velike je vaznosti ispunjenost pretpostavke o jednakosti
varijanci varijabli po tretmanima. Budué¢i da nam stvarne varijance o7 i o2 u
veéini slu¢ajeva nisu poznate, korisno je prije primjene ovog testa testirati hipotezu
o jednakosti varijanci. U tu svrhu moZemo Kkoristiti tzv. F-test o jednakosti

varijanci.

Nul-hipoteza:

Test-statistika:
s

r_ °ng
V= 2 (6.3)
no
Ovdje su s? i s2 procjene varijanci o2 i 05. Ako je nul-hipoteza istinita,
test-statistika V’ ima F distribuciju s (n; — 1) i (n2 — 1) stupnjeva
slobode.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da je na temelju podataka izrac¢unata vri-
jednost za V' (oznacit ¢emo je s 9) bliska jedinici. Oznadimo s V slu¢ajnu varijablu
koja ima F distribuciju s (ny — 1) i (n2 — 1) stupnjeva slobode. Nul-hipotezu od-
bacujemo ako za izra¢unatu vrijednost ¥ vrijedi jedna od sljedeé¢ih nejednakosti:

) S C1 ili ) Z Co,
gdje su ¢; 1 co pozitivni realni brojevi takvi da je
«@
P(VSCl):P(VECQ)ZE,

gdje je a je nivo znacajnosti testa (slika 6.7).
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P{V<c}=«a/2 P{V >c} =a/2

x
c1 Cc2

Slika 6.7: P{V <1} +P{V>ci}=a

Brojeve c¢; i ¢y odredujemo kalkulatorom vjerojatnosti pri ¢emu je kljuéno za dis-
tribuciju odabrati F distribuciju sa stupnjevima slobode (eng. degrees of freedom,
df) (ny — 1) i (ng —1). Npr. ako n; = ny = 11, tada su oba stupnja slobode F
distribucije jednaka 10 pa je za o = 0.05 ¢; = 0.27 1 ¢cg = 3.72, a za a = 0.1 je
c1 = 0.34 1 co = 2.98. Dakle, ako je

”Dgcl 111”{)202

na nivou znacajnosti a odbacujemo nul-hipotezu Hg i prihva¢amo alternativnu hi-

potezu o postojanju razlike medu varijancama o? i 02. Ako je

v € (e1,¢a),

tada nemamo dovoljno argumenata koji bi poduprli odluku o odbacivanju hipoteze
o jednakosti varijanci.

Primjer 6.4. Neka su s1 = 3.2 i so = 3 procjene standardih devijacija slucajnih varijabli X
i Xo kojima modeliramo neko obiljeZje u prvom ¢ drugom tretmanu, redom. Pretpostavimo da
su procjene s1 i sz dobivene na temelju uzoraka velicina n1 = ng = 30. Da bismo na nivou
znacajnosti o = 0.05 proveli F-test i donijeli odluku koja se tice jednakosti varijanci 0’% 7 0’%,

racunamo vrijednost test statistike V':

2 2
s 2

b= % = 3—2 ~1.14
Sty 3

Pomocu kalkulatora vjerojatnosti slijedi da je za slucajnu varijablu V' koja ima F distribuciju s
oba stupnja slobode jednaka 29
P{V <0.48} = P{V > 2.1} = 0.025
{V <048} + P{V > 2.1} = 0.05,
pa je c1 = 048, a c2 = 2.1. Buduéi da je izracunata vrijednost © = 1.14 sadrZana u intervalu

(c1,c2) = (0.48,2.1), na nivou znacajnosti oo = 0.05, nemamo dovoljno argumenata koji bi poduprli
turdnju o odbacivanju nul-hipoteze. Dakle, ne moZemo turditi da su varijnce razlicite.
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Primjer 6.5. Neko poduzeée bavi se izdavackom djelatnoséu. Svoje proizvode na prodajna mjesta
dostavlja koristeci usluge dvaju transportnih poduzeéa. Upravu poduzeca zanima razlikuju li se
ocekivana vremena trajanja dostave za ta dva poduzeca ili ne. Da bi se donio zakljucak koji daje
odgovor na pitanje uprave, potrebno je testirati hipotezu o jednakosti oéekivanog vremena trajanja
dostave proizvoda za ta dva transportna poduzeéa. U tu je svrhu analiticar zabiljeZio trajanje 30
dostava koje je obavilo prvo i 30 dostava koje je obavilo drugo transportno poduzeée te na temelju
tih podataka procijenio ocekivanje promatranih slucajnih uzoraka:

prvo transportno poduzece: n1 = 30, T, = 16 sati, s1 = 3.2 sata

drugo transportno poduzece: n2 = 30, Tn, = 18 sati, s = 3 sata.
Pretpostavimo da vremena trajanja dostave proizvoda u organizaciji prvog i drugog transportnog
poduzeéa moZemo modelirati normalnim slucajnim varijablama. U primjeru 6.4 proveli smo F'-test
o jednakosti varijanci za ovaj slucéaj i pokazali da, na nivou znacajnosti a = 0.05, ne odbacujemo
nul-hipotezu. Dakle, za testiranje hipoteze o jednakosti ocekivanog vremena trajanja dostave za
dva promatrana transportna poduzeca, tj. za testiranje hipoteze

Ho : p1 = p2,
mozZemo koristiti statisticki test temeljen na test statistici 6.2 koja u ovom slucaju prima vrijednost

16 — 18
A —2.49,

f=—— — =
sp (35 + 50)

gdje je

(30 —1)3.22 + (30 — 1)32 31
Sp = =3.1.
v 30 +30 — 2
Uoc¢imo da za procjene Tpn, = 16 i Tp, = 18 nepoznatih ocekivanja py i p2 vrijedi nejednakost
71 < T2, tj. nejednakost T4 — T2 < 0, $to odgovara alternativnoj hipotezi
Hi:pr — pe <O0.

Pripadna p-vrijednost je

p=P{T <t} = P{T < —2.49} ~ 0.0077.
Buduéi da je za nivo znacajnosti o = 0.05 ocito p < «, slijedi da na nivou znacajnosti o =
0.05 odbacujemo nul-hipotezu i prihvacamo alternativnu hipotezu da je ocekivano vrijeme trajanja
dostave za prvo transportno poduzeée krace od ocekivanog vremena trajanja dostave za drugo

poduzece.

6.1.2 Usporedba ocekivanja — vezani uzorci

Cesto u praksi imamo potrebu za usporedivanjem varijabli u vezanim tretmanima.
Npr. ako zelimo usporedivati rezultate testa za iste bolesnike prije i nakon lije¢enja.
Prethodni test ovdje nije adekvatan jer smo svjesni da mjerena vrijednost varijable
u svakom pojedinom slu¢aju drugog tretmana moze ovisiti o tome kolika je bila
vrijednost varijable odgovarajuéeg slu¢aja u prvom tretmanu. Dakle, pretpostavka
0 nezavisnosti varijabli po tretmanima nije opravdana. U ovakvim primjerima slu-
¢ajevi se moraju pratiti u paru, a zakljucci o postojanju razlika medu tretmanima
donose se na osnovu razlika varijabli u pojedinim tretmanima kao $to je prikazano
u tablici 6.1.



138 STATISTICKO ZAKLJUGIVANJE — DVIJE VARIJABLE

ispitanik | tretman 1 | tretman 2 razlika
1 Ty (7 di =x1— 1
2 T2 Y2 dy =1x1 — 32
n T Yn dnp =21 — Yn

Tablica 6.1: Razlike vrijednosti varijabli u promatranim tretmanima.

Dakle, slu¢ajni uzorak koji se ovdje promatra sastoji se od n uredenih parova slu-
¢ajnih varijabli (X1,Y1),..., (X, Ys) pomocu kojih definiramo slu¢ajne varijable
razlika D; = X; —Y;, 4 € {1,...,n}, gdje su slu¢ajne varijable X, ..., X,, nezavisne
i jednako distribuirane (isto vrijedi za slu¢ajne varijable Y7,...,Y,,). Pretpostavimo
da su i slu¢ajne varijable Dy, ..., D, takoder nezavisne i jednako distribuirane. Oce-
kivanje sluc¢ajne varijable razlika D; = X; —Y;, ¢ € {1,...,n}, moZe se dobiti kao

razlika oCekivanja pq i pe slu¢ajnih varijabli X; i Y;, tj.

HD = M1 — H2.
Testiranje hipoteze
Ho: pr—p2=0

sada se svodi na testiranje ekvivalentne hipoteze
Ho:pp =20

koja se odnosi na ocekivanje slucajne varijable razlika. Testovi kojima moZemo
testirati ovako postavljenu hipotezu opisani su u poglavlju Statisticko zaklju¢ivanje
— jedna varijabla.

Uoc¢imo da sada, uz procjene za parametre varijabli svakog pojedinog tretmana,
trebamo i procjene za parametre varijable razlika koje éemo koristiti za testiranje

hipoteze. Procjene za ocekivanje razlike i varijance razlike su:

— . . 1 —
dp =Tp — T, s2 = — Z(difdn)z.

Primjer 6.6.  (igre.sta)

U primgjeru 6.3 opisali smo istraZivanje provedeno u jednoj Skoli o tome Sto djeca misle i osjecaju
prema sebi. Provjerimo moZemo li na nivou znacajnosti o = 0.05 prihvatiti hipotezu o postojanju
razlike u ocekivanoj ocjeni djece prije i nakon tretmana igrama.

Buduéi da prilikom provodenge testa o razlici ocekivanja p-vrijednost iznosi 0.009, na nivou zna-
Cagnosti o« = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu u korist alternativne hipoteze o povecanju ocekivane

ocjene djece prije i nakon tretmana igrama.
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6.1.3 Usporedba proporcija u velikim uzorcima

Kao 8to je veé objasnjeno do sada, problem procjene proporcije i problem procjene
vjerojatnosti pojavljivanja dogadaja mogu se uklopiti u statisticki model s istim
tipom distribucije. Ovdje se bavimo utvrdivanjem postojanja razlika medu vjero-
jatnostima pojavljivanja izabranog dogadaja u dvije nezavisne populacije. Primje-
rima éemo pokazati kako se ta procedura moze iskoristiti za utvrdivanje postajanja

razlika u proporcijama.

Dakle, zelimo na temelju ucestalosti pojave nekog dogadaja u uzorcima iz dvije
populacije usporediti vjerojatnosti pojavljivanja tog dogadaja u te dvije populacije.
Za modeliranje ¢emo iskoristiti Bernoullijevu slu¢ajnu varijablu. Jedan problem tog

tipa prikazan je u primjeru 6.7.

Primjer 6.7. Na temelju tisuéu dimenzionalnog reprezentativnog uzorka (n1 = 1000) stanovnika
jednog grada utvrdeno je da je proporcija ljudi u uzorku koji redovito vjezbaju p1 = 25% dok je
u nekom drugom gradu na temelju 2000 dimenzionalnog uzorka (n2 = 2000) utvrdeno je da je
proporcija redovitih vjezbaca p2 = 28%. Ewvidentno je da je proporcija ljudi koji redovito vjeZbaju
u uzorku iz drugog grada veéa od proporcije u uzorku iz prvog grada. Mi Zelimo utvrditi moZemo li
na temelju toga zakljuciti da je proporcija stanovnika koji redovito vjeZbaju w drugom gradu veca
nego u prvom gradu.

U tu svrhu iskoristit éemo uobicajeni postupak modeliranja kod zakljucivanja o proporciji. Prilikom
uzimanga uzorka (ispitavanja odabranih osoba vjezbaju li ili ne) oznacimo s 1 odgovor "da", a s

0 odgovor "ne". Za modeliranje uzoraka koristimo dvije Bernoullijeve slucajne varijable

0 1 0 1
X1 = , Xo= , p1,p2 €(0,1),
1—p1 ;1 1—p2 p2

gdje je p1 vjerojatnost pojave promatranog dogadaja u prvoj populaciji (odgovara proporciji osoba
koje redovito vjezbaju u prvoj populaciji), a p2 vjerojatnost pojave istog dogadaja v drugoj popula-
ciji (odgovara proporciji osoba koje redovito viezbaju u drugoj populaciji). Koristenjem relativne
frekvencije kao procjenitelja za vjerojatnost, na temelju uzoraka stanovnika dvaju promatanih gra-
dova procjenjujemo parametre p1 i pa s p1 = 25% i pa = 28%. Svjesni smo da su procjenitelji
slucajne varijable. Njihove realizacije, tj. procjene ne daju toénu vrijednost parametara. Mo-
Zemo li, na temelju informacija koje imamo, reéi da je u drugom gradu veéa proporcija ljudi koji
redovito vjezbaju?

Da bismo odgovorili na pitanje postavljeno u primjeru 6.7, sluzimo se sljede¢im
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testom:

Nul-hipoteza:
Hoy: p1=p2

Test-statistikas: ~ o~
b1 — P2
P - )&+ 5)
p P)\5; T2
mp1 + napa
ni + no

Z' =

I/)\:

Ovdje su nq i ng veli¢ine uzoraka iz dviju promatranih populacija, a py i
D2 proporcije realizacija dogadaja od interesa u prvom i drugom uzorku,
redom. Za velike uzorke i ako je nul-hipoteza istinita, slu¢ajna varijabla

Z' ima priblizno standardnu normalnu distribuciju.

Ako je nul-hipoteza istinita, o¢ekujemo da ¢e se Z’ realizirati blizu nule. Kao i do
sada, ne smijemo zanemariti ¢injenicu da postoji mala vjerojatnost realizacije Z’
u intervalu daleko od nule i ako je nul-hipoteza istinita, $to je osnova za racuna-
nje p-vrijednosti. Oznadimo sa 2 realizaciju od Z’' na uzorku (tj. 2 je izraCunata
vrijednost za Z’ na temelju podataka). Ako sa Z oznacimo slu¢ajnu varijablu koja
ima standardnu normalnu distribuciju, na osnovi Z moZzemo odrediti p-vrijednost

na sljedeéi nacin:
e p = P{Z > %} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p1 —p2 >0
e p = P{Z < z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p; — p2 < 0.

Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti . U sluc¢aju da je
p < «, odbacujemo nul-hipotezu i na nivou znacajnosti a prihva¢amo alternativnu
hipotezu H1. Ako je p > a, zaklju¢ujemo da nemamo dovoljno argumenata koji bi

poduprli odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Primjer 6.8. Provedimo navedeni test za problem iz primjera 6.7 uz nivo znacajnosti o = 0.05.
Buduéi da je
p1 < P2,
alternativna hipoteza je oblika
Hi:p1—p2<0.

Za n1 = 1000, p1 = 0.25, ny = 2000 7 p2 = 0.28 je
1000 - 0.25 4 2000 - 0.28

1000 + 2000 =027

p=
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pa je vrijednost test statistike Z'

0.25 — 0.28
5= ~ —1.74,

\/0.27(1 —0.27) (155 + 3005)

a p-vrijednost
p=P{Z < —1.74} =~ 0.041.
Buduéi da je p < «, odbacujemo nul-hipotezu i na nivou znacajnosti « = 0.05 prihvacéamo alter-

nativnu hipotezu koja kaZe da je u drugom gradu veéa proporcija ljudi koji redovito vjeZbaju.

Primjer 6.9. U jednom slucajnom uzorku od 100 stalnih kupaca dane trgovine 43 kupca placaju
Master karticom (n1 = 100, p1 = 0.43), a u drugom slucanom uzorku koji takoder broji 100 kupaca
ngih 58 plaéa Visa karticom (n2 = 100, p2 = 0.58). Zanima nas moZemo li na razini znacajnosti
a = 0.05 turditi da je proporcija kupaca te trgovine koja za placanje koristi Visa karticu veca od
proporcije kupaca koji koriste Master karticu.

Buduéi da je
p1 < p2,
alternativna hipoteza je oblika
Hi:p1—p2<0
pa za vrijednost test statistike Z' dobivamo:

_100(0.43+0.58) 101
p= 100(0.43+0.58) _ 101 = 0.505,
100 + 100 200

N 0.43 —0.58
2= ~ —2.12.

\/0.:505(1 — 0.505) (k5 + 155

Pripadna p-vrijednost je

p=P{Z<2}=P{Z<-212} =0.017.

Za nivo znacajnosti a = 0.05 slijedi da je p < o pa zakljucujemo da odbacujemo nul-hipotezu i na
razint znacajnosti o = 0.05 prihvaéamo alternativnu hipotezu da je proporcija kupaca te trgovine
koji za placanje koriste Visa karticu veéa od proporcije kupaca koji za placanje koriste Master
karticu.

6.2 Dvodimenzionalan sluc¢ajni vektor

U prethodnom poglavlju uveli smo pojam vezanih uzoraka kod kojih se, za svaki po-
jedinacni slucaj, biljezi vrijednost jednog obiljezja u dva razli¢ita tretmana. Uo¢imo
da to rezultira tablicom u kojoj imamo unesene vrijednosti (realizacije) tog obiljezja

u svakom pojedinom slu¢aju (tablica 6.2).
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broj | tretman 1 | tretman 2
1 Ty ()
2 To Y2
n In Yn

Tablica 6.2: Tablica vrijednosti obiljezja za n mjerenja u svakom od dva tretmana.

Za ovakve podatke kazemo da su realizacije slu¢ajnog vektora (X,Y), gdje je
X slu¢ajna varijabla kojom modeliramo realizacije prvog tretmana, a Y slucajna
varijabla kojom modeliramo ralizacije drugog tretmana. Sli¢ne tablice pojavljuju
se ako na istim jedinkama biljezimo realizacije dviju varijabli, bilo da one opisuju
istu karakteristiku bilo neku drugu karakteristiku. Npr. ako za skupinu osoba
na kojoj vr$imo ispitivanje mjerimo istovremeno tjelesnu masu i visinu, biljezimo
realizacije dviju razli¢itih karakteristika osobe, ali opet imamo vezane varijable.
Naime, sasvim je prirodno da masa osobe nije potpuno neovisna o visini, medutim
nije ni jednozna¢no odredena visinom osobe. U ovakvim slu¢ajevima od interesa
je ustanoviti postoje li neke ovisnosti medu varijablama koje se prate u paru ili su
one neovisne jedna o drugoj. Da bismo to bili u stanju, potrebno je prvo nauciti
osnovne pojmove vezane uz slu¢ajni vektor. U ovom poglavlju opisat éemo sluc¢ajni

vektor, njegovu distribuciju i osnovne karakteristike u diskretnom sluc¢aju.

Treba takoder naglasiti da sluc¢ajni vektor ne mora uvijek biti uredeni par slu¢ajnih
varijabli, tj. ne mora biti dvodimenzionalan. On mozZe biti uredena n-torka slu¢ajnih
varijabli (tj. m-dimenzionalan slucajni vektor) kao npr. kada za svaki pojedini
slucaj biljezimo realizacije vise razli¢itih karakteristika, a ne samo dvije. Medutim,
za nasSe potrebe i osnove statisticke analize kojom utvrdujemo postojanje ovisnosti

medu varijablama bit ée dovoljno razmatranje dvodimenzionalnog slucaja.

6.2.1 Tablica distribucije diskretnog sluc¢ajnog vektora

Jedna realizacija dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora uvijek je uredeni par realnih
brojeva. Ako je takav slu¢ajni vektor ujedno diskretan, onda realizacija moZe biti
samo konacno ili prebrojivo mnogo, kao i kod diskretne slu¢ajne varijable. Radi jed-
nostavnosti promatat ¢éemo samo slu¢ajne vektore s kona¢nim skupom svih moguéih
vrijednosti. Da bismo zadali distribuciju takvog slu¢ajnog vektora, potrebno je za-
dati pripadnu vjerojatnost na skupu svih njegovih moguéih realizacija. Postupak

zadavanja distribucije slu¢ajnog vektora opisat ¢emo prvo na jednom primjeru.
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Svaka

od linija povremeno me zavari vreéicu na odgovarajuci nadin pa se pakiranje me moZe poslati u

Primjer 6.10. Twornica bombona koristi dvije linije za pakiranje bombona u vrecice.
prodaju. Radi analize uzroka ovih problema analiticar Zeli saznati distribuciju broja pogresno
zavarenih pakiranja u jednom satu na svakoj liniji posebno, ali i njihovu zajednicku distribuciju.
Naime, analiti¢ar Zeli saznati pojavljuje li se povecan broj loSe zavarenih pakiranja istovremeno na
obje linije pa mozZda uzroke treba traZiti u mpr. povremenim smetnjama u elektricnom mapajanju

1 slicnim moguéim zajednickim uzrocima.

U tu svrhu analiticar je brojao pogresno zavarena pakiranja sa svake linije tijekom 400 sati ¢ dobio
podatke koje je biljezio u tablicu 6.3.

sat | prva linija - broj gresaka | druga linija - broj gresaka
1 0 0
2 1 0

3 2 2

400 3 1

Tablica 6.3: Frekvencije pogresno zavarenih vreéica na prvoj i drugoj liniji po satima.

Dobivene podatke pregledno (sumarno) moZemo prikazati koristenjem zajedni€ke tablice frek-

vencija oblika 6.4.

druga linija
0 1 2 3 4 | zbroj
0122 12 13 12 7 66
1120 24 14 30 10 98
prva linija 2 | 15 20 30 10 7 82
3 6 5 10 32 20 73
4 5 13 31 25 81
zbroj 68 68 8 115 69 400

Tablica 6.4: Zajednicka tablica frekvencija pogresno zavarenih vreéica na obje linije.

Oznacimo li s X slucagnu varijablu kojom opisujemo broj pogresno zavarenih vreéica po satu s
prve lingje, a Y s druge linije, vidimo da je skup svih mogucih realizacija pripadnog slucajnog
vektora (X,Y) skup R(X,Y) = {(0,0),(0,1),...,(0,4),(1,0),...,(1,4),...,(4,4)} i da se on lako
moZe opisati koristenjem oznaka na gornjoj i lijevoj margini zajednicke tablice frekvencija 6.4. Iz
tablice frekvencija 6./ moZemo odrediti empirijsku distribuciju slucajne varijable X (tablica 6.5) i
Y (tablica 6.6) koje mogu posluZiti za procjenu stvarne (nepoznate) distribucije slucajnih varijabli
XiY.
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vrijednost od X

0

1

2

3

4

0.165

0.245

0.205

0.1825

0.2025

relativna frekvencija

Tablica 6.5: Empirijska distribucija slu¢ajne varijable X.

vrijednost od Y 0 1 2 3 4
0.17 0.17 0.2 0.2875 0.1725

relativna frekvencija

Tablica 6.6: Empirijska distribucija slucajne varijable Y.

Razmislite: kolika je procjena vjerojatnosti da na drugoj liniji budu 4 loSe zavarene vreéice bom-

bona po satu, a koliko na prvoj liniji?

Takoder, iz zajednicke tablice frekvencija 6.4 moZemo izracunati relativnu frekvenciju pojaviljivanja
svakog uredenog para iz skupa moguéih realizacija slucajnog vektora (X,Y) dijeljenjem odgovara-
juéih frekvencija ukupnim brojem slucajeva u uzorku, tj. s 400 (tablica 6.7).

Y
0 1 2 3 4
0 | 0.0550 0.0300 0.0325 0.0300 0.0175
1 | 0.0500 0.0600 0.0350 0.0750  0.0250
X 2 0.0375 0.0500 0.0750 0.0250 0.0175
3 | 0.0150 0.0125 0.0250 0.0800 0.0500
4 | 0.0125 0.0175 0.0325 0.0775 0.0625

Tablica 6.7: Zajedni¢ka tablica relativnih frekvencija pogresno zavarenih vreéica na obje linije.

Owvako dobivena zajednicka tablica relativnih frekvencija 6.7 odgovara empirijskoj tablici dis-
tribucije diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y") pa se moZe koristiti ako Zelimo npr. procijeniti
koliko iznosi vjerojatnost da na prvoj liniji ne bude pogresno zavarenih pakiranja, a istovremeno
na drugoj linigi budu 4 pogreske, tj. za procjenu vjerojatnosti pojavljivanja odgovarajucih parova
{X =z}n{Y =y}. Uocimo da se empirijske distribucije slucajne varijable X i slucajne varijable
Y mogu dobiti sumiranjem odgovarajuéih redaka, odnosno stupaca iz zajednicke tablice relativnih

frekvencija 6.7, kao Sto je prikazano u tablici 6.8.

Y

0 1 2 3 4 zbroj

0 | 0.0550 0.0300 0.0325 0.0300 0.0175 | 0.165

1| 0.0500 0.0600 0.0350 0.0750 0.0250 | 0.245

X 2 | 0.0375 0.0500 0.0750 0.0250 0.0175 | 0.205
3 | 0.0150 0.0125 0.0250 0.0800 0.0500 | 0.1825
4 | 0.0125 0.0175 0.0325 0.0775 0.0625 | 0.2025

zbroj 0.17 0.17 0.2 0.2875 0.1725 | 1

Tablica 6.8: Zajednicka tablica relativnih frekvencija s marginama.
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Opéenito, distribucija dvodimenzionalnog sluc¢ajnog vektora (X,Y), pri ¢emu su
{z1,..., 2y} vrijednosti koje moZe primiti slu¢ajna varijabla X (prva komponenta
ovog vektora), a {y1, ..., yn } slucajna varijabla Y (druga komponenta ovog vektora),

dana je tablicom distribucije 6.9.

Y
U1 Y2 Yn
r1|p(r1,y1) p(x1,92) - (21, Yn)
X z2|p(x2,y1) p(T2,92) - D(T2,Yn)

Tm p(xmayl) P(xm,yz) .- p(xmvyn)

Tablica 6.9: Tablica distribucije dvodimenzionalnog diskretnog slu¢ajnog vektora.

Broj p(x;,y;) je vjerojatnost da slu¢ajna varijabla X primi vrijednost x;
i slu¢ajna varijabla Y vrijednost y;, tj. vjerojatnost da se dogode oba
dogadaja {X =uz;} i {Y =y;}:

p(@i,y;) = PUX =2} N{Y =y;}) = P{X =2, Y = y;}.

Uoc¢imo da se distribucije slu¢ajnih varijabli koje ¢ine ovaj slu¢ajni vektor (tj. po-
sebno distribucija od X i distribucija od Y) mogu takoder dobiti iz tablice dis-
tribucije slu¢ajnog vektora zbrajanjem vjerojatnosti u odgovarajué¢im redovima,
odnosno stupcima. Te distribucije zovemo marginalne distribucije sluc¢ajnog
vektora (X,Y) te ih dodajemo u zajedni¢ku tablicu distribucije kako je prikazano
tablicom 6.10.

Y
Y1 Yo e Yn zbroj
1 | p(zi,y1)  plry2) oo p(,yn) | px(T1)
X x| plxa,yn)  p(r2,y2) oo p(x2,9n) | px(72)
Tm P(Tm,y1)  P(Tm,y2) oo DTy Yn) | Px(Tm)
zbroj | py(y1)  py(y2) ... py(ya) 1

Tablica 6.10: Tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora s istaknutim margi-

nalnim distribucijama.
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Pri tome smo koristili oznake:
v(y1) = P{Y =y}, .. .,py(yn) = P{Y = yn}

px(x1) = P{X =x1},...,px(xm) = P{X =2}

Kao $to je veé¢ navedeno, empirijsku distribuciju diskretnog slu¢ajnog vek-
tora dobijemo tako da elemente zajednicke tablice frekvencija dobivene temeljem
nezavisnih mjerenja realizacija slu¢ajnog vektora (X,Y’) podijelimo ukupnim bro-

jem mjerenja N.

Primjer 6.11.  (djeca.sta)

U bazi podataka djeca.sta nalazi se dio podataka o nekim ocjenama novorodendeta, nacinu poroda
1 magcei iz istraZivanja koje je provedeno u jednoj bolwici (pogledati zadatak 6.11). Varijabla uzv
sadrzi jednu ocjenu ultrazvucnog pregleda mozga novorodendeta (u skali od 1 do 4), a varijabla
konvulzije informaciju o tome je li novorodende imalo konvulzije (vrijednost D) ili ne (vrijednost
N). Oznacimo s X sluéajnu varijablu kojom modeliramo pojavu konvulzija, a 'Y slucajnu varijablu
kojom modeliramo ocjenu ultrazvucnog pregleda. Empirijska distribucija slucajnog vektora (X,Y)

i empirijske distribucije njegovih margina X ©Y prikazane su tablicom na slici 6.8.

Summary Frequency Table (djeca.sta)

Table: konvulzije(2) x uzv(4)

konvulzije | uzv uzv uzv uzv Row

1 2 3 4 Totals

Count N 182 12 59 36 289
Total Percent 57.41%)| 3.79%] 18.61%] 11.36%] 91.17%
Count D 14 0 9 5 28
Total Percent 4.42%)0.00%| 2.84%| 1.58%| 8.83%
Count All Grps 196 12 68 41 317
Total Percent 61.83%]| 3.79%| 21.45%] 12.93%

Slika 6.8: Empirijska distribucija slu¢ajnog vektora (X,Y") kojim modeliramo pojavu konvulzija
i ocjenu ultrazvucnog nalaza novorodenceta.

Pomoéu empirijske distribucije 6.8 moZemo procijeniti vjerojatnosti realizacija slucajnog vektora
(X, Y):

procjena vjerojatnosti da su konvulzije bile prisutne i da je ocjena ultrazvuka 1 (tj. P{X=D,
Y=1}) iznosi 0.0442

procjena vjerojatnosti da su konvulzije bile prisutne i da je ocjena ultrazvuka 4 (tj. P{X=D,
Y=4}) iznosi 0.0158

procjena vjerojatnosti da konvulzije nisu bile prisutne i da je ocjena ultrazvuka 4 (tj. P{X=N,
Y=4}) iznosi 0.1136

procjena vjerojatnosti da su konvulzije bile prisutne (tj. P{X=D}) iznosi 0.0883

procjena vjerojatnosti da je ocjena ultrazvuka 4 (tj. P{Y=4}) iznosi 0.1293.
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6.2.2 Uvjetne distribucije. Nezavisnost

Cesto se javlja potreba za proucavanjem distribucije jedne komponente slu¢ajnog
vektora ako je poznata realizacija njegove druge komponente. Takve distribucije
nazivamo uvjetnim distribucijama slu¢ajnog vektora.

Teorijske uvjetne distribucije i koncept zavisnosti dviju slu¢ajnih varijabli defini-
rat ¢emo na temelju tablice distribucije 6.10 dvodimenzionalnog sluc¢ajnog vek-
tora (X,Y) koriste¢i princip koji je ilustriran na empirijskoj distribuciji slucaj-
nog vektora. Ako je teorijska distribucija dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora
(X,Y) dana tablicom distribucije 6.10, tada uvjetne distribucije slu¢ajne va-
rijable Y uz uvjet da se dogodio {X = z;} za one x; € R(X) za koje je
P{X = x;} = px(z;) # 0 dobijemo kao niz brojeva

P{X =2,V =y;}  p(zi,y;)
Piy|x=2:)(Yj) = P{X =2} = px(x;) , J=1,...,n.

Analogno, za one y; € R(Y) za koje je P{Y = y;} = py(y;) # 0 dobivamo uvjetne

distribucije od X uz uvjet da se dogodio dodadaj {Y" = y;}
P{X =u:,Y =y;}  plwi,y;)

Dix|y=y}(Y;) = = , t=1,...,m.
=R P{Y =y} by (y))
Za slucajne varijable X i Y, ¢ija je zajednicka distribucija dana tablicom
6.10, kaZzemo da su nezavisne ako za sve i =1,...,m, j = 1,...,n vrijedi
da je

p(zi,y;5) = px (i) - py (¥5),
tj. vjerojatnosti iz distribucije slu¢ajnog vektora mogu se dobiti mnozZe-
njem odgovarajuéih vjerojatnosti iz marginalnih distribucija. U suprot-
nom kazemo da su sluéajne varijable X i Y zavisne.
Koncept nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X i Y usko je vezan uz uvjetne distribucije,

tj. distribucije uvjetovanih sluc¢ajnih varijabli

XY=y, y,eRY), j=1,....,n

YIX=u, z,eRX), i=1,...,m.
Naime, ako su slucajne varijable X i1 Y nezavisne, tada za svaki x; € R(X) za koji
je px(x;) # 01 za svaki y; € R(Y) vrijedi da je

PIX =2,Y = y;)

_p(@i,y)  px(xi) py(y;) _
= ox@) - px@) )

Dakle, ako su X i Y nezavisne, tada vrijedi:
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- za svaki x; € R(X) za koji je px(z;) # 0 slucajne varijable Y 1 Y|X = x; imaju
jednake distribucije

- za svaki y; € R(Y) za koji je py (y;) # 0 slu¢ajne varijable X i X|Y = y; imaju
jednake distribucije.

Primjer 6.12.  (citanje.sta)

Baza podataka citanje.sta sadrzi rezultate istrazivanja o citateljskim navikama stanovnika jednog
grada. Varijabla citanje sadrzi informaciju o tome procita li ispitanik svaka tri mjeseca barem
jednu knjigu (1 - procita, 0 - ne procita), varijabla spol sadrzi informaciju o spolu ispitanika (Z
- Zena, M - muskarac), a varijabla obrazovanje stupanj obrazovanja svakog ispitanika (NSS - niZa
strucna sprema, SSS - srednja strucna sprema, VSS - visoka struéna sprema).

Neka je (X,Y) slucajni vektor gdje je X slucajna varijabla koja se realizira jedinicom ako stanovnik
tog grada svaka tri mjeseca procita barem jednu knjigu, a inace se realizira nulom, a 'Y slucajna
varijabla kojom modeliramo struc¢nu spremu stanovnika tog grada (1 - NSS, 2 - SSS, 3 - VSS).
Ako Zelimo analizirati &itateljske navike stanovnika tog grada s obzirom na mjihovo obrazovanje,
zapravo trebamo proucavati slucajnu varijablu X uvjetovanu na poznatu (danu) vrijednost slucajne
varijable Y. Tako dolazimo do tablica frekvencija 6.11, 6.12 ¢ 6.13.

X 0 1 | zbroj
frekvencija pod uvjetom Y =1 (NSS) | 48 16 64

Tablica 6.11: Tablica frekvencija slu¢ajne varijable X uvjetovane na {Y = 1}.

X 0 1 | zbroj
frekvencija pod uvjetom Y =2 (SSS) | 426 51 477

Tablica 6.12: Tablica frekvencija slu¢ajne varijable X uvjetovane na {Y = 2}.

X 0 1 | zbroj
frekvencija pod uvjetom Y =3 (VSS) | 184 19 203

Tablica 6.13: Tablica frekvencija slu¢ajne varijable X uvjetovane na {Y = 3}.

Frekvencije iz tablica 6.11, 6.12 i 6.13 moZemo interpretirati kao frekvencije realizacija novih
sluéagnih varijabli X|Y =1 (X v uvjetimaY = 1), X|Y =2 (X vwyjetimaY =2) i X|Y =3 (X
u wyjetima Y = 3). Njihove distribucije redom zovemo: uvjetna distribucija od X uz uvjet
da je Y =1, uvjetna distribucija od X uz uvjet da je Y = 2 i uvjetna distribucija od X
uz uvjet da je Y = 3. Ako se te uwvjetne distribucije razlikuju od distribucije slucajne varijable
X, moZemo to interpretirati kao ¢injenicu da &itateljske navike stanovnika (varijabla X) ovise o
stupnju obrazovanja, tj. to sugerira da su X 1Y zavisne slucajne varijable.

Kao sto smo veé naucili, u statistici su stvarne distribucije uglavnom nepoznate pa ih treba pro-
cijeniti na temelju podataka. Tako je i sa stvarnim uwvjetnim distribucijama. U tu svrhu pomocu
tablica frekvencija 6.11, 6.12 i 6.13 racunamo empirijske distribucije navedenth uvjetovanih slu-
cagnih varijabli (tablice 6.1/, 6.15 1 6.16).
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X 0 1 | zbroj
relativna frekvencija pod uvjetom Y =1 (NSS) | 0.75 0.25 1

Tablica 6.14: Empirijska distribucija slu¢ajne varijable X|Y = 1.

X 0 1 | zbroj
relativna frekvencija pod uvjetom Y =2 (SSS) | 0.89 0.11 1

Tablica 6.15: Empirijska distribucija slu¢ajne varijable X|Y = 2.

X 0 1 | zbroj
relativna frekvencija pod uvjetom Y =3 (VSS) | 0.91  0.09 1

Tablica 6.16: Empirijska distribucija slu¢ajne varijable X|Y = 3.

Tablica na slici 6.9 sadrzi empirijsku distribuciju slucajnog vektora (X,Y) (plavi postoci), njegove
marginalne distribucije (ljubicasti postoci), empirijsku distribuciju slucajne varijable X uvjetovanu
na poznatu vrijednost sluéagne varijable Y (crvent postoci u istom redu tablice) te empirijsku
distribuciju slucagne varijable Y wvjetovanu na poznatu vrijednost slucajne varijable X (zeleni

postoci u istom stupcu tablice).

Summary Frequency Table (citanje.sta)
Table: obrazovanje(3) x citanje(2)
obrazovanije | citanje | citanje | Row
0 1 Totals
Count NSS 48 16 64
Column Percent 7.29%)| 18.60%)
Row Percent 75.00%( 25.00%
Total Percent 6.45%| 2.15%| 8.60%
Count SSS 426 51 477
Column Percent 64.74%|59.30%
Row Percent 89.31%( 10.69%
Total Percent 57.26%| 6.85%]64.11%
Count VSS 184 19 203
Column Percent 27.96%|22.09%
Row Percent 90.64%| 9.36%
Total Percent 24.73%| 2.55%| 27.28%
Count All Grps 658 86 744
Total Percent 88.44%|11.56%

Slika, 6.9: Tablica distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y) iz primjera 6.12, njegove marginalne i

uvjetne distribucije.

Ako pretpostavimo da empirijska distribucija slucajnog vektora (X,Y) dobro opisuje mjegovu
stvarnu distribuciju, moZemo procijeniti npr. sljedece vjerojatnosti:
ako biramo medu ispitanicima koji svaka tri mjeseca procitaju barem jednu knjigu, procjena

vjerojatnosti da izaberemo osobu s visokom struénom spremom, tj. vjerojatnosti P{Y =
3|X =1}, iznosi 0.22
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ako biramo medu ispitanicima s niZom strué¢nom spremom, procjena vjerojatnosti da izaberemo
osobu koja svaka tri mjeseca procdita barem jednu knjigu, tj. vjerojatnosti P{X = 1|Y = 1},

iznost 0.25.
Analizom tablice 6.9 dolazimo do zakljucka da se odgovarajuée empirijske uvjetne i empirijske
marginalne distribucije slucajnog vektora (X,Y) ne podudaraju pa to moZe sugerirati da stupanj
obrazovanja i Citateljske navike ispitanika iz populacije koju promatramo nisu nezavisne varija-
ble. Medutim, nezavisnost slucajnih varijabli definirana je na temelju stvarnih, a ne empirijskih
distribuctja. Prema tome, zakljucak sugeriran empirijskim distribucijama moZe biti pogresan. U
sljedeéem poglavlju opisat éemo postupak testiranja hipoteze o nezavisnosti dviju slucagnih varijabli

i tako rijesiti nedoumicu koja je ovdje prisutna.

Primjer 6.13.  (citanje.sta)

Ako Zelimo analizirati cCitateljske navike s obzirom na spol stanovnika tog grada, tada trebamo
procijeniti distribuciju slucajne varijable X wvjetovane na vrijednost slucajne varijable koja se
realizira jedinicom ako je osoba Zenskog spola (vrijednost Z varijable spol), a dvojkom ako je osoba
muskog spola (vrijednost M wvarijable spol). Oznacimo tu slucajnu varijablu sa Z. Empirijske
distribucije uvjetovanih slucajnih varijabli X|Z =1 i X|Z = 2 dane su u tablici 6.10.

Summary Frequency Table (citanje.STA)
Table: spol(2) x citanje(2)
spol citanje | citanje Row
0 1 Totals
Count Z 313 [ 55 368
Row Percent 85.05%| 14]95%
Count M 345 31 376
Row Percent 91.76% 824%
Count All Grps 658 86 744

Slika 6.10: Empirijske distribucije uvjetovanih slu¢ajnih varijabli X|Z =1i X|Z = 2.

Sada moZemo procijeniti vjerojatnosti sljedeceg tipa:
ako je slucajno odabrani stanovnik tog grada Zena, tada procjena vjerojatnosti da ona svaka tri

mgeseca procita bar jednu knjigu, tj. vjerojatnosti P{X = 1|Z = 1}, iznosi 0.15

ako je slucajno odabrani stanovnik tog grada muskarac, tada procjena vjerojatnosti da on svaka
tri mjeseca procita bar jednu knjigu, tj. vjerojatnosti P{X = 1|Z = 2}, iznosi 0.08.

6.3 Analiza zavisnosti

U prethodnom poglavlju koristili smo podatke dobivene kao realizacije dvodimen-
zionalnog diskretnog slucajnog vektora te smo uveli pojmove uvjetnih distribucija
sluéajnog vektora i zavisnosti slu¢ajnih varijabli. Na temelju podataka odredili smo
empirijsku distribuciju slu¢ajnog vektora (X,Y), marginalne empirijske distribu-

cije, kao i uvjetne empirijske distribucije koje koristimo za procjenu odgovarajuéih
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stvarnih distribucija. Medutim, zavisnost sluCajnih varijabli definirana je na te-
melju pravih, a ne empirijskih distribucija. Prirodno je da procjene odstupaju od
stvarnih distribucija pa se postavlja pitanje kako temeljem prikupljenih podataka
provjeriti jesu li slucajne varijable, koje su margine slu¢ajnog vektora, zavisne ili
ne. U ovom poglavlju opisat ¢emo statisticki test kojim mozemo testirati hipotezu

0 nezavisnosti slu¢ajnih varijabli.

Da bi test bio jasno prezentiran, prikazat ¢emo zajedni¢ku tablicu frekvencija slu-

¢ajnog uzorka dvodimenzionalnog sluc¢ajnog vektora (X,Y") tablicom 6.17.

Y
Y1 Yo Yn zbroj
z1 | n(z1,y1) n(@1,92) - (@1, ) | nx (1)
X my |n(w2,y1) n(z2,92) ... n(T2,yn) | nx(T2)
T 0@, ¥1) (X, Y2) - Xy Yn) [Rx (24)
zbroj| ny(y1)  my(y2) ... ny(yn) N

Tablica 6.17: Zajednicka tablica frekvencija slu¢ajnog vektora (X,Y).

Procjenu za teorijsku distribuciju ovog slu¢ajnog vektora dobijemo na temelju zajed-
nicke empirijske distribucije, kako je ilustrirano u prethodnom poglavlju, a prikazat

¢emo je (u skladu s teorijskom distribucijom iz tablice 6.9) tablicom 6.18.

Y

Y1 Y2 Yn zbroj
z1 |p(z1,y1) P(@1,y2) - P(@1,Yn) | Px(21)
Xy |pla2,y1) P(@2,92) ... P(@2,Yn) | Px(22)

Tm, ﬁ(xm»yl) ﬁ(mm»y2) s ﬁ(xmvyn) lb\X(xm)
suma| py(y1) Py (y2) - Dy (Yn) 1

Tablica 6.18: Zajednitka empirijska distribucija slu¢ajnog vektora (X,Y).

Uoc¢imo da je stvarna tablica distribucije (tablica 6.9) slu¢ajnog vektora (X,Y") dana
na analogan na¢in kao empirijska, samo su pripadne vjerojatnosti oznacene s p bez

"kapice".
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Kod dovoljno velikih veli¢ina uzorka, za testiranje nul-hipoteze da su slu¢ajne vari-

jable X 1Y nezavisne, tj. nul-hipoteze

H0: p(x’uyj):px<xl)pY(yj)7 Vi:l"'am7j:17"'7na

mozemo koristiti x? test. On se temelji na usporedbi o&ekivanih frekvencija po
poljima tablice u uvjetima istinitosti nul-hipoteze s frekvencijama koje u tom polju
stvarno imamo na osnovi podataka. Ocekivana frekvencija ij-tog polja tablice u
uvjetima istinitosti nul-hipoteze je

nx (zi)ny (y;)

E;j = Npx (x:)py (y;) = N ,

dok je eksperimentalna (utvrdena) frekvencija
ni; = n(xi,yj).

Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable, test-statistika

m n 2

9 _ (ni; — Eij)
=D D

. . 1]

=1 j=1
ima x? distribuciju s (n — 1)(m — 1) stupnjeva slobode. Na temelju realizacije
test statistike odredujemo pripadnu p-vrijednost na uobi¢ajeni nacin i usporedbom

dobivene p-vrijednosti s nivoom znacajnosti o donosimo odluku:

ako je p < «, odbacujemo nul-hipotezu i na razini znacajnosti o prihvaéamo al-
ternativnu hipotezu, tj. kaZemo da podaci potvrduju postojanje zavisnosti

izmedu varijabli X i Y na nivou znacajnosti a

ako je p > a, nemamo dovoljno argumenata koji bi poduprli odluku o odbacivanju
nul-hipoteze, tj. kazemo da podaci ne daju potvrdu o postojanju zavisnosti
medu varijablama X i Y.

Veli¢ina uzorka koja je dovoljna za primjenu ovog testa analizirana je detaljno u
statistickoj literaturi i moze se odrediti na nekoliko razli¢itih nacina. Tako npr.
znamo da je uzorak dovoljno velik ako su ocekivane frekvencije u svakom polju

tablice frekvencija vece od 5.

Valja napomenuti da zavisnost slu¢ajnih varijabli jo§ uvijek ne znac¢i i uzro¢nu
vezu. Naime, mozZe se dogoditi da varijable nisu uzro¢no povezane, ali imaju neku
zajednicku varijablu koja je s objema u uzro¢noj vezi (analizirajte u tom kontekstu
primjer 6.10.)
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Primjer 6.14.  (citanje.sta)

Sjetimo se primjera 6.12 u kojemu smo govorili o istraZivanju ¢italackih navika stanovnika jednog
grada. Analiza tablice na slici 6.9 sugerirala je postojanje zavisnosti izmedu slucagnih varijabli X
(¢italacke navike, varijabla citanje) i Y (struéna sprema, varijabla obrazovanje). Ako sa Z ozna-
¢imo slucajnu varijablu kojom modeliramo spol, moZemo analizirati i zavisnost slucajnih varijabli

X i Z. Tablice na slici 6.11 prikazuju p-vrijednosti provedenih x? testova.

Statistic Chi-square | df P Statistic Chi-square | df p

Pearson Chi-square 12.62149|df=2|p=.00182 Pearson Chi-square 8.168828| df=1|p=.00426

M-L Chi-square 10.23795| df=2|p=.00598 M-L Chi-square 8.258259| df=1|p=.00406
(a) citanje i obrazovanje (b) citanje i spol

Slika 6.11: p-vrijednosti x2 testa za testiranje hipoteze o nezavisnosti slu¢ajnih varijabli iz

primjera 6.14.

Kako su u oba slucaja p-vrijednosti manje on zadanog nivoa znacajnosti o = 0.05, zakljucujemo
da u oba slucaja odbacujemo nul-hipotezu i na nivou znacajnosti 0.05 prihvaéamo alternativnu
hipotezu koja kaZe da su slucajne varijable X i Y, odnosno X i Z, zavisne. Dakle, na nivou
znacajnosti a = 0.05 moZemo turditi da je slucajna varijabla kojom modeliramo citateljske navike
zavisna o sluéajnim varijablama kojima modeliramo spol i struénu spremu.

6.4 Jednostavna linearna regresija

Ako imamo parove podataka iz dvije neprekidne slu¢ajne varijable i Zelimo zaklju-
Civati o postojanju zavisnosti izmedu njih, metoda iz prethodnog poglavlja nije
prikladna. Naime, da bismo primijenili navedenu metodu, trebali bismo varijable
kategorizirati, a postupak kategorizacije nerijetko moze znac¢ajno utjecati na statis-
ticke zakljucke s obzirom da se u tom postupku uvijek gubi dio informacija. Prije
nego $to se upustimo u zakljuéivanje o zavisnosti izmedu dvije slu¢ajne varijable,

promotrit éemo dva prirodna tipa veza medu varijablama.

6.4.1 Deterministicka veza

Deterministicka veza izmedu dvije varijable jest veza zadana pravilom oblika

y = f(z)

gdje je y zavisna varijabla, x nezavisna varijabla, a f:R — R zadana funkcija. Na
primjer, pravilima y = z + 54, y = 22 — 14z i y = sin (3x) zadane su deterministicke

veze medu varijablama x i y jer za svaku dopustenu vrijednost nezavisne varijable x
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moZemo izra¢unati to¢nu vrijednost zavisne varijable y. Grafovi ovih triju funkcija

prikazani su na slici 6.12.

y

y
100 4000 1
80 3000
60 2000
40 -2r - X
2 1000
40 -20 20 40 60 X -4 -20 20 40 60 X
(a) y=a+54 (b) y = 2% — 142 (¢) y = sin (3z)

Slika 6.12: Grafovi jedne linearne funkcije, jednog polinoma drugog stupnja i jedne trigonome-
trijske funkcije.

Primjer 6.15.  (regresija.sta)

Baza podataka regresija.sta, izmedu ostalih varijabli, sadrZi simulirane vrijednosti varijable x2,
varijable x3 &ije su vrijednosti dobivene dodavanjem broja 54 svakoj vrijednosti varijable x2 (x3
= x2 + 54) i varijable x2kv &ije su vrijednosti dobivene pomocu pravila x2kv = (x2)? - 14- x2.
Vidimo da se ovdje radi o deterministickim vezama medu varijablama:

veza izmedu varijabli x2 (nezavisna varijabla) i x3 (zavisna varijabla) je linearna

veza izmedu varijabli x2 (nezavisna varijabla) i x2kv (zavisna varijabla) je polinomijalna drugog
stupnja.

Parovi(x2, x2kv) i (x2, x3) podataka iz baze regresija.sta prikazani su na slici 6.13.

140 4500
o0 4000
3500
100 3000
20 .. 2500
o < 2000
60 ™ 1500
40 1000
500
20 7
0 -500

40 20 0 20 40 60 80 40 20 0 20 40 60 80

X2 X2
(a) x3 = x2 + 54 (b) x2kv = (x2)? - 14- x2

Slika 6.13: Parovi podataka (x2, x3) i (x2, x2kv) za sve simulirane vrijednosti varijable x2 iz baze
regresija.sta.

6.4.2 Statisticki model s aditivhom greskom

U statistickim analizama nije realno ocekivati deterministicke veze. To ¢emo naj-

lakse uociti ako promatramo dijagram rasprsenosti podataka (eng. scatter plot)
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kojim je dan prikaz uredenih parova podataka iz dviju slu¢ajnih varijabli u koordi-

natnom sustavu.

Primjer 6.16.  (pozar.sta)

Baza podataka pozar.sta sadrzi podatke o 100 poZara na nekom podrucju:
varijabla udaljenost sadrzi udaljenost u kilometrima od mjesta poZara do nagbliZeg vatrogasnog
centra
varijabla steta sadrzi Stetu uzrokovanu poZarom izraZenu u tisuéama kuna.

Intuicija nam govori da materijalna Steta uzrokovana poZarom ovisi o blizini vatrogasnog centra,
tj. da veéa udaljenost vatrogasnog centra od mjesta poZara sugerira veéu Stetu. Jezikom matema-
tike to bi znacilo da je sugerirana funkcijska veza izmedu udaljenosti mjesta poZara od najbliZeg
vatrogasnog centra i Stete nastale poZarom rastuca. To moZemo provjeriti crtajuci dijagram ras-
prienosti vrijednosti varijabli udaljenost i steta (slika 6.14).

16

steta

udaljenost

Slika 6.14: Dijagram rasprenosti vrijednosti varijabli udaljenost i steta.

Vidimo da se parovi vrijednosti varijabli udaljenost (neovisna varijabla) i steta (ovisna varijabla)
grupiraju oko pravca koji ima pozitivan koeficijent smjera. To sugerira da bi rastuca linearna veza
medu ovim varijablama bila dobar odabir za modeliranje zavisnosti medu ovim varijablama, ali
vidimo da ne moZemo odrediti pravac tako da svi podaci leZe na njemu. Prirodna je pretpostavka
da se medu ovim varijablama moZe uspostaviti funkcijska veza do na neku greSku.

Regresijska metoda modeliranja koju ¢emo opisati u ovom poglavlju pretpostavlja
da moZemo uspostaviti funkcijsku vezu do na dodanu gresku, tj. da ¢e veza izmedu

neovisne varijable x i ovisne slu¢ajne varijable Y (x) biti oblika
Y(z) = f(z) +e, (6.4)

gdje pretpostavljamo da je € slu¢ajna varijabla koja opisuje gresku u modeliranju.
Koristeéi se ¢injenicom da mnogo nezavisnih slu¢ajnih smetnji u pravilu ima nor-
malnu distribuciju, u primjenama se u klasi¢nom nacinu modeliranja prihvaca da

je model adekvatan ako je u njemu postignuta normalna distribuiranost gresaka e,
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uz ostale zahtjeve o kojima ¢e biti rije¢i u ovom poglavlju. Primjer 6.17 uvodi nas

u problematiku ovakvog modeliranja.

Primjer 6.17. Iz medicinskih istraZivanja poznato je da krvni tlak covjeka ima tendenciju porasta
s porastom dobi. Htjeli bismo, temeljem prikupljenih podataka, argumentirati tu cinjenicu te
modelirati vezu izmedu krvnog tlaka i dobi. U tu svrhu oznacdimo s x dob ispitanika, a s Y (x)
slucajnu varijablu kojom modeliramo krvni tlak za dob x. Krvni tlak za osobu dobi x moramo
modelirati kao slucajnu varijablu s obzirom da je prirodno da osobe iste dobi nemagju i isti kruni

tlak. Pretpostavimo da krvni tlak u populaciji za dob x, moZemo modelirati kao normalnu slucajnu

2

varijablu s odekivanjem p(x) i varijancom o*. Na taj nacdin svakoj dobi x pripada odgovarajucéa

normalna razdioba N (u(z), 02) krunog tlaka Y (z). Cinjenica da se starenjem povecava kruni tlak
trebala bi se odraziti na funkciju x — p(x) koja dobi pridruzuje odekivanu vrijednost krunog tlaka
u toj dobi. Ova bi funkcija, prema ocekivanjima, trebala biti rastuca.

Dakle, cilj je na temelju sparenih mjerenja (x1,41), ..., (Zn, yn) dvaju obiljezja usta-
noviti prirodu ovisnosti slu¢ajnih varijabli Y7, ...Y,, (¢ije su realizacije realni brojevi
Y1,-..Yn) O neovisnoj varijabli x (¢ije su izmjerene vrijednosti z1,...x,). Ako je

matematicki model oblika
Y;:f(xz)—FEZ, i:l,...,n,

gdje je t — f(t) realna funkcija jedne realne varijable, a e1,...,e, medusobno
nezavisne sluc¢ajne varijable t.d. je Ee; = 0 i Var(e;) = o2, onda govorimo o
regresijskom modelu.

Prvi korak u uspostavljanju ovakvih veza medu varijablama Y i x prikaz je poda-
taka u dijagramu rasprienosti iz kojeg se lako vidi grupiraju li se sparena mjerenja
oko pravca (linearna zavisnost) ili neke krivulje (neka druga funkcijska zavisnost -

polinomijalna (n > 2), logaritamska, ... ).

6.4.3 Regresijski pravac

Pretpostavimo da je graf funkcije f(z) u modelu 6.4 pravac. To znadi da f(x)
mozemo algebarski prikazati formulom f(z) = o + Sz. Slobodni koeficijent « zove
se odsjec¢ak na y-osi, a koeficijent 8 uz neovisnu varijablu x zove se koeficijent smjera

i vazan je iz sljedeéeg razloga:
ako je 8 < 0 funkcija f(x) = a + Bz je padajuca
ako je 8 > 0 funkcija f(x) = a + Bz je rastuca.

U kontekstu ovog statistickog modela graf funkcije f(x) = o + Sz nazivamo regre-

sijskim pravcem, a koeficijente « i  regresijskim parametrima.
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6.4.4 Statisticki model

Linearni regresijski model moze se zapisati u obliku
Y=a+Bx;+¢e, i=1,...,n.
Ovdje su:

Z1,&a,..., %, vrijednosti varijable = koje je analiti¢ar izabrao/izmjerio u svrhu

studije.
Y1,Y5...,Y, slutajne varijable (njihove izmjerene vrijednosti su 41, ..., yn)-

€1,...,&, predstavljaju varijable greske koja je dodana na linearnu vezu (a +
Bz;). Ovo su nemjerljive slu¢ajne varijable za koje pretpostavljamo da
su medusobno nezavisne i da sve imaju normalnu distribuciju s ocekivanjem

0 i istom varijancom 2.

a1 8 sunepoznati parametri linearne veze koje treba odrediti u postupku mode-
liranja, tj. procijeniti. To zapravo znaci da trebamo procijeniti regresijski

pravac y = a + (.

6.4.5 Metoda najmanjih kvadrata

Problem procjene nepoznatih parametara « i  moZzemo identificirati s procjenom
nepoznatog regresijskog pravca y = a + fz. Pretpostavimo da je u dijagramu

rasprienosti dodan graf pravea y = a + Sz (slika 6.15).

Za svaku izmjerenu vrijednost z; moZzemo odrediti broj y; = a + fx; koji odgovara
vrijednosti ocekivanja ovisne varijable u x;. Taj broj zovemo teorijska vrijednost
ovisne varijable u x; (eng. predicted value). Izmjerena ili eksperimentalna vrijednost
ovisne varijable u z; (eng. observed value) je y;. Ona se u pravilu razlikuje od
teorijske vrijednosti pa tocke (x;,y;), 4 = 1,...,n, uglavnom ne leZe na regresijskom

pravcu.

Da bi model bio dobar, trebale bi razlike medu izmjerenim i teorijskim vrijednosti
ovisne varijable, tj. razlika izmedu y; i (a+ Bx;) biti $to manje. U skladu s tom ide-
jom regresijske parametre o i § standardno procjenjujemo metodom najmanjih

kvadrata.
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Slika 6.15: Regresijski pravac y = o + Sz.

Ideja metode najmanjih kvadrata je minimizacija sume kvadrata odstupanja teorij-
skih od eksperimentalnih vrijednosti, tj. procjene & i 8 regresijskih parametara « i
B trebamo odrediti tako da vrijedi:

D(a, B) = Z(eksperimentalne vrijednosti — teorijske vrijednosti)? =

n 2 n
~ = . 2 .

= ;i — (a+ x-)z min , —(a+Bx;))" = min D(q,p).

; (i~ @+ ) = min_ ; (i~ (ot p)" = min Do, )
Dakle, o i 8 biramo tako da za vrijednosti & i E, D(a, E) prima minimalnu vrijed-
nost koju moze posti¢i po svim moguéim vrijednostima («, ). Takve procjene & i 8
nazivamo procjenama u smislu metode najmanjih kvadrata (eng. least squ-
are estimates) regresijskih parametara « i 8. Jasno je da je u tom smislu procjena

nepoznatog regresijskog pravca y = o + Sx upravo pravac y = a + Sx.

Za zapis procjena & i 3 parametara o 1 3 potrebne su sljedece veli¢ine:

n n
_ 1 _ 1
Tn = ﬁ § Ly Yp = ﬁ E Yis
=1 =1
n n

= (@ —T) s=) i) ey = (@~ Ta)(yi — Un)-

i=1 =1 i=1

Koristenjem tih veli¢ina procjene za nepoznate regresijske parametre 4 i o u smislu

najmanjih kvadrata su:
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tj. regresijski pravac y = a + Bz procjenjujemo pravcem
J=a+ b
koji ¢emo zvati procjena regresijskog pravca.

Uodimo da, koriste¢i formulu procijenjenog regresijskog pravca y = a + Bm, za,
svaku vrijednost x mozemo izracunati pripadnu procjenu teorijske vrijednosti, tj.
vrijednost 3. Te vrijednosti zovemo predikcije. To znaéi da za svaku vrijednost
x; nezavisne varijable moZemo izra¢unati iznos odstupanja procijenjene teorijske

vrijednosti g; od izmjerene vrijednosti y; ovisne varijable:
ei = Yi — Ui = yi — (O + Bry).

Tako dobivene vrijednosti e;,...,e, zovemo rezidualima i mozemo ih smatrati
procjenama greSaka €1,...,&, iz modela Y; = a + fBx; + €;. Suma kvadrata svih
reziduala upravo je minimalna postignuta vrijednost za D, tj. D(a, ), i predstavlja

jednu mjeru kvalitete modela koju oznacavamo SSE':

SSE = z”: ef.
i=1

Primjer 6.18.  (pozar.sta)

U primjeru 6.16 analizom dijagrama rasprienosti 6.1/ zakljucili smo da se parovi vrijednosti
varijabli udaljenost i steta grupiraju oko pravca. Metodom najmangih kvadrata moZemo odrediti
jednadzbu tog pravca: y = 4.9275 4 2.0224x.

Promotrimo prvi redak baze podataka pozar.sta. U njemu je zabiljeZena vrijednost x1 = 1.27
varijable udaljenost i odgovarajuéa vrijednost varijable steta y; = 7.54. Pomodu procjene regre-
sijskog pravca sada lako moZemo izracunati predikciju ovisne varijable koja odgovara vrijednosti
x1 = 1.27:

T1 =& + By = 2.0224 - 1.27 + 4.9275 = 7.496.

Odgovarajuéi rezidual tada iznosi

e1 =y1 — (@+ Bz1) = 7.54 — (2.0224 - 1.27 + 4.9275) = 0.044.

Reziduale za sve parove (zi,y;) eksperimenatinih vrijednosti moZemo dobiti u programskom paketu
Statistica (slika 6.16).

1SSE je kratica za sum of squares of errors.
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Observed, Predicted, and Residual Values
steta steta steta

Case number| Observed Predicted Resids
1 7,54138 7,49736 0,04402
2 9,53428 9,84628 -0,31200
3 10,44098 11,39049 -0,94951
4 9,61824 10,19044 -0,57220
5 6,36490 6,62169 -0,25679
6 11,13802 10,72266 0,41536
7 7,34543 7,42164 -0,07621
8 6,03117 6,75742 -0,72625
9 12,18975 12,33009 -0,14034
10 10,56394 10,82848 -0,26454
11 9,69733 9,58729 0,11004

Slika 6.16: Tablica nekoliko prvih reziduala za varijablu steta iz baze podataka pozar.sta.

6.4.6 Statisticko zakljucivanje

Da bismo mogli koristiti ovako dobiven model potrebno je prvo napraviti analizu
prihvatljivosti modela kojom istrazujemo jesu li ispunjene osnovne pretpostavke
klasi¢nog regresijskog modela. Sjetimo se, greske modela trebaju biti medusobno
nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable s normalnom distribucijom. Dio

analize modela koji se provodi u tu svrhu obi¢no se naziva analiza reziduala.

Analiza reziduala

Detaljna analiza reziduala slozen je postupak koji prelazi okvire ove knjige. Za po-
trebe osnovne statisticke analize ovdje navodimo samo nekoliko vizualnih provjera
reziduala na temelju kojih se moze naslutiti da postoji sumnja u istinitost pretpos-
tavki modela, §to automatski znac¢i da je takav model neprihvatljiv za bilo kakvu
daljnu interpretaciju ili koristenje.

Prva pretpostavka koju greske modela €1,...¢, trebaju ispunjavati jest pretpos-
tavka o jednakosti varijanci. O tome zaklju¢ujemo na temelju procjena greSaka
modela, tj. na temelju reziduala eq,...,e,. Zbog toga se umjesto o zaklju¢ivanju
o jednakosti varijanci greSaka ¢esto govori o analizi homogenosti reziduala. Gra-
ficki prikaz reziduala u ovisnosti o predikcijama, tj. dijagram rasprSenosti za tocke
(Yi,ei), i =1,...,n, moZe pomod¢i kod uocavanja nehomogenosti reziduala. Ako u
tom dijagramu uocavamo sustavno poveéanje ili smanjenje rasprsenosti vezano uz
vrijednosti ¥, to je znak da varijance nisu homogene. Nekoliko ilustrativnih primjera
dano je slikama 6.17 1 6.18.
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Slika 6.17: Parovi (7, e;) koji sugeriraju homogenost varijanci reziduala.

v
<)

Slika 6.18: Ovakav raspored parova (7;,e;) sugerira stalan rast varijance, dakle varijance nisu ho-
mogene.

Druga pretpostavka koja se ti¢e greSaka jest pretpostavka da su slucajne varija-
ble €1,...£, normalno distribuirane s o¢ekivanjem 0 i varijancom o2. Normal-
nost distribucije greSaka mozemo provjeriti provodenjem Kolmogorov-Smirnovljeva
i Shapiro-Wilkova testa na rezidualima ey, ...e, te graficki (analizom stupcastog

dijagrama reziduala).

Trec¢a pretpostavka koja se ti¢e sluéajnih varijabli greSaka modela jest pretpostavka
o njihovoj nezavisnosti. Zavisnost greSsaka moze se manifestirati na razne nacine.
Ovdje navodimo samo dva primjera u kojima je o¢igledno da treba sumnjati u neza-
visnost reziduala, a problem se moze uoc¢iti pomocu prikladno izabranog dijagrama

rasprsenosti.

Prvi sluc¢aj odnosi se na strukturu podataka u dijagramu rasprSenosti reziduala u
odnosu na vrijednosti neovisne varijable. Slikom 6.19 prikazan je jedan takav slucaj.
Uocavamo niz pozitivnih reziduala nakon ¢ega slijedi niz negativnih reziduala, zatim

nesto duzi niz pozitivnih reziduala, itd.
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€

Slika 6.19: Ovakav raspored parova (z;, e;) sugerira medusobnu zavisnost gresaka modela.

Drugi slu¢aj odnosi se na strukturu podataka u dijagramu raspr8enosti parova su-
sjednih reziduala. Pretpostavimo da su podaci numerirani tako da je x1 < zo <
... < xp. Slikom 6.20 prikazan je jedan dijagram rasprsenosti susjednih reziduala,
tj. parova (e;,e;—1), i = 2,...,n. Ovakav dijagram jasno sugerira negativnu vezu
izmedu susjednih gresaka modela.
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Slika 6.20: Ovakav raspored parova (e;,e;_1) sugerira medusobnu zavisnost gresaka modela .

Ako nemamo razloga sumnjati u ispravnost pretpostavki modela, moZemo ga ko-
ristiti za zakljucivanje o vezi izmedu neovisne i ovisne varijable. Pri tome su za
primjene posebno zanimljivi odgovori na pitanja je li koeficijent smjera pravca raz-
li¢it od nule te koliki je udio varijablinosti ovisne varijable objasnjen modelom, a
koliko je dio ostao neobjasnjen.
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Zakljucivanje o koeficijentu smjera regresijskog pravca

U ovom nas sluc¢aju najvise zanima je li model Y; = «a + fBz; + ¢; bolji od nul-
modela Y; = o + ¢;, tj. modela u kojemu je 5 = 0. Potrebno je utvrditi koji
od navedena dva modela bolje opisuje promjene u ocekivanju sluc¢ajnih varijabli
Y; u ovisnosti o vrijednostima x;. Naime, ako je § = 0, takav regresijski pravac
bio bi paralelan s xz-osi pa promjena vrijednosti neovisne varijable ne bi rezultirala
promjenom ocekivanja ovisne varijable. U svrhu analize mozemo koristiti statisticki

test ¢ije su hipoteze
HO : 5 = Oa
Hi:8>0, odnosno Hi:[ <0,

ovisno o tome je li procjena B nepoznatog parametra 3 pozitivna ili negativna. Ovaj
se test temelji na test-statistici ¢iju vrijednost ¢ za eksperimentalne vrijednosti z; i

y; ra¢unamo formulom

gdje je

R [SSE [S7 €2
— 7 )2 — — 1=1 "1
Sy — El(% Tn)?, s p— P (6.5)

=
a B procjena regresijskog koeficijenta S metodom najmanjih kvadrata. Ako je nul-
hipoteza istinita, test-statistika ima Studentovu distribuciju s (n — 2) stupnja slo-
bode. Na temelju realizacije ¢ test statistike ra¢unamo pripadnu p-vrijednost na
sljedeéi nacin:

p = P{T > 1} ako je alternativna hipoteza oblika H; : 8 > 0

p = P{T <1} ako je alternativna hipoteza oblika H; : 8 < 0.

Ovdje je T slucajna varijabla koja ima Studentovu distribuciju s (n — 2) stupnja
slobode. Tako izrac¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti o i do-

nosimo odluku kako slijedi:

ako je p < a, odbacujemo nul-hipotezu i na razini znacajnosti « prihva¢amo alter-
nativnu hipotezu, tj. podaci potvrduju da se promjene u vrijednosti nezavisne
varijable odrazavaju na promjene u o¢ekivanju zavisne varijable na nivou zna-
Cajnosti o

ako je p > a, nemamo dovoljno argumenata tvrditi da se promjene u vrijednosti
nezavisne varijable odrazavaju na promjene u o¢ekivanju zavisne varijable na

nivou znacajnosti a.
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Dio varijablinosti objasnjen modelom

Ovdje se bavimo pitanjem koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima
ovisne varijable objasnjen dobivenim modelom. U tu svrhu moZemo koristiti broj

koji se zove koeficijent determinacije.

On se standardno oznacava s R? i definiran je izrazom

2

5£
R =55 R[]
oy

Koeficijent determinacije R? daje nam informaciju o tome u kolikoj mjeri je rasi-
panje eksperimentalnih vrijednosti ovisne varijable obja$njeno linearnom funkcijom
x — a4+ Bz, a u kolikoj se mjeri radi o tzv. rezidualnom ili neobjasnjenom rasipanju
(tu informaciju o¢itavamo iz broja (1 — R?)).

Velika vrijednost koeficijenta determinacije (slu¢aj kada je R? blizu 1) ukazuje na
to da linearan model objasnjava velik dio rasprSenosti u eksperimentalnim vrijed-
nostima ovisne varijable, tj. da je samo mali dio ostao neobjasnjen modelom i treba
ga pripisati slu¢ajnoj gresci. Modeli kod kojih je R? mali nisu informativni za opis
varijable Y koristenjem vrijednosti neovisne varijable x jer opisuju samo mali dio

varijablnosti u podacima iz Y, dok je veliki dio ostao neobjasnjen modelom.

Primjer 6.19.  (automobili.sta)

Varijabla potrosnja baze podataka automobili.sta sadrzi podatke o potrosnji goriva novog modela
automobila pri brzini od 110 km/h za 300 nezavisnih mjerenja, dok varijabla mjerenje sadrzi
vrijednosti nekog parametra izmjerenog na tehnickom pregledu tog automobila nakon svake od tih
voZnji, a za kojeg se pretpostavlja da bi kod tehnicki ispravnog automobila trebao biti linearno
povezan s prosjecnom potrosnjom automobila pri velikim brzinama.

Stoga éemo izraditi linearan regresijski model u kojemu je varijabla potrosnja neovisna varijabla,
a varijabla mjerenje ovisna wvarijabla te ispitati njegovu prikladnost za modeliranje veze izmedu
spomenutih varijabli. Za pocetak, promotrimo dijagram rasprsenosti vrijednosti varijabli potrosnja
¢ mjerenje (slika 6.21).

Sa slike 6.21 vidimo da se parovi vrijednosti varijabli potrosnja ¢ mjerenje grupiraju oko regresijskog
pravca y = 2.138 - x + 2.3488. Clilj je ovog primjera provjeriti je li linearan regresijski model
Y =2138 -z +2.3488 4+ ¢ (6.6)

dobar izbor za opisivanje ovisnosti vrijednosti varijable mjerenje o potrosnji goriva u opisanim
uvjetima. U tu svrhu ispitajmo detaljnije svojstva tog modela.
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y=2.138x + 2.3488

mjerenje

potrosnja

Slika 6.21: Dijagram rasprenosti vrijednosti varijabli potrosnja i mjerenje.

Analiza reziduala - homogenost varijanci greSaka e1,...,¢ep

O homogenosti varijanci reziduala zakljucujemo analizom grafickog prikaza 6.22 na kojem su

prikazani parovi (Y, e;) prediktiranih vrijednosti ovisne varijable i pripadnih reziduala.
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Slika 6.22: Analiza homogenosti varijanci reziduala u modelu 6.6.

Graficki prikaz 6.22 sugerira homogenost varijanci reziduala.

Analiza reziduala - nezavisnost gresaka ¢1,...,ep

O nezavisnosti greSaka zakljucujemo na temelju dijagrama rasprsenosti 6.23 reziduala u odnosu na
vrijednosti neovisne varijable i dijagrama rasprsenja 6.2/ susjednih reziduala, tj. parova (e;,e;—1),
i=2,...,300.
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Slika 6.23:
6.6.

Dijagrami rasprienosti 6.23 i 6.2/ sugeriraju nezavisnost gresaka €1, . . .

Analiza reziduala - normalnost greSaka e, ...
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Dijagrama rasprsenosti reziduala u odnosu na vrijednosti nezavisne varijable u modelu
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Slika 6.24: Dijagram rasprsenosti susjednih reziduala u modelu 6.6.

sEn-

sEn

Provodenjem Kolmogorov-Smirnovljeva i Shapiro- Wilksova testa za normalnost slijedi da su pri-

padne p-vrijednosti (vidi sliku 6.25) u oba sludaja veée od nivoa znadajnosti o = 0.05. Dakle,

nemamo dovoljno argumenata da bismo odbacili hipotezu o normalnosti gresaka €1, . ..

sEn-
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K-S d=,02674, p> .20; Lilliefors p> .20
Shapiro-Wilk W=,99579, p=,60100
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Slika 6.25: Analiza normalnosti gresaka u modelu 6.6.

O varijablinosti objasnjenoj modelom

Iznos koeficijenta determinacije R? u programskom paketu Statistica dobivamo u sastavu tablice
6.26.

Dependent| Multiple | Multiple
Variable R R2
mjerenje |0,903208|0,815784

Slika 6.26: Koeficijent determinacije linearnog regresijskog modela 6.6.

Iz tablice 6.26 vidimo da je R? ~ 0.816. To znaci da je priblizno 81.6% rasipanja eksperimental-
nih vrijednosti y; oko procjene regresijskog pravca objasnjeno linearnim regresijskim modelom, a
ostatak od 19.4% rasipanja modelom je nebjasnjeno (tzv. rezidualno) rasipange.

O koeficijentu smjera pravca

Ovom analizom donosimo odluku o tome opisuje li model 6.6 vezu izmedu potrosnje automobila
pri velikim brzinama i vrijednosti promatranog parametra bolje od nul-modela, tj. modela u kojem

je B =0. Buduéi da je E > 0, problem se svodi na provodenje statistickog testa cije su hipoteze
Ho : f =0, Hi:8>0,

a pripadna test-statistika T u uvjetima istinitosti nul-hipoteze ima Studentovu T distribuciju s
(n — 2) stupngja slobode. Vrijednost t test statistike T moZemo izracunati pomoéu formule 6.4.6.
Pripadnu p-vrijednost p = P{t > t} tada racunamo u kalkulatoru vjerojatnosti i usporedujemo ga
sa zadanim nivoom znacajnosti o, npr. o = 0.05. Vrijednost t i pripadnu p-vrijednost mozemo

dobiti i u proramskom paketu Statistica (tablica na slici 6.27).
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mjerenje | mjerenje | mjerenje | mjerenje
Effect Param. | Std.Err t p

Intercept | 2,348824| 0,306415| 7,66549| 0,000000
potrosnja | 2,137996| 0,058854| 36,32725| 0,000000

Slika 6.27: Vrijednost  test statistike i pripadna p-vrijednost ¢-testa za adekvatnost modela 6.6.

Buduéi da je p = 0, pa je manji od zadanog nivoa znacajnosti o, slijedi da odbacujemo nul-
hipotezu na razini znacdagnosti o i prihvacéamo alternativnu hipotezu koja kaZe da je model 6.6

bolji od nul-modela.

Na temelju provedene analize reziduala, zakljudivanja o koeficijentu smjera regresijskog pravca i
koeficijenta determinacije zakljucujemo da je linearan regresijski model dobar izbor za opisivanje
zavisnosti izmedu potrodnje goriva movog modela automobila pri velikim brzinama i vrijednosti

promatranog parametra izmjerenog na tehnickom pregledu.

Primjer 6.20.  (pozar.sta)
U primjeru 6.18 procijenili smo regresijski pravac izmedu varijabli udaljenost i steta. Cilj je ovog

primgera provjeriti je li linearan regresijski model

Y =2.0224-x+4.9275 + ¢ (6.7)
dobar izbor za opisivanje zavisnosti Stete prouzrodene poZarom o udaljenosti mjesta poZara do
nagblizeg vatrogasnog centra. U tu svrhu napravimo za model 6.7 analizu reziduala.

Analiza reziduala - homogenost varijanci gresaka ¢1,...,e,

O homogenosti varijanci reziduala zakljucujemo analizom grafickog prikaza 6.28 na kojem su pri-
kazani parovi (y;, e;) prediktiranih vrijednosti ovisne varijable i pripadnih reziduala.

Raw Residuals

4 6 8 10 12 14 16 18
Predicted Values

Slika 6.28: Analiza homogenosti varijanci reziduala u modelu 6.7.

Graficki prikaz 6.28 sugerira homogenost varijanci reziduala.
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Analiza reziduala - nezavisnost gresaka ¢1,...,e,

O nezavisnosti greSaka zakljucujemo na temelju dijagrama rasprienosti 6.29 reziduala uw odnosu
na vrijednosti nezavisne varijable i dijagrama rasprienja 6.30 susjednih reziduala, tj. parova
(ei,ei—1), i =2,...,100.

reziduali = 1.5234e*® udaljenost - 3.0864¢e™*°

3

reziduali

udaljenost

Slika, 6.29: Dijagram rasprSenosti reziduala u odnosu na vrijednosti nezavisne varijable u modelu
6.7.

e;,=0.702 e; + 0.0012

Slika 6.30: Dijagram rasprenosti susjednih reziduala u modelu 6.7.

Dijagram rasprienosti 6.30 ne sugerira nezavisnost gresaka €1,...,€n.

Na temelju provedene analize reziduala zakljucujemo da linearan regresijski model nije dobar iz-
bor za opisivanje zavisnosti Stete prouzrocene poZarom o udaljenosti mjesta poZara do najbliZeg
vatrogasnog centra.
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6.5 Koeficijent korelacije

Koeficijent korelacije jedna je numeri¢ka karakteristika dvodimenzionalnog slucaj-
nog vektora koja moze posluziti za analizu zavisnosti medu njegovim komponen-

tama.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalan sluéajni vektor kojemu svaka kompo-
nenta ima varijancu. Koeficijent korelacije je broj definiran izrazom:
B(X = p)(Y —v)

PXY = 5
OX0y

gdje su
uw=FEX, v=FEY ox=vVarX, oy=vVVarY.

O koeficijentu korelacije valja znati sljedece ¢injenice:

- pxy € [-1,1]

ako su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable tada je pxy =0

Y =aX + b, gdje je a > 0, onda i samo onda ako je pxy =1

Y =aX + b, gdje je a < 0, onda i samo onda ako je pxy = —1.

Ako je pxy = 0, kazemo da su slucajne varijable X i Y nekorelirane.

Navedena svojstva koeficijenta korelacije upuc¢uju na ¢injenicu da zavisnost izmedu
slucéajnih varijabli X i Y mozemo potvrditi ako pokazemo da je njihov koeficijent
korelacije razli¢it od 0. Osim toga, ako je koeficijent korelacije 1 ili -1, onda znamo
i tip veze izmedu X i Y, tj. u tim slucajevima ta je veza linearna.

Za procjenu koeficijenta korelacije moZzemo koristiti nekoliko procjenitelja. Ovdje
¢éemo spomenuti samo procjenitelja koji se zove Pearsonov korelacijski koeficijent i
koristi se kod neprekidnih slu¢ajnih varijabli. Ako su (z1,y1),- .-, (Tn, yn) parovi
nezavisnih realizacija slu¢ajnog vektora (X,Y’), onda se iznos Pearsonova korelacij-

skog koeficijenta ra¢una pomocu izraza
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Ako usporedimo izraz za Pearsonov korelacijski koeficijent r s izrazima navedenim
u poglavlju o linearnoj regresiji, mozemo uo¢iti da je r? jednak koeficijentu deter-
minacije za koji je re¢eno da mjeri jakost linearne veze izmedu varijabli u linearnom

regresijskom modelu.

Da bismo koristenjem procjene koeficijenta korelacije potvrdili zavisnost slucajnih
varijabli, potrebno je odbaciti statisticku hipotezu

Hotpxy =0.

Ovdje navodimo jedan od testova koji se moze koristiti u tu svrhu. On je kreiran
pod pretpostavkom normalnosti distribucije sluéajnog vektora (X,Y") koristenjem
Pearsonova korelacijskog koeficijenta. Za testiranje navedene nul-hipoteze ra¢unamo
vrijednost test statistike po formuli:

Ako je nul-hipoteza istinita, statistika kojoj smo tako izrac¢unali realizaciju ima
Studentovu distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode. Oznac¢imo li s T sluajnu
varijablu koja ima Studentovu distribuciju s (n — 1) stupnjeva slobode, pripadnu

p-vrijednost odredujemo na uobic¢ajeni nacin:
p = P{T >t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : pxy >0
p = P{T <t} ako je alternativna hipoteza oblika H; : pxy < 0.

Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s nivoom znacajnosti o i donosimo od-
luku:

ako je p < a, odbacujemo nul-hipotezu i na razini znacajnosti « prihva¢amo alter-

nativnu hipotezu, tj. kazemo da su slucajne varijable X i Y zavisne

ako je p > a, nemamo dovoljno argumenata koji bi poduprli odluku o odbacivanju
nul-hipoteze, tj. kazemo da nemamo dovoljno argumenata tvrditi da su X i

Y zavisne varijable.

Primjer 6.21.  (pozar.sta)

Vratimo se primjeru 6.16. Oznacimo s X slucajnu varijablu kojom modeliramo udaljenost mjesta
poZara do najbliZeg vatrogasnog centra, a 'Y slucajnu varijablu kojom modeliramo Stetu nastalu
poZarom. Bududi da ne znamo stvarne distribucije slucajnih varijabli X 1Y, ne moZemo izracunati
koeficijent korelacije pxy . No na temelju podataka sadrZanih u bazi pozar.sta moZemo, koristeci
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Pearsonov korelacijski koeficijent, procijeniti koeficijent korelacije slucéajnih varijabli X i Y. U
tablici na slici 6.31 prikazane su procjene ocekivanja i varijanci slucagjnih varijabli X 1Y, njihov
koeficijent korelacije te vrijednost test statistike i pripadna p-vrijednost statistickog testa kojim se
testira hipoteza

Ho : pxy = 0.

Correlations (pozar.sta)
Marked correlations are significant at p < .05000

Var. X & Mean Std.Dv. | r(X,Y) 2 t p
Var. Y

udaljenost |2.080108]0.956215

steta 9.134346|2.058874(0.939286|0.882257|60.47009| 0.00

Slika 6.31: Procjena koeficijenta korelacije slu¢ajnih varijabli X i Y iz primjera 6.21.

Procjena koeficijenta korelacije pxy je
r=0.94 > 0.

p-vrijednost testa kojim se testira hipoteza o mekoreliranosti slucajnih varijabli X i Y manja je
od 0.01 pa to znaci da odbacujemo hipotezu o nekoreliranosti slucajnih varijabli X 1Y i na nivou
znacajnosti o = 0.01 prihvacéamo alternativnu hipotezu koja kaZe da su X 1Y zavisne varijable.
Uoc¢imo da se u tablici nalazi i vrijednost kvadrata procjene koeficijenta korealcije (oznaka r2) -
to je upravo koeficijent determinacije R?.

6.6 Zadaci

Zadatak 6.1. Mozete li u sljede¢im zadacima na nivou znacajnosti a = 0.05 potvrditi da su
varijance o7 i 03 razlicite (varijance su procijenjene s 52 i s2,)7?
a) Spy = 1989, n1 = 50, sn, = 1843, ne = 30, a = 0.05.

b) sn, =250, n1 = 20, sp, = 300, nz = 16, a = 0.05.

Rjesenje. U oba zadatka nemamo dovoljno argumenata koji bt poduprli odluku o odbacivanju nul-

hipoteze da su varijance jednake pa ne mozZemo potvrditi da su varijance razlicite.

Zadatak 6.2. Ekonomisti u nekoj zemlji odluéili su provjeriti jesu li o¢ekivane cijene u eurima
uvoznih automobila viSe u njihovoj zemlji nego u mati¢noj zemlji odredenog proizvodaca. Prikup-
ljen je uzorak od 50 cijena u promatranoj zemlji i 30 cijena u mati¢noj zemlji za isto razdoblje.
Na temelju tih uzoraka procijenjena ocekivanja i standardne devijacije sluc¢ajnih varijabli kojima
se modelira cijena tog tipa automobila su:

promatrana zemlja ny = 50, T, = 16545, sp; = 1989
maticna zemlja proizvodaca no = 30, Tp, = 17243, s,, = 1843.
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Mozemo li na nivou znacajnosti @ = 0.05 potvrditi postojanje razlika u ocekivanim cijenama
automobila?

Rjesenje. p = 0.0613 pa na nivou znacajnosti oo = 0.05 nemamo dovoljno argumenata koji bi podu-
prli odluku o odbacivanju nul-hipoteze (jednakost odekivanja!) pa ne moZemo poturditi postojanje

razlika u odekivanim cijenama automobila.

Zadatak 6.3. Menadzment jednog velikog medicinskog centra Zzeli provjeriti postoji li razlika
u oc¢ekivanoj godisnjoj neto-placi izmedu bolnicarki i bolni¢ara. Na temelju uzoraka bolni¢arki i
bolnicara procijenjena su ocekivanja i standardne devijacije slu¢ajnih varijabli kojima se modeliraju
njihove place:

bolnicarke:  n1 = 20, T, = 23750, sp, = 250
bolnicari: ng = 16, Tn, = 23800, sn, = 300.

MoZemo li na nivou znacajnosti « = 0.05 potvrditi postojanje razlika u ofekivanim pla¢ama
bolnicarki i bolni¢ara pod uvjetima da su zadovoljene pretpostavke o jednakosti varijanci i o

normalnoj distribuiranosti slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo njihove plaé¢e?

Rjesenje. p = 0.2944 pa na nivou znacajnosti a = 0.05 nemamo dovoljno argumenata koji bi
poduprli odluku o odbacivanju nul-hipoteze pa ne mozZemo poturditi postojanje razlika u odekivanim
placama.

Zadatak 6.4.  (student.sta)

Studentska sluzba jednog sveucilista Zeli vidjeti postoji li razlika u ocekivanoj dobi medu stu-
dentima koji studiraju na klasi¢an nain i studenata koji studiraju putem interneta (e-learning).
Prikupljeni podaci o dobi za 50 studenata iz svake kategorije nalaze se u bazi student.sta. Mozemo

li na nivou znacajnosti a = 0.05 potvrditi postojanje razlika u ocekivanoj dobi studenata?

Rjesenje. p = 0.214 pa na nivou znacajnosti a = 0.05 nemamo dovoljno argumenata koji bi
poduprli odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Zadatak 6.5.  (burza.sta)

U bazi podataka burza.sta zabiljezene su cijene nekih dionica na dvije burze smjestene u dva raz-
li¢ita grada - gradu A i gradu B. U jednom financijskom ¢asopisu proé¢itali smo da je ocekivana
cijena dionice viSa na burzi u gradu A u odnosu na ocekivanu cijenu na burzi u gradu B. Mo-
zemo li na nivou znacajnosti a = 0.05 potvrditi postojanje razlika u ofekivanoj cijeni dionice na
promatranim burzama?

Rjesenje. p = 0.0067 pa na nivou znacajnosti o = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu i moZemo turditi
da su ocekivane cijene dionice na burzi u gradu A statisticki znacajno razli¢ite od ocekivane cijene
na burzi u gradu B.
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Zadatak 6.6.  (manager.sta)

Jedna grupa istrazivaca razvila je indeks koji mjeri uspjeh menadzera, pri ¢emu veéi indeks sugerira
veéu uspjesnost menadzera. Neki istraziva¢ zeli usporediti taj indeks za dvije grupe menadzera.
Jedna grupa menadZera ima mnogo interakcija s ljudima izvan svog radnog okruZenja (telefoni-
ranje, razgovori, sastanci i sl.), dok druga grupa ima vrlo rijetke kontakte izvan svog okruZenja.
U bazi podataka manager.sta nalaze se indeksi za uzorak menadZera iz grupe koja ima mnogo
interakcija (varijabla mnogo interakcija) i indeksi za uzorak menadZera iz grupe koja ima malo
interakcija (varijabla malo interakcija). MoZemo li na nivou znagajnosti @ = 0.05 potvrditi posto-
janje razlika u ocekivanim indeksima uspjes$nosti menadzera iz te dvije grupe pod uvjetima da su
zadovoljene pretpostavke o jednakosti varijanci i o normalnoj distribuiranosti slu¢ajnih varijabli
kojima modeliramo indekse?

Rjesenje. p = 0 pa na nwou znadajnosti a« = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu te tvrdimo da su
ocekivani indeksi uspjesnosti za te dvije grupe menadzZera statisticki znacjno razliciti.

Zadatak 6.7.  (potrosac.sta)

Marketingki stratezi Zeljeli bi predvidjeti prijem nove vrste paste za zube kod potroSaca prema
njihovoj dobi. U bazi podataka potrosac.sta raspolaZzemo podacima o dobi u godinama za 20 po-
troSaca koji su kupili novu pastu za zube (varijabla korisnici) i 20 potrosaca koji ju jo§ uvijek nisu
kupili (varijabla nisu korisnici). MoZemo li na nivou znalajnosti @ = 0.01 potvrditi postojanje
razlike u oc¢ekivanoj dobi potrosaca iz te dvije grupe pod pretpostavkom da normalna distribu-
cija dobro opisuje distribuciju slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo njihovu dob te su varijance
jednake?

Rjesenje. p = 0.0296 pa na nivou znacajnosti a« = 0.01 odbacujemo nul-hipotezu i potvrdemo
razli¢itost oéekivane dobi potrosaca koji su kupili i onih koji jos uvijek nisu kupili novu vrstu paste

za zube.

Zadatak 6.8.  (restorani.sta)

Pretpostavimo da je neki veliki lanac restorana uloZio puno novca u reklamu te menadZer Zeli us-
porediti oéekivanu dnevnu zaradu tog lanca restorana prije i nakon tog ulaganja. U bazi podataka
restorani.sta nalaze se informacije o dnevnoj zaradi za 22 restorana prije ulaganja u marketing
(varijabla prije) i nakon ulaganja u marketing (varijabla poslije). MoZemo li na nivou znacajnosti
a = 0.05 potvrditi postojanje razlike u ocekivanoj dnevnoj zaradi tog lanca restorana prije i na-
kon ulaganja u marketing pod pretpostavkom da razlike dnevnih zarada prije i nakon ulaganja u
reklamu moZemo modelirati normalnom slu¢ajnom varijablom?

Rjesenje. p = 0.005845 pa na nivou znacajnosti o = 0.05 odbacujemo nul-hipotezu i potvrdujemo

razli¢itost ocekivane dnevne zarade lanca restorana prije i nakon ulaganja u marketing.

Zadatak 6.9.  (vitamini.sta)

Jedan lije¢nik tvrdi da se uzimanjem specijalnog vitamina moze povecati snaga dizaca utega. Kako
bi se provjerila njegova tvrdnja odabrano je osam dizaca utega kojima je izmjerena snaga. Nakon
dva tjedna treninga podrzanih upotrebom specijalnog vitamina ti isti diza¢i utega su opet testirani

i dobiveni su sljedeci rezultati:
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prije tretmana: 210, 230, 182, 205, 262, 253, 219, 216
poslije tretmana: 219, 236, 179, 204, 270, 250, 222, 216.

MozZemo li na nivou znacajnosti o = 0.05 potvrditi postojanje razlike u o¢ekivanoj snazi dizaca
utega prije i nakon tretmana specijalnim vitaminima pod pretpostavkom da razliku izmjerene
snage prije i nakon tretmana moZemo modelirati normalnom slu¢ajnom varijablom?

Rjesenje. p = 0.43 pa na nivou znacajnosti « = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
nul-hipoteze o jednakosti ocekivanja.

Zadatak 6.10. U sklopu studije organizacije rada poduzeca ispituje se efikasnost zaposlenika u
proizvodnom procesu. Ispitivanje se provodi mjerenjem produktivnosti rada na uzorku radnika.
Radi moguéeg povec¢anja produktivnosti na radnim mjestima radnika u uzorku izmijenjen je red
radnih operacija i prostorni razmjestaj sredstava rada. Rezultati mjerenja produktivnosti rada
prije i nakon izmjena dani su u sljedec¢oj tablici:

prije izmjena: 45, 34, 42, 28, 35, 39, 50, 41, 27, 29,
poslije izmjena: 49, 40, 43, 32, 40, 39, 51, 42, 30, 24.

MozZemo li na nivou znacajnosti o = 0.05 potvrditi postojanje razlike u ocekivanoj produktivnosti
radnika prije i nakon uvedenih izmjena pod pretpostavkom da razliku izmjerene produktivnosti
prije i nakon izmjena mozemo modelirati normalnom sluc¢ajnom varijablom?

Rjesenje. p = 0.077 pa na nivou znacajnosti o = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
nul-hipoteze o jednakosti ocekivanja.

Zadatak 6.11.  (gradjevina.sta)

Varijable placa2008 i placa2009 u bazi podataka gradjevina.sta sadrze prosjecne neto-pla¢e u eurima
u 2008. i 2009. godini za 100 gradevinskih poduzeca srednje veli¢ine u nekoj zemlji. MoZemo li na
nivou znacajnosti a = 0.05 prihvatiti hipotezu o postojanju razlike u ocekivanoj prosje¢noj placi
u gradevinskim poduzeé¢ima srednje veli¢ine u toj zemlji u 2008. i 2009. godini pod pretpostav-
kom da razlike prosje¢nih plac¢a u 2008. i 2009. godini moZemo modelirati normalnom sluc¢ajnom
varijablom?

Rjesenje. p = 0.164 pa na nivou znacajnosti o = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
nul-hipoteze o jednakosti.

Zadatak 6.12. Istraziva¢ proucava uzorke dvaju tipova automobila koji pripadaju istoj klasi, ali
potjecu od razli¢itih proizvodaca. Na temelju uzorka koji broji 400 automobila prvog proizvodaca
utvrdio je da se 53 automobila pokvarilo tijekom prve godine koristenja, dok je na temelju uzorka
od 500 automobila drugog proizvodaca utvrdio da ih se pokvarilo ¢ak 78. Mozemo li na nivou
znacajnosti a = 0.05 tvrditi da je vjerojatnije da ¢e se tijekom prve godine koristenja pokvariti
automobil drugog proizvodaca nego automobil prvog proizvodaca?

Rjesenje. p = 0.16 pa na nivou znacajnosti « = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje
nul-hipoteze o jednakosti vjerojatnosti.
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Zadatak 6.13. RaspolazZete sljede¢im podacima:

menadzeri  MBA studenti

veli¢ina uzorka 162 109
proporcija muskaraca 0.95 0.689
proporcija ljudi u braku  0.912 0.534

a) MoZemo li na nivou znadajnosti a = 0.01 tvrditi da je proporcija muskaraca medu mena-
dzerima veéa nego medu MBA studentima?

b) Mozemo li na nivou znacajnosti a = 0.01 tvrditi da je proporcija menadZera koji su u braku

veca nego proporcija studenata koji su u braku?

Rjesenje. U oba zadatka je p < 0.00001 pa odbacujemo nul-hipotezu i na nivou znacajnosti o = 0.01

potvrdujemo alternativnu hipotezu.

Zadatak 6.14. Financijski analiti¢ar ispituje proporciju tekué¢ih ra¢una s negativnim saldom
veé¢im od dopuStenog u prosincu u dvije poslovnice jedne banke. Njegova je pretpostavka da je
proporcija takvih rac¢una u poslovnici II manja nego u poslovnici I. U uzorku koji broji 562 ra¢una
poslovnice I 75 ih je s nedopustenim prekoracenjem, a u uzorku koji broji 462 ra¢una poslovnice
IT 44 ih je s nedopustenim prekoracenjem. MozZete li na razini znacajnosti « = 0.05 potvrditi
pretpostavku financijskog analiticara?

Rjesenje. p = 0.029 pa odbacujemo nul-hipotezu i na nivou znacdajnosti a = 0.05 potvrdujemo
hipotezu financijskog analiticara.

Zadatak 6.15.  (gradjevina.sta)

Varijable zaposleni2008 i zaposleni2009 u bazi podataka gradjevina.sta sadrze broj zaposlenika u
2008. i 2009. godini za 100 slucajno izabranih gradevinskih poduzeéa srednje veli¢ine u nekoj
zemlji. Mozete li na razini znacajnosti @ = 0.05 potvrditi hipotezu koja kaze da je proporcija
takvih poduzeca koja zaposljavaju vise od 150 radnika veéa u 2009. godini nego u 2008. godini?

Rjesenje. p = 0.4245 pa na nivou znadajnosti o = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odba-
civanje nul-hipoteze. Dakle, na toj razini znacajnosti ne mozZemo potvrditi hipotezu navedenu u
zadatku.

Zadatak 6.16. Klub ljubitelja rock-glazbe Zeli provjeriti postoji li razlika u proporcijama ¢lanova
mladih od 30 godina i onih starijih od 30 godina koji osim rocka vole i klasi¢nu glazbu. U svrhu
ovog istrazivanja ispitano je 56 ¢lanova mladih od 30 i 65 ¢lanova starih barem 30 godina. Od
ukupnog ispitanog broja klasiku voli slusati 14 ¢lanova mladih od 30 i 15 ¢lanova starih barem
30 godina. Mozete li na razini znacajnosti a = 0.05 potvrditi hipotezu koja kaZe da se navedene
proporcije razlikuju?

Rjesenje. p = 0.7975 pa na nivou znadajnosti a = 0.05 nemamo dovoljno argumenata za odbaci-
vanje nul-hipoteze o jednakosti.
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Zadatak 6.17.  (djeca.sta)

Varijablom apgarl dana je jedna ocjena vitalnosti novorodenceta odmah nakon poroda, dok je
varijablom komplikacije dana informacija o tome je li tijekom trudnoce bilo komplikacija ili ne.
Oznacimo s X slu¢ajnu varijablu kojom modeliramo ocjenu vitalnosti apgar, a Y slu¢ajnu varijablu
kojom modeliramo prisutnost komplikacija u trudnoé¢i. Odredite empirijsku distribuciju slu¢ajnog

vektora (X,Y) i njegove marginalne empirijske distribucije te rijesite sljedeée zadatke:

a) procijenite vjerojatnost da je ocjena vitalnosti 1 i da su komplikacije bile prisutne

o

procijenite vjerojatnost da je ocjena vitalnosti 4 i da su komplikacije bile prisutne

procijenite vjerojatnost da je ocjena vitalnosti 4 i da komplikacije nisu bile prisutne

a

o

procijenite vjerojatnost pojave komplikacija u trudnoé¢i u promatranoj populaciji

)
)
)
)

e) procijenite vjerojatnost pojave ocjene vitalnosti 4 u promatranoj populaciji novorodencadi.

Zadatak 6.18. (citanje.sta)
Baza podataka citanje.sta, koja sadrzi rezultate istrazivanja o ¢italackim navikama stanovnika
jednog grada, opisana je u primjeru 6.12.
a) Procijenite distribuciju sluc¢ajnog vektora (X,Y), gdje X oznacava sluc¢ajnu varijablu koja
se realizira jedinicom ako stanovnik tog grada svaka tri mjeseca procita barem jednu knjigu,
a inale se realizira nulom, a Y slu¢ajnu varijablu kojom modeliramo stru¢nu spremu sta-
novnika toga grada (za NSS Y se realizira jedinicom, za SSS dvojkom, a za VSS trojkom).

b) Pretpostavite da empirijska distribucija slu¢ajnog vektora (X,Y’) odgovara njegovoj stvar-

noj distribuciji te procijenite sljedec¢e vjerojatnosti:

- vjerojatnost da sluCajno odabrani ispitanik iz populacije koju promatramo u tom gradu
svaka tri mjeseca procita barem jednu knjigu i ima srednju struénu spremu, tj. vje-
rojatnost P{X =1,Y =2}

- vjerojatnost da slu¢ajno odabrani ispitanik iz populacije koju promatramo u tom gradu
svaka tri mjeseca procita barem jednu knjigu, tj. vjerojatnosti P{X =1}

- vjerojatnost da slu¢ajno odabrani ispitanik iz populacije koju promatramo u tom gradu
ima srednju stru¢énu spremu, tj. vjerojatnosti P{Y = 2}.
Rjesenje.

a) Empiriska distribucija sluéajnog vektora (X,Y) dana je tablicom 6.52.

Summary Frequency Table (citanje.STA)

Table: citanje(2) x obrazovanje(3)

citanje | obrazovanje | obrazovanje | obrazovanje | Row

NSS SSS VSS Totals

Count 0 48 426 184 658
Total Percent 6.45% 57.26% 24.73%] 88.44%
Count 1 16 51 19 86
Total Percent 2.15% 6.85% 2.55%]11.56%
Count All Grps 64 477 203 744
Total Percent 8.60% 64.11% 27.28%

Slika 6.32: Empirijska distribucija slu¢ajnog vektora (X,Y) iz primjera ??.
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b) Procjena vjerojatnosti P{X = 1,Y = 2} iznosi 0.0685, procjena vjerojatnosti P{X = 1}
iznosi 0.1156, procjena vjerojatnosti P{Y = 2} iznosi 0.6411.

Zadatak 6.19.  (planovi.sta)

U bazi podataka planovi.sta nalaze se podaci o dobi (varijabla dob), spolu (varijabla spol: 1 -
muskarac, 2 - Zena) i planovima za posao nakon diplomiranja (varijabla poslovni plan: 1 - raditi
puno radno vrijeme, 2 - raditi pola radnog vremena, 3 - uopce ne raditi) za uzorak od 129 studenata
jednog sveudilista. Zanima nas postoji li razlika u planovima za posao s obzirom na spol ispitanika.
Mozete li na razini znacajnosti o« = 0.1 potvrditi zavisnost slu¢ajnih varijabli kojima modeliramo

spol ispitanika i planove za posao nakon diplomiranja?

Rjesenje. Dobivena p-vrijednost manja je od nivoa znacajnosti o = 0.1 pa zakljucujemo da odba-
cujemo nul-hipotezu i na nivou znacajnosti a = 0.1 moZemo reéi da podaci potvrduju postojanje
zavisnosti izmedu slucajnih varijabli kojima modeliramo spol ispitanika i planove za posao nakon

diplomiranja.
Zadatak 6.20. U primjerima 6.10 i 6.11 testirajte hipotezu o nezavisnosti.

Zadatak 6.21. U primjeru 6.10 procijenite svih pet uvjetnih distribucija za Y uz uvjet da se
dogodi {X = i}, ¢ = 0,1,2,3,4. Mijenjaju li se te distribucije promjenom dogadaja na koji
uvjetujemo? MozZete li to objasniti i povezati s pojmom zavisnosti i nezavisnosti slu¢ajnih varijabli
XiY?

Zadatak 6.22.  (krv.sta)

U bazi podataka krv.sta nalaze se podaci o mjerenim vrijednostima nekoliko razli¢itih analiza krvi
u definiranoj populaciji bolesnih osoba. Analiti¢ar Zeli istraziti moze li se odrediti veza izmedu
izmjerenih vrijednosti ovih analiza. Utvrdivanje veze i jasno uspostavljanje zakona koji ih povezuje
smanjilo bi broj potrebnih pretraga krvi. Naime, trebalo bi napraviti samo one koje su medusobno
neovisne, dok bi se ostale mogle na osnovi njih prognozirati. Za podatke iz baze prikazite svake

dvije varijable u dijagramu rasprsenja i kratko ga analizirajte.

Zadatak 6.23. Skicirajte grafove funkcija

f@)=2w-1, @)= e+3, f@)=-2

i komentirajte znacenje koeficijenata « i 5. Koji koeficijent opisuje iznos povecanja vrijednosti

ovisne varijable za jediniéno povec¢anje vrijednosti neovisne varijable?

Zadatak 6.24.  (krv.sta, regresija.sta)

a) Koriste¢i bazu podataka krv.sta procijenite regresijski pravac izmedu varijabli CD4 i CD8.

Odredite vrijednosti reziduala. Ponovite postupak za jo§ nekoliko parova varijabli.
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b) Koristeéi bazu podataka regresija.sta procijenite regresijski pravac izmedu varijabli x1 i x2.
Odredite vrijednosti reziduala i prokomentirajte dobiveni rezultat.

Zadatak 6.25.  (statistika.sta)

Mnogi studenti odlucili su ispit iz Statistike poloziti putem kolokvija. Pri tome se postignuti
bodovi na sva Cetiri kolokvija zbrajaju i na temelju zbroja bodova donosi se odluka o tome ima
li student pravo izac¢i na usmeni dio ispita. U bazi podataka statistka.sta nalazi se zbroj bodova
prva dva kolokvija (varijabla kol-1-2) i ukupan broj bodova nakon svih provedenih kolokvija (va-
rijabla ukupno). Koju ¢ete od ovih varijabli promatrati kao neovisnu, a koju kao ovisnu varijablu?

Odredite procjenu regresijskog pravaca te odgovorite na sljedec¢a pitanja:
- Sto o linearnom regresijskom modelu moZete reéi na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete rec¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u izmjerenim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linearnim

regresijskim modelom?

Zadatak 6.26.  (ptsp.sta)

Baza podataka ptsp.sta sadrzi podatke o ispitanicima kojima je dijagnosticiran posttraumatski
stresni poremecaj. Na primjer, varijabla ptspb2 sadrZi rezultate testova nakon terapije nekim
lijekom, a varijabla ptspb odrazava stanje prije provedene terapije. Koju éete od ovih varijabli
promatrati kao neovisnu, a koju kao ovisnu varijablu? Odredite procjenu regresijskog pravaca te
odgovorite na sljedeca pitanja:

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete reéi na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozZete reéi na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?

Analogno napravite za parove varijabli ptspc i ptspc2, te ptspd i ptspd2.

Zadatak 6.27.  (gradjevina.sta)

Varijable godisnja placa2009 i troskovi2009 u bazi podataka gradjevina.sta sadrZze podatke o prosjec-
noj godisnjoj plaéi zaposlenika i ukupnim troskovima u 2009. godini za 100 gradevinskih poduzeca
srednje veli¢ine u nekoj zemlji. Ako znamo da se place zaposlenika uracunavaju u ukupne tro-
skove poduzeca, koju ¢ete od ovih varijabli promatrati kao neovisnu, a koju kao ovisnu varijablu?

Odredite procjenu regresijskog pravaca te odgovorite na sljedec¢a pitanja:
- Sto o linearnom regresijskom modelu moZete reéi na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete re¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?
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Zadatak 6.28.  (gradjevina.sta)
Koriste¢i bazu podataka gradjevina.sta procijenite koeficijent korelacije za varijable godisnja placa2009

i troskovi2009. Rezultat usporedite s rezultatima regresijske analize za isti par varijabli.

Zadatak 6.29.  (krv.sta, regresija.sta)
Koristec¢i baze podataka krv.sta i regresija.sta procijenite koeficijent korelacije za sve parove vari-
jabli. Rezultat usporedite s rezultatima regresijske analize za iste parove varijabli.

Zadatak 6.30. (regresijal.sta, regresija2.sta, regresija3.sta, regresija4.sta)

Koristeci baze regresijal.sta, regresija2.sta, regresija3.sta i regresija4.sta procijenite regresijski pravac
izmedu varijabli tih baza podataka. Sto uotavate? Mozete li na ovoj razini donijeti grubu ocjenu
o primjerenosti koristenja linearnog modela za opisivanje veze medu ovim varijablama? Koji bi

model bio prikladniji i zasto?

Zadatak 6.31.  (gorivo.sta)

U bazi podataka gorivo.sta varijabla udaljenost sadrzi podatke o udaljenosti radnog mjesta od
mjesta stanovanja za 100 slucajno odabranih zaposlenika jednog poduzeca, a varijabla troskovi
iznos u kunama koji ti zaposlenici troge na gorivo da bi se dovezli do posla. Procijenite regresijski
pravac izmedu varijabli udaljenost i troskovi te odgovorite na sljedeéa pitanja:

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete reéi na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete rec¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?

Zadatak 6.32.  (glukoza.sta)
Koristeé¢i bazu podataka glukoza.sta, ¢ije su varijable opisane u primjeru 2.2, procijenite regresijski

pravac izmedu varijabli dob i koncentracija te odgovorite na sljedeca pitanja:
- Sto o linearnom regresijskom modelu moZete re¢i na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete re¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?

Zadatak 6.33.  (apartmani.sta)

U bazi podataka apartmani.sta varijabla udaljenost sadrzi podatke o udaljenosti apartmana do
najblize plaze za 100 slu¢ajno izabranih apartmana u nekom turistickom mjestu, a varijabla cijena
cijenu apartmana po danu izrazenu u kunama. Procijenite regresijski pravac izmedu varijabli

udaljenost i cijena te odgovorite na sljedeca pitanja:
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- Sto o linearnom regresijskom modelu moZete reé¢i na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozZete re¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?

Zadatak 6.34.  (servis.sta)

U bazi podataka servis.sta varijabla broj km sadrzi podatke o prijedenom broju kilometara za 100
automobila istog tipa prije obavljenog prvog servisa, a varijabla servis kn cijenu servisa nakon tog
broja kilometara. Procijenite regresijski pravac izmedu varijabli broj km i servis kn te odgovorite
na sljedeca pitanja:

- Sto o linearnom regresijskom modelu moZzete reéi na temelju analize reziduala?

- Sto o linearnom regresijskom modelu mozete reé¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?






Poglavlje 7

Zadaci za vjezbu

Zadatak 7.1. U razredu koji broji 25 ucenika zakljuéne ocjene iz matematike na kraju skolske
godine raspodijeljene su na sljedeéi nacin: tri uenika imaju peticu, sedam ucenika ¢etvorku, osam
ucenika trojku, pet ucenika dvojku, a dva ufenika moraju pristupiti popravnom ispitu (imaju
jedinicu). Ocjene ucenika sadrzane su u varijabli ocjena baze podataka razred.sta. Sljedeée zadatke
rijeSite samostalno te rezultate provjerite koristenjem programskog paketa Statistica.

1. Sastavite tablicu frekvencija i relativnih frekvencija za varijablu ocjena.

2. Koristeéi Statisticu graficki prikazite frekvencije i relativne frekvencije (stupcastim i kruznim
dijagramima).
3. Izracunajte aritmeti¢ku sredinu, mod, raspon te varijancu i standardnu devijaciju ovog

skupa podataka.

4. Izracunajte numericke karakteristike ovog skupa podataka koje su vam potrebne za kutijasti

dijagram na bazi medijana te ga nacrtajte.

Zadatak 7.2.  (desno.sta)
Baza podataka desno.sta sadrzi dio podataka iz istraZzivanja kojim se proucava ucestalost koriStenja
desne ruke u skupini desnjaka, ljevaka i ambidekstera jedne populacije. Varijabla sum sadrzi ocjenu
ucestalosti koriStenja desne ruke u deset izabranih radnji i moze primiti vrijednosti od 0 do 30.
Varijabla objektivno sadrzi informaciju o tome je li osoba desnjak, ljevak ili ambidekster. Sve
opisane varijable moZzemo modelirati diskretnim slu¢ajnim varijablama koje primaju vrijednosti
iz prikladno konstruiranih skupova - odredite te skupove, tj. slike tih sluc¢ajnih varijabli. Uz
pretpostavku o jednakosti stvarnih i empirijskih distribucija tih slu¢ajnih varijabli rijesite sljedece
zadatke.

1. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo desnjaka.

2. Procijenite vjerojatnost da slucajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo ljevaka.

3. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo osobu ¢ija

je ucestalost koristenja desne ruke manja ili jednaka 10.

4. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo osobu ¢ija

je ucestalost koriStenja desne ruke barem 10.
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5. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo osobu ¢&ija

ucestalost koristenja desne ruke nije 20.

6. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo osobu ¢ija
je ucestalost koriStenja desne ruke vecéa od 20.

7. Procijenite vjerojatnost da slu¢ajnim izborom osobe iz ove populacije odaberemo osobu ¢ija

je ucestalost koristenja desne ruke 30.

8. Uz pretpostavku da stvarna distribucija slu¢ajne varijable kojom modeliramo varijablu sum
odgovara empirijskoj distribuciji te varijable, odredite njeno ocekivanje, varijancu i stan-

dardnu devijaciju.

9. Uz pretpostavku da stvarna distribucija slucajne varijable kojom modeliramo varijablu sum
odgovara empirijskoj distribuciji te uz oznaku p = EX, 02 = Var X odredite sljedece
vjerojatnosti: P{|X —pu| <o}, P{|IX —pu| <20} i P{|X — u| < 30}.

10. Uz pretpostavku da stvarna distribucija slu¢ajne varijable kojom modeliramo varijablu sum
odgovara empirijskoj distribuciji, odredite jedan medijan te slu¢ajne varijable. Takoder,
odredite P{|X — m| < o}, P{|X —m| < 20} i P{|X —m| < 30}, gdje je m medijan koji

ste odabrali. Diskutirajte o razlikama u odnosu na prethodno pitanje.

Zadatak 7.3.  (tlak.sta)
Baza podataka tlak.sta sadrzi podatke o krvnom tlaku utvrdene anketom na reprezentativnom

uzorku pacijenata jedne klinike:
varijable spol i dob sadrZe informacije o spolu i broju godina za svakog ispitanika

varijable sistolicki-tlak i dijastolicki-tlak sadrze vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka za svakog
ispitanika

varijabla tlak klasificira vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka u tri kategorije: N - nizak tlak,
O - normalan tlak, P - poviSen tlak

varijabla puls sadrzi broj otkucaja srca u minuti (puls) za svakog ispitanika

varijabla opce-stanje sadrzi subjektivnu ocjenu (u standardnoj skali od 1 do 5) vlastitog zdravs-

tvenog stanja svakog ispitanika.
Na temelju podataka sadrzanih u ovoj bazi rijesite sljedeée zadatke:

1. Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija, nacrtajte i proanalizirajte stupcaste di-
jagrame frekvencija i relativnih frekvencija te kruzni dijagram s prikazom relativnih frekven-
cija za podatke sadrZane u varijabli opce-stanje. Kolike su frekvencija i relativna frekvencija
ispitanika koji su svoje opée zdravstveno stanje ocijenili barem ocjenom 47

2. Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli opce-
stanje posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola i kategoriju ispitanika muskog spola
te nacrtajte pripadne stupcaste dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija. Takoder
nacrtajte stupcaste dijagrame frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u
varijabli opce-stanje kategorizirane po vrijednostima varijable tlak (N, O, P). Proanalizirajte

dobivene stupcaste dijagrame.

3. Odredite i ukratko protumadcite sljede¢e numericke karakteristike podataka sadrZzanih u

varijabli dob: aritmetic¢ku sredinu, medijan, donji i gornji kvartil, mod, raspon i standardnu
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devijaciju. Je li mod jedinstven? Koliko iznosi maksimalno odstupanje podataka sadrzanih
u varijabli dob od njihove aritmeticke sredine? Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti
dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u varijabli dob. Obrazlozite svoj odgovor.

. Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane

u varijabli dob. Obrazlozite svoj odgovor.

. Crtanjem i analizom kutijastog dijagrama na bazi medijana neosjetljivog na strSeée vri-

jednosti i kutijastog dijagrama na bazi medijana osjetljivog na strSece vrijednosti donesite
zaklju¢ak o tome pojavljuju li se medu podacima sadrzanima u varijabli puls striec¢e vri-
jednosti ili ne. Ako ste se uvjerili u njihovo postojanje, koristenjem kategoriziranih tablica
frekvencija odredite sve prisutne striec¢e vrijednosti medu podacima u varijabli puls. Kako
biste neutralizirali njihov utjecaj na numericke karakteristike podataka?

Zadatak 7.4. (glukoza.sta)
Baza podataka glukoza.sta opisana je u primjeru 2.2. Poznato je da na nivou znacajnosti a = 0.05

moZemo prihvatiti hipotezu o normalnoj distribuiranosti podataka sadrzanih u varijablama dob i

glukoza.

1. Intervalom pouzdanosti 95% procijenite o&ekivanu koncentraciju glukoze.

2. Postavite potrebne hipoteze i prikladnim testom provjerite je li na nivou znacajnosti @ =
0.05 oc¢ekivana koncentracija glukoze statisticki znacajno veéa od 5.5 mMol/L.

3. Intervalom pouzdanosti 95% procijenite proporciju ispitanika kod kojih je koncentracija
glukoze u krvi izmedu 4 i 6 mMol/L.

4. Postavite potrebne hipoteze i prikladnim testom provjerite je li na nivou znacajnosti o =
0.05 proporcija ispitanika kod kojih je koncentracija gluoze veéa od 8 mMol/] statisticki
znacajno razli¢ita od 0.1.

5. Protumacite sve dobivene rezultate u kontekstu promatranog problema.

Zadatak 7.5.  (uvis.sta)
Baza podataka uvis.sta sadrzi bodove koje su studenti treé¢e godine preddiplomskog studija mate-

matike prikupili na kolokvijima iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku (UVIS):

varijable kol-1 i kol-2 sadrze bodove s redovnog prvog i drugog kolokvija

varijable kol-P1 i kol-P2 sadrZe bodove s popravnih kolokvija

varijable konacno-1 i konacno-2 sadrze kona¢ne bodove prikupljene na prvom i drugom kolokviju

varijabla ukupno-1-2 sadrzi ukupan broj bodova nakon provedenih redovnih i popravnih kolokvija

varijabla ocjena sadrzi prijedlog kona¢ne ocjene iz kolokvija

varijabla stanovanje sadrzi informacije o mjestu stanovanja studenata kategorizirane na sljede¢i

nadin - Osijek (student stanuje u Osijeku), Drugo mjesto (student stanuje u nekom drugom
mjestu).

Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi rijesite sljedece zadatke:

1.
2.

Kojeg su tipa varijable kol-1 i ocjena?

Odredite empirijsku distribuciju varijable ocjena.
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3. Procijenite vjerojatnost da je student kolokvij iz UVIS-a poloZio ocjenom veé¢om od 2, ali

manjom od 5.

4. Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija za podatke koji su sadrzani
u varijabli ocjena.

5. Za podatke sadrzane u varijabli kol-1 odredite vrijednosti aritmeticke sredine, moda (je li
mod ovog niza podataka jedinstven?), donjeg kvartila, medijana i gornjeg kvartila. Ukratko

protumacite znacenje svake od navedenih numerickih karakteristika.

6. Skicirajte i proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u vari-
jabli kol-2.

7. Provodenjem prikladnih statistickih testova provjerite moZemo li na nivou znacajnosti a =
0.05 tvrditi da je varijabla kol-2 normalno distribuirana.

8. Provodenjem prikladnog statistickog testa provjerite je li na razini znacajnosti o« = 0.05
ocekivani broj bodova na prvom popravnom kolokviju (varijabla kol-P1) statisti¢ki znacajno
veéi od pp = 42.17391. Koji ste test odabrali i zasto?

9. Provodenjem prikladnog statistickog testa provjerite je li na razini znacajnosti o« = 0.05
proporcija studenata koji su na drugom popravnom kolokviju (varijabla kol-P2) prikupili
vige od 80 bodova statisti¢ki znac¢ajno razli¢ita od pp = 0.1. Koji ste test odabrali i zasto?

Zadatak 7.6.  (uvis.sta)
Analizirajte bazu podataka uvis.sta opisanu u zadatku 7.5.

1. Analizirajte razlike medu rezultatima na redovnim i popravnim kolokvijima za sve studente
te posebno za studente koji stanuju u Osijeku i studente koji stanuju u nekom drugom

mjestu.

2. Analizirajte veze izmedu rezultata na kolokvijima i prijedloga kona¢ne ocjene iz kolokvija?

Sto mozete zakljuéiti o utjecaju popravnih kolokvija na kona¢nu ocjenu?

3. Napravite usporedbu predlozenih konaé¢nih ocjena za studente koji zive u Osijeku i studente
koji zive u drugim mjestima.
Odaberite prikladne mjere da biste ilustrirali tvrdnje te ih potkrijepite prikladnim statistickim
testovima.

Zadatak 7.7.  (slobodno-vrijeme.sta)
Baza podataka slobodno-vrijeme.sta sadrzi podatke o slobodnom vremenu ispitanika jedne ankete:

varijable Spol i Godine sadrZe informacije o spolu, odnosno godinama starosti ispitanika

varijable TV i Kava sadrze podatke koliko sati dnevno ispitanici gledaju televiziju, odnosno koliko

galica kave dnevno popiju
varijabla Hobiji sadrzi informacije o tome ima li ispitanik neki hobi ili ne

varijabla Zadovoljan sadrZi informacije o tome koliko je ispitanik zadovoljan iskoristenoséu svoga
slobodnog vremena (1 - nisam zadovoljan, 2 - nije lose, 3 - poprili¢no sam zadovoljan, 4 -

zadovoljan sam, 5 - prezadovoljan sam).

Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi rijesite sljedece zadatke:
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Kojeg su tipa varijable Hobiji i Zadovoljan?
Odredite empirijsku distribuciju varijable Zadovoljan.

Procijenite vjerojatnost da je ispitanik popriliéno zadovoljan ili zadovoljan iskoriStenosc¢u

svoga slobodnog vremena.

. Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija za podatke koji su sadrzani

u varijabli Zadovoljan.

Za podatke sadrZzane u varijabli Godine odredite o¢ekivani broj godina ispitanika, najcesci

broj godina te maksimalno odstupanje od ocekivanog broja godina.

Skicirajte i proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi aritmeticke sredine za podatke sadr-
zane u varijabli TV.

Provodenjem prikladnih statisti¢kih testova provjerite moZemo li na nivou znacajnosti a =

0.05 tvrditi da je varijabla TV normalno distribuirana.

. Provodenjem prikladnog statistickog testa provjerite je li na razini znacajnosti « = 0.01

oc¢ekivani broj ispijenih kava (varijabla Kava) statisti¢ki znadajno veci od po = 1. Koji ste

test odabrali i zasto?

Zadatak 7.8.  (slobodno-vrijeme.sta)
Analizirajte bazu podataka slobodno-vrijeme.sta koja je opisana u zadatku 7.7.

1.

Analizirajte spolnu i starosnu strukturu uzorka u ovom primjeru te varijablu TV za sve
kategorije varijable Spol i prikladno kategorizirane vrijednosti varijable Godine.

Analizirajte varijablu TV za razli¢ite kategorije varijable Hobiji za sve ispitanike zajedno te
posebno za ispitanike muskog i posebno za ispitanike Zzenskog spola. Napravite usporedbe

rezultata za muski i zenski spol.

Promatrajte dvije dobne skupine ispitanika - ispitanike mlade od 30 godina i one stare barem
30 godina. Napravite usporedbu zadovoljstva iskoriStenos¢u svog slobodnog vremena medu
tim dvjema dobnim skupinama. Za navedene dobne skupine napravite usporedbe varijable

Zadovoljstvo s obzirom na razli¢ite kategorije varijable Hobiji.

Odaberite prikladne mjere da biste ilustrirali tvrdnje te ih potkrijepite prikladnim statisti¢kim

testovima.

Zadatak 7.9.  (zdravlje.sta)
Baza podataka zdravlje.sta opisana je u zadatku 2.4. Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi

rijeSite sljedece zadatke:

1.
2.
3.

Kojeg su tipa varijable dodatno-zdravstveno i cijena?
Odredite empirijsku distribuciju varijable zdravlje.

Procijenite vjerojatnost da slu¢ajno odabrani ispitanik svoje zdravstveno stanje smatra
barem dobrim.

Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u

varijabli spol.
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5. Za podatke sadrzane u varijabli godine odredite broj godina koji se nalazi na centralnoj
poziciji uredenog niza podataka, o¢ekivani broj godina ispitanika te maksimalno odstupanje
od ocekivanog broja godina.

6. Skicirajte i proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrZane u vari-
jabli cijena.
7. Provodenjem prikladnih statistickih testova provjerite mozemo li na nivou znacajnosti a =

0.01 tvrditi da je varijabla cijena normalno distribuirana.

8. Provodenjem prikladnog statistickog testa provjerite je li na razini znacajnosti o« = 0.05
oc¢ekivani broj pregleda u tekucoj akademskoj godini (varijabla broj-pregleda) statisticki
znacajno razli¢it od pp = 4. Koji ste test odabrali i zasto?

Zadatak 7.10.  (zdravlje.sta)

Analizirajte bazu podataka zdravlje.sta koja je opisana u zadatku 2.4.

1. Analizirajte varijablu zdravlje posebno za kategoriju ispitanika koji imaju dodatno zdravs-
tveno osiguranje te posebno za kategoriju ispitanika koji ga nemaju. Napravite usporedbu
rezultata. Isti postupak ponovite posebno za muskarce, a posebno za Zene te napravite
usporedbu dobivenih rezultata.

2. Na prikladan nacin kategorizirajte vrijednosti varijable godine te napravite usporedbu oceki-

vane cijene najskupljeg zdravstvenog pregleda medu tako napravljenim dobnim skupinama.

3. Procijenite zajednicku distribuciju slucajne varijable koja modelira broj zdravstvenih pre-
gleda i slucajne varijable koja se realizira jedinicom u sluc¢aju da ispitanik ima dodatno
zdravstveno osiguranje, a nulom ako ga nema. Procijenite sve marginalne i uvjetne distri-
bucije tog dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora. Obratite paZnju na proporcije ispitanika
koje se odnose na najveéi broj zdravstvenih pregleda u dobivenim marginalnim i uvjetnim
empirijskim distribucijama te napravite usporedbe koje smatrate korisnima i zabiljeZite
svoje zakljucke.

Odaberite prikladne mjere da biste ilustrirali tvrdnje te ih potkrijepite prikladnim statisti¢kim
testovima.

Zadatak 7.11.  (novi-stan.sta)
Baza podataka novi-stan.sta sadrzi podatke potrebne banci da odobri kredit klijentu za kupnju
novog stana:

varijable Spol i Godine sadrZe informacije o spolu, odnosno godinama starosti klijenta
varijabla God-rad-staza sadrzi podatke o godinama radnog staza klijenta

varijabla Struéna sprema sadrzi informacije o struénoj spremi klijenta

varijabla Krediti sadrzi informacije o broju do sada odobrenih kredita tog klijenta

varijabla Kvadratura sadrZi informacije o Zeljenoj kvadraturi stana (50, 75, 100 ili 120 m2)
varijabla Smjestaj sadrzi informacije o tome zivi li trenutno klijent u Osijeku ili izvan njega
varijabla Broj djece sadrzi informacije o broju djece klijenta.

Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi rijesite sljedece zadatke:
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1. Kojeg su tipa varijable Smjestaj i Kvadratura?
Odredite empirijsku distribuciju varijable Stru¢na sprema.

Procijenite vjerojatnost da stranka ima vise od dva djeteta.

oW N

Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i stupc€asti dijagram relativnih frekvencija za po-

datke koji su sadrzani u varijabli Spol.

5. Za podatke sadrzane u varijabli Godine odredite vrijednosti aritmeticke sredine, moda (je
li jedinstven), varijance i standardne devijacije. Ukratko protumacite znacenje svake od
navedenih numerickih karakteristika.

6. Skicirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrZzane u varijabli Godine.

7. Provodenjem prikladnih statistickih testova provjerite mozemo li na nivou znacajnosti a =

0.05 tvrditi da je varijabla Krediti normalno distribuirana.

8. Provodenjem prikladnog statistickog testa provjerite je li na razini znacajnosti a = 0.05
proporcija klijenata koji imaju dvoje djece (varijabla Broj djece) statisticki znac¢ajno manja
od po = 0.4. Koji ste test odabrali i zasto?

Zadatak 7.12.  (novi-stan.sta)
Analizirajte bazu podataka novi-stan.sta opisanu u zadatku 7.11.

1. Analizirajte razlike varijable Krediti izmedu muskaraca i Zena. Jesu li se u prosjeku vise
(pri ¢emu se misli na broj zaduZzivanja, ne na njihov iznos) kreditno zaduZivali muskarci ili

zene? Analizirajte distribuciju broja zaduzivanja posebno za svaki spol.

2. Analizirajte broj zaduzivanja klijenata Zenskog spola za razli¢ite kategorije stru¢ne spreme.

Isti postupak provedite i za klijente muskog spola.

3. Pod uvjetom da klijent zivi u Osijeku, analizirajte ovisi li Zeljena kvadratura stana o broju
djece klijenta. Isti postupak provedite i pod uvjetom da klijent ne zivi u Osijeku.

Odaberite prikladne mjere da biste ilustrirali tvrdnje te ih potkrijepite prikladnim statistickim

testovima.

Zadatak 7.13.  (kredit.sta)
Baza podataka kredit.sta sadrzi podatke o kreditnoj povijesti klijenata jedne ameri¢ke komercijalne

banke. U nastavku je opisano znacenje svih varijabli.
varijabla KO predstavlja ocjenu klijenta na sljedeé¢i nac¢in: L - lo§; D- dobar

varijabla RAC sadrzi podatke o stanju ra¢una klijenta; BR - klijent nema otvoren ra¢un u banci;
N - klijent nema sredstava na ra¢unu; <=9%$300 - stanje na racunu je pozitivno i manje ili
jednako od 300; >$300 - klijent ima iznos na ra¢unu veéi od $300

varijabla T prestavlja trajanje otplate kredita (u mjesecima)

varijabla NK opisuje namjenu kredita: NA - novi automobil; RA - rabljeni automobil; NM - namje-
staj; TV - televizor; KA - kuéanski aparati; P - popravak; O - odmor; PKV - prekvalifikacija;
POS - posao; D - drugo

varijabla IK predstavlja iznos kredita
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varijabla PS predstavlja trajanje zaposlenosti klijenta na trenutnom radnom mjestu: NZ - neza-

poslen; <1 god - manje od 1 godine; 1-5 god - izmedu 1 i 5 godina; 5-8 god - izmedu 5 i 8
godina; > 8 god - vise od 8 godina

varijabla BR opisuje bra¢no stanje klijenta: RAZ - razveden; ZR - zivi rastavljeno; SM - samac;

BRU - Zivi u bra¢noj zajednici ili kao udovac/ica

varijabla S predstavlja spol klijenta: M - musko; Z - Zensko

varijabla DOB predstavlja starosnu dob klijenta.

Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi rijesite sljedece zadatke:

1.
2.
3.

10.

11.

Kojeg su tipa varijable RAC i IK?
Odredite empirijsku distribuciju varijable NK.

Procijenite vjerojatnost da je klijent ostvario kredit ¢ija otplata traje najvise 20, a najmanje

10 godina.

. Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i stupcasti dijagram relativnih frekvencija za po-

datke koji su sadrzani u varijabli PS.

. Odredite tablicu frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli RAC

posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola, a posebno za kategoriju ispitanika muskog

spola.

. Nacrtajte zajednicki stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija tipa Overlaid

svih podataka sadrZzanih u varijabli RAC kategoriziran prema spolu klijenta.

. Za podatke sadrzane u varijabli DOB odredite vrijednosti aritmeticke sredine, moda (je li

jedinstven), varijance i standardne devijacije. Protumadite znacenje svake od navedenih

numerickih karakteristika.

. Skicirajte i protumacite kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrZane u varijabli

T.

. Je li moguée na osnovi tablice frekvencija i relativnih frekvencija te stupcastog dijagrama

numericke varijable IK dobiti dovoljno informacija o iznosima kredita klijenata promatrane

banke. Obrazlozite svoj odgovor.

Iskoristite izmjerene vrijednosti iste varijable iz baze podataka kredit-score.sta. Mijenjajte
broj intervala na koji dijelite skup vrijednosti. Proucavajte sto se dogada i pribiljezite svoj

zakljucak.

Kategorizaciju izmjerenih vrijednosti varijable IK napravite na nacin koji vam izravno daje
procjenu vjerojatnosti da je klijent ostvario kredit u iznosu od najvise $10000, ali ne manje
od $5000.

Zadatak 7.14.  (djelatnici.sta)
Baza podataka djelatnici.sta opisana je u zadatku 2.4. Na temelju opisanih podataka rijesite slje-

dece zadatke:

1.
2.

Kojeg su tipa varijable Obrazovanje i Visina?

Odredite empirijsku distribuciju varijable Obrazovanje.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Procijenite vjerojatnost da djelatnik radi na odjelu za transport ili isporuku.

. Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i stupcasti dijagram relativnih frekvencija za po-

datke koji su sadrzani u varijabli Obrazovanje.

. Odredite tablicu frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli Obra-

zovanje posebno za kategoriju djelatnika Zenskog spola, a posebno za kategoriju djelatnika
muskog spola.

. Nacrtajte zajednicki stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih podataka

sadrzanih u varijabli Odjel kategoriziran prema varijabli Obrazovanje.

. Za podatke sadrzane u varijabli Rukovodstvo odredite vrijednosti raspona, donjeg i gornjeg

kvartila te medijana. Protumacite znacenje svake od navedenih numerickih karakteristika.

. Skicirajte i protumacite kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u varijabli

Dob.

. Iskoristite izmjerene vrijednosti varijable Placa prije. Kategorizirajte varijablu na 5 jed-

nakih podintervala (napiSite tablicu relativnih frekvencija i skicirajte stupcasti dijagram
relativnih frekvencija). Mijenjajte broj intervala na koji dijelite skup vrijednosti. Prouca-
vajte Sto se dogada i pribiljezite svoj zakljucak.

Kategorizaciju izmjerenih vrijednosti varijable Visina napravite na na¢in koji vam izravno
daje procjenu vjerojatnosti da je visina djelatnika u intervalu [165,180). Koliko iznosi

procjena vjerojatnosti? Napisite tablicu relativnih frekvencija kategorizirane varijable.
Kojim tipovima slu¢ajnih varijabli modeliramo varijable ove baze podataka?

Intervalom pouzdanosti 95% procijenite o¢ekivanje slu¢ajne varijable kojom je modelirana
dob djelatnika tvornice A.

Intervalom puzdanosti 95% procijenite vjerojatnost da je djelatnik tvornice A visi od 170
cm.

Mozete li na razini znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je ocekivana visina djelatnika tvornice
A manja od 170 cm?

Mozete li na razini znacajnosti @ = 0.05 tvrditi da je vjerojatnost da je djelatnik tvornice
A stariji od 30 godina manja od 0.57

Mozete li na razini znacajnosti a = 0.05 tvrditi da slucajna varijabla kojom je modelirana
dob djelatnika promatrane tvornice nije normalno distribuirana?

Mozete li na razini znac¢ajnosti o = 0.05 tvrditi da se distribucija slu¢ajne varijable kojom
je modelirano radno mjesto (varijabla Odjel) djelatnika tvornice A razlikuje od distribucije
zadane tablicom teorijskih frekvencija

Obrazovanje || TR | P | IS
Frekvencija 20 | 40 | 40

Ispitajte moze li se zavisnost izmedu visine mjeseCne neto-place prije i nakon reorganizacije

sustava poslovanja tvornice A opisati jednostavnim linearnim regresijskim modelom:

- Koju varijablu promatrate kao ovisnu, a koju kao neovisnu (prediktornu) varijablu?
Procijenite koeficijente pripadnog regresijskog pravca i proanalizirajte dobiveni rezul-
tat.

- Kako se rac¢unaju reziduali? Mozete li na razini znacajnosti @ = 0.05 tvrditi da
reziduali nisu normalno distribuirani?
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- Sto o linearnom regresijskom modelu moZete reéi na temelju koeficijenta smjera pro-
cjenjenog regresijskog pravca?

- Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen

linearnim regresijskim modelom?

Zadatak 7.15.  (rakovi.sta)
Baza podataka rakovi.sta sadrzi podatke o jednom bioloskom istrazivanju u kojem su biljezene
reprezentativne karakteristike Zenki bodljasa Carpilius convezus koje uklju¢uju broj satelita (tj.
broj muzjaka bodljasa prihvacenih za gnijezdo koje grade Zenke), stanje bodlje, boju, teZinu, itd.
U nastavku je opisano znacenje svih varijabli.

varijabla | pokazuje ima li bodlja$ satelite ili ne: 1 - bodljas ima viSe od 0 satelita; 0- bodljas

nema satelita

varijabla B oznac¢ava boju jedinke iz uzorka: SS - srednje svijetla; S - svijetla; ST - srednje tamna,;
T - tamna

varijabla KR prestavlja stanje bodlji: 2D - obje bodlje u dobrom stanju; 1D - jedna bodlja je u

dobrom stanju dok je druga u losem; 0D - obje bodlje su u losem stanju
varijabla D predstavlja Sirinu karapakse Zenke bodljasa u centimetrima
varijabla NS predstavlja broj satelita kod jedinke iz uzorka
varijabla M predstavlja masu jedinke iz uzorka (u kg).
Na temelju podataka dostupnih u ovoj bazi rijesite sljedece zadatke:
1. Kojeg su tipa varijable B i D?
2. Odredite empirijsku distribuciju varijable KR.

3. Procijenite vjerojatnost da je broj satelita kod Zenke bodljaga Carpilius converus veéi od
5.

4. Nacrtajte stupcasti dijagram frekvencija i stupcasti dijagram relativnih frekvencija za po-

datke koji su sadrzani u varijabli B.

5. Odredite tablicu frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli KR
posebno za kategoriju jedinki koje imaju satelite, a posebno za kategoriju jedinki koje
nemaju satelite.

6. Nacrtajte zajednicki stupcasti dijagram frekvencija i relativnih frekvencija tipa Separate
svih podataka sadrzanih u varijabli B kategoriziranih prema tome imaju li odgovarajuce
jedinke iz uzorka satelite ili ne.

7. Za podatke sadrzane u varijabli M odredite vrijednosti aritmeticke sredine, moda (je li
jedinstven?), varijance i standardne devijacije. Protumadcite znacenje svake od navedenih
numerickih karakteristika.

8. Skicirajte i protumacite kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u varijabli
NS.

9. Kategorizirajte varijablu D tako da procijenite vjerojatnost da je Sirina karapakse veca ili
jednaka od 26 a manja od 28.
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Zadatak 7.16. Prema jednoj anketi provedenoj u RH, da bi posjetitelj ZOO-vrta bio zadovoljan
mnogobrojnoséu vrsta, u ZOO-vrtu trebalo bi biti 15% divljih macaka, 20% ptica, 10% majmuna,
15% glodavaca, 20% morskih Zivotinja te 20% ostalih Zivotinja. Podaci o broju Zivotinja u jednom

novootvorenom ZOO-vrtu dani su u sljedeéoj tablici:

divlje macke | ptice | majmuni | glodavci | morske Z. | ostale Z.
24 36 22 32 60 26

Razlikuje li se ova distribucija na nivou znacajnosti a = 0.05 statisticki znacajno od distribucije
predvidene anketom? Koji ste test koristili?

Zadatak 7.17. Prema podacima iz 2007. godine tjedna prodaja cipela u jednoj osjeckoj trgovini
cipela bila je oblika: 10% prodano je ponedjeljkom, 13% utorkom, 15% srijedom, 17% cetvrtkom,
20% petkom te 25% subotom. Prosli tjedan zabiljeZene su sljedece frekvencije:

pon | uto | sri | Cet | pet | sub
16 20 | 40 | 26 52 46

Vlasnika trgovine zanima odstupaju li na nivou znacajnosti o = 0.05 proslotjedni podaci statisticki

znacajno od proslogodisnjeg tjednog standarda.

Zadatak 7.18. Po istrazivanjima Drzavne udruge ljubitelja sladoleda, da bi sladokusci slasti¢arnicu
ocijenili ocjenom izvrstan mora im biti ponudeno 30% voénih vrsta sladoleda, 40% mlije¢nih vrsta
sladoleda, 20% mijesanih vrsta sladoleda i 10% light vrsta sladoleda (bez obzira jesu li po sastavu
vocéni, mlije¢ni ili mjeSoviti). Frekvencije spomenutih kategorija sladoleda u poznatoj osjeckoj

slasti¢arnici Petar Pan dane su u sljedecoj tablici:

kategorija sladoleda voéni | mlije¢ni | mjeSoviti | light
frekvencija 12 10 5 3

Razlikuje li se ova distribucija na nivou znacajnosti « = 0.1 od distribucije dobivene istrazivanjem?
Koji ste test koristili?

tramo knjiZnicu u kojoj 40% knjizni¢nog fonda &ini beletristika, 35% klasici, 20% struéna literatura
i 5% rijetke i vrijedne knjige (bez obzira jesu li klasici ili struéne knjige). Frekvencije spomenutih
kategorija knjiga u promatranoj knjiznici dane su u sljedec¢oj tablici:

kategorija knjiga beletristika | klasici | stru¢ne knjige | rijetke i vrijedne knjige
frekvencija 430 330 200 40

Razlikuje li se ova distribucija na nivou znacajnosti a = 0.05 statisticki znacajno od distribucije

dobivene istrazivanjem? Koji ste test koristili?
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Zadatak 7.20. Vlasnika poznate slastiCarnice koja prodaje najbolje krempite u gradu zanima
postoji li dio dana u kojemu se kod gradana budi veca Zelja za konzumacijom tog kolaca. Pocevsi
od 10:00 sati odabrao je 5 vremenskih intervala duljine 2 sata i biljezio broj ljudi koji su kupili
krempitu. Na razini znacajnosti a = 0.05 provjerite konzumiraju li gradani krempite vise u nekom
od ponudenih vremenskih intervala ili ih konzumiraju jednoliko tijekom cijelog mjerenog perioda.

Vremenski interval || 10-12 | 12-14 | 14-16 | 16- 18 | 18- 20
Broj kupaca 16 24 30 20 10

Zadatak 7.21. Voditelj pjevackog zbora nastoji postovati zahtjev o jednakoj zastupljenosti prvog,
drugog i treéeg glasa u svom zboru. Trenuta¢no zbor broji 90 pjevaca, Cije su frekvencije po

glasovima dane u sljedeéoj tablici:

Glas Prvi | Drugi | Treéi
Broj pjevaca 33 35 23

Razlikuje li se ova distribucija na nivou znacajnosti o = 0.05 od zahtijevane distribucije? Koji ste
test koristili?

Zadatak 7.22. Jednog lije¢nika hitne medicine zanima postoji li dio dana u kojemu ljudi frek-
ventnije traZze hitne medicinske intervencije. U svrhu svog istrazivanja dan je podijelio na 4 jednaka

vremenska intervala (svaki u trajanju od 6 sati) i prikupio sljedec¢e podatke:

Vremenski interval 0:00 - 6:00 | 6:00 - 12:00 | 12:00 - 18:00 | 18:00 - 24:00
Broj intervencija 20 27 31 22

Na razini znacajnosti o = 0.01 provjerite jesu li hitne lije¢nicke intervencije ¢eS¢e u odredeno doba

dana ili su jedoliko distribuirane tijekom cijelog dana.

Zadatak 7.23. (sport.sta)

U bazi podataka sport.sta nalaze se rezultati istrazivanja o bavljenju sportom (varijabla sport: 0
- osoba se u slobodno vrijeme ne bavi sportom; 1 - osoba se u slobodno vrijeme bavi sportom) s
obzirom na spol ispitanika (varijabla Spol: Z - osoba je Zenskog spola; M - osoba je muskog spola).

Rijesite sljedece zadatke:

1. Odredite zajednic¢ku tablicu frekvencija varijabli sport i spol te procijenite zajednicku tablicu

distribucije ovih varijabli.

2. Pomocu zajednicke tablice distribucije varijabli sport i spol procijenite empirijske distribucije

varijabli sport i spol.
3. Procijenite uvjetnu distribuciju varijable sport posebno za svaku vrijednost varijable spol.

4. Mozemo li na nivou znacajnosti « = 0.05 govoriti o nezavisnosti varijabli sport i spol? Koji

ste test koristili?
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Zadatak 7.24. (kupovina.sta)

Baza kupovina.sta sadrzi podatke o broju bodova koje je kupac skupio tijekom dosadasnje kupovine
u nekom trgovackom centru (varijabla broj-bodova) i iznosu popusta u kunama koje mu isti trgo-
vacki centar poklanja u sljedeé¢oj kupovini (varijabla popust-kn) za 100 promatranih kupaca. Koju
¢ete od ovih varijabli promatrati kao neovisnu, a koju kao ovisnu varijablu? Odredite procjenu

regresijskog pravaca te odgovorite na sljedeca pitanja:
1. Sto o linearnom regresijskom modelu moZzete reéi na temelju analize reziduala?

2. Sto o linearnom regresijskom modelu mozete re¢i na temelju koeficijenta smjera procijenje-

nog regresijskog pravca?

3. Koliki je dio promjena u eksperimentalnim vrijednostima ovisne varijable objasnjen linear-

nim regresijskim modelom?
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