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PREDGOVOR

Obzirom da je ovaj ud�zbenik kompletno pripremljen za digitalni tisak, bilo je
mogu�ce najprije tiskati manji broj primjeraka, a onda nakon godinu dana ponoviti
izdanje uz korekcije naknadno uo�cenih pogre�saka na koje su me upozorili surad-
nici ili studenti: Z.Drma�c, H.Glava�s, D. Ivanovi�c, J. Job, T.Maro�sevi�c, M.Pe�sut,
K. Sabo, R.Sotirov, na �cemu im se iskreno zahvaljujem.

Gotovo uvijek u primijenjenim istra�zivanjima umjesto stvarne �zikalne slike
promatranog problema analiziramo nekakvu njegovu idealizaciju nastalu: zanema-
rivanjem nekih faktora, linearizacijom nelinearnog problema, uzimanja pribli�znih
vrijednosti ulaznih veli�cina u matemati�ckom modelu, itd. I pored toga, rje�savanje
problema mo�ze biti slo�zen matemati�cki i numeri�cki problem, a vrlo �cesto bez pomo�ci
ra�cunala ne mo�ze se ni zamisliti njegova realizacija. U ovom tekstu opisane su
numeri�cke metode, koje se naj�ce�s�ce koriste u ovakvim situacijama. Na taj na�cin
uvijek dobivamo neku aproksimaciju stvarnog rje�senja. Budu�ci da stvarno rje�senje
naj�ce�s�ce ne znamo, va�zno je znati barem ocjenu veli�cine gre�ske, koju smo pri tome
u�cinili.

Ovaj tekst pisan je tako da podrazumijeva poznavanje osnova matemati�cke
analize, linearne algebre i programiranja, a namijenjen je studentima vi�sih i visokih
�skola in�zenjerskog usmjerenja.

Tekst sadr�zi puno primjera koji mogu doprinijeti razumijevanju izlo�zene ma-
terije. Na kraju svakog poglavlja nalaze se brojni zadaci: od sasvim jednostavnih,
do onih koji mogu poslu�ziti kao teme seminarskih i sli�cnih radova. Gdje god je to
mogu�ce dana su rje�senja zadataka, a kod nekih i odgovaraju�ce upute za rje�savanje.
Izrada ve�cine zadataka povezana je s mogu�cno�s�cu kori�stenja nekih gotovih programa
(Mathematica, Matlab i sl.), kao i programa navedenih u ovoj knjizi. Pred-
vid�eno je da student sam prilagod�ava navedene programe i konstruira nove u skladu
sa zadanim problemom. Ve�cina programa urad�ena je Mathematica-programom jer
je Ministarstvo znanosti i tehnologije omogu�cilo posjedovanje legalne licence ovog
programa svakoj visoko�skolskoj instituciji.

Sadr�zaj naveden u ovoj knjizi, kao i prilo�zeni programi, mogu poslu�ziti i u
nekim prakti�cnim istra�zivanjima. U posebnim primjedbama navedene su i neke
druge mogu�cnosti, koje se mogu pojaviti u prakti�cnom radu. Takod�er, dane su i
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odgovaraju�ce upute za daljnje samostalno usavr�savanje. U tom smislu, na kraju
svakog poglavlja u posebnoj primjedbi �citatelj se upu�cuje na odgovaraju�cu noviju
literaturu iz tog podru�cja. Poklavlje 9. Numeri�cko rje�savanje parcijalnih diferenci-

jalnih jednad�zbi napisano je prema radu Gali�c (1989).

Zahvaljujem se recenzentima dr. sc. D. Juki�cu i dr. sc.M.Maru�si�cu, te lektoru
Ivanki Fer�cec na korisnim sugestijama i prijedlozima u cilju pojednostavljivanja
i popravljanja ovog teksta. Takod�er, zahvaljujem se kolegama dr. sc. M.Ben�si�c,
dr. sc. Z.Drma�cu, dr. sc. B.Gulja�su, dr. sc. T.Maro�sevi�cu, mr. sc. K. Ser�si�cu, R.Soti-
rov na korisnim primjedbama. Posebno se zahvaljujem asistentu Elektrotehni�ckog
fakulteta Alfonsu Baumgartneru za obradu teksta u LATEX-u i kolegici Renati Sotirov
za izradu ilustracija.

Osijek, travnja, 2000. Rudolf Scitovski
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1. Pogre�ske

Vrlo �cesto praksa name�ce potrebu operiranja s pribli�znim umjesto sa stvarnim
veli�cinama, a umjesto stvarne �zikalne situacije, vrlo �cesto u praksi promatramo
idealiziranu sliku stvarnosti. Takod�er, umjesto stvarnog rezultata, �cesto se zadovo-
ljavamo njegovom aproksimacijom. U svim takvim i sli�cnim situacijama moramo
biti svjesni s kakvomgre�skom ulazimo u ra�cun i �sto je jo�s va�znije, moramounaprijed
znati kakve �ce to posljedice imati na kona�cni rezultat.

1.1 Vrste pogre�saka

Op�cenito, pogre�ske u prakti�cnom radu i stru�cnim i znanstvenim istra�zivanjima
mo�zemo podijeliti u nekoliko skupina:

a) Pogre�ske zaokru�zivanja

�Cesto u praksi neki broj zaokru�zujemo na nekoliko prvih signi�kantnih zna-
menki (vidi Primjedbu 1.4, str. 8), �cime svjesno pravimo gre�sku. Neki puta u ra�cun
nije mogu�ce uzeti stvarni broj (primjerice transcendentan broj � ili e), a neki puta
iz prakti�cnih razloga nije potrebno operirati s potpunim brojem (primjerice stopa
rasta proizvodnje).

Primjer 1.1 Zadan je kvadrat sa stranicom a = 100 cm. Njegova povr�sina je P =
10 000 cm2. Treba odrediti stranicu kvadrata koji �ce imati dvostruko manju povr�sinu.

S x ozna�cimo stranicu tra�zenog kvadrata. Treba biti a2 = 2x2, odakle je x = a
p
2
2
.

Broj
p
2 je iracionalan broj (beskona�cni neperiodi�cni decimalni broj), pa smo prisiljeni

u ra�cun uzeti njegovu pribli�znu vrijednost. Ako uzmemo
p
2 � 1:41, dobivamo stranicu

kvadrata x = 70:5 cm, a odgovaraju�ca povr�sina je P = 4970:25 cm2. Ako uzmemo
p
2 �

1:41421, dobit �cemo stranicu kvadrata x = 70:7105 i povr�sinu P = 4999:97481 cm2. Koju

�cemo vrijednost aproksimacije broja
p
2 upotrijebiti, ovisi o tome s kakvom to�cno�s�cu �zelimo

dobiti rezultat.

b) Pogre�ske nastale zbog nepreciznosti ulaznih podataka

�Cesto se u praksi koriste pribli�zne vrijednosti nekih konstanti koje utje�cu na
veli�cinu pogre�ske kona�cnog rezultata. Primjerice, �cesto za veli�cinu akceleracije sile
te�ze uzimamo vrijednost 9:81ms�2, iako se zna da ona �cak i mijenja vrijednost
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ovisno o zemljopisnom polo�zaju.

c) Pogre�ska metode

Razli�citi iterativni procesi (primjerice, rje�savanje sustava linearnih ili neline-
arnih jednad�zbi, tra�zenje lokalnih ekstrema funkcije, itd.) po prirodi su beskona�cni
iterativni procesi, koje u praksi zaustavljamo na nekom koraku (kad postignemo
�zeljenu to�cnost aproksimacije).

d) Pogre�ska modela

U praksi gotovo uvijek, zbog slo�zenosti stvarnog problema, promatramo ide-
alizirani model kao njegovu aproksimaciju.

Primjer 1.2 Prilikom prou�cavanja balisti�ckih putanja u eksternoj balistici najva�zniji

problem predstavlja dobro de�niranje zakona otpora zraka za lete�ci objekt. Da bi

se postavljanje problema pojednostavilo, uvijek prvo promatramo balisti�cki problem

u vakumu (dakle, balisti�cki problem bez otpora zraka), �cime se stvara idealizirana

situacija u kojoj se problem lako rje�sava. No, rezultati koji se dobivaju ovakvom

idealizacijom stvarnosti mogu se jako razlikovati od stvarnih. Usporedimo za pri-

mjer maksimalni domet obi�cnog pu�s�canog metka (10 g) i te�skog topovskog projektila

(150 kg) iste po�cetne brzine v0 = 900ms�1 u vakumu i u zraku.

maksimalni domet projektila vakum zrak

pu�s�cani metak 82 km 3.5 km

te�ski projektil 82 km 40 km

O�cigledne razlike (vidi Molitz (1967)) nastale su u najve�coj mjeri zbog toga �sto je

otpor zraka prema lete�cem objektu obrnuto proporcionalan te�zini projektila.

e) Strojna pogre�ska

Za potrebe numeri�ckih izra�cunavanja realan broj a 2 R obi�cno zapisujemo u
obliku

a = �m � be; (1.1)

gdje je b 2 Z; b � 2 baza, 1
b
� m < 1 mantisa a e 2 Z eksponent realnog broja

a. Ljudi uglavnom za bazu koriste b = 10 (dekadski sustav), a kod ve�cine ra�cunala
koristi se b = 2 (binarni sustav) ili b = 16 (heksadecimalni sustav).

U kompjuterskom zapisu koristi se tzv. zapis s pomi�cnim zarezom (
oating-

point representation) broja

a = �0:m1m2 � � �mt � be; (1.2)

gdje je mantisa m = 0:m1m2 � � �mt zapisana pomo�cu t nenegativnih cijelih bro-
jeva 0 � mi < b; m1 6= 0. Ka�zemo da je broj a reprezentiran u t-znamenkastoj

oating-point aritmetici. Broj t je �ksan za svako pojedino ra�cunalo i predstavlja
obi�cnu to�cnost (single precision) ra�cunala. Ako realni broj a ima vi�se od t znamenki,
ra�cunalo �ce ga postupkom zaokru�zivanja (\rounding") ili odbacivanja (\chopping")
pretvoriti u t-znamenkasti broj. Svako ra�cunalo obi�cno ima imogu�cnost izra�cunavanja
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i u dvostrukoj preciznosti (� 2t znamenki mantise). Eksponent e takod�er ima svoje
granice1

�L � e � U; L; U 2 Z+

\Over
ow" zna�ci da smo poku�sali zapisati broj a > bU , a \under
ow" da smo
poku�sali zapisati broj a < b�L

Primjedba 1.1 Svakom ra�cunalu pridru�zuje se najmanji broj � > 0 za koji je

1 + � > 1. Broj � nazivamo to�cnost ra�cunala, a pribli�zno ga mo�zemo izra�cunati

sljede�cim programom:

10 EPS = 1

20 EPS = .5*EPS: EPS1 = EPS+1

30 IF EPS1 > 1 THEN 20

40 PRINT EPS

Neke brojeve je mogu�ce, a neke nije mogu�ce prikazati u obliku (1.2). Primje-
rice, brojevi

p
2; e; � ne mogu se prikazati u tom obliku. Primijetite takod�er, da je

primjerice broj 1
10

mogu�ce prikazati u obliku (1.2) s bazom b = 10, ali ne i s bazom
b = 2.

Zaokru�zivanjem ili odbacivanjemdecimala dobivamo tzv. 
oating-point aproksi-
maciju fl(a) broja a, za koju vrijedi

fl(a) = a(1 + �);

gdje je � pogre�ska aproksimacije.

Primjer 1.3 Potra�zimo manji po apsolutnoj vrijednosti korijen kvadratne jednad�zbe

x2 + 2px� q = 0; p > 0; q > 0; p� q:

Dobivamo

x0 = �p+
p
p2 + q (�)

Ako ra�cunamo u 
oating-point aritmetici, lako se mo�ze dogoditi da je fl(p) = fl(
p
p2 + q)

i da je rezultat x0 = 0.

Ako rezultat napi�semo u obliku

x0 =
q

p+
p
p2 + q

; (��)

dobit �cemo znatno to�cniji rezultat.

Primjerice, u 4-znamenkastoj 
oating-point aritmetici za p = 0:125 � 103 i q =

0:125 � 10�1 dobivamo

x0 = 0:00005 (prava vrijednost)

x00 = 0 (prema (�))
x000 = 0:00005 (prema (��))

1Ra�cunala koja su grad�ena prema IEEE standardima za bazu koriste b = 2. Vrijednost za t

u obi�cnoj preciznosti je 23, a u dvostrukoj preciznosti t = 52. Granice eksponenta su L = 126 i
U = 127, �sto zna�ci da ta ra�cunala \prepoznaju" brojeve veli�cine 1� 10�38 � a � 2� 1038



4 1.2 Apsolutna i relativna pogre�ska

Ni�ze je naveden Mathematica-modul za pretvaranje realnog broja x u k-znamenkasti


oating-point broj

fl[w_, k_]:= Module[{sw},

sw = MantissaExponent[w];

sw[[1]] = Round[10^k sw[[1]] ]/10^k;

ww = sw[[1]] 10^sw[[2]] //N

]

1.2 Apsolutna i relativna pogre�ska

Ozna�cimo s a stvarnu vrijednost neke poznate (primjerice
p
2) ili nepoznate

(primjerice korijen jednad�zbe f(x) = 0) veli�cine, a s a� njezinu pribli�znu vrijednost.
Obi�cno ka�zemo da je a� aproksimacija od a.

De�nicija 1.1 Razliku (a� a�) izmed�u stvarne veli�cine a i njene apro-

ksimacije a� nazivamo pogre�ska aproksimacije. Apsolutnu vrijednost po-

gre�ske aproksimacije nazivamo apsolutna pogre�ska aproksimacije i ozna�cavamo

�a� = ja� a�j: (1.3)

Primjer 1.4 Niz (an) de�niran rekurzivnom formulom

an+1 =
1

2

�
an +

2

an

�
; a0 = 1; n = 0; 1; 2; :::

konvergira prema broju
p
2. U Tablici1.1 prikazane su redom prve �cetiri aproksi-

macije broja
p
2, kao i odgovaraju�ce pogre�ske aproksimacija.

n a�n a� a�n

0 1 +0:414214

1 1:5 �0:085786
2 1:416667 �0:002453
3 1:414216 �0:000002

Tablica 1.1.

Vidi se takod�er, da pogre�ske aproksimacije mogu biti pozitivni ili negativni brojevi.

Apsolutna pogre�ska aproksimacije na brojevnom pravcu predstavlja udaljenost to�cke koja

odgovara aproksimaciji a� do to�cke koja odgovara stvarnoj vrijednosti a (vidi Sliku1.1).

b b
0 1 2

p
2

a�0 a�1

Slika 1.1. Aproksimacije broja
p
2
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U praksi stvarna vrijednost a �cesto nije poznata, ali se zna da se pogre�ska
aproksimacije kre�ce u intervalu [��; �], za neki � > 0. To zna�ci da za aproksimaciju
a� vrijedi

�� � a� a� � �; (1.4)

�sto mo�zemo zapisati kao

ja� a�j � �: (1.5)

Spomenuti broj � > 0 nazivamo granica pogre�ske aproksimacije. Nejednad�zbu (1.4)
mo�zemo pisati u obliku

a� � � � a � a� + �: (1.6)

Broj a�� � je najmanja, a broj a�+ � najve�ca vrijednost koju mo�ze primiti aproksi-
macija broja a, pa �cesto simboli�cki pi�semo

a = a� � �: (1.7)

To zna�ci da je stvarna veli�cina a aproksimirana brojem a� i da pri tome apsolutna
pogre�ska nije ve�ca od �.

Primjer 1.5 Obavljen je niz mjerenja neke veli�cine R i dobiveni su sljede�ci rezultati

mjerenje 1 2 3 4 5 6

R 29:2 29:3 29:25 29:28 29:24 29:26

Aritmeti�cka sredina �R = 29:255 predstavlja jednu aproksimaciju veli�cine R, pri

�cemu mo�zemo smatrati da je granica apsolutne pogre�ske � = 0:055. Zbog toga pi�semo

R = 29:255� 0:055.

Primjer 1.6 Zadani su radijus r i visina h cilindra s odgovaraju�cim granicama

pogre�ske

r = 2� 0:01 cm; h = 100� 0:01 cm:

Iako su granice gre�saka obje veli�cine broj�cano jednake, one nemaju isto zna�cenje

jer je veli�cina h relativno mnogo ve�ca od veli�cine r. To�cnost izmjerene veli�cine h cilindra

relativno mnogo je ve�ca nego to�cnost izmjerene veli�cine r. Dakle, veli�cinu pogre�ske treba

promatrati u odnosu na promatranu veli�cinu.

De�nicija 1.2 Omjer izmed�u apsolutne pogre�ske �a� i apsolutne vri-

jednosti veli�cine a (a 6= 0) nazivamo relativna pogre�ska �a� i pi�semo

�a� =
�a�

jaj : (1.8)

Relativna pogre�ska je u stvari veli�cina apsolutne pogre�ske izmjerena u odnosu
na promatranu veli�cinu a. Zbog toga se ona �cesto izra�zava u postocima (mno�zenjem
relacije (1.8) sa 100) ili u promilima (mno�zenjem relacije (1.8) s 1000).
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Primjedba 1.2 Kako je u praksi obi�cno a� � a, onda se relativna pogre�ska �cesto

izra�zava na sljede�ci na�cin

�a� � �a�

ja�j ; a� 6= 0: (1.9)

Mi �cemo nadalje relativnu pogre�sku aproksimacije a� takod�er ra�cunati na ovaj na�cin.

Spomenimo jo�s da je �cesto puta u praksi prikladno koristiti tzv. mje�sovitu po-
gre�sku

e =
ja� a�j
1 + ja�j

Primijetite da je za ja�j � 1 mje�sovita pogre�ska e sli�cna apsolutnoj pogre�ski, a za

ja�j � 1, mje�sovita pogre�ska e sli�cna je relativnoj pogre�ski.

Primjer 1.7 U Primjeru 1.1, str. 1 relativna pogre�ska aproksimacije a� = 1:41
broja

p
2 je

�a� =
j
p
2� 1:41j
1:41

� 0:00299� 3%0:

U Primjeru 1.6, str. 1 relativne pogre�ske veli�cina r i h su

�r� �
�r�

jr�j =
0:01

2
= 0:005; �h� �

�h�

jh�j =
0:01

100
= 0:0001:

Mogli bismo re�ci da je veli�cina h zadana 50 puta pouzdanije od veli�cine r.

Zadatak 1.1 Ako je f : [a; b]! R neprekidna funkcija, onda za integral

I =
bR
a

f(x) dx vrijedi

m(b� a) � I � M (b� a); m = min
x2[a;b]

f(x); M = max
x2[a;b]

f(x):

Kao jednu od aproksimacija integrala I mo�zemo uzeti aritmeti�cku sredinu

I� =
m(b � a) +M (b� a)

2
= (b� a)

m +M

2
:

Poka�zite da tada vrijedi

�I� � (b� a)M �m

2
; �I� � M �m

M +m
:

Ocijenite na takav na�cin integral
2R
0

5�x
9�x2dx, te izra�cunajte apsolutnu i relativnu

pogre�sku.

Rje�senje: I� = 1:1; �I� � 0:1; �I� � 9%
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1.3 Signi�kantne znamenke

Svaki pozitivni realni broj a u dekadskom sustavu mo�zemo zapisati u obliku

a = bm10
m+bm�110

m�1+� � �+bm�n+110
m�n+1+bm�n10

m�n � � � ; bm 6= 0; m 2 Z
(1.10)

gdje su bi 2 f0; 1; : : :9g znamenke broja a. Primjerice,

0:02305 = 2 � 10�2 + 3 � 10�3 + 0 � 10�4 + 5 � 10�5:

Neka je

a� = b�m10
m + b�m�110

m�1 + � � �+ b�m�n+110
m�n+1 + b�m�n10

m�n + � � �

aproksimacija broja a, takva da im se podudaraju prvih n znamenki

b�m = bm; b�m�1 = bm�1; � � � ; b�m�n+1 = bm�n+1:

Tada apsolutnu pogre�sku �a� mo�zemo ovako ocijeniti

�a� = ja� a�j = j(bm�n � b�m�n)10m�n + � � � j � jbm�n � b�m�nj10m�n + � � �

� 9 � 10m�n + � � � = 9 � 10m�n(1 + 10�1 + � � �) � 9 � 10m�n 1

1� 1
10

= 10m�n+1:

Ovo je motivacija za uvod�enje sljede�ce de�nicije:

De�nicija 1.3 Neka je

a� = b�m10
m + b�m�110

m�1 + � � � ; b�m 6= 0; m 2 Z

aproksimacija broja a zadanog s (1.10). Ka�ze se da su prvih n zna-

menki b�m; : : : ; b
�
m�n+1 broja a

� signi�kantne (pouzdane) ako je n najve�ci

pozitivni cijeli broj za koji vrijedi

�a� = ja� a�j � 1

2
� 10m�n+1: (1.11)

Primjerice, ako je a = 0:0024357� 0:3� 10�4, tada je m = �3 i vrijedi

�a� = 0:3� 10�4 <
1

2
� 10�4 =

1

2
� 10�3�n+1 ) n = 2;

odakle zaklju�cujemo da su samo prve dvije znamenke broja a� signi�kantne pa
mo�zemo pisati a� = 0:0024.

Ako je a = 243:5731� 0:7� 10�2, tada je m = 2 i vrijedi

�a� = 0:7� 10�2 = 0:07� 10�1 <
1

2
� 10�1 =

1

2
� 102�n+1 ) n = 4;
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odakle zaklju�cujemo da su prve 4 znamenke broja a� signi�kantne i mo�zemo pisati
a� = 243:6.

Broj 1:416667 iz Primjera 1.4 ima prve tri, a broj 1:414216 ima prvih �sest
signi�kantnih znamenki.

Primjedba 1.3 Broj signi�kantnih znamenki pribli�znog broja a� mo�zemo de�nirati

i na drugi na�cin - kao najve�ci pozitivni cijeli broj n za koji vrijedi

�a� � ja� a�j
ja�j <

1

2
� 10�n+1: (1.12)

Broj signi�kantnih znamenki procijenjen na taj na�cin mo�ze se od De�nicije

1.3 razlikovati najvi�se za jedan.

Primjedba 1.4 Vrlo �cesto u praksi brojeve aproksimiramo zaokru�zivanjem. Pri

tome treba se dr�zati sljede�cih pravila:

� ako se iza znamenke na koju zaokru�zujemo broj nalazi znamenka manja od 5,
znamenka na koju zaokru�zujemo ne mijenja se;

� ako se iza znamenke na koju zaokru�zujemo broj nalazi znamenka ve�ca ili jed-

naka 5, znamenka na koju zaokru�zujemo pove�cava se za 1;

Primjer 1.8 Broj a = 2:351850 treba zaokru�ziti na jedno, dva, tri i �cetiri decimalna

mjesta. Redom dobivamo sljede�ce aproksimacije broja a:

2:4; 2:35; 2:352; 2:3519:

1.4 Pogre�ske kod izra�cunavanja vrijednosti funkci-

je

Zadana je realna funkcija n varijabli z = f(x1; :::; xn). Treba izra�cunati apso-
lutnu pogre�sku vrijednosti funkcije u to�cki x� = (x�1; :::; x

�
n
) ako je, u skladu s (1.7),

xi = x�
i
��x�

i
, i = 1; :::; n.

Prema teoremu o srednjoj vrijednosti je

�z� = jf(x1; :::; xn) � f(x�1; :::; x�n)j =
�����
nX
i=1

@ f(~x1; :::; ~xn)

@ xi
(xi � x�i )

����� ;
gdje je ~xi izmed�u xi i x

�
i
. Budu�ci da brojevi ~xi nisu nisu poznati, a x

�
i
� xi, mo�zemo

pisati

�z� �
nX
i=1

����@f(~x1; :::; ~xn)@xi

�����x�i �
nX
i=1

����@ f(x�1; :::; x�n)@ xi

�����x�i :
Zato je

�z� �
nX
i=1

j@if�j�x�i ; gdje je @if
� :=

@ f(x�1; :::; x
�
n)

@xi
: (1.13)
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Primjer 1.9 Treba odrediti apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju volu-

mena kugle V = 4
3r

3�, ako je radijus kugle zadan s r = 10:2 � 0:01 cm, a broj

� � 3:14.

Imamo

r� = 10:2; �r� = 0:01; �� = 3:14; �� = 0:0016;

@rV (r
�; ��) = 4r�2�� = 4 � 10:22 � 3:14 = 1306:74;

@�V (r
�; ��) =

4

3
r�3 =

4

3
� 10:23 = 1414:94;

�V � � j@rV �j�r� + j@�V �j��� = 1306:74 � 0:01 + 1414:94 � 0:0016 = 15:33:

Dakle,

V =
4

3
r
�3
�
� ��V

�
= 4442:92� 15:33 cm

3
:

Kako je �V � � 0:5 � 103�2+1, signi�kantne su samo prve dvije znamenke. Relativna
pogre�ska prema (1.9) je

�V
� � �V �

jV �j =
15:33

4442:92
= 0:00345 � 3:5%0:

Prema Primjedbi 1.3 to bi zna�cilo da su prve tri znamenke signi�kantne.

Primjer 1.10 Treba izra�cunati pogre�sku pri izra�cunavanju povr�sine kruga radijusa

100m, ako uzmemo � � 3:14.

Imamo

�� = 3:14; ��� = 0:0016; r� = 100; �r� = 0;

�P
� � j@rP �j�r� + j@�P �j��� = 0+ 10 000 � 0:0016 = 16m

2
;

�P � � �P �

jP �j =
16

31 400
� 0:5%0:

Pribli�zna povr�sina je P � = r2�� = 31 400�16 m2, a stvarna povr�sina je P � 31 415:93m2,

�sto se podudara s gornjom procjenom.

Primjer 1.11 Treba procijeniti pogre�sku kod izra�cunavanja volumena valjka (V =
r2�h), ako su mu radijus r � 2m i visina h � 3m zadani s to�cno�s�cu na dvije

decimale (3 signi�kantne znamenke), a broj � uzimamo s to�cno�s�cu na 5 decimala

(6 signi�kantnih znamenki).

Imamo

r� = 2; h� = 3; �� = 3:14159;

�r
�
= 0:005; �h

�
= 0:005; �� = 0:00000265;

@rV
� = 2r���h� = 2 � 2 � 3:14159 � 3 = 37:6991;

@�V
� = r�2h� = 22 � 3 = 12; @hV

� = r�2�� = 22 � 3:14159 = 12:5664;

�V � � j@rV �j�r� + j@�V �j��� + j@hV �j�h� � 0:25m3;

�V � � �V �

jV �j =
0:25

37:6991
= 0:0066 � 7%0:

To zna�ci da su u broju V � = 37:6991 samo prve dvije znamenke signi�kantne.
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Primjedba 1.5 Prilikom izvod�enja ra�cunskih operacija s pribli�znim brojevima po-

trebno je unaprijed znati s kakvom to�cno�s�cu mo�zemo o�cekivati dobiveni rezultat.

Primjenom formule (1.13) uz pretpostavku da su apsolutne pogre�ske ulaznih veli�cina

malene i to je mogu�ce procijeniti:

� Prilikom zbrajanja ili oduzimanja dva pribli�zna broja dobivamo broj �cija apsolutna

pogre�ska ne prelazi zbroj apsolutnih pogre�saka pribrojnika. Naime, ako je z = x+y,
onda je

�z� = jz � z�j = jx+ y � x� � y�j � jx� x�j+ jy � y�j = �x� +�y�:

� Prilikom mno�zenja dva pribli�zna broja dobivamo broj �cija relativna pogre�ska ne

prelazi zbroj relativnih pogre�saka �clanova produkta. Naime, ako je z = x � y, onda
prema (1.13) vrijedi

�z� � j@xz�j�x� + j@yz�j�y� = jy�j�x� + jx�j�y�;

odakle slijedi

�z� � �z�

jzj �
jy�j�x� + jx�j�y�

jxyj =
�x�

jxj +
�y�

jyj = �x� + �y�:

� Prilikom dijeljenja dva pribli�zna broja dobivamo broj �cija relativna pogre�ska ne

prelazi zbroj relativnih pogre�saka �clanova kvocijenta. Naime, ako je z = x=y, onda

prema (1.13) vrijedi

�z� � j@xz�j�x� + j@yz�j�y� =
1

jy�j�x
� +

���� x�

�y�2
�����y�;

odakle slijedi

�z� � �z�

jz�j �
����y�x�

����
�
�x�

jy�j +
jx�j
jy�j2�y

�
�
=

�x�

jx�j +
�y�

jy�j � �x� + �y�:

Primjedba 1.6 U primjenama se takod�er upotrebljava tzv. standardna pogre�ska
funkcije (naro�cito ako je broj nezavisnih varijabli x1; : : : ; xn ne�sto ve�ci { vidi prim-

jerice Dahlquist (1972)). Uz pretpostavku (vidi Gali�c (1999)) da su sve pogre�ske

xi�x�i ; i = 1; : : : ; n nezavisne i normalno distribuirane slu�cajne varijable s matemati-

�ckim o�cekivanjem 0 i standardnim devijacijama �x�1; : : :�x
�
n
, standardna pogre�ska

funkcije z = f(x1; : : : ; xn) zadana je s

�z� �
 

nX
i=1

(@if
�)2(�x�

i
)2

!1=2

:

1.5 Inverzni problem u teoriji pogre�saka

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako se mo�ze procijeniti pogre�ska pri-
likom izra�cunavanja vrijednosti funkcije ako su vrijednosti nezavisnih varijabli pri-
bli�zni brojevi. U praksi se obi�cno postavlja obrnuti problem:
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onda iz (1.15) dobivamo

�r� � �V
�

3 j@rV �j =
10 000
3�43 990 = 0:08 cm;

�h� � �V
�

3 j@hV �j = 0:3 cm;

�d� � �V
�

3 j@dV � j = 0:5 cm:

Dakle,

r = 40� 0:08 cm; h = 20� 0:3 cm; d = 151� 0:5 cm:

Primjedba 1.7 Vi�se detalja o teoriji pogre�saka i primjenama mo�ze se vidjeti pri-

mjerice u Bohte (1993), Demidovich (1981). Posebno o problemu kompjuterske

preciznosti u numeri�ckim metodama mo�ze se vidjeti u Gill (1981, 1991), Press (1992),

Stoer (1993), itd.

1.6 Zadaci

Zadatak 1.2 Kori�stenjem poznatih formula izra�cunajte po apsolutnoj vrijednosti

manji korijen kvadratne jednad�zbe 2x2 + 984x � 0:05 = 0 u a) 2-znamenkastoj,

b) 6-znamenkastoj, c) 7-znamenkastoj, d) 8-znamenkastoj i e) 10-znamenkastoj


oating-point aritmetici. Usporedite rezultat s to�cnom vijedno�s�cu tog korijena: x0 =
0:000050813. Kako treba napisati formulu da bi rje�senje i u ni�zoj 
oating-point ar-

itmetici bilo prihvatljivo ? Kakva su ta rje�senja ?

Uputa: Koristite prilo�zeni Mathematica-program.

Rje�senje: a) 4, b) 0, c) 0.0001, d) 0.00005, e) 0.0000508.

Zadatak 1.3 U k-znamenkastoj (k = 3; 4; 6; 8) 
oating-point aritmetici izra�cunajte

vrijednost polinoma P (x) = �32x3 + 96x2 � 90x + 27 u to�cki a = 0:6 direktno i

koriste�ci Hornerovu shemu. �Sto primje�cujete ?

Zadatak 1.4 Broj a� je aproksimacija broja a. Za koliko znamenki broja a� mo�zemo

re�ci da su signi�kantne?

a) a = 23:395, a� = 23:40 b) a = 0:00275, a� = 0:00266
c) a = 243317, a� = 243315 d) a = 0:012815, a� = 0:0130

Rje�senje: a) �a� = 0:5 � 10�2 = 0:5� 101�4+1, 4 signi�kantne znamenke
b) �a� = 0:09� 10�3 < 0:5� 10�3�1+1, 1 signi�kantna znamenka
c) �a� = 2 < 0:5� 101 = 0:5� 105�5+1, 5 signi�kantnih znamenki
d) �a� = 0:185� 10�3 < 0:5� 10�2�2+1, 2 signi�kantne znamenke

Zadatak 1.5 Broj a zaokru�zite na jedno, dva, tri i �cetiri decimalna mjesta.

a) a = 2:71828 b) a = 0:753550 c) a = 0:97965

Rje�senje: a) 2:7, 2:72, 2:718, 2:7183
b) 0:8, 0:75, 0:754, 0:7536
c) 1, 0:98, 0:980, 0:9797
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Zadatak 1.6 Zadana je godi�snja kamatna stopa p. Ispodgodi�snji konformni kamat-

njak pm (vidi primjerice Scitovski (1993)) ra�cuna se po formuli

pm = 100

�
m

r
1 +

p

100
� 1

�
;

gdje je m broj jednakih podintervala na koje dijelimo godinu. Jedna aproksimacija

konformnog kamatnjaka koja se koristi u praksi je tzv. relativni kamatnjak, dobiva
se kao linearna aproksimacija konformnog kamatnjaka pomo�cu Taylorove formule

pr =
p

m
:

Ako je m = 12, izra�cunajte apsolutnu i relativnu pogre�sku aproksimacije, te relativnu

pogre�sku u % za razli�cite vrijednosti godi�snje kamatne stope

p = 2%; 3:5%; 5%; 7:5%; 12%; 24%; 50%; 120%; 360%; 1000%:

Rje�senje: �pr = jpm � prj; �pr =
�pr
pm

p 2% 3:5% 7:5% 12% 24% 50% 120% 360% 1000%

�pr 0:0015 0:0046 0:02 0:05 0:19 0:73 3:21 16:44 61:21
�pr 0:0091 0:0159 0:03 0:05 0:11 0:21 0:47 1:21 2:76
% 1 1:6 3 5 11 21 47 121 276

Zadatak 1.7 Kako se pona�sa apsolutna i relativna pogre�ska u prethodnom zadatku

ako za m uzmemo 2, 4 ili 365?

Zadatak 1.8 Neka je x = 2:00 � 0:005; y = 3:00 � 0:005; z = 4:00 � 0:005.
Procijenite pogre�sku prilikom izra�cunavanja vrijednosti ni�ze navedenih funkcija u

to�cki (x�; y�; z�)

a) f(x; y; z) = 3x+ y � z; b) f(x; y; z) = x
y

z
; c) f(x; y) = x sin

y

40
:

Rje�senje: a) �f� � 0:025; b) �f� � 0:008; c) �f� � 0:003

Zadatak 1.9 Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju povr�sine

P pravokutnika sa stranicama

a = 29:3� 0:05 cm; b = 18:1� 0:04 cm:

Rje�senje: �P � � 2:08 cm2, �P � � 0:0039 � 4%0.

Zadatak 1.10 Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju volu-

mena V paralelepipeda sa stranicama

a = 29:3� 0:05 cm; b = 18:1� 0:04 cm; c = 11:2� 0:03 cm:

Rje�senje: �V � 39:17 cm3, �V � � 0:0066 � 7%0.
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Zadatak 1.11 Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju volu-

mena V = 2ar2�2 torusa koji nastaje rotacijom kruga radijusa r, �cije je sredi�ste za

a udaljeno od centra rotacije, ako je

a) r = 7:5� 0:05 cm, a = 30� 0:1 cm.

b) r = 20� 0:2 cm, a = 100� 0:5 cm.

Rje�senje: a) �V � � 555:2 cm, �V � � 0:017 � 2%.
b) �V � � 19739:2 cm, �V � � 0:025 � 2:5%.

Zadatak 1.12 Prema pou�cku o kosinusima, ako su za neki trokut poznate dvije

stranice a; b i kut 
 izmed�u njih, onda se tre�ca stranica c mo�ze izra�cunati po formuli

c2 = a2 + b2 � 2ab cos 
:

Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju tre�ce stranice c trokuta,

ako je

a) a = 10:2� 0:05 cm, b = 7:5� 0:05 cm, 
 = 31:3o � 0:05o.
b) a = 230:7� 0:05m, b = 123:5� 0:05m, 
 = 27:4o � 0:05o.

Rje�senje: kut 
 najprije treba pretvoriti u radijane. Dobivamo:

a) �c� � 0:055 cm, �c� � 0:01 � 1%, c� � 5:4367 cm.
b) �c� � 0:16m, �c� � 0:0012� 0:1%0, c� � 133:733m.

Zadatak 1.13 Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku prilikom:

a) zbrajanja n pribli�znih brojeva

b) mno�zenja n pribli�znih brojeva

c) kvadriranja jednog pribli�znog broja

d) potenciranja s n-tom potencijom jednog pribli�znog broja

e) izra�cunavanja drugog korijena nekog pribli�znog broja

f) izra�cunavanja n-tog korijena nekog pribli�znog broja

g) izra�cunavanja prirodnog logaritma nekog pozitivnog realnog broja

Zadatak 1.14 Treba na�ciniti tetraedar volumena V = 1�0:01 l. S kojom to�cno�s�cu

treba imati stranicu a tetraedra?

Uputa: Volumen tetraedra stranice a je V = a
3
p
2

12 .

Rje�senje: �a� � 0:0068 cm; �a� � 0:0033 � 0:3%0; a� � 2:03965 dm.

Zadatak 1.15 Ako je z = x
�1

1 x�22 � � �x�nn i xi = x�i � �x�i , poka�zite da je �z� �
nP
i=1

j�ij�x�i .

Uputa: Najprije logaritmirajte ln z = �1 lnx1 + � � ��n lnxn.

Zadatak 1.16 Procijenite apsolutnu pogre�sku pri izra�cunavanju vrijednosti funkcije

f(x) =
p
1 + x2 � x+ 200, ako je x = 100� 1.
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Rje�senje: f(x) = 200:0050� 0:5� 10�4.

Zadatak 1.17 Balisti�cki projektil ispaljen u vakuumu po�cetnom brzinom v0 pod

kutem � u odnosu na ravni teren, past �ce na udaljenosti d =
v
2
0

g
sin 2�, gdje je g =

9:81ms�2 akceleracija sile te�ze (vidi Primjer 4.11, str. 83). Procijenite apsolutnu i

relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju daljine gad�anja ako je

a) v0 = 115� 1ms�1, � = 15o � 0:1o.

b) v0 = 900� 10ms�1, � = 15o � 0:1o.

Rje�senje: a) �d� � 15:8m, �d� � 0:023 � 2%, d� � 674:057m.

b) �d� � 1167:04m, �d� � 0:028 � 3%, d� � 41 284:4m.

Zadatak 1.18 Maksimalni domet balisti�ckog projektila na ravnom terenu u vaku-

umu ra�cuna se po formuli (vidi Primjer 4.11, str. 83): X =
v
2
0

g
. Procijenite ap-

solutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju maksimalnog dometa projektila, ako

je

a) v0 = 115� 1ms�1, g = 9:81� 0:001ms�2.

b) v0 = 900� 10ms�1, g = 9:81� 0:001ms�2.

Rje�senje: a) �X� � 23:58m, �X� � 0:17 � 17%.

b) �X� � 1843:28m, �X� � 0:022 � 2%.

Zadatak 1.19 Vrijeme leta balisti�ckog projektila ispaljenog pod kutem � po�cetnom

brzinom v0 na ravnom terenu u vakuumu ra�cuna se po formuli (vidi Primjer 4.11,

str. 83): T = 2v0
g
sin�. Procijenite apsolutnu i relativnu pogre�sku pri izra�cunavanju

vremena leta T projektila, ako je

a) v0 = 115� 1ms�1, g = 9:81� 0:001ms�2, � = 15o � 0:1o

b) v0 = 900� 10ms�1, g = 9:81� 0:001ms�2, � = 15o � 0:1o

Rje�senje: a) �T � � 0:093 s, �T � � 0:015 � 1:6%, T � � 6:068 s.

b) �T � � 0:84 s, �T � � 0:018 � 2%, T � � 47:49 s.

Zadatak 1.20 Balisti�ckim projektilom po�cetne brzine v0 = 300ms�1 u vakuumu

na ravnom terenu gad�a se to�cka udaljena d = 5000m. S kojom to�cno�s�cu treba imati

izlazni kut � (u stupnjevima), ako se tolerira apsolutna pogre�ska pogotka cilja od

�d� = 50m?

Uputa: Vidi Zadatak 1.17. Veli�cine v0 i g smatraju se to�cnim.

Rje�senje: � � 0:288� 0:003 (odnosno � � 16:5o � 0:18o.
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2. Interpolacija. Spline interpolacija

�Cesto za neku funkciju f nemamo analiti�cki izraz, ali poznajemo njenu vrijednost u
nekoliko to�caka: x0 < x1 < � � � < xn. U podru�cju podataka, tj. u intervalu [x0; xn]
treba aproksimirati funkciju f nekom jednostavnijom poznatom funkcijom g, tako
da bude

g(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n; (2.1)

Problem odred�ivanja funkcije g na osnovi zahtjeva (2.1) nazivamo problem inter-
polacije. Funkcija g obi�cno se bira u klasi polinoma, trigonometrijskih, eksponen-
cijalnih, racionalnih ili nekih drugih funkcija. Kada odredimo funkciju g, onda
mo�zemo i procijeniti vrijednosti funkcije f u nekoj to�cki x; x 6= xi, tako da stavimo
f(x) � g(x).

2.1 Interpolacija

Pretpostavimo da je funkcija f : [a; b]! R neprekidna i da je njena vrijednost
poznata u n+ 1 to�caka (zvat �cemo ih �cvorovi interpolacije)

a � x0 < x1 < � � � < xn � b; (2.2)

u kojima prima vrijednosti

yi = f(xi); i = 0; 1; : : : : (2.3)

Na osnovi podataka (xi; yi), i = 1; : : : ; n, treba rekonstruirati funkciju f , tj. prona�ci
novu funkciju g : [a; b]! R, tako da bude g(xi) = yi. Pri tome pogre�sku aproksi-
macije obi�cno izra�zavamo u L1-normi

kf � gk1 = max
x2[a;b]

jf(x) � g(x)j

ili u L2-normi

kf � gk2 =
sZ b

a

(f(x) � g(x))2dx:

Prijed�imo na problem interpolacije polinomom. Treba prona�ci interpolacijski
polinom stupnja n

Pn(x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a1x+ a0;
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tako da bude

Pn(xi) = yi; i = 0; 1; : : : ; n: (2.4)

-

6

0

y

x

T0q

q q qT1
T2 Tn

f

Pn

x0 x1 x2 xn

y0
y1

y2 yn

Slika 2.1. Interpolacija funkcije

Geometrijski to zna�ci da treba prona�ci polinomPn �ciji graf prolazi to�ckamaTi(xi; yi),
i = 0; 1; : : : ; n (Slika 2.1). Koe�cijente polinoma Pn mogli bismo odrediti iz uvjeta
(2.4) rje�savaju�ci sustav od (n+ 1) jednad�zbe s (n+ 1)-nom nepoznanicom

anx
n
0 + an�1x

n�1
0 + � � � + a1x0 + a0 = y0

anx
n

1 + an�1x
n�1
1 + � � � + a1x1 + a0 = y1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anx

n
n

+ an�1x
n�1
n

+ � � � + a1xn + a0 = yn

(2.5)

Uz uvjet (2.2) ovaj sustav uvijek je rje�siv i ima jedinstveno rje�senje (determinanta
matrice sustava je poznata Vandermondova determinanta, koja je uz uvjet (2.2)
razli�cita od nule { vidi primjerice Kurepa (1967)).

Ako bismo za dane podatke (xi; yi); i = 0; 1; : : : ; n tra�zili polinom stupnja
< n, rje�senje (interpolacijski polinom) ne mora uvijek postojati (broj nepoznanica
u sustavu (2.2) manji je od broja jednad�zbi), a ako bi tra�zili polinom stupnja > n,
rje�senje (interpolacijski polinom) nije jedinstveno (broj nepoznanica u sustavu (2.2)

ve�ci je od broja jednad�zbi),

Drugi problem je rje�savanje sustava (2.5). Za veliki n i med�usobno relativno
bliske �cvorove interpolacije tu �cemo nai�ci na ozbiljne numeri�cke probleme. Matrica
sustava (2.5) obi�cno je vrlo lo�se uvjetovana (vidi t.3.2, str. 41). Zbog toga �cemo se
upoznati s drugim metodama za rje�savanje ovog problema.

Ni�ze navedeniMathematica-program rje�sava problem interpolacije zadane funk-
cije f u izabranim �cvorovima rje�savanjem sustava (2.5)

In[1]:=(* Definiranje podataka *)

f[x_]:= 1 - Abs[x-1]; a=0; b=2; n=10;

x = Table[(b-a)\ i/n, {i,0,n}]; y = f[x];

pod = Table[{x[[i]], y[[i]]}, {i,n + 1}];

Print[MatrixForm[Transpose[N[pod, 2]]]]

(* Matrica sustava *)
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ts = Timing[ mat = Table[0, {i,0,n}, {j,0,n}];

Do[Do[If[j < 2, mat[[i,1]]=1,

mat[[i,j]] = N[x[[i]]^(j-1)]], {i,n+1}, {j,n+1}]];

(* Interpolacijski polinom *)

koef = LinearSolve[mat, y];

intpol[xx_]:= Sum[koef[[i]] xx^(i-1), {i,n+1}];

(* Graf funkcije f, interpolacijski polinom p i podaci *)

slf = Plot[f[x], {x, x[[1]], x[[n+1]]}, DisplayFunction -> Identity];

slpod=ListPlot[pod, PlotStyle -> AbsolutePointSize[4],

DisplayFunction -> Identity];

slp=Plot[intpol[xx],{xx,x[[1]],x[[n+1]]},DisplayFunction->Identity];

Show[slf, slp, slpod, DisplayFunction -> $DisplayFunction];

];

Print["Vrijeme racunanja = ", ts[[1]]\ ]

Vrijenost polinomaP u to�cki z mo�zemo izra�cunati Hornerovom shemomkori�stenjem
jednostavnog potprograma:

Horner[a_,n_,z_]:= Module[{s}, p = a[[n]];

Do[p = p z + a[[n-i]], {i,n-1}]; p];

Ovdje je a = (a0; a1; : : : ; an)
T vektor koe�cijenata polinoma, a n broj tih koe�cije-

nata.

2.1.1 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Pogledajmo najprije jedan specijalni slu�caj: treba prona�ci polinom pi stupnja

n za koji vrijedi

pi(xj) =

�
1; j = i

0; j 6= i
; i; j = 0; 1; : : : ; n: (2.6)

Geometrijski to zna�ci da treba prona�ci polinom �ciji graf presijeca os x u to�ckama
x0; x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn, a u xi prima vrijednost 1 (Slika 2.2).

-

6

x

y

0

1

1

x0 x1 xi xn

pi

Slika 2.2. Polinom pi

Kako polinom pi i�s�cezava u to�ckama x0; x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn, mora biti

pi(x) = Ci(x� x0)(x � x1) � � � (x� xi�1)(x � xi+1) � � � (x� xn) (2.7)
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gdje je Ci konstanta koju �cemo odrediti iz uvjeta pi(xi) = 1

Ci =
1

(xi � x0)(xi � x1) � � � (xi � xi�1)(xi � xi+1) � � � (xi � xn)
: (2.8)

Uvr�stavaju�ci (2.8) u (2.7), dobivamo tra�zeni polinom

pi(x) =
(x� x0)(x� x1) � � � (x� xi�1)(x� xi+1) � � � (x� xn)

(xi � x0)(xi � x1) � � � (xi � xi�1)(xi � xi+1) � � � (xi � xn)
:

Prema tome, polinom Pn za koji vrijedi (2.4) uz uvjet (2.2) glasi

Pn(x) =

nX
i=0

yipi(x) =

nX
i=0

yi
(x� x0)(x� x1) � � � (x� xi�1)(x � xi+1) � � � (x� xn)

(xi � x0)(xi � x1) � � � (xi � xi�1)(xi � xi+1) � � � (xi � xn)
:

(2.9)
O�cigledno je

Pn(xj) =

nX
i=0

pi(xj)yi = pj(xj)yj = yj :

Polinom Pn obi�cno nazivamo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Primijetimo,med�utim, da izra�cunavanje vrijednosti interpolacijskog polinoma
u Lagrangeovom obliku u nekoj to�cki x 6= xi zahtijeva veliki broj ra�cunskih opera-
cija, pa time i zna�cajno vrijeme rada ra�cunala.

Primjer 2.1 Treba odrediti interpolacijski polinom �ciji graf prolazi to�ckama T0(�1; 4),
T1(2; 7), T2(4; 29).

Prema (2.9) imamo

P2(x) =
(x� 2)(x� 4)

(�1� 2)(�1� 4)
4 +

(x+ 1)(x� 4)

(2 + 1)(2� 4)
7 +

(x+ 1)(x� 2)

(4 + 1)(4� 2)
29

ili nakon sred�ivanja

P2(x) = 2x2 � x+ 1:

Primjer 2.2 Treba odrediti interpolacijski polinom za funkciju f(x) = lnx� 1 + 1
x

i sljede�ce �cvorove interpolacije

a) 1; 2; 4; 8;10 b) 2; 4; 8; 10
c) 4; 8; 10 d) 2; 4; 8

Za svaki od tih slu�cajeva treba izra�cunati P (5:25), te apsolutnu i relativnu pogre�sku

ove aproksimacije.

Prema (2.9) dobivamo (koristite prilo�zeni program)

a) P4(x) = 0:0004455x4 � 0:009929x3 + 0:06339x2 + 0:0658x� 0:11971

b) P3(x) = 0:0007619x3 � 0:023923x2 + 0:3438x� 0:4048

c) P2(x) = �0:007160x2 + 0:227947x � 0:161
d) P2(x) = �0:013256x2 + 0:30111x+ 0:35605
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f(5:25) y� = P (5:25) �y�

a) -0.848704 -0.874536 0.0258
b) -0.848704 -0.850896 0.0022

c) -0.848704 -0.838456 0.0102

d) -0.848704 -0.859408 0.0107

Tablica 2.1.

Rezultate provjerite prilo�zenim Mathematica-programom, str. 17.

Primjer 2.3 Za razli�cite vrijednosti izlaznog kuta � i konstantnu po�cetnu brzinu

v0 = 115ms�1 primjenom formule (B.4), str. 84 izra�cunate su daljine gad�anja X

balisti�ckog projektila u vakuumu

�o 5o 15o 25o 35o 45o

X (m) 234 674 1033 1267 1348
:

Na osnovu ovih podataka treba odrediti polinom koji �ce za proizvoljnu daljinu
X davati vrijednost izlaznog kuta �.

Primjenom Lagrangeove interpolacijske formule (2.9) dobivamo polinom P4 s
koe�cijentima

a0 = 57:95152; a1 = �0:41569; a2 = 0:00101; a3 � a4 � 0:

Pomo�cu ove funkcije za zadane daljine gad�anja: 500m, 750m i 1000m izra�cu-
nati su odgovaraju�ci izlazni kutevi ��, te apsolutne i relativne pogre�ske u odnosu
na prave vrijednosti � dobivene iz formule (B.4), str. 84.

X (m) �(o) ��(o) ���

500 10:885 5:676 5:209
750 16:901 18:452 1:551
1000 23:942 24:505 0:563

Tablica 2.2.

Primjedba 2.1 Za zadane to�cke Ti(xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n, mo�zemo potra�ziti poli-

nom Pm stupnja ni�zeg od n (m < n), za koji vi�se ne�ce biti ispunjen uvjet (2.4), ali

�ciji �ce graf prolaziti blizu zadanih to�caka. Tako se u prethodnom primjeru pokazalo

da su posljednja dva koe�cijenta u interpolacijskom polinomu zanemarivo malena,

pa ima smisla postavljeni problem poku�sati pribli�zno rije�siti pomo�cu polinoma 2.

stupnja. U tom slu�caju aproksimacija se obi�cno pravi tako da zahtijevamo da suma

kvadrata odstupanja zadanih to�caka od odgovaraju�cih to�caka na grafu polinoma bude

minimalna. Ova metoda naziva se metoda najmanjih kvadrata (vidi t.6, str. 103).

2.1.2 Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Pretpostavimo da su zadane vrijednosti yi = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n neprekidne
funkcije f : [a; b] ! R u �cvorovima a � x0 < x1 < � � � < xn � b. Interpolacijski
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polinom tra�zit �cemo u obliku

Pn(x) = a0 + a1(x� x0) + � � �+ an(x� x0)(x� x1) � � � (x� xn�1): (2.10)

Nakon �sto odredimo koe�cijente a0; a1; : : : ; an vrijednost polinoma Pn u nekoj to�cki
x 6= xi mo�zemo izra�cunati prema

Pn(x) = (� � � ((an(x� xn�1) + an�1)(x� xn�2) + � � �+ a1)(x� x0) + a0 (2.11)

�sto zahtijeva znatno manje izra�cunavanja nego kod Lagrangeovog oblika interpo-
lacijskog polinoma. Primijetimo da (2.11) po formi odgovara tzv. Hornerovoj shemi
za izra�cunavanje vrijednosti polinoma (vidi Juki�c (1998), str. 47).

Prijed�imo na izra�cunavanje koe�cijenata ai u prikazu (2.10). Ako je n = 1,
onda je interpolacijski polinom �ciji graf prolazi to�ckama T0(x0; y0) i T1(x1; y1) line-
arna funkcija (pravac kroz dvije to�cke)

P1(x) = y0 +
y1 � y0
x1 � x0

(x� x0);

�sto uz oznake f [x0] := y0, f [x0; x1] :=
y1�y0
x1�x0 , mo�zemo pisati

P1(x) = f [x0] + f [x0; x1](x� x0):

Uzmimo sada n = 2. Polinom P2, �ciji graf treba prolaziti to�ckama T0, T1, T2
ima oblik

P2(x) = f [x0] + f [x0; x1](x� x0) + �(x� x0)(x� x1): (2.12)

O�cigledno je P2(x0) = y0 i P2(x1) = y1. Parametar � treba odrediti tako da bude
P2(x2) = y2. Ako u (2.12) uvrstimo x = x2, dobivamo

� =
y2 � y0

(x2�x1)(x2�x0)
� y1 � y0
(x1�x0)(x2�x1)

=
y2 � y1

(x2�x1)(x2�x0)
� y1 � y0

(x1�x0)(x2�x0)
:

Ako uvedemo oznake

f [x0; x1] :=
y1 � y0
x1 � x0

; f [x1; x2] :=
y2 � y1
x2 � x1

f [x0; x1; x2] :=
f [x1; x2]� f [x0; x1]

x2 � x0

onda je o�cigledno � = f [x0; x1; x2], pa polinom (2.12) glasi

P2(x) = f [x0] + f [x0; x1](x� x0) + f [x0; x1; x2](x� x0)(x� x1):

Op�cenito, za (n+ 1) to�cku Ti(xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n dobivamo

Pn(x) = f [x0]+f [x0; x1](x�x0)+� � �+f [x0; x1; : : : ; xn](x�x0) � � � (x�xn�1); (2.13)

gdje brojeve

f [x0; x1; : : : ; xi] =
f [x1; : : : ; xi]� f [x0; x1; : : : ; xi�1]

xi � x0
; i = 1; : : : ; n: (2.14)

zovemo podijeljene razlike, a polinom (2.13) Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
n-tog reda.
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Primjer 2.4 Treba odrediti Newtonov oblik interpolacijskog polinoma koji �ce pro�ci

to�ckama T0(�2;�5), T1(2; 3), T2(4; 211) i izra�cunati njegovu vrijednost za x = 1.

Koe�cijente f [x0; x1] i f [x0; x1; x2] koji su potrebni u formuli (2.13) izra�cunat �cemo

prema sljede�coj shemi:

x0 = �2 f [x0] = �5
f [x0; x1] = 2

x1 = 2 f [x1] = 3 f [x0; x1; x2] = 17

f [x1; x2] = 104

x2 = 4 f [x2] = 211

Prema (2.13) imamo P2(x) = �5 + 2(x + 2) + 17(x + 2)(x� 2). Vrijednost P2(1) treba

ra�cunati prema (2.11):

P2(1) =
�
(17(1 � 2) + 2

�
(1 + 2)� 5 = �50:

Rezultate provjerite ni�ze navedenim Mathematica-programom za izra�cunavanje podijel-

jenih razlika prema (2.14) i vrijednosti polinoma u to�cki prema (2.11).

In[1]:= (* Podijeljene razlike *)

n=3; x={-2,2,4}; y={-5,3,211}; z=1; a = y; t = a;

Do[kk=k-1;

Do[ii=n-i-kk;

t[[ii]]=(y[[ii+1]]-y[[ii]])/(x[[ii+kk+1]]-x[[ii]]), {i,n-1}];

a[[k+1]]=t[[1]]; y = t, {k,n-1}]; a

Out[1]:= {-5,2,17}

In[2]:= (* Vrijednost polinoma u tocki z - Hornerova shema *)

p = a[[n]];

Do[ii=n-i; p=p (z - x[[ii]]) + a[[ii]], {i,n-1}]; p

Out[2]:= -50

Zadatak 2.1 Izvedite Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za jednoliko ras-

pored�ene �cvorove, tj. ako je h := x1� x0 = x2�x1 = : : : = xn� xn�1. Poka�zite da

u tom slu�caju vrijedi

f [x0; x1; : : : ; xk] =
�ky0

hkk!
; k = 0; 1; : : :; n;

gdje je: �1yi = yi+1 � yi; : : : ;�
kyi = �k�1yi+1 ��k�1yi, i = 0; 1; : : : ; n� 1.
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2.1.3 Ocjena pogre�ske

Teorem 2.1 Neka je f 2 Cn+1
[a;b] funkcija �cije vrijednosti su poznate u

(n + 1) to�caka xi; i = 0; 1; : : : ; n,

a = x0 < x1 < � � � < xn = b; yi = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n

i neka je Pn odgovaraju�ci interpolacijski polinom.

Tada za svaki �x 2 [a; b] postoji � 2 (a; b), tako da je

f(�x)� Pn(�x) =
f (n+1)(�)

(n+ 1)!
!(�x); !(�x) = (�x� x0) � � � (�x� xn): (2.15)

Dokaz. Za �x = xi tvrdnja je o�cigledna. Za �x 6= xi; i = 0; 1; : : : ; n de�nirajmo
pomo�cnu funkciju

g(x) :� f(x) � Pn(x)� k!(x); (2.16)

gdje �cemo konstantu k odrediti tako da bude g(�x) = 0. Na taj na�cin funkcija g imat
�ce barem (n+ 2) nulto�cke: �x; x0; x1; : : : ; xn. Prema Rolleovom teoremu funkcija g0

ima barem (n+ 1) nulto�cku, funkcija g00 barem n nulto�caka, ... , a funkcija g(n+1)

ima barem jednu nulto�cku � 2 (a; b).

Primijetite da je d
n+1

dxn+1Pn(x) = 0. Osim toga, kako je ! polinom (n + 1)-og

stupnja s vode�cim koe�cijentom 1, imamo d
n+1

dxn+1 !(x) = (n+ 1)!. Zato je

0 = g(n+1)(�) = f (n+1)(�) � k(n + 1)!

odakle slijedi k =
f
(n+1) (�)

(n+1)!
. Na taj na�cin odredili smo konstantu k tako da je

g(�x) = 0. Zato iz (2.16) slijedi (2.15). 2

Ako ozna�cimoMn+1 := max
x2[a;b]

jf (n+1)(x)j, onda iz (2.15) slijedi

jf(x) � Pn(x)j �
Mn+1

(n+ 1)!
j!(x)j; (2.17)

�sto zna�ci da pogre�ska aproksimacije ovisi o pona�sanju funkcije !. To �cemo analizirati
u sljede�ca dva primjera.

Primjer 2.5 Funkciju f(x) = sin(�x) na intervalu [0; 1] treba aproksimirati inter-

polacijskim polinomom koji �ce prolaziti sljede�cim to�ckama

x 0 0:25 0:5 0:75 1

f(x) 0 0:707107 1 0:707107 0
:
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Primijetite da je ! normirani polinom stupnja n+1. Prema Teoremu 5.1, str. 101,
minimumu (2.18) posti�ci �ce se i biti jednak 2�n ako je !(x) = 2�nTn+1, gdje je Tn+1

(n+1)� vi �Cebi�sevljev polinom1 ekspandiran na interval [a; b]. To drugim rije�cima
zna�ci da optimalan izbor �cvorova interpolacije predstavljaju nul-to�cke polinoma
Tn+1:

xk =
a+ b

2
+
b� a
2

cos

�
n� k

n
�

�
; k = 0; 1; : : :; n (2.19)

One su gu�s�ce raspored�ene pri rubovima intervala [a; b]. U tom slu�caju interpolacijski
polinom Pn imat �ce najmanju mogu�cu pogre�sku prema (2.17)

jf(x) � Pn(x)j �
Mn+1

2n(n+ 1)!
; x 2 [a; b]:

Na Slici 2.4 desno prikazan je interpolacijski polinom za funkciju iz Primjera2.6 s
�cvorovima u nulto�ckama �Cebi�sevljevog polinoma T10 rastegnutog na interval [0; 2].

Najvi�se zbog navedenih problema kod interpolacije prije 30-tak godina pojav-
ile su se tzv. spline-interpolacije.

Primjedba 2.2 Za primjene je takod�er zanimljiva tzv. Hermiteova interpolacija.

U �cvorovima interpolacije zadaje se vrijednost funkcije i njene derivacije (\nagib

tangente"). O rje�savanju ovakvih problema takod�er se mo�ze vidjeti u ni�ze navedenoj

literaturi.

Primjedba 2.3 Postoji vrlo opse�zna literatura o interpolaciji funkcija (vidi pri-

mjerice Ivan�si�c (1998), Stoer (1993), Demidovich (1981), Stoer (1994), Or-

tega (1981) i Schwarz (1986). Odgovaraju�ca fortran { podr�ska mo�ze se na�ci

kod Press (1992), a posebno u The NAG Library (Philips (1986)).

2.2 Spline interpolacija

Ako je broj �cvorova interpolacije velik, odgovaraju�ci interpolacijski polinom je
visokog stupnja i kao takav neuporabiv u primjenama (vidi Primjer 2.6). Umjesto
interpolacijskog polinoma, mo�zemo poku�sati interpolirati funkciju ' : [a; b] ! R,
takvu da je

'/[xi�1;xi]
= 'i;

pri �cemu je 'i : [xi�1; xi] ! R neka jednostavnija funkcija (primjerice polinom 1.
stupnja) takva da je

'i(xi�1) = yi�1; 'i(xi) = yi

1 �Cebi�sevljev polinom stupnjan programomMathematica dobiva se naredbomChebyshevT[n,x]
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2.2.1 Linearni interpolacijski spline

Pretpostavimo da je f : [a; b]! R neprekidna funkcija i da poznajemo njene
vrijednosti y0; y1; : : : ; yn u (n+ 1) to�caka-�cvorova

a = x0 < x1 < � � � < xn = b:

Funkciju f interpolirat �cemo neprekidnom po dijelovima linearnom funkcijom ' :
[a; b]! R. Lako se vidi da takva funkcija postoji i da je jedinstvena. Za i = 1; : : : ; n
de�nirajmo

'/[xi�1;xi]
= 'i;

'i(x) = yi�1 +
yi � yi�1
xi � xi�1

(x� xi�1); x 2 [xi�1; xi]: (2.20)

Kako je
'i(xi) = yi = 'i+1(xi); i = 1; : : : ; n� 1;

funkcija ' je neprekidna na �citavom intervalu [a; b], a linearna na svakom podinter-
valu [xi�1; xi]. Kako je osim toga

'(x0) = '1(x0) = y0; '(xi) = 'i(xi) = yi; i = 1; : : : ; n;

ona interpolira funkciju f u �cvorovima x0, x1, . . . , xn. Nazivamo je linearni inter-
polacijski spline2 (vidi Sliku 2.5).

�
�

Z
ZZ��

��
��

�

x0 x1 x2 x3 xn�1 xn

q
q

q
q

q
q

Slika 2.5. Linearni interpolacijski spline

Med�utim, linearni interpolacijski spline nije derivabilna funkcija u �cvorovima
x0, x1, . . . , xn i stoga nije pogodan za daljnju uporabu.

Linearni interpolacijski spline mo�zemo de�nirati i na drugi na�cin - analogno kako
smo u t.2.1.1, str. 18 uveli Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma. U tu svrhu
de�nirajmo tzv. hat-funkcije Ci, i = 1; : : : ; n� 1.

Ci(x) =

8<
:

(x� xi�1)=(xi � xi�1); x 2 [xi�1; xi]
(xi+1 � x)=(xi+1 � xi); x 2 [xi; xi+1]

0; ina�ce

C0(x) =

�
x1�x
x1�x0 ; x 2 [x0; x1]

0; ina�ce
Cn(x) =

�
x�xn�1

xn�xn�1
; x 2 [xn�1; xn]

0; ina�ce

2Naziv dolazi od engleske rije�ci spline [splain], koja ozna�cava dug, savitljiv, uzak drveni klin
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Hat-funkcije Ci imaju svojstvo

Ci(xj) =

�
1; i = j

0; i 6= j

(usporedi s (2.6) str. 18), a njihovi grafovi prikazani su na Slici 2.6.
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Slika 2.6. Hat-funkcije

Sada linearni interpolacijski spline mo�zemo de�nirati formulom

'(x) =

nX
i=0

yiCi(x) (2.21)

(usporedi s (2.9), str. 19).

Primjedba 2.4 Ako s L ozna�cimo skup svih linearnih interpolacijskih spline-ova

odred�enih �cvorovima a = x0 < x1 < � � � < xn = b, onda je lako vidjeti da je L
vektorski potprostor na prostoru C[a;b] svih neprekidnih funkcija na intervalu [a; b].
De�nirajmo linearni operator L : C[a;b] ! L, L(f) = ', koji neprekidnoj funkciji

f pridru�zuje linearni interpolacijski spline ' u �cvorovima x0; : : : ; xn. Specijalno,

za neki linearni interpolacijski spline ' 2 L � C[a;b] vrijedi L(') = ', pa onda i

op�cenito za svaki f 2 C[a;b] vrijedi

L(L(f)) = L(f); tj. L2 = L:

Dakle, linearni operator L je projektor.

Zadatak 2.2 Poka�zite da jednu bazu u prostoru L �cine hat-funkcije fC0; C1; : : : ; Cng,
te da za svaki f 2 C[a;b] vrijedi

L(f) =

nX
i=0

yiCi;

gdje je yi = f(xi), i = 0; 1; : : : ; n.

Zadatak 2.3 Izra�cunajte integral funkcije (2.21) u granicama od x0 do xn. Poka�zite

da za ekvidistantno raspored�ene �cvorove dobivamo poznato generalizirano trapezno

pravilo (vidi t.7.1, str. 125).

Uz pretpostavku da je funkcija f 2 C2
[a;b], prema Teoremu2.1, str. 23, za svaki

x 2 [xi�1; xi] postoji �i 2 (xi�1; xi), takav da vrijedi

f(x) � Ci(x) =
1

2
f 00(�i)(x� xi�1)(x� xi): (2.22)
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Ozna�cimo hi := xi � xi�1. Budu�ci da kvadratna funkcija x 7! (x � xi�1)(x � xi)
posti�ze minimum u to�cki x0 =

xi�1+xi
2 , onda za svaki x 2 [xi�1; xi] vrijedi

j(x� xi�1)(x� xi)j �
����
�
xi�1 + xi

2
� xi�1

��
xi�1 + xi

2
� xi

����� � h2
i

4
:

Ako ozna�cimo

hmax := max
i=0;:::;n

hi M2 := max
x2[a;b]

jf 00(x)j;

tada prema (2.22) vrijedi ocjena pogre�ske za linearni interpolacijski spline

jf(x)� L(f)(x)j � M2

8
h2max (2.23)

2.2.2 Kubi�cni interpolacijski spline

Neprekidnu funkciju f : [a; b] ! R �cije vrijednosti y0; y1; : : : ; yn poznajemo
u (n + 1) �cvorova a = x0 < x1 < � � � < xn = b, interpolirat �cemo funkcijom
C : [a; b]! R,

C(x) = Ci(x); x 2 [xi�1; xi]; i = 1; : : : ; n; (2.24)

gdje su Ci, i = 1; : : : ; n, kubi�cni polinomi koji trebaju zadovoljavati sljede�ce uvjete
(usporedi Sliku 2.7).

(i) Ci(xi�1) = yi�1, i = 1; : : : ; n;

(ii) Ci(xi) = yi, i = 1; : : : ; n;

(iii) C0
i
(xi) = C0

i+1(xi), i = 1; : : : ; n� 1;

(iv) C00
i
(xi) = C00

i+1(xi), i = 1; : : : ; n� 1.

C1

h1

y0

Ci

hi

Ci+1 Cn

hn

yi�1
yi yn�1

yn

x0 x1 xi�1 xi xn�1 xn

Slika 2.7. Kubi�cni interpolacijski spline

Uvjeti (i) { (iv) osiguravaju da �ce funkcija C zadovoljiti interpolacijske uvjete
u �cvorovima x0; x1; : : : ; xn, ali i da �ce biti klase C2

[a;b]. Budu�ci da n kubi�cnih

polinoma C1; : : : ; Cn ima ukupno 4n neodred�enih koe�cijenata, a zahtjevima (i)

{ (iv) odred�eno je 4n � 2 uvjeta, za jednozna�cno odred�ivanje funkcije C potrebno
je postaviti jo�s dva dodatna uvjeta. Naj�ce�s�ce zahtijevamo jo�s da bude

C 001 (x0) = C00n(xn) = 0; (2.25)
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iako je mogu�ce zadati i neke druge zahtjeve. Funkciju C koja zadovoljava uvjete
(i)-(iv), te dodatne uvjete (2.25) nazivamo prirodni kubi�cni interpolacijski spline.
Funkcija C je klase C2

[a;b], koja na intervalu [a; b] interpolira funkciju f poznatu
u �cvorovima x0; x1; : : : ; xn.

Primjedba 2.5 Problem odred�ivanja koe�cijenata kubi�cnih polinoma Ci na taj

na�cin sveo se na rje�savanje sustava linearnih jednad�zbi. Primijetimo da ve�c za

50 �cvorova treba rije�siti sustav od 200 jednad�zbi s 200 nepoznanica. Ako je pri tome

jo�s matrica sustava lo�se uvjetovana (vidi t.3.2, str. 41), mogu nastupiti ozbiljni nu-

meri�cki problemi.

Teorem 2.2 Zadani su podaci (xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n koji zadovoljavaju

uvjet x0 < x1 < � � � < xn. Tada postoji jedinstveni prirodni kubi�cni

interpolacijski spline C, pri �cemu su polinomi (Ci, i = 1; : : : ; n) zadani
s

Ci(x) =

�
yi�1 � si�1

h2
i

6

�
+bi(x�xi�1)+

si�1
6hi

(xi�x)3+
si

6hi
(x�xi�1)3

(2.26)
gdje je

bi = di � (si � si�1)
hi

6
;

di =
yi � yi�1

hi
; hi = xi � xi�1;

a brojevi (si, i = 0; : : : ; n) zadovoljavaju sustav jednad�zbi

si�1hi + 2si(hi + hi+1) + si+1hi+1 = 6(di+1 � di); i = 1; : : : ; n� 1

s0 = sn = 0: (2.27)

Dokaz. Za i = 1; : : : ; n ozna�cimo

si�1 := C00i (xi�1); si := C00i (xi):

Primijetimo da je zbog (2.25) s0 = sn = 0. Kako je x ! C00
i
(x) linearna funkcija

�ciji graf treba prolaziti to�ckama (xi�1; si�1), (xi; si), mora biti

C 00
i
(x) =

si�1
hi

(xi � x) +
si

hi
(x � xi�1) (2.28)

Primitivna funkcija funkcije (2.28) je

C0i(x) = bi �
si�1
2hi

(xi � x)2 +
si

2hi
(x � xi�1)2; (2.29)

gdje je bi konstanta. Nadalje, primitivna funkcija funkcije (2.29) je

Ci(x) = ai + bix+
si�1
6hi

(xi � x)3 +
si

6hi
(x� xi�1)

3; (2.30)
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gdje je ai konstanta. Konstante ai, bi odredit �cemo iz uvjeta (i)-(ii):

Ci(xi�1) = yi�1; Ci(xi) = yi; i = 1; : : : ; n

tj.

ai + bixi�1 + si�1
h2
i

6
= yi�1; (2.31)

ai + bixi + si
h2
i

6
= yi: (2.32)

Oduzimaju�ci (2.31) od (2.32) dobivamo

bi = di � (si � si�1)
hi

6
; di =

yi � yi�1
hi

: (2.33)

Iz (2.31) dobivamo

ai = �bixi�1 + yi�1 � si�1
h2
i

6
;

iz �cega neposredno slijedi (2.26).

Jo�s treba odrediti brojeve s1; : : : ; sn�1. Njih �cemo odrediti iz uvjeta (iii).
Kako je

C0i(xi) = bi +
si

2
hi; C0i+1(xi) = bi+1 �

si

2
hi+1;

uvjet (iii) postaje

di � (si � si�1)
hi

6
+
si

2
hi = di+1 � (si+1 � si)

hi+1

6
� si

hi+1

2
;

iz �cega neposredno slijedi (2.27).

Kako je s0 = sn = 0, (2.27) je sustav od (n � 1) jednad�zbe s (n � 1) nepoz-
nanicom: s1; : : : ; sn�1, koji mo�zemo pisati

Hs = b; (2.34)

H =

2
666664

2(h1 + h2) h2 � � � 0 0
h2 2(h2 + h3) � � � 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 � � � 2(hn�2 + hn�1) hn�1
0 0 � � � hn�1 2(hn�1 + hn)

3
777775 ;

s =

2
64

s1
...

sn�1

3
75 ; b =

2
64

6(d2 � d1)
...

6(dn � dn�1)

3
75 :

Primijetimo da je matrica sustava (2.34) trodijagonalna, dijagonalno dominantna
i simetri�cna matrica, pa kao takva pozitivno de�nitna. Zato postoji jedinstveno
rje�senje, a onda i jedinstveni prirodni kubi�cni interpolacijski spline. 2
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Primjedba 2.6 Ako je f 2 C4[a; b] i hmax = max
i

hi, onda vrijedi (vidi Stewart

(1997))

kf �Ck1 � 5
384h

4
max

kf 0 � C0k1 � 1
24
h3
max

kf 00 �C00k1 � 3
8
h2
max

Algoritam SPLINE3

Korak 1. U�citati podatke (xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n;

Korak 2. Izra�cunati

hi = xi � xi�1; di =
yi � yi�1

hi
; i = 1; : : : ; n� 1

i rije�siti sustav (2.34);

Korak 3. Izra�cunati bi = di�(si�si�1)hi6 ; i = 1; : : : ; n i de�nirati polinome
(2.26).

Prilikomrje�savanja sustava (2.34) treba iskoristiti specijalnu strukturu matrice
sustava (vidi Zadatak 3.23, str. 65). Specijalno, aku su razmaci izmed�u �cvorova
ekvidistantni i iznose h, onda imamo

H =

2
666664

4 1 0 � � � 0 0
1 4 1 � � � 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 � � � 4 1
0 0 0 � � � 1 4

3
777775 ; b =

2
64

6
h
(d2 � d1)

...
6
h
(dn � dn�1)

3
75 :

Zadatak 2.4 Izradi program koji �ce prema algoritmu SPLINE3 izra�cunavati priro-

dni kubi�cni interpolacijski spline.

Primjer 2.7 Tabli�cno je zadana funkcija

xi 0 0:25 0:5 0:75 1

yi 1 2 1 0 1

U ovom slu�caju je n = 4, a svi hi jednaki su 0:25. Sustav (2.34) glasi2
4 1 0:25 0

0:25 1 0:25
0 0:25 1

3
5 s =

2
4 �48

0
48

3
5 :

a njegovo rje�senje je: s1 = �48, s2 = 0, s3 = 48. Osim toga, iz uvjeta (2.25) imamo:
s0 = s4 = 0. Sada iz (2.26) mo�zemo izra�cunati �cetiri kubi�cna polinoma Ci, i = 1; 2; 3; 4,

koji grade tra�zeni prirodni kubi�cni interpolacijski spline

C(x) =

8>><
>>:

C1(x) = 1 + 6x� 32x3; 0 � x � 0:25
C2(x) = 18x� 48x2 + 32x3; 0:25 � x � 0:5

C3(x) = 18x� 48x2 + 32x3; 0:5 � x � 0:75

C4(x) = 27� 90x+ 96x2 � 32x3; 0:75 � x � 1
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Ako �zelimo primjerice izra�cunati vrijednost spline-a C u to�cki 0:7, onda prvo moramo

ustanoviti da je 0:7 2 [0:5; 0:75]. Tada je C(0:7) = C3(0:7) = 0:056.

Primjedba 2.7 Prirodni kubi�cni interpolacijski spline C, koji interpolira funkciju

f u �cvorovima a = x0 < x1 < � � � < xn = b ima svojstvo da za svaku funkciju

g 2 C2[a; b], koja takod�er interpolira funkciju f u navedenim �cvorovima, vrijedi

Z b

a

(g00(x))
2
dx �

Z b

a

(C00(x))
2
dx: (*)

Naime,

0 �
R b
a
(g00(x)� C00(x))

2
dx =

R b
a
(g00(x))

2
dx� 2

R b
a
g00(x)C00(x)dx+

R b
a
(C00(x))

2
dx

=
R
b

a
(g00(x))

2
dx�

R
b

a
(C00(x))

2
dx� 2

R
b

a
C00(x) (C00(x)� g00(x)) dx:

Pri tome, zbog C 00(a) = C 00(b) = 0, parcijalnom integracijom dobivamo

bR
a

C00(x) (C00(x)� g00(x)) dx = [C00(x) (C0(x) � g0(x))]b
a
�

bR
a

C000(x) (C0(x)� g0(x)) dx

=�
bR
a

C000(x) (C0(x)� g0(x)) dx:

Kako je C000 po dijelovima konstantna funkcija, imamo

bR
a

C00(x) (C 00(x)� g00(x)) dx = �
n�1P
i=1

C000(xi+)
xi+1R
xi

(C0(x)� g0(x)) dx

= �
n�1P
i=1

C000(xi+) (C(xi+1)� g(xi+1)�C(xi) + g(xi)) = 0:

Svojstvo (�) nazivamo monimalno svojstvo prirodnog kubi�cnog spline-a. To

svojstvo vrijedi i za kubi�cni spline s druk�cijim rubnim uvjetima.

Primjedba 2.8 Spline-interpolacije pojavile su se u matemati�ckoj literaturi u po-

sljednjih tridesetak godina, a zbog mogu�cnosti u�cinkovite primjene kod rje�savanja

obi�cnih i parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi i u mnogim drugim situacijama, i

sada se intenzivno prou�cavaju. Kvalitetna i pregledna knjiga s odgovaraju�com pro-

gramskom podr�skom (fortran) iz ovog podru�cja je De Boor (1978), ali se os-

novni pojmovi i neke primjene mogu vidjeti i u Ivan�si�c (1998), Ortega (1981),

Schwarz (1986), Stewart (1998), Forsythe (1974) itd. Program Mathemat-
ica omogu�cava izravno kori�stenje spline-a bilo kojeg reda razumne veli�cine. Odgo-

varaju�ca fortran programska podr�ska mo�ze se na�ci u Press (1992), kao i u The

NAG Library (Philips (1986)). O interpolaciji funkcija jedne i vi�se varijabli

mo�ze se vidjeti primjerice kod Lancaster (1986).
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2.3 Zadaci

Zadatak 2.5 Odredite interpolacijski polinom za sljede�ce tabli�cno zadane funkcije

a)
x 2 5 10

y 51 150 435
b)

x �1 0 1 3

y �8 2 6 44

c)
x �2 1 2 5

y 34 �2 �10 62
d)

x 0 1 2 5 �2
y �8 �1 38 1127 �70

Rje�senje:

a) P2(x) = 3x2 + 12x+ 15 b) P3(x) = 2x3 � 3x2 + 5x+ 2

c) P3(x) = x3 � 15x+ 12 d) P4(x) = x4 + 5x3 � 6x2 + 7x� 8

Zadatak 2.6 Za tabli�cno zadane funkcije odredite Newtonov oblik interpolacijskog

polinoma te izra�cunajte njegovu vrijednost za � = 10.

a)
x 2 4 5

y 91 171 220
b)

x �3 0 2 4

y �28 8 52 224

c)
x �2 �1 0 1

y �4 �6 �2 2
d)

x �2 0 2 3 4

y 88 6 20 108 370

Rje�senje:

a) P2(x) = 91 + 40(x� 2) + 3(x� 2)(x� 4) p2(10) = 555

b) P3(x) = �28 + 12(x+3) + 2(x+3)x+ 2(x+3)x(x�2) P3(10) = 2468

c) P3(x) =�4 �2(x+2) +3(x+2)(x+1) �1(x+2)(x+1)x P3(10) =�952
d) P4(x) = 88� 41(x+2) + 12(x+2)x + 3(x+2)x(x�2)+ P4(10) = 17356

2(x+ 2)x(x� 2)(x� 3)

Zadatak 2.7 Zadane su vrijednosti funkcije f(x) = 3x2 + ��4 ln(� � x)2 + 1 u

sljede�cim to�ckama

x 3:13 3:14 3:15 3:16

f(x) 30:29918 30:44653 30:66939 30:87478

Odredite interpolacijski polinom, �ciji �ce graf prolaziti ovim to�ckama, te izra�cunajte

njegovu vrijednost u to�cki � = 3:1416.

Rje�senje: P3(3:1416) = 30:32619,

P3(x) = 483453:48� 460723:76x+ 146356:15x2� 15496:67x3

Zadatak 2.8 Zadane su vrijednosti �-funkcije u sljede�cim to�ckama

x 0:2 0:4 0:6 0:8

�(x) 4:5910 2:2182 1:4892 1:1642

Odredite interpolacijski polinom, �ciji graf �ce prolaziti ovim to�ckama, te izra�cunajte

njegovu vrijednost u to�ckama: 0:3, 0:5, 0:7. Izra�cunajte apsolutnu i relativnu

pogre�sku ovih aproksimacija.
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Rje�senje: Koe�cijenti interpolacijskog polinoma su

a0 = 9:8474; a1 = �35:5573; a2 = 51:5425; a3 = �25:8292

x �(x) P (x) �P

0:3 2:9917 3:122 0:1303
0:5 1:7724 1:726 0:0464
0:7 1:2980 1:354 0:0560

Zadatak 2.9 Funkcija f zadana je u nekoliko to�caka: x0; x1; : : :. Odredite inter-

polacijski polinom P , te izra�cunajte P (c1) i P (c2) ako je

a) f(x) = x+ 2=x;
(1) x0 = 1; x1 = 2; x2 = 2:5; c1 = 1:5; c2 = 1:2;
(2) x0 = 0:5; x1 = 1; x2 = 2; x3 = 2:5; c1 = 1:5; c2 = 1:2;

b) f(x) = 8x2�x;
(1) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 2; c1 = 1:5; c2 = 1:3;
(2) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 2; x3 = 3; c1 = 1:5; c2 = 1:3;

c) f(x) = 2 sin(�x=6);
(1) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 3; c1 = 2; c2 = 2:4;
(2) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 3; x3 = 5; c1 = 2; c2 = 2:4;
(3) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 3; c1 = 4; c2 = 3:5;
(4) x0 = 0; x1 = 1; x2 = 3; x3 = 5; c1 = 4; c2 = 3:5:

Rje�senje:

a) (1) P (x) = 0:4x2� 1:2x+ 3:8; P (1:5) = 2:9; P (1:2) = 2:936;
(2) P (x) = �0:8x3+ 4:8x2 � 8:8x+ 7:8; P (1:5) = 2:7; P (1:2) = 2:7696

b) (1) P (x) = �2x2 + 6x; P (1:5) = 4:5; P (1:3) = 4:42;
(2) P (x) = 0:5x3+ 3:5x2+ 7x; P (1:5) = 4:125; P (1:3) = 4:2835

c) (1) P (x) = �1
6x

2 + 7
6x; P (2) = 7

6 ; P (2:4) = 1:84;

(2) P (x) = �:01(6)x3 � :1x2+ 1:11(6)x; P (2) = 1:7; P (2:4) = 1:8736

(3) P (x) = �:1(6)x2 + 1:1(6)x; P (4) = 2; P (3:5) = 2:04167

(4) P (x) = �:01(6)x3 � :1x2+ 1:11(6)x; P (4) = 1:8; P (3:5) = 1:96875

Zadatak 2.10 Za razli�cite vrijednosti izlaznog kuta � i konstantnu po�cetnu brzinu

v0 = 300ms�1 primjenom formule (B.4), str. 84 izra�cunati su dometi X balisti�ckog

projektila u vakuumu

�o 5o 10o 25o 45o

X (m) 1593 3138 7028 9174

Na osnovi ovih podataka odredite funkciju-polinom koja �ce za proizvoljnu daljinu X

davati vrijednost izlaznog kuta �. Pomo�cu ove funkcije za zadane daljine: 2000m,

3000m, 5000m, 7000m, 9000m izra�cunajte izlazne kuteve ��, apsolutne i relativne
pogre�ske.
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Rje�senje: �(X) = �3:2516 + 0:00669X � 0:0000011X2+ 1:0410�10X3.

X (m) � �� ���

2000 6:296 6:507 0:211
3000 9:543 9:613 0:070
5000 16:512 15:407 1:105
7000 24:865 24:819 0:046
9000 39:407 42:858 3:451

Zadatak 2.11 Olovnu kuglicu pu�stamo da u zraku pada s razli�citih visina h i mje-

rimo vrijeme pada t
h (m) 0:5 0:8 1 1:2

t (s) 0:32 0:40 0:45 0:49

Odredite interpolacijski polinom

a) za funkciju h 7! t(h), b) za funkciju t 7! h(t).

Rje�senje:

a) t(h) = 0:2257+ 0:0874h+ 0:2679h2� 0:131h3

b) h(t) = �3:56697+ 26:7947t� 61:3122t2+ 54:0473t3

Zadatak 2.12 Olovnu kuglicu pu�stamo da u ulju pada s razli�citih visina h i mje-

rimo vrijeme pada t

h (cm) 4 8 10 16 20

t (s) 2:5 5 6:25 10 12:5

Odredite interpolacijski polinom za funkciju h 7! t(h).

Rje�senje: a) t(h) = 0:625h.

Zadatak 2.13 Principom kontradikcije u dokazivanju poka�zite da za dane podatke

(xi; yi); i = 0; 1; : : : ; n, koji zadovoljavaju uvjet x0 < x1 < � � � < xn, postoji jedin-

stveni interpolacijski polinom stupnja � n.

Zadatak 2.14 Polinom Pn(x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � �+ a2x
2 + a1x + a0 mo�ze

se napisati u obliku (Hornerova shema)

Pn(x) = (((((anx+ an�1)x+ an�2)x+ an�3) � � �)x+ a1)x + a0: (�)

Izradite program kojim �cete u�citati stupanj polinoma, sve njegove koe�cijente, te za

zadanu vrijednost x = a primjenom formule (*) izra�cunati vrijednost polinoma u

to�cki a.

Zadatak 2.15 Izradite program kojim �cete u�citati n to�caka Ti(xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n
i de�nirati linearni interpolacijski spline. Za zadani broj x0 2 [x1; xn] izra�cunajte
vrijednost linearnog interpolacijskog spline-a.

Zadatak 2.16 Za zadane podatke (xi; yi), i = 0; 1; : : : ; n odredite kvadratni inter-

polacijski spline i izradite odgovaraju�ci program.
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Zadatak 2.17 Zadana je periodi�cna funkcija f perioda 2� i to�cke (xi; yi), i =
0; : : :m, xi = �� + 2�i=m, yi = f(xi). Tada postoji trigonometrijski polinom

Tn(x) =
a0

2
+

nX
j=1

(ai cos(jx) + bj sin(jx)); (2n < m);

aj =
2

m

mX
k=1

f(xk) cos(jxk); bj =
2

m

mX
k=1

f(xk) sin(jxk); j = 0; : : :n;

takav da je
mX
k=1

(f(xk) � Tn(xk))2 ! min :

Izradite program kojim �cete na osnovi zadanih podataka de�nirati trigonometrijski

polinom Tn.

Zadatak 2.18 Poka�zite da je dijagonalno dominantna matrica regularna.

Zadatak 2.19 Na osnovi podataka

a)
xi 0 2 4 5

yi 10 15 12 14
; � = 1 b)

xi 1 3 5 7

yi 8 12 10 14
; � = 4:5

odredite prirodni kubi�cni interpolacijski spline i izra�cunajte C(�).

Rje�senje:

a) C1(x) = 10 + 43
11
x� 31

88
x3; x 2 [0; 2]

C2(x) =
12
11 +

190
11 x� 147

22 x
2 + 67

88x
3; x 2 [2; 4]

C3(x) =
1124
11

� 644
11
x+ 135

11
x2 � 9

11
x3; x 2 [4; 5];

C(1) = 13:5568

b) C1(x) = 5:25 + 2:25x+ 0:75x2� 0:25x3; x 2 [1; 3]

C2(x) = �15 + 22:5x� 6x2 + 0:5x3; x 2 [3; 5]

C3(x) = 78:75� 33:75x+ 5:25x2� 0:25x3; x 2 [5; 7]

C(4:5) = 10:3125

Zadatak 2.20 Na osnovi podataka

xi 0 1 2 3 4 5

yi 1 2 1:5 2 2:5 2
; � = 2:5;

odredite prirodni kubi�cni interpolacijski spline i izra�cunajte C(�).

Uputa: Sustav (2.34) u ovom slu�caju glasi:2
664

4 1 0 0
1 4 1 0
0 1 4 1
0 0 1 4

3
775 s =

2
664
�9
6
0

�6

3
775 ;
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i ima rje�senje s = (0;�2:8134; 2:25359;�0:200957;�1:44976;0)T.
Rje�senje:

C1(x) = 1 + 1:4689x� 0:4689x3; x 2 [0; 1]

C2(x) = �0:313397 + 5:409091x� 3:94019x2+ 0:844498x3; x 2 [1; 2]

C3(x) = 9:71531� 9:63397x+ 3:58134x2� 0:409091x3; x 2 [2; 3]

C4(x) = 4:28947� 4:20813x+ 1:77273x2� 0:208134x3; x 2 [3; 4]

C5(x) = �24:4952 + 17:3804x� 3:6244x2+ 0:241627x3; x 2 [4; 5];

C(2:5) = 2:28439

Zadatak 2.21 Problem iz Primjera2.3, str. 20 rije�site primjenom kubi�cnog inter-

polacijskog spline-a. Koristite program u Dodatku.

Rje�senje: C(500) = 10:54086, C(750) = 17:2716, C(1000) = 24:32858.

Zadatak 2.22 Program u Dodatku za izra�cunavanje kubi�cnog interpolacijskog spli-

ne-a dopunite tako da ra�cuna prvu, drugu i tre�cu derivaciju dobivenog interpo-

lacijskog spline-a u to�cki � 2 [x0; xn].
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3. Rje�savanje sustava linearnih jednad�zbi

Promatramo sustav linearnih jednad�zbi

Ax = b; (3.1)

gdje je A 2 Rm�n matrica, x 2 Rm vektor nepoznanica, a b 2 Rn vektor slobodnih
koe�cijenata. Osim klasi�cnih metoda za rje�savanje sustava (3.1), kao�sto je Gaussova
metoda, postoje metode koje se zasnivaju na razli�citim dekompozicijamamatriceA,
kao �sto je Cholesky dekompozicija, QR dekompozicija, dekompozicija na singularne
vrijednosti, itd. Posebnu klasu metoda predstavljaju tzv. iterativne metode, kao
�sto je Gauss-Seidelova ili Jacobijeva metoda. Takod�er, od posebnog su prakti�cnog
zna�caja tzv. veliki rijetki sustavi linearnih jednad�zbi za koje postoje specijalne
metode za rje�savanje.

Primjer 3.1 Za po�cetak pogledajmo jednostavni sustav jednad�zbi

2x1 + 400x2 = 200

x1 + x2 = 1

�cije je rje�senje

x1 = 0:5025125628 � � �; x2 = 0:4974874372 � � �

Rije�sit �cemo ovaj sustav na ra�cunalu s 2-znamenkastom 
oating-point aritmetikom.

Mno�ze�ci prvu jednad�zbu s (�0:5) i dodavaju�ci drugoj, dobivamo

2x1 + 400x2 = 200

�200x2 = �99
Iz druge jednad�zbe dobivamo x�2 = 0:50, a nakon toga iz prve, x�1 = (200�400�0:50)=2 = 0.

Ako bismo ra�cun proveli u 3-znamenkastoj 
oating-point aritmetici, dobili bismo

x��2 = 0:497, x��1 = 0:600.

Iz ovog jednostavnog primjera vidi se da je va�zno znati procijeniti veli�cinu pogre�ske

aproksimacije rje�senja.

Ovisno o veli�cini i strukturi matrice A, prilikom rje�savanja sustava (3.1) u
prakti�cnim primjenamamogu nastupiti razli�citi numeri�cki problemi. Poku�sat �cemo
proanalizirati razloge ovim pojavama i uputiti na mogu�cnost dobivanja �sto korekt-
nijeg rje�senja u nekim za praksu va�znim slu�cajevima.
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3.1 Norma vektora i matrice

De�nicija 3.1 Neka je X realni vektorski prostor. Funkciju k �k : X !
[0;1), koja svakom vektoru x 2 X pridru�zuje nenegativan realan broj

(kojeg �cemo ozna�citi s kxk) zovemo norma ako vrijedi

(i) kxk = 0, x = 0 (pozitivna de�nitnost),

(ii) k�xk =j � j kxk za svaki � 2 R i za svaki x 2 X,

(iii) kx+ yk � kxk+ kyk za svaki x;y 2 X (nejednakost trokuta).

Vrijednost funkcije k � k na nekom vektoru x 2 X zvat �cemo norma vektora
x. U ovom poglavlju razmatrat �cemo vektorski prostor Rn, �ciji su elementi vektori
stupci. Zato obi�cno pi�semo x = (x1; : : : ; xn)

T .

Naj�ce�s�ce kori�stene vektorske norme su

kxk1 =
nP
i=1

jxij; (L1 norma)

kxk2 =
p
xTx =

�
nP
i=1

x2
i

�1=2

; (L2 ili Euklidova norma)

kxk1 = max
i=1;:::n

jxij; (L1 norma ili �Cebi�sevljeva norma)

Zadatak 3.1 Poka�zite da spomenute norme imaju sva svojstva navedena u De�ni-
ciji 3.1.

Mo�ze se pokazati da su sve tri navedene norme med�usobno ekvivalentne (vidi
primjerice Marde�si�c (1988)), tj. za svaki par i; j 2 f1; 2;1g postoje konstante
�; � > 0 takve da vrijedi

�kxki � kxkj � �kxki za svaki x 2 Rn:

Zadatak 3.2 Jedini�cna kuglina ljuska (sfera) sa sredi�stem u O 2 Rn de�nira se s

@Kn = fx 2 Rn : kxk = 1g:

Nacrtajte jedini�cne kugline ljuske za n = 2 i norme k � k1, k � k2, k � k1.

Primjedba 3.1 Odgovaraju�ce norme u vektorskom prostoru C[a;b], [a; b] � R svih

neprekidnih funkcija na intervalu [a; b] bile bi

kfk1 =
bZ
a

jf(t)j dt; kfk2 =

0
@ bZ
a

f2(t) dt

1
A

1=2

; kfk1 = max
t2[a;b]

jf(t)j
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De�nicija 3.2 Neka je Rn�n skup svih realnih matrica tipa (n � n).
Funkciju k�k : Rn�n! [0;1), koja svakoj matrici A 2 Rn�n pridru�zuje
nenegativan realan broj (kojeg �cemo ozna�citi s kAk) zovemo norma ma-
trice A ako vrijedi

(i) kAk = 0, A = 0, za svaki A 2 Rn�n

(ii) k�Ak = j�jkAk za svaki � 2 R i A 2 Rn�n,

(iii) kA+Bk � kAk+ kBk za svaki A;B 2 Rn�n

(iv) kA �Bk � kAk � kBk za sve A;B 2 Rn�n

Ako smo na Rn de�nirali vektorsku normu k � k, onda njoj mo�zemo pridru�ziti
matri�cnu normu na sljede�ci na�cin

kAk = max
x6=0

kAxk
kxk ; (3.2)

koju �cemo zvati inducirana matri�cna norma. Primijetite da je u (3.2) norma matrica
A de�nirana kao najve�ci mogu�ci omjer norme vektora Ax i norme vektora x, x 6= 0.

Iz (3.2) slijedi kAk � kAxk
kxk , odnosno

kAxk � kAk kxk: (3.3)

Matri�cne norme inducirane ranije spomenutim vektorskim normama su

kAk1 = max
j=1;:::n

kajk1; gdje je aj j-ti stupac matrice A

kAk2 = �1(A)� najve�ca singularna vrijednost matrice A (vidi t.3.9, str. 60)
kAk1 = max

i=1;:::n
kaTi k1; gdje je ai i-ti redak matrice A:

Ako za neku matri�cnu i za neku vektorsku normu vrijedi (3.3), ka�zemo da su
one kompatibilne (ili konzistentne).

Osim navedenih, va�zna matri�cna norma je tzv. Frobeniusova norma matrice
A 2 Rm�n

kAkF =

0
@ mX
i=1

nX
j=1

a2
ij

1
A

1=2

;

Frobeniusova norma nije inducirana matri�cna norma, ali je kompatibilna s Eukli-
dovom vektorskom normom (vidi primjerice [19], tj. vrijedi

kAxk2 � kAkF kxk2:

Ako je ~x aproksimacija vektora x, a ~A aproksimacijamatriceA, onda analogno
kao �sto smo to uradili u t.1.2, str. 4, mo�zemo de�nirati
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Vektor Matrica

Pogre�ska aproksimacije �x = ~x� x �A = ~A �A

Apsolutna pogre�ska aproksimacije k�xk = k~x� xk k�Ak = k~A �Ak

Relativna pogre�ska aproksimacije
k~x�xk
kxk

k~A�Ak
kAk

3.2 Uvjetovanost sustava linearnih jednad�zbi

Promatramo sustav jednad�zbi Ax = b uz pretpostavku da je A kvadratna
regularna matrica. Tada sustav ima jedinstveno rje�senje x = A�1b. Mo�zemo
postaviti ovakvo pitanje:

(i) Koliko �ce se promijeniti rje�senje x sustava, ako se promijeni vektor slobodnih

koe�cijenata b, a matrica A ostane nepromijenjena?

Neka je x rje�senje sustava Ax = b, a ~x = x + �x rje�senje \perturbiranog

sustava" A~x = b+�b, tj.

A(x +�x) = b+�b: (3.4)

Iz (3.1) i (3.4) dobivamo
�x = A�1�b; (3.5)

Kori�stenjem kompatibilne matri�cne i vektorske norme, iz (3.1) i (3.5) dobivamo

kbk � kAkkxk; (3.6)

k�xk � kA�1kk�bk: (3.7)

Dijeljenjem (3.7) s kxk i kori�stenjem (3.6) dobivamo

k~x� xk
kxk � kA�1k � kAkk�bkkbk ; (3.8)

�cime smo ocijenili relativnu pogre�sku vektora ~x pomo�cu relativne pogre�ske vektora
b.

Vrijedi takod�er (vidi primjerice Golub (1996)):

(ii) Ako se matrica sustava A promijeni za �A, a vektor b ostane nepromijenjen,

onda relativnu pogre�sku aproksimacije rje�senja ~x mo�zemo ocijeniti s

k~x� xk
k~xk � kA�1k � kAkk�AkkAk : (3.9)

(iii) Ako se matrica sustava A promijeni za �A, a vektor b za �b, onda relativnu

pogre�sku aproksimacije rje�senja ~x mo�zemo ocijeniti s

k~x� xk
kxk � k(A+�A)�1kkAk

�k�bk
kbk +

k�Ak
kAk

�
: (3.10)
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U sva tri slu�caja u ocjeni relativne pogre�ske aproksimacije rje�senja pojavio
se broj kA�1kkAk. Ovaj broj zvat �cemo broj uvjetovanosti regularne matrice A
(condition number) i ozna�cavati s

cond (A) = kA�1kkAk:

Broj uvjetovanosti cond (A) uvijek je ve�ci ili jednak 1. Naime,

1 � kIk = kAA�1k � kAkkA�1k = cond (A):

Ako je cond (A) blizu 1, ka�zemo da je matrica dobro uvjetovana, a ako je cond (A)
mnogo ve�ci od 1, ka�zemo da je matrica A lo�se uvjetovana (ill-conditioned).

Iz (3.8), (3.9) i (3.10) vidi se da �ce i male pogre�ske u matrici ili vektoru slobod-
nih koe�cijenata sustava s lo�se uvjetovanommatricom sustava rezultirati zna�cajnom
pogre�skom u rje�senju sustava.

Primjer 3.2 Rje�senje sustava linearnih jednad�zbi, gdje su matrica sustava A i

vektor b zadani s

A =

�
0:234 0:458
0:383 0:750

�
; b =

�
0:224
0:367

�
;

je x = (�1; 1)T . Promijenimo vektor b za �b = (0:00009; 0:000005)T.

Egzaktno rje�senje sustava Ax = b+ �b je ~x = (�0:241774; 0:612791)T , pri �cemu
je �x = ~x � x = (0:758256;�0:387209)T . Izra�cunajmo relativne pogre�ske vektora
b i x u normi k � k1.

k�bk
kbk =

0:00009

0:367
� 2:45� 10�4;

k�xk
kxk =

0:758256

1
= 0:758256:

Dakle, relativna pogre�ska rje�senja je vi�se od 3 000 puta ve�ca od relativne pogre�ske
vektora b.

Na�cinimo sada malu promjenu u elementu a11 matrice A, tako da je

A+�A =

�
0:233 0:458
0:383 0:750

�
:

Egzaktno rje�senje sustava (A+�A)~x = b je ~x = (0:129518; 0:423193)T . Sada je

k~x� xk
k~xk =

1:129518

0:423193
� 2:67;

k�Ak
kAk =

0:001

1:133
� 0:00075;

pa je relativna pogre�ska aproksimacije rje�senja opet vi�se od 3 000 puta ve�ca od
relativne pogre�ske u matrici A.

Razloge za ove pojave treba tra�ziti u veli�cini broja uvjetovanosti matrice A.
Kako je

A =

�
0:234 0:458
0:383 0:750

�
; A�1 =

�
8720:93 �5325:58
�4453:49 2720:93

�
;
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dobivamo kAk1 = 1:133 i kA�1k1 = 14 046:51, pa je broj uvjetovanosti matrice
A cond (A) = 15 914:70.

Zadatak 3.3 Provedite �citav ra�cun iz Primjera3.2 za norme k � k1 i k � k2.
Uputa: Broj uvjetovanosti cond (A) u k � k2 mo�ze se izra�cunati (vidi primjerice
Golub (1996)) po formuli

cond (A) =
�1

�n
;

gdje je �1 najve�ca, a �n najmanja singularna vrijednost matrice A (vidi takod�er
t.3.9, str. 60). Singularne vrijednosti kvadratne matrice A mogu se lako izra�cunati
programomMathematica naredbom: SingularValues[A][[2]].

Primjedba 3.2 Moglo bi se pomisliti da je veli�cina determinante matrice u di-

rektnoj vezi s uvjetovanosti matrice. Da te dvije veli�cine nisu u direktnoj vezi

vidi se ve�c iz sljede�ceg primjera. Tako je primjerice dijagonalna matrica D =
diag(10�10; 10�10) perfektno uvjetovana kao jedini�cna matrica (cond (D) = 1), a
njezina determinanta je skoro nula (detD = 10�20). S druge strane, dijagonalna

matrica S = diag (105; 10�5) je lo�se uvjetovana (cond (S) = 1010), iako je detS = 1.

3.3 Rje�savanje trokutastih sustava

Sustav linearnih jednad�zbi Ux = b, gdje je U 2 Rn�n gornja1 trokutasta
matrica

U =

2
6664
u11 u12 : : : u1n
0 u22 : : : u2n
...

...
. . .

...
0 0 : : : unn

3
7775 ; uii 6= 0; i = 1; : : : ; n

lako se rje�sava rje�savanjem unazad (engl: Back Substitution (BS)):

xi =
1

uii

 
bi �

nX
k=i+1

uikxk

!
; i = n; n�1; : : :1: (3.11)

Sli�cno, sustav linearnih jednad�zbi Lx = b, gdje je L 2 Rn�n donja2 trokutasta
matrica

L =

2
6664
l11 0 : : : 0
l21 l22 : : : 0
...

...
. . .

...
ln1 ln2 : : : lnn

3
7775 ; lii 6= 0; i = 1; : : : ; n

rje�sava se rje�savanjem unaprijed (engl: Forward Substitution (FS)):

xi =
1

lii

 
bi �

i�1X
k=1

likxk

!
; i = 1; : : :n: (3.12)

1engl: upper = gornji
2engl: lower = donji
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Ni�ze su navedeni odgovaraju�ci dijagrami toka,Mathematica { programi za rje�savanje
donjeg trokutastog (Algoritam FS) i gornjeg trokutastog (Algoritam BS) sustava.

��
@@

@@
��

?

?

�
��

@
@@

@
@@

@
@@

�
�

��

�

��
@@

@@
��

-

- i = 1; n

xi =
bi

aii

i > 1
neda

i = 1; i� 1

?
xi = xi �

aij

aii
xj

��
@@

@@
��

?

?

�
��

@
@@

@
@@

@
@@

�
�

��

�

��
@@

@@
��

-

- i = 1; n

k = n� i+ 1

xk =
bk

akk

k < n
neda

i = k + 1; n

?
xk = xk �

akj

akk
xj

Algoritam FS Algoritam BS

FS[n_, a_, b_]:= Module[{i,j}, x = Table[0, {i,n}];

x[[1]] = b[[1]]/a[[1,1]];

Do[

x[[i]] = (b[[i]] - Sum[a[[i,j]] x[[j]], {j,i-1}])/a[[i,i]]

,{i,2,n}]

]

BS[n_, a_, b_] := Module[{i,j,k}, x = Table[0, {i,n}];

x[[n]] = b[[n]]/a[[n,n]];

Do[k = n-i;

x[[k]] = (b[[k]] - Sum[a[[k,j]] x[[j]], {j,k+1,n}])/a[[k,k]]

,{i,n-1}]

]

Zadatak 3.4 Specijalizirajte algoritme FS i BS za slu�caj trodijagonalne matrice3

(kakva se primjerice pojavljuje kod prirodnog kubi�cnog spline-a, str. 28).

Uputa: Od cijele matrice treba \pamtiti" samo tri vektora: glavnu dijagonalu, te

donju i gornju sporednu dijagonalu matrice A.

3.4 Gaussova metoda eliminacije

Zadana je kvadratna regularna matrica A i vektor slobodnih koe�cijenata b

A =

2
6664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

3
7775 ; b =

2
6664
b1
b2
...
bn

3
7775 ; (3.13)

3Trodijagonalna matrica je specijalni slu�caj tzv. vrp�castih matrica, koje spadaju u tzv. rijetko
popunjene matrice (sparse matrices).
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Prema Kronecker-Capellijevom teoremu sustav Ax = b je rje�siv i ima jedinstveno
rje�senje4.

Pretpostavimo da je tzv. pivot-element a11 6= 0. Najprije �cemo primjenom
Gaussovih transformacija matricu A svesti na oblik

A(2) =

2
6664
a11 a12 � � � a1n

0 a
(2)
22 � � � a

(2)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(2)
n2 � � � a

(2)
nn

3
7775 ; b(2) =

2
6664

b1

b
(2)
2
...

b
(2)
n

3
7775 ;

gdje je, uz oznaku mi1 =
ai1

a11
,

a
(2)
ik

= aik �mi1a1k; b
(2)
i

= bi �mi1b1; (i; k = 2; : : : ; n) (3.14)

Uz pretpostavku da je sljede�ci pivot-element a
(2)
22 6= 0, na sli�can na�cin dobivamo

A(3) =

2
6666664

a11 a12 a13 � � � a1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 � � � a

(2)
2n

0 0 a
(3)
33 � � � a

(3)
3n

...
...

...
. . .

...

0 0 a
(3)
n3 � � � a

(3)
nn

3
7777775
; b(3) =

2
6666664

b1

b
(2)
2

b
(3)
3
...

b
(3)
n

3
7777775
;

gdje je, uz oznaku mi2 =
a
(2)

i2

a
(2)

22

,

a
(3)
ik

= a
(2)
ik
�mi2a

(2)
2k ; b

(3)
i

= b
(2)
i
�mi2b

(2)
2 ; (i; k = 3; : : : ; n) (3.15)

Uz pretpostavku da su svi pivot-elementi bili razli�citi od nule, nakon (n � 1)
ovakvih koraka (iteracija) matrica A prije�ci �ce u oblik gornje trokutaste matrice,
gdje su svi dijagonalni elementi razli�citi od nule. Takav sustav jednad�zbi lako se
rje�sava (Algoritam BS, str. 44).

Primjedba 3.3 Primjenom Gaussovih transformacija matricu sustava mogli bismo

svesti i na dijagonalnu matricu. U tom slu�caju govorimo o Gauss-Jordanovoj metodi,
koja igra va�znu ulogu kod simplex-metode za rje�savanje problema linearnog programi-
ranja.

Vidjeli smo da je prilikom provod�enja Gaussovog postupka va�zno da su svi

pivot-elementi: a11; a
(2)
22 ; : : : razli�citi od nule. To ne�ce biti uvijek osigurano, iako

je matrica sustava regularna. Ipak, postoje dva va�zna slu�caja, gdje �ce spomenuti
uvjet biti ispunjen. To su slu�cajevi kada je matrica sustava

4Iako se Gaussovom metodom mo�ze rje�savati op�ci sustav linearnih jednad�zbi (gdje broj jed-
nad�zbi nije jednak broju nepoznanica ili gdje matrica sustava nije regularna), mi �cemo se zadr�zati
na ovom specijalnom slu�caju, koji je i naj�ce�s�ci u primjenama.
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� dijagonalno dominantna, tj jaiij �
P
j 6=i
jaijj

� simetri�cna i pozitivno de�nitna, tj AT = A & xTAx > 0 za sve x 6= 0.
Prema poznatom Sylvesterovom kriteriju, simetri�cna matrica A je pozitivno
de�nitna onda i samo onda ako su svi njezini glavni minori5 pozitivni.

Dijagonalna dominantnost, odnosno pozitivna de�nitnost vrlo su jaki uvjeti na ma-
tricu A. Da bi se ipak pro�sirila klasa matrica za koje bi Gaussov postupak bio
provediv, ranije opisanu Gaussovu metodu eliminacije malo �cemo modi�cirati.

Jedan poku�saj u tom smislu je tzv. strategija parcijalnog pivotiranja:

u k-toj iteraciji treba zamijeniti k-ti s r-tim retkom, gdje je r najmanji

indeks retka takav da je

ja(k)
rk
j = max

k�i�n
ja(k)
ik
j

(vidi shemu na Slici 3.1)
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Slika 3.1 Strategija parcijalnog (lijevo) i strategija potpunog (desno) pivotiranja

Drugi poku�saj je tzv. strategija potpunog pivotiranja:

u k-toj iteraciji najprije pronad�emo cijele brojeve r i s, za koje je

ja(k)rs j = max
k�i;j�n

ja(k)
ij
j;

a onda sukcesivno napravimo zamjenu k-tog i s-tog stupaca, te k-tog i

r-tog retka (vidi shemu na Slici 3.1)

Primjer 3.3 Ako bismo u Primjeru3.1, str. 38 za slu�caj 2-znamenkaste 
oating-

point aritmetike primijenili strategiju parcijalnog pivotiranja, dobili bismo isti (lo�si)

rezultat. Primjenom strategije potpunog pivotiranja dobili bismo \to�can" rezultat:

x�1 = x�2 = 0:50.

5Glavni minori matrice A su determinante detAk; k = 1; : : : n, gdje je Ak matrica dobivena
od elemenata matriceA na presjeku prvih k stupaca i prvih k redaka
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U 3-znamenkastoj 
oating-point aritmetici ve�c uz primjenu strategije parci-

jalnog pivotiranja dobili bismo \to�can" rezultat x��1 = 0:503, x��2 = 0:498.

Ovaj primjer pokazuje da se strategijom parcijalnog, a naro�cito strategijom
potpunog pivotiranja takod�er mo�ze posti�ci i numeri�cka stabilnost Gaussovog po-
stupka.

Zadatak 3.5 Izradite program koji �ce u k-znamenkastoj 
oating-point aritmetici

(k = 2; 3; : : : ; 8) rje�savati sustav linearnih jednad�zbi Ax = b:

| Gaussovom metodom bez pivotiranja;

| Gaussovom metodom uz strategiju parcijalnog pivotiranja;

| Gaussovom metodom uz strategiju potpunog pivotiranja;

Program ispitajte na sljede�cim primjerima:

(a) �
0:0001 0:5

0:4 �0:4
� �

x1
x2

�
=

�
0:5

0:1

�
;

Egzaktno rje�senje zaokru�zeno na 4 znamenke je x = (0:9999; 0:9998)T .

(b)

�x1 = b

�x2 = c

x1 + x2 + x3 = a
;

gdje je �;a; b; c 2 R. Egzaktno rje�senje je x1 =
b

�
; x2 =

c

�
; x3 = a� b

�
� c

�
.

(c) Sustav kome je matrica sustava tzv. Hilbertova matrica Hij =
1

i+j�1
; i =

1; : : : ; n, s proizvoljnim vektorom slobodnih koe�cijenata.

3.5 LU-dekompozicija

Pretpostavimo da je A 2 Rn�n regularna kvadratna matrica, kojoj su svi
glavni minori razli�citi od nule. Tada je na jedinstven na�cin mogu�ce na�ciniti rastav
(Bj�orck (1974))

A = LU

gdje je L donja trokutasta matrica, kojoj su na glavnoj dijagonali jedinice, a U
gornja trokutasta matrica, �ciji dijagonalni elementi nisu nule2
6664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

3
7775 =

2
6664

1 0 � � � 0
l21 1 � � � 0
...

...
. . .

...
ln1 ln2 � � � 1

3
7775 �
2
6664
u11 u12 � � � u1n
0 u22 � � � u2n
...

...
. . .

...
0 0 � � � unn

3
7775

(3.16)

Zadatak 3.6 Matrica A =

�
0 1
1 1

�
je regularna kvadratna matrica. Poka�zite da

za ovu matricu ipak nije mogu�ce na�ciniti LU-dekompoziciju.
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Najprije �cemo pokazati da Gaussova metoda eliminacije opisana u prethodnoj
to�cki primijenjena na kvadratnu matricu A, kojoj su svi glavni minori razli�citi od
nule generira LU-dekompoziciju te matrice.

Pretpostavimo da je A kvadratna regularna matrica kojoj su svi glavni minori
razli�citi od nule. Ako uvedemo vektore

u1 = (0;m21; : : : ;mn1)
T ; v1 = (1; 0; : : : ; 0)T ;

i elementarnu matricu M1:

M1 = I� u1v
T

1 =

2
6664

1
�m21 1
...

...
. . .

�mn1 0 � � � 1

3
7775 ;

gdje su elementi mi;j zadani kao u t.3.4, str. 44, onda matricu A(2) dobivenu u
prvom koraku Gaussovog postupka eliminacije mo�zemo pisati kao

A(2) =M1A;

Matricu A(3) mo�zemo pisati kao

A(3) =M2M1A;

gdje je M2 = I� u2v
T
2 elementarna matrica s vektorima

u2 = (0; 0;m32; : : : ;mn2)
T ; v2 = (0; 1; 0; : : : ; 0)T

Na kraju Gaussovog postupka matrica A primit �ce oblik gornje trokutaste matrice,
koju �cemo ozna�citi s U i zapisati kao

U :=Mn�1 � � �M2M1A

Sve matrice M1; : : :Mn�1 su regularne donje trokutaste matrice s jedinicama na
glavnoj dijagonali. Zato su takve i njihove inverzne matrice. Mo�zemo pisati

A = LU gdje je L =M�1
1 M�1

2 � � �M�1
n�1:

Matrica L je donja trokutasta matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali jer su sve
matricaMk takvog oblika.

Zadatak 3.7 Poka�zite da je inverzna matrica matrice Mk = I � ukv
T

k
iz gornjeg

izvoda zadana s

M�1
k

= I+ ukv
T

k :

Primjedba 3.4 Op�cenitije mo�ze se pokazati da vrijedi tzv. Sherman-Morriso-

nova6 lema:

6J. Sherman, W. J. Morrison, Adjustments of an inverse matrix corresponding to changes in

the elements of a given column or a given row of the original matrix, Ann. Math. Stat. 20(1949),
621.
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Neka je A 2 Rn�n regularna matrica i u;v 2 Rn. Tada je matrica A + uvT

regularna onda i samo onda ako je � = 1 + vTA�1u 6= 0. U tom slu�caju vrijedi

formula

(A + uvT )�1 = A�1 � 1

�
A�1uvTA�1:

Primjedba 3.5 Ako svi glavni minori regularne kvadratne matrice A nisu razli�citi

od nule (vidi Primjer 3.6), onda postoji matrica permutacija P, takva da je PA = LU

LU-dekompozicija matrice PA. Matrica P pojavljuje se prilikom provod�enja Gausso-

vog postupka uz primjenu strategije parcijalnog pivotiranja (vidi Gill (1991)).

U nekim prakti�cnim situacijama (primjerice { analiza modela nacionalne priv-
rede) treba vi�se puta rje�savati sustav Ax = bi, gdje je matrica sustava (\matrica
tehnologije") uvijek ista, a vektor slobodnih koe�cijenata (\outputi") se mijenja.
Takod�er se mo�ze dogoditi da treba rije�siti sustave Ax1 = b1 i Ax2 = b2, gdje je b2
neka funkcija od x1. U takvim situacijama korisno je poznavati LU-dekompoziciju
matrice sutava A=LU.

Sustav Ax = b tada glasi A1

LUx = b; (3.17)

Ako ozna�cimo
z :=Ux; (3.18)

onda (3.17) postaje sustav
Lz = b; (3.19)

koji se lako rje�sava jer je matrica sustava L donja trokutasta matrica s jedinicama
na glavnoj dijagonali (Algoritam FS). Rje�senje z� sustava (3.19) uvrstimo u (3.18),
koji se sada lako rje�sava jer je matrica sustava U gornja trokutasta matrica �ciji
dijagonalni elementi nisu nule (Algoritam BS). Rje�senje x� sustava (3.18) je i rje�senje
polaznog sustava.

Primijetimo takod�er da poznavaju�ci LU-dekompoziciju matrice A, prema Bi-
net-Cauchyjevom teoremu (vidi primjerice Juki�c (1998), str. 244) lako mo�zemo
izra�cunati determinantu matrice A

detA = u11u22 � � �unn:

Matrice L i U u rastavu A = LU mo�zemo dobiti primjerice tzv. Croutovom
metodom (vidi Stoer (1993)):

(1) a1j =
1P

k=1

l1kukj; u1j := a1j; j = 1; : : : ; n

(2) ai1 =
1P
k=1

likuk1; li1 := ai1 :=
ai1

u11
; i = 2; : : : ; n

(3) a2j =
2P

k=1

l2kukj; u2j := a2j � l21u1j; j = 2; : : : ; n

...
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ili op�cenito:

Algoritam LU: za i = 1; : : : ; n

uij := aij �
i�1P
k=1

likukj; j = i; n

lji :=
1
uii

�
aji �

i�1P
k=1

ljkuki

�
; j = i+ 1; : : : ; n

LU[a_,n_]:= Module[{i,j,k},

L=Table[0,{i,n},{j,n}]; U=Table[0,{i,n},{j,n}]; Do[L[[i,i]]=1,{i,n}];

Do[

Do[

U[[i,j]]= a[[i, j]] - Sum[L[[i,k]] U[[k,j]], {k,i-1}],

{j,i,n}];

Do[

L[[j,i]]= (a[[j,i]] - Sum[L[[j,k]] U[[k,i]], {k,i-1}])/U[[i,i]], {j,i+1

,{i,n}];

Print["L=", MatrixForm[L], ", U=", MatrixForm[U]]

]

Primjer 3.4 Treba rije�siti sustav linearnih jednad�zbi gdje su matrica sustava A i

vektor slobodnih koe�cijenata b, zadani s

A =

2
4 1 4 7

2 5 8
3 6 11

3
5 ; b =

2
4 1

1
1

3
5

Navedenim Mathematica-programom ili BASIC-programom u dodatku dobivamo

L =

2
4 1 0 0

2 1 0

3 2 1

3
5 ; U =

2
4 1 4 7

0 �3 �6
0 0 2

3
5

Sukcesivnim rje�savanjem jednad�zbi (3.19) i (3.18), dobivamo rje�senje sustava

x1 = �1=3; x2 = 1=3; x3 = 0:

Rje�senje mo�zemo dobiti kori�stenjem FS i BS modula (nakon �sto smo aktivirali: LU[3,A])

kako slijedi

FS[3;L;b]; BS[3;U;x];x

Zadatak 3.8 Izvedite formule navedene u Algoritmu LU koriste�ci de�niciju jed-

nakosti dviju matrica. Specijalizirajte algoritam za slu�caj trodijagonalne matrice

Primjer 3.5 Za kvadratnu regularnu matricu A 2 Rn�n vrijedi AA�1 = I. Ako

s x1; : : : ;xn ozna�cimo vektore-stupce matrice A�1, a s: e1; : : : ; en vektore-stupce

jedini�cne matrice I, onda matri�cnu jednad�zbu AA�1 = I mo�zemo zapisati kao n

sustava linearnih jednad�zbi

Ax1 = e1; Ax2 = e2; : : : ; Axn = en;
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Kori�stenjem LU-dekompozicije matrice A, te ranije sagrad�enih algoritama FS i BS

mo�zemo izra�cunati inverznu matricu. Primjerice za matricu iz Primjera 3.4, str. 50 imamo

(* Invertiranje matrice *)

In[1]:= n=3;

a={{1,4,7}, {2,5,8}, {3,6,11}};

LU[n,a];

inv=Table[0, {i,n}, {j,n}];

Do[FS[n,L,IdentityMatrix[n][[i]]];

BS[n,U,x]; inv[[i]]=x, {i,n}]

Transponse[inv]//MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=

2
64
� 7

6
1
3

1
2

� 1
3

5
3

�1
1
2

�1 1
2

3
75

3.6 Cholesky - dekompozicija

Pretpostavimo da je A 2 Rn�n simetri�cna pozitivno de�nitna matrica. Tada
je Gaussov postupak provediv bez strategije pivotiranja, pri �cemu su svi pivot-

elementi a11; a
(2)
22 ; : : : pozitivni. Zbog simetri�cnosti matrice A, mno�ze�ci slijeva ele-

mentarnom matricomM1 (vidi t.3.5, str. 48) i sdesna matricomMT
1 , dobivamo

~A(2) =M1AM
T

1 =

2
6664
a11 0 � � � 0

0 a
(2)
22 � � � a

(2)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(2)
n2 � � � a

(2)
nn

3
7775 :

Ponavljaju�ci postupak kao u t.3.5, str. 48, nakon (n� 1) koraka dobivamo

Mn�1 � � �M2M1AMT

1 M
T

2 � � �MT

n�1 = diag(a11; a
(2)
22 ; : : : ; a

(n)
nn ) =: D (3.20)

Kako su svi dijagonalni elementi matrice D pozitivni, mo�zemo de�nirati

p
D = diag

�p
a11;

q
a
(2)
22 ; : : : ;

q
a
(n)
nn

�
;

a (3.20) zapisati kao

A =M�1
1 � � �M�1

n�1
p
D
p
D
�
MT

n�1
��1 � � ��MT

1

��1
:

Ako sada de�niramo

L := M�1
1 � � �M�1

n�1
p
D;

LT :=
p
D
�
MT

n�1
��1 � � � �MT

1

��1
;
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dobivamo Cholesky-dekompoziciju matrice A:

A = LLT ; (3.21)

gdje je L donja trokutasta matrica. Dekompoziciju (3.21) neki puta je zgodnije
pisati u obliku A = RTR, gdje je R = LT gornja trokutasta matrica. Ako je
Cholesky dekompozicija matrice A poznata, onda sustav Ax = b, odnosno sustav
LLTx = b rje�savamo tako da najprije Algoritmom FS rije�simo sustav Lz = b.
Rje�senje polaznog sustava tada je x� = Lz.

Elemente matrice L redom, stupac po stupac, mo�zemo dobiti na sljede�ci na�cin.

Algoritam Cholesky

Za k = 1; : : : ; n

lkk =

 
akk �

k�1P
p=1

l2kp

!1=2

; lik = 1
lkk

 
aik �

k�1P
p=1

liplkp

!
; i = k+ 1; : : : ; n:

(pri �cemu navedene sume ne�cemo izvoditi ako je gornja granica sume manja od donje

granice).

Cholesky[a_, n_]:=

Module[{i,j,k,p}, L=Table[0,{i,n}, {j,n}];

Do[L[[k, k]]=

Sqrt[a[[k, k]]-Sum[L[[k, p]]^2, {p,k-1}]];

Do[

L[[i, k]] =

(a[[i, k]]-Sum[L[[i,p]] L[[k,p]], {p,k-1}])/L[[k,k]], {i,k+1,n}], {k,n}];

Print["L=", MatrixForm[L]]

]

Primjer 3.6 Cholesky dekompozicijom treba rije�siti sustav Hx = b, gdje je H

Hilbertova matrica 3. reda (str. 47), a b = (1; 1; 1)T .

Algoritmom Cholesky lako dobivamo

L =

2
64

1 0 0
1
2

1

2
p
3

0

1
3

1

2
p
3

1

6
p
5

3
75

i rje�senje sustava x� = (3;�24; 30)T .

3.7 QR{dekompozicija

QR-dekompozicija, koju bismo �zeljeli sada izlo�ziti, matricu A 2 Rm�n ras-
tavlja na produkt QR, gdje je Q ortogonalna, a R gornja trokutasta matrica. Na
taj na�cin sustav Ax = b prelazi u trokutasti sustav

Rx = QTb;
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koji se lako rje�sava AlgoritmomBS. Ono �sto je ovdje od izuzetnog zna�caja je
�cinjenica da se pri tome broj uvjetovanosti nije promijenio, tj.

cond (A) = cond (R):

I to nije sve ! QR{dekompozicija je provediva i u slu�caju ako je matrica A singu-
larna, pa �cak i ako je A pravokutna matrica nepunog ranga po retcima ili stupcima.
Mi �cemo razmotriti dovoljno op�ceniti slu�caj, koji se javlja kod rje�savanja sustava
linearnih jednad�zbi i kod rje�savanja tzv. linearnog problema najmanjih kvadrata
(t.6.1, str. 108).

Pretpostavimo dakle, da je matrica A 2 Rm�n (m � n) punog ranga po
stupcima (rangA = n), tada postoji ortogonalna matrica7 Q 2 Rm�m i gornja
trokutasta matrica R s elementima na glavnoj dijagonali koji su razli�citi od nule,
tako da je A = QR. Ovaj rastav nazivamo QR{dekompozicija matrice A.

=

m

n

n m n

m m

A Q

R

0

@
@
@0

)
Rn

QR-dekompozicijamatrice A mo�ze se dobiti na vi�se na�cina. Spomenimo samo
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije,Givensove rotacije i Householderove trans-

formacije (vidi Bj�orck (1990), Gill (1991), Golub (1996), Lawson (1996), Stew-
art (1998)). Mi �cemo QR-dekompoziciju graditi primjenomHouseholderovih trans-
formacija.

U tu svrhu najprije �cemo uvesti pojam tzv. Householderove matrice:

H = H(u) := I � 2uuT ; uTu = 1; u 2 Rm; H 2 Rm�m; (3.22)

Vektor u iz (3.22) nazivamo Householderov vektor. Householderova matrica je
o�cigledno simetri�cna i ortogonalna. Posebno je va�zno sljede�ce svojstvo ove matrice:

Lema 3.1 Za dva vektora a; b jednake Euklidove norme postoji Householderov vek-

tor u, tako da je Ha = b, odnosno, zbog simetri�cnosti matrice H, Hb = a.

Dokaz. Ako je a = b, onda je H = I. Pretpostavimo zato da su a; b dva
vektora takva da je

a 6= b & kak = kbk (3.23)

7OrtogonalnamatricaQ je takva kvadratnamatrica za koju vrijediQQT = QTQ = I, odnosnoX
k

qikqjk = �ij &
X
k

qkiqkj = �ij;

tj. njeni retci i njeni stupci �cine ortonormirani sustav vektora. Ona je regularna matrica za koju
je Q�1 = QT . Ima va�zno svojstvo da �cuva L2 normu, tj.

kQak
2 = (Qa)T (Qa) = a

T
Q
T
Qa = a

T
a = kak

2:

Ortogonalna matrica geometrijski predstavlja rotaciju ili simetriju prostora
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Ovo takod�er zna�ci da vektori a,b ne mogu biti nulvektori. Primijetimo takod�er da
je ka� bk � j kak � kbk j > 0. Zato mo�zemo de�nirati Householderov vektor

u =
1

ka� bk(a� b):

Kako je

a�Hb = (a � b) + 2
a � b

ka� bk
(a � b)T

ka� bk b =
a � b

ka� bk2 (ka� bk2 + 2(a� b)Tb);

onda zbog

ka� bk2 + 2(a � b)Tb = aTa � 2aTb+ bTb+ 2aTb� 2bTb = aTa � bTb;

vrijedi Hb = a. 2

Primjer 3.7 Vektori a = (9
2
; 1)T i b = (3; 7

2
)T imaju svojstvo (3.23). De�nirat

�cemo Householderov vektor u, tako da bude Ha = b.

Stavimo

u =
(a � b)

ka � bk =
2p
34

�
3

2
;�5

2

�T

Householderova matrica glasi

H =

�
1 0

0 1

�
� 2

4

34

"
3
2

� 5
2

#
�
�
3

2
;�5

2

�
=

"
8
17

15
17

15
17

� 8
17

#

i vrijedi

Ha =

"
8
17

15
17

15
17

� 8
17

#
�
"

9
2

1

#
=

"
3

7
2

#
= b

6

-��
��

�1
�
�
�
�
��

@
@

@@I

�����)

y

x

��

��

��

��

��

~a
~b

~u

�~a

Slika 3.2

Na Slici3.2 vidi se da su vektori a i b osno simetri�cni na pravac kroz ishodi�ste, koji je

okomit na vektor u. Dakle, Householderova matrica u geometrijskom smislu predstavlja

zrcaljenje ili rotaciju prostora.

Zadatak 3.9 Zadana je to�cka T (4; 3). Odredite to�cku T 0 na pozitivnom dijelu osi

x, tako da bude k~rTk = k~rT 0k, gdje su ~rT ; ~rT 0 radij-vektori to�caka T; T
0. Odredite

takod�er odgovaraju�cu Hausholderovu matricu H, koja �ce vektor ~rT preslikavati u

vektor ~rT 0 .
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Rje�senje: T 0(5; 0), H = 1
5

�
4 3
3 �4

�
.

Primjedba 3.6 Mno�zenje nekog vektora c s Householderovom matricom H mo�ze

se jednostavno provesti. Naime, zbog

Hc = c � 2(uTc)u;

dovoljno je napraviti skalarni produkt uTc, mno�zenje vektora sa skalarom 2(uTc)u
i oduzimanje vektora c� 2(uTc)u.

U cilju svod�enja matrice A na gornje trokutasti oblik, njene stupce promatrat
�cemo kao vektore u Rm. Pretpostavimo op�cenito da je a 2 Rm i da je za k � 1
barem jedna od komponenti ak; : : : ; am vektora a razli�cita od nule. Konstruirat
�cemo Householderovu matricu H tako da se prvih (k � 1) komponenti vektora
b := Ha i vektora a podudaraju, a da se posljednjih (m � k) komponenti vektora
b poni�stavaju. Dakle, treba biti

(Ha)i = bi =

8<
:

ai; i = 1; :::; k� 1
�
; i = k

0; i = k + 1; :::;m
; 
 =

q
a2
k
+ � � �+ a2

m
:

Pri tome �cemo predznak (�
) birati tako da bude suprotan predznaku od ak. Pri-
mijetimo da je stoga bk = �sgn(ak)
. O�cigledno je kak = kbk.

Potra�zimo oblik vektora u. Koriste�ci jednakost jakj = ak sgn(ak), dobivamo

ka� bk2 = (ak + sgn(ak)
)
2 + a2

k+1 + � � �+ a2m

= a2
k
+ 2
aksgn(ak) + 
2 + a2

k+1 + � � �+ a2
m
= 2
(
 + jakj):

Zato je

u =
a� b

ka� bk =
1p

2
(
 + jakj)

2
66666666664

0
...
0

ak + sgn(ak)

ak+1

...
am

3
77777777775
:

Primjer 3.8 Treba konstruirati Householderovu matricu H tako da poni�sti drugu

komponentu vektora a = (4; 3)T .

U ovom slu�caju je k = 1, 
 =
p
16 + 9 = 5,

u =
1p

10(5 + 4)

�
4 + 5
3

�
=

1p
90

�
9
3

�
; H = �1

5

�
4 3
3 �4

�
:

Dobivamo: Ha = (�5; 0)T .
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Zadatak 3.10 Konstruirajte Householderovu matricuH tako da poni�sti samo tre�cu

komponentu vektora a = (7; 4; 3)T .
Rje�senje:

k = 2; 
 = 5; u =
1p
90

2
4 0

9
3

3
5 ; H = �1

5

2
4 5 0 0

0 �4 �3
0 �3 4

3
5 ; Ha =

2
4 7
�5
0

3
5 :

Primjer 3.9 Primjenom Householderovih transformacija, matricu A treba trans-

formirati u gornju trokutastu

A =

2
4 10 9 18

20 �15 �15
20 �12 51

3
5 :

1. Najprije stavimo k = 1 i a = (10; 20; 20)T . Dobivamo


 = 30; u
(1) =

1p
60(30 + 10)

2
4 10 + 30

20
20

3
5 =

1p
6

2
4 2

1
1

3
5 ;

H1 = �1

3

2
4 1 2 2

2 �2 1

2 1 �2

3
5 ; A

(1) :=H1A =

2
4 �30 15 �30

0 �12 �39
0 �9 27

3
5 :

2. Stavimo k = 2, a = (15;�12;�9)T . Dobivamo


 = 15; u
(2)

=
1p

30(15 + 12)

2
4 0

�12� 15
�9

3
5 =

1p
10

2
4 0

�3
�1

3
5 ;

H2 =

2
4 1 0 0

0 �0:8 �0:6
0 �0:6 0:8

3
5 ; A

(2) :=H2A
(1) =

2
4 �30 15 �30

0 15 15
0 0 45

3
5 :

Kako je A(2) = H2A
(1) =H2H1A, dobivamo dekompoziciju A=QR, gdje je

Q = (H1H2) =

2
64
� 1

3
14
15

� 2
15

� 2
3

� 1
3

� 2
3

�1 � 2
15

11
15

3
75 ; R = A

(2):

Sli�cno kao u prethodnom primjeru, sukcesivnom primjenom Householderovih
matrica Hk na matricu A 2 Rm�n mo�zemo dobiti gornju trokutastu matricu R

R = HmHm�1 � � �H2H1A;

iz �cega zbog H�1
k

=HT

k
= Hk slijedi

A = H1H2 � � �HmR:

Kako je produkt ortogonalnih matrica opet ortogonalna matrica, dobivamo QR-
dekompoziciju matrice A

A = QR; gdje je Q = H1H2 � � �Hm�1Hm:
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3.8 Iterativne metode

Do sada razmatrane metode za rje�savanje sustava Ax = b (Gaussov pos-
tupak, LU{dekompozicija, Cholesky{dekompozicija, QR{dekompozicija) spadaju u
tzv. direktne metode. Budu�ci da je broj potrebnih ra�cunskih operacija kod ovih
metoda reda veli�cine n3, za velike matrice s puno elemenata koji i�s�cezavaju (tzv.
large sparse matrices) ove metode ne mogu se preporu�citi. Osim toga, treba ekon-
omizirati i s brojem elemenata matrice za koje treba rezervirati mjesto u memoriji
ra�cunala. Takve situacije javljaju se primjerice kod prou�cavanja elektri�cnih mre�za,
kod velikih ekonometrijskih modela nacionalne privrede, kod spline{interpolacija,
kod rje�savanja rubnih problema za obi�cne i parcijalne diferencijalne jednad�zbe, itd.
Upravo se iterativne metode, o kojima �cemo re�ci samo nekoliko osnovnih �cinjenica,
koriste u takvim situacijama.

Spomenut �cemo dvije klasi�cne iterativne metode za rje�savanje sustavaAx = b,
A 2 Rn�n. Pretpostavljamo da je aii 6= 0; i = 1; : : : ; n.

� Jacobijeva metoda

x
(k+1)
1 = 1

a11
(b1 �a12x(k)2 �a13x(k)3 : : : �a1;n�1x(k)n�1 �a1nx(k)n )

x
(k+1)
2 = 1

a22
(b2 � a21x

(k)
1 �a23x(k)3 : : : �a2;n�1x(k)n�1 �a2nx(k)n )

x
(k+1)
3 = 1

a33
(b3 � a31x

(k)
1 �a32x(k)2 : : : �a3;n�1x(k)n�1 �a3nx(k)n )

...
...

...
...

...

x
(k+1)
n = 1

ann
(bn � an1x(k)1 �an2x(k)2 �an3x(k)3 : : : �an;n�1x(k)n�1)

odnosno:

x
(k+1)
i

=
1

aii

0
@bi � nX

j 6=i
aijx

(k)
j

1
A ; i = 1; : : : ; n (3.24)

� Gauss-Seidelova metoda

x
(k+1)
1 = 1

a11
(b1 �a12x(k)2 �a13x(k)3 : : : �a1;n�1x(k)n�1 �a1nx(k)n )

x
(k+1)
2 = 1

a22
(b2 � a21x(k+1)1 �a23x(k)3 : : : �a2;n�1x(k)n�1 �a2nx(k)n )

x
(k+1)
3 = 1

a33
(b3 � a31x(k+1)1 �a32x(k+1)2 : : : �a3;n�1x(k)n�1 �a3nx(k)n )

...
...

...
...

...

x
(k+1)
n = 1

ann
(bn � an1x(k+1)1 �an2x(k+1)2 �an3x(k+1)3 : : : �an;n�1x(k+1)n�1 )

odnosno:

x
(k+1)
i

=
1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j

�
nX

j=i+1

aijx
(k)
j

1
A ; i = 1; : : : ; n (3.25)
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Primjer 3.10 Jacobijevom odnosno Gauss-Seidelovom metodom rije�sit �cemo sus-

tav iz Primjera2.7, str. 31:

2
4 1 0:25 0

0:25 1 0:25
0 0:25 1

3
5
2
4 x1
x2
x3

3
5 =

2
4 �48

0
48

3
5 :

Jacobijeva metoda daje rje�senje x� = (�48; 0; 48)T ve�c u prvom koraku. Gauss-Seidelova

metoda takod�er konvergira rje�senju. Prvih nekoliko iteracija prikazano je u Tablici3.1.

k xk1 xk2 xk3
0 0 0 0

1 �48:0 12:0 45:0

2 �51:0 1:5 47:625

3 �48:375 0:1875 47:9531

4 �48:0469 0:02344 47:9941
5 �48:0059 0:00293 47:9993

6 �48:0007 0:00037 47:9999
...

...
...

...

Tablica3.1

Izra�cunavanje je obavljeno na bazi ni�ze navedenih Mathematica-modula.

Jacobi[a_,b_,n_,it_]:= Module[{i,k,xs,xn}, xs=Table[0, {i,n}]; xn=xs;

Do[

Do[

xn[[i]]=(b[[i]]-Apply[Plus, ReplacePart[a[[i]],0,{i}] xs])/a[[i,i]],{i, n}];

Print["It_", k, " = ", N[xn]]; xs=xn,

{k, it}]

]

GS[a_,b_,n_,it_]:= Module[{i,k,xs,xn}, xs = Table[0, {i,n}]; xn=xs;

Do[

Do[

xn[[i]]=(b[[i]] - Sum[a[[i,j]] xn[[j]], {j, i-1}]

- Sum[a[[i,j]] xs[[j]], {j, i+1,n}])/a[[i,i]], {i,n}];

Print["It_", k, " = ", N[xn]]; xs = xn,

{k, it}]

]

U cilju ispitivanja konvergencije navedenih, pa i drugih iterativnih metoda,
na Banachovom prostoru Rn (snabdjevenom s jednom od normi navedenih u t.3.1)
uvest �cemo metriku d : Rn � Rn! [0;1),

d(x;y) = kx� yk; x;y 2 Rn
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�cime Rn postaje i potpuni metri�cki prostor.

De�nicija 3.3 Preslikavanje F : Rn ! Rn zovemo kontrakcija ako pos-

toji takav realni broj q < 1, da bude

d(F (x); F (y)) < q d(x;y) za sve x;y 2 Rn

Primjer 3.11 Funkcija F : [1;1) ! R, F (x) = x

2
+ 1

x
je kontrakcija s q = 1=2.

Naime

d(F (x);F (y)) = jF (x)� F (y)j = jx
2
+ 1

x
� y

2
� 1

y
j = j 1

2
(x� y)� x�y

xy
j

= jx� yj j 1
2
� 1

xy
j � 1

2
jx� yj = 1

2
d(x; y)

Teorem 3.1 (Banachov teorem o �ksnoj to�cki) Neka je funkcija F :
Rn ! Rn kontrakcija. Tada postoji jedinstvena �ksna to�cka x� 2 Rn

funkcije F , tj.

F (x�) = x�:

Osim toga, za proizvoljni x0 2 Rn, niz de�niran rekurzivnom formulom

xk+1 = F (xk) konvergira prema x� i vrijedi formula za ocjenu pogre�ske

d(xk+1;x�) � q

1� qd(x
k;xk+1) � qk

1� qd(x0; F (x0)); k = 0; 1; : : :

Ako matricu sustava A rastavimo na donji trokut, dijagonalu i gornji trokut,

A = D(L+ I +U); D = diag(a11; : : : ; ann);

dobivamo matri�cni oblik

� Jacobijeve metode

x(k+1) = �(L +U)x(k) +D�1b; k = 0; 1; : : :

� Gauss-Seidelove metode

x(k+1) = �Lx(k+1) �Ux(k) +D�1b k = 0; 1; : : :

Sljede�ca rekurzivna formula obuhva�ca obje metode

x(k+1) = Bx(k) + c; k = 0; 1; : : :; (3.26)

za B = BJ := �(L + U) dobivamo Jacobijevu, a za B = BGS := �(I + L)�1U
dobivamo Gauss-Seidelovu metodu.
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Primijetimo da je funkcija F : Rn ! Rn, F (x) = Bx + c kontrakcija onda
i samo onda ako je kBk = q < 1. Tada prema Banachovom teoremu o �ksnoj
to�cki niz (x(n)) de�niran s (3.26) konvergira prema jedinstvenom rje�senju sustava
Ax = b i vrijedi ocjena pogre�ske

kx(k) � x�k � q

1� q
kx(k) � x(k�1)k:

Kod Jacobijeve metode matrica BJ ima elemente bij =
aij

aii
; i 6= j; bii = 0, pa

je

kBJk1 = max
i=1;:::;n

nX
j 6=i

jaijj
jaiij

:

Dakle, Jacobijeva metoda konvergirat �ce ako je A strogo dijagonalno dominantna
matrica.

Sli�cno se mo�ze pokazati da �ce i Gauss-Seidelova metoda konvergirati ako je A
strogo dijagonalno dominantna matrica.

Primjedba 3.7 Jednostavnom modi�kacijom Gauss-Seidelove metode mogu�ce je

ubrzati konvergenciju iterativnog procesa. Proces (3.25) mo�zemo zapisati kao

x
(k+1)
i

= x
(k)
i

+ r
(k)
i
; i = 1; : : : ; n; (3.27)

r
(k)
i

=
1

aii

0
@bi � i�1X

j=1

aijx
(k+1)
j

�
nX
j=i

aijx
(k)
j

1
A :

Uvod�enjem relaksacijskog parametra !, proces (3.27) mo�zemo modi�cirati tako da

iterativni proces

x
(k+1)
i

= x
(k)
i

+ !r
(k)
i
; i = 1; : : : ; n; (3.28)

koji se u literaturi nalazi pod imenom Successive overrelaxation (SOR) method, br�ze
konvergira. Mo�ze se pokazati da odgovaraju�ca matrica B iz (3.26) u ovom slu�caju

glasi

B := B! = (I+ !L)�1 ((I� !I) � !U) ;

i da odgovaraju�ci iterativni proces konvergira za ! 2 (0; 2).

3.9 Dekompozicija na singularne vrijednosti

SvakumatricuA 2 Rm�n mo�zemo zapisati kao (vidi primjericeBj�orck (1996),
Gill (1991), Golub (1996) ili Lawson (1996))

A = USVT ; (3.29)

gdje su U 2 Rm�m i V 2 Rn�n ortogonalne matrice, a S 2 Rm�n dijagonalna
matrica

S = diag(�1; : : : ; �p); p = min(m;n); �1 � �2 �; : : : ;� �p � 0: (3.30)
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Nenegativne brojeve �1; : : : ; �p zovemo singularne vrijednosti matrice A, a rastav
(3.29) rastav na singularne vrijednosti (Singular Value Decomposition).

Kako je ATA = VSTSVT , kvadrati singularnih vrijednosti �2i su svojstvene
vrijednosti8 simetri�cne pozitivno semide�nitne kvadratne matrice ATA, a stupci
matrice V su odgovaraju�ci ortonormirani svojstveni vektori. Analogno, kako je
AAT = USSTUT , kvadrati singularnih vrijednosti �2

i
takod�er su i svojstvene vri-

jednosti matriceAAT , a stupci matriceU su odgovaraju�ci ortonormirani svojstveni
vektori.

Ako s ui 2 Rm i vi 2 Rn ozna�cimo stupce matrice U, odnosno V, i ako je
rangA = k � p, tada iz (3.29) slijedi

Avi = �iui & ATui = �ivi; i = 1; : : : ; p: (3.31)

Vektore ui zovemo lijevi, a vektore vi desni singularni vektori matrice A.

Primjedba 3.8 Singularne vrijednosti matrice A 2 Rm�n mogu se interpretirati i

kao svojstvene vrijednosti matrice (ATA)1=2

Nadalje, iz (3.29)-(3.30) lako dobivamo ATA = VSTSVT . Zato SVD matrice

A 2 Rm�n mo�zemo izra�cunati tako da najprije na�cinimo spektralnu dekompoziciju

ATA = VDVT i de�niramo dijagonalnu matricu S 2 Rm�n, �ciji je gornji (n� n)
blok matrica +

p
D. Nakon toga matricu U mo�zemo dobiti iz jednad�zbe US = AV.

Na�zalost, opisani postupak nije numeri�cki stabilan. Numeri�cki stabilni SVD algo-

ritmi obi�cno se provode u dvije faze: najprije se provede ortogonalna bidijagonal-

izacija matrice A, a nakon toga se nad dobivenom bidijagonalnom matricom provede

prilagod�eni SVD postupak (vidi primjerice Golub (1996), Trefethen (1997)).

Primjer 3.12 (Bj�orck, 1996) Uzmimo primjerice da matrica A ima dva stupca a1,

a2 koji su ujedno jedini�cni vektori, a kut izmed�u njih je 
, tj. aT1 a2 = cos 
.

Tada je

ATA =

�
1 cos 


cos 
 1

�
;

sa svojstvenim vrijednostima �1 = 2 cos2 

2
, �2 = 2 sin2 


2
. Singularne vrijednosti

matrice A su
�1 =

p
2 cos




2
; �2 =

p
2 sin




2
:

8Ka�zemo da je � 2 C svojstvena vrijednost kvadratne matrice A 2 Rn�n ako postoji x 6= 0

iz Rn tako da bude Ax = �x. Spomenuti vektor x nazivamo svojstveni vektor matrice A. Svaka

kvadratnamatricaA 2 Rn�n ima n (ne nu�zno razli�citih) svojstvenih vrijednosti �1; : : : ; �n. Skup
�(A) = f�1; : : : ; �ng naziva se spektar, a broj �(A) = maxfj�

i
j : �

i
2 �(A)g spektralni radijus

matricaA. Ako je A jo�s i simetri�cna, onda su sve svojstvene vrijednosti �i realne. U tom slu�caju
mo�ze se de�nirati ortogonalna matrica V 2 Rn�n �ciji su stupci ortonormirani svojstveni vektori,
tako da je A = VDV

T , gdje je D = diag(�1; :::; �n). Rastav A = VDV
T nazivamo spektralna

dekompozicijamatriceA. Spomenimo jo�s da vrijedi (vidi primjericeGill (1991), Parlett(1980)):
{ matrica A 2 Rn�n je pozitivno de�nitna onda i samo onda ako je �(A) � R+;

{ Tr (A) :=
nP
i=1

a
ii
=

nP
i=1

�
i
;

{
nQ

i=1

�i = detA.
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Svojstveni vektori matrice ATA

v1 =
1p
2

�
1
1

�
; v2 =

1p
2

�
�1
1

�

ujedno su desni singularni vektori matrice A.

S numeri�ckog aspekta, ako je 
2 manji od najmanjeg 
oating-point broja

ra�cunala, onda bi zbog cos 
 � 1 � 

2

2 = 1, matrica ATA imala samo jednu svoj-

stvenu vrijednost �1 = 2 i samo jednu singularnu vrijednost �1 =
p
2 razli�citu od

nule. Manja singularna vrijednost bi se izgubila.

Zadatak 3.11 Izra�cunaj lijeve singularne vektore u1, u2, ..., um iz prethodnog

primjera. Formiraj matrice U i V i provjeri jednakost (3.29).

Primjenom SVD mo�zemo rije�siti sustav linearnih jednad�zbi Ax = b, gdje je
A 2 Rn�n kvadratna regularna matrica, koja mo�ze biti i lo�se uvjetovana. Kori�ste-
njem rastava (3.29) polazni sustav mo�zemo pisati

USVTx = b =) SVTx = UTb;

na osnovi �cega, supstitucijom z = VTx, polazni sustav transformiramou dijagonalni

Sz = UTb:

SVD{dekompoziciju matrice A mo�zemo dobiti kori�stenjem programa Mathe-

matica naredbom SingularValues[A] (vidi takod�er BASIC program u Dodatku).

Primjedba 3.9 Broj uvjetovanosti proizvoljne matrice A 2 Rm�n ranga k < p =
minfm;ng (vidi Gill (1991), Golub (1996)) mo�ze se de�nirati na sljede�ci na�cin:

cond (A) = kAk2kA+k2 =
�1

�k
; (3.32)

gdje su �1 > �2 > � � � > �k > 0 singularne vrijednosti matrice A, a A+ = VS+UT

pseudoinverzna matrica od A, pri �cemu je S+ = diag(s1; :::; sp), gdje je

si =

�
1
�i
; �i 6= 0

0; �i = 0
(3.33)

Primjedba 3.10 Vi�se o raznim numeri�ckim metodama za rje�savanje sustava line-

arnih jednad�zbi mo�ze se na�ci u Bj�orck (1996), Dahlquist (1972), Gill (1991),

Golub (1996), Schwarz (1986) itd, a odgovaraju�ca fortran-programska podr�ska

mo�ze se na�ci u Forsythe (1974), Press (1992), te posebno u The NAG-Library

(Philips (1986), K�ockler (1990)). Mogu se takod�er koristiti i gotoviMathematica-
programi (Wolfram (1998)).
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3.10 Zadaci

Zadatak 3.12 Kpliko je ra�cunskih operacija potrebno da se za zadanu kvadratnu

matricu A reda n provede

a) LU-dekompozicija (Gaussov postupak bez pivotiranja);

b) Cholesky-dekompozicija; c) QR-dekompozicija.

Zadatak 3.13 Nekom od navedenih metoda rije�site sustave linearnih jednad�zbi, te

izra�cunajte cond (A) za navedene sustave.

a) x1 + 3x2 + 9x3 + x4 = 10
x1 + x2 + x3 + 5x4 = 6
2x1 + 7x2 + 3x3 + 2x4 = 15
4x1 + 2x2 + x3 + x4 = 9

b) 100x1 � 24x2 + 48x3 � 23x4 = 39
5x1 + 100x2 � 44x3 � 31x4 = 72
10x1 � 3x2 + 100x3 + 55x4 = 56

�12x1 + 7x2 � 11x3 + 100x4 = 47

Rje�senje: a) x = 1
7(9; 10; 3; 4)

T ; cond (A) = 2:68.

b) x = (0:615488; 0:955458;0:249673;0:504441)T; cond (A)=1:075.

Zadatak 3.14 U 4-znamenkastoj, odnosno 6-znamenkastoj 
oating-point aritmetici

uz primjenu neke od navedenih metoda rije�site sustav linearnih jednad�zbi Kx = b,

K =

2
666664

1 1 1 � � � 1
�1 1 1 � � � 1
�1 �1 1 � � � 1
...

...
...

. . .
...

�1 �1 �1 � � � 1

3
777775 2 Rn�n; b =

2
64

1
...

1

3
75 :

Zadatak 3.15 Rje�senje sustava linearnih jednad�zbi, gdje su matrica sustava A i

vektor b zadani s

A =

�
0:550 0:423
0:484 0:372

�
; b =

�
0:127
0:112

�
;

je x = (1;�1)T . Promijenimo vektor b za �b = (0:00007; 0:00028)T. Odredite

egzaktno rje�senje sustava Ax = b + �b i izra�cunajte relativne pogre�ske vektora

b i x. Koliko puta je relativna promjena u rje�senju ve�ca od relativne promjene u

vektoru b?

Rje�senje: k�bk
kbk = 0:00028

0:127
� 2:2 � 10�3; k�xk

kxk = 0:91
1

= 0:91. Relativna

promjena rje�senja x 413 puta je ve�ca od relativne promjene u vektoru b?

Zadatak 3.16 Na�cinimo malu promjenu u elementu a21 matriceA iz Zadatka 3.15,

tako da je

A +�A =

�
0:550 0:423
0:483 0:372

�
:
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Odredite egzaktno rje�senje sustava (A+�A)~x = b. Koliko puta je relativna prom-

jena u rje�senju x ve�ca od relativne promjene u matrici? Koliki je cond (A) u

k � k1?

Rje�senje: Relativna promjena u rje�senju je oko 1000 puta ve�ca od relativne
promjene u matrici A. cond (A) = 1039:52

Zadatak 3.17 Izradite program koji �ce u�citati red matrice n, elemente matrice A,

te primjenom Gaussove metode eliminacije izra�cunati inverznu matricu A�1.

Zadatak 3.18 Izradite program koji �ce u�citati red matrice n, elemente matrice A,

te primjenom LU-dekompozicije izra�cunati inverznu matricu A�1.

Zadatak 3.19 Izradite program koji �ce Gaussovom metodom uz strategiju potpunog

pivotiranja rije�siti sustav Ax = b, te ni�ze navedenim postupkom iterativno popraviti

rje�senje:

Neka su �L i �U neke aproksimacije matrica L i U, a �x odgovaraju�ca aproksi-

macija rje�senja sustava Ax = b. Ozna�cimo x(1) = �x i ra�cunamo vektor-rezidual

r(1) = b�Ax(1);

rije�simo sustav
�L�U�x(1) = r(1);

i izra�cunamo sljede�cu aproksimaciju rje�senja sustava Ax = b na sljede�ci na�cin

x(2) = x(1) + �x(1):

Navedeni postupak mo�zemo ponoviti nekoliko puta, a preporu�cljivo ga je izvesti u

double-precision.

Zadatak 3.20 Poka�zite da je x(2) iz prethodnog zadatka to�cno rje�senje sustava

Ax = b, ako je �L�U = A i ako su r(1) i �x(1) to�cno izra�cunati.

Zadatak 3.21 Izradite program koji �ce primjenom LU-dekompozicije rije�siti sus-

tav Ax = b, te na osnovi iterativnog postupka navedenog u Zadatku 8 iterativno

popraviti rje�senje.

Zadatak 3.22 Neka je A = LU, gdje su L i U matrice de�nirane Algoritmom LU.
Tada je A�1 = (LU)�1 = U�1L�1. Uz oznake: Y = L�1 i Z = U�1 vrijedi:

LY =UZ = I, odnosno

Lyj = Uzj = ej; j = 1; : : : ; n:

Komponente vektora yj mo�zemo dobiti iz Algoritma FS, a komponente vektora zj iz

Algoritma BS. Poka�zite da je tada

yij = 0; i < j; zij = 0; i > j;

tj. da je L�1 donja trokutasta, a U�1 gornja trokutasta matrica.



3.10 Zadaci 65

Poka�zite takod�er da je

yij =
1

aii
(�ij �

i�1X
k=j

aikykj); i = j; : : : ; n:

zij =
1

uii
(�ij �

jX
k=i+1

uikzkj); i = j; j � 1; : : : ; 1:

(�ij su elementi jedini�cne matrice), a da elemente inverzne matrice dobivamo iz

a�1
ij

=

nX
k=m

zikykj m = max(i; j):

Izradite odgovaraju�ci program za izra�cunavanje inverzne matrice.

Zadatak 3.23 Treba rije�siti sustav linearnih jednad�zbi Ax = y, gdje je A tzv.

vrp�casta matrica prikazana na Slici Z.1.

2
66666664

a1 b1 0 � � � 0 0
c1 a2 b2 � � � 0 0
0 c2 a3 � � � 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 � � � an�1 bn�1
0 0 0 � � � cn�1 an

3
77777775

Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQ

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

4 6

4

6

0

0

QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
QQ

q
q
q
q
q

Slika Z.1 Slika Z.2

Ozna�cimo vektore

a = (a1; a2; : : : ; an)
T ; b = (b1; b2; : : : ; bn�1)

T ; c = (c1; c2; : : : ; cn�1)
T :

Izradite program koji �ce u�citati red matrice n, vektore a; b; c, te vektor slobodnih

koe�cijenata y i rije�siti sustav primjenom a) Gaussove metode, c) Cholesky dekom-
pozicije, d) QR-dekompozicije, e) Jacobijeve metode, f) Gauss-Seidelove metode.

Uputa: Program testirajte za slu�caj: ai = i; i = 1; : : : ; n, bi = i � 1; i =
1; : : : ; n� 1, ci = i; i = 1; : : : ; n� 1, yi = (�1)i; i = 1; : : : ; n. Ako je n = 5, dobiva
se x = (�1; 8

3 ;�13
3 ;

14
3 ;�3)T .

Zadatak 3.24 Treba rije�siti sustav linearnih jednad�zbi Ax = y, gdje je A tzv.

vrp�casta matrica, koja ima elemenata razli�citih od nule na glavnoj dijagonali, te

na �cetvrtoj i �sestoj sporednoj dijagonali u gornjem i donjem trokutu (Slika Z.2).

Ozna�cimo vektore

a = (a1; a2; : : : ; an)
T � elementi glavne dijagonale;

b = (b1; b2; : : : ; bn�4)
T � elementi 4: sporedne dij: u gornjem trokutu

c = (c1; c2; : : : ; cn�6)
T � elementi 6: sporedne dij: u gornjem trokutu

d = (d1; d2; : : : ; dn�4)
T � elementi 4: sporedne dij: u donjem trokutu

e = (e1; e2; : : : ; en�4)
T � elementi 6: sporedne dij: u donjem trokutu
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Izradite kompjuterski program koji �ce u�citati red matrice n, vektore a, b, c, d, e, te

vektor slobodnih koe�cijenata y i rije�siti sustav nekom od ranije spomenutih metoda.

Zadatak 3.25 Hilbertova matrica H s elementima hij =
1

i+j�1 je klasi�cni prim-

jer lo�se uvjetovane matrice. Ispitajte neke komercijalne, kao i prilo�zene programe,

rje�savaju�ci sustav jednad�zbi, tako da za matricu sustava izaberete Hilbertove ma-

trice razli�citih dimenzija. Pri tome izra�cunavanja obavljajte u k-znamenkastoj (k =
2; : : : ; 10) 
oating-point aritmetici.

Zadatak 3.26 Poka�zite da je

A =

2
4 4 3 �1
�2 �4 5
1 2 6

3
5 =

2
4 1 0 0

�5 1 0
�25 �5 1

3
5 �
2
4 4 3 �1

0 �2:5 4:5
0 0 8:5

3
5 :

Primjenom LU-dekompozicije rije�site sustav Ax = b, gdje je b = (�2; 20; 7)T .

Rje�senje: x = (3;�4; 2)T .
Zadatak 3.27 Zadan je sustav linearnih jednad�zbi�

34 55
55 89

��
x1
x2

�
=

�
21
34

�

Koja je aproksimacija rje�senja: x�
A
= (�0:11; 0:45)T ili x�

B
= (�0:99; 1:01)T bolja

u L1 , L2 i L1 normi? Kako se ovo mo�ze primijeniti za komparativnu analizu

kvalitete ra�cunala (vidi Mathews (1992).

Zadatak 3.28 Cholesky dekompozicija takod�er se mo�ze provesti i po retcima sljede�cim

algoritmom

Za k = 1; : : : ; n

lkj =
1
ljj

 
akj �

j�1P
p=1

lkpljp

!
; lkk =

 
akk �

k�1P
p=1

l2
kp

!1=2

; j = 1; : : : ; k� 1:

(pri �cemu navedene sume ne�cemo izvoditi ako je gornja granica sume manja od

donje granice). Izradite odgovaraju�ciMathematica{program i ispitajte ga na prethod-

nim primjerima.
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4. Rje�savanje nelinearnih jednad�zbi

Promatramo realnu neprekidnu funkciju f de�niranu na zatvorenom intervalu [a; b].
Op�cenito, svaki kompleksni broj �, koji je rje�senje jednad�zbe

f(x) = 0; (4.1)

nazivamo nulto�ckom funkcije f . Mi �cemo se ograni�citi na istra�zivanje samo realnih
nulto�caka funkcije f (sjeci�sta grafa funkcije s osi x). Op�cenito se mo�ze dogoditi da
neka funkcija ima vi�se realnih nulto�caka, da su neke vi�sestruke ili da uop�ce nema
realnih nulto�caka.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a; b] i ako na rubovima intervala
prima suprotne vrijednosti (tj. ako je f(a) � f(b) < 0), onda (vidi Juki�c (1999),
str. 118), postoji barem jedna to�cka � 2 I, za koju vrijedi f(�) = 0. Ako je,
osim toga, prva derivacija f 0 stalnog predznaka na intervalu I, onda je to i jedina
nulto�cka funkcije f na intervalu I. Na taj se na�cin posao oko tra�zenja realnog
rje�senja jednad�zbe (4.1) svodi na dva koraka:

1. Separirati interval I, u kome funkcija ima nulto�cku,

2. Nekom iterativnom metodom odrediti aproksimaciju nulto�cke � s unaprijed
zadanom to�cno�s�cu.

Spomenuti interval I = [a; b], u kome se nalazi barem jedna nulto�cka funkcije
f , treba odrediti tako da na njegovim rubovima funkcija prima vrijednosti suprotnog
predznaka, tj. da bude

f(a) � f(b) < 0: (4.2)

Primjer 4.1 Treba separirati realne nulto�cke funkcije f(x) = x3 � 6x+ 2.

-

6

1:5 3�1:5�3

Slika 4.1 f(x) = x3 � 6x+ 2
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Graf ove funkcije lako je nacrtati (vidi Sliku4.1). Sada je dovoljno samo procijeniti

predznak vrijednosti funkcije u nekim to�ckama.

x �3 �1:5 0 1:5 3

sgnf(x) �1 +1 +1 �1 +1

Na taj na�cin separirali smo tri intervala: I1 = [�3;�1:5], I2 = [0; 1:5] i I3 = [1:5; 3]. U

svakom od njih nalazi se po jedna nulto�cka funkcije. Budu�ci da se u ovom slu�caju radi o

polinomu tre�ceg stupnja, ova funkcija nema drugih nulto�caka.

Prilikom separiranja nulto�caka funkcije mo�zemo se koristiti i gra��ckim meto-
dama. Pri tome je naro�cito pogodno koristiti gra��cke mogu�cnosti ra�cunala (pro-
grami: Mathematica, Derive, Matlab). Ako jednad�zbu f(x) = 0 preuredimo
tako, da na lijevu i desnu stranu dod�u funkcije �cije grafove mo�zemo lako nacrtati

'(x) =  (x);

tada apscise to�caka sjeci�sta grafova funkcija ' i  predstavljaju nulto�cke funkcije
f . Na ovaj na�cin ne�cemo dobiti dovoljno dobre aproksimacije nulto�caka, ali tako
smo u mogu�cnosti izolirati intervale u kojima le�ze nulto�cke.

Primjer 4.2 Treba separirati realne nulto�cke funkcije

f(x) = ex � x� 5=4:

Jednad�zbu f(x) = 0 napisat �cemo u obliku: ex = x+5=4, te nacrtati grafove funkcija

'(x) = ex i  (x) = x+ 5=4 (Slika4.2.a). Iz slike se vidi da funkcija f ima dvije nulto�cke,

koje se nalaze u intervalima I1 = [�1;0] i I2 = [0; 1], �sto potvrd�uje i sljede�ca tablica

x �1 0 1

sgnf(x) +1 �1 +1

Primjer 4.3 Treba separirati sve pozitivne nulto�cke funkcije

f(x) = e�2x sin 6x+
2

3
x� 1

2
:

-

6
y

x
1�1

1

2

-

6
y

x
�0:5 0:5

1

1:5
�1

1

XXX
XXX

XX

Slika4.2.a ex = x+ 5=4 Slika4.2.b e�2x sin 6x = 1
2
� 2

3
x

Jednad�zbu f(x) = 0 napisat �cemo u obliku: e�2x sin 6x = 1
2
� 2

3
x, te nacrtati grafove

funkcija '(x) = e�2x sin 6x i  (x) = 1
2
� 2

3
x (Slika4.2.b). Iz slike se vidi da funkcija f

ima tri pozitivne nulto�cke, koje treba tra�ziti u intervalima I1 = [0; 0:25], I2 = [0:25; 0:5] i

I3 = [0:5; 1], �sto potvrd�uje i slijede�ca tablica



69

x 0 0:25 0:5 1

sgnf(x) �1 +1 �1 +1

Za rje�savanje jednad�zbe f(x) = 0 postoji �citav niz razli�citih metoda, a mi
�cemo se upoznati s nekima od njih, koje se naj�ce�s�ce koriste prilikom rje�savanja
prakti�cnih problema. Pretpostavit �cemo da je promatrana funkcija f na intervalu
I = [a; b] dovoljno \glatka", tj. da je klase C2

[a;b]. Metode za rje�savanje jednad�zbe

f(x) = 0 uglavnom su iterativne metode u kojima se nekom rekurzivnom formulom
de�nira niz brojeva (aproksimacija): x0, x1; : : : ; xn : : :, koji uz neke uvjete mo�ze
konvergirati rje�senju jednad�zbe.

Ako je xn jedna aproksimacija nulto�cke � u intervalu I = [a; b] i ako je f
derivabilna funkcija, takva da je jf 0(x)j > 0; x 2 I, onda vrijedi ovakva ocjena
apsolutne pogre�ske

j� � xnj �
jf(xn)j
m1

; gdje je 0 < m1 = min
x2I

jf 0(x)j: (4.3)

Naime, prema teoremu o srednjoj vrijednosti, imamo

f(�) � f(xn) = (� � xn)f
0(c); c 2 I:

Odavde je
jf(xn)j = j� � xnj � jf 0(c)j � m1 � j� � xnj;

odakle zbog stroge monotonosti funkcije f slijedi ocjena (4.3).

Budu�ci da je rje�senje � jednad�zbe f(x) = 0 obi�cno grani�cna vrijednost jednog
beskona�cnog niza, postavlja se pitanje kada zaustaviti iterativni proces.

Ako �zelimo da apsolutna pogre�ska aproksimacije xn nulto�cke � ne bude ve�ca
od � > 0, onda je prema (4.3) dovoljno ispuniti uvjet jf(xn)j=m1 < �. Ovo mo�ze
biti jedan kriterij za zaustavljanje iterativnog procesa.

Primjedba 4.1 Moglo bi se pomisliti da je prirodan kriterij za zaustavljanje itera-

tivnog procesa ispunjenje nejednakosti: jf(xn)j < �, za neki unaprijed zadani � > 0.
Med�utim, lako je iskonstruirati primjer u kome �ce za neki n biti jf(xn)j < �, a da

ipak pogre�ska aproksimacije j� � xnj bude zna�cajna, tj. da xn na brojevnom pravcu

bude daleko od � (vidi Sliku 4.3.a). Naime, u tom slu�caju je broj m1 malen, pa je
1
m1

velik, �sto zna�ci da �ce biti te�sko ispuniti zahtjev
jf(xn)j
m1

< �, koji �ce prema (4.3)

osigurati da pogre�ska aproksimacije xn ne prema�si �.

Ako je m1 velik, 1
m1

je malen, pa prema (4.3) pogre�ska aproksimacije mo�ze

biti malena (xn je blizu rje�senja �), a da vrijednost funkcije f(xn) bude relativno

velika (Slika 4.3.b).

Ako se dogodi da je m1 = 0, metodom bisekcije (vidi t.4.1) treba suziti interval,

tako da bude m1 > 0.

Budu�ci da je �cesto puta u prakti�cnim primjerima te�sko odrediti broj m1, u-

mjesto kriterija za zaustavljanje procesa
jf(xn)j
m1

< �, �cesto se koristi (vidi primjerice

Mathews, 1992)

jxn � xn�1j < �1 & jf(xn)j < �2; (4.4)
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gdje su �1, �2 unaprijed zadani brojevi.

6

-

y

x

0 �

xn
x1 x0

a)

6

-

y

x0

b)

� x0




x2 x1

6

-

y

x

0

c)

�

x0
x2 x1

Slika 4.3. Kriteriji zaustavljanja iterativnog procesa

Za neku iterativnu metodu va�zno je poznavati brzinu (red) konvergencije
metode. U tu svrhu uvodimo sljede�cu de�niciju

De�nicija 4.1 (Red konvergencije metode) Neka niz (xn), dobiven ne-

kom iterativnom metodom, konvergira prema � 2 R i neka je en = ��xn
pogre�ska n-te aproksimacije. Tada, ako postoje dvije pozitivne konstante

A; r 2 R+, takve da vrijedi

lim
n!1

jen+1j
jenjr

= A; (4.5)

ka�zemo da metoda ima red konvergencije r.

Specijalno, ako je r = 1, ka�zemo da metoda ima linearnu, a ako je r = 2, da
ima kvadratnu brzinu konvergencije. Iz navedene de�nicije jasno je da �ce za ve�ci r
niz (xn) br�ze konvergirati prema �.

Primijetimo takod�er da iz De�nicije 4.1 slijedi da metoda ima red konvergen-
cije r ako postoji A 2 R+ i n0 2 N, tako da bude

j� � xn+1j � Aj� � xnjr; n � n0:
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4.1 Metoda bisekcije

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a; b] i da je
f(a) � f(b) < 0. Ako interval I raspolovimo i ako polovi�ste nije nulto�cka funkcije
f , dalje promatramo onu polovinu intervala I na �cijim rubovima funkcija f prima
vrijednosti suprotnog predznaka. Navedeni postupak dalje ponavljamo.

-

6

f

an�1 bn�1�xn

xn+1

(an; bn)

� -

� -
� -

j �� xn j

q

(an�1; bn�1)

Slika 4.4. Metoda bisekcije

Formalno, ozna�cimo a0 := a; b0 := b i navedenim postupkom de�nirajmo
silazni niz segmenata: [a1; b1] � [a2; b2] � [a3; b3] � � � �, koji sadr�zi korijen jed-
nad�zbe f(x) = 0. Na taj na�cin smo u mogu�cnosti de�nirati niz aproksimacija
x0; x1; : : : ; xn; : : : (vidi Sliku 4.4)

xn =
1

2
(an�1 + bn�1);

koji konvergira prema rje�senju jednad�zbe f(x) = 0 linearnom brzinom jer je

j� � xn+1j �
1

2
j� � xnj;

pri �cemu pogre�sku aproksimacije xn mo�zemo ocijeniti (vidi Sliku 4.4) s

j� � xnj �
1

2
(bn�1 � an�1):

Algoritam BISEKCIJE

Korak 0. U�citati a, b, �. Ako je f(a) � f(b) > 0, zaustaviti proces;
u protivnom prije�ci na Korak 1.

Korak 1. Staviti a0 := a; b0 := b i izra�cunati x1 =
a0+b0

2
.

Korak 2. Ako je f(a0) � f(x1) < 0, staviti b0 := x1; u protivnom staviti a0 = x1.
Korak 3. Ako je b0�a0 > 2�, izra�cunati x1 =

a0+b0
2 i prije�ci na Korak 2.; u protivnom

zaustaviti proces.
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Zadatak 4.1 Izradi program za ra�cunalo koji �ce izvoditi algoritam BISEKCIJE.

Primjer 4.4 S to�cno�s�cu � = 0:05 kori�stenjem algoritma bisekcije izra�cunat �cemo

nulto�cku funkcije f(x) = x3 � 6x+ 2 na intervalu [0; 1:5] (vidi Primjer 4.1 str. 67).

Nakon 6 iteracija dobivamo x� = 0:3. Rezultat izvod�enja iterativnog postupka vidljiv

je u Tablici4.1.

n an bn xn+1 sgnf(xn+1) (bn�1 + an�1)=2

0 0 1.5 0.75 -1 0.75

1 0 0.75 0.375 -1 0.375

2 0 0.375 0.1875 1 0.1875

3 0.1875 0.375 0.28125 1 0.09375

4 0.28125 0.375 0.328125 1 0.046875

5 0.328125 0.375 0.351563 -1 0.02344

6 0.328125 0.351563 0.339844 1 0.0117

Tablica4.1

Primjer 4.5 1 Kao ilustraciju Primjedbe4.1, str. 69 promatrajmo problem rje�savanja

sljede�cih jednad�zbi metodom bisekcije:

(a) f(x) = 0:001x+ 1
2
+ �

2
+ arctg x = 0; x 2 [�600;�400]

(b) g(x) = 1000(x� 4) � ex = 0; x 2 [4; 5]:

a) Graf funkcije f na zadanom intervalu pribli�zno odgovara grafu prikazanom na Slici4.3.a
i ima nulto�cku � = �501:992061 to�cnu na 6 decimala. Uz � = :005 (odnosno � = 0:00005)

i kriterij zaustavljanja: jf(xn)j < � nakon 5 (odnosno 9) iteracija dobivamo aproksimaciju

x5 = �506:25 (odnosno x9 = �501:9531). Za aproksimaciju to�cnu na 2 (odnosno 4)
decimale bilo bi potrebno 12 (odnosno 18) iteracija.

b) Graf funkcije g na zadanom intervalu pribli�zno odgovara grafu prikazanom na Slici4.3.b

i ima nulto�cku � = 4:057850 to�cnu na 6 decimala. Uz � = :005 (odnosno � = 0:00005) i

kriterij zaustavljanja: jf(xn)j < � nakon 16 (odnosno 18) iteracija dobivamo puno to�cniju

aproksimaciju nego �sto je tra�zena: x16 = 4:057846 (odnosno x18 = 4:057850). Za aproksi-

maciju to�cnu na 2 (odnosno 4) decimale potrebno je samo 4 (odnosno 12) iteracija.

4.2 Metoda jednostavnih iteracija

Jednad�zbu f(x) = 0 mo�zemo napisati u obliku

x = '(x); (4.6)

gdje za funkciju ' obi�cno postoji vi�se izbora. Primjerice, pripadnu jednad�zbu iz
Primjera4.2, str. 68 za x > �5

4 mo�zemo pisati u obliku

x = ex � 5=4 ili x = ln(x+ 5=4):

1Ovaj primjer konstruirao je J.Muharemovi�c, student III godine ETF-a u Osijeku, 1998.
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6

-
0

y

x

�
AB

a b� x2 x1 x0

Slika 4.5. Metoda jednostavnih iteracija

Na taj na�cin umjesto rje�savanja jednad�zbe (4.1), geometrijski gledano, tra�zimo
sjeci�sta grafova funkcija y1 = x i y2 = '(x). Nakon �sto smo odredili interval I u
kome se nalazi tra�zena nulto�cka, u njemu �cemo izabrati po�cetnu aproksimaciju x0.
Sljede�cu aproksimaciju x1 odredit �cemo tako da bude

x1 = '(x0):

Na Slici 4.5 to�cka x1 odred�ena je tako da bude x0A = x1B = Ox1. Posljed-
nje dvije du�zine med�usobno su jednake jer je trokut 4(O; x1; B) jednakokra�can.
Ponavljaju�ci postupak, dobivamo niz

x0; x1 = '(x0); x2 = '(x1); : : : ; xn = '(xn�1); : : : (4.7)

Mogu se postaviti sljede�ca pitanja:

� je li niz de�niran s (4.7) konvergentan; ako nije, da li je mogu�ce novim izborom

funkcije ' dobiti konvergentan niz?

� ako je niz (4.7) konvergentan, te�zi li prema rje�senju jednad�zbe (4.6)?

� ako je niz (4.7) konvergentan i ako te�zi rje�senju jednad�zbe (4.6), kakva je

brzina (red) konvergencije?

� budu�ci da rje�senje � jednad�zbe (4.6) nije poznato, kako ocijeniti pogre�sku po-

jedine aproksimacije xn?

Odgovor na sva ova pitanja daje sljede�ci teorem2.

Teorem 4.1 Neka je ' : I = [a; b] ! R neprekidno derivabilna funkcija za koju

vrijedi:

(i) '(x) 2 I za svaki x 2 I,
(ii) 9 q 2 (0; 1), takav da je jf 0(x)j � q za svaki x 2 (a; b).

Tada postoji jedinstveni � 2 I takav da bude '(�) = �. Osim toga, za

proizvoljni x0 2 I, niz de�niran s

xn = '(xn�1); n = 1; 2; : : : (4.8)

2Ovaj teorem je specijalni slu�caj op�cenitijeg Banachovog teorema o �ksnoj to�cki (Teorem 3.1)
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konvergira prema � i vrijede ovakve ocjene pogre�ske aproksimacije

j� � xnj �
qn

1� q jx1 � x0j; (4.9)

j� � xnj �
q

1� q jxn � xn�1j: (4.10)

Metoda ima linearnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi

j� � xn+1j � qj� � xnj: (4.11)

Dokaz. Kako je xn = '(xn�1) i xn+1 = '(xn), koriste�ci Lagrangeov teorem o
srednjoj vrijednosti, imamo

xn+1 � xn = '(xn) � '(xn�1) = (xn � xn�1)'
0(c); c 2 (a; b):

Zato je
jxn+1 � xnj � qjxn � xn�1j za svaki n = 1; 2; : : : (4.12)

Sukcesivnom primjenom nejednakosti (4.12) dobivamo

jxn+1 � xnj � qjxn � xn�1j � � � � � qnjx1 � x0j: (4.13)

Promatrajmo sada ovakav red

x0 + (x1 � x0) + (x2 � x1) + � � �+ (xn � xn�1) + � � � (4.14)

Njegova n-ta parcijalna suma je sn = xn. Zbog (4.13) jedna majoranta ovog reda
je red

jx0j+ jx1 � x0j+ qjx1 � x0j+ � � �+ qn�1jx1 � x0j+ � � � (4.15)

kojeg mo�zemo zapisati ovako

jx0j+ jx1 � x0j(1 + q + � � �+ qn�1 + � � �):

Kako je q < 1, geometrijski red u zagradi je konvergentan, pa je i red (4.15)
konvergentan. Na taj na�cin prona�sli smo jednu konvergentnu majorantu reda (4.14),
�sto zna�ci da je i taj red konvergentan. Po de�niciji konvergencije reda, to zna�ci
da je i odgovaraju�ci niz n-tih parcijalnih suma (sn) reda konvergentan. Kako je
sn = xn, to zna�ci da je i niz (xn) konvergentan, tj. postoji realan broj �, takav da
je � = limxn. Zbog uvjeta (i) �citav niz (xn) je sadr�zan u I, a kako je I zatvoren
skup, takod�er je i � 2 I.

Ako sada u (4.8) pustimo n!1, onda zbog neprekidnosti funkcije ' imamo
� = '(�), �sto zna�ci da je � korijen jednad�zbe (4.6).

Doka�zimo da je � jedini korijen jednad�zbe (4.6) u intervalu I. Pretpostavimo
da je �� takod�er korijen jednad�zbe (4.6), tj. pretpostavimo da vrijedi �� = '(��). Tada
prema teoremu o srednjoj vrijednosti mora biti

�� � � = '(��)� '(�) = (�� � �)'0(c); c 2 (a; b);
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odakle je

(�� � �)(1� '0(c)) = 0:

Budu�ci da je 1 � '0(c) 6= 0 zbog uvjeta (ii), mora biti �� = �. Dakle, � je jedino
rje�senje jednad�zbe (4.6).

U svrhu dokaza ocjene (4.9) promatramo

jxn+p � xnj = j(xn+p � xn+p�1) + (xn+p�1 � xn+p�2) + � � �+ (xn+1 � xn)j �

� jxn+p � xn+p�1j+ jxn+p�1 � xn+p�2j+ � � �+ jxn+1 � xnj �
(prema (4.12)) � qn+p�1jx1 � x0j+ qn+p�2jx1 � x0j+ � � �+ qnjx1 � x0j =

= qnjx1 � x0j(1 + q + � � �+ qp�1) = qnjx1 � x0j
1� qp
1� q

<
qn

1� q jx1 � x0j:

Dakle vrijedi

jxn+p � xnj <
qn

1� q
jx1 � x0j:

Ako sada pustimo p!1, dobivamo nejednakost (4.9).

U svrhu dokaza ocjene (4.10) de�nirajmo funkciju f(x) = x � '(x). Zbog
uvjeta (ii) je f 0(x) = 1� '0(x) � 1� q > 0. Zato uz kori�stenje teorema o srednjoj
vrijednosti dobivamo

jxn � '(xn)j = jf(xn)j = jf(xn) � f(�)j = j(xn � �)f 0(c)j � (1� q)jxn � �j;

odakle, ponovno koriste�ci teorem o srednjoj vrijednosti dobivamo tra�zenu ocjenu

jxn � �j �
jxn � '(xn)j

1� q =
j'(xn�1) � '(xn)j

1� q � qjxn � xn�1j
1� q

:

Koriste�ci xn+1 = '(xn) i � = '(�) i teorem o srednjoj vrijednosti, dobivamo

j� � xn+1j = j'(�) � '(xn)j = j(� � xn)'0(c)j � qj� � xnj:

odakle neposredno slijedi (4.11). 2

Primjedba 4.2 Ako je unaprijed zadana to�cnost � s kojom �zelimo dobiti aproksi-

maciju rje�senja jednad�zbe (4.6), dovoljno je desnu stranu nejednakosti (4.9) ili

desnu stranu nejednakosti (4.10) u�ciniti manjom od �. Na taj na�cin osigurali smo

da apsolutna pogre�ska aproksimacije ne bude ve�ca od �.

Primjedba 4.3 Uvjet (ii) zna�ci da je apsolutna vrijednost koe�cijenta smjera tan-

gente na krivulju ' u svakoj to�cki intervala I manja od 1, �sto i osigurava konver-

genciju procesa.

Primjer 4.6 S to�cno�s�cu � = 0:005 (na dvije decimale) treba prona�ci pozitivnu

nulto�cku funkcije iz Primjera 4.2. Pokazano je da se nulto�cka nalazi u intervalu

I = [0; 1].
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Ako odgovaraju�cu jednad�zbu napi�semo u obliku

x = ex � 5=4;

funkcija ' bila bi '(x) = ex � 5=4. Kako je '0(x) = ex > 1 za x 2 I, uvjeti Teorema 4.1

nisu ispunjeni. Zato �cemo jednad�zbu napisati u obliku

x = ln(x+ 5=4); x > �5

4
:

Sada je '(x) = ln(x+ 5=4), a '0(x) = 4=(4x + 5). Lako se vidi (nacrtaj graf funkcije '0)
da je

'0(x) � 4=5 < 1 za svaki x 2 I i '([0; 1]) =

�
ln

5

4
; ln

9

4

�
� [0; 1]:

To zna�ci da su uvjeti Teorema 4.1 ispunjeni. Cijeli iterativni proces prikazan je u Tablici4.2.

U tre�cem, odnosno �cetvrtom stupcu prikazane su vrijednosti desne strane ocjene (4.9);
odnosno ocjene (4.10).

n xn (4.9) (4.10) f(xn)

0 1 � � 0:468282

1 0:810930 0:756280 0:756280 0:189070

2 0:723157 0:605024 0:351091 0:087773

3 0:679635 0:484019 0:174090 0:043522

4 0:657331 0:387215 0:089217 0:022304

5 0:645705 0:309772 0:046504 0:011626

6 0:639591 0:247818 0:024457 0:006114

7 0:636360 0:198254 0:012922 0:003230
8 0:634649 0:158603 0:006844 0:001711

9 0:633742 0:126883 0:003630 0:000907

Tablica4.2

Vidi se da je ocjena (4.9) mnogo grublja od ocjene (4.10). Dakle, pouzdano mo�zemo

re�ci da apsolutna pogre�ska aproksimacije x� = 0:63 tra�zene nulto�cke nije ve�ca od 0:005.

Primjer 4.7 S to�cno�s�cu � = 0:005 (na dvije decimale) treba odrediti nulto�cku

funkcije

f(x) = x� 2=x:

Kako je f(1) = �1 i f(2) = 1, interval u kome le�zi nulto�cka je I = [1; 2]. Ako

pripadnu jednad�zbu napi�semo u obliku x = 2=x := '(x), proces ne�ce konvergirati jer je

'0(x) = �2=x2 i j'0(x)j > 1 na intervalu I (primjerice '0(1) = �2). Zbog toga �cemo

funkciju ' morati druga�cije de�nirati. Jednad�zbu x = 2=x zapisat �cemo u obliku

x =
1

2
(x+

2

x
):

Ozna�cimo '(x) := 1
2
(x + 2

x
). Lako se vidi da je derivacija funkcije ' na intervalu I

monotono rastu�ca funkcija. Zato je q = maxfj'0(1)j; j'0(2)jg = maxf1=2; 1=4g = 1=2.

Osim toga je '([1; 2]) = [
p
2; 1:5] � [1; 2]. Time su uvjeti Teorema 4.1 ispunjeni. Tijek

odgovaraju�ceg iterativnog procesa prikazan je u Tablici4.3. Ina�ce, lako se vidi da je jedina

nulto�cka promatrane funkcije broj
p
2. Zato �cemo u tablici pratiti i stvarnu apsolutnu

pogre�sku aproksimacija jp2� xnj.
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n xn jp2 � xnj (4.9) (4.10) f(xn)=m1

0 1 0:414214 � � �1
1 1:500000 0:085786 0:500000 0:500000 0:166667

2 1:416667 0:002453 0:255000 0:083333 0:004902

3 1:414216 0:000002 0:125000 0:002451 0:000004

Tablica 4.3.

Na ovom primjeru vidi se da iako ocjena (4.10) u drugoj iteraciji ne osigurava ni jednu

to�cnu decimalu, ipak ve�c imamo jednu signi�kantnu decimalu. U tre�coj iteraciji ocjena

(4.10) osigurava dvije signi�kantne decimale, iako stvarna apsolutna pogre�ska pokazuje da
smo postigli �cak pet signi�kantnih znamenki, od �cega �cetiri decimalna mjesta.

Najbolju ocjenu pogre�ske u ovom primjeru dobili bismo kori�stenjem ocjene (4.3),

gdje je m1 = min jf 0(x)j > 1:5. Provjerite !

U praksi tra�zena nulto�cka obi�cno nije poznata i zbog toga je va�zno da ocjena pogre�ske

ne bude manja od stvarne pogre�ske, ali da ne bude previ�se gruba.

Primjedba 4.4 Ideja metode iteracija mo�ze se koristiti i u drugim situacijama.

Tako primjerice na sli�can na�cin mo�zemo pristupiti i rje�savanju sustava linearnih

(t.3.8, str. 57) ili nelinearnih (t.4.4, str. 85) jednad�zbi.

4.3 Newtonova metoda

Pretpostavimo da smo na neki na�cin odredili interval I = [a; b], u kome se
nalazi jedinstvena nulto�cka neprekidne i dovoljno \glatke" funkcije f za koju je
f 0(x) 6= 0 8x 2 I. Izaberimo po�cetnu aproksimaciju x0 2 I, razvijmo funkciju f u
Taylorov red u okolini to�cke x0 i zadr�zimo se na linearnom �clanu. Tako smo funkciju
f u okolini to�cke x0 aproksimirali linearnom funkcijom

f1(x) = f(x0) + (x� x0)f
0(x0) (4.16)

�ciji graf je tangenta na graf funkcije f u to�cki x0 (Slika 4.6.a).

-

6

0

y

x

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

��

�a

f

x1x2 x0 = b
-

6

0

y

x

�

a

f

x0=b

Slika 4.6.a Newtonova metoda Slika 4.6.b Izbor po�cetne aproksimacije x0
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Sada �cemo umjesto rje�savanja jednad�zbe (4.1), rje�savati jednad�zbu f1(x) = 0
(geometrijski gledano, umjesto tra�zenja sjeci�sta grafa funkcije f s osi x, tra�zimo
sjeci�ste tangente s osi x). Rje�senje jednad�zbe f1(x) = 0 ozna�cimo s x1

x1 := x0 �
f(x0)

f 0(x0)
: (4.17)

Ponavljaju�ci postupak, dobivamo niz x0; x1; : : : zadan rekurzivnom formulom3

xn+1 = xn �
f(xn)

f 0(xn)
; n = 0; 1; : : : (4.18)

Va�zno je primijetiti da u svakoj iteraciji konstruiramo lokalni aproksimant funkcije
f i onda tra�zimo nulto�cku lokalnog aproksimanta.

Teorem 4.2 Neka funkcija f : I ! R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu

I = [a; b]. Neka je nadalje, f(a) � f(b) < 0, a prva (f 0) i druga (f 00) derivacija

funkcije f na intervalu I imaju stalan predznak.

Tada, ako je x0 2 I izabran tako da bude

f(x0) � f 00(x0) > 0; (4.19)

niz de�niran s (4.18) konvergira prema jedinstvenom rje�senju � jednad�zbe f(x) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogre�ske aproksimacije

j� � xnj �
M2

2m1
(xn � xn�1)

2; (4.20)

gdje je

m1 = min
x2I

jf 0(x)j; M2 = max
x2I

jf 00(x)j; (4.21)

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi

j� � xn+1j �
M2

2m1
(� � xn)

2: (4.22)

Dokaz. Pogledajmo slu�caj4

f(a) < 0; f(b) > 0; f 0(x) > 0; f 00(x) > 0 za svaki x 2 I:

Izaberimo x0 2 I tako da bude ispunjeno (4.19) (primjerice mo�zemo uzeti x0 = b).
Kako je po pretpostavci f 00(x0) > 0, onda je i f(x0) > 0, pa je x0 > � (vidi
Sliku 4.6.b) jer je f rastu�ca funkcija.

Primjenom matemati�cke indukcije pokazat �cemo da je niz de�niran s (4.18)
monotono padaju�ci i ograni�cen odozdo s �.

3U literaturi �cesto ovu metodu mo�zemo na�ci pod imenom Newton-Raphsonova metoda.
4Ostali slu�cajevi dokazuju se analogno
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� Pretpostavimo da je xn > �. Prema Taylorovoj formuli je

f(x) = f(xn) + f 0(xn) � (x� xn) +
1

2
� f 00(c) � (x� xn)

2; c 2 (a; b):

Specijalno, za x = � imamo

0 = f(�) = f(xn) + f 0(xn) � (� � xn) +
1

2
� f 00(c) � (� � xn)2; c 2 (a; b):

Kako je f 00(c) > 0 i (� � xn) 6= 0 (zbog xn > �), onda je

f(xn) + f 0(xn) � (� � xn) < 0:

Odavde je

� < xn �
f(xn)

f 0(xn)
= xn+1;

pa je i xn+1 > �. Dakle niz (xn) je odozdo ograni�cen sa �.

� Kako je xn > � za svaki n 2 N, onda zbog strogog monotonog rasta funkcije
f mora biti i f(xn) > f(�) = 0 za svaki n 2 N. Osim toga po pretpostavci je
i f 0(xn) > 0 za svaki n 2 N. Zato iz (4.18) slijedi

xn � xn+1 =
f(xn)

f 0(xn)
> 0;

�sto zna�ci da je niz (xn) monotono padaju�ci.

Budu�ci da je niz (xn) monotono padaju�ci i ograni�cen odozdo, on je konver-
gentan i �citav se nalazi u I, pa zbog toga postoji realni broj �� 2 I, takav da
bude �� = limxn. Ako sada u (4.18) pustimo n!1, dobivamo

�� = �� � f(��)

f 0(��)
;

odakle (zbog f 0(��) > 0) slijedi f(��) = 0. Kako je �� jedinstvena nulto�cka
funkcije f na intervalu I, mora biti �� = �.

Prijed�imo na dokaz ocjene (4.20). Prema Taylorovoj formuli vrijedi

f(xn) = f(xn�1)+f
0(xn�1)�(xn�xn�1)+

1

2
�f 00(c)�(xn�xn�1)2; c 2 (a; b):

Zbog (4.18), ostaje samo

f(xn) =
1

2
f 00(c)(xn � xn�1)

2;

odakle je

jf(xn)j �
1

2
M2(xn � xn�1)

2: (4.23)

Koriste�ci (4.23) u (4.3), dobivamo ocjenu (4.20).
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U svrhu dokaza relacije (4.22), ponovo koristimo Taylorovu formulu

0 = f(�) = f(xn) + f 0(xn)(� � xn) +
1

2
� f 00(c)(� � xn)2; c 2 (a; b);

odakle je

0 =
f(xn)

f 0(xn)
+ � � xn +

1

2
� f

00(c)

f 0(xn)
(� � xn)

2:

Koriste�ci ovdje (4.18), dobivamo

� � xn+1 = �
1

2
� f

00(c)

f 0(xn)
(� � xn)2;

odakle slijedi (4.22). 2

Primjedba 4.5 Ako je po�cetna aproksimacija x0 izabrana u intervalu za koji vri-

jedi
M2

2m1
� 2;

onda �ce se u svakom koraku broj signi�kantnih decimala aproksimacije podvostru-

�cavati. Primjerice ako je n-ta aproksimacija imala k signi�kantnih decimala, tj.

j� � xnj < 1
2
10�k, tada je prema (4.22)

j� � xn+1j �
M2

2m1
(� � xn)

2 � 2
1

4
10�2k =

1

2
10�2k;

tj. (n+ 1)-va aproksimacija ima 2k signi�kantnih decimala.

Primjedba 4.6 Za Newtonovu metodu ka�zemo da je lokalno konvergentna. To

zna�ci da postoji neka okolina oko nulto�cke � u kojoj proizvoljno mo�zemo birati

po�cetnu aproksimaciju x0, pa da iterativni proces konvergira. Ako x0 izaberemo

izvan te okoline, iterativni proces ne�ce konvergirati.

Primjerice, za funkciju f(x) = arctg x ako je jx0j < 1:39, Newtonova metoda

konvergirat �ce prema � = 0, a ako je jx0j > 1:40, Newtonova metoda �ce divergirati.

Zadatak 4.2 Za koju �ce vrijednost po�cetne aproksimacije x0 Newtonova metoda

za funkciju f(x) = arctg x proizvoditi \kru�zenje" (x1 = �x0; x2 = x0; : : :)?

Primjer 4.8 S to�cno�s�cu � = 0:00005 (4 signi�kantne decimale) treba odrediti pozi-

tivnu nulto�cku funkcije

f(x) = e�x + x2 � 2:

Ova funkcija ima dvije nulto�cke. Jedna se nalazi u intervalu I1 = [�1; 0] a druga

u intervalu I2 = [1; 2] (Slika4.7). Mi �cemo potra�ziti nulto�cku iz intervala [1; 2]. Kako je

f 0(x) = �e�x+2x rastu�ca funkcija na I2, bit �cem1 = f 0(1) � 1:6, a kako je f 00(x) = e�x+2
padaju�ca funkcija na I2, uzet �cemo M2 = f 00(1) � 2:4. Zbog f(2) � f 00(2) > 0 za po�cetnu

aproksimaciju izabrat �cemo x0 = 2.

Nakon 3 iteracije dobivamo x� = 1:3160. Tijek iterativnog procesa prikazan je u

Tablici4.4 (g0 je desna strana ocjene (4.3), a g2 desna strana ocjene (4.20)).
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n xn g0 g2 f(xn) f 0(xn)

0 2 1:334585 � 2:135336 3:864665

1 1:4475 0:206462 0:228965 0:330339 2:659780

2 1:3233 0:010823 0:011569 0:017316 2:380286
3 1:3160 0:000037 0:000040 0:000060 2:363792

Tablica4.4

-
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0:5

Slika 4.7 e�x = 2� x2 Slika 4.8 arctg(x� 1) = 1
5
x2 + 1

Za izvod�enje iterativnog postupka mo�ze se koristiti sljede�ci Mathematica-
program

f[x_] := Exp[-x] + x^2 - 2

n=0; x0=2; m1=1.6; m2=2.4; eps=.00005;

x=x0;

While[N[Abs[f[x]]/m1]>eps,

Print["Iteracija ",n,": xn=",x," greska=",f[x]/m1];

x=N[x-f[x]/f'[x]]; n=n+1

]

Print["Iteracija ",n,": xn=",x," greska=",f[x]/m1];

Primjer 4.9 S to�cno�s�cu � = 0:00005 treba odrediti pozitivnu nulto�cku funkcije

f(x) = arctg(x� 1)� 1

5
x2 + 1:

Ova funkcija ima dvije nulto�cke. Jedna se nalazi u intervalu I1 = [�1; 0], a druga

u intervalu I2 = [3; 4] (Slika4.8). Mi �cemo potra�ziti nulto�cku iz intervala [3; 4]. Kako

je f 0 negativna i padaju�ca funkcija na I2, uzet �cemo m1 = jf 0(3)j � 1, a kako je f 00

negativna i rastu�ca funkcija na I2, uzet �cemo M2 = jf 00(3)j � 0:56. Zbog f(4) � f 00(4) > 0
za po�cetnu aproksimaciju izabrat �cemo x0 = 4. Nakon 3 iteracije dobivamo x� = 3:2850.

Tijek iterativnog procesa prikazan je u Tablici4.5.

n xn (4.3) (4.20) f(xn) f 0(xn)

0 4 0:950954 � �0:950954 �1:500000
1 3:366031 0:095113 0:112537 �0:095113 �1:194853
2 3:286428 0:001621 0:001774 �0:001621 �1:154000
3 3:285023 0:000001 0:000001 �0:000001 �1:153272

Tablica4.5
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Primjer 4.10 Spremnik za naftu ima oblik polo�zenog cilindra radijusa r = 1m.

Kolika je visina h razine nafte ako je spremnik napunjen s q = 1=4 svog volumena?

S

h

r �

Slika 4.9 Razina spremnika

Ozna�cimo s d duljinu spremnika, a s � kut kru�znog isje�cka (Slika4.9). Koli�cina

(volumen) nafte zadana je formulom Vh = 1
2
r2�d� 1

2
r2 sin � � d, odnosno

Vh =
1

2
r2d(�� sin �): (�)

gdje je d duljina spremnika.

S druge strane kako je volumen punog spremnika V = r2��d, onda je q-ti dio njegovog
volumena jednak Vq = r2� � d � q. Kut �, za koji je Vh = Vq , dobivamo iz jednad�zbe

�� sin� � 2�q = 0: (��)
Kako je cos �

2
= (r�h)=r, nakon �sto smo iz (**) odredili �, visinu h razine nafte dobivamo

iz formule

h = r
�
1� cos

�

2

�
: (� � �)

Primjenom Newtonove metode tangenti uz �0 = 3 i � = 0:00005, dobivamo � =

2:3099 (� 132o). Nakon toga iz (***) dobivamo h = 59:6cm.

4.3.1 Modi�kacije Newtonove metode

�Cinjenica da u svakom koraku Newtonove metode moramo ra�cunati i vrijed-
nost funkcije i njene derivacije, u nekim slu�cajevima ote�zava primjenu ove metode.
Navest �cemo nekoliko modi�kacija Newtonove metode u kojima se izbjegava izra�cu-
navanje derivacije funkcije u svakoj iteraciji.

Najva�znijamodi�kacija je tzv. metoda sekanti. U intervalu I = [a; b] izabrat
�cemo dvije po�cetne aproksimacije x0 i x1 te povu�ci sekantu na krivulju kroz to�cke
(x0; f(x0)), (x1; f(x1)). Sljede�cu aproksimaciju x2 dobit �cemo kao sjeci�ste sekante
s osi x (Slika 4.10)

x2 =
x0f(x1)� x1f(x0)

f(x1)� f(x0)
; ako je f(x1) 6= f(x0):

Ponavljaju�ci postupak, dobivamo niz de�niran rekurzivnom formulom

xn+1 =
xn�1f(xn)� xnf(xn�1)

f(xn)� f(xn�1)
; f(xn) 6= f(xn�1); n = 1; 2; : : : (4.24)
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Ako su po�cetne aproksimacije x0; x1 birane dovoljno blizu rje�senja �, onda

uz uvjete f 0(�) 6= 0 i f 00(�) 6= 0, metoda sekanti ima brzinu konvergencije 1+
p
5

2 �
1:618; n� 1 (vidi primjerice Dahlquist (1972), Schwarz (1986)).

Zadatak 4.3 Poka�zite da se rekurzivna formula (4.24) mo�ze dobiti izravno iz New-

tonove metode (4.18), str. 78, tako da f 0(xn) aproksimiramo podjeljenom razlikom

f(xn) � f(xn�1)
xn � xn�1

-

6
y

x

0 �
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a �
x2
x1

x0 = b

f

-

6
y

x

0

�
�

�
�

�
�

�
�

�� b
x0 c1

c2 �

f

Slika 4.10 Metoda sekanti Slika 4.11 Regula falsi

Regula falsi (metoda krivih polo�zaja) je metoda, koju takod�er mo�zemo sma-
trati jednommodi�kacijomNewtonove metode, odnosno jednom varijantommetode

sekanti.5

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a; b] i
da je f(a) � f(b) < 0. Ozna�cimo: x0 := a; b0 := b i povucimo pravac to�ckama
(x0; f(x0)); (b0; f(b0). On sije�ce os x u to�cki

c1 =
x0f(b0) � b0f(x0)
f(b0) � f(x0)

; x0 < c1 < b0

Ako je f(c1) = 0, nulto�cka je pronad�ena; u protivnom postupimo na sljede�ci na�cin

ako je f(c1)f(x0) > 0; x1 = c1; ina�ce x1 = c1
b1 = b0 b1 = x0

Ponavljaju�ci postupak, dobivamoniz (xn) koji linearnom brzinom konvergira prema
jednom korijenu jednad�zbe f(x) = 0 na intervalu [a; b]. Prema izlo�zenom vidi se da
ovu metodu mo�zemo smatrati i jednom varijantom metode bisekcije.

Za ocjenu pogre�ske kod svih ovih modi�kacija mo�zemo koristiti (4.3), str. 69.

Primjer 4.11 Gibanje balisti�ckog projektila u vakuumu odred�eno je sustavom dife-

rencijalnih jednad�zbi (vidi primjerice Molitz (1967))

d2x(t)

dt2
= 0;

d2y(t)

dt2
= �g(y)

5Takod�er se mo�ze pokazati (vidi Stoer (1993)) da je regula falsi specijalni slu�caj metode jed-
nostavnih iteracija
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s po�cetnim uvjetima

x(0) = y(0) = 0;
dx(0)

dt
= v0 cos�;

dy(0)

dt
= v0 sin�;

gdje su (x; y) koordinate (u metrima) proizvoljne to�cke P na putanji, t vrijeme (u

sekundama) potrebno da projektil dod�e u to�cku P , � izlazni kut, v0 po�cetna brzina

projektila (u ms�1) i g akceleracija sile te�ze (vidi Sliku 4.12). Za male visine y mo�ze

se pretpostaviti da je funkcija g konstantna (pribli�zno 9:81ms�2). Rje�senje sustava

diferencijalnih jednad�zbi mo�zemo zapisati u parametarskom obliku

(a) x(t) = v0t cos�
(b) y(t) = v0t sin�� 1

2
gt2

(B:1)

ili eksplicitno (isklju�cuju�ci vrijeme t iz jednad�zbi (B.1))

y = xtg�� x2

4h cos2�
; h =

v20
2g
: (B:2)

Lako se vidi da je vrijeme leta projektila (dok ne padne u to�cku X)

T =
2v0
g

sin�; (B:3)

uz domet

X = 2h sin 2�: (B:4)

Maksimalni domet projektila posti�ze se za � = �

4
rad (45o) i iznosi XM = 2h.

Zadana je to�cka T (x0; y0). Treba odrediti veli�cinu izlaznog kuta � tako da

projektil pogodi to�cku T (vidi Sliku 4.13).

-

6

0

y

x�
�
��7

��*

?

P

�
�� ��� �

-

6

0

y

x

q T
�
�
��

�
���

Slika 4.12 Gibanje balisti�ckog projektila Slika 4.13 Gad�anje to�cke T

Da bi projektil mogao pogoditi to�cku T , njene kordinate moraju zadovoljavati jed-
nad�zbu

y0 = x tg�� x20
4h cos2 �

;

�sto mo�zemo pisati

y0 cos
2 �� 1

2
x0 sin 2�+

x20
4h

= 0: (�)
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Jednad�zbu (*) mo�zemo rije�siti nekom od metoda navedenih u ovom poglavlju. Jednad�zba

(*) mo�ze imati jedno ili dva rje�senja (tzv. donji i gornji dijapazon kuteva). U Tablici4.6

prikazani su dobiveni rezultati za neke karakteristi�cne situacije (kutevi su dani u stupnje-
vima).

xn yn v0 �1 �2 max. domet(m)

1 000 10 115 24:66 65:92 1 348

50 000 500 900 19:28 71:29 82 569

300 1 000 1 200 73:33 � 146 789
500 3 000 500 � � 25 484

Tablica4.6

4.4 Rje�savanje sustava nelinearnih jednad�zbi

Spomenimo na kraju mogu�cnost generalizacije prethodno navedenih metoda
na rje�savanje sustava nelinearnih jednad�zbi

fi(x1; x2; : : : ; xn) = 0; i = 1; : : : ; n; (4.25)

odnosno f (x) = 0, gdje je f (x) = (f1(x); : : : ; fn(x))
T ; x = (x1; : : : ; xn)

T . Analogno
metodi jednostavnih iteracija (t.4.2 str. 72) sustav (4.25) mo�zemo zapisati u obliku

xi = 'i(x1; x2; : : : ; xn); i = 1; : : : ; n: (4.26)

�sto upu�cuje na iterativni postupak

x
(k+1)
i

= 'i(x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; : : : ; x(k)n ); i = 1; : : : ; n; k = 0; 1; : : : (4.27)

Newtonova metoda (t.4.3, str. 77) takod�er se mo�ze generalizirati na rje�savanje
sustava nelinearnih jednad�zbi (4.25). Najprije izaberimo po�cetnu aproksimaciju

x(0) = (x
(0)
1 ; x

(0)
2 ; : : : ; x

(0)
n )T i svaku od funkcija fi razvijemo u Taylorov red u

okolini x(0), te linearnu aproksimaciju ozna�cimo s ~fi:

~fi(x) = fi(x
(0)) +

nX
j=1

@fi(x
(0))

@xj
(xj � x

(0)
j
); i = 1; : : : ; n: (4.28)

Sada umjesto sustava (4.25) rje�savamo sustav

~fi(x) = 0; i = 1; : : : ; n;

�sto mo�zemo pisati u matri�cnom obliku na sljede�ci na�cin

J(0)s(0) = �f (x(0)); (4.29)

J(0)=

2
664

@f1(x
(0))

@x1
� � � @f1(x

(0))
@xn

...
. . .

...
@fn(x

(0))
@x1

� � � @fn(x
(0))

@xn

3
775 ; s(0)=

2
664
x1�x(0)1

...

xn�x(0)n

3
775 ; f (x(0))=

2
64
f1(x

(0))
...

fn(x
(0))

3
75 :
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Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili Jacobijan sustava. Nova aproksimacija
rje�senja tada je

x(1) = x(0) + s(0):

Op�cenito, dobivamo iterativni postupak

x(k+1) = x(k) + s(k); k = 0; 1; : : : (4.30)

gdje je s(k) rje�senje sustava
J(k)s = �f (x(k)): (4.31)

Primijetite da se iterativni postupak (4.30){(4.31) uz pretpostavku regularnosti
Jacobijana J(k) mo�ze zapisati u obliku

x(k+1) = x(k) �
�
J(k)

��1
f (x(k)); k = 0; 1; : : :; (4.32)

�sto podsje�ca na Newtonov iterativni postupak (4.18), str. 78. Ina�ce, iterativni proces
(4.32) rijetko se koristi jer je postupak (4.30){(4.31) numeri�cki stabilniji.

Pitanje konvergencije spomenutih metoda ne�cemo razmatrati. Zainteresirani
�citatelj to mo�ze pogledati u vi�se knjiga iz podru�cja numeri�cke analize spomenutih
u Primjedbi 4.8, str. 87 ili u popisu referenci na kraju teksta.

Primjedba 4.7 Vrlo va�zno mjesto med�u metodama za rje�savanje sustava neline-

arnih jednad�zbi zauzimaju tzv. kvazi-Newtonove metode, koje je uveo Broyden

(1961), a koje su nastale kao generalizacija metode sekanti (vidi t.4.3.1, str. 82):

(a) Broydenova metoda

Bk(x
k+1 � x

k) = �f(xk); k = 0; 1; : : : ;

gdje su Bk matrice koje uz dobar izbor po�cetne aproksimacije B0 sve vi�se nalikuju

Jacobijanu, a izra�cunavaju se iz rekurzivne formule:

Bk+1 = Bk +
(yk �Bksk)s

T

k

(sk; sk)
; k = 0; 1; : : : ;

gdje je

yk = f(xk+1)� f(xk); sk = x
k+1 � x

k

(b) Davidon-Fletcher-Powell (DFP) metoda

x
k+1 = x

k �Hkf(x
k); k = 0; 1; : : : ;

Hk+1 = Hk +
sks

T

k

(yk ; sk)
� Hkyky

T

kHk

(yk ;Hkyk)
; k = 0; 1; : : : ;

(c) Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schano (BFGS) metoda

x
k+1 = x

k �Hkf(x
k); k = 0; 1; : : : ;

Hk+1 =

�
I� sky

T

k

yk; sk

�
Hk

�
I� yks

T

k

yk; sk

�
+

sks
T

k

yk ; sk
; k = 0; 1; : : : ;
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Primijetimo da je rang(Bk+1 � Bk) = 1. Zbog toga se ka�ze da je Broydenova metoda

metoda ranga 1. Ako je Jacobijan simetri�cna matica, bolje je koristiti DFP ili BFGS

metodu, u kojima su korekcije Jacobijana Hk ranga 2. Mo�ze se pokazati da rekurzivne for-

mule za generiranje korekcija Hk kod DFP i BFGS metode �cuvaju simetri�cnost i pozitivnu

de�nitnost korekcije. Vi�se detalja o ovim metodama mo�ze se na�ci kod Dennis (1977).

Zadatak 4.4 Izradite program za rje�savanje sustava nelinearnih jednad�zbi nave-

denim metodama i ispitajte ga na sljede�cim primjerima

(a) (Dennis, Schnabel (1996))

2(x1 + x2)
2 + (x1 � x2)2 � 8 = 0

5x21 + (x2 � 3)2 � 9 = 0

Rje�senje: x�1 = (1; 1)T ; x�2 = (�1:18347; 1:58684)T .
(b) (Dennis, Schnabel (1996))

f(x1; x2) = (x21 + x22 � 2; ex1�1 + x32 � 2)T = 0

Rje�senje: x� = (1; 1)T .

(c) (Dennis, Schnabel (1996))

f(x1; x2; x3) = (x1; x
2
2 + x2; e

x3 � 1)T = 0

(d) Rosenbrock parabolic valey

gard f(x1; x2) = 0; f(x1; x2) = 100(x2 � x21)2 + (1� x1)
2

Rje�senje: x� = (1; 1)T .

(e) grad f(x1; x2; x3) = 0; f(x1; x2; x3) =
11P
i=1

�
x3 exp

�
� (ti�x1)2

x2

�
� yi

�2
,

gdje su brojevi (ti; yi); i = 1; : : : ; 11 zadani tablicom

ti 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi :001 :01 :04 :12 :21 :25 :21 :12 :04 :01 :001

Rje�senje: x� = (4:93; 2:62; 0:28)T .

Primjedba 4.8 Vi�se detalja o numeri�ckim metodama za rje�savanje nelinearnih

jednad�zbi mo�ze se na�ci u brojnoj literaturi (vidjeti primjerice Demidovich (1981),

Ivan�si�c (1998), Kurepa (1990),Mathews (1992), Schwarz (1986), Stoer (1993)

itd.) fortran kodovi mogu se na�ci u Forsythe (1974) ili Press (1992). O rje-

�savanju sustava nelinearnih jednad�zbi i problemima ekstrema funkcija vi�se varijabli

mo�ze se na�ci u Dennis (1996), Dennis (1977), Fletcher (1987), Ortega (1970)

itd. Kvalitetna fortran programska podr�ska nalazi se u The NAG-Library (vidi

Phillips (1986), K�ockler (1990)). Naravno, kvalitetan in�zenjerski "alat" za rje�sa-

vanje ovakvih problema je program Mathematica (Wolfram (1998)).
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4.5 Zadaci

Zadatak 4.5 Nekom iterativnom metodom rije�site jednad�zbu x2 � 2x � 2 = 0 s

to�cno�s�cu � = 0:5 � 10�4, tj. na 4 signi�kantne decimale.

Rje�senje: x1 � 2:7321, x2 � �0:7321.
Zadatak 4.6 Uz to�cnost � = 0:5�10�6 odredite 3

p
2 rje�savaju�ci jednad�zbu x3�2 = 0.

Rje�senje: 3
p
2 � 1:259921.

Zadatak 4.7 S to�cno�s�cu � = 0:5 � 10�4 rije�site jednad�zbu

a) x3 � 2x� 2 = 0; b) sinx� 5x+ 1=2 = 0.

Rje�senje: a) � � 1:7693; b) � � 0:12492

Zadatak 4.8 S to�cno�s�cu � = 0:5 � 10�4 odredite sjeci�ste grafova krivulja zadanih

jednad�zbama y = 1=(x� 1) i x2 � y2 = 1.

Rje�senje: x0 � 1:7167, y0 � 1:3953.

Zadatak 4.9 S to�cno�s�cu � = 0:5 � 10�4 odredite realne nulto�cke polinoma

P (x) = x5 � 5x4 � 4x3 + 20x2 � 5x+ 25:

Rje�senje: x1 � �2:2361, x2 � 2:2361, x3 = 5.

Zadatak 4.10 S to�cno�s�cu � = 0:5 � 10�4 odredite najmanji pozitivni korijen jed-

nad�zbe x sinx+ 1 = 0.

Rje�senje: x � 3:4368.

Zadatak 4.11 Jednad�zba x3 � x = 0 ima tri korijena: �1, 0, 1. Ispitajte, prema

kojem korijenu jednad�zbe �ce konvergirati Newtonov iterativni proces (4.18, str. 78)

ako se izabere proizvoljna po�cetna aproksimacija x0 2 R?

Zadatak 4.12 Gra��ckom metodom odredite intervale u kojima funkcija f ima nulto-

�cke (Dahlquist (1972))

a) f(x) = 4 sinx+ 1� x; b) f(x) = 1� x� e�2x; c) f(x) = (x+ 1)ex�1;
d) f(x) = x4�4x3+2x2�8; e) f(x) = ex + x2 + x; f) f(x) = ex�x2�2x�2

Rje�senje

a) I1 = [�3;�1]; I2 = [�1; 1]; I3 = [2; 3]; b) I1 = [�:5; :5]; I2 = [:5; 1];
c) I = [0; 1]; d) I1 = [�2; 0]; I2 = [3; 4];
e) nema nulto�caka f) I = [2; 4]:

Zadatak 4.13 Zadana je funkcija f . Separirajte intervale u kojima se nalaze

njezine nulto�cke, za svaki od tih intervala odredite broj m1 iz ocjene (4.3), te

metodom bisekcije ili metodom iteracija s to�cno�s�cu � = 0:5�10�4 odredite nulto�cke.
Provjeri red konvergencije metode ra�cunaju�ci jen+1j=jenj za svaki n.

a) f(x) = e�x sin(3x+ 2) + x� 1=2 b) f(x) = xth(x) � x2 + 1
c) f(x) = x2 � 1 + ln(x+ 1)

d) f(x) = e�x � 0:5 � (x� 1)2 + 1 e) f(x) = sin x
x
� (x � 2)3.
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Rje�senje:

a) I1 = [�1;�0:4], m1 � 3, x1 � �0:4498, I2 = [0; 12 ], m1 � 0:49, x2 � 0:2832,
I3 = [0:75; 1],m1 � 0:79, x3 � 0:9047.

b) I1 = [�2;�1], m1 � 0:8, x1 � �1:5572, I2 = [1; 2], m1 � 0:8, x2 � 1:5572.
c) I = [0; 1], m1 � 1, � � 0:6896.
d) I = [2; 3], m1 � 1:14, � � 2:4727.
e) I = [2; 3], m1 � 0:5, x1 � 2:5879.

Zadatak 4.14 Funkcija f(x) = x + lnx ima jednostruku realnu nulto�cku � na

intervalu [:1; 1]. Koji od ni�ze navedenih iterativnih procesa konvergira prema �?

Za�sto ?

a) xn+1 = � lnxn b) xn+1 = e�xn c) xn+1 =
1
2
(xn + e�xn)

Zadatak 4.15 Neka je ' : I = [a; b] ! R neprekidno derivabilna funkcija, a jed-

nad�zba x = '(x) neka ima jedinstveno rje�senje na I. Za proizvoljno izabrani x0 2 I
gra��cki prika�zite dobivanje prve tri aproksimacije pomo�cu metode iteracija, ako je

a) 0 < '0(x) < 1, x 2 I b) 0 > '0(x) > �1, x 2 I
c) '0(x) > 1, x 2 I d) '0(x) < �1, x 2 I.

Zadatak 4.16 Neka funkcija f : I ! R ima neprekidnu drugu derivaciju na inter-

valu I = [a; b] i neka u tom intervalu jednad�zba f(x) = 0 ima jedinstveno rje�senje

�. Neka je nadalje, f(a) �f(b) < 0, a prva (f 0) i druga (f 00) derivacija funkcije f na

intervalu I imaju stalan predznak. Za izabrani x0 2 I gra��cki prika�zite dobivanje

prve tri aproksimacije za sve �cetiri kombinacije predznaka prve (f 0) i druge (f 00)
derivacija funkcije f :

a) kod Newtonove metode tangenti, b) kod metode sekanti,

c) kod metode krivih polo�zaja (regula falsi).

Zadatak 4.17 Rje�senje jednad�zbe x = a=x, a > 0 je � = �pa. Poka�zite da niz

xn+1 = a=xn, n = 0; 1; : : : (formula (4.8) za funkciju '(x) = a=x) nije konvergentan

ni za jedan izbor x0 2 R.
Zadatak 4.18 Rekurzivnom formulom zadan je niz (formula (4.18) za funkciju

f(x) = x2 � a
xn+1 =

1
2

�
xn +

a

xn

�
; a > 0; x0 > a; n = 0; 1; : : :

Bez pozivanja na Teorem 4.2 doka�zite konvergenciju ovog niza te odredite grani�cnu

vrijednost.

Uputa: Treba pokazati da je niz monotono padaju�ci i ograni�cen odozdo.

Zadatak 4.19 Sli�cno kao u Primjeru4.7, str. 76 de�nirajte i analizirajte iterativne

postupke za rje�savanje jednad�zbe:

a) f(x) = x3 � a, a 2 R (tre�ci korijen realnog broja a),

b) f(x) = xk � a, a > 0, k 2 N (k-ti korijen pozitivnog broja a).

Uputa: Koristite formulu (4.18), str. 78.

Rje�senje: a) xn+1 =
1
3(2xn +

a

x2
n

); b) xn+1 =
1
k
((k � 1)xn +

a

x
k�1
n

).
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Zadatak 4.20 Realni korijen jednad�zbe x3 � x � 4 = 0 je x0 = 3

q
2 + 1

9

p
321 +

3

q
2� 1

9

p
321. Izra�cunajte x0 s to�cno�s�cu na 4 decimale iz ove formule, te takod�er

kori�stenjem Newtonove metode za x0 = 2.

Rje�senje: x0 = 1:7963.

Zadatak 4.21 Za Primjer4.10, str. 82 odredite visine svih nivoa nafte koji odgo-

varaju koli�cinama 2%, 4%, 6%, . . . , 100%. Izradite odgovaraju�cu tablicu.

Zadatak 4.22 Ako su u Primjeru4.10, str. 82 poznate visine h razine nafte, izrazite

odgovaraju�ci volumen nafte kao funkciju od r, l, h. Za zadane visine razine nafte

h : 2; 4; : : : ; 100 cm izra�cunajte odgovaraju�ce koli�cine nafte. Izradite odgovaraju�cu

tablicu.

Uputa: Uvr�stavaju�ci (**) u (*) dobivamo V kao funkciju od h.

Zadatak 4.23 Sli�cno kao u Primjeru4.11, str. 83 izvedite jednad�zbe gibanja bali-

sti�ckog projektila uz dodatnu pretpostavku da je otpor zraka proporcionalan brzini

projektila (konstantu proporcionalnosti ozna�cimo s c). Izra�cunajte vrijeme leta T

i domet X projektila ako je: � = 45o, v0 = 226:3ms�1, c = 10. Nacrtajte graf

odgovaraju�ce balisti�cke krivulje.

Rje�senje: T � 8:7s, X � 929m,

x = cv0 cos� � (1� e�t=c); y = (cv0 sin�+ gc2) � (1� e�t=c)� gct:

Zadatak 4.24 Ako je zadana po�cetna brzina v0 balisti�ckog projektila iz Primjera4.11,-

str. 83, pronad�ite uvjet kojega moraju ispunjavati koordinate x0 i y0 to�cke T da bi

se balisti�ckim projektilom mogla pogoditi to�cka T .

Rje�senje: 4h2 > 4hy0 + x20.

Zadatak 4.25 Kada �ce jednad�zba (*) iz Primjera4.11, str. 83 imati jedno, a kada

dva rje�senja?

Rje�senje: Jednad�zba (*) imat �ce jedno rje�senje ako je y0 � x0.

Zadatak 4.26 Izradite program koji �ce lokalizirati nulto�cku neke funkcije f , a za-

tim primjenom metode biskecije (str. 71) utvrditi dovoljno mali (zadane duljine �)

interval u kome se nalazi nulto�cka.

Zadatak 4.27 Provjerite da jednad�zba: x � 2 sinx = 0 ima tri realne nulto�cke:

�1 = 0, �1 2 [�
2 ; 2], �3 2 [�2; ��2 ]. Poka�zite da za proizvoljni x0 2 [�2 ; 2] niz

de�niran rekurzivnom formulom

xk+1 = 2 sinxk; k = 0; 1; : : :

konvergira prema �2. Za koje x0 �ce Newtonova metoda konvergirati prema �2?

Usporedite red konvergencije navedenih metoda. Izradite odgovaraju�ce programe.

Zadatak 4.28 Mo�ze li se Newtonova metoda primijeniti za rje�savanje jednad�zbe

f(x) = 0, ako je:

a) f(x) = x2 � 14x+ 50; b) f(x) = x1=3; c) f(x) = (x � 3)1=2, x0 = 4.
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Zadatak 4.29 Poka�zite da Newtonov iterativni postupak konvergira prema jedin-

stvenom rje�senju jednad�zbe e2x + 3x+ 2 = 0 za proizvoljni x0.

Zadatak 4.30 Mo�ze se pokazati da Newtonova metoda ima kvadratnu brzinu kon-

vergencije u jednostrukoj, a linearnu u dvostrukoj nulto�cki (vidi primjerice Math-

ews (1992)). Ustanovite to na primjeru funkcije f(x) = x3 � 3x + 2 (�1 = �2 je

jednostruka, a �2 = 1 dvostruka nulto�cka).

Uputa: U iterativnom procesu za svaki n ra�cunajte jen+1j=jenj2 za �1 = �2,
odnosno jen+1j=jenj za �2 = 1.

Zadatak 4.31 Newtonov iterativni postupak (4.18) ima linearnu brzinu konvergen-

cije ako je � dvostruka nulto�cka funkcije f . Poka�zi da tada niz de�niran s

xn+1 = xn � 2
f(xn)

f 0(xn)
; n = 0; 1; : : :

konvergira prema � kvadratnom brzinom konvergencije. Provjerite to na primjeru

funkcije f(x) = x3 � 3x+ 2, kojoj je � = 1 dvostruka nulto�cka.

Zadatak 4.32 Poka�zite da niz de�niran Newtonovim iterativnim postupkom:

a) konvergira za f(x) = e2x + 3x+ 2 i za proizvoljni x0;

b) divergira za f(x) = x � e�x i x0 = 2;
c) ne konvergira prema rje�senju, a �clanovi niza se ponavljaju skoro cikli�cki (xk+4 �
xk, k = 0; 1; : : :) za f(x) = x3 � x � 3 i x0 = �3; ako izaberemo x0 = 2, niz
konvergira rje�senju � = 1:671699881;
d) divergira u �sirem smislu za f(x) = arctgx i x0 = 1:45; ako izaberemo x0 = 0:5,
niz konvergira prema rje�senju � = 0.
Objasnite nastale fenomene i nacrtajte odgovaraju�ce slike.

Zadatak 4.33 Lokalni minimum neprekidne dovoljno "glatke" funkcije f mo�ze se

tra�ziti Newtonovim iterativnim postupkom

xk+1 = xk � [f 00(xk)]
�1f 0(xk); k = 0; 1; : : :

za povoljno odabrani x0. Izradite odgovaraju�ci program i ispitajte ga na primjeru

funkcije f(x) = x3 � 2x� 5, koja posti�ze minimum u to�cki 0:8165.

Zadatak 4.34 U Dodatku je prilo�zen program za tra�zenje lokalnog minimuma funk-

cije F . Na po�cetku programa unosi se analiti�cki izraz minimiziraju�ce funkcije,

u�citavaju se granice intervala [XA, XB] u kome je lokaliziran minimum i �zeljena

to�cnost aproksimacije EPS. Program je napisan prema ideji izlo�zenoj u knjizi (vidi

takod�er Forsythe (1974)):

R. P. Brent, Algorithms for minimization without derivatives, Englewood Cli�s,

N.J., Prentice-Hall, 1973.

Proces minimizacije obavlja se kombinacijom metode zlatnog reza i sukcesivne para-

boli�cke aproksimacije minimiziraju�ce funkcije. Na po�cetku programa ispituje se rela-

tivna preciznost ra�cunala (veli�cina PREC). Ispitajte navedeni program na nekoliko
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primjera, te rezultate komparirajte s metodom navedenom u Zadatku 4.33. Primi-

jetite da navedena metoda ne zahtijeva ni prvu ni drugu derivaciju minimiziraju�ce

funkcije.

Zadatak 4.35 Nulto�cku funkcije g na separairanom intervalu [a; b] mo�ze se tra�ziti

i tako da na tom intervalu minimiziramo funkciju f(x) = g2(x). Primjenom pro-

grama za jednodimenzionalnu minimizaciju iz Dodatka rije�site neke od prethodno

navedenih jednad�zbi.
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5. Aproksimacija funkcija

U t.2, str. 16 opisan je problem interpolacije funkcije. Zadanu funkciju f zamije-
nili smo polinomom P (kao funkcijom �cije se vrijednosti lako izra�cunavaju), tako
da se funkcija f i polinom P podudaraju u zadanim to�ckama (�cvorovima inter-
polacije). Sada bismo �zeljeli istu funkciju f aproksimirati nekom jednostavnom {
lako izra�cunljivom { funkcijom f�, koja �ce danu funkciju f \dobro predstavljati"

u �citavom podru�cju de�nicije. Pri tome �cemo kvalitetu aproksimacije f� mjeriti
\udaljeno�s�cu" funkcije f od njene aproksimacije f�

d(f; f�) = kf � f�k;
gdje je norma k � k naj�ce�s�ce zadana s

kfkp =
�R

b

a
!(x)jf(x)jpdx

�1=p
(Lp norma ; p � 1);

kfk1 = max
a�x�b

jf(x)j!(x) ( �Cebi�sevljeva L1 norma);

gdje je !(x) > 0 tzv. te�zinska funkcija.

Primjedba 5.1 Primijetite da od svih navedenih normi jedino za L2-normu mo�zemo

de�nirati skalarni produkt

(f; g) =

Z
b

a

!(x)f(x)g(x)dx; (5.1)

tako da je kfk22 = (f; f). Ako je !(x) = 1, onda d2(f; f
�) = kf � f�k2 predstavlja

pribli�znu povr�sinu izmed�u grafova funkcija f i f�.

Ako je P � C[a;b] normirani potprostor nekih jednostavnih funkcija (prim-
jerice polinoma), onda ka�zemo da je f� 2 P najbolja aproksimacija funkcije f na
potprostoru P ako vrijedi

kf � f�k � kf � uk za sve u 2 P

�
�
��

�
�
��

���1
6

�
���

P

f�f�f

f�

p

Slika 5.1. Najbolja aproksimacija
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Geometrijski gledano, f� treba biti ortogonalna projekcija vektora f na pot-
prostor P (Slika 5.1). Ujedno to zna�ci da je f � f� okomit na P, tj. da vrijedi

(f � f�; u) = 0 za sve u 2 P: (5.2)

Mo�ze se pokazati da ako je P kona�cno dimenzionalni normirani vektorski potprostor,
onda za svaku funkciju f 2 C[a;b] postoji (barem jedna) najbolja aproksimacija
f� 2 P.

Posebno �cemo razmotriti problem najbolje L2 i najbolje L1 aproksimacije
funkcije f de�nirane na intervalu [a; b] ili samo na kona�cnom skupu to�caka iz tog
intervala.

5.1 Najbolja L2 aproksimacija

Pretpostavimo da je f 2 C[a;b] i da je na [a; b] de�niran skalarni produkt (5.1)
i odgovaraju�ca inducirana norma. Neka je nadalje '0; '1; : : : ; 'n 2 C[a;b] sustav
linearno nezavisnih funkcija. Promatramo problem aproksimacije funkcije f na
potprostoru L('0; '1; : : : ; 'n):

{ da li postoji a� 2 Rn+1, takav da bude F (a�) = min
a2Rn+1

F (a), gdje je

F (a) =







nX
i=0

ai'i � f







2

=

bZ
a

!(x)

 
nX
i=0

ai'i(x)� f(x)
!2

dx ? (5.3)

Nu�zan uvjet egzistencije vektora a� 2 Rn+1 je gradF (a�) = 0, tj.

('0; '0)a
�
0 + ('0; '1)a

�
1 + � � �+ ('0; 'n)a

�
n = ('0; f)

('1; '0)a
�
0 + ('1; '1)a

�
1 + � � �+ ('1; 'n)a

�
n = ('1; f)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
('n; '0)a

�
0 + ('n; '1)a

�
1 + � � �+ ('n; 'n)a

�
n
= ('n; f)

(5.4)

Sustav (5.4) nazivamo sustav normalnih jednad�zbi. Matrica ovog sustava je tzv.
Gramova matrica linearno nezavisnih funkcija '0; '1; : : : ; 'n, pa je kao takva poz-
itivno de�nitna (vidi primjerice Kurepa (1981)). Istovremeno ta matrica pred-

stavlja i Hessijan funkcije F . Dakle, funkcija F na skupu Rn+1 posti�ze jedin-
stveni globalni minimum a�, koji mo�zemo dobiti rje�savanjem sustava (5.4). Naj-
bolja aproksimacija f� funkcije f na potprostoru L('0; '1; : : : ; 'n) je prema tome
f� = a�0'0 + a�1'1 + � � �+ a�n'n.

Primjer 5.1 Treba prona�ci najbolju L2 aproksimaciju funkcije f(x) = e2x ako je

x 2 [0; 1] na potprostoru svih polinoma stupnja � 1 (uz !(x) = 1).

Aproksimaciju f� tra�zit �cemo u obliku

x 7! a0'0 + a1'1; 'i(x) = xi; i = 0; 1:
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Lako se vidi da su u ovom slu�caju koe�cijenti matrice sustava (5.4) zadani s

('i; 'j) =

Z 1

0

'i(x)'j(x)dx =

Z 1

0

xi+jdx =
1

i + j + 1
; i; j = 0; 1;

a vektor slobodnih koe�cijenata

�
e2 � 1

2
;
e2 + 1

4

�T

= (3:19453; 2:09726)T :

Rje�senje sustava (5.4) je a�0 = 0:194528, a�1 = 6:0.

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

0:2 0:4 0:6 0:8 1

f�

1

2

3

4

5

6

0

f

a) grafovi funkcija f i f�

-

6

0:2 0:4 0:6 0:8 1

b) E(x) = f(x)� f�(x)

0:5

1

�0:5

�1

Slika5.2 Aproksimacija funkcije f(x) = e2x

Na Slici5.2 prikazani su grafovi funkcija f i f�, te graf funkcije pogre�ske E(x) =

f(x)� f�(x).
Primijetite da je matrica sustava u ovom primjeru poznata Hilbertova matrica.

Ona se u literaturi obi�cno uzima kao primjer lo�se uvjetovane matrice. Primjerice,
za n = 10, uvjetovanost Hilbertove matrice je 2� 107. Zato je tra�zenje najbolje L2

aproksimacije rje�savanjem sustava (5.4) �cesto puta nepouzdano.

Ako bi funkcije '0; '1; : : : ; 'n �cinile ortogonalan sustav funkcija, tj. ako bi bilo

('i; 'j) = 0; i 6= j i k'ik 6= 0 za sve i = 0; 1; : : : ; n;

onda bi matrica sustava (5.4) bila dijagonalna, a rje�senje bi mogli eksplicitno zapisati

a�
i
=

(f; 'i)

('i; 'i)
; i = 0; 1; : : :; n: (5.5)

Primjer 5.2 Lako se mo�ze pokazati (vidi primjerice Kurepa (1977)) da sustav

funkcija

1; sinx; cosx; : : : ; sinnx; cosnx;

�cini ortogonalan sustav funkcija na C[��;�] uz !(x) = 1 i da je

k1k =
p
2�; k sin kxk = k cos kxk =

p
�; k = 1; : : :n:
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Zadatak 5.1 Poka�zite da je sustav funkcija 'i(x) = cos ix; i = 0; 1; : : :; n, ortogo-
nalan na [0; �] uz !(x) = 1 i da je

k'0k =
p
�; k'ik =

r
�

2
; i = 1; : : :n:

Zadatak 5.2 Poka�zite da je sustav funkcija 'i(x) = cos ix; i = 0; 1; : : :; n, de�ni-

ran na D =
n
xi =

2i+1
n+1

�

2
: i = 0; 1; : : : ; n

o
� [0; �] �cini ortogonalan sustav sa

skalarnim produktom

(f; g) =

nX
i=0

f(xi)g(xi);

i da je k'0k =
p
n+ 1; k'ik =

q
n+1
2
; i = 1; : : :n:

Primjedba 5.2 Ako su f; g ortogonalne funkcije, onda za njih vrijedi Pitagorin
teorem

kf + gk2 = kfk2 + kgk2: (5.6)

Op�cenitije, za ortogonalan sustav '0; '1; : : : ; 'n vrijedi





nX
i=0

ai'i







2

=

nX
i=0

a2ik'ik2:

Nadalje, kako je f � f� okomit na L('0; '1; : : : ; 'n) i kako je f� =
nP
i=0

a�i'i, onda

je (f � f�; f�) = 0 iz �cega slijedi

kf � f�k2 = kfk2 � kf�k2 = kfk2 �
nX
i=0

(a�i )
2k'ik2: (5.7)

Iz (5.7) izravno slijedi poznata Besselova nejednakost

nX
i=0

(a�
i
)2k'ik2 � kfk2: (5.8)

Primjedba 5.3 Budu�ci da je sustav funkcija iz Primjera5.2, str. 95, ortogonalan
za svaki n 2 N, mo�zemo promatrati i beskona�cni ortogonalni sustav funkcija

1; sinx; cosx; : : : ; sinnx; cosnx; : : : ;

i neku funkciju f poku�sati prikazati pomo�cu sume reda

F(x) := a0

2
+

1X
k=1

ak cos kx+ bk sin kx; (5.9)

gdje je prema (5.5)

a0 =
1

�

Z �

��
f(x) dx; ak =

1

�

Z �

��
f(x) cos kx dx; bk =

1

�

Z �

��
f(x) sin kx dx;

(5.10)
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Red (5.9) nazivamo Fourierov red, a brojeve a0; a1; b1; : : : Fourierovi koe�cijenti funk-
cije f . Kada �ce red (5.9) za neki x0 biti konvergentan i da li �ce u tom slu�caju biti

F(x0) = f(x0) odred�eno je Dirichletovimteoremom (vidi primjericeKurepa (1977)).

5.1.1 Ortogonalni polinomi

Pretpostavimo da je na C[a;b] de�niran skalarni produkt (5.1) s te�zinskom
funkcijom !. Neka je L('0; '1; : : : ; 'n) potprostor razapet linearno nezavisnim
funkcijama '0; '1; : : : ; 'n. U tom potprostoru de�nirat �cemo novu ortogonalnu
bazu  0;  1; : : : ;  n (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije):

 0 = '0;

 1 = '1 � ('1; 0)
( 0; 0)

 0;

...

 n = 'n �
n�1P
j=0

('n; j)

( j ; j)
 j :

(5.11)

Budu�ci da je  k linearna kombinacija vektora '0; '1; : : : ; 'k, za svaki k = 0; 1; : : : ; n,
vrijedi L('0; '1; : : : ; 'n) = L( 0;  1; : : : ;  n). Zato najbolju aproksimaciju funkcije
f mo�zemo tra�ziti kao linearnu kombinaciju ortogonalnih funkcija  0;  1; : : : ;  n.

Primjer 5.3 Neka je (�; �) skalarni produkt de�niran na C[�1;1] uz !(x) = 1. Sustav
funkcija 'i(x) = xi; i = 0; 1; : : : ; 5 ortogonalizirat �cemo prema Gram-Schmidtovom

postupku (5.11).

Ni�ze navedenim Mathematica-programom dobivamo

 0(x) = 1;  1(x) = x;  2(x) = x2 � 1
3
;

 3(x) = x3 � 3
5
x;  4(x) = x4 � 6

7
x2 + 3

35
 5(x) = x5 � 10

9
x3 + 5

21
x:

(5.12)

(* Gram - Schmidtov postupak ortogonalizacije *)

fi[i_, x_]:= x^(i-1);

om[t_]:= 1; a=-1; b=1; n=6;

Do[

psi[i,t] = fi[i, t] -

Sum[Integrate[om[t] fi[i,t] psi[j,t],{t,a,b}] psi[j,t]/

Integrate[om[t] psi[j,t]^2, {t,a,b}], {j,i-1}];

,{i,n}]

ortpol = Table[{i-1, Simplify[psi[i,t]]}, {i,n}];

Print[TableForm[ortpol] ]

Polinomi (5.12) se do na konstantu podudaraju s poznatim Laguerreovim poli-
nomima, koji se obi�cno de�niraju kao

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

�
(x2 � 1)n

�
; n 2 N: (5.13)
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Zadatak 5.3 Poka�zite da za Legendreove polinome (5.13) vrijedi

a) Svojstvo ortogonalnostiZ 1

�1
Pm(x)Pn(x) dx =

�
0; m 6= n
2

2n+1 ; m = n; m; n = 0; 1; : : :

b) Legendreov polinom Pn; n � 1, u intervalu (�1; 1) ima n jednostrukih nulto�caka

Uputa: primijetite da je (x2 � 1)
�
x=�1;1 = 0 i koristite Rolleov teorem.

c) P0(x) = 1, P1(x) = x, a za n = 1; 2; : : : vrijedi rekurzivna formula:

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xPn(x)�

n

n+ 1
Pn�1(x):

Primjedba 5.4 Uz pretpostavku da je poznat ortogonalan sustav  0;  1; : : : ;  n na

intervalu [�1; 1], jednostavnom transformacijom


 : [a; b] �! [�1; 1]; 
(x) =
2x

b� a
� a+ b

b� a
; (5.14)

mo�zemo dobiti sustav funkcija

~ i(x) =  i (
(x)) ; i = 0; 1; : : :; n;

koji je ortogonalan na [a; b].

Zadatak 5.4 Koriste�ci Legendreove polinome odrediti najbolju L2 aproksimaciju

funkcije f(x) = e2x; x 2 [0; 1] na potprostoru polinoma stupnja � 1. Rezultate us-

poredite s Primjerom5.1.

Uputa: Koriste�ci transformaciju (5.14) na Legendreovim polinomima P0 i P1 dobi-

vamo: ~ 0(x) = 1, ~ 1(x) = 2x � 1, pa je f� = a�0 � 1 + a�1(2x � 1), gdje se a�0 i a�1
ra�cunaju prema (5.5).

5.1.2 �Cebi�sevljevi polinomi

Sustav ortogonalnih polinoma na [�1; 1] s te�zinskom funkcijom !(x) = 1p
1�x2

nazivaju se �Cebi�sevljevi polinomi1. Mogu se de�nirati pomo�cu eksplicitne formule

Tn(x) = cos(n arccos x); n = 0; 1; : : : : (5.15)

Kori�stenjem jednostavne relacije

cos(n+ 1)' + cos(n� 1)' = 2 cos' cos n'; n 2 N;

induktivno zaklju�cujemo da su Tn polinomi stupnja n. Nadalje, koriste�ci supstitu-
ciju ' = arccos x, dobivamoZ 1

�1
Ti(x)Tj(x)

dxp
1� x2

=

Z 0

�

cos i' cos j' d' =
1

2

Z �

��
cos i' cos j' d' =

�

2
�ij:

1Oznaka polinoma \T" dolazi od engleske transkripcije prezimena �Cebi�sev: Tchebycheff
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odakle neposredno slijedi ortogonalnost �Cebi�sevljevih polinoma (vidi Primjer5.2,
str. 95)

-

61

�1

0:5

�0:5

�1 �0:5 0:5 1
-

61

�1

0:5

�0:5

�1 �0:5 0:5 1

Slika 5.3 �Cebi�sevljevi polinomi T6 i T12

�Cebi�sevljevi polinomi imaju sljede�ca svojstva:

a) jTn(x)j � 1; x 2 [�1; 1]; n = 0; 1; : : :;

b) �Cebi�sevljev polinom Tn ima na intervalu [�1; 1] n razli�citih nulto�caka

xk = cos

�
2k � 1

n

�

2

�
; k = 1; : : : ; n;

c) �Cebi�sevljev polinom Tn na intervalu [�1; 1] ima n+ 1 razli�citih to�caka

�k = cos
k�

n
; k = 0; 1; : : :; n;

u kojima naizmjeni�cno posti�ze globalne minimume i maksimume;

d) T0(x) = 1, T1(x) = x, a za n = 1; 2; : : : vrijedi rekurzivna formula:

Tn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x); n = 1; 2; : : : :

Zadatak 5.5 Izra�cunajte kTnk; n = 0; 1; : : :, te odgovaraju�ce koe�cijente a�
k
; k =

0; 1; : : :, najbolje L2 aproksimacije funkcije.

Rezultat: kT0k =
p
�, kTkk =

p
�

2 ; k = 0; 1; : : :, a�
k
= 2

�

R
�

0
f(') cos k' d'; k =

0; 1; : : :

Zadatak 5.6 Nulto�cke, kao i to�cke u kojima �Cebi�sevljev polinom naizmjeni�cno

posti�ze globalne minimume i maksimume nisu jednoliko razmje�stene na intervalu

[�1; 1]. One su gu�s�ce raspored�ene pri rubovima intervala, a rjed�e oko sredi�sta.

Ozna�cite to�cke xk; �k; k = 0; 1; : : : ; n za n = 10, tako da na trigonometrijskoj

kru�znici najprije ozna�cite to�cke koje odgovaraju realnim brojevima 2k�1
n

�

2 i k�
n
; k =

0; 1; : : : ; n.
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5.2 Najbolja L1 aproksimacija

Pretpostavimo da je f 2 C[a;b] i da je '0; '1; : : : ; 'n dani sustav funkcija.
Tra�zimo vektor parametara a� = (a�0; : : : ; a

�
n
)T 2 Rn+1 koji �ce minimizirati funkciju

F (a0; : : : ; an) =







nX
i=0

ai'i � f






1

= max
a�x�b

�����
nX
i=0

ai'i(x) � f(x)
����� : (5.16)

Funkcija f� =
nP
i=0

a�
i
'i je najboljaL1 aproksimacija funkcije f na L('0; '1; : : : ; 'n).

Mi �cemo se zadr�zati u okvirima jednog specijalnog slu�caja: tra�zit �cemo na-
jbolju L1 aproksimaciju funkcije f na prostoru polinoma stupnja � n, tj. na pros-
toru razapetom funkcijama 'i(x) = xi; i = 0; 1; : : : ; n.

Primjer 5.4 Za danu funkciju f(x) = x2; x 2 [�1; 1] treba prona�ci najbolju L1
aproksimaciju na prostoru polinoma stupnja � 1.

Treba prona�ci parametre a�0 ; a
�
1 2 R, tako da bude F (a0; a1) = max

�1�x�1
jx2 � (a0 + a1x)j

minimalno. Budu�ci da funkcija F nije derivabilna na [�1; 1], ne mo�zemo upotrijebiti svoje

predznanje o istra�zivanju ekstrema derivabilnih funkcija.

-

6

�1 10

1

y = 1
2

Slika5.4 Linearna L1 aproksimacija kvdratne funkcije f(x) = x2

Pokazat �ce se (vidi Teorem 5.1) da se najbolja aproksimacija dobije za a�0=
1
2
; a�1=0,

tj. da je najbolja L1 aproksimacija kvadratne funkcije f(x) = x2 u klasi linearnih funkcija,

funkcija f�(x) = 1
2
. Primijetite (vidi Sliku5.4) da su u tom slu�caju maksimalna odstupanja

u to�ckama �1; 0; 1 po apsolutnoj vrijednosti jednaka 1
2
, a da po predznaku alterniraju.

Poku�sajmo rije�siti op�cenitiji problem:

za funkciju f(x) = xn; x 2 [�1; 1] treba prona�ci najbolju L1
aproksimaciju na prostoru Pn�1 polinoma stupnja � n � 1.
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Odgovor �ce dati sljede�ci teorem.

Teorem 5.1 Izmed�u svih normiranih polinoma2stupnja � n polinom

21�nTn, gdje je Tn n-ti �Cebi�sevljev polinom, ima najmanju L1 normu

na intervalu [�1; 1], koja iznosi 21�n.

Dokaz. Uo�cimo najprije da je koe�cijent uz najvi�su potenciju �Cebi�sevljevog poli-

noma Tn jednak 2n�1 (uspredi svojstvo d) �Cebi�sevljevog polinoma, str. 99). Zato je poli-
nom 21�nTn normiran i vrijedi: j21�nTn(x)j � 21�n (svojstvo a), str. 99). Pretpostavimo

sada da postoji neki drugi normirani polinom pn, takav da je jpn(x)j < 21�n za sve

x 2 [�1; 1]. Neka su nadalje, �0; �1; : : : ; �n to�cke u kojima �Cebi�sevljev polinom Tn prima

ekstremne vrijednosti �1 ili 1 (vidi t.5.1.2, str. 98). Tada vrijedi

pn(�0) < 21�nTn(�0) = 21�n

pn(�1) > 21�nTn(�1) = �21�n
pn(�2) < 21�nTn(�2) = 21�n itd.

To bi zna�cilo da \polinom ge�ske" E(x) := pn(x)� 21�nTn(x), n puta mijenja predznak na

intervalu [�1; 1]. To med�utim nije mogu�ce jer je E polinom stupnja (n� 1) (polinomi pn

i 21�nTn su normirani !) 2

Ovo va�zno svojstvo �Cebi�sevljevih polinoma ve�c smo iskoristili u t.2.1.3 pri-
likom optimalnog izbora �cvorova interpolacije funkcije (str. 24). Sada se takod�er
vidi i za�sto je rje�senje zadatka u Primjeru5.4 bila ba�s funkcija x 7! 1

2
. Naime,

prema upravo dokazanom teoremu, vrijedi

min
a0;a1

kx2 � (a0 + a1x)k1 = k1
2
T2k1;

gdje je T2(x) = 2x2 � 1.

Zadatak 5.7 Odredite najbolju L1 aproksimaciju funkcije f(x) = xn; x 2 [�1; 1]
na prostoru polinoma stupnja � n� 1.

Odgovor: Prema Teoremu 5.1 najbolja aproksimacija je funkcija f�(x) = xn � 21�nTn(x).

2Ka�zemo da je polinom normiran ako mu je koe�cijent uz najvi�su potenciju jednak 1
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Prethodne tvrdnje mogu se generalizirati kroz sljede�ci va�zni teorem.

Teorem 5.2 (de la Vall�ee Poussin) Neka je f 2 C[a;b]. Polinom p�

stupnja � n je najbolja L1 aproksimacija funkcije f na [a; b] onda i

samo onda ako postoje barem n+ 2 to�cke,

a � x0 < x1 < � � � < xn+1 � b

u kojima funkcija pogre�ske E = p�n � f prima maksimalne vrijednosti s

alterniraju�cim predznakom, tj.

E(xi+1) = �E(xi); i = 0; 1; : : : ; n; jE(xi)j = kEk1:

Zadatak 5.8 Primjenom de la Vall�ee Poussin teorema odredite najbolju L1 aproksi-

macija funkcije f(x) = sinx na [0; �2 ] u klasi polinoma prvog stupnja.

Rje�senje: p�1(x) = 0:105 + 2t
�
.
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6. Problemi najmanjih kvadrata

Problem najbolje L2-aproksimacije funkcije koja je zadana na kona�cnom skupu
to�caka obi�cno se u literaturi naziva problem najmanjih kvadrata1.

Najprije �cemo na nekoliko tipi�cnih primjera pokazati neke probleme iz prim-
jena, koji se rje�savaju metodom najmanjih kvadrata. Jo�s neke druge primjene mogu
se vidjeti u Scitovski (1993).

Primjer 6.1 Pretpostavimo da su y1; y2; : : : ; ym rezultati mjerenja neke veli�cine

A. Treba odrediti aproksimaciju �� veli�cine A tako da sve izmjerene vrijednosti

y1; y2; : : : ; ym budu "�sto bli�ze" aproksimaciji ��

y1 y2 y3 �� ym

Slika 6.1. Aritmeti�cka sredina podataka

Pri tome pojam "�sto bli�ze" shva�camo u smislu zahtjeva da suma kvadrata
odstupanja svih mjerenja od aproksimacije � bude minimalna, tj. da bude

F2(�) =

mX
i=1

(�� yi)
2 �! min : (�)

Ovaj princip nazivamo princip najmanjih kvadrata ili �ce�s�ce metoda najmanjih
kvadrata, a problem odred�ivanja aproksimacije �� na osnovi principa najmanjih
kvadrata, nazivamo problem najmanjih kvadrata. Problem najmanjih kvadrata je
specijalni problem ekstrema bez ograni�cenja. Lako se vidi da je rje�senje problema
(�) aritmeti�cka sredina podataka

�� =
1

m

mX
i=1

yi

1Princip najmanjih kvadrata postavio je Carl Friedrich Gauss 1795. godine prilikom izu�cavanja
kretanja nebeskih tijela, �sto je objavio 1809 godine u radu \Teoria Motus Corporum Coelestium in

Sectionibus Conicis Solem Ambientium", (Perthes and Besser, Hamburg). Treba takod�er re�ci da
je francuski matemati�car Legendre 1805. prvi publicirao algebarsku proceduru metode najmanjih
kvadrata
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Dakle, aritmeti�cka sredina mjerenja y1; : : : ; ym je takva veli�cina koja ima svo-
jstvo da je suma kvadrata odstupanja te veli�cine od mjerenja y1; : : : ; ym najmanja.

Primjer 6.2 Zadani su podaci

xi �4 �2 2 4

yi 8 6 3 5

Treba prona�ci linearnu funkciju f(x) = a1+a2x tako da njezin graf prolazi �sto bli�ze

danim to�ckama Ti(xi; yi), i = 1; 2; 3; 4 (vidi Sliku6.2.a).

Jasno je da bi nam ve�c prve dvije to�cke T1 i T2 bile dovoljne za odred�ivanje tra�zene

funkcije. Ali �sto je onda s preostalim to�ckama { podacima? Zato �cemo poku�sati parametre

a1, a2, odrediti tako da bude

yi � a1 + a2xi; i = 1; :::; 4; (�)
pri �cemu �ce nam \�" u (�) zna�citi minimalno kvadratno odstupanje. Drugim rije�cima,

de�nirat �cemo odstupanja

ri = a1 + a2xi � yi; i = 1; :::;4

i poku�sati rije�siti problem ekstrema

F (a1; a2) =

nX
i=1

(a1 + a2xi � yi)2 =
nX
i=1

r2i = krk22 ! min; (��)

gdje je r vektor s komponentama ri. Odgovaraju�ci problem (��) takod�er je jedan problem

najmanjih kvadrata.

Primjedba 6.1 Problem (��) �cesto zovemo i problem diskretne L2 aproksimacije.
Problem bismo mogli postaviti i tako da umjesto (��) promatramo problem

F1(a1; a2) =

nX
i=1

ja1 + a2xi � yij = krk1 ! min; (� � �)

ili

F1(a1; a2) = max
i=1;:::;m

ja1 + a2xi � yij = krk1 ! min : (� � ��)

Problem (� � �) naziva se problem najbolje L1 aproksimacije, a problem (� � ��)
problem najbolje L1 aproksimacije. Ocem L1 aproksimacija smatra se hrvatski

znanstvenik R.Bo�skovi�c, a ocem L1 aproksimacija ruski matemati�car P.L. �Cebi�sev.
Ina�ce funkcije F1 i F1 nisu derivabilne, pa su zato problemi (���) i (����) znatno
slo�zeniji i zbog toga ih ne�cemo dalje promatrati. Vi�se o L1 i L1 aproksimacijama

mo�ze se vidjeti kod Rice (1964,1969).

Primjer 6.3 Promatramo sustav linearnih jednad�zbi Ja = y, gdje je

J =

2
664

1 �4
1 �2
1 2
1 4

3
775 ; a =

�
a1
a2

�
; y =

2
664

8
6
3
5

3
775 :



105

Ovaj sustav nije rje�siv jer vektor y ne le�zi u potprostoru L(j1; j2), gdje su j1; j2
stupci matrice J. Ka�zemo da se radi o preodred�enom sustavu. Potra�zit �cemo najbolju L2

aproksimaciju vektora y u potprostoru L(j1; j2), tj. potra�zit �cemo parametre a1; a2, tako
da bude

F (a1; a2) = kJa� yk22 =
nX
i=1

(a1 + a2xi � yi)2 ! min :

Primijetite da �ce za optimalne vrijednosti parametara a1 = 5:5; a2 = �0:45 suma kvadrata

odstupanja lijevih od desnih strana jednad�zbi biti minimalna. I u ovom slu�caju radi se o

jednom problemu najmanjih kvadrata.

Iz navedenog primjera jasno je da i problemu rje�savanja sustava linearnih

jednad�zbi takod�er mo�zemo pristupiti kao jednom problemu najmanjih kvadrata.

-

6
y

x

2

4

6

8

0�2�4 2 4

�

�

�

�
Z
Z
ZZ
�

�
��Z

Z
ZZ
�
�
��

qq

6
?

-

-

I0 I0

I1

I2

R1

R2

�
	

�

Slika 6.2.a) Linearna regresija Slika 6.2.b) Elektri�cna mre�za

Primjer 6.4 U elektri�cnoj mre�zi bez izvora, sastavljenoj od otpora Rk, struje Ik
izra�cunavaju se pomo�cu Kirchho�ovih zakona:

\Pravilo �cvora": Za svaki �cvor mre�ze vrijedi
P
k

Ik = 0. Pri tome, dolaze�ce struje

smatraju se pozitivnim, a odlaze�ce negativnim;

\Pravilo petlje": Za svaku zatvorenu petlju (konturu) vrijedi
P
k

Uk =
P
k

IkRk = 0.

Pri tome, ako konturu obilazimo u nekom smjeru, onda se struje u tom smjeru

smatraju pozitivnim, a struje u suprotnom smjeru, negativnim.

Za primjer na Slici 6.2.b i zadane otpore R1; R2 i ulaznu struju I0 treba izra�cunati

struje I1 i I2. Imamo

I0 �I1 �I2 = 0
�I0 +I1 +I2 = 0

�I1R1 +I2R2 = 0

Na taj na�cin obi�cno dobivamo vi�se jednad�zbi nego nepoznanica, a zbog prisutnosti

pogre�saka u mjerenjima, takav sustav je �cesto preodred�en i nema rje�senje, pa se obi�cno

zadovoljavamo najboljom L2 aproksimacijom rje�senja.

Primjer 6.5 SOS - poziv u pomo�c s nekog broda primiljen je na m (m � 2) radio
stanica. Poznate su koordinate polo�zaja tih radiostanica: Si(xi; yi),i = 1; : : : ;m,

kao i kutevi: �i, i = 1; : : : ;m, pod kojima su stanice primile poziv s broda (vidi
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Sliku6.3.) Treba odrediti koordinate x, y polo�zaja broda koji �salje poziv u pomo�c.

Zbog jednostavnosti ne�cemo uzimati u obzir zakrivljenost Zemljine povr�sine.

O�cigledno vrijedi

�i = arctg

�
y� yi
x� xi

�
; i = 1; : : : ;m: (�)

Kada bi svi izmjereni kutevi bili potpuno to�cni, sustav (�) imao bi jedinstveno

rje�senje (x; y). Budu�ci da se to u praksi ne mo�ze o�cekivati, onda �cemo rje�senje sustava (�)
potra�ziti u smislu najmanjih kvadrata

F (x; y) =

mX
i=1

�
arctg

�
y � yi
x� xi

�
� �i

�2
�! min :

y

x

0

1

1
-

6

q

q

q

q

S2(x2; y2)

S1(x1; y1)

Sm(xm; ym)

B(x;y)

�� �1	
R

�2

�m

Slika 6.3. Tra�zenje pozicije broda

Pretpostavimo op�cenito da zavisna varijabla y ovisi o nezavisnoj varijabli x
po funkcionalnom zakonu

y = f(x; a); a 2 Rn;

gdje je a = (a1; : : : ; an)
T vektor parametar. Osim toga, neka su zadani podaci

(xi; yi); i = 1; : : : ;m; m � n:

Nadalje, neka je r vektor odstupanja (reziduala) s komponentama

ri(a) = f(xi; a)� yi: (6.1)

Treba prona�ci to�cku a� = (a�1; : : : ; a
�
n
) 2 Rn, u kojoj funkcija F : Rn ! R, de�ni-

rana s

F (a) =
1

2

mX
i=1

r2i (a) =
1

2
kr(a)k22; a 2 Rn; (6.2)

posti�ze globalni minimum.

Funkciju f nazivamo funkcija-model, vektor r vektor odstupanja ili reziduala,
a brojeve a�1; : : : ; a

�
n, optimalni parametri. Problem odred�ivanja optimalnih param-

etara a�1; : : : ; a
�
n nazivamo problem najmanjih kvadrata (u daljnjem tekstu: PNK).



107

Primjedba 6.2 Ako �zelimo da prilikom procjene optimalnih parametara a�1; : : : ; a
�
n

svi podaci budu relativno jednako zastupljeni, onda ima smisla zahtijevati da suma

kvadrata relativnih odstupanja stvarnih od teoretskih vrijednosti bude minimalna.

To zna�ci da �cemo umjesto minimiziranja funkcije (6.2), minimizirati funkciju

G(a) =
1

2

mX
i=1

�
f(xi; a)� yi

yi

�2

:

Ako uvedemo oznaku pi = y�2
i

, onda mo�zemo pisati

G(a) =
1

2

mX
i=1

pi (f(xi; a)� yi)
2
: (6.3)

Brojeve pi nazivamo ponderi (ili te�zine) podataka, a problem minimizacije funkcije

(6.3) je standardni problem najmanjih kvadrata za podatke (pi; xi; yi), i = 1; : : : ;m
i funkciju-model f .

Op�cenito, te�zine (pondere) pi podataka mo�zemo i druga�cije de�nirati (vidi

primjerice Scitovski (1993)). Uvijek su to pozitivni brojevi, pomo�cu kojih mo�zemo

utjecati na doprinos ("te�zinu") pojedinog podatka.

U svrhu analize ekstrema funkcije F iskoristiti �cemo njezin specijalni oblik.
Najprije �cemo izra�cunati gradijent funkcije F

@F

@a1
= r1

@r1

@a1
+ r2

@r2

@a1
+ � � �+ rm

@rm

@a1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
@F

@an
= r1

@r1

@an
+ r2

@r2

@an
+ � � �+ rm

@rm

@an

�sto mo�zemo pisati i u matri�cnom obliku kao

gradF = JTr: (6.4)

gdje je

gradF =

2
64

@F

@a1

...
@F

@an

3
75 ; J =

2
64

@r1

@a1
� � � @r1

@an

...
. . .

...
@rm

@a1
� � � @rm

@an

3
75 ; r =

2
64

r1
...
rm

3
75 :

Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili jednostavno Jacobijan funkcije F .

Sli�cno se mo�ze pokazati da Hessijan funkcije F mo�zemo pisati

HF = JTJ+

mX
k=1

rkHk; (6.5)

gdje su Hk matrica reda n s elementima

(Hk)ij =
@2rk

@ai@aj
; (6.6)
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Ako �zelimo prona�ci kriti�cne to�cke minimiziraju�ce funkcije (6.1), odnosno (6.3),
potrebno je gradijent funkcije F izjedna�citi s nulom. Tako dobivamo sustav od n
jednad�zbi s n nepoznanica a1; : : : ; an

JTr = 0 ili

mP
i=1

ri
@ri

@a1
= 0

...
mP
i=1

ri
@ri

@an
= 0

(6.7)

Ovaj sustav jednad�zbi bit �ce linearan ako su sve funkcije ri = ri(a1; : : : ; an) linearne
u svakom od argumenata a1; : : : ; an. To �ce se dogoditi onda ako je funkcija-model
f linearna u svim parametrima a1; : : : ; an. Tada govorimo o linearnom problemu
najmanjih kvadrata (LPNK).

U suprotnom, ako je funkcija-model f nelinearna u barem jednom od param-
etara: a1; : : : ; an, govorimo o nelinearnom problemu najmanjih kvadrata (NPNK). U
tom slu�caju je (6.7) sustav nelinearnih jednad�zbi.

Primijetimo da su Primjeri 6.1, 6.2. i 6.3. linearni problemi, a Primjer 6.4.
nelinearni problem najmanjih kvadrata.

6.1 Linearni problemi najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da je funkcija-model f linearna u svim parametrima a1; : : : ; an
i da je op�cenito oblika

f(x; a1; : : : ; an) = a1'1(x) + � � �+ an'n(x); x 2 R (6.8)

gdje su 'i neprekidne funkcije. Primjerice za polinom-model, funkcije 'i su poten-
cije: 'i(x) = xi�1 ; i = 1; : : : ; n.

Jacobijeva matrica za funkciju-model (6.8) ne ovisi o a

Jij =
@ri

@aj
= 'j(xi); i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n:

Hessijan funkcije F takod�er je bitno jednostavniji i takod�er ne ovisi o a

HF = JTJ: (6.9)

Vektor odstupanja r s komponentama ri = a1'1(xi) + � � �+ an'n(xi)� yi mo�zemo
pisati

r = Ja� y; (6.10)

gdje je y = (y1; : : : ; ym)
T . Tra�zi se a 2 Rn tako da bude

F (a�) = min
a2Rn

F (a); gdje je F (a) =
1

2
kr(a)k2 = 1

2
kJa� yk2: (6.11)
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�Cesto puta se u literaturi LPNK (6.11) ozna�cava kao

Ja ' y: (6.12)

Primjerice, za podatke i funkciju-model iz Primjera 6.2 imamo: '1(x) = 1,
'2(x) = x,

J =

2
664

1 �4
1 �2
1 2
1 4

3
775 ; HF = JTJ =

�
4 0
0 40

�
:

6.1.1 Rje�savanje LPNK preko sustava normalnih jednad�zbi

Kriti�cne to�cke funkcije F dobit �cemo rje�savanjem jednad�zbe (6.4)

gradF = JTr = 0: (6.13)

Hessijan HF ne ovisi o vektoru a i zadan je formulom (6.9). Sljede�ca lema pokazuje
kada �ce Hessijan HF biti pozitivno de�nitan

Lema 6.1 Neka je J 2 Rm�n;m > n. Matrica JTJ je pozitivno de�nitna

onda i samo onda ako je J punog ranga po stupcima (rangJ = n).

Dokaz. (Nu�znost)Neka je JTJ pozitivno de�nitna. Pretpostavimo da je rang J < n,

tj. da su stupci od J linearno zavisni. Tada bi za neki a0 6= 0 imali Ja0 = 0, odakle bi

slijedilo aT0 J
TJa0 = 0, �sto bi zna�cilo da JTJ nije pozitivno de�nitna.

(Dovoljnost)Pretpostavimo da je rang J = n, tj. da su stupci od J linearno nezavisni.

Tada za a 6= 0 ) Ja 6= 0, pa je

(HFa; a) = (JTJa;a) = a
T (JTJa) = (Ja)T (Ja) = kJak2 > 0:

2

Dakle, LPNK, za koji je pripadna Jacobijeva matrica punog ranga (�sto je u
praksi gotovo uvijek ispunjeno), rje�siv je i postoji jedinstveno rje�senje, koje mo�zemo
dobiti tako da pronad�emo kriti�cne to�cke funkcije F . Zato �cemo (6.10) uvrstiti (6.13).
Dobivamo jednad�zbu

JTJa� JTy = 0 (6.14)

Lako se vidi da je rje�senje ove jednad�zbe

a� = J+y; gdje je J+ = (JTJ)�1JT :

Jednad�zbu (6.14) nazivamo sustav normalnih jednad�zbi, a matricu J+ pseudoinverzna
matrica ili Moore-Penroseov generalizirani inverz2 matrice J.

2Vi�se o svojstvima i zna�cenjuMoore-Penroseovog generaliziranog inverza mo�ze se vidjeti prim-
jerice u Gill (1991), Golub (1989) ili Lawson (1974)
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Primjedba 6.3 U slu�caju ako je funkcija-model (6.8) polinom n-tog stupnja, a

broj podataka m jednak (n+ 1), rje�savanjem odgovaraju�ceg LPNK dobivamo inter-
polacijski polinom.

Primjedba 6.4 Kako je cond (JTJ) = cond2(J) (vidi primjerice Gill (1991), ma-

trica JTJ bit �ce vrlo lo�se uvjetovana ako je matrica J lo�se uvjetovana, a rje�senje

LPNK, dobiveno rje�savanjem sustava normalnih jednad�zbi (6.14), bit �ce vrlo nepouz-

dano.

Primjer 6.6 Zadano je

J =

2
4 1 1

10�3 0
0 10�3

3
5 ; y =

2
4 2

10�3

10�3

3
5

Mo�ze se pokazati (vidi Primjedbu3.9, str. 62) da je cond (J) � 1:4 � 103 i da je

rje�senje odgovaraju�ceg LPNK a� = (1; 1)T uz kr(a�)k = 0.

Ako bismo ovaj LPNK rje�savali preko sustava normalnih jednad�zbi na ra�cunalu s

6-znamenkastom 
oating-point aritmetikom, matrica fl(JTJ) =

�
1 1

1 1

�
bila bi singu-

larna. U 7-znamenkastoj 
oating-point aritmetici rje�senje bi bilo a� = (2:000001; 0)T .

6.1.2 Rje�savanje LPNK pomo�cu QR-dekompozicije

Minimum funkcije F (a) = 1
2
kJa� yk2 iz (6.11) potra�zit �cemo na sljede�ci

na�cin. Kako je J 2 Rm�n, najprije �cemo algoritmom opisanim u t.3.7, str. 52,
na�ciniti dekompoziciju J = QR, gdje je Q 2 Rm�m ortogonalna, a R 2 Rm�n

gornja trokutasta matrica. Vektor odstupanja r = Ja� y, sada mo�zemo ovako
pisati

r = QRa� y (6.15)

Budu�ci da ortogonalna matrica �cuva normu, vrijedi

krk = kQRa� yk = kQ(Ra�QTy)k = kRa�QTyk; (6.16)

pa je

2F (a)=krk2=kRa�QTyk2 = kRna� (QTy)nk2(n) + k(QTy)m�nk2(m�n)
� k(QTy)m�nk2(m�n);

gdje je Rn matrica sastavljena od prvih n redaka matrice R, a (QTy)n, odnosno
(QTy)m�n vektori sastavljeni od prvih n, odnosno posljednjih m�n komponenti
originalnih vektora. Indeksi (n) i (m � n) ozna�cavaju odgovaraju�ce vektorske L2

norme u Rn, odnosno Rm�n. Zato se minimum funkcije F posti�ze na vektoru
a� 2 Rn, za koji je

Rna
� = (QTy)n: (6.17)
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pri �cemu je

F (a�) =
1

2
kr(a�)k2 = 1

2
k(QTy)m�nk2(m�n): (6.18)

Primjer 6.7 LPNK iz Primjera6.2

Ja =

2
664

1 4
1 2
1 �2
1 �4

3
775 �
�
a1
a2

�
' y =

2
664

8
6
3
5

3
775 :

rije�sit �cemo primjenom QR-dekompozicije.

Primjenom Mathematica-naredbe QRDecomposition[J] (ili odgovaraju�ceg BASIC-

programa u Dodatku) dobivamo sustav (6.17)� �2: 0:

0 6:32456

� �
a�1
a�2

�
=

� �11:
�2:84605

�
;

odakle dobivamo a� = (5:5;�:45)T i F (a�) = 1:1068.

Primjer 6.8 U Primjeru2.3, str. 20, pokazalo se da su posljednja dva koe�cijenta

u interpolacijskom polinomu zanemarivo malena, pa ima smisla potra�ziti polinom

stupnja 2, koji �ce u smislu najmanjih kvadrata najbolje aproksimirati zadane podatke

i dati funkcionalnu zavisnost � = P2(X).

Primjenom QR-dekompozicije za rje�savanje odgovaraju�ceg LPNK dobivamo

a0 = 5:0467; a1 = �0:0033; a2 = 0:000023:

Usporedite rezultate prikazane u Tablici6.1 s Tablicom3.2, str. 20.

X(m) � �� ���

500 10:885 9:14 1:745

750 16:901 15:49 1:411

1000 23:942 24:71 0:768

Tablica 6.1.

6.1.3 Rje�savanje LPNK pomo�cu dekompozicije na singularne

vrijednosti

Ako Jacobijeva matrica J nije punog ranga, prema Lemi 6.1, str. 109, Hesijan
HF odgovaraju�ceg LPNK Ja ' y nije pozitivno de�nitan. LPNK u tom slu�caju
ima beskona�cno mnogo rje�senja. Od svih tih rje�senja potra�zit �cemo ono koje ima

najmanju normu. U tom slu�caju i u slu�caju kada je Jacobijan J lo�se uvjetovana
matrica koristit �cemo rastav matrice na singularne vrijednosti (SVD).

Promatrajmo ponovo problem minimizacije (6.11) funkcije

F (a) =
1

2
kr(a)k2; gdje je r = Ja� y;
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s time da je rang (J) = k � n < m. Neka je J = USVT dekompozicije matrica J na
singularne vrijednosti, gdje su U, S i V matrice de�nirane u t.3.9, str. 60. Budu�ci
da ortogonalna matrica �cuva normu, vrijedi

krk = kJa� yk = kUSVTa� yk = kSVTa�UTyk:

Zato, uz oznaku z = VTa, imamo

2F (a)=krk2=kSz�UTyk2 = kSkz� (UTy)kk2(k) + k(UTy)m�kk2(m�k)
� k(UTy)m�kk2m�k;

gdje je Sk matrica sastavljena od prvih k redaka dijagonalne matrice S, a (UTy)k,
odnosno (UTy)m�k vektori sastavljeni od prvih k, odnosno posljednjihm�k kompo-
nenti originalnih vektora. Indeksi (k) i (m� k) ozna�cavaju odgovaraju�ce vektorske
L2 norme u Rk, odnosno Rm�k. Zato se minimum funkcije F posti�ze na vektoru
z� 2 Rn, za koji je

Skz
� = (UTy)k: (6.19)

Na taj na�cin odred�eno je prvih k komponenti vektora z�,

z�i =
uTi y

�i
; i = 1; : : : ;k;

gdje su u1; : : : ;uk prvih k stupaca matrice U. Preostalih (n � k) komponenti
z�
k+1; : : : ; z

�
n
vektora z� biramo tako da rje�senje a� imaminimalnuEuklidovu normu.

Dakle,

a� = Vz� =

kX
i=1

uTi y

�i
vi; ka�k = min

Ja�y=r
kak; (6.20)

gdje su v1; : : : ;vk prvih k stupaca matrice V. Minimalna vrijednost funkcije F je

F (a�) =
1

2
k(UTy)m�kk2(m�k) =

mX
i=k+1

(uTi y)
2: (6.21)

Primjer 6.9 Promatramo LPNK Ja ' y, gdje je

J =

�
1 1
1 1

�
; a =

�
a1
a2

�
; y =

�
1
2

�

Budu�ci da je rang J = k = 1, LPNK ima beskona�cno mnogo rje�senja. SVD ove

matrice glasi

J =

� �:707107 �:707107
�:707107 :707107

�
�
�
2 0

0 0

�
�
� �:707107 �:707107
�:707107 :707107

�
:

Primjenom formule (6.20) dobivamo rje�senje (koje ima minimalnu L2 normu !)

a
� = �1

2

�
(�:707107;�:707107) � (1; 2)T

�
� (�:707107;�:707107)T = (:75; :75)T :
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Isti rezultat mo�zemo dobiti i izravno, tra�ze�ci minimum funkcije

F (a1; a2) =
1

2
(a1 + a2 � 1)2 +

1

2
(a1 + a2 � 2)2

Lako se vidi da ova funkcija posti�ze globalni minimum F � = 0:25 na beskona�cno mnogo

vektora a� = (a�1; a
�
2)

T , �cije komponente a1; a2 zadovoljavaju jednad�zbu pravca � = 3
2
� �.

Med�u njima vektor najmanje L2 norme dobit �cemo tako da potra�zimo minimum funkcije

� 7! �2 +

�
3

2
� �
�2

:

On se posti�ze za � = 3
4
. Dakle, vektor najmanje L2 norme je a� = (0:74; 0:75)T i to je

rje�senje postavljenog LPNK.

Primjedba 6.5 Ako je rangA = k, onda dijagonalnu matricu S iz SVD rastava

(3.29), str. 60 mo�zemo pisati kao S =
kP
i=1

Si, gdje je Si dijagonalna matrica koja na

mjestu (i; i) ima element �i, a sve ostale nule. Zato SVD matrice A mo�zemo pisati

A = USVT = U

 
kX
i=1

Si

!
VT =

kX
i=1

USiV
T =

kX
i=1

�iuiv
T
i : (6.22)

Najbolja L2 aproksimacija ranga � < k matrice A, tada je (vidi Bj�orck (1996),

Kalman (1996))

~A =

�X
i=1

�iuiv
T

i
; pri �cemu je kA� ~Ak2 = ��+1: (6.23)

Zadatak 6.1 Kako izgleda rastav (6.22) za matricu A iz Primjera3.12, str. 61?

Ova �cinjenica mo�ze se upotrijebiti u svrhu kompresije slike (vidi primjerice

Demel (1997), Kalman (1996), Trefethen (1997)). Crno-bijela slika lista (vidi
Sliku 6.4.a) zapisana je u obliku matrice veli�cine 100�100 s elementima iz intervala
[0; 1], pri �cemu 0 zna�ci potpuno crno, a 1 potpuno bijelo. Aproksimiraju�ci ovu
matricu koriste�ci redom prvih � = 5; 15; 25; 40; 50 singularnih vrijednosti u formuli
(6.22) dobivamo slike aproksimacije originala3

3Navedeni primjer izradili su K. Petri�c i K. Sabo, studenti Pedago�skog fakulteta u Osijeku,
smjer Matematika-informatika.
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6.2 Nelinearni problemi najmanjih kvadrata

Ako funkcija-model f nije linearna u barem jednom od svojih parametara
a1; : : : ; an, govorimo o nelinearnom problemu najmanjih kvadrata (NPNK). Ovaj
problem rje�savat �cemo kao nelinearni problem minimuma bez ograni�cenja. Naj-
poznatija metoda za rje�savanje ovakvih problema je tzv. Newtonova metoda (vidi

Dennis (1996), Fletcher (1987), Ortega (1970)).

Radi ilustracije razmotrimo jednodimenzionalni problem minimizacije. Pret-
postavimo da je f 2 C2

[a;b] i da se u to�cki � posti�ze jedinstveni lokalni minimum

funkcije f . Izaberimo x0 2 (a; b) i na osnovi Taylorove formule funkciju f u okolini
to�cke x0 aproksimiramo kvadratnom funkcijom

k1(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) +
1

2
f 00(x0)(x� x0)

2

-

6
y

x
0

f

a bx0 x1 �

Slika 6.5. Newtonova metoda

Sljede�cu aproksimaciju x1 tra�zene to�cke � birat �cemo tako da odredimo mini-
mum kvadratne funkcije k1

x1 = x0 �
f 0(x0)

f 00(x0)
:

Ponavljaju�ci postupak dobivamo niz x0; x1; :::; xn; ::: zadan rekurzivnom formulom

xn+1 = xn �
f 0(xn)

f 00(xn)
; n = 0; 1; : : :

koji uz neke uvjete (vidi primjerice Dennis (1996)) konvergira prema �. Ovo je
tzv. obi�cna Newtonova metoda minimizacije. Primijetite da se ona podudara s
Newtonovom metodom (t.4.3, str. 77) za rje�savanje jednad�zbe f 0(x) = 0.

Analogno prethodnom, lokalniminimumdva puta neprekidno derivabilne funk-
cije F : Rn ! R mogli bismo potra�ziti iterativnim postupkom (vidi primjerice
Dennis (1996), Fletcher (1987), Ortega (1970))

ak+1 = ak �
�
HF (a

k)
��1

gradF (ak); a0 2 Rn;
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gdje je HF (a
k) Hessijan funkcije F u to�cki ak. U cilju pove�canja numeri�cke sta-

bilnosti i osiguranja konvergencije, navedeni iterativni postupak modi�cira se na
sljede�ci na�cin:

ak+1 = ak � �ksk; a0 2 Rn; (6.24)

gdje je sk rje�senje jednad�zbe

HF (a
k) s = grad F (ak): (6.25)

Vektor sk nazivamo vektor smjera silaska. Broj �k 2 (0; 1] je duljina koraka u smjeru
vektora silaska koji je odred�en sljede�cim algoritmom

Algoritam (odred�ivanje duljine koraka)

Korak 0. izabrati brojeve � 2 (0; 1
2); � 2 (0; 1);

Korak 1. staviti � = 1;

Korak 2. provjeriti nejednakost

F (ak � �sk)� F (ak) < ��(gk; sk); (6.26)

gdje je gk = gradF (ak); a (gk; sk) uobi�cajeni skalarni produkt;

Korak 3. ako je nejednakost (6.26) ispunjena, staviti �k = �; ina�ce smanjiti
duljinu koraka stavljaju�ci � := �� i prije�ci na Korak 2.

Algoritam se ponavlja tako dugo dok se ne ispuni uvjet iz Koraka 2. jer na
taj na�cin osiguravamo smanjenje vrijednosti minimiziraju�ce funkcije

F (ak+1) < F (ak);

i konvergenciju niza aproksimacija (ak) prema lokalnomminimumu funkcije F . Ite-
rativni postupak (6.24)-(6.25) nazivamo Newtonova metoda minimizacije

Uz neke uvjete na funkciju F i odgovaraju�ci izbor po�cetne aproksimacije a0

Newtonova metoda konvergira prema lokalnom minimumu a� funkcije F (Den-
nis (1996)). Ako je Hessijan funkcije F u to�cki ak pozitivno de�nitna matrica, mo�ze
se pokazati da je za gk 6= 0 uvjet (6.26) uvijek mogu�ce ispuniti. Ako je gk = 0,
onda je ak kriti�cna to�cka (pa i mogu�ci kandidat za lokalni minimum) funkcije F .

Zadatak 6.2 Pomo�cu Newtonove metode pronad�ite lokalni minimum funkcije

f(x1; x2) = ex1(4x21 + 2x22 + 4x1x2 + 2x2 + 1).

Rje�senje: x�1 = 0:5; x�2 = �1; f(x�1; x
�
2) = 0.
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6.2.1 Gauss-Newtonova metoda

Za dane podatke (xi; yi); i = 1; : : : ;m; m � n i model-funkciju x 7! f(x; a)
nelinearnu u vektoru parametara a 2 Rn treba prona�ci globalni minimum funkcije
(6.2)

F (a) =
1

2

mX
i=1

(f(xi; a)� yi)
2 =

1

2

mX
i=1

r2i (a) =
1

2
kr(a)k22; a 2 Rn:

Prilikom kori�stenja Newtonove metode potrebno je poznavati sve prve i druge
parcijalne derivacije minimiziraju�ce funkcije. Budu�ci da je u na�sem slu�caju mi-
nimiziraju�ca funkcija (6.2), odnosno (6.3) specijalnog oblika, Newtonovu metodu
mogu�ce je prilagoditi i pojednostaviti.

Uz pretpostavku da je u blizini rje�senja a� �clan JT (a)J(a) dominantan u
izrazu (6.5), Hessijan HF funkcije F mo�zemo aproksimirati s

HF (a) � JT (a)J(a): (6.27)

Gradijent minimiziraju�ce funkcije zadan je s (6.4). Na taj na�cin u Newtonovom
iterativnom postupku (6.24)-(6.25) vektor smjera silaska sk dobivamo rje�savaju�ci
sustav

JT (ak)J(ak) sk = JT (ak) r(ak): (6.28)

Uz pretpostavku da je rangJ(ak) = n, matrica JT (ak)J(ak) je pozitivno
de�nitna, sustav (6.28) ima jedinstveno rje�senje, a uvjet (6.26) iz kojeg biramo

duljinu koraka �k uvijek se mo�ze ispuniti.

Sustav (6.28) mo�zemo shvatiti kao sustav normalnih jednad�zbi za LPNK

J(ak) sk ' r(ak): (6.29)

Na taj na�cin rje�savanje NPNK Gauss-Newtonovom metodom svodi se na

rje�savanje niza linearnih problema najmanjih kvadrata, koje je najbolje rje�savati
primjenom QR-dekompozicije (vidi t.6.1.2, str. 110).

Primjer 6.10 Zadani su podaci (xi; yi), i = 1; : : : ;m, gdje je

xi = i; yi = 0:1e0:25xi + �i; gdje je �i � N [0; �2]:

Treba prona�ci optimalne parametre b�, c� funkcije-modela f(x; b; c) = becx.

Ni�ze je naveden Mathematica-program i dobiveni rezultati.

In[1]:= Needs["Statistics`Master`"];

(* Podaci *)

In[2]:= m=10; b=.1; c=.25; SeedRandom[17];

f[x_,b_,c_]:=b Exp[c x];

slf=Plot[f[x,b,c], {x,0,m}, DisplayFunction->Identity];

F[x_,y_,b_,c_]:=Apply[Plus,(y-f[x,b,c])^2];



118 6.2 Nelinearni problemi najmanjih kvadrata

x=Table[i, {i,m}];

y=Table[f[i,b,c]+Random[NormalDistribution[0,.05]],{i,m}];

pod=Table[{x[[i]],y[[i]]}, {i,m}];

slpod=ListPlot[pod, PlotStyle->{AbsolutePointSize[5]},

PlotRange->{0,1.5}, DisplayFunction->Identity];

Show[slf,slpod,DisplayFunction->$DisplayFunction];

-

6
y

x
0 2 4 6 8 10

0:2
0:4
0:6
0:8
1

1:2

q q q q
q q
q q
q
q

In[5]:= b0=.5; c0=.1; F0=F[x,y,b0,c0]; tau=.5; eps=.005; k=0;

Print["It ",0,": b = ",b0," c = ",c0," F = ",F0];

While[b=b0; c=c0; lam=1; k=k+1;

jac=Table[{f[x[[i]],1,c], x[[i]] f[x[[i]],b,c]}, {i,m}];

While[q=-Transpose[jac].(y-f[x,b,c]);

p=-Inverse[Transpose[jac].jac].q;

{b0,c0} = {b,c} + lamp; F1=F[x,y,b0,c0];

F1-F0>-tau lam Plus@@(p q), lam=lam/2.

];

norm=Sqrt[Abs[Plus@@q^2]]; norm>eps,

Print["It ",k,": b = ",b0," c = ",c0," F = ",F1,

" lam=",lam," grad=",norm]

];

It 0: b = 0.5 c = 0.1 F = 1.74005

It 1: b = 0.263802 c = 0.139479 F = 0.268953 lam=0.5 grad=20.5445

It 2: b = 0.0625254 c = 0.226529 F = 0.887862 lam=1 grad=2.18007

It 3: b = 0.0973459 c = 0.271372 F = 0.149347 lam=1 grad=16.6483

It 4: b = 0.0979424 c = 0.253021 F = 0.0255789 lam=1 grad=10.6933

It 5: b = 0.0987964 c = 0.250451 F = 0.0248364 lam=1 grad=0.687365

Primjer 6.11 Promatramo problem iz Primjera6.5, str. 105. Podaci o koordi-

natama to�caka Si(xi; yi), i = 1; 4, kao i kutevima �i, i = 1; 4 (u stupnjevima i

radijanima prene�senim u interval [��

2
; �
2
]) vide se u Tablici 6.2.

Za ovaj problem najmanjih kvadrata vektor parametara je a = (x; y)T , komponente

ri (i = 1; 4) vektora reziduala su

ri = f(xi; yi;x; y)� �i; gdje je f(xi; yi;x; y) = arctg
y � yi

x� xi ; (a)

a elementi Jacobijeve matrice su

Ji1 =
yi � y

(x� xi)2 + (y � yi)2 ; Ji2 =
x� xi

(x� xi)2 + (y � yi)2 ; i = 1; 4:
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6.2.2 Marquardtova metoda

U Gauss-Newtonovom iterativnom postupku mogu nastupiti problemi onda
ako je rangJ(ak) < n za neki k. Naime, tada je matrica JT (ak)J(ak) singularna.
U tom slu�caju, Hessijan H(ak) umjesto s (6.27), aproksimirat �cemo s

HF (a) = J(a)TJ(a) + �I; � > 0; (6.30)

gdje je I jedini�cna matrica. Vektor smjera silaska bit �ce rje�senje jednad�zbe

(JT (ak)J(ak) + �kI)s
k = JT (ak)r(ak): (6.31)

Sustav (6.31) mo�zemo shvatiti kao sustav normalnih jednad�zbi za LPNK

�
J(ak)p
�k I

�
sk '

�
r(ak)
0

�
; (6.32)

Strategija biranja parametra � sastoji se u tome da uvijek bude ispunjen uvjet
(6.26), a da se pri tome nastojimo zadr�zati na �sto manjoj vrijednosti parametra
�. Naime, u tom slu�caju vektor smjera silaska blizak je vektoru smjera silaska
kod Gauss-Newtonove metode, �sto osigurava br�zu konvergenciju procesa. Kada
�! +1, vektor smjera silaska pribli�zava se smjeru antigradijenta, �sto takod�er osi-
gurava konvergenciju procesa, ali znatno sporiju (Dennis (1983), Fletcher (1987),
Schwarz (1986)).

Primjedba 6.6 Kod gotovo svih iterativnih metoda, pa tako i kod navedenih me-

toda za rje�savanje NPNK, va�zan je izbor kvalitetne po�cetne aproksimacije. Pri

tome, mogu se koristiti neki uvjeti iz teorema o egzistenciji rje�senja, mogu se ko-

ristiti rezultati dobiveni logaritmiranjem ili nekim drugim postupkom (vidi primje-

rice Scitovski (1993,1994)), a u slu�caju n = 2 (funkcija-model ima dva nezavi-

sna parametra) mogu se iskoristiti gra��cke mogu�cnosti ra�cunala (programski paketi:

Mathematica, Matlab, Derive i sl.)

Primjedba 6.7 Vi�se o problemima najmanjih kvadrata, njihovom numeri�ckom rje-

�savanju i prakti�cnim primjenama mo�ze se na�ci kod Bj�orck (1996), Gill (1981,

1991), Golub (1996), Scitovski (1993), itd. Spomenimo da se programska podr�ska

navedena u Press (1992) na�zalost, ne mo�ze uspje�sno koristiti za sve probleme naj-

manjih kvadrata, koji se mogu javiti u primjenama. Programi za rje�savanje neline-

arnih problema najmanjih kvadrata ovdje su napisani tako da se u svakom koraku

rje�sava sustav normalnih jednad�zbi, �sto ozbiljno umanjuje stabilnost numeri�ckog

procesa. Za prakti�cnu primjenu bolje je preporu�citi The Nag-Library (Philips

(1986)) ili Mathematica Package: Statistics`NonlinearFit`.
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6.3 Zadaci

Zadatak 6.3 U 4-znamenkastoj 
oating-point aritmetici preko sustava normalnih

jednad�zbi rije�site
�x1 = 20

�x2 = 30
�x3 = 40

x1 + x2 + x3 = 10

a) � = 0:1 b) � = 0:01 c) � = 0:001

Egzaktno rje�senje je

x =

�
10(�3 + �+ 2�2)

3�+ �3
;
10(1 + 3�)

3 + �2
;
10(3 + �+ 4�2)

3�+ �3

�T

Zadatak 6.4 Rije�site LPNK Ja ' y, gdje je

JT =

2
4 1 0 0 �1 0 �1

0 1 0 1 �1 0
0 0 1 0 1 1

3
5 yT =

�
1; 2; 3; 1; 2; 1

�
:

Rje�senje: a =
�
3; 7

4
; 5
4

�T
.

Zadatak 6.5 Poku�sajte rije�siti Zadatak 6.3 i Zadatak 6.4 rje�savanjem sustava nor-

malnih jednad�zbi pomo�cu Cholesky dekompozicije.

Zadatak 6.6 Olovnu kuglicu pu�stamo da pada u vakuumu sa razli�citih visina h i

mjerimo vrijeme dok kuglica ne padne na tlo

h(m) 7:5 10 15 20

t(s) 1:23 1:44 1:75 2:01

Poznat je zakon gibanja: h = 1
2
at2. Primjenom metode najmanjih kvadrata proci-

jenite veli�cinu parametra a.

Rje�senje: a = 9:8

Zadatak 6.7 Umjesto interpolacijskog polinoma u Zadatku 2.10, str. 34, primjenom

metode najmanjih kvadrata odredite odgovaraju�ci polinom 2. stupnja.

Rje�senje: �(X) = 6:810254� 0:00454X + 610�7X2.

X(m) � �� ���

2000 6:296 6:507 0:211
3000 9:543 9:613 0:070
5000 16:512 15:407 1:105
7000 24:865 24:819 0:046
9000 39:407 42:858 3:451
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Zadatak 6.8 Umjesto interpolacijskog polinoma u Zadatku 2.11, str. 35, za funkciju

t 7! h(t) primjenom metode najmanjih kvadrata odredite polinom 2.stupnja.

Rje�senje: h(t) = �0:060599+ 0:23098 t+ 4:7645 t2

Zadatak 6.9 Mjerenjem je ustanovljeno da elektri�cni otpor R bakrene �zice ovisi o

temperaturi t na sljede�ci na�cin

t�C 19:1 25 30:1 36 40 45:1 50

R(
) 76:3 77:8 79:75 80:8 82:35 83:9 85:1

Uz pretpostavku da se radi o linearnoj ovisnosti, odredite parametre a i b linearne

funkcije R(t) = a + bt.

Rje�senje: R(t) = 70:76228+ 0:288072 t

Zadatak 6.10 Zadana je funkcija model f(x; a1; a2) = a1+a2x i podaci (xi; yi); i =
1; : : : ; n. Poka�zite da odgovaraju�ci PNK ima jedinstveno rje�senje ako je xi 6= xj za

barem jedan par indeksa i; j.

Zadatak 6.11 Ako je A kvadratna regularna matrica, poka�zite da se tada pseu-

doinverzna matrica A+ podudara s A�1 .

Zadatak 6.12 Za vektor x = (�4; 1; 4; 2; 5; 1; 1)T odredite Householderov vektor

uk; k = 1; : : : ; 7, tako da je samo k-ta komponenta transformiranog vektora Hx

razli�cita od nule.

Zadatak 6.13 Neka je H Householderova matricu s Householderovim vektorom u.

Poka�zite da vrijedi

a) ako je s, vektor okomit na vektor u, tada je Hs = s;

b) ako je z, vektor paralelan s vektorom u, tada je Hz = �z;
c) ako je x = s + z, gdje je s vektor okomit na vektor u, a z vektor paralelan s

vektorom u, tada je Hx = s� z.

Kako se zove geometrijska transformacija koja vektor a prevodi u Ha ?

Zadatak 6.14 Za mre�ze prikazane na slikama a), b) i c) izra�cunajte veli�cine struja

ako je

a) I0 = 5A; R1 = 50
; R2 = 10
; R3 = 5

b) I0 = 10A; R1 = 100
; R2 = 10
; R3 = 20
; R4 = 30

c) I0 = 10A; R1 = 5
; R2 = 50
; R3 = 5
; R4 = 50
;

R5 = 10
; R6 = 12
; R7 = 20
; R8 = 30


-I2 -I5

R2 R5

R3

-
I3

- -

I0 I0

a)

�
�
�
q

-I1 -I2

R1 R2

-
I3

-
I4

R3 R4

- -

I0 I0

b)

q

q
� �?
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-I1 -I5

R1 R5 R2

I2 -

@
@
@
@
@@

�
�

�
�

��

B
BB

�
��

B
BB

B
BBN

B
BB

�
��

�
��

�
��


BB �� �
�

�
�

��

@
@
@
@
@@ R3 R4

I3 I4
- -

�

�

�

�

--

�-

R8

R6 R7

?

6 ?
I0

c)

I0

Rje�senje:

a) I1 = 0:38462A; I2 = 0:38462A; I3 = 4:61539A
b) I1 = 3:125A; I2 = 3:125A; I3 = 6:875A; I4 = 6:875A
c) I1 = 4:485A; I2 = 4:6996A; I3 = 5:515A; I4 = 5:3A

I5 = 3:519A; I6 = 0:9657A; I7 = 1:1803A; I8 = 0:2146A

Zadatak 6.15 Poka�zite da je

Q =

"
cos(�60�) sin(�60�)

� sin(�60�) cos(�60�)

#
=

"
1
2 �

p
3
2

p
3
2

1
2

#

ortogonalna matrica. Takod�er, poka�zite da je QT (1;
p
3)T = (2; 0)T . Kako se zove

geometrijska transformacija koja vektor a prevodi u vektor QT a ?

Zadatak 6.16 Poka�zite da je

Q =

"
cos 30� sin 30�

sin 30� � cos 30�

#
=

" p
3
2

1
2

1
2

�
p
3
2

#

ortogonalna simetri�cna matrica. Takod�er, poka�zite da je QT (1;
p
3)T = (

p
3;�1)T .

Kako zovemo geometrijsku transformaciju koja vektor a prevodi u QT a?

Zadatak 6.17 Zadane su to�cke: S1(8; 6), S2(�4; 5), S3(1;�3) i kutevi �1 = 42�,
�2 = 158�, �3 = 248� pod kojima se \vidi" tra�zena to�cka B kao u Primjeru6.5,

str. 105, odnosno Primjeru6.11, str. 118. Izra�cunajte koordinate to�cke B prema sve

tri varijante navedene u Primjeru6.11.

Rje�senje:

Zadatak 6.18 Zadani su podaci (xi; yi), i = 1; : : : ;m , na osnovi kojih su metodom

najmanjih kvadrata odred�eni parametri k i l linearne regresije f(x) = ax+ b.

a) Poka�zite da vrijedi

a = 1
D
(m
P
xkyk �

P
xk
P
yk) ;

b = 1
D

�P
x2
k

P
yk �

P
xk
P
xkyk

�
; D = m

P
xk � (

P
xk)

2
;
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b) Ako je: �x = 1
m

P
xk, �y = 1

m

P
yk, poka�zite da to�cka (�x; �y) le�zi na pravcu

y = ax+ b. Takod�er, poka�zi da vrijedi

a = 1
D

P
(xk � �x)(yk � �y); b = �y � a�x; D = m

P
(xk � �x)2:

c) Kako glase formule za a i b ako sredi�ste koordinatnog sustava postavimo u to�cku

(�x; �y) ?

Zadatak 6.19 Kako se problem procjene parametara u ni�ze navedenim funkcijama-

modelima mo�ze linearizirati (vidi Scitovski (1993))

a) y = a

x
+ b; b) y = a

x+c ; c) y = 1
ax+b ;

d) y = x

a+bx
; e) y = a lnx+ b; f) y = a exp(bx);

g) y = 1
(ax+b)2

; h) y = ax exp(�bx); i) y = A

(1+b exp(�cx)

Za proizvoljno izabrane podatke, parametre u modelima procijenite kao NPNK i kao

LPNK dobiven linearizacijom. Usporedite dobivene parametre te nacrtajte odgo-

varaju�ce izo-krivulje. Takod�er, gra��cki prika�zite podatke i dobiveni regresijski model.

Zadatak 6.20 Newtonovom metode minimizacije odredite lokalne minimume funk-

cije iz Zadatka 4.9, str. 88.

Zadatak 6.21 Poka�zite da funkcija F (x; y) = (x � y)2(x + y)2; x; y 2 R posti�ze

svoj globalni minimum F � = 0 u beskona�cno mnogo to�caka. Odredite geometrijska

mjesta tih to�caka. Graf funkcije F prikazan je na naslovnoj stranici ovog ud�zbenika.

Zadatak 6.22 Analizirajte problem minimuma funkcije F . Uz koje uvjete je njezin

Hessijan pozitivno de�nitan, a uz koje pozitivno semide�nitan? Kakve to posljedice

ima na egzistenciju lokalnog i globalnog minimuma? Nacrtajte graf funkcije F i

njene izo-krivulje.

a) F (x; y) = (ax+ by + c)2; a; b; c 2 R:

b) F (x; y) = (a1x+ b1y + c1)
2 + (a2x+ b2y + c2)

2; ai; bi 2 R

Kako se mogu generalizirati navedeni problemi?

Uputa: Poka�zite da su glavni minori Hesseove matrice funkcije F

a) �1 = 2a2; �2 = 0;

b) �1 = 2(a21 + a22); �2 = 2(a1b2 + a2b1)
2:

Zadatak 6.23 Rije�site sljede�ce LPNK

a) ax+ by + c ' 0 b) a1x+ b1y + c1 ' 0
a2x+ b2y + c2 ' 0

Rje�senje: a) x = ac

a2+b2
; y = bc

a2+b2
; ab 6= 0:
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7. Numeri�cka integracija

Ako je f : [a; b] ! R neprekidna funkcija, a G njena primitivna funkcija, onda se
Riemannov integral na intervalu [a; b] mo�ze izra�cunati primjenom Newton-Leibni-
zove formule:

I =

Z b

a

f(x) dx = G(b)� G(a):

Med�utim, u praksi se naj�ce�s�ce pojavljuju takve situacije, gdje nije mogu�ce primi-
jeniti ovu formulu. Mo�ze se dogoditi:

� da primitivnu funkciju G nije mogu�ce dobiti elementarnim metodama (vidi

Primjer 7.5 i zadatke 7.3, 7.4 i 7.5)

� da je podintegralna funkcija poznata samo u nekoliko (kona�cno) to�caka (kao

u Primjeru7.2 i Zadatku 7.6).

Da bismo ipak aproksimativno (pribli�zno) izra�cunali vrijednost integrala I,
podintegralnu funkciju f interpolirat �cemo (vidi t.2) nekom jednostavnijom funkci-
jom ' i na taj na�cin dobiti aproksimaciju integrala I:

I� =

Z b

a

'(x) dx:

Pri tome, aproksimiraju�ca funkcija ' treba biti takva, da za zadanu to�cnost � >0,
bude:

�I� = jI � I�j < �

Uz pretpostavku poznavanja funkcije f u n+1 to�caka x0; : : : ; xn 2 [a; b], za funkciju
' mo�zemo primjerice uzeti Lagrangeov interpolacijski polinom (t.2.1.1), str. 18.

7.1 Trapezno pravilo

Funkciju f : [a; b] ! R interpolirat �cemo linearnom funkcijom P1 (interpo-
lacijskim polinomom stupnja 1) u �cvorovima interpolacije

x0 = a; x1 = b:

Graf funkcije P1 je pravac koji prolazi to�ckama T0(a; f(a)); T1(b; f(b)),

P1(x) = f(a) +
f(b) � f(a)

b� a (x� a):



126 7.1 Trapezno pravilo

-

6

0

�
�
�
�
�
�
��
T1

T0

a b

y

x

f

Slika 7.1 Trapezno pravilo

Sada lako dobivamo

I� =

Z
b

a

P1(x) dx =
b� a
2

(f(a) + f(b)) : (7.1)

Geometrijski, I� predstavlja povr�sinu trapeza sa stranicama f(a) i f(b) i visinom
h = b� a. Apsolutna pogre�ska �I� predstavlja veli�cinu povr�sine izmed�u pravca L1

i grafa funkcije f (vidi Sliku 7.1). Vrijedi:

Teorem 7.1 Neka je f 2 C[a;b]. Tada postoji c 2 (a; b), tako da bude:

I =

Z
b

a

f(x) dx =
b� a

2
(f(a) + f(b)) � (b� a)3

12
f 00(c): (7.2)

Dokaz. Prema Teoremu2.1, str. 23, postoji � 2 (a; b) (ovisan o x) tako da je

E = I � I� =
bZ
a

(f(x) � P1(x)) dx =
bZ
a

f 00(�)

2
(x� a)(x� b) dx:

Kako je (x � a)(x � b) � 0 za sve x 2 [a; b], koriste�ci poop�ceni teorem o srednjoj
vrijednosti integralnog ra�cuna1 , dobivamo

E = I � I� = 1

2
f 00(c)

Z b

a

(x� a)(x� b) dx; c 2 (a; b):

Uvod�enjem supstitucije x = a+ (b � a)t dobivamo

E = I � I� = 1

2
f 00(c)(b� a)3

Z 1

0

t(t � 1) dt = � (b� a)3

12
f 00(c): 2

1
Teorem. Ako je f 2 C[a;b], a g integrabilna funkcija stalnog predznaka na [a; b] (ili je g(x) � 0

ili je g(x) � 0), onda postoji c 2 [a; b], takav da vrijedi (vidi primjerice [3], II. dio)
Z

b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

Z
b

a

g(x)dx
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Ako je interval integracije [a; b] velik, i pogre�ska E bit �ce velika. U cilju
postizanja bolje aproksimacije I� integrala I, interval [a; b] podijelit �cemo na vi�se
podintervala i onda na svakom od njih primijeniti trapezno pravilo (7.2).

Pretpostavimo da funkciju f poznajemo u n+ 1 to�caka x0; : : : ; xn 2 [a; b], ali
da je pri tome ispunjeno:

x1 � x0 = � � � = xn � xn�1 = h & x0 = a; xn = b:

-

6
y

x
a bx1 x2 xn�1

Slika 7.2 Generalizirano trapezno pravilo

O�cigledno je h = b�a
n
, a to�cke x0; : : : ; xn dijele interval [a; b] na n jednakih

podintervala duljine h.

Ozna�cimo:
yi = f(xi); i = 0; : : : ; n:

Na svakom podintervalu primijenit �cemo trapezno pravilo (7.2). Tako za interval
[xi�1; xi] dobivamo:Z xi

xi�1

f(x) dx =
h

2
(yi�1 + yi)�

h3

12
f 00(ci); ci 2 (xi�1; xi):

Cijeli integral I bit �ce:

I=

bZ
a

f(x) dx =

nX
i=1

xiZ
xi�1

f(x) dx =
h

2
(y0+2y1+� � �+2yn�1+yn)�

h3

12

nX
i=1

f 00(ci): (7.3)

Zbog neprekidnosti funkcije f" na intervalu (a; b), postoji c 2 (a; b), takav da je

1

n

nX
i=1

f 00(ci) = f 00(c): (7.4)

Uvr�stavaju�ci (7.4) u (7.3), dobivamo generalizirano trapezno pravilo:

I = I� + En;

gdje je:

I� =
h

2
(y0 + 2y1 + � � �+ 2yn�1 + yn); (7.5)
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En = �b� a

12
h2f 00(c): (7.6)

Ni�ze je naveden Mathematica-modul, koji primjenom generalizirane trapezne
formule izra�cunava pribli�znu vrijednost integrala funkcije f .

Trapez[n_, a_, b_, f_] := Module[{i, h}, h=(b-a)\n;

int = (h/2) (f[a] + f[b] + 2 Sum[f[a+i h], {i, n-1}])//N;

Print["n=", n, " I=", int]

]

Primjedba 7.1 Ako je zadana to�cnost � > 0 s kojom treba izra�cunati integral I i

ako ozna�cimo:

M2 = max
x2[a;b]

jf 00(x)j; (7.7)

onda iz (7.6) mo�zemo ocijeniti apsolutnu pogre�sku �I� aproksimacije I�:

�I� = jRnj �
b� a
12

h2M2 < �: (7.8)

Iz (7.8) tada lako dobivamo broj podintervala na koji treba podijeliti interval [a; b],
da primjenom generaliziranog trapeznog pravila postignemo to�cnost �:

n > (b� a)
r
M2

�
� b� a

12
: (7.9)

Primjer 7.1 Znamo da je:

I =

Z 1

o

4

1 + x2
dx = �

Izra�cunat �cemo pribli�znu vrijednost ovog integrala primjenom generaliziranog tra-

peznog pravila i usporediti rezultate.

Kako je:

f"(x) =
8(3x2 � 1)

(1 + x2)3
;

lako dobivamo M2 = jf"(0)j = 8 (vidi Sliku7.6). U Tablici7.1 prikazani su rezultati

izra�cunavanja dobiveni za razli�cite vrijednosti to�cnosti � primjenom sljede�ceg Mathematica

{ programa:

f[x_] := 4/(1 + x^2); a=0; b=1; M2=8; eps0=5;

Do[

eps = eps0/10.^i;

n = Floor[(b-a) Sqrt[M2 (b-a)/(12 eps)]] + 1;

Trapez[n, a, b, f]; Print["E=", Abs[int - Pi] ],

{i, 6}]
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� br. to�cnih n I� �I�

znamenki

0:5 1 2 3 0:041593

0:05 2 4 3:1 0:010416

0:005 3 12 3:14 0:001157
0:0005 4 37 3:141 0:000122

0:00005 5 116 3:1415 0:000012

0:000005 6 366 3:14159 0:000001

Tablica7.1

Primjer 7.2 Mjerenjem dubina popre�cnog presjeka kanala �sirine a = 10m na

svakih metar, dobiveni su ovakvi podaci

xi (m) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi (m) 0 0:1 0:5 1:2 1:8 2:3 2:1 2:5 2:1 1:5 0:9
:

Kanal treba tako prokopati da dobije oblik pravilnog trapeza sa stranicama a = 10m,

c = 6m i dubine d = 3m. Treba procijeniti koli�cinu otkopa koji �ce u tu svrhu biti

potrebno uraditi na jednom du�znom metru kanala.

6

?

-�

-� a

d

c

` `̀
` `

`
`

` ` ```
`

```
`

`

`
```
`
` ` ` `

`

Slika7.3 Presjek kanala

Povr�sinu popre�cnog presjeka �P zemlje u kanalu, koju treba iskopati dobit �cemo
primjenom trapezne formule (7.5)

�P = 24� 14:55 = 9:45m2;

a koli�cina iskopa na jednom du�znom metru kanala je �V = 9:45m3.

Za�sto u ovom primjeru ne bi bilo dobro najprije odrediti interpolacijski polinom P10

i primijeniti formulu �P = a+c
2
d� R 10

0
P10(x)dx ? Provjerite da biste tako dobili rezultat

�P = 6:48m2.
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7.2 Newton-Cotesova formula

U cilju bolje aproksimacije funkcije f , pa time i bolje aproksimacije integrala
I, interval [a; b] mogli bismo podijeliti na n jednakih podintervala jednoliko ras-
pored�enim �cvorovima xi = a+i b�a

n
, a funkciju f tada aproksimirati interpolacijskim

polinomom n-tog reda u Lagrangeovom obliku

Pn(x) =

nX
k=0

f(xk)pk(x); pk(x) =

nY
i=0

i6=k

x� xi

xk � xi
:

Pribli�znu vrijednost I� integrala I mogli bismo dobiti kao

I�(n) =

bZ
a

Pn(x) dx =

nX
k=0

f(xk)

bZ
a

pk(x) dx = (b� a)

nX
k=0

!kf(xk);

gdje su !k =
1
b�a

R b
a
pk(x) dx te�zine. Uz supstituciju x = a + (b � a)t one postaju

jednostavnije

!k =
1

b� a

bZ
a

pk(x) dx =
1

b� a

bZ
a

nY
i=0
i6=k

x� xi

xk � xi
dx =

1Z
0

nY
i=0
i6=k

nt� i

k � i dt:

Tako dobivamo poznatu kvadraturnu ili Newton-Cotesovu formulu n-tog reda za
aproksimaciju integrala I:

bZ
a

Pn(x) dx = (b� a)

nX
k=0

!kf(xk); !k =

1Z
0

nY
i=0

i6=k

nt� i
k � i

dt (7.10)

Zadatak 7.1 Poka�zite da su !k; k = 0; 1; : : : ; n iz (7.10) racionalni brojevi sa svo-

jstvom
Pn

k=0 !k = n.

Zadatak 7.2 Primjenom Newton-Cotesove formule izvedite trapeznu formulu (7.2).

7.3 Simpsonovo pravilo

Specijalno, iz Newton-Cotesove formule (7.10) za n = 2 dobit �cemo poznato
Simpsonovo pravilo. Primijetite da je u ovom slu�caju: x0 = a; x1 =

a+b
2
; x2 = b.

Najprije �cemo izra�cunati te�zine

!0 = 1
2

R 1
0
(2t� 1)(2t� 2) dt = 1

6

!1 = �
R 1
0
2t(2t� 2) dt = 2

3

!2 = 1
2

R 1
0
2t(2t� 1) dt = 1

6 :
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Nakon toga lako dobivamo Simpsonovo pravilo (vidi takod�er Sliku 7.4).

I� =

bZ
a

P2(x) dx =
b� a

6

�
f(a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f(b)

�
: (7.11)

-

6
y

x
a a+b

2
b

Slika 7.4 Simpsonovo pravilo

Mo�ze se takod�er pokazati (vidi primjerice Stoer (1993) ili Stewart (1996))
da je pogre�ska aproksimacije zadana s

E = I � I� = � (b � a)5
90

f (4)(c); c 2 (a; b): (7.12)

Ako je interval integracije [a; b] velik, i pogre�ska E bit �ce velika. U cilju
postizanja bolje aproksimacije I� integrala I interval [a; b] podijelit �cemo na parni
broj (n = 2m) podintervala duljine h = b�a

n
�cvorovima xi = a+ ih; i = 0; 1 : : : ; n.

Uz oznaku yi = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n, redom na po dva podintervala primijenit
�cemo Simpsonovo pravilo (7.11) (vidi Sliku 7.5). Lako se mo�ze pokazati da vrijedi
generalizirano Simpsonovo pravilo:

-

6
y

x
x0=a x1 x2 x3 x4 xn�2 xn�1 b=xn

f

Slika 7.5 Generalizirano Simpsonovo pravilo

I = I� + En; (7.13)

I� =
h

3
((y0 + y2m) + 4(y1 + � � �+ y2m�1) + 2(y2 + � � �+ y2m�2)) ; (7.14)

En = �b� a
180

h4f (4)(c); c 2 (a; b): (7.15)
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Ni�ze je naveden Mathematica-modul, koji primjenom generalizirane Simp-
sonove formule izra�cunava pribli�znu vrijednost integrala funkcije f .

Simpson[n_, a_, b_, f_] := Module[{i,h,n1}, h = N[(b-a)/n]; n1=n/2;

int = (h/3) (f[a] + f[b] + 4 Sum[f[a+(2 i-1) h], {i,n1}]

+ 2 Sum[f[a+2 i h], {i,n1-1}]);

Print["n=", n, " I=", int]

]

Primjedba 7.2 Ako je zadana to�cnost � > 0 s kojom treba izra�cunati integral I i

ako ozna�cimo:

M4 = max
x2[a;b]

jf (4)(x)j; (7.16)

onda iz (7.15) mo�zemo ocijeniti apsolutnu pogre�sku �I� aproksimacije I�

�I� = jEnj �
b� a

180
h4M4 < �: (7.17)

Iz (7.17) tada lako dobivamo broj podintervala na koji treba podijeliti interval [a; b],
da primjenom generaliziranog trapeznog pravila postignemo to�cnost �:

n > (b� a)
4

r
M4

�
� b� a

180
: (7.18)

Primjer 7.3 Integral iz Primjera7.1 pribli�zno �cemo izra�cunati primjenom genera-

liziranog Simpsonovog pravila.

Kako je:

f
(4)
(x) =

96(5x4 � 10x2 + 1)

(x2 + 1)5

onda imamo (vidi Sliku7.7): M4 = jf (4)(0)j = 96.

6

-

�8
�6
�4
�2

2

0:2 0:4 0:6 0:8 1

y

x

6

-

�40
�20

50

100

0:2 0:4 0:6 0:8 1

y

x

Slika7.6 d
2

dx2

�
4

1+x2

�
Slika7.7 d

4

dx4

�
4

1+x2

�
U Tablici7.2 prikazani su rezultati izra�cunavanja (primjenom ni�ze navedenog Ma-

thematica-programa) za razli�cite vrijednosti to�cnosti �.

f[x_] := 4/(1 + x^2); a=0; b=1; M4=96; eps0=.5;

Do[

eps=eps0/10.^i; n=Floor[(b-a) ((M4 (b-a)/(180 eps))^(1/4)] + 1;

If[OddQ[n], n=n+1, ];

Simpson[n, a, b, f]; Print["E=", Abs[int - Pi] ],

{i, 6}]
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� br. to�cnih n I� �I�

znamenki

0:05 2 2 3:1 0:008259
0:005 3 4 3:14 0:000024

0:0005 4 6 3:142 0

0:00005 5 8 3:1416 0
0:000005 6 12 3:14159 0

Tablica7.2

Zadatak 7.3 Izvedite Newton-Cotesove formule reda n = 3 i n = 4, te izradite

odgovaraju�ce Mathematica { programe.

Primjer 7.4 Rije�sit �cemo problem postavljen u Primjeru7.2 primjenom general-

iziranog Simpsonovog pravila. Dobivamo: I� = 14:77, odnosno: �P = 24�14:77 =
9:234m3 .

Primjer 7.5 Prilikom odred�ivanja zakrivljenosti zavoja ceste pojavljuju se tzv. Fres-
nelovi integrali:

I =

Z
s

0

cos
��
2
t2
�
dt; J =

Z
s

0

sin
��
2
t2
�
dt s > 0:

Budu�ci da primitivne funkcije ovih podintegralnih funkcija ne mo�zemo na�ci, nji-

hove vrijednosti odredit �cemo numeri�ckom integracijom. Za s = 0:5 i s = 1 izra�cunat

�cemo ove integrale primjenom generaliziranog trapeznog i Simpsonovog pravila uz to�cnost

� = 0:00005 (4 korektne decimale). Da bismo odredili konstante M2 i M4 za navedne pod-

integralne funkcije nacrtat �cemo grafove njihovih drugih (Slika7.8) i �cetvrtih (Slika7.9)

derivacija na intervalu [0; 1].

f(t) = cos(�
2
t2) M2 M4

s = 0:5 3:6 30:35

s = 1 5:4 190

g(t) = cos(�
2
t2) M2 M4

s = 0:5 4 50

s = 1 11 70

Za s = 0:5 dobivamo: I = 0:4923, J = 0:0648, a za s = 1: I = 0:7799, J = 0:4382

-
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0

g00

f 00 -
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Slika7.8 Procjena M2 Slika7.9 Procjena M4
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Pri tome se broj podintervala n, na koji smo morali podijeliti interval integracije, kretao

kao u ni�ze navedenoj tablici:

n Trapezno Simpsonovo

(s = 0:5) pravilo pravilo

I 28 4

J 29 4

n Trapezno Simpsonovo

(s = 1) pravilo pravilo

I 95 10

J 136 8

Primjedba 7.3 Vi�se o numeri�ckim metodama integracije i njenim teorijskim i

prakti�cnim aspektima mo�ze se na�ci u Ivan�si�c (1998), Schwarz (1986), Stoer (1993)

itd. Programska podr�ska (fortran) na�ci �ce se u Press (1989), Philips (1986), a

mo�ze se koristiti i gotovi korisni�cki software: Mathematica, Matlab.

7.4 Zadaci

Zadatak 7.4 Primjenom generaliziranog trapeznog pravila za zadanu podintegralnu

funkciju f i interval integracije [a; b] uz to�cnost � = 0:00005 odredite konstantu M2,

broj podintervala (n) na koji treba podijeliti interval integracije [a; b], te vrijednost

aproksimacije integrala I.

a) f(x) = sin2 x; [0; �=4];

b) f(x) = cos2 x; [0; �=4];

c) f(x) = sinx� lnx+ ex; [0:2; 1];

d) f(x) =
p
1 + 2x; [0; 1];

e) f(x) = x2(1� x2)�1=2; [0; 0:5];
f) f(x) = sin x

x
; [�=4; �=2];

g) g(x) = 5�x
9�x2 ; [0; 2]:

Uputa: prilikom odred�ivanja konstante M2 mo�ze se koristiti kompjuterska
gra�ka, a za izra�cunavanje integrala navedeni Mathematica-modul.

Rje�senje:

a) M2 = 2; n = 41; I� = 0:1427:
b) M2 = 2; n = 41; I� = 0:6427:
c) M2 = f"(0:2) = 26; n = 149; I� = 2:4148:
d) M2 = jf"(0)j = 1; n = 41; I� = 1:3987:
e) M2 = jf"(0:5)j; 5; n = 33; I� = 0:04532:
f) M2 = jf"(�=4)j = 0:274; n =; I� = 0:6118:
g) M2 = jf"(2)j = 0:61; n = 90; I� = 1:0473:

Zadatak 7.5 Primjere iz Zadatka 7.4 rije�site primjenom generaliziranog Simpsonovog

pravila.
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Rje�senje:

a) M4 = jf (4)(0)j = 8; n = 4; I� = 0:1427:

b) M4 = jf (4)(0)j = 8; n = 4; I� = 0:6427:

c) M4 = f (4)(0:2) = 3752; n = 14; I� = 2:4148:

d) M4 = jf (4)(0)j = 15; n = 6; I� = 1:3987:

e) M4 = jf (4)(0:5)j ' 110; n = 4; I� = 0:04531:

f) M4 = jf (4)(�=4)j = 0:159; n =; I� = 0:6118:

g) M4 = jf (4)(2)j ' 8; n = 10; I� = 1:0473:

Zadatak 7.6 Duljina elipse x
2

a2
+ y = 1 (a > 0) jednaka je:

I = 4

Z �=2

0

q
1� (1� a2) sin2 tdt:

Za a 6= 1 ne mo�ze se elementarno na�ci primitivna funkcija ove podintegralne funkcije.

Za a = 0:5 i a = 1:5 izra�cunajte vrijednost ovog integrala primjenom generaliziranog

trapeznog i Simpsonovog pravila uz � = 0:00005.

Rje�senje: Za a = 0:5 dobivamo:

a) Trapezno pravilo : M = f"(�=2) = 6; n = 197; I� = 4:8442;

b) Simpsonovo pravilo : M = jf (4)(�=2)j = 80; n = 12; I� = 0:8442;

Zadatak 7.7 Za podintegralnu funkciju u nepravom integralu:

I(x) =
1p
2�

Z
x

�1
exp(� t

2

2
)dt

ne postoji elementarna primitivna funkcija. Za x = 0:5, 1, 5 primjenom trapeznog

ili Simpsonovog pravila pribli�zno izra�cunajte vrijednost ovog integrala s to�cno�s�cu

� = 0:00005.

Uputa: koristite �cinjenicu da je I(x) = 0:5 + 1p
2�

R
x

0
exp(� t

2

2 )dt

Rje�senje: I�(0:5) = 0:6915, I�(1) = 0:8414, I�(5) = 1. Pri tome za sva tri

intervala integracije imamo:

M2 = jf"(0)j ' 0:4; M4 = jf (4)(0)j ' 1:2:

Potreban broj podintervala (n) vidi se u sljede�coj tablici:

n x = 0:5 x = 1 x = 5

Trapezno pravilo 10 26 289
Simpsonovo pravilo 2 4 16

Zadatak 7.8 Matemati�cko njihalo s kutem otklona � ima period T = 4K
q

l

g
gdje

je:

K =

Z �=2

0

d�q
1� sin2 �

2
sin2 �

:
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�
�
�
�
�
�
�
�B
B
B
B
B
B

�
l

K

Elementarnim metodama ne mo�ze se odrediti primitivna funkcija za ovu podin-

tegralnu funkciju. Za � = 50; 100; 450 primjenom trapeznog ili Simpsonovog pravila

pribli�zno izra�cunajte vrijednost ovog integrala s to�cno�s�cu � = 0:00005.

Rje�senje:

a) � = 50; M2 = jf"(0)j � 0:002; M4 = jf (4)(0)j � 0:0075; K� = 1:5715:

b) � = 100; M2 = jf"(0)j � 0:007; M4 = jf (4)(0)j � 0:03; K� = 1:5738:
c) � = 450; M2 � 0:2; M4 ' 1; K� = 1:6336:

Potreban broj podintervala (n) vidi se u tablici:

n � = 50 � = 100 � = 450

Trapezno pravilo 4 7 36
Simpsonovo pravilo 2 4 6

Zadatak 7.9 �Sirina rijeke je 20m. Mjerenjem dubina na svakih 2m njenog popre�cnog

presjeka dobiveni su sljede�ci podaci:

xi(m) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

dubina(m) 0:2 0:5 0:9 1:1 1:3 1:7 2:1 1:5 1:1 0:6 0:2

Primjenom trapeznog i Simpsonovog pravila izra�cunajte povr�sinu popre�cnog presjeka

rijeke.

Uputa: Postupite sli�cno kao u Primjeru7.2, str. 129, te iskoristite navedene
Mathematica-module.

Rje�senje:
a) Trapezno pravilo : S� = 22m2

b) Simpsonovo pravilo : S� = 21:9m2

Zadatak 7.10 Izvedite Newton-Cottesovu formulu za n = 3. Primijenite dobiveni

rezultat kod numeri�cke integracije.

Rje�senje: I� = b�a
8

�
f(a) + 3f

�
2a+b
3

�
+ 3f

�
a+2b
3

�
+ f(b)

�
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8. Numeri�cko rje�savanje obi�cnih diferencijalnih

jednad�zbi

Prilikom rje�savanja diferencijalnih jednad�zbi u prakti�cnim primjenama vrlo �cesto
nailazimo na slu�cajeve, koje ne mo�zemo elementarno rije�siti ili bi elementarno
rje�senje bilo previ�se slo�zeno. Tada problem mo�zemo poku�sati rije�siti numeri�ckim
metodama. Primjenom numeri�ckih metoda za rje�savanje diferencijalnih jednad�zbi
s po�cetnim ili rubnim uvjetom, dobivamo tabli�cno zadanu funkciju, pri �cemu korak
u vrijednosti nezavisne varijable mo�zemo dovoljno �no izabrati.

Promatramo sljede�ci problem:

{ za zadanu funkciju f(x; y) treba na�ci funkciju y(x), x 2 [x0; b],
koja zadovoljava diferencijalnu jednad�zbu 1: reda:

dy

dx
= f(x; y); (8.1)

uz po�cetni uvjet:

y(x0) = y0: (8.2)

Ovaj problem nazivamo Cauchyjev problem ili inicijalni problem1. U nekim

slu�cajevima (primjerice, ako je funkcija f linearna) ovaj problem mo�ze se rije�siti
elementarno (kao u Primjeru8.1). Med�utim, u ve�cini prakti�cnih problema prisiljeni
smo tra�ziti aproksimativno rje�senje. �Stovi�se, u prakti�cnim istra�zivanjima obi�cno se
javlja problem rje�savanja sustava diferencijalnih jednad�zbi:

dyi

dx
= fi(x; y1; : : : ; yk); i = 1; :::; k;

s po�cetnim uvjetima: yi(x0) = ci , i = 1; : : : ; k, ili u vektorskom obliku:

dy

dx
= f (x;y); y(x0) = c; (8.3)

gdje je: y = (y1; : : : ; yk)
T , c = (c1; : : : ; ck)

T , f = (f1; : : : ; fk)
T .

1Engl. = initial value problem, njem. = Anfangswertaufgabe
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Primjedba 8.1 Diferencijalna jednad�zba vi�seg reda mo�ze se svesti na sustav dife-

rencijalnih jednad�zbi 1.reda. Primjerice diferencijalna jednad�zba 3. reda:

y000 = g(x; y; y0; y00);

s po�cetnim uvjetima: y(0) = c1 , y0(0) = c2 , y00(0) = c3 , uz supstitucije:

z1 = y; z2 = y0; z3 = y00;

prelazi u sustav diferencijalnih jednad�zbi 1: reda:

z01 = z2; z1(0) = c1
z02 = z3; z2(0) = c2
z03 = g(x; z1; z2; z3); z3(0) = c3:

Zato ima smisla posebnu pozornost posvetiti rje�savanju Cauchyjevog problema (8.1)-

(8.2), odnosno (8.3).

8.1 Eulerova metoda

Promatramo problem (8.1)-(8.2). Kako je zbog (8.1) u to�cki x0 poznat koe�-
cijent smjera tangente na tra�zenu funkciju x 7! y(x):

y0(x0) = f(x0; y0);

onda mo�zemo funkciju y u okolini to�cke x0 aproksimirati linearnim aproksimantom,
�ciji je graf tangenta (vidi Sliku 8.1):

y = y0 + f(x0; y0)(x � x0): (8.4)

-

6

y0

x0 x1 x2

y

r r
r

y0 y1 y2

Slika 8.1. Eulerova metoda

Za maleni h, to�cka x1 = x0 + h je bliska to�cki x0, pa �cemo vrijednost tra�zene
funkcije y u to�cki x1 aproksimirati vrijedno�s�cu linearnog aproksimanta (8.4)

y1 � y(x1) = y0 + f(x0; y0)h:
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Ponavljaju�ci postupak, dobivamo Eulerov iterativni proces:

yk+1 = yk + f(xk; yk)h; k = 0; 1; : : : (8.5)

koji daje aproksimaciju funkcije y u to�ckama:

xi = x0 + i h; i = 0; 1; : : :

Eulerova metoda2 ne upotrebljava se za rje�savanje prakti�cnih problema. Ako
duljina koraka h nije jako malena, pogre�ske se mogu brzo akumulirati, a ako odabe-
remo potrebno maleni korak h, broj iteracija postaje nerazumno velik (vidi Pri-
mjer 8.2). Ipak, ova metoda ima va�zno teorijsko zna�cenje, jer se druge, mnogo
e�kasnije metode, zasnivaju na ovoj ideji.

Primjer 8.1 Treba rije�siti Cauchyjev problem:

y0 = x+ y; y(0) = 1;

na intervalu [0; 1].

Rje�senje problema je funkcija y = 2ex � x � 1. Potra�zit �cemo rje�senje i pomo�cu
Eulerove metode uz korake h = :2 i :1 uz kori�stenje Mathematica-modula:

Euler[a_, b_, h_, f_, y0_] := Module[{i,x,y}, n=Floor[(b-a)/h];

If[IntegerQ[n], n=n, n=n+1]; tab=Table[{a+(i-1) h,0}, {i,n+1}];

x = a; y = y0; tab[[1, 2]]=y0;

Do[

x = x+h; y = y + f[x,y] h; tab[[i,2]] = y

, {i,2,n+1}]

Dobiveni rezultati, kao i usporedba sa stvarnim vrijednostima prikazani su u Tablici8.1.

h = 0:2 h = 0:1

xk y(xk) yk y(xk)� yk yk y(xk)� yk
0 1 1 0 1 0

0:1 1:11034 1:11 �:00034
0:2 1:24281 1:24 �:00281 1:241 �:00181
0:3 1:39972 1:3951 �:00462
0:4 1:58365 1:568 �:01565 1:57461 �:00904
0:5 1:79744 1:78207 �:01537
0:6 2:04424 2:0016 �:04264 2:02028 �:02396
0:7 2:32751 2:29231 �:03520
0:8 2:65108 2:56192 �:08916 2:60154 �:04954
0:9 3:01921 2:95169 �:06752
1 3:43656 3:2743 �:16226 3:34686 �:08970

Tablica 8.1. Rje�savanje inicijalnog problema y0 = x+ y; y(0) = 1

2Ovu metodu neki puta na�ci �cemo u literaturi pod imenom: metoda tangenti ili Cauchyjeva
metoda jer je Cauchy otprilike 100 godina kasnije (1828.) dokazao konvergenciju ove metode
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Primjer 8.2 Promatrajmo jednostavni Cauchyjev problem:

y0 = y; y(0) = 1:

U ovom slu�caju Eulerov iterativni postupak (8.5) postaje:

yk+1 = yk(1 + h); k = 0; 1; : : :

ili op�cenito, za neki n 2 N imamo

yn = yn�1(1 + h) = yn�1(1 + h)2 = � � � = y0(1 + h)n = (1 + h)n:

Da bismo izra�cunali vrijednost tra�zene funkcije y u nekoj �ksnoj to�cki x > 0, u inter-

valu [0; x] odredit �cemo n jednoliko raspored�enih to�caka xi s razmakom h = x

n
. Primjenom

Eulerove metode dobivamo

y(x) � yn =
�
1 +

x

n

�
n

: (�)

Kada pustimo n ! 1 (tj. h ! 0), dobivamo egzaktno rje�senje: y(x) = exp(x), �sto zna�ci
da Eulerova metoda konvergira.

U svrhu ispitivanja brzine konvergencije Eulerove metode u ovom slu�caju raspi�simo

(�) pomo�cu Taylorove formule

y(x) � exp
�
n ln(1 +

x

n
)
�
= exp

�
x� x2

2n
+ : : :

�
� exe�

x
2

2n :

Tako dobivamo pribli�znu pogre�sku aproksimacije u �ksnoj to�cki x:

�y(x) = jy(x)� exj � ex
�
1� e� x

2

2n

�
:

Tako primjerice, ako �zelimo vrijednost funkcije y u to�cki x = 1 dobiti s jednom to�cnom

decimalom (� = 0:05), potrebno je staviti n = 27 (odnosno h � 0:04). Za 5 to�cnih decimala

(� = 0:5� 10�5) treba staviti n = 271 828 (h � 0:000004).

Primjedba 8.2 Kod Eulerove metode sljede�cu aproksimaciju funkcije uvijek iz-

ra�cunavamo samo na bazi jedne prethodne aproksimacije. Zato ka�zemo da je to

jednokora�cna metoda. Eulerova metoda mo�ze se pobolj�sati pomo�cu tzv. simetri�cne
formule

yk+1 = yk�1 + 2hf(xk; yk); k = 0; 1; : : :

Simetri�cna formula je dvokora�cna metoda.

Osim navedenih, postoje i brojne druge metode za numeri�cko rje�savanje Cauchy-

jevog problema, kao primjerice: Richardson-ove ekstrapolacije (specijalno Bulirsch-

Stoerova metoda), vi�sekora�cne metode: predictor-corrector metoda, Milne-ova metoda,

Adams-ova metoda itd. (vidi primjericeGear (1971), Ortega (1981), Stoer (1993)).
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8.2 Metoda Runge - Kutta

Promatramo Cauchyjev problem (8.1)-(8.2):

y0 = f(x; y); y(x0) = y0:

Posebno va�zno mjesto za rje�savanje ovog problema u primjenama zauzima dobro
poznata Runge{Kutta (RK) metoda3. Pretpostavimo da poznajemo aproksimaciju
yn tra�zene funkcije x 7! y(x) u to�cki xn. �Zelimo odrediti (n+ 1)-vu aproksimaciju
yn+1 u to�cki xn + h. U tu svrhu na intervalu (xn; xn + h) u nekoliko strate�skih
to�caka aproksimirat �cemo vrijednost funkcije x 7! f(x; y(x)), te pomo�cu njih �sto
bolje aproksimirati razliku yn+1� yn. Egzaktni izvod i analiza ovih metoda izlazi iz
okvira ove skripte, a mo�ze se na�ci primjerice kod Schwarz (1986)) Stoer (1993).

Najjednostavniji primjer iz familije RK metoda je tzv. Heunova metoda

yn+1 = yn +
1
2 (k1 + k2);

k1 = hf(xn; yn);
k2 = hf(xn + h; yn + k1):

(8.6)

Primjedba 8.3 Kako je

y(xn+1) � y(xn) =
xn+hZ
xn

dy

dx
dx =

xn+hZ
xn

f(x; y(x)) dx; (8.7)

ako pretpostavimo da je f samo funkcija od x, Heunova metoda (8.6) odgovara

trapeznom pravilu (7.5), str. 127, koja ima pogre�sku reda veli�cine O(h2). Prim-

ijetimo takod�er da je za svaku aproksimaciju yn potrebno dva puta izra�cunavati

vrijednost funkcije f .

Klasi�cna RK metoda de�nirana je s

yn+1 = yn +
1
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4);

k1 = hf(xn; yn);

k2 = hf(xn +
h

2
; yn +

k1

2
);

k3 = hf(xn +
h

2 ; yn +
k2

2 );

k4 = hf(xn + h; yn + k3)

(8.8)

Primjedba 8.4 Ako pretpostavimo da je f samo funkcija od x, onda iz (8.7)

mo�zemo pokazati da RK-metoda (8.8) odgovara Simpsonovoj formuli (7.14), str. 131,

uz zamjenu h 7! h

2 . Sjetimo se da Simpsonova formula ima pogre�sku reda veli�cine

O(h2), �sto se prenosi i na RK metodu (8.8) i u op�cem slu�caju { kada je f funkcija

od x i od y. Primijetimo takod�er da je kod RK metode (8.8) za svaku aproksimaciju

yn potrebno �cetiri puta izra�cunavati vrijednost funkcije f .

3Ideju je prvi izlo�zio C.Runge u radu �Uber die numerische Au
�osung von Di�erentialgleichun-

gen, Mathematische Annalen 46(1895), 167{178, a kasnije razvio W.Kutta u radu Beitrag zur

naherungsweisen Integration von Di�erentialgleichungen, Zeitschrift f�ur Mathematik und Physik
46(1901), 435{453
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Primjer 8.3 Na primjeru Cauchyjevog problema

y0 = 30(sinx� y); y(0) = 0;

�cije je egzaktno rje�senje lako dobiti (linearna diferencijalna jednad�zba !),

y(x) =
30

901

�
30 sinx� cos x+ e�30x

�
;

na intervalu [0; 1] usporedit �cemo e�kasnost Eulerove i RK metode (8.8).

Rezultati prikazani u Tablici 8.2 dobiveni su kori�stenjem ni�ze navedenogMathematica-

modula

RK[a_, b_, h_, f_, y0_] := Module[{i, x, y, k1, k2, k3, k4},

n=Floor[(b-a)/h];

If[IntegerQ[n], n=n, n=n+1]; tab=Table[{a+(i-1) h,0}, {i,n+1}];

x=a; y=y0; tab[[1,2]] = y0;

Do[

k1 = h f[x, y]; k2 = h f[x+h/2, y+k1/2];

k3 = h f[x+h/2, y+k2/2]; k4 = h f[x+h, y+k3];

y = y + (1/6) (k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4);

tab[[i, 2]] = y; x = x+h, {i,2,n+1}]

]

Eulerova metoda RK metoda

xk y(xk) yk y(xk)� yk yk y(xk)� yk
0 0 0 0 0 0

0:1 0:068250 0:29950 �0:23125 0:112391 �:04414
0:2 0:165899 �0:00299 0:16889 0:228523 �:06262
0:3 0:263387 0:89255 �0:62915 0:349063 �:08567
0:4 0:358318 �0:61684 0:97515 0:475312 �:11699
0:5 0:449673 2:67195 �2:22228 0:60946 �:15979
0:6 0:536535 �3:64997 4:18651 0:754908 �:21837
0:7 0:618036 9:23259 �8:61456 0:916725 �:29869
0:8 0:693362 �16:31310 17:00650 1:10226 �:40890
0:9 0:76176 34:97620 �34:21450 1:32199 �:56023
1 0:822547 �67:42800 68:25060 1:59067 �:76813

Tablica8.2 y0 = 30(sin x� y); y(0) = 0; x 2 [0; 1]

Primjer 8.4 Treba rije�siti Cauchyjev problem:

y0 = xy2 + 1; y(0) = 0;

na intervalu [0; 1].
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Primjenom RK metode (8.8) dobivamo rezultate vidljive u Tablici8.3.

xk yk
0 0

0:1 0:1

0:2 0:2
0:3 0:302

0:4 0:4065

0:5 0:5162
0:6 0:6345

0:7 0:7666

0:8 0:92

0:9 1:1073

1 1:3503

tk vk v(tk)

0 0 0

2 18:568 18:573

4 32:193 32:211
6 40:093 40:123

8 44:070 44:1

10 45:933 45:955
12 46:766 46:79

14 47:152 47:16

16 47:319 47:323

18 47:391 47:394

20 47:424 47:425

Tablica8.3 y0 = xy2 + 1; y(0) = 0 Tablica 8.4 _v = g � 


m
v2; v(0) = 0

Primjer 8.5 Promatramo slobodni pad tijela mase m u zraku.

Uz pretpostavku da je otpor zraka proporcionalan kvadratu brzine, vrijedi jednad�zba

gibanja

m�s = mg � 
 _s2; (�)
gdje je g = 9:81ms�2 , 
 = C � S, gdje je S povr�sina popre�cnog presjeka tijela (m2), �

speci��cna gusto�ca zraka (kgm�3), a C konstanta bez dimenzije koja ovisi o obliku tijela -

tzv. form-faktor (vidi Molitz (1967)). Veli�cina � u jednad�zbi (�) je funkcija temperature

(u K) i visine (s), ali uz pretpostavku da se radi o malim visinama (nekoliko stotina

metara), mo�zemo pretpostaviti da je ona konstantna i jednaka svojoj vrijednosti na razini

mora �0 = 1:22 kgm�3.

Uz oznake: v = _s i dv

dt
= �s, jednad�zba (�) glasi:

dv

dt
= g � 


m
v2;

�cije rje�senje je:

v = b th (abt); (��)
gdje je: a = 
=m, b2 = mg=
. Primijetimo da za t!1 brzina v te�zi kona�cnoj veli�cini b.

Za m = 70 kp, S = 0:25m2 i C = 1 primjenom RK metode rije�sit �cemo jednad�zbu

(�), na intervalu [0; 20] (pad tijela pratimo prvih 20 sekundi) uz korak u metodi h = 2.

Dobiveni rezultati u Tablici8.4 uspored�eni su s egzaktnim vrijednostima iz jednad�zbe (��).

Primjedba 8.5 Runge-Kuttovom metodom mo�zemo rje�savati i sustave diferenci-

jalnih jednad�zbi. Postupak je analogan iterativnom procesu (8.8). Primjerice za

sustav:

y0 = f(x; y; z); z0 = g(x; y; z); y(x0) = y0; z(x0) = z0;

imamo:
y1 = y0 +

1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4);

z1 = z0 +
1
6(m1 + 2m2 + 2m3 +m4);

(8.9)
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gdje je:

k1 = hf(x0; y0; z0) m1 = hg(x0; y0; z0)

k2 = hf
�
x0 +

h

2
; y0 +

k1

2
; z0 +

m1

2

�
; m2 = hg

�
x0 +

h

2
; y0 +

k1

2
; z0 +

m1

2

�
;

k3 = hf
�
x0 +

h

2 ; y0 +
k2

2 ; z0 +
m2

2

�
; m3 = hg

�
x0 +

h

2 ; y0 +
k2

2 ; z0 +
m2

2

�
;

k4 = hf(x0 + h; y0 + k3; z0 +m3); m4 = hg(x0 + h; y0 + k3; z0 +m3):

Primjerice, za funkcije f(x;y; z) = x + z, g(x; y; z) = �x i po�cetni uvjet y(0) =

z(0) = 1 na intervalu [0; 1] dobivamo vrijednosti funkcija x 7! y(x) i x 7! z(x) prikazane

u Tablici8.5.

xk yk zk
0 1 1

0:1 1:1048 0:995

0:2 1:2187 0:98

0:3 1:3405 0:955

0:4 1:4693 0:92

0:5 1:6042 0:875
0:6 1:744 0:82

0:7 1:8878 0:755

0:8 2:0347 0:68
0:9 2:1835 0:595

1 2:333 0:5

xk yk y
0

k

0 1 0

0:2 1:0202 0:2040

0:4 1:0833 0:4333

0:6 1:1972 0:7183

0:8 1:3771 1:1017

1:0 1:6487 1:6487
1:2 2:0543 2:4652

1:4 2:6642 3:7298

1:6 3:5960 5:7536
1:8 5:0518 9:0932

2 7:3862 14:7724

Tablica 8.5 Tablica 8.6

Primjedba 8.6 Diferencijalna jednad�zba vi�seg reda rje�sava se svod�enjem na sustav

diferencijalnih jednad�zbi 1. reda. Tako primjerice Cauchyjev problem:

y00 = g(x; y; y0); y(x0) = �; y0(x0) = �;

svodimo na sustav:
y0 = z; y(x0) = y0;

z0 = g(x; y; z); z(x0) = z0;

koji mo�zemo rije�siti RK metodom:

y1 = y0 +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4);

z1 = z0 +
1
6
(m1 + 2m2 + 2m3 +m4);

k1 = hz0 m1 = hg(x0; y0; z0)

k2 = h
�
z0 +

m1

2

�
; m2 = hg

�
x0 +

h

2 ; y0 +
k1

2 ; z0 +
m1

2

�
;

k3 = h
�
z0 +

m2

2

�
; m3 = hg

�
x0 +

h

2 ; y0 +
k2

2 ; z0 +
m2

2

�
;

k4 = h(z0 +m3); m4 = hg(x0 + h; y0 + k3; z0 +m3):

Primjer 8.6 Treba rije�siti Cauchyjev problem:

y00 � xy0 � y = 0; y(0) = 1; y0(0) = 0:
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Problem �cemo pretransformirati na sustav diferencijalnih jednad�zbi 1: reda

y0 = z; y(0) = 1;

z0 = xz + y; z(0) = 0;

a rje�senje potra�ziti na intervalu [0; 2] primjenom RK metode s korakom h = 0:2 (vidi

Tablicu8.6).

Primjer 8.7 Tzv. Lotka{Volterrin biolo�ski model grabe�zljivac - plijen opisuje se

sustavom diferencijalnih jednad�zbi (vidi primjerice Gear (1971)):

dx

dt
= x(p1 � p2y);

dy

dt
= y(p3x� p4):

Uz po�cetne uvjete x(0) = 1, y(0) = 0:3 i vrijednosti parametara:

p1 = 0:77069; p2 = p3 = 2:1268; p4 = 1:984;

primjenom RK metode dobivamo funkcije x i y tabli�cno prikazane u Tablici8.7 i na

Slici8.2.a.

t 0:0 0:5 1:0 1:5 2:0 2:5 3:0 3:5 4:0 4:5

x 1:0 1:052 1:060 1:013 0:934 0:860 0:819 0:8198 0:854 0:915
y 0:3 0:332 0:381 0:427 0:446 0:428 0:386 0:341 0:307 0:291

t 5:0 5:5 6:0 6:5 7:0 7:5 8:0 8:5 9:0 9:5
x 0:986 1:044 1:062 1:026 0:950 0:873 0:824 0:816 0:844 0:901

y 0:296 0:324 0:370 0:419 0:445 0:434 0:396 0:350 0:312 0:293

Tablica 8.7 Podaci za Lotka{Volterrin model: grabe�zljivac - plijen

Mo�zemo potra�ziti i tzv. fazno rje�senje, odnosno op�ce rje�senje y = y(x; c) rje�savaju�ci

jednad�zbu:
dy

dx
=
y(p3x� p4)

x(p1 � p2y) :

Uz oznake: P = p4=p3 , Q = p1=p2, dobivamo familiju elipsa (vidi takod�er Sliku8.2.b):

(x� P )2

p4
+

(y�Q)2

p1
= c:

Konstanta c odreduje se iz po�cetnog uvjeta: x(0) = x0 , y(0) = y0 , �cime je izabrana jedna

elipsa. Funkcije x(t) i y(t) su vremenske periodi�cne funkcije.

-

6

0

a)

t

y

2 4 6 8

0:2

0:5

1 x = x(t)

y = y(t)

-

6

0

b)

x

y

q

P

Q

Slika 8.2 Lotka{Volterrin model: grabe�zljivac - plijen
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8.3 Metoda diskretizacije

Osim inicijalnih problema koje smo do sada razmatrali, rje�savanje prakti�cnih
problema �cesto vodi na rje�savanje tzv. rubnih problema4.

Za danu funkciju f(x; y; y0) treba odrediti funkciju x 7! y(x), x 2 [a; b], koja
zadovoljava diferencijalnu jednad�zbu 2: reda:

y00 = f(x; y; y0); (8.10)

uz tzv. rubne uvjete:

y(a) = �; y(b) = �; (a < b): (8.11)

Postoji takod�er vi�se metoda za rje�savanje rubnih problema (vidi primjerice
Stoer, Bulirsch (1993). Mi �cemo ovdje samo kratko opisati tzv. metodu diskre-
tizacije.

Interval [a; b] podijelit �cemo na n jednakih dijelova, stavljaju�ci:

h =
b� a

n
; xi = a+ ih:

Prvu (y0) i drugu (y00) derivaciju funkcije y mo�zemo aproksimirati s:

y0(xk) �
yk+1 � yk�1

2h
; y00(xk) �

yk+1 � 2yk + yk�1
h2

:

Na taj na�cin rubni problem (8.10)-(8.11) svodi se na rje�savanje sustava tzv. dife-
rencijskih jednad�zbi:

yk+1 � 2yk + yk�1 = h2fk; k = 1; 2; : : : ; n� 1; :

y0 = �; yn = �;

gdje je:

fk = f

�
xk; yk;

yk+1 � yk�1
2h

�
:

ili u matri�cnom obliku:
Ay = h2F(y) � r; (8.12)

gdje je:

A =

2
666664

�2 1 0 � � � 0
1 �2 1 � � � 0
0 1 �2 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � �2

3
777775 ; y =

2
6664

y1
y2
...

yn�1

3
7775 ; F(y) =

2
6664

f1
f2
...

fn�1

3
7775 ; r =

2
6664
�

0
...
�

3
7775 :

4Engl. = two point boundary value problem, njem. = Randwertaufgabe
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Ako je funkcija f linearna, sustav (8.12) je sustav linearnih jednad�zbi i mo�zemo
ga poku�sati rije�siti nekom metodom navedenom u t.3, str. 38 (posebno vidi Za-
datak 3.23, str. 65). Ako je funkcija f nelinearna, onda treba koristiti neku iterativnu
metodu za rje�savanje sustava nelinearnih jednad�zbi (t.4.4, str. 85).

Primjedba 8.7 Postoji opse�zna literatura o numeri�ckom rje�savanju obi�cnih dife-

rencijalnih jednad�zbi (vidi npr. Collatz (1966), Ortega (1981), Stoer (1993)).

Fortran-programska podr�ska iz ovog podru�cja mo�ze se na�ci u Forsythe (1974),

Press (1989) i u The Nag-Library (Philips (1986). U programu Mathematica mogu

se na�ci gotovi moduli za rje�savanje ovakvih problema, te svi potrebni prate�ci \alati".

8.4 Zadaci

Zadatak 8.1 Numeri�cki rije�site diferencijalnu jednad�zbu s po�cetnim uvjetom na

intervalu [a; b]. Numeri�cki dobiveno rje�senje usporedite s egzaktnim, te nacrtajte

pripadne grafove.

a) y0 + 1
x
y = sin x

x
; y(�2 ) = 1; x 2 [�2 ; �];

b) y0 = 3x2y; y(0) = 2; x 2 [0; 1];

c) x+ yy0 = 0; y(0) = 2; x 2 [0; 2];

d) 2xy0 = y; y(1) = 2; x 2 [1; 3];

e) y0 + y = 0; y(0) = 1; x 2 [0; 0:6];

f) y0 = y2; y(0) = 0:25; x 2 [0; 3];

g) y0 = 1 + xy + y2; y(0) = 0; x 2 [0; 2]

Rje�senje:

a) y = � cosx
x

+ �

2x ; b) y = 2 exp(x3); c) x2 + y2 = 4; d) y2 = 4x;

e) y = e�x; f) y = 1=(4� x); g)

Zadatak 8.2 Primjenom Runge-Kutta metode rije�site Cauchyjev problem:

y0 = 100(sinx� y); y(0) = 0;

na intervalu [0; �=2] za razli�cite veli�cine koraka h = 0:1, 0:01, 0:001. Dobivene

rezultate usporedite s egzaktnim rje�senjem:

y =
1

1:0001
(sinx� 0:01 cosx+ 0:01e�100x):

Nacrtajte odgovaraju�ce grafove funkcije-rje�senja i funkcije-aproksimacije rje�senja.
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Zadatak 8.3 Numeri�cki rije�site Cauchyjev problem na intervalu I = [0; 1]:

a) y00 =
p
1 + y02; y(0) = 1 y0(0) = 0;

b) y00 � xy0 + y = 0; y(0) = 0; y0(0) = 1:

Rje�senje: a) y = chx, b)

Zadatak 8.4 Numeri�cki rije�site sustav diferencijalnih jednad�zbi:

a) y0 = �7y + z; y(0) = 0; b) y0 = z; y(1) = 1
z0 = �2y � 5z; z(0) = 1; z0 = �y; z(1) = 1
x 2 [0; �] x 2 [1; 2]

Zadatak 8.5 Primjenom Runge-Kutta metode rije�site Cauchyjev problem:

a) y00 + 1001y0 + 1000y = 0; y(0) = 0; y0(0) = 1; x 2 [0; 0:2]:

b) y00 + y = x; y(0) = 1; y0(0) = 2; x 2 [0; 1]:

za razli�cite veli�cine koraka h = 0:01, 0:005, 0:001. Dobivene rezultate usporedite s

egzaktnim rje�senjem, te nacrtajte odgovaraju�ce grafove funkcije rje�senja i funkcije-

aproksimacije rje�senja.

Rje�senje: a) y = (e�x � e�1000x)=999; b) y = cosx� sinx+ x:

Zadatak 8.6 Rje�senje rubnog problema:

y00 + y = x; y(0) = 1; y(�=2) = �=2� 1;

je funkcija:

y = cos x� sinx+ x:

Rije�site ovaj problem metodom diskretizacije koja je spomenuta u t.8.3, str. 146
uzev�si m = 5 ili m = 10, te usporedite rje�senja s egzaktnim rje�senjem. Nacrtajte

grafove funkcije rje�senja i funkcije-aproksimacije rje�senja.

Zadatak 8.7 Za koju vrijednost parametra � rubni problem:

y00 + �y = 0; y(0) = 0; y(1) = 0;

ima netrivijalno rje�senje (y 6= 0).

Rje�senje: � = n2�2, n = 1; 2; : : :

Zadatak 8.8 Zadatak 8.7 rije�site metodom diskretizacije uz n = 3.

Rje�senje:
� = 9 (prava vrijednost:�2 = 9:8696);

� = 27 (prava vrijednost:4�2 = 39:48):

Zadatak 8.9 S podacima iz Primjera8.5, str. 143 odredite put s kao funkciju vre-

mena t na intervalu vremena [0; 20].

Uputa: rije�site diferencijalnu jednad�zbu ds

dt
= b th (abt).
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Zadatak 8.10 S podacima iz Primjera8.5, str. 143 odredite brzinu v kao funkciju

puta s na intervalu [0; 800].

Rje�senje: v =
q

mg




q
1� exp(�2


m
):

Zadatak 8.11 Poka�zite da se Runge-Kuttova metoda podudara sa Simpsonovom

formulom ako funkcija f ne ovisi o y.

Zadatak 8.12 Izradite kompjuterski program za metodu diskretizacije (t.8.3, str. 146)

koriste�ci LU-dekompoziciju matrice.

Zadatak 8.13 Sli�cno kao u (8.8), str. 141 de�nirajte Runge-Kutta metodu za rje�sa-

vanje diferencijalne jednad�zbe 3: reda iz Primjedbe 8.1, str. 138 Izradite odgovaraju�ci

kompjuterski program.

Zadatak 8.14 Rije�site Cauchyjev problem zadan s:

a) x0 = x� xy; x(0) = 4;
y0 = �y + xy; y(0) = 1; t 2 [0; 8]; h = 0:1

b) x0 = �3x� 2y � 2xy2; x(0) = 0:8;
y0 = 2x� y + 2y3; y(0) = 0:6; t 2 [0; 4]; h = 0:1

c) x0 = y2 � x2; x(0) = 2;
y0 = 2xy; y(0) = 0:1; t 2 [0; 1:5]; h = 0:05

d) x0 = x2 � y2; x(0) = 2;
y0 = 2xy; y(0) = 0:6; t 2 [0; 1:6]; h = 0:02

e) x0 = 1� y; x(0) = �1:2;
y0 = x2 � y2; y(0) = 0; t 2 [0; 5]; h = 0:1

f) x0 = x3 � 2xy2; x(0) = 1;
y0 = 2x2y � y3; y(0) = 0:2; t 2 [0; 2]; h = 0:025

Zadatak 8.15 Za sustave diferencijalnih jednad�zbi iz Zadatka 8.14, nad�ite fazno

rje�senje y = y(x; c), te nacrtajte odgovaraju�ci pramen (familiju) krivulja.

Zadatak 8.16 Rije�site sljede�ce rubne probleme za h = 0:2,0:1,0:05:

a) x00 = 2t
1+t2x

0(t) � 2
1+t2x(t) + 1; x(0) = 1:25; x(4) = �0:95;

b) x00 = �2
t
x0(t) + 2

t2
x(t) + 10cos(ln t)

t2
; x(1) = 1; x(3) = �1;

c) x00 + 1
t
x0(t) + 16

t2
x(t) = 1

t2
; x(1) = 0:75; x(7) = 0:3;

d) x00 + 2
t
x0(t) � 2

t2
x(t) = sin t

t2
; x(1) = �0:02; x(6) = 0:02:



���

�� � ���� �	
�� � 
�	�����
� ��� 
�
�����

����� ��
�
����� 
�����	���

3UREOHP UMH�VDYDQMD SDUFLMDOQLK GLIHUHQFLMDOQLK MHGQDG�]EL SRMDYOMXMH VH X PQRJLP

SRGUX�FMLPD SULPMHQD �HOHNWURWHKQLND� z]LND� NHPLMD� WHKQRORJLMD� LWG�� 2SgFHQLWR�

SDUFLMDOQD GLIHUHQFLMDOQD MHGQDG�]ED PR�]H VDGU�]DYDWL �FHWLUL QH]DYLVQH YDULMDEOH �WUL

SURVWRUQH [� \� ] L MHGQD YUHPHQVND W�� DOL VH QDM�FH�VgFH EURM YDULMDEOL PR�]H UHGXFLUDWL

QD GYLMH QH]DYLVQH YDULMDEOH� 7R MH UD]ORJ �VWR gFHPR UD]PDWUDWL� MHGQDG�]EX REOLND

) �[� \� X� X[� X\� X[[� X[\� X\\�  �� �����

JGMH VX [� \ QH]DYLVQH YDULMDEOH� X  X�[� \� WUD�]HQD IXQNFLMD� D

X[  
#X

#[
� X\  

#X

#\
� X[[  

#
�
X

#[�
� X[\  

#
�
X

#[#\
 

#
�
X

#\#[
� X\\  

#
�
X

#\�
�

QMH]LQH SUYH L GUXJH SDUFLMDOQH GHULYDFLMH� =DWR ND�]HPR GD MH ����� SDUFLMDOQD GLIHU�

HQFLMDOQD MHGQDG�]ED GUXJRJ UHGD�

5MH�VHQMH MHGQDG�]EH ����� MH IXQNFLMD X� NRMD XYU�VWHQD X WX MHGQDG�]EX GDMH

LGHQWLWHW� *UDz�FNL� UMH�VHQMH MHGQDG�]EH ����� SUHGVWDYOMD SORKX X SURVWRUX �6OLND �����

6OLND ���� *UDI IXQNFLMH X�[� \�

.D�]HPR GD MH MHGQDG�]ED ����� OLQHDUQD DNR MH IXQNFLMD ) OLQHDUQD X VYLP

DUJXPHQWLPD NRML VH QDYRGH X ����� RVLP HYHQWXDOQR X [ LOL \� 7DGD VH ����� PR�]H

SLVDWL X REOLNX

$
#
�
X

#[�
� �%

#
�
X

#[#\
� &

#
�
X

#\�
� D

#X

#[
� E

#X

#\
� FX  I� �����

� 3 U L WRP H X FLMHORVWL S U DWLP R WLMHN L]ODJDQ MD X U DG X * DO LwF ������



151

pri �cemu koe�cijenti A;B;C; a; b; c i funkcija f mo�ze ovisiti samo o varijablama
x; y. Specijalno, ako navedeni koe�cijenti ne ovise o varijablama x; y, onda ka�zemo
da je (9.2) linearna diferencijalna jednad�zba drugog reda s konstantnim koe�cijen-
tima. Tada broj D = AC �B2 nazivamo diskriminantom jednad�zbe (9.2). Ovisno o
predznaku diskriminante razlikujemo sljede�ce tipove diferencijalnih jednad�zbi

D > 0 � elipti�cki tip,
D < 0 � hiperboli�cki tip,
D = 0 � paraboli�cki tip.

Jo�s �cemo posebno spomenuti tzv. osnovne parcijalne diferencijalne jednad�zbe
matemati�cke �zike

@2u

@t2
= a2

@2u

@x2
(valna jednad�zba - oscilacija �zice) (9.3)

@u

@t
= a2

@2u

@x2
(jednad�zba provod�enja topline) (9.4)

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0 ili �u = 0 (Laplaceova jednad�zba) (9.5)

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= f(x; y) ili �u = f (Poissonova jednad�zba): (9.6)

Ovdje su x; y prostorne varijable, a t varijabla koja predstavlja vrijeme. Kako u jed-
nad�zbama (9.5) i (9.6) nema vremenske varijable, ka�zemo da one opisuju stacionarne
probleme. Lako se vidi da je (9.3) hiperboli�cka, (9.4) paraboli�cka diferencijalna jed-
nad�zba, a (9.5) i (9.6) da su elipti�cke diferencijalne jednad�zbe.

Parcijalne diferencijalne jednad�zbe u op�cem slu�caju imaju beskona�cno mnogo
rje�senja. Zato, ako je �zikalni proces opisan parcijalnim diferencijalnim jednad�zba-
ma, za jednozna�cno de�niranje procesa potrebno je jednad�zbama pridru�ziti dop-
unske uvjete. U jednostavnim slu�cajevima ti dopunski uvjeti sastoje se od po�cetnih
uvjeta (zadana funkcija ili njena derivacuja za t = t0) i rubnih uvjeta (zadana funkcija
ili gradijent na rubu podru�cja od interesa). Diferencijalnu jednad�zbu zajedno s
po�cetnim i rubnim uvjetima nazivamo rubni problem.

Problem rje�savanja parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi izu�cava se u nume-
ri�ckoj analizi kao sastavnom dijelu primijenjene matematike. Postoji niz metoda
pomo�cu kojih se dolazi do pribli�znog rje�senja rubnog problema. Najpoznatija nu-
meri�cka metoda za rje�savanje ovakvih problema je metoda kona�cnih diferencija (ili
metoda mre�ze) s idejom da se derivacije funkcija jedne ili vi�se varijabli aproksimi-
raju podijeljenim razlikama. Druge va�zne metode za rje�savanje ovakvih problema su:
metoda kolokacije, Galerkinova metoda, Ritzova metoda i metoda kona�cnih eleme-

nata. Mi �cemo na primjeru Poisson-ove diferencijalne jednad�zbe pokazati metodu
kona�cnih diferencija za rje�savanje parcijalnih diferencijalnih jednad�zbi elipti�ckog tipa.
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9.1 Rje�savanje Poissonove diferencijalne jednad�z-

be metodom kona�cnih diferencija

Va�zna jednad�zba matemati�cke �zike je Poissonova diferencijalna jednad�zba

@2u

@x2
+
@2u

@y2
= f(x; y); (x; y) 2 
 � R2; (9.7)

odnosno
�u = f; (x; y) 2 
 � R2;

koja �zikalno predstavlja problem ravnote�ze membrane na podru�cju 
. Zanima nas
progib (pomak to�caka) membrane, koji nastaje djelovanjem neke distributivne sile
f na membranu (Slika 9.2).

Budu�ci da u ovom slu�caju pomak to�caka membrane u(x; y), nije funkcija vre-
mena t, ve�c samo funkcija polo�zaja to�cke, uz Poissonovu diferencijalnu jednad�zbu
nisu potrebni po�cetni, ve�c samo rubni uvjeti.

??????
??????
??????
??????
??????

-

6

0

y

x

q

h1

h2

(i,j)

Slika 9.2 Djelovanje sile f na membranu Slika 9.3 Mre�za

Na rubu (@
) podru�cja 
 zadaje se vrijednost funkcije u u obliku

u(x; y) = '(x; y) za (x; y) 2 @
: (9.8)

Prema tome, na�s rubni problem glasi

@
2
u

@x2
+ @

2
u

@y2
= f(x; y); (x; y) 2 
 � R2;

u(x; y) = '(x; y) za (x; y) 2 @
:
(9.9)

Rubni problem (9.9) u literaturi mo�zemo na�ci pod nazivom Dirichletov unutarnji
problem. Ovaj problem uvijek ima jedinstveno rje�senje.

Prijed�imo na opis metode kona�cnih diferencija za rje�savanje rubnog problema
(9.9). Najprije �cemo podru�cje 
 pokriti s dvije familije pravaca paralelnih s koor-
dinatnim osima x i y

xi = ih1; yj = jh2; i; j 2 Z;
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gdje su h1 i h2 zadani koraci mre�ze (Slika 9.3). Ako je h1 = h2 = h, onda govorimo
o kvadratnoj mre�zi.

To�cke (xi; yi) = (ih1; jh2) u kojima se sijeku pravci zovemo �cvorovi i ozna�ca-
vamo samo s (i; j). S 
h ozna�cit �cemo skup onih �cvorova mre�ze koji le�ze unutar ili
na rubu podru�cja 
. Skup od pet to�caka (vidi Sliku 9.4)

(i; j); (i � 1; j); (i + 1; j); (i; j � 1); (i; j + 1) � prva osnovna shema;

ili

(i; j); (i+1; j +1); (i�1; j +1); (i�1; j�1); (i+1; j �1) �druga osnovna shema

nazivamo peteroto�ckasta zvijezda sa sredi�stem u to�cki (i; j).

(i,j + 1)

b

b

b

b b(i+ 1; j)(i� 1; j)

(i; j � 1)

(i; j)

b b

bb

b

(i� 1; j + 1) (i+ 1; j + 1)

(i+ 1; j � 1)(i� 1; j � 1)

(i; j)

Slika 9.4.a Prva osnovna shema Slika 9.4.b Druga osnovna shema

Ka�ze se da je �cvor (i; j) unutarnji �cvor ako svi �cvorovi zvijezde sa sredi�stem u
�cvoru (i; j) pripadaju skupu 
h, a odresci pravaca, koji spajaju sredi�ste s ostalim
�cvorovima zvijezde, pripadaju podru�cju 
. Ka�ze se da je �cvor (k; l) rubni (grani�cni)
�cvor ako barem jedan �cvor zvijezde sa sredi�stem u (k; l) ne pripada skupu 
h ili
ako barem jedan odrezak, koji spaja sredi�ste s nekim �cvorom zvijezde presijeca rub

@
. Vrijednost funkcije u = u(x; y) u �cvoru (i; j) ozna�cit �cemo s ui;j. S uh ozna�cit
�cemo tabli�cno zadanu funkciju pribli�znih vrijednosti funkcije u u svim �cvorovima
koji pripadaju skupu 
h. Tabli�cnu funkciju uh zvat �cemo mre�zna funkcija.

Osnovna ideja metode mre�ze sastoji se u tome da se parcijalne derivacije pro-
matrane diferencijalne jednad�zbe zamijene kona�cnim diferencijama.

Prema Taylorovoj formuli vrijedi

u(x+ h1; y) = u(x; y) + h1
@u

@x
(x; y) +

h21
2!

@2u

@x2
(x; y) +

h31
3!

@3u

@x3
(x; y) + ::: (9.10)

u(x� h1; y) = u(x; y)� h1
@u

@x
(x; y) +

h21
2!

@2u

@x2
(x; y) � h31

3!

@3u

@x3
(x; y) + ::: (9.11)

Oduzimaju�ci (9.11) od (9.10), zanemaruju�ci sve �clanove po�cev�si od drugog i dijelje-
njem s 2h1, dobivamo aproksimaciju prve parcijalne derivacije funkcije u po varijabli
x u to�cki (x; y)

@u

@x
(x; y) � u(x+ h1; y) � u(x� h1; y)

2h1
;
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�sto koristimo za izra�cunavanje te parcijalne derivacije u �cvoru (i; j)�
@u

@x

�
i;j

� ui+1;j � ui�1;j
2h1

: (9.12)

Analogno dobivamo �
@u

@y

�
i;j

� ui;j+1 � ui;j�1
2h2

: (9.13)

Zbrajaju�ci (9.10) i (9.11), zanemaruju�ci sve �clanove po�cev�si od tre�ceg i di-
jeljenjem s h1, dobivamo aproksimaciju druge parcijalne derivacije funkcije u po
varijabli x u to�cki (x; y)

@2u

@x2
(x; y) � [u(x+ h1; y)� 2u(x; y) + u(x� h1; y)]

h21
;

�sto mo�zemo koristiti za pribli�zno izra�cunavanje te parcijalne derivacije u �cvoru (i; j)�
@2u

@x2

�
i;j

� ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j
h21

: (9.14)

Analogno dobivamo �
@2u

@y2

�
i;j

� ui;j+1 � 2ui;j + ui;j�1
h22

: (9.15)

Uvr�stavanjem diferencija (9.14) i (9.15) u diferencijalnu jednad�zbu (9.9) do-
bivamo

ui+1;j � 2ui;j + ui�1;j
h21

+
ui;j+1 � 2ui;j + ui;j�1

h22
= fi;j; (9.16)

gdje je fi;j vrijednost funkcije f u �cvoru (i; j). Ako stavimo h1 = h2 = h, onda se
(9.16) mo�ze pisati

ui+1;j + ui�1;j + ui;j+1 + ui;j�1 � 4ui;j = h2fi;j: (9.17)

Algebarske jednad�zbe (9.16), odnosno (9.17) nazivamo diferencijskim ilimre�znim

jednad�zbama u �cvoru (i; j).

Zadatak 9.1 Napi�site diferencijsku (mre�znu) jednad�zbu u �cvoru (i; j) prema drugoj

osnovnoj shemi (Slika 9.4.b).

Svakom �cvoru iz podru�cja 
h pridru�zit �cemo pripadnu mre�znu jednad�zbu
oblika (9.16) ili (9.17). Na taj na�cin dobit �cemo sustav od toliko linearnih alge-
barskih jednad�zbi koliko ima �cvorova u 
h. Dakle, rje�savanje rubnog problema
(9.9) metodom mre�ze sveli smo na rje�savanje sustava linearnih algebarskih jed-
nad�zbi oblika (9.16), koji mo�zemo poku�sati rije�siti nekom od metoda navedenih u
t.3, str. 38.
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Primjedba 9.1 U prakti�cnim primjenama red matrice sustava (9.16) mo�ze biti

tako velik da raspolo�ziva memorija ra�cunala nije dostatna. Zato se za rje�savanje

ovakvih sustava obi�cno koriste specijalne metode za velike rijetke matrice (vidi pri-

mjerice Press 1992).

Primjedba 9.2 Postoji vi�se na�cina za ocjenu pogre�ske metode mre�ze (vidi pri-

mjerice Aganovi�c (1985) ili Dahlquist (1972)). Pokazuje se da pogre�ska ovisi o

veli�cini koraka mre�ze. �Sto je korak mre�ze manji (mre�za - gu�s�ca), pogre�ska je manja.

Primjer 9.1 Metodom mre�ze treba rije�siti rubni problem

�u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= �2; (x; y) 2 
 � R2;

u(x; y) = '(x; y) za (x; y) 2 @
 
 = (�4; 4)� (0; 6):

U podru�cju 
 nacrtat �cemo kvadratnu mre�zu s korakom h = 2 (Slika 9.5).

-

6
y

x

0 2 4�2�4

2

4

6

(0,0) (1,0)(�1,0)

(�2,1) (�1,1) (0,1) (1,1) (2,1)

(�2,2) (�1,2) (0,2) (1,2) (2,2)

(�1,3) (0,3) (1,3)

r

r

r

r

rr r

r r r rr

r r r r r

r r r

Slika 9.5. Mre�za na podru�cju 


Podru�cje 
 simetri�cno je s obzirom na os y, pa se mo�ze o�cekivati da �ce i
rje�senje u rubnog problema biti simetri�cno s obzirom na os y. Zbog toga mo�zemo
promatrati samo jednu, primjerice desnu, polovinu podru�cja 
. Ako numeraciju
�cvorova uredimo prema Slici 9.5, onda treba odrediti rje�senje samo za �cetiri �cvora
(0; 1), (1; 1), (0; 2), (1; 2) jer se rje�senje u na rubnim �cvorovima, zbog rubnog uvjeta
u=@
 = 0, poni�stava. Za svaki od navedenih �cvorova napisat �cemo odgovaraju�ce
jednad�zbe kona�cnih diferencija koriste�ci prvu osnovnu shemu. Prema (9.17) imamo

(0; 1) : u1;1 + u�1;1 + u0;2 + u0;0 � 4u0;1 = 22(�2)
(0; 2) : u1;2 + u�1;2 + u0;3 + u0;1 � 4u0;2 = 22(�2)
(1; 1) : u2;1 + u0;1 + u1;2 + u1;0 � 4u1;1 = 22(�2)
(1; 2) : u2;2 + u0;2 + u1;3 + u1;1 � 4u1;2 = 22(�2)

Zbog simetri�cnosti rje�senja vrijedi

u1;1 = u�1;1; u1;2 = u�1;2;

a zbog u=@
 = 0 vrijedi

u0;0 = u1;0 = u0;3 = u1;3 = u2;1 = u2;2 = 0;
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pa prethodni sustav diferencnih jednad�zbi mo�zemo zapisati

(0; 1) : �4u0;1 +u0;2 +2u1;1 = �8
(0; 2) : u0;1 �4u0;2 +2u1;2 = �8
(1; 1) : u0;1 �4u1;1 +u1;2 = �8
(1; 2) : u0;2 +u1;1 �4u1;2 = �8

Tako smo dobili sustav od �cetiri jednad�zbe s �cetiri nepoznanice, koji mo�zemo rije�siti
nekom od metoda navedenih u t.3, str. 38. Dobivamo

u0;1 = 5:71429; u0;2 = 5:71429; u1;1 = 4:57143; u1;2 = 4:57143:

Kompletna mre�zna funkcija uh prikazana je u Tablici 9.1.

y nx �4 �2 0 2 4

0 0 0 0 0 0
2 0 4:57143 5:71429 4:57143 0
4 0 4:57143 5:71429 4:57143 0
6 0 0 0 0 0

Tablica 9.1. Mre�zna funkcija uh

Primjer 9.2 Metodom mre�ze rije�sit �cemo rubni problem naveden u Primjeru 9.1,

ali �cemo za korak u mre�zi uzeti h = 1. �Cvorove �cemo numerirati kao na Slici 9.6.

-

6
y

x
0 1 2�1�2�3�4 3 4

1

2

3

4

5

6

(0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

(0,2) (1,2) (2,2) (3,2)

(0,3) (1,3) (2,3) (3,3)

(0,4) (1,4) (2,4) (3,4)

(0,5) (1,5) (2,5) (3,5)

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

Slika 9.6. Mre�za na podru�cju 
 s korakom h = 1

Zbog simetri�cnosti promatramo samo �cvorove u desnoj poluravnini. Za te �cvorove
napisat �cemo odgovaraju�ce jednad�zbe kona�cnih diferencija koriste�ci takod�er prvu
osnovnu shemu. Prema (9.17) dobivamo sustav jednad�zbi
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u1;1 + u�1;1 + u0;2 + u0;0 � 4u0;1 = �2
u1;2 + u�1;2 + u0;3 + u0;1 � 4u0;2 = �2
u1;3 + u�1;3 + u0;4 + u0;2 � 4u0;3 = �2
u1;4 + u�1;4 + u0;5 + u0;3 � 4u0;4 = �2
u1;5 + u�1;5 + u0;6 + u0;4 � 4u0;5 = �2
u2;1 + u0;1 + u1;2 + u1;0 � 4u1;1 = �2
u2;2 + u0;2 + u1;3 + u1;1 � 4u1;2 = �2
u2;3 + u0;3 + u1;4 + u1;2 � 4u1;3 = �2
u2;4 + u0;4 + u1;5 + u1;3 � 4u1;4 = �2
u2;5 + u0;5 + u1;6 + u1;4 � 4u1;5 = �2
u3;1 + u1;1 + u2;2 + u2;0 � 4u2;1 = �2
u3;2 + u1;2 + u2;3 + u2;1 � 4u2;2 = �2
u3;3 + u1;3 + u2;4 + u2;2 � 4u2;3 = �2
u3;4 + u1;4 + u2;5 + u2;3 � 4u2;4 = �2
u3;5 + u1;5 + u2;6 + u2;4 � 4u2;5 = �2
u4;1 + u2;1 + u3;2 + u3;0 � 4u3;1 = �2
u4;2 + u2;2 + u3;3 + u3;1 � 4u3;2 = �2
u4;3 + u2;3 + u3;4 + u3;2 � 4u3;3 = �2
u4;4 + u2;4 + u3;5 + u3;3 � 4u3;4 = �2
u4;5 + u2;5 + u3;6 + u3;4 � 4u3;5 = �2

(�)

Zbog simetri�cnosti rje�senja vrijedi

u1;1 = u�1;1; u1;2 = u�1;2; u1;3 = u�1;3; u1;4 = u�1;4; u1;5 = u�1;5

a zbog u=@
 = 0, svi �clanovi kojima je prvi indeks 4 ili kojima je drugi indeks 0
ili 6 jednaki su nuli. Na taj na�cin prethodni sustav se reducira na sustav od 20
jednad�zbi s 20 nepoznanica, koje �cemo poredati ovim redom

u0;1 u0;2 u0;3 u0;4 u0;5 u1;1 u1;2 u1;3 u1;4 u1;5

u2;1 u2;2 u2;3 u2;4 u2;5 u3;1 u3;2 u3;3 u3;4 u3;5

Matrica novog sustava je vrlo "rijetka" tj. relativno je malo elemenata koji su
razli�citi od nule i oni su smje�steni na glavnoj dijagonali, te u prvoj i petoj sporednoj
dijagonali u gornjem i donjem trokutu2. Matrica sustava prema tome glasi:2
666666666666664

-4 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 -4 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 -4 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 -4 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 -4 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -4 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -4 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 -4

3
777777777777775

2Primijetimo da uz navedene redukcije, prvi stupac u sustavu (*) predstavlja petu gornju dija-
gonalu novog sustava, drugi stupac - petu donju dijagonalu, tre�ci stupac - prvu gornju dijagonalu,
�cetvrti stupac - prvu donju dijagonalu, a peti stupac - glavnu dijagonalu novog sustava
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9.2 Zadaci

Zadatak 9.2 Rije�site rubni problem iz Primjera 9.1 koriste�ci metodu mre�ze s ko-

rakom h = 2, tako da u jednad�zbama kona�cnih diferencija koristi�s drugu osnovnu

shemu (vidi Zadatak 9.1, str. 154).

Rje�senje:

y nx �4 �2 0 2 4

0 0 0 0 0 0
2 0 2:857143 3:428572 2:857143 0
4 0 2:857143 3:428572 2:857143 0
6 0 0 0 0 0

Zadatak 9.3 Rije�site rubni problem iz Primjera 9.1 koriste�ci metodu mre�ze s ko-

rakom h = 1, tako da u jednad�zbama kona�cnih diferencija koristite drugu osnovnu

shemu (vidi Zadatak 9.1, str. 154). Pripadni sustav jednad�zbi rije�site nekom od

navedenih iterativnih metoda u t.3.8, str. 57

Rje�senje:

y nx �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1:13415 1:64634 1:91463 1:98780 1:91463 1:64634 1:13415 0

2 0 1:60975 2:53658 2:97561 3:12195 2:97561 2:53658 1:60975 0
3 0 1:76829 2:79268 3:32927 3:47561 3:32927 2:79268 1:76829 0

4 0 1:60975 2:53658 2:97561 3:12195 2:97561 2:53658 1:60975 0

5 0 1:13415 1:64634 1:91463 1:98780 1:91463 1:64634 1:13415 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Zadatak 9.4 Metodom mre�ze (h = 1) nad�ite aproksimativno rje�senje Laplaceovog

rubnog problema

�u = 0; (x; y) 2 
 = [0; 4]� [0; 4];

u(x; 0) = 20 & u(x; 4) = 180; za x 2 (0; 4)
u(0; y) = 80 & u(0; y) = 0; za y 2 (0; 4)

Rje�senje:

y nx 0 1 2 3 4

0 20 20 20
1 80 55:7143 43:2143 27:1429 0
2 80 79:6429 70:0000 84:2857 0
3 80 112:857 111:786 84:2857 0
4 180 180 180
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Zadatak 9.5 Metodom mre�ze (h = 1) nad�ite aproksimativno rje�senje Laplaceovog

rubnog problema

�u = 0; (x; y) 2 
 = [0; 4]� [0; 4];

u(x; 4) = 180 & uy(x; 0) = 0; za x 2 (0; 4)
u(0; y) = 80 & u(4; y) = 0; za y 2 [0; 4)

Rje�senje:
y nx 0 1 2 3 4

0 80 71:8218 56:8543 32:2342 0
1 80 75:2165 61:6806 36:0412 0
2 80 87:3636 78:6103 50:2502 0
3 80 115:628 115:147 86:3492 0
4 180 180 180

Zadatak 9.6 Metodom mre�ze (h = 0:5) nad�ite aproksimativno rje�senje Laplaceovog

rubnog problema

�u = 0; (x; y) 2 
 = [0; 1:5]� [0; 1:5];

u(x; 0) = x4 & u(x; 1:5) = x4 � 13:5x2 + 5:0625; za x 2 [0; 1:5];
u(0; y) = y4 & u(1:5; y) = 5:0625� 13:5y2 + y4; za y 2 [0; 1:5]:

Dobiveno rje�senje usporedi s egzaktnim u(x; y) = x4 � 6x2y2 + y4.

Zadatak 9.7 Metodom mre�ze (h = 0:2) nad�ite aproksimativno rje�senje Poissonovog

rubnog problema

�u = 2; (x; y) 2 
 = [0; 1]� [0; 1];

u(x; 0) = x2 & u(x; 1) = (x� 1)2; za x 2 [0; 1];
u(0; y) = y2 & u(1; y) = (y � 1)2; za y 2 [0; 1]:

Zadatak 9.8 Metodom mre�ze (h = 0:2) nad�ite aproksimativno rje�senje Poissonovog

rubnog problema

�u = y; (x; y) 2 
 = [0; 1]� [0; 1];

u(x; 0) = x3 & u(x; 1) = x3; za x 2 [0; 1];
u(0; y) = 0 & u(1; y) = 1; za y 2 [0; 1]:

Zadatak 9.9 Rije�site �u = �4u, na pravokutniku 
 = [0; 1] � [0; 1] s rubnim

uvjetima

u(x; y) = cos 2x+ sin2y:
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Simpsonovo pravilo, 132

spline, 31
trapezno pravilo, 128

Aproksimacija
funkcije, 93
matrice, 40, 113
najbolja, 93

najboljaL2 aproksimacija, 94, 113
najbolja L1 aproksimacija, 100
vektora, 40

Aritmeti�cka sredina, 103

Balistika, 83
Besselova nejednakost, 96
Brzina konvergencije, 70

Cauchyjev problem, 137
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Cholesky, 51, 66
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na singularne vrijednosti, 60, 111
QR-dekompozicija, 52, 110

Diferencijalna jednad�zba
fazno rje�senje, 145
obi�cna, 137
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Floating-point aritmetika, 3, 38

Gaussova metoda eliminacije, 44, 48
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Hat-funkcija, 26
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Householderove transformacije, 53

Interpolacija, 16
Interpolacijski polinom, 16
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Newtonov oblik, 20
ocjena pogre�ske, 23

Jacobijan, 107
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glavni minori, 46
Gramova, 94



Indeks 165

Hilbertova, 47, 52, 95
Householderova, 53
inverzna, 50
permutacija, 49
pozitivno de�nitna, 46
pseudoinverzna, 109
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Newton-Cotesova formula, 130
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Fourierov sustav, 96
Ortogonalni polinomi, 97
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Legendreovi polinomimi, 97
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Podijeljene razlike, 21
Pogre�ska

apsolutna, 4
inverzni problem, 10

metode, 2
modela, 2
relativna, 5
standardna, 10
strojna, 2
zaokru�zivanja, 1, 8

Pouzdane znamenke, 7
Problem najmanjih kvadrata, 103

linearni, 104, 108
nelinearni, 105, 115

Separacija nulto�cki, 67
Sherman-Morrisonova lema, 48

Signi�kantne znamenke, 7
Simpsonovo pravilo, 130

generalizirano, 131
Singularne vrijednosti matrice, 43, 61
Singularni vektori matrice, 61
Slobodni pad, 143
Spline, 25

kubi�cni interpolacijski, 28
linearni interpolacijski, 26
ocjena pogre�ske, 28

Strategija
parcijalnog pivotiranja, 46

potpunog pivotiranja, 46
Sustav linearnih jednad�zbi, 38

diferencijskih, 146, 154
iterativne metode, 57
mre�znih, 154
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perturbirani, 41
rje�savanje unaprijed, 43
rje�savanje unazad, 43
trokutasti sustav, 43

Sustav nelinearnih jednad�zbi, 85
BFGS metoda, 86
Broydenova metoda, 86
DFP meoda, 86
kvazi-Newtonova metoda, 86
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Newtonova metoda, 85

Sustav normalnih jednad�zbi, 94, 109
Svojstvene vrijednosti matrice, 61
Svojstveni vektori matrice, 61
Sylvesterov kriterij, 46
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Teorem
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de la Vall�ee Poussin, 102
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generalizirano, 127

Uvjetovanost, 41
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