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PREDGOVOR

Obzirom da je ovaj udzbenik kompletno pripremljen za digitalni tisak, bilo je
moguce najprije tiskati manji broj primjeraka, a onda nakon godinu dana ponoviti
izdanje uz korekcije naknadno uocenih pogresaka na koje su me upozorili surad-
nici ili studenti: Z. Drmac, H. Glavas, D.Ivanovié, J. Job, T. Marogevi¢, M. Pesut,

K. Sabo, R.Sotirov, na ¢emu im se iskreno zahvaljujem.

Gotovo uvijek u primijenjenim istrazivanjima umjesto stvarne fizikalne slike
promatranog problema analiziramo nekakvu njegovu idealizaciju nastalu: zanema-
rivanjem nekih faktora, linearizacijom nelinearnog problema, uzimanja pribliznih
vrijednosti ulaznih veli¢ina u matematickom modelu, itd. I pored toga, rjesavanje
problema moze biti slozen matematickii1 numericki problem, a vrlo ¢esto bez pomoéi
racunala ne moze se ni zamisliti njegova realizacija. U ovom tekstu opisane su
numericke metode, koje se najcesée koriste u ovakvim situacijama. Na ta] nacin
uvijek dobivamo neku aproksimaciju stvarnog rjeSenja. Buduéi da stvarno rjesenje
najcesce ne znamo, vazno je znati barem ocjenu velicine greske, koju smo pri tome
ucinili.

Ovaj tekst pisan je tako da podrazumijeva poznavanje osnova matematicke
analize, linearne algebre 1 programiranja, a namijenjen je studentima visih 1 visokih
gkola inzenjerskog usmjerenja.

Tekst sadrzi puno primjera koji mogu doprinijeti razumijevanju izlozene ma-
terije. Na kraju svakog poglavlja nalaze se brojni zadaci: od sasvim jednostavnih,
do onih koji mogu posluziti kao teme seminarskih 1 sli¢nih radova. Gdje god je to
moguce dana su rjeSenja zadataka, a kod nekih 1 odgovarajuée upute za rjesavanje.
Izrada veéine zadataka povezana je s moguénoséu koristenja nekih gotovih programa
(MATHEMATICA, MATLAB i sl.), kao i programa navedenih u ovoj knjizi. Pred-
videno je da student sam prilagodava navedene programe i konstruira nove u skladu
sa zadanim problemom. Veéina programa uradena je Mathematica-programom jer
Jje Ministarstvo znanosti 1 tehnologije omogucilo posjedovanje legalne licence ovog
programa svako] visokoskolskoj instituciji.

Sadrzaj naveden u ovoj knjizi, kao 1 prilozeni programi, mogu posluziti 1 u
nekim praktiénim istrazivanjima. U posebnim primjedbama navedene su i neke
druge moguénosti, koje se mogu pojaviti u prakticnom radu. Takoder, dane su 1



i

odgovarajuée upute za daljnje samostalno usavrsavanje. U tom smislu, na kraju
svakog poglavlja u posebnoj primjedbi ¢itatelj se upuéuje na odgovarajuéu noviju
literaturu iz tog podrucja. Poklavlje 9. Numericko rjesavanje parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi napisano je prema radu Gari¢ (1989).

Zahvaljujem se recenzentima dr.sc. D.Jukic¢u 1 dr.sc. M. Marusi¢u, te lektoru
Ivanki Fercéec na korisnim sugestijama 1 prijedlozima u cilju pojednostavljivanja
1 popravljanja ovog teksta. Takoder, zahvaljujem se kolegama dr.sc. M. Bensi¢,
dr.sc. Z. Drmacu, dr.sc. B. Guljasu, dr.sc. T. Maroseviéu, mr.sc. K. Sersi¢u, R. Soti-
rov na korisnim primjedbama. Posebno se zahvaljujem asistentu Elektrotehnickog
fakulteta Alfonsu Baumgartneru za obradu teksta u B'TEX-u 1 kolegici Renati Sotirov
za izradu ilustracija.

Osijek, travnja, 2000. Rudolf Scitovski
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1. Pogreske

Vrlo Cesto praksa nameée potrebu operiranja s pribliznim umjesto sa stvarnim
velicinama, a umjesto stvarne fizikalne situacije, vrlo ¢esto u praksi promatramo
idealiziranu sliku stvarnosti. Takoder, umjesto stvarnog rezultata, cesto se zadovo-
ljavamo njegovom aproksimacijom. U svim takvim i sli¢nim situacijama moramo
biti svjesni s kakvom greskom ulazimo u racun i §to je jo§ vaznije, moramo unaprijed
znati kakve ée to posljedice imati na konaéni rezultat.

1.1 Vrste pogresaka

Opéenito, pogreske u prakti¢énom radu 1 struénim 1 znanstvenim istrazivanjima
mozemo podijeliti u nekoliko skupina:

a) Pogreske zaokruzivanja

Cesto u praksi neki broj zaokruzujemo na nekoliko prvih signifikantnih zna-
menki (vidi Primjedbu 1.4, str. 8), ¢ime svjesno pravimo gresku. Neki puta u rac¢un
nije moguce uzeti stvarni broj (primjerice transcendentan broj « ili €), a neki puta
iz prakti¢nih razloga nije potrebno operirati s potpunim brojem (primjerice stopa
rasta proizvodnje).

Primjer 1.1 Zadan je kvadrat sa stranicom a = 100 cm. Njegova povrSina je P =
10000 cm?. Treba odrediti stranicu kvadrata koji ée imati dvostruko manju povrsinu.

S & oznacimo stranicu trazenog kvadrata. Treba biti a® = 222, odakle je & = ag.
Broj v/2 je iracionalan broj (beskonacni neperiodi¢ni decimalni broj), pa smo prisiljeni
u racun uzeti njegovu pribliznu vrijednost. Ako uzmemo /2 & 1.41, dobivamo stranicu
kvadrata & = 70.5cm, a odgovarajuéa povrsina je P = 4970.25 cm?. Ako uzmemo /2 =
1.41421, dobit éemo stranicu kvadrata z = 70.7105 i povriinu P = 4999.97481 cm®. Koju
¢emo vrijednost aproksimacije broja v/2 upotrijebiti, ovisi o tome s kakvom to¢noséu zelimo

dobiti rezultat.
b) Pogreske nastale zbog nepreciznosti ulaznih podataka

Cesto se u praksi koriste priblizne vrijednosti nekih konstanti koje utje¢u na
velicinu pogreske konacnog rezultata. Primjerice, ¢esto za veli¢inu akceleracije sile
teze uzimamo vrijednost 9.81ms~?, iako se zna da ona éak i mijenja vrijednost
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ovisno o zemljopisnom polozaju.
¢) Pogreska metode

Razli¢iti iterativni procesi (primjerice, rjesavanje sustava linearnih ili neline-
arnih jednadzbi, trazenje lokalnih ekstrema funkcije, itd.) po prirodi su beskonacni
iterativni procesi, koje u praksi zaustavljamo na nekom koraku (kad postignemo
Zeljenu toc¢nost aproksimacije).

d) Pogreska modela

U praksi gotovo uvijek, zbog slozenosti stvarnog problema, promatramo ide-
alizirani model kao njegovu aproksimaciju.

Primjer 1.2 Prilikom proucavanja balistickih putanja u eksternoj balistici najvazniji
problem predstavija dobro definiranje zakona otpora zraka za leteéi objekt. Da bi
se postavljanje problema pojednostavilo, uvijek prvo promatramo balisticki problem
u vakumu (dakle, balisticki problem bez otpora zraka), ¢ime se stvara idealizirana
situacija u kojoj se problem lako rjeSava. No, rezultati koji se dobivaju ovakvom
tdealizacijom stvarnosti mogu se jako razlikovati od stvarnih. Usporedimo za pri-
mjer maksimalni domet obicnog puséanog metka (10g) i teskog topovskog projektila
(150kg) iste pocetne brzine vg = 900 ms™! u vakumu i u zraku.

| maksimalni domet projektila | vakum | zrak |
puséant metak 82 km | 3.5 km
teske progektil 82 km | 40 km

Ocigledne razlike (vidi MoLITZ (1967)) nastale su u najveéoj mjeri zbog toga sto je
otpor zraka prema letecem objektu obrnuto proporcionalan teZini projektila.

e) Strojna pogreska

Za potrebe numerickih izracunavanja realan broj @ € R obiéno zapisujemo u

obliku
a ==+m x b°, (1.1)

gdje je b € Z, b > 2 baza, % < m < 1 mantisa a e € Z eksponent realnog broja
a. Ljudi uglavnom za bazu koriste b = 10 (dekadski sustav), a kod veéine racunala
koristi se b = 2 (binarni sustav) ili b = 16 (heksadecimalni sustav).

U kompjuterskom zapisu koristi se tzv. zapis s pomi&nim zarezom (floating-
point representation) broja

a=20.mims---my x b°, (1.2)

gdje je mantisa m = 0.myms - m; zapisana pomocu t nenegativnih cijelih bro-
jeva 0 < my < b, my # 0. Kazemo da je broj a reprezentiran u ¢-znamenkastoj
floating-point aritmetici. Broj ¢ je fiksan za svako pojedino racunalo 1 predstavlja
obiénu to¢nost (single precision) racunala. Ako realni broj @ ima vie od ¢ znamenki,
racunalo ée ga postupkom zaokruzivanja (“rounding”) ili odbacivanja (“chopping”)
pretvoriti u t-znamenkasti broj. Svako racunalo obi¢no imai moguénost izracunavanja
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i u dvostrukoj preciznosti (~ 2t znamenki mantise). Eksponent e takoder ima svoje
granice!

—L<e<U, LUeZ,
“Overflow” znaci da smo pokugali zapisati broj a > bV, a “underflow” da smo
pokusali zapisati broj a < b~—%

Primjedba 1.1 Svakom racunalu pridruzuje se nagmangi broj ¢ > 0 za koji je
1+ ¢ > 1. Broj ¢ nazivamo to&nost raunala, a priblizno ga moZemo izracunati
sljedeéim programom:

10 EPS = 1

20 EPS = .5#EPS: EPS1 = EPS+1
30 IF EPS1 > 1 THEN 20

40 PRINT EPS

Neke brojeve je moguée, a neke nije moguée prikazati u obliku (1.2). Primje-
rice, brojevi v/2, e, m ne mogu se prikazati u tom obliku. Primijetite takoder, da je
primjerice broj % mogude prikazati u obliku (1.2) s bazom b = 10, ali ne i s bazom

b=2.

Zaokruzivanjem ili odbacivanjem decimala dobivamo tzv. floating-point aproksi-
maciju fl(a) broja a, za koju vrijedi

fl(a) = a(l + 4),
gdje je & pogreska aproksimacije.
Primjer 1.3 Potrazimo mangi po apsoluinoj vrijednost: korijen kvadratne jednadzbe

2’4+ 2px—¢=0, p>0,¢>0, p>q.

Dobivamo
zo=—p+Vp+q (*)
Ako racunamo u floating-point aritmetici, lako se moze dogoditi da je fi(p) = fl(v/p?> + ¢)
1 da je rezultat xo = 0.

Ako rezultat napisemo u obliku

q
Tg = ———, ()
p++/pP’+aq
dobit ¢emo znatno tocniji rezultat.
Primjerice, u 4-znamenkastoj floating-point aritmetici za p = 0.125 x 10° i ¢ =

0.125 x 10~ dobivamo

zo = 0.00005 (prava vrijednost)
25 =0 (prema (%))
zo = 0.00005 (prema (**))

lRagunala koja su gradena prema IEEE standardima za bazu koriste b = 2. Vrijednost za ¢
u obi¢noj preciznosti je 23, a u dvostrukoj preciznosti ¢ = 52. Granice eksponenta su I = 126 i
U = 127, §to znaéi da ta racunala “prepoznaju” brojeve veli¢ine 1 x 10728 < ¢ < 2 x 1038
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Nize je naveden Mathematica-modul za pretvaranje realnog broja x u k-znamenkasti
floating-point broj

fllw_, k_]:= Module[{sw},
sw = MantissaExponent [w];
swl[[1]] = Round[10°k sw[[11]1 1/10"°k;
swl[[1]1] 10"sw[[2]1] //N
]

WW

1.2 Apsolutna i relativha pogreska

Ozna¢imo s a stvarnu vrijednost neke poznate (primjerice \/5) ili nepoznate
(primjerice korijen jednadzbe f(x) = 0) veli¢ine, a s ¢* njezinu pribliznu vrijednost.
Obi¢no kazemo da je a* aproksimacija od a.

Definicija 1.1 Razliku (a — a*) izmedu stvarne veli¢ine a i njene apro-
kstmacije a® nazivamo pogreska aproksimacije. Apsolutnu vrijednost po-
greske aproksimacije nazivamo apsolutna pogreska aproksimacije ¢ oznacavamo

Aa” = |a — a*|. (1.3)

Primjer 1.4 Niz (a,) definiran rekurzivnom formulom

1 2
an+1:§<an+_), agc=1 n=0,12 ..

Qn

konvergira prema broju /2. U Tablicil.1 prikazane su redom prve éetiri aproksi-
macije broja /2, kao i odgovarajuée pogreske aproksimacija.

[n[an [a—ar |
1 0.414214
15 —0.085786

1.416667 | —0.002453
1.414216 | —0.000002

Tablical.1.

wlio|—|ofl S

Vidi se takoder, da pogreske aproksimacije mogu biti pozitivni ili negativni brojevi.
Apsolutna pogreska aproksimacije na brojevnom pravcu predstavlja udaljenost tocke koja
odgovara aproksimaciji a* do tocke koja odgovara stvarnoj vrijednosti a (vidi Slku1.1).

ay
0 1 vz 2

Slika1.1. Aproksimacije broja /2
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U praksi stvarna vrijednost a ¢esto nije poznata, ali se zna da se pogreska
aproksimacije krece u intervalu [—e¢, €], za neki € > 0. To zna¢i da za aproksimaciju
a* vrijedi

—e<a—a" <e, (1.4)
§to mozemo zapisati kao

la —a”| <e. (1.5)

Spomenuti broj € > 0 nazivamo granica pogreske aproksimacije. Nejednadzbu (1.4)
mozemo pisati u obliku

a*—e<a<a +e (1.6)
Broj a* — ¢ je najmanja, a broj a* + € najveéa vrijednost koju moze primiti aproksi-
macija broja a, pa ¢esto simbolicki pisemo

a=a*+e. (1.7)

To znaci da je stvarna veli¢ina a aproksimirana brojem a® 1 da pri tome apsolutna
pogreska nije veca od e.
Primjer 1.5 Obavljen je niz mjerenja neke velicine R i dobiveni su sljededi rezultati

mjerenje 1 2 3 4 5 6
R 29.2 | 29.3 | 29.25 | 29.28 | 29.24 | 29.26

Aritmeticka sredina B = 29.255 predstavlja jednu aproksimaciju veli¢ine R, pri
¢emu moZemo smatrati da je granica apsolutne pogreske e = 0.055. Zbog toga piSemo
R = 29.255 4+ 0.055.

Primjer 1.6 Zadan: su radijus v i visina h cilindra s odgovarajuéim granicama
pogreske
r=240.01cm, h =100+ 0.01 cm.

lako su granice gresaka obje veli¢ine broj¢ano jednake, one nemaju isto znacenje
jer je velicina h relativno mnogo veéa od veli¢ine r. Toc¢nost izmjerene veli¢ine h cilindra
relativno mnogo je veca nego tocnost izmjerene velicine r. Dakle, veli¢inu pogreske treba

promatrati u odnosu na promatranu veli¢inu.

Definicija 1.2 Omyjer izmedu apsolutne pogreske Aa* i apsolutne vri-
Jednosti velicine a (a # 0) nazivamo relativna pogre¥ka da* i pisemo
Aa*
da* = —— (1.8)

el

Relativna pogreska je u stvari veli¢ina apsolutne pogreske izmjerena u odnosu
na promatranu veli¢inu a. Zbog toga se ona ¢esto izrazava u postocima (mnozenjem
relacije (1.8) sa 100) ili u promilima (mnoZenjem relacije (1.8) s 1000).
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Primjedba 1.2 Kako je u praksi obicno a* ~ a, onda se relativna pogreska cesto
wraZava na sljedeét nacin

A *
a* ﬁ a* 0. (1.9)

Mi éemo nadalye relativnu pogresku aproksimacije a* takoder racunati na ovay nacin.

Spomenimo jos da je cesto puta u praksi prikladno koristiti tzv. mjeSovitu po-
gresku

Primijetite da je za |a*| < 1 mjesovita pogreska e sliéna apsolutnoj pogreski, a za
|a*| > 1, mjesovita pogreska e slicna je relativnog pogreski.

Primjer 1.7 U Primjeru 1.1, str. 1 relativna pogreska aproksimaciyje a* = 1.41
broja /2 je
st — V2 —1.41]

a1 /2 0.00299 ~ 3%y.

U Primjeru 1.6, str. 1 relativne pogreske velicina v 1 h su

Ape 001 Ape 0.01
| IN e A} She A = = 2= = 0.0001.
- 7 = 0005, 8~ T = Jo5 = 0.000

Mogli bismo reéi da je velicina h zadana 50 puta pouzdanije od velicine r.
Zadatak 1.1 Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, onda za integral
b
I = [ f(z)de vrijedi
mb—a) < T < M{b-—a), m= min_f(z), M = max_f(z).
- - z€[a,b] z€[a,b]

Kao jednu od aproksimacija integrala I moZemo uzett aritmeticku sredinu

b — M(b— M
oo ml—a) £ M=) m
2 2
Pokazite da tada vrijedi
M—-—m M—-—m
A" < (b— oI < .
_( Cl) 2 ) —= M—I—m

2
Ocijenite na takav nacin integral [
0

5= dx, te izracunajte apsolutnu i relativnu
99—z ’

pogresku.

Rjegenje: I* = 1.1, AI"<0.1, 6I*<9%
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1.3 Signifikantne znamenke

Svaki pozitivni realni broj a u dekadskom sustavu mozemo zapisati u obliku

a@=bp10" +b,y 1 10™ e fb iy 10™T 10T by, A0, mEZ
(1.10)

gdje su b; € {0,1,...9} znamenke broja a. Primjerice,

0.023056=2-10"24+3-10"24+0-10"*+5-107°.

Neka je
a* = b5 10" + b5 _ 107 e b 10T b 107
aproksimacija broja a, takva da im se podudaraju prvih n znamenki
by =bm, by =bm_1, -, by = bmongr.
Tada apsolutnu pogresku Aa* mozemo ovako ocijeniti
Ad” = |a—a"| = |(bmon — by, )10 7" 4+ - | < bmepn — by, |10 4 - -
1

<910 4. =9 10" (141074 <9 107”—"1—1 = oM+t
T 10
Ovo je motivacija za uvodenje sljedece definicije:
Definicija 1.3 Neka je
a* = b5, 10™ 4 b5, _ 10 4 by, £0, meZ

aproksimacija broja a zadanog s (1.10). KaZe se da su prvih n zna-
menki by, ... by, _ .. broja a* signifikantne (pouzdane) ako je n najveci
pozitivni cijeli broj za koji vrijedi

1
Aa* = |a—a*| < 3 X 1om-ntt (1.11)

Primjerice, ako je @ = 0.0024357 4 0.3 x 10™%, tada je m = —3 i vrijedi

1 1
Aa* =0.3x 107" < 3 % 1074 = 3 X 107377 = p =2,

odakle zaklju¢ujemo da su samo prve dvije znamenke broja a* signifikantne pa
mozemo pisati ¢* = 0.0024.
Ako je @ = 243.5731 £ 0.7 x 1072, tada je m = 2 i vrijedi

1 1
Aa* =0.7x 1072 =0.07 x 107! < 3 * 107! = 3 * 10277 = n =4,
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odakle zaklju¢ujemo da su prve 4 znamenke broja ™ signifikantne 1 mozemo pisati

* = 243.6.

Broj 1.416667 iz Primjera 1.4 ima prve tri, a broj 1.414216 ima prvih Sest
signifikantnih znamenki.

Primjedba 1.3 Broj signifikantnih znamenki pribliznog broja a* mozemo definirati
t na drugi naéin - kao najveéi pozitivni cijeli broj n za koji vrijedi
la—a”] _

1
Sa* ~ W 3 X 107 ntl (1.12)

Broj signifikantnih znamenki procijenjen na taj nacin moze se od Definicije
1.3 razlikovati najvise za jedan.

Primjedba 1.4 Vrlo éesto u praksi brojeve aproksimiramo zaokruZivanjem. Pri
tome treba se drzati sljedecéih pravila:

e ako se iza znamenke na koju zaokruZujemo broj nalazi znamenka manja od 5,
znamenka na koju zaokruZujemo ne mijenja se;

e ako se iza znamenke na koju zaokruZujemo broj nalazi znamenka vecéa i jed-
naka b, znamenka na koju zaokruZujemo povecéava se za 1;

Primjer 1.8 Broja = 2.351850 treba zaokruziti na jedno, dva, trii cetiri decimalna
myjesta. Redom dobivamo sljedeée aproksimacije broja a:

2.4, 2.35, 2.352, 2.3519.

1.4 Pogreske kod izracunavanja vrijednosti funkci-

je
Zadana je realna funkcija n varijabli z = f(x1, ..., #,). Treba izracunati apso-
lutnu pogreéku vrijednosti funkcije u tocki #* = (27, ..., ) ako je, u skladu s (1.7),

=z Az, i=1,..,n

Prema teoremu o srednjoj vrijednosti je

Az = |f(l‘1, ,l‘n) — f(xTa ’l‘;m =

i=1

"~ 0 f(F1, .., Bn) .
Z T(l‘i - )‘ ;
2
gdje je ; izmedu x; 1 7. Bududi da brojevi ; nisu nisu poznati, a ] ~ x;, mozemo
pisati
6f l‘l, ceny
- or;

8f xl""’ *)

Axr ’,‘
Jx;

Aa?.

Zato je
_0f( )

- (1.13)

Az m Y |0if7| Ay, gdje je Oif*

i=1
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Primjer 1.9 Treba odrediti apsolutnu ¢ relativnu pogresku pri izracunavanju volu-
mena kugle V = %7“371', ako je radyus kugle zadan s r = 10.2 £ 0.01 cm, a broj
TR 314,

Imamo
P =102, Ar* =001, =* =314, Ar=0.0016,

oV (r*, m*) = 4 r* = 4-10.2° - 3.14 = 1306.74,
OV (r*, m*) = %r*f’ = % -10.2° = 1414.94,
AV* = |0, V*|Ar* 418, V*|Ar* = 1306.74 - 0.01 4 1414.94 - 0.0016 = 15.33.
Dakle,
V= %r*sﬂ* + AV* = 4442.92 + 15.33cm”.

Kako je AV* = 0.5 x 10°72T! signifikantne su samo prve dvije znamenke. Relativna
pogreska prema (1.9) je

_AV* 1533

V' = = —
[V*] — 4442.92

= 0.00345 == 3.5%p.

Prema Primjedb: 1.3 to bi znacilo da su prve tri znamenke signifikantne.

Primjer 1.10 Treba izracunati pogresku pri izracunavanju povrsine kruga radijusa
100m, ako uzmemo ma 3.14.

Imamo
= 3.14, Ar* = 0.0016, r* = 100, Ar' = 0,

AP* ~ |0, P*|Ar* + |8, P*|Ax* = 0+ 10000 - 0.0016 = 16 m?,

N AP* 16

SP* = =
|P*| ~ 31400

~ 0.5%0.

Priblizna povrdina je P* = r®x* = 314004 16 m?, a stvarna povriina je P & 31 415.93 m?,

§to se podudara s gornjom procjenom.

Primjer 1.11 Treba procijeniti pogresku kod izracunavanja volumena valjka (V =
r?wh), ako su mu radijus v &~ 2m i visina h ~ 3m zadani s toénoséu na dvije
decimale (3 signifikantne znamenke), a broj m uzimamo s tocénoséu na 5 decimala
(6 signifikantnih znamenki).

Imamo
r* =2, h*=3, =" =3.14159,
Ar* =0.005, Ah*=0.005, Ax = 0.00000265,
O, V* = 2r*x*h* = 2.2.3.14159 - 3 = 37.6991,
OV =R =22 .3=12, ORV* =r*?x* = 2% .3.14159 = 12.5664,
AV* 22 |8, V¥ Ar* 4 |0, V*|Ar* + |0,V *|AR* 22 0.25 m®,

_AVY 025
TV T 37.6991

To zna&i da su u broju V* = 37.6991 samo prve dvije znamenke signifikantne.

sv*

= 0.0066 == 7%;.
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Primjedba 1.5 Prilikom izvodenja racunskih operacija s pribliznim brojevima po-
trebno je unaprijed znatt s kakvom tocénoséu moZemo oéekivati dobiveni rezultat.
Primgenom formule (1.13) uz pretpostavku da su apsolutne pogreske ulaznih velicina
malene 1 to je moguce procijeniti:

Prilikom zbrajanja ili oduzimanga dva priblizna broja dobivamo broj ¢ija apsolutna
pogreska ne prelazi zbroj apsolutnih pogresaka pribrojnika. Naime, ako je z = x +y,
onda je

A== =let+y—a" -y <[z -2+ |y —y'| = Az + Ay".
Prilikom mnoZenjga dva priblizna broja dobivamo broj c¢ija relativna pogreska ne

prelazi zbroj relativnith pogresaka clanova produkta. Naime, ako je z = x -y, onda
prema (1.13) vrijedi

Az w2 02" |Ax”™ + |0y 2" | Ay = |y |Ac™ + |27 |Ay",
odakle slijedi
Azt yt|AzT + 2 |Ayt At Ay”

02" R~ = + =dx" +dy*.
|| |yl lz| 1yl

Prilikom dieljenja dva priblizna broja dobivamo broj ¢éija relativna pogreska ne
prelazi zbroj relativnih pogresaka ¢lanova kvocijenta. Naime, ako je z = x/y, onda
prema (1.13) vrijedi

1 *
Az w2 |02 |Ax™ + [0y 27| Ay* = | *|Ax* + ‘ = | Ay,
y _
odakle slijedi
(52*N—iN y_* ( g: |JL;TLAy*): Ji —3%(51‘*—1—53}*.
E I E AN A B 2= [y

Primjedba 1.6 U primjenama se takoder upotrebljava tzv. standardna pogreka
funkcije (narocito ako je broj nezavisnih varijabli 1, ..., x, nesto veéi — vidi prim-
Jerice DAHLQUIST (1972)). Uz pretpostavku (vidi GAL1C (1999)) da su sve pogreske
zi—xl, 1 =1,..., n nezavisne ¢ normalno distribuirane slucayne varyable s matemati-
¢kim ocekivanjem 0 ¢ standardnim devijacyjama Az, ... Az}, standardna pogreska
funkcije z = f(xy1,...,2y) zadana je s

" 1/2
Az~ (Z(@J*)?(Ax;f)z) :

i=1

1.5 Inverzni problem u teoriji pogresaka

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako se moze procijeniti pogreska pri-
likom izra¢unavanja vrijednosti funkcije ako su vrijednosti nezavisnih varijabli pri-
blizni brojevi. U praksi se obi¢no postavlja obrnuti problem:
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s kojom toénoséu moramo uzeti vrijednosti nezavisnih varijabli proma-
trane funkcije, tako da njezina vrigednost bude w granicama unaprijed
zadane to¢nosti ?

Za rjeSavanje ovog problema koristit ¢emo tzv. “princip jednakih efekata”:
pretpostavljamo da svi parcijalni diferencijali 1z (1.18) imaju jednaki
utjecaj na velic¢inu apsolutne pogreske, tj.

|01 f7| Az} = |0of " |Axs = - = |00 f7|Ax), (1.14)
Iz (1.13) i (1.14) lako slijedi

i=1,....n. (1.15)

Primjer 1.12 Kolike smiju biti apsolutne pogreske radijusa r i visine h valjka vo-
lumena V = 12r + 0.1m?> (dozvoljena tolerancija je 100 litara!)? Neka je pri tome
r* = 2m. Brojm uzet éemo dovoljno tocno da njegova pogreska ne utjeée na rezultat.

Najprije iz 127 = r*?7h* slijedi k* = 3m. Kako je 8,V* = 2rxr*h* = 37.7, Oy V* =
r*?r = 12.57, iz (1.15) dobivamo
AV* AV*

Art s~ ——— = 0.001 AR =~ ——— = 0.004 m.
NSTENT o 2(0nV™| "

Dakle, radijus r moramo imati s to¢noséu do na 1 mm, a visinu do na 4 mm.

Primjer 1.13 Treba naciniti spremmnik za tekuéinu oblika prikazanog na Slici 1.2
volumena 10001, Sirine baze 2r* = 80cm i visine baze 2r* + h* = 100cm. Kolika
mora biti duZina d spremmnika ¢ Kolike smiju biti pogreske Ar*, Ah*, Ad*, ako je
dozvoljena tolerancija volumena 10 litara ?

23
!;/l

Slika 1.2 Spremmnik za tekuéinu

g

Kako je V* = 7*d*(r*m + 2h™), onda je

% 1000000

4 = =
r*(r*m 4+ 2h*)  40(407 + 40)

=~ 151 cm.

Kako je
8,V* = 2d"(r*m + h*) = 43990,
oV =2d"r" =12080, 04V* =r"(r"m+2R") = 6627,
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onda iz (1.15) dobivamo

— AV* 10000 __
Ar* = To, V] = 343990 = 0.08 cm,
.
Ah* =~ 3|§VV*| =0.3cm,
* AV*
Ad ~ 3|adv*|_05cm

Dakle,
r=404+0.08cm, h=20%+0.3cm, d=151+0.5cm.

Primjedba 1.7 Vise detalja o teoriji pogresaka i primjenama moze se vidjeti pri-
mjerice w BOHTE (1993}, DEMIDOVICH (1981). Posebno o problemu kompjuterske
preciznosti u numerickim metodama moze se vidjeti u GILL (1981, 1991), PRESS (1992),
STOER (1993), itd.

1.6 Zadaci

Zadatak 1.2 Koristenjem poznatih formula izracunagte po apsolutnoj vrijednosti
mangi korijen kvadratne jednadsbe 2x? 4+ 984x — 0.05 = 0 u a) 2-znamenkastoj,
b) 6-znamenkastoj, ¢} T-znamenkastoj, d) 8-znamenkastoj i e) 10-znamenkastoj
floating-point aritmetici. Usporedite rezultat s tocnom vijednoséu tog korijena: xg =
0.000050813. Kako treba napisati formulu da bi rjesenje ¢ u niZoj floating-pownt ar-
itmetici bilo prihvatljivo ¢ Kakva su ta rjesenja ?

Uputa: Koristite prilozent Mathematica-program.
Rjegenje: a) 4, b) 0, «¢) 0.0001, d} 0.00005, e) 0.0000508.

Zadatak 1.3 U k-znamenkastoj (k = 3,4, 6, 8) floating-point aritmetici izracunagte
vrigednost polinoma P(x) = —322% + 962 — 90z + 27 u tocki a = 0.6 direktno i
koristeéi Hornerovu shemu. Sto primjedujete ?

Zadatak 1.4 Broja* je aproksimacija broja a. Za koliko znamenki broja a® mozZemo
rect da su signifikantne?

a) a=23.395, a* =23.40 b) a = 0.00275, a® = 0.00266
¢) a=243317, a* =243315 d)}a=10.012815, «* =0.0130

a*=0.5-10"2=0.5 x 10174+ 4 signifikantne znamenke

Rjegenje: a) A
b) Aa* =0.09 x 1073 < 0.5 x 1073~ 1"'1 1 signifikantna znamenka
d)

c) Aa* =2 <0.5x 101 =0.5x 10°~ 5"'1 5 signifikantnih znamenki
Aa*=0.185x 1073 < 0.5 x 1072~ 2"'1, 2 signifikantne znamenke
Zadatak 1.5 Broj a zaokruZite na jedno, dva, tri i éetirt decimalna mjesta.
a)a=271828 b)a=0.753550 ¢)a = 0.97965

Rjegenje: a) 2.7, 2.72, 2.718, 2.7183
b) 0.8, 0.75, 0.754, 0.7536
c) 1, 0.98, 0.980, 0.9797
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Zadatak 1.6 Zadana je godisnja kamatna stopa p. Ispodgodisnjt konformni kamat-
njak pp, (vidi primjerice SCITOVSKI (1993)) racuna se po formuli

p
m=100( 7/14+ L 1),
P ( * 100 )

gdje je m broj jednakih podintervala na koje dijelimo godinu. Jedna aproksimacija
konformnog kamatnjaka koja se koristi u praksi je tzv. relativni kamatnjak, dobiva
se kao linearna aproksimacija konformnog kamatnjaka pomocéu Taylorove formule

DPr = —.
m
Ako je m = 12, izracunagte apsolutnu 1 relativnu pogresku aproksimacije, te relativnu
pogresku u % za razlicite vrijednosti godisnje kamatne stope

p=2%, 3.5%, 5%, 7.5%, 12%, 24%, 50%, 120%, 360%, 1000%.

Apr

Rjesenje: Ap, = |pm — pr|, Opr = oL

P | 2% 3.5%  75% 12% 24% 50% 120% 360% 1000%
Ap, | 0.0015 0.0046 0.02 0.05 0.19 0.73 321 1644 61.21
dp, | 0.0091 0.0159 0.03 0.05 0.11 0.21 047 1.21 2.76

% 1 1.6 3 5 11 21 47 121 276

Zadatak 1.7 Kako se ponasa apsolutna i relativna pogreska u prethodnom zadatku
ako za m uzmemo 2, 4 ili 3657

Zadatak 1.8 Neka je x = 2.00 £ 0.005, y = 3.00 £ 0.005, =z = 4.00 £ 0.005.
Procijenite pogresku prilikom izracunavanja vrijednosti nize navedenih funkcija u
tocki (x*,y*, z%)

a) flz,y,z) =3c+y—z, b) f(x,y,z):x%, ¢) f(x,y):xsin%.

Rjegenje:  a) Af*~0.025, b) Af*~0.008 ¢) Af*~0.003

Zadatak 1.9 Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracunavanju povrsine
P pravokutnika sa stranicama

a=2934+0.05cm, b=18.1x0.04cm.

Rjedenje: AP* a2 2.08 cm?, 6 P* ~ 0.0039 ~ 4%,.

Zadatak 1.10 Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracunavanju volu-
mena V' paralelepipeda sa stranicama

a=2934+0.05cm, b=181x0.04cm, ¢=11.2+£0.03cm.

Rjefenje: AV m 39.17em?, 6V* = 0.0066 ~ 7T%o.
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Zadatak 1.11 Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracunavanju volu-
mena V = 2ar?n? torusa koji nastaje rotacijom kruga radijusa v, éije je srediste za
a udaljeno od centra rotacige, ako je

a)r=75+005cm, «=30+0.1cm.
b) r=20+0.2cm, a =100 =4 0.5cm.

Rjegenje: a) AV* &~ 555.2cm, oV* & 0.017 ~ 2%.
b) AV* &~ 19739.2cm, V™ & 0.025 ~ 2.5%.

Zadatak 1.12 Prema poucku o kosinusima, ako su za neki trokut poznate dvije
stranice a, b 1 kut v izmedu njih, onda se tre¢a stranica ¢ moZe izracunati po formuli

¢? = a? +b? — 2abcos~.

Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracéunavangu trece stranice c trokuta,
ako je

a)a=102+005cm, b=75+005cm, v =31.3°%0.05°.
b) a=230.7+0.05m, b=1235+£0.05m, 5 =27.4°%0.05°.

Rjesenje: kut v najprije treba pretvoriti u radijane. Dobivamo:

a) Ac* & 0.055cm, d¢* ~ 0.01 = 1%, c* & 5.4367 cm.
b) Ac* &~ 0.16 m, d0c* ~0.0012~2 0.1%y, c¢* A~ 133.733m.

Zadatak 1.13 Procijenite apsolutnu 1 relativnu pogresku prilikom:
a) zbrajanja n pribliznih brojeva
b) mnozenja n pribliznih brojeva
¢) kvadriranja jednog pribliznog broja
d) potenciranja s n-tom potencijom jednog pribliznog broja
e) izracunavanja drugog korijena nekog pribliznog broja
f) izracunavanja n-tog korijena nekog pribliznog broja
g} izracunavangja prirodnog logaritma nekog pozitivnog realnog broja

Zadatak 1.14 Treba naciniti tetraedar volumena V= 1£0.011. S kojom to¢noscu
treba tmati stranicu a tetraedra?

a2
12 -

Uputa: Volumen tetraedra stranice a je V =

Rjesenje: Aa* a5 0.0068 cm, da* ~ 0.0033 2 0.3%,, a* & 2.03965 dm.

Zadatak 1.15 Ako je z = z{'z5? -2l i x; = xf + Az}, pokazite da je §z*

n

> Jag|bar.

i=1
Uputa: Najprije logaritmirajte Inz = ayInaz; + -+ -y Inz,.

Zadatak 1.16 Procijenite apsolutnu pogresku pri izraéunavangu vrijednosti funkcije

flx) =14 22 — x4 200, ako je x = 100+ 1.
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Rjegenje: f(x) = 200.00504 0.5 x 10~

Zadatak 1.17 Balisticki projektil ispaljen u vakuumu pocetnom brzinom vy pod
2
kutem o u odnosu na ravni teren, past ée na udaljenosti d = %”sin 2ae, gdje je g =

9.81 ms~? akceleracija sile teze (vidi Primger 4.11, str.83). Procijenite apsolutnu i
relativnu pogresku pri izracunavanju daljine gadanja ako je

a)vo =115+ 1ms™, o =15°40.1°
b) vo =900+ 10ms™!, o =15°40.1°
Rjegenje:  a) Ad* & 15.8m, 0d* ~0.023 ~ 2%, d* ~674.057m.
b) Ad* ~ 1167.04m, J6d* ~0.028 3%, d*~41284.4m.
Zadatak 1.18 Maksimalni domet balistickog projektila na ravnom terenu u vaku-
umu racuna se po formuli (vidi Primger 4.11, str.83): X = 2. Procijenite ap-
solutnu 1 relativnu pogresku pri izracunavanju maksimalnog dometa projektila, ako
Je
a)vo =115+ 1ms™!, ¢ =09.8140.001ms™2
b) vo =900+ 10ms™!, ¢ =981+0.001ms™2
Rjegenje:  a) AX™* a2 23.58 m, 0X* ~ 017~ 17%.
b) AX* a~ 1843.28m, 6X* ~ 0.022~ 2%.

Zadatak 1.19 Vrygeme leta balistickog projektila 1spaljenog pod kutem o pocetnom
brzinom vy na ravnom terenu u vakuumu racuna se po formuli (vidi Primjer 4.11,
str.83): T = 2V gin o. Procijenite apsolutnu i relativnu pogresku pri izracunavanju
vremena leta T projektila, ako je

a)vg =115+ 1ms™, ¢=98140.00lms™? «o=15°£0.1°
b) vo =900+ 10ms™!, ¢=09.8140.001ms™? «o=15°£0.1°
Rjegenje:  a) AT* a2 0.093s, 67" &~ 0.015~ 1.6%, T* = 6.068s.
b) AT* ~ 0.84s, 67T ~ 0.018 ~ 2%, T ~ 47.49s.
Zadatak 1.20 Balistickim projektilom pocetne brzine vg = 300ms™' u vakuumu

na ravnom terenu gada se tocka udaljena d = 5000 m. S kojom tocnoséu treba imati
izlazni kut o (u stupnjevima), ako se tolerira apsolutna pogreska pogotka cilja od

Ad* =50m?
Uputa: Vidi Zadatak 1.17. Velic¢ine vy 1 ¢ smatraju se to¢nim.
Rjegenje: o & 0.288 £ 0.003 (odnosno o &~ 16.5° & 0.18°.
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2. Interpolacija. Spline interpolacija

Cesto za neku funkciju f nemamo analiticki izraz, ali poznajemo njenu vrijednost u
nekoliko tocaka: xg < 1 < -+ < a,. U podrucju podataka, tj. u intervalu [q, 2,]
treba aproksimirati funkciju f nekom jednostavnijom poznatom funkcijom g, tako

da bude

glz;) = flag), i=0,1,... n, (2.1)
Problem odredivanja funkcije ¢ na osnovi zahtjeva (2.1) nazivamo problem inter-
polacije. Funkcija g obi¢no se bira u klasi polinoma, trigonometrijskih, eksponen-
cijalnih, racionalnih ili nekih drugih funkcija. Kada odredimo funkciju g, onda
moZemo i procijeniti vrijednosti funkcije f u nekoj tocki z, & # x;, tako da stavimo

fx) ~ g(x).

2.1 Interpolacija

Pretpostavimo da je funkcija f : [a, b] — R neprekidna i da je njena vrijednost
poznata u n + 1 tocaka (zvat éemo ih &vorovi interpolacije)

a<zog <y < < ay < b (2.2)
u kojima prima vrijednosti
yi:f(l‘i), i:O,l,.... (23)
Na osnovi podataka (z;,4;), ¢ = 1,..., n, treba rekonstruirati funkciju f, tj. pronadi
novu funkciju g : [a,b] = R, tako da bude g(z;) = y;. Pri tome pogresku aproksi-
macije obi¢no izrazavamo u L..-normi

17 = gllee = max [ £(2) = o)

IIf—gllz = ¢/ (f(z) — g(x))?de.

Prijedimo na problem interpolacije polinomom. Treba pronaéi interpolacijski
polinom stupnja n

ili u Lo-normi

Po(z) = anz" 4+ ap_12" "'+ 4 a1z + ag,
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tako da bude
Po(zs) =wi, i=0,1,... n. (2.4)

0] %o r1 X2 Tp

Slika 2.1. Interpolacija funkecije

Geometrijski to znaci da treba pronadi polinom P, ¢iji graf prolazi tockama T; (#;, y; ),
i=0,1,...,n (Slika2.1). Koeficijente polinoma P,, mogli bismo odrediti iz uvjeta
(2.4) rjesavajudi sustav od (n 4 1) jednadzbe s (n + 1)-nom nepoznanicom

n—1

anTy +  Gn_1Zg + - 4+ a®g + ag = Yo
anx? + an—M‘Tf_l + - 4+ amxTy + a = Y (2.5)
anxz + an—lxz ! + + amxrn, + A = Yn

Uz uvjet (2.2) ovaj sustav uvijek je rjediv i ima jedinstveno rjeSenje (determinanta
matrice sustava je poznata Vandermondova determinanta, koja je uz uvjet (2.2)
razli¢ita od nule — vidi primjerice KUREPA (1967)).

Ako bismo za dane podatke (z;,4;), ¢ = 0,1,...,n trazili polinom stupnja
< n, rjeSenje (interpolacijski polinom) ne mora uvijek postojati (broj nepoznanica
u sustavu (2.2) manji je od broja jednadzbi), a ako bi trazili polinom stupnja > n,
rjeSenje (interpolacijski polinom) nije jedinstveno (broj nepoznanica u sustavu (2.2)
vedi je od broja jednadzbi),

Drugi problem je rjesavanje sustava (2.5). Za veliki n i medusobno relativno
bliske ¢vorove interpolacije tu éemo naiéi na ozbiljne numericke probleme. Matrica
sustava (2.5) obi¢no je vrlo loZe uvjetovana (vidi t.3.2, str.41). Zbog toga éemo se
upoznati s drugim metodama za rjeSavanje ovog problema.

Nize navedeni Mathematica-program rjesava problem interpolacije zadane funk-
cije f u izabranim ¢évorovima rjesavanjem sustava (2.5)

In[1]:=(* Definiranje podataka *)
flx_J:=1 - Abs[x-1]; a=0; b=2; n=10;
x = Table[(b-a)\ i/n, {i,0,n}]; y = £[x];
pod = Tablel[{x[[ill, y[[il11}, {i,n + 1}1;
Print [MatrixForm[Transpose[N[pod, 2]11]1]
(* Matrica sustava *)
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ts = Timing[ mat = Table[0, {i,0,n}, {j,0,n}];
Do[Do[If[j < 2, mat[[i,1]]=1,

mat [[i,j1] = N[x[[i11" (G-011, {i,n+1}, {j,n+1}1]1;
(* Interpolacijski polinom *)
koef = LinearSolve[mat, y];
intpol[xx_]:= Sum[koef[[i]] xx~(i-1), {i,n+1}];
(* Graf funkcije f, interpolacijski polinom p i podaci *)
glf = Plot[f[x], {x, x[[1]1], x[[n+1]1]1}, DisplayFunction -> Identity];
slpod=ListPlot [pod, PlotStyle -> AbsolutePointSize[4],

DisplayFunction -> Identity];
glp=Plot [intpol [xx],{xx,x[[1]],x[[n+1]1]1},DisplayFunction->Identity];
Show[slf, slp, slpod, DisplayFunction -> $DisplayFunction];
1

Print["Vrijeme racunanja = ", ts[[1]]\ ]

Vrijenost polinoma P u tocki z mozemo izracunati Hornerovom shemom koristenjem

Jjednostavnog potprograma:

Horner[a_,n_,z_]:= Module[{s}, p = al[nl];
Dolp = p z + alln-i]1, {i,n-1}]1; pl;

Ovdje je a = (ag, ay, . . .,a,)T vektor koeficijenata polinoma, a n broj tih koeficije-
nata.

2.1.1 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Pogledajmo najprije jedan specijalni slucaj: treba pronacéi polinom p; stupnja
n za koji vrijedi

1, j=1 .
(x;) = A =0,1,...,n. 2.
pz(x]) { 0, _];él y 4] 0,1, y ( 6)
Geometrijski to znaci da treba pronaéi polinom ¢iji graf presijeca os x u tockama
LO, L1y ey Bi 1y Tiq1y - - -y &p, @ U & prima vrijednost 1 (Slika 2.2).
)

—
(SR

Slika 2.2. Polinom p;

Kako polinom p; i§Cezava u tockama zg, 21, ..., %;-1, Tit1, . . ., £n, Mmora bitl

pi(e) = Cile = w) (@ —21) - (2 = wim)(z —wig)) (2 =) (20)
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gdje je C; konstanta koju éemo odrediti iz uvjeta p;(2;) = 1
1

(zi — o) (zi — 1) - (@ — wiz1) (@i — i) - (@i — 20)

Ci = (2.8)

Uvrstavajudéi (2.8) u (2.7), dobivamo trazeni polinom

(z—wo)(w—z1) - (w—wioy)(w—wipr) - (x—2n)
v —xo) (2 — x1) (2 — wim) (@ — wiga) (@i — @)

pi(z) = (

Prema tome, polinom P, za koji vrijedi (2.4) uz uvjet (2.2) glasi

Pn(x) = Zyzpz($) — Zyi (x(l‘ — l‘o)(l‘ — xl) ... (x — l‘i_l)(l‘ — xi+1) ... (l‘ _ xn)

i—xo)(xi — 1) (2 — 2o ) (@ — wiga) o (w - wn)
(2.9)
Ocigledno je
n
Pulay) = pilw)y = pj(ws)y; = vj-
i=0
Polinom P, obi¢no nazivamo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma
Primijetimo, medutim, da izracunavanje vrijednosti interpolacijskog polinoma

u Lagrangeovom obliku u nekoj toc¢ki  # x; zahtijeva veliki broj ra¢unskih opera-
cija, pa time 1 znacajno vrijeme rada racunala.

Primjer 2.1 Treba odrediti interpolacijski polinom ¢éiji graf prolazi toékama Ty(—1,4),
T1(2,7), To(4,29).
Prema (2.9) imamo
(x —2)(z —4)

~ @+ D(@=4)_  (z+1)(@=-2)
R e T e R PR e | T [E T

ili nakon sredivanja
Pr(z) = 20 x4 1.

Primjer 2.2 Treba odrediti interpolacijski polinom za funkciju f(z) = lnx — 1 + %
1 sljedeée cvorove interpolacije

a) 1,2,4,8,10 b) 2,4,8,10
c) 4,8,10 d) 2,4,8

Za svaki od tih slu¢ajeva treba izrac¢unati P(5.25), te apsolutnu i relativnu pogresku
ove aproksimacije.

Prema (2.9) dobivamo (koristite priloZzeni program)

&) = 0.00044552* — 0.0099292° + 0.063392 + 0.0658x — 0.11971
) = 0.00076192° — 0.023923x% + 0.34382 — 0.4048

@) = —0.00716022 + 0.227947x — 0.161
) = —0.01325622 4 0.30111x 4 0.35605
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f(5.25)  ¢*=P(25) Ay
a) | -0.848704  -0.874536  0.0258
b) | -0.848704  -0.850896  0.0022
) | -0.848704  -0.838456  0.0102
d) | -0.848704  -0.859408  0.0107

Tablica2.1.

Rezultate provjerite prilozenim Mathematica-programom, str. 17.

Primjer 2.3 Za razlicite vrijednosti izlaznog kuta o i konstantnu pocetnu brzinu
vog = 115ms™! primjenom formule (B.4), str.84 izraéunate su daljine gadanja X
balistickog projektila u vakuumu

a® | 5° 15° 25°  35°  45°
X (m) [ 234 674 1033 1267 1348

Na osnovu ovih podataka treba odrediti polinom koji ée za proizvoljnu daljinu
X davati vrijednost izlaznog kuta «.

Primjenom Lagrangeove interpolacijske formule (2.9) dobivamo polinom Py s

koeficijentima

ag = 57.95152, a; = —0.41569, ay = 0.00101, az ~ a4 ~ 0.

Pomocéu ove funkcije za zadane daljine gadanja: 500 m, 750 m 1 1000 m izracu-
nati su odgovarajuéi izlaznmi kutevi a*, te apsolutne 1 relativne pogreske u odnosu
na prave vrijednosti a dobivene iz formule (B.4), str. 84.

X(m)| o) o)) Aa
500 | 10.885 5.676 5.209
750 | 16.901 18.452 1.551
1000 | 23.942 24.505 0.563

Tablica 2.2.

Primjedba 2.1 Za zadane tocke T;(x;,y;), i = 0,1,...,n, moZemo potraziti poli-
nom Py, stupnja nieg od n (m < n), za koji vise nele biti ispunjen uvjet (2.4), ali
cigr ée graf prolazitt blizu zadanih to¢aka. Tako se u prethodnom primjeru pokazalo
da su posljednja dva koeficijenta u interpolacigskom polinomu zanemarivo malena,
pa wma smisla postavljent problem pokusati priblizno ryesiti pomocéu polinoma 2.
stupnga. U tom slucaju aproksimacija se obi¢no pravi tako da zahtijevamo da suma
kvadrata odstupanja zadanih tocaka od odgovarajuéih to¢aka na grafu polinoma bude
minimalna. Ova metoda naziva se metoda najmangih kvadrata (vidi t.6, str. 103).

2.1.2 Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Pretpostavimo da su zadane vrijednosti y; = f(#;), ¢ = 0,1,...,n neprekidne
funkcije f : [a,b] = R u ¢vorovima a < zg < 21 < --- < 2, < b. Interpolacijski
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polinom trazit ¢emo u obliku
Po(x) =ap+ar(z —wo)+ -+ an(x —xo)(w —21) - (& —2p_1). (2.10)

Nakon $to odredimo koeficijente ag, ay, ..., a, vrijednost polinoma P,, u nekoj toc¢ki
x # x; moZzemo izra¢unati prema

Po() = (- ((an(z —2p_1) + an—1)(@ —xn_2) + -+ a1)(x —xg) +ap  (2.11)

§to zahtijeva znatno manje izracunavanja nego kod Lagrangeovog oblika interpo-
lacijskog polinoma. Primijetimo da (2.11) po formi odgovara tzv. Hornerovoj shemi
za izracunavanje vrijednosti polinoma (vidi JUKI¢ (1998),str. 47).

Prijedimo na izracunavanje koeficijenata a; u prikazu (2.10). Ako je n = 1,
onda je interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama Ty (2o, yo) 1 T1 (21, y1) line-
arna funkcija (pravac kroz dvije tocke)

Y1 — Yo
P = - —
1(2) = yo + pop— (x — @),
§to uz oznake flxo] := yo, flzo, x1] := gi:i‘;, mozemo pisatl

Pi(x) = fleo] + flxo, z1](x — x0).

Uzmimo sada n = 2. Polinom P, ¢iji graf treba prolaziti tockama Ty, T1, T
ima oblik

Py(z) = fleo] + flwo, 21](x — x0) + a2 — zo)(x — 21). (2.12)

Ocigledno je Pa(xg) = yo 1 P2(x1) = y1. Parametar « treba odrediti tako da bude
Py(x2) = y2. Ako u (2.12) uvrstimo & = 2, dobivamo

Y2 — Yo Y1 — Yo o Y2 — 4 Y1 — Yo

(wa—x1)(r2—w0) (v1—wo)(wa—21)  (wa—wm1)(wa—w0) (v1—wo)(wa—20)

Ako uvedemo oznake

fleo,en) = L20 fley en) o= 2700 flag, w0 = fley, o] = flzo, 1]

96‘1—1‘0’ L2 — &1 L2 — &g

onda je o¢igledno o = flxy, 1, #2], pa polinom (2.12) glasi
Py(2) = flzo] + flzo, e1](z — z0) + flxo, 21, 22](z — o) (2 — z1).
Opéenito, za (n+ 1) tocku T5(z;, ¥:), ¢ = 0,1,...,n dobivamo
Po(2) = fleo]+ flro, w1](z—xo)+- -+ flro, x1,. . ., xp](x—20) - - (—2n_1), (2.13)
gdje brojeve

flroran, . a] = f[l‘l,...,l‘i]—f[l‘o,l‘l,...,l‘i—l]’ i=1.. . .n (2.14)
Xy — Lo

zovemo podijeljene razlike, a polinom (2.13) Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
n-tog reda.
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Primjer 2.4 Treba odrediti Newtonov oblik interpolacijskog polinoma koji ée prodi
tockama Ty(—2,-5), T1(2,3), T>(4, 211) i izracunati njegovu vrijednost za x = 1.

Koeficijente flxo,z1]1 f[zo, #1,x2] koji su potrebni u formuli (2.13) izracunat ¢emo
prema sljede¢oj shemi:

zo=—2 [flvo]=—5
f[:L‘o,:L‘l] =2

r =2 f[l'l]:3 f[x071‘171‘2]:17
f[:L‘l,CL‘Q] =104

Tro = 4 f[CL‘Q] =211

Prema (2.13) imamo Py(z) = =5+ 2(z 4+ 2) 4+ 17(z + 2)(z — 2). Vrijednost P>(1) treba
rafunati prema (2.11):

Py(1) = ((17(1 2+ 2) (142)—5=—50.

Rezultate provjerite nize navedenim Mathematica-programom za izracunavanje podijel-
jenih razlika prema (2.14) i vrijednosti polinoma u to¢ki prema (2.11).
In[1]:= (% Podijeljene razlike *)

n=3; x={-2,2,4}; y={-5,3,211}; z=1; a=y; t = a;

Do[kk=k-1;

Do[ii=n-i-kk;
t[[ii11=(y[[ii+1]11-y[[iil1]) / (x[[ii+kk+1]11-x[[iil11), {i,n-13}1;
al[k+111=t[[11]; y = t, {k,n-1}]; a

Out[1]:= {-5,2,17}

In[2]:= (% Vrijednost polinoma u tocki z - Hornerova shema *)
p = allnl];
Dol[ii=n-i; p=p (z - x[[iil]) + al[iil], {i,n-1}]; p

OQut[2]:= -50

Zadatak 2.1 [zvedite Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za jednoliko ras-
poredene cvorove, tj. ako je h .= w1 —wg =9 —21 = ... = Xy — Xpn_1. PokaZite da
u tom sluc¢aju vrijedi

_ Akyo
TORRED

flro, 1, ..., 2] =0,1,...,n,

gdje je:  Alyi =yig1 — i, AFy = APy — ARy i=0,1,00 0 — 1
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2.1.3 Ocjena pogreske

Teorem 2.1 Neka je f € C'[T;‘I;]l funkcyja cije vrygednosti su poznate u
(n+1) toéaka z;, i =0,1,...,n,

a:x0<x1<~~~<l‘n:b, yi:f(l‘i), i:O,l,...,n

1 neka je P, odgovarajuéi interpolacijski polinom.
Tada za svaki & € [a,b] postoji & € (a,b), tako da je

ForD(©

J(@) = Pa(@) = T

w(Z), w(@)=(F—wxg) - (&2—xy). (2.15)

Dokaz. Za & = x; tvrdnja je o¢igledna. Za & # #;, ¢ = 0,1, ..., n definirajmo
pomoénu funkciju

g(z) = f(x) — Po(z) — kw(z), (2.16)

gdje éemo konstantu k odrediti tako da bude g(#) = 0. Na taj nacin funkcija ¢ imat
ée barem (n + 2) nultocke: Z, zg, %1, ..., 2,. Prema Rolleovom teoremu funkcija ¢’
ima barem (n + 1) nultocku, funkcija ¢” barem n nultocaka, ... , a funkcija g(**)
ima barem jednu nultocku & € (a, b).

Primijetite da je %Pn(x) = 0. Osim toga, kako je w polinom (n + 1)-og

stupnja s vodeéim koeficijentom 1, imamo %w(r) = (n+ 1)l Zato je

odakle slijedi & = % Na taj nacin odredili smo konstantu k tako da je
g(Z) = 0. Zato iz (2.16) slijedi (2.15). O
Ako oznacimo Mpyq = Iél[a)é] | £ 4D (2)], onda iz (2.15) slijedi
Mn 1
|f(@) = Pa(x)] < = fw(@)], (2.17)

(n+ 1)!

§to znaci da pogreska aproksimacije ovisi o ponasanju funkcije w. To éemo analizirati
u sljedeca dva primjera.

Primjer 2.5 Funkciju f(x) = sin(nz) na intervalu [0, 1] treba aproksimirati inter-
polacigskim polinomom koji ée prolaziti sljedeéim tockama

¢ |0 025 05 075 1
f(@) [0 0707107 1 0.707107 0
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-
R
—

=

Y.
0.003

081 0.002 +

061 0.001 /\
r 4 Lod
0.44 0.2\07/ 0.6 0.8
—0.001 4

02!
. —0.002 +
025 05 075 1 —0.003
4
Slika2.3.a f(z) =sinmz Slika2.3.b w(z) = [](z — ;)
=0

Prema (2.13) dobivamo Newtonov oblik interpolacijskog polinoma Pj s koefici-
jentima: f[xo} = 0, f[!fo, !Kﬂ = 282843, f[!fo, I, !KQ] = 7331371 f[’l?o,:fl, xIo, !Kg] =
—1.83011, flxo,x1. X2, x3, 24] = 3.66022. Na Slici 2.3 prikazani su grafovi funkcija
f 1 w. Uocljiva su relativno znacajnija odstupanja na rubovima promatranog inter-
vala, ali su maksimalna odstupanja malena:

|f — Pill = max, |f(x) — Py(x)] <0.00027
rE|a,

Primjer 2.6 Zadana je funkcija f(x) = 1 — |z — 1|, x € [0,2]. Treba pronaci
interpolacijski polinom koji ée prolaziti tockama (x5, f(x;)), x; = %, i=0,1,---,n.
Na Slici 2.4 lijevo prikazan je graf funkcije f i odgovarajuéeg interpolacijskog poli-

noma za n = 11. Vidi se da na rubovima podruc¢ja interpolacije dolazi do jakih oscilacija,
zbog tega je ovakav interpolacijski polinom praktiéno neuporabiv.

1t 1F
b sf 0. sf
0.6 0.6
0.4 0.4
0.g 0.8
0.5 1 1.5 g 0.5 1 1.5 g

Slika2.4  Interpolacija funkcije f(z) = 1— |z — 1], z € [0,2]. Lijevo je prikazana
interpolacija u jednoliko rasporedenim Cvorovima, a desno interpolacija
u cvorovima koji su nultocke Cebisevljevog polinoma Tio

Pogreska (2.17) kod interpolacijskog polinoma ovisi o ponasanju funkcije w. Za
jednoliko rasporedene ¢vorove i nesto veéi n pokazuje se (vidi takoder Primjer 2.6)
da funkcija w na rubovima podrucja interpolacije ima jake oscilacije, sto ukazuje
na pojavu velikih gresaka kod interpolacije. Cvorove interpolacije zg.z1,..., T,
trebalo bi birati tako da bude

nax, |w(z)| — min. (2.18)
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Primijetite da je w normirani polinom stupnja n+1. Prema Teoremu 5.1, str. 101,
minimumu (2.18) postiéi ée se i biti jednak 27" ako je w(x) = 27" Ty 41, gdje je Thiy1
(n+1) — vi Cebisevljev polinom' ekspandiran na interval [a, b]. To drugim rijecima
znaci da optimalan izbor ¢évorova interpolacije predstavljaju nul-tocke polinoma

Tn+11

b b— —k
xk:a; + 2acos<n 71'), k=0,1,...,n (2.19)

One su gusée rasporedene pri rubovima intervala [a, b]. U tom sluc¢aju interpolacijski
polinom P, imat ¢ée najmanju moguéu pogresku prema (2.17)

Mn 1
7(@) = Pue)] < e

z € [a,b].
Na Slici 2.4 desno prikazan je interpolacijski polinom za funkciju iz Primjera 2.6 s
¢vorovima u nultockama Cebisevljevog polinoma Tj rastegnutog na interval [0, 2].

Najvise zbog navedenih problema kod interpolacije prije 30-tak godina pojav-
ile su se tzv. spline-interpolacije.

Primjedba 2.2 Za primjene je takoder zanimljiva tzv. Hermiteova interpolacija.
U évorovima interpolacije zadaje se vrijednost funkcije i njene derivacije (“nagib
tangente”). O rjesavanju ovakvih problema takoder se moze vidjeti u nize navedenoj
literaturi.

Primjedba 2.3 Postoji vrlo opseina literatura o interpolaciji funkcija (vidi pri-
mjerice IVANSIC (1998), STOER (1993), DEMIDOVICH (1981), STOER (1994), OR-
TEGA (1981) i SCHWARZ (1986). Odgovarajuéa FORTRAN — podrska moZe se naéi
kod PRESS (1992), a posebno u THE NAG LiBRARY (PHILIPS (1986)).

2.2 Spline interpolacija

Ako je broj évorova interpolacije velik, odgovarajuéi interpolacijski polinom je
visokog stupnja i kao takav neuporabiv u primjenama (vidi Primjer2.6). Umjesto
interpolacijskog polinoma, mozemo pokusati interpolirati funkciju ¢ : [a,b] — R,
takvu da je

@/[x,_l,x,] = Piy

pri ¢emu je ¢; : [#i—1, #;] = R neka jednostavnija funkcija (primjerice polinom 1.
stupnja) takva da je

i(Zic1) = Yiz1, pi(xi) = yi

1 {ebigevljev polinom stupnja n programom Mathematica dobiva se naredbom ChebyshevT[n,x]
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2.2.1 Linearni interpolacijski spline

Pretpostavimo da je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i da poznajemo njene
vrijednosti yo, 41, ..., yn u (n + 1) tocaka-évorova

a=zp< 21 < - <z, =b.

Funkciju f interpolirat éemo neprekidnom po dijelovima linearnom funkcijom ¢ :
[a,b] = R. Lako se vidi da takva funkcija postoji i da je jedinstvena. Zai=1,...,n
definirajmo
@/[x,_l,x,] = Piy
i —Yi-1
——(

Y
pi(x) =yi—1 +

— Li-1) i—1,Lq]- 220
l‘z’—l‘i—lx 1), X € [wi—1, 2] ( )

Kako je
pi(®i) =yi = piy1(zi), i=1,...,n—1,
funkcija ¢ je neprekidna na ¢itavom intervalu [a, b], a linearna na svakom podinter-
valu [#;—1, #;]. Kako je osim toga
p(eo) = pi(wo) = yo, p(wi) =pi(zi) =i, 1=1,...,m,

ona interpolira funkciju f u ¢vorovima zg, %1, ..., #,. Nazivamo je linearni inter-
polacijski spline? (vidi Sliku 2.5).

o T Ty I3 Tpn-1 In
Slika 2.5. Linearni interpolacijski spline

Medutim, linearni interpolacijski spline nije derivabilna funkcija u ¢vorovima
zy, &1, ..., Ty 1 stoga nije pogodan za daljnju uporabu.

Linearni interpolacijski spline mozemo definirati i na drugi nacin - analogno kako
smo u t.2.1.1, str. 18 uveli Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma. U tu svrhu
definirajmo tzv. hat-funkcije 3, ¢ =1,...,n— 1.

(2 —wiz1) /(i — 2iz1), « € [wiq, 2]
Ci(z) = (zigq1 — @)/ (Tig1 — i), @ € [2i, 2i41]
0, inace

_ T—T
Co(y={ miwer TE€loml o) [ SR T € onorw]
0, nace 0, nace

?Naziv dolazi od engleske rije¢i spline [splain], koja oznacava dug, savitljiv, uzak drveni klin
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Hat-funkcije C; imaju svojstvo

1, i=j
ae=1{ 4 %)

(usporedi s (2.6) str. 18), a njihovi grafovi prikazani su na Slici 2.6.

1 C10 Cl C12 C13 Cn—l Cn
0 l‘lo l‘ll l‘lz l‘l3 Tn—1 Tn

Slika 2.6. Hat-funkcije

Sada linearni interpolacijski spline mozemo definirati formulom
p(r) =3 uCi(x) (2.21)
i=0

(usporedi s (2.9), str. 19).

Primjedba 2.4 Ako s L oznacimo skup svih linearnih interpolacijskih spline-ova
odredenth c¢vorovima a = xzy < 1 < --- < T, = b, onda je lako vidjeti da je L
vektorski potprostor na prostoru Cla ) svih neprekidnih funkcija na intervalu [a, b].
Definirajmo linearni operator L : Clap) = L, L(f) = ¢, koji neprekidnoj funkciji
f pridruzuge linearni interpolaciyski spline ¢ u évorovima xq, ..., x,. Specijalno,
za neki linearni interpolacijski spline ¢ € L C Ciqp) vrijedi L(p) = ¢, pa onda i
opcenito za svaki f € Clqp) vrigedi

L) = L), b 12=L.
Dakle, linearnt operator L je projektor.

Zadatak 2.2 Pokazite da jednu bazu u prostoru L c¢ine hal-funkcije {Cy, Cy, ..., Cp},
te da za svaki f € Clqp) vrijeds

L(f) = Z i Ci,
=0

gdje je y; = f(w;), i=0,1,... n.

Zadatak 2.3 Izraéunajte integral funkeije (2.21) u granicama od xy do x,,. PokaZite
da za ekvidistantno rasporedene évorove dobivamo poznato generalizirano trapezno

pravilo (vidi t.7.1, str. 125).

Uz pretpostavku da je funkcija f € C'[Za p) Prema Teoremu 2.1, str. 23, za svaki
x € (w51, %;] postoji & € (w;—1,x;), takav da vrijedi

f(z) = Ci(z) = %f”(&)(r —zio1)(z — x). (2.22)
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Ozna¢imo h; := x; — ;1. Bududi da kvadratna funkcija z — (v — z;_1)(x — ;)
postize minimum u tocki zg = m‘;&, onda za svaki @ € [#;_1, #;] vrijedi

Ti_1+ x; Ti—1+ & hzz
e < (55 ) (2t ) 2

Ako oznacimo

Rmar = max h; My := max |f"(z)],
1=0,...,n Z'E[a,b]

tada prema (2.22) vrijedi ocjena pogreske za linearni interpolacijski spline

M
7(&) = DD @) < G (223

2.2.2 Kubiéni interpolacijski spline
Neprekidnu funkciju f : [a,b] — R ¢ije vrijednosti yo,y1, ..., Yn poznajemo
u (n+ 1) évorova a = xg < 1 < - < &, = b, interpolirat éemo funkcijom

C:la,b] > R,

C(x) = Ci(z), = €lwi—1,2], i=1,...,n, (2.24)
gdje su Cy, ¢ = 1,..., n, kubi¢ni polinomi koji trebaju zadovoljavati sljedece uvjete

(usporedi Sliku 2.7).

(i) Ci(xi—1) = yi—1,i=1,...,n;

(ii) Ci(zi) =y, i =1,... n;

(i) Ci(x;) = Cl (), i=1,...,n—1;
() Ci'(x;) = Cl i (i), i=1,...,n— 1.

Slika 2.7. Kubicne interpolacijski spline

Uvjeti (i) - (iv) osiguravaju da ée funkcija C' zadovoljiti interpolacijske uvjete
u évorovima g, L1,...,&,, ali 1 da ée biti klase C[%z,b]' Buduéi da n kubiénih
polinoma Cy,...,Cy, ima ukupno 4n neodredenih koeficijenata, a zahtjevima (i)
- (iv) odredeno je 4n — 2 uvjeta, za jednoznacéno odredivanje funkcije C' potrebno
je postaviti jo§ dva dodatna uvjeta. Najcesée zahtijevamo jo§ da bude

O (x0) = O}l (wn) = 0, (2.25)
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1ako je moguce zadati 1 neke druge zahtjeve. Funkciju C koja zadovoljava uvjete
()-(iv), te dodatne uvjete (2.25) nazivamo prirodni kubi&ni interpolacijski spline.
Funkcija C' je klase C[Za,b]a koja na intervalu [a, b] interpolira funkciju f poznatu
u ¢vorovima &g, &1, . .., Tpn.

Primjedba 2.5 Problem odredivanja koeficijenata kubic¢nih polinoma C; na taj
nacéin sveo se na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Primijetimo da veé za
50 ¢vorova treba rijesiti sustav od 200 jednadzbi s 200 nepoznanica. Ako je pri tome
Jos§ matrica sustava loSe uvjetovana (vidi t.3.2, str. {1}, mogu nastupiti ozbilyni nu-
merickt problemi.

Teorem 2.2 Zadani su podaci (x;,y;), ¢ = 0,1,...,n koji zadovoljavaju
uvjet xg < 11 < -+ < xn. Tada postoji jedinstveni prirodni kubicni
interpolaciyski spline C, pri éemu su polinomi (C;, i = 1,...,n) zadani
s
h2 Si_1 $;
Ci(x) = (yi—l - 82’-1?2) +b;(x—ziz1)+ éhz (ri—r)3+6]; (x—2i_q)®
(2.26)
gdje je
h;
by =d; — (s — Si—l)ga
Yi —¥Yi-1
di = #, hi = x; — -1,
a brojevi (s;, i = 0,...,n) zadovoljavaju sustav jednadzbi

Sic1hi +28i(hi + hig1) + Sip1hig1 = 6(dip1 —d;), i=1,...,.n—1

sg = s, = 0. (2.27)

Dokaz. Zai=1,...,n ozna¢imo
1 1
sic1 = C (wim1), s = Cf (w).

Primijetimo da je zbog (2.25) sg = s, = 0. Kako je # — C/(x) linearna funkcija
¢iji graf treba prolaziti tockama (z;-1,s;—1), (2, 8;), mora biti

Cf(x) = 271 (0 — 2) + 2Lz — 24y (2.28)
h; h;
Primitivna funkcija funkcije (2.28) je
/ g Si-1, o N2 54 o 2
Ci(x) = b; o (x; — )" + o (x —xi-1)7, (2.29)

gdje je b; konstanta. Nadalje, primitivna funkcija funkcije (2.29) je

Si—1

6h;

Ci(x) = a; + biw + 2L (2 — 2)® + 657(95 —zis1)?, (2.30)
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gdje je a; konstanta. Konstante a;, b; odredit éemo iz uvjeta (i)-(ii):

Ci(zic1) =yim1, Ci(zi) =y, i=1,...,n

t).
2
ai+bil’i—1+5i—1€l =Yi_1, (2.31)
h2
ai—I—bixi—l—siFZ =Y. (232)
Oduzimajuéi (2.31) od (2.32) dobivamo
h; Yi — Yi-1
b; =d;y — (8§ — s4_1)—, dj = —"—"=. 2.33
(si — 8-1) 5 I (2.33)
Iz (2.31) dobivamo
h2
ai = =bixi—1 +yi-1 — si-c1—-,
6
iz Gega neposredno slijedi (2.26).
Jod treba odrediti brojeve s1,...,s,_1. Njih éemo odrediti iz uvjeta (iii).

Kako je
S; S5
Cz/(xl) = bz + 9 hia Cz/+1(xl) = bi+1 - 9 hi-l-la

uvjet (iil) postaje

hi S5
di — (si — 8i-1)€ t 5 hi =dips - (si41 — si)

hiy1 hig

6 2

iz Gega neposredno slijedi (2.27).
Kako je sg = s, = 0, (2.27) je sustav od (n — 1) jednadzbe s (n — 1) nepoz-

nanicom: $i,...,S,_1, koji mozemo pisati
Hs =b, (2.34)

2(h1 + ho) ho 0 0

ho 2(ha 4+ h3) - 0 0

H = z S z z ,
0 0 Q(hn—2+hn—1) hn—l
0 0 hn—l Q(hn—l‘i‘hn)
51 6(d2 — dl)
s = , b =
Sn—1 6(dn - dn—l)

Primijetimo da je matrica sustava (2.34) trodijagonalna, dijagonalno dominantna
1 simetri¢na matrica, pa kao takva pozitivno definitna. Zato postoji jedinstveno
rjesenje, a onda 1 jedinstveni prirodni kubiéni interpolacijski spline. a
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Primjedba 2.6 Ako je f € C*a,b] i hpmay = maxh;, onda vrijedi (vidi STEWART

(1997))

1/ =Clle < 353hmas
1f = C'loe < 93hinae
1" = C"leo < §hipaw
Algoritam SPLINE3
Korak 1. Ucitati podatke (#;, %), ¢ =10,1,...,n;
Korak 2. Izracunati
hi =x; —xi_1, di:%, =1,....,n—1
i rijediti sustav (2.34);
Korak 3. Izracunati b; = di—(si—si_l)%, 1 =1,...,nidefinirati polinome

(2.26).

Prilikom rjesavanja sustava (2.34) treba iskoristiti specijalnu strukturu matrice
sustava (vidi Zadatak 3.23, str.65). Specijalno, aku su razmaci izmedu évorova
ekvidistantni 1 iznose h, onda imamo

4 1 0 0 0
1 4 1 0 0 5(dy — dy)
H=/| @ ol b= :
000 4 1 S(dy — dn-1)
00 0 1 4

Zadatak 2.4 Izradi program koji ée prema algoritmu SPLINE3 izradunavati priro-
dni kubiéni interpolacijski spline.

Primjer 2.7 Tablicno je zadana funkcija

0 025 05 075 1
1 2 1 0 1

€Ty
Yi

U ovom slucaju je n =4, a svi h; jednaki su 0.25. Sustav (2.34) glasi

1 0.25 0 —48
0.25 1 0.25 [s= 0 .
0 0.25 1 48

a njegovo rjeSenje je: s; = —48, s = 0, sa = 48. Osim toga, iz uvjeta (2.25) imamo:
sg = s4 = 0. Sada iz (2.26) moZemo izracunati cetiri kubi¢na polinoma Cj, ¢ = 1,2, 3,4,
koji grade trazeni prirodni kubi¢ni interpolacijski spline

Ci(x) =1+ 62 — 3227, 0<x<025
() = Co(x) = 182 — 4827 + 325°, 0.25 <xr<0.5

Cs(x) = 182 — 48a% 4 322°, 0.5 <2 <0.75

Ci(x) = 27 — 90z + 9627 — 322°, 0.75 < e <1
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Ako Zelimo primjerice izracunati vrijednost spline-a C' u tocki 0.7, onda prvo moramo
ustanoviti da je 0.7 € [0.5,0.75]. Tada je C(0.7) = C3(0.7) = 0.056.

Primjedba 2.7 Prirodni kubiéni interpolacijski spline C', koji interpolira funkciju

f u ¢vorovima a = ¥y < @1 < -+ < ¥y, = b ima svoystvo da za svaku funkeiju
g € C?[a,b], koja takoder interpolira funkciju f u navedenim évorovima, vrijedi

/ @) e / REZE)
Naime,

0< [ (g"(x) = C"(x)" de = [} (¢"(x))” dz — 2 [} ¢"(2)C" (x)dz + [} (C"(x))” du

a

= [P(g"(2))" da — [0 (C"(x)) de =2 [ C"(2) (C"(2) — ¢ (2)) dx.

Pri tome, zbog C"(a) = C"(b) = 0, parcijalnom integracijom dobivamo

JC"(@) (C"(2) = g" (@) da = [C"(2) (C"(2) = g/ (2))]; = [ C"(2) (C'(2) = ¢'(x)) dx
= —JQC”’(Z‘) (C"(x) = g'(x)) de.

a

Kako je C"" po dijelovima konstantna funkcija, imamo

Jera e - sapie= - E e T - (o) b
= _T:;l C///(xﬂ‘) (C(l‘H_l) — g(xl»_l_l) — C(l‘l) + g(l‘z)) —0.

Svojstvo (%) nazivamo monimalno svojstvo prirodnog kubicnog spline-a. To
svojstvo vrigedi © za kubiéni spline s drukéijim rubnim uvjetima.

Primjedba 2.8 Spline-interpolacije pojavile su se u matematickoy literaturi u po-
sljednyih tridesetak godina, a zbog moguénosti uéinkovite primjene kod rjeSavanja
obicnih © parcijalnih diferencijalnih jednadzbi 1 v mnogim drugim situaciyama, 1
sada se intenzivno proucavaju. Kuvalitetna i pregledna knjiga s odgovarajuéom pro-
gramskom podrskom (FORTRAN) iz ovog podruéja je DE BOOR (1978), ali se os-
novni pojmouvi i neke primjene mogu vidjeti © u IVANSIC (1998), ORTEGA (1981),
SCHWARZ (1986), STEWART (1998), FORSYTHE (1974} itd. Program Mathemat-
ica omogucéava izravno koristenge spline-a bilo kojeg reda razumne velicine. Odgo-
varajuéa FORTRAN programska podrska moze se naéi u PRESS (1992), kao i u THE
NAG LiBRARY (PHILIPs (1986)). O interpolaciji funkeija jedne i vise varijabli
moZe se vidjeti primgjerice kod LANCASTER (1986).
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2.3 Zadaci

Zadatak 2.5 Odredite interpolaciyski polinom za sljedece tablicno zadane funkeije

jel2 5 10 A e B

Y Ty 51 150 435 vy -8 2 6 44
jel-2 1 2 5 a0 1 2 5 2
Y Tyt —2 —10 62 y| =8 —1 38 1127 —70
RjeZenje:

a) Pao(x) =322+ 122+ 15 b) Ps(z) = 22% — 322 + bax + 2
c) Ps(z) =215z +12 d) Py(z) = 2* + 523 — 627 + T2z — 8

Zadatak 2.6 Za tablicno zadane funkcije odredite Newtonov oblik interpolaciyskog
polinoma te 1zracunajte njegovu vrigednost za & = 10.

) x| 2 4 5 b) x| =3 0 2 4
“ y |91 171 220 y | —28 8 52 224

) x| -2 -1 0 1 d) x| -2 0 2 3 4

Y yT-4 =6 —2 2 y |8 6 20 108 370

RjeZenje:

a) Pa(x)=91+4+40(x—2)+3(x — 2)(z — 4) p2(10) = 555
b)  Py(x) = —28 + 12(x+3) + 2(x+3)x + 2(x+3)x(x—2)  P3(10) = 2468
¢) Ps(r) =—4 -2(24+2) +3(x+2)(x+1) —1(z+2)(x+1)z Ps(10) =—952
d) Py(r) =88 —41(x+2) + 12(x+2)z + 3(x+2)x(x—2)+ P4(10) = 17356

2+ 2)z(x — 2)(x — 3)

Zadatak 2.7 Zadane su vrijednosti funkcije f(z) = 322 + 7= %In(r — 2)? + 1 u
sljedeéim tockama

z | 313 3.14 3.15 3.16
F(z) | 30.29918 30.44653 30.66930 30.87478

Odredite wnterpolacigski polinom, éuygi ée graf prolaziti ovim tockama, te wzracunajte
njegovu vrijednost u tocki & = 3.1416.

Rjegenje: P5(3.1416) = 30.32619,
Py(x) = 483453.48 — 460723.76x 4 146356.1522 — 15496.67x>
Zadatak 2.8 Zadane su vrijednosti I'-funkcije u sljedeéim tockama

¢ | 02 04 06 08
T(x) | 45910 22182 1.4892 1.1642

Odredite wnterpolacigski polinom, éuygi graf ée prolaziti ovim tockama, te wzracunajte
njegovu vrijednost u tockama: 0.3, 0.5, 0.7. Izracunajte apsolutnu @ relativnu
pogresku ovih aproksimacija.
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Rjedenje: Koeficijenti interpolacijskog polinoma su

ap = 9.8474, a; = —35.5573, as = 51.5425, as = —25.8292

x I'(z) Px) AP

0.3 129917 3.122 0.1303
0.5 1.7724 1.726 0.0464
0.7 11.2980 1.354 0.0560

Zadatak 2.9 Funkcija f zadana je u nekoliko toéaka: xg,xq,.... Odredite inter-
polacijski polinom P, te izracunajte P(e1) i P(ca2) ako je

0) f(a) = 2+ 2/x,
(1) rog = 1, xr1 = 2, o = 25, c1 = 15, Cy = 12,
(2) rog = 05, xr1 = 1, o = 2, xr3 = 25, c1 = 15, Cy = 12,

(1) l‘o:O, l‘lzl, l‘z:?, 61:1.5, 62:1.3,
(2) l‘o:O, l‘lzl, l‘z:?, 1‘3:3, 61:1.5, 62:1.3,
¢) f(z) = 2sin(rz/6)
(1) l‘o:O, l‘lzl, l‘2:3, 61:2, 62:2.4,
(2) l‘o:O, l‘lzl, l‘2:3, 1‘3:5, 61:2, 62:2.4,
(3) l‘o:O, l‘lzl, l‘2:3, 61:4, 62:3.5,
(4) l‘o:O, l‘lzl, l‘2:3, 1‘3:5, 61:4, 62:3.5.
RjeZenje:
a) (1) P(x)=042>—122+38, P(1.5) =29, P(1.2)=2.936;
(2) P(x)=—082>+48:>—88x+7.8, P(15)=27, P(1.2)=27696
b) (1) P(x)=—2z%+ 6z, P(1.5) =45, P(1.3) =4.42
(2) P(z) =05+ 3527+ 7, P(1.5)=4.125, P(1.3)=4.2835
) (1) Pla)=—3%a"+ Ia, P@2)y=1, P(24)=184;
(2) P(x)=—.01(6)2® — 1224+ 1.11(6)z, P(2)=1.7, P(2.4)=18736
(3) P(x)=—.1(6)22+1.1(6)z, P(4)=2, P(3.5)=2.04167

(4) P(x) ::—<01(6)x3——.1x24—1lj(6)x, P(4) =18, P(3.5)=1.96875

Zadatak 2.10 Za razlicite vrijednosti izlaznog kuta o 1 konstantnu pocetnu brzinu
vg = 300ms™! primjenom formule (B.4), str. 84 izracunati su dometi X balistickog
projektila u vakuumu

a® | 5° 10°  25° 45
) | 1593 3138 7028 9174

Na osnovi ovth podataka odredite funkciju-polinom koja ée za proizvolynu daljinu X
davatt vryjednost izlaznog kuta . Pomocu ove funkcije za zadane daljine: 2000 m,
3000 m, 5000 m, 7000 m, 9000 m ezracunajte izlazne kuteve o™, apsolutne i relativne
pogreske.
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Rjegenje: (X) = —3.2516 + 0.00669X — 0.0000011.X? + 1.041071°X3.

X (m) a a* Aa*
2000 | 6.296 6.507 0.211
3000 | 9.543 9.613 0.070
5000 | 16.512 15.407 1.105
7000 | 24.865 24.819 0.046
9000 | 39.407 42.858 3.451

Zadatak 2.11 Olovnu kuglicu pustamo da u zraku pada s razli¢itih visina h 1 mje-
rimo vrijeme pada t

h(m)| 05 08 1 12
t(s) |0.32 040 045 0.49

Odredite interpolacijski polinom

a) za funkeiju h — t(h), b) za funkcijut — h(t).
RjeZenje:

a) t(h) = 0.2257 + 0.0874h + 0.2679h — 0.131h3
b) h(t) = —3.56697 + 26.7947¢ — 61.3122¢2 + 54.04733

Zadatak 2.12 Olovnu kuglicu pustamo da u ulju pada s razlicitth visina h © mje-
rimo vrijeme pada t

h(cm)| 4 8 10 16 20
t(s) |25 5 625 10 125

Odredite interpolacijski polinom za funkciju h — t(h).

Rjegenje: a) t(h) = 0.625h.
Zadatak 2.13 Principom kontradikcije u dokazivanju pokazite da za dane podatke
(ziyyi), i = 0,1,...,n, koji zadovoljavaju uyjet xo < w1 < -+ < &y, postoji jedin-
stvent interpolaciyski polinom stupnja < n.

Zadatak 2.14 Polinom P,(z) = ap2™ + ap_12" "1 + - + as2? + a1 + ag moze
se napisati u obliku (Hornerova shema)

Po(x) = (((anr 4+ an—1)x + an_2)x + an_3)--)x + ar)z + ap. ()

Izradite program kojim éete uéitati stupanj polinoma, sve njegove koeficijente, te za
zadanu vrijednost ¥ = a primjenom formule (*) izracunati vrijednost polinoma u
tocki a.

Zadatak 2.15 Izradite program kojim éete uéitatin toéaka Ty (x4, v:), i =0,1,...,n
i defintrati linearni interpolacijski spline. Za zadani broj xg € [x1, ] izracunajle
vrigednost linearnog interpolacijskog spline-a.

Zadatak 2.16 Za zadane podatke (x;,v;), i = 0,1,...,n odredite kvadratni inter-
polacigski spline 1 izradite odgovarajuéi program.
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Zadatak 2.17 Zadana je periodicna funkcija f perioda 2w i tocke (x;,y;), ¢ =
0,...m, »; = —m 4 2wi/m, y; = f(x;). Tada postoji trigonometrijski polinom

To(x) = a2—0 + Z(ai cos(jz) + b;sin(jz)), (2n <m),
j=1

Zf(xk)cos(jxk), b; = %Zf(xk)sin(jxk), j=0,...n

k=1 k=1

2
4 = —
T m

takav da je

m

Z xk))z — min.

Izradite program kojim éete na osnovi zadanth podataka definirati trigonometrigski
polinom T,,.
Zadatak 2.18 PokaZite da je dijagonalno dominantna matrica reqularna.

Zadatak 2.19 Na osnovi podataka

zi |0 2 4 5 B x|l 3 5 1
Y vi |10 15 12 14 ¢=1 Y vi |8 12 10 147

&E=45

odredite prirodni kubicni interpolacijski spline i izracunajte C(§).

RjeZenje:

a) Ci(x)=10+ - 843 ze(0,2]
Cz(l‘) — 1% + 11910 _ lzi;xZ _|_ 67 3 x € [2’4]
Cs(z) = % — %x + %xz - 19—11‘3, z € [4,5],
C(1) = 13.5568

b)  Ci(z) = 5.25+ 225 + 0.7527 0.251»3, r€1,3]
Co(z) = =15+ 22.5x — 622 + 0.523, € [3,5]
Cs(x) = 78.75 — 33.75x + 5.252% — 0.2523, = € [5,7]
C'(4.5) = 10.3125

Zadatak 2.20 Na osnovi podataka

w01 2 3 4 5
vi |1 2 15 2 25 2

= 2.5,

odredite prirodni kubicni interpolacijski spline i izracunajte C(§).

Uputa:  Sustav (2.34) u ovom sluc¢aju glasi:

410 0 -9
14 10| | 6
01 4 1[5 ol
00 1 4 6
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i ima rjesenje s = (0, —2.8134,2.25359, —0.200957, —1.44976,0)T.
RjeZenje:

Cy(x) = 1+ 146892 — 0.46892°, € [0, 1]

Co(z) = —0.313397 + 5.409091z — 3.9401927 + 0.84449823, « € [1,2]
Cs(z) = 9.71531 — 9.63397z + 3.5813422 — 0.40909123, « € [2,3]
Cy(z) = 4.28947 — 4.20813z + 1.7727322 — 0.20813423, « € [3,4]
Cs(z) = —24.4952 + 17.3804x — 3.624422 + 0.24162723, x € [4,5],
C(2.5) = 2.28439

Zadatak 2.21 Problem 1z Primjera 2.3, str. 20 rijesite primjenom kubiénog inter-
polacigskog spline-a. Koristite program u Dodatku.

Rjegenje: C'(500) = 10.54086, C(750) = 17.2716, C(1000) = 24.32858.

Zadatak 2.22 Program u Dodatku za izracunavanje kubicnog interpolacijskog spli-
ne-a dopunite tako da racuna prvu, drugu i treéu derivacigu dobivenog interpo-
lacijskog spline-a u tocki & € [z, 2,].
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3. Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi

Promatramo sustav linearnih jednadzbi
Ax=b, (3.1)

gdje je A € R™*™ matrica, x € R™ vektor nepoznanica, a b € R™ vektor slobodnih
koeficijenata. Osim klasi¢nih metoda za rjesavanje sustava (3.1), kao §to je Gaussova
metoda, postoje metode koje se zasnivaju na razli¢itim dekompozicijama matrice A,
kao sto je Cholesky dekomporzicija, QR dekompozicija, dekompozicija na singularne
vrijednosti, itd. Posebnu klasu metoda predstavljaju tzv. iterativne metode, kao
§to je Gauss-Seidelova ili Jacobijeva metoda. Takoder, od posebnog su prakticnog
znacaja tzv. veliki rijetki sustavi linearnih jednadzbi za koje postoje specijalne
metode za rjeSavanje.

Primjer 3.1 Za pocetak pogledajmo jednostavni sustav jednadzbi

1+ xe = 1
Cije je rjesenje
x1 = 0.5025125628 -- -, x2 = 0.4974874372- - -

Rijesit ¢emo ovaj sustav na racunalu s 2-znamenkastom floating-point aritmetikom.
Mnozeéi prvu jednadzbu s (—0.5) i dodavajuéi drugoj, dobivamo
2x1 +400x2, = 200
—200z2 = —99

Iz druge jednadzbe dobivamo z3 = 0.50, a nakon toga iz prve, £} = (200—400x0.50)/2 = 0.

Ako bismo ratun proveli u 3-znamenkastoj floating-point aritmetici, dobili bismo
23* = 0.497, #* = 0.600.

Iz ovog jednostavnog primjera vidi se da je vazno znati procijeniti velicinu pogreske
aproksimacije rjesenja.

Ovisno o velic¢ini i strukturi matrice A, prilikom rjesavanja sustava (3.1) u
prakti¢nim primjenama mogu nastupiti razli¢iti numericki problemi. Pokusat ¢emo
proanalizirati razloge ovim pojavama i uputiti na moguénost dobivanja sto korekt-
nijeg rjeSenja u nekim za praksu vaznim slucajevima.
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3.1 Norma vektora 1 matrice

Definicija 3.1 Neka je X realni vektorski prostor. Funkciju ||-||: X —
[0,00), koja svakom vektoru x € X pridrufwje nenegativan realan broj
(kojeg éemo oznaciti s ||x||) zovemo norma ako vrijedi

(i) ||x|]| = 0 & x = 0 (pozitivna definitnost),
(i) ||Ax|| =] A ||x|| za svaki A € R i za svaki x € X,

(iii) ||x + y|| < |[x|| + |l¥]] za svaki x,y € X (nejednakost trokuta).

Vrijednost funkcije || - || na nekom vektoru x € X zvat éemo norma vektora
x. U ovom poglavlju razmatrat ¢emo vektorski prostor R”, ¢iji su elementi vektori
stupci. Zato obiéno pisemo x = (z1,...,z,)7.

Najcesée koristene vektorske norme su

n
lIxll, = Z |l (L1 norma)
= n 1/2
%[, = vxTx = (Z x?) . (L» ili Euklidova norma)
i=1
x|l = max |lzi, (Leo morma ili Cebisevljeva norma)
i=1,..n

Zadatak 3.1 PokaZite da spomenute norme tmaju sva svojstva navedena u Defini-
ciji3.1.

Moze se pokazati da su sve tri navedene norme medusobno ekvivalentne (vidi
primjerice MARDESIC (1988)), tj. za svaki par i,j € {1,2,00} postoje konstante
a, 3> 0 takve da vrijedi

allxll: < lxll; < Bllxll; zasvaki x € R".

Zadatak 3.2 Jedinicna kuglina ljuska (sfera) sa sredistem u O € R" definira se s
IK, ={x e R": |x||=1}.

Nacrtagte jedinicne kugline ljuske zan = 2 i norme || - ||1, || - |2, || - |loo-

Primjedba 3.1 Odgovarajuce norme u vektorskom prostoru Clqp, [a,b] C R svih
neprekidnih funkcija na intervalu [a,b] bile bi

2

b b 1
= [ it A= { [ £oa) ol = max )
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Definicija 3.2 Neka je R"*" skup svih realnih matrica tipa (n X n).
Funkciju ||-|| : R**™ = [0, 00), koja svakoj matrici A € R™™" pridruzuje
nenegativan realan broj (kojeg éemo oznaciti s ||Al|) zovemo norma ma-
trice A ako vrijedi

(i) |A]l =0 A =0, za svaki A € R"*"

(i) ||AA]| = |A|||A]| za svaki A € R 1 A € R"*",
(iii) ||A + B|| < ||A|| + ||B|| za svaki A,B € R**"
(i0) 1A - BJ| < JAIl- [B]| 2a sve A,B € R* <"

Ako smo na R” definirali vektorsku normu || - ||, onda njoj mozemo pridruziti
matriénu normu na sljedeéi naéin

: (3.2)

IAJl = max

w0 ||x]|
koju éemo zvati inducirana matri€na norma. Primijetite da je u (3.2) norma matrica
A definirana kao najveéi moguéi omjer norme vektora Ax i norme vektora x, x # 0.
Iz (3.2) slijedi ||A|| > ”lﬁ:ﬁ”, odnosno

x| < [|A]Ix][- (3-3)

Matriéne norme inducirane ranije spomenutim vektorskim normama su
[|A]lL = j{qaxﬂ llaj]l1, gdjeje a; j-ti stupac matrice A
=1,..

||A]l2 = 01(A) — najveca singularna vrijednost matrice A (vidi ¢.3.9, str. 60)
[|A]loo = max lla||1, gdje je a; i-ti redak matrice A.
i=1,..n

Ako za neku matriénu i za neku vektorsku normu vrijedi (3.3), kazemo da su
one kompatibilne (ili konzistentne).

Osim navedenih, vazna matri¢éna norma je tzv. Frobeniusova norma matrice

A € R™X7
1/2

Allr= D> > ai ]|

i=1j=1

Frobeniusova norma nije inducirana matri¢na norma, ali je kompatibilna s Eukli-
dovom vektorskom normom (vidi primjerice [19], tj. vrijedi

Ax]l2 < [[A[l[[x]]2-

Ako je x aproksimacija vektora x, a A aproksimacija matrice A onda analogno
kao sto smo to uradili u ¢.1.2, str. 4, mozemo definirati
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‘ Vektor ‘ Matrica ‘
Pogreska aproksimacije Ax=x—x AA=A-A
Apsolutna pogreska aproksimacije | ||Ax|| =[x — x| | ||AA|| = ||A — Al
Relativna pogreska aproksimacije Uﬁl ‘ﬁ;l‘?

3.2 Uvjetovanost sustava linearnih jednadzbi

Promatramo sustav jednadzbi Ax = b uz pretpostavku da je A kvadratna
regularna matrica. Tada sustav ima jedinstveno rjesenje x = A~'b. Mozemo
postaviti ovakvo pitanje:

(i) Koliko ée se promijeniti rjesenje x sustava, ako se promijeni vektor slobodnih
koeficijenata b, a matrica A ostane nepromijenjena?
Neka je x rjefenje sustava Ax = b, a x = x + Ax rjeSenje “perturbiranog
sustava” Ax = b + Ab, tj.

A(x + Ax) = b+ Ab. (3.4)
z (3.1) i (3.4) dobivamo
Ax = A" Ab, (3.5)
Koristenjem kompatibilne matriéne i vektorske norme, iz (3.1) i (3.5) dobivamo
[Ibl] < J[A[][x]], (3.6)
[Ax]| < ||ATH]|AB]. (3.7)
Dijeljenjem (3.7) s ||x]| i koristenjem (3.6) dobivamo
lx—x]| | |Ab]|
<[ AT AN R (3.8)
BE bl

¢ime smo ocijenili relativnu pogresku vektora x pomocu relativne pogreske vektora

b.
Vrijedi takoder (vidi primjerice GoLUB (1996)):
(ii) Ako se matrica sustava A promijeni za AA, a vektor b ostane nepromijengen,
onda relativnu pogresku aproksimacije rjesenja X mozemo ocijeniti s
AA||
IA]l

Ix = ||
NEN

(iii) Ako se matrica sustava A promijeni za AA, a vektor b za Ab, onda relativnu
pogresku aproksimacije rjesenja X mozemo ocijeniti s
IAb]| | [[AA]]

a4+ an) A (W*W) (3.10)

< ja-ry o aglAAl (3.9)

||5<
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U sva tri sluéaja u ocjeni relativne pogreske aproksimacije rjeSenja pojavio
se broj ||A~Y|[||A]|. Ovaj broj zvat éemo broj uvjetovanosti regularne matrice A
(condition number) i oznacavati s

cond (A) = [|ATM[|A].

Broj uvjetovanosti cond (A) uvijek je veéi ili jednak 1. Naime,
-1 —
1<l = [[AATY[ < |IA[l|ATY| = cond (A).
Ako je cond (A) blizu 1, kazemo da je matrica dobro uvjetovana, a ako je cond (A)
mnogo veéi od 1, kazemo da je matrica A loge uvjetovana (ill-conditioned).

1z (3.8), (3.9) 1 (3.10) vidi se da ¢e i male pogreske u matrici ili vektoru slobod-
nih koeficijenata sustava s loe uvjetovanom matricom sustava rezultirati znacajnom
pogreskom u rjesenju sustava.

Primjer 3.2 Rjesenje sustava linearnih jednadibi, gdje su matrica sustava A i
vektor b zadani s

0.234 0.458 0.224
A= [ 0.383 0.750 ] L [ 0.367 ] ’

jex = (=1, 1)T . Promijenimo vektor b za Ab = (0.00009,0.000005)"

Egzaktno tjesenje sustava Ax = b + Ab je x = (—0.241774,0.612791)7 pri é¢emu
je Ax = x — x = (0.758256, —0.387209)7. Izracunajmo relativne pogreske vektora
b ix unormi||||ec-

|AB|| _ 0.00009
Ibll — 0.367

|Ax||  0.758256

A 2.45 x 1074 =
1] 1

= (0.758256.

Dakle, relativna pogreska rjesenja je vise od 3000 puta veca od relativne pogreske
vektora b.

Nacinimo sada malu promjenu u elementu a;; matrice A, tako da je

AL AA— [ 0.233 0.458 ]

0.383 0.750

Egzaktno rjesenje sustava (A + AA)x = b je x = (0.129518,0.423193)7. Sada je

| —x|| _ 1.129518
x|~ 0.423193

IAA]| 0.001
~2.67, =2l T 4 0.00075
’ Al 1.133 !

pa je relativna pogreska aproksimacije rjesenja opet vise od 3000 puta veéa od
relativne pogreske u matrici A.

Razloge za ove pojave treba traziti u veli¢ini broja uvjetovanosti matrice A.
Kako je

A= 0.234 0.458 Al = 8720.93  —5325.58
1 0.383 0.750 |’ T | —4453.49 272093 |’
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dobivamo ||A]|ec = 1.133 i [|[A71||.c = 14046.51, pa je broj uvjetovanosti matrice
A cond (A) = 15914.70.

Zadatak 3.3 Provedite éitav raéun iz Primjera3.2 za norme || - ||1 i || - ||2-
Uputa: Broj uvjetovanosti cond (A) u || - ||z moze se izracunati (vidi primjerice
Gorus (1996)) po formuli
cond (A) = ﬂ,
On

gdje je o1 najveéa, a o, najmanja singularna vrijednost matrice A (vidi takoder
£.3.9, str. 60). Singularne vrijednosti kvadratne matrice A mogu se lako izracunati
programom Mathematica naredbom: SingularValues[A][[2]].

Primjedba 3.2 Moglo bt se pomisliti da je velicina determinante matrice u di-
rektnoj vezi s uvjetovanosti matrice. Da te dvije velicine nisu u direktnoj vezi
vidi se veé iz sljedeéeq primgera. Tako je primgerice dijagonalna matrica D =
diag(10719 10719 perfekino uvjetovana kao jediniéna matrica (cond (D) = 1), a
njezina determinanta je skoro nula (det D = 1072°%). S druge strane, dijagonalna
matrica S = diag (10%,107°) je lose uvjetovana (cond (S) = 101%), iako je det S = 1.

3.3 Rjesavanje trokutastih sustava

Sustav linearnih jednadibi Ux = b, gdje je U € R"*" gornja! trokutasta
matrica

Uil U2 Uin
0 U292 e Uop .

U= , u“';léo,l:l,...,n
0 0 ... upp

lako se rjesava rjedavanjem unazad (engl: Back Substitution (BS)):
1 n
i=— (b= 3w ], i=nn-1,...L 3.11

Sliéno, sustav linearnih jednadzbi Lx = b, gdje je L € R**" donja? trokutasta
matrica

liy, 0 ... 0
121 122 0 .

L= . . . . s ln’;ﬁO,l:l,...,n
O T

rjeSava se rjedavanjem unaprijed (engl: Forward Substitution (FS)):

i—1
1 .
r; = E (bz — ké_l lzk$k) s = 1, ol n. (312)

Lengl: upper = gornji
2engl: lower = donji
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Nize su navedeni odgovarajuéi dijagrami toka, Mathematica — programi za rjesavanje
donjeg trokutastog (Algoritam FS) i gornjeg trokutastog (Algoritam BS) sustava.

Algoritam FS Algoritam BS
FS[n_, a_, b_]:= Module[{1,j}, x = Table[0, {i,n}];
x[[11] = v[[11]/al[1,11];
Dol
x[[11] = (b[[i1] - Sum[al[i,j1] =x[[311, {j,i-1}1)/alli,il]
,{i,2,n}]
]
BS[n_, a_, b_] := Modulel[{i,j,k}, x = Table[0, {i,n}];
x[[n]] = bl[nll/alln,nll;
Dolk = n-1i;
x[[x1] = (b[[k1] - Sum[allk,j1] =x[[j11, {j.k+1,n}]1)/allk,k]]
,{i,n-1}]

]

Zadatak 3.4 Specijalizirajte algoritme FS ¢ BS za slucaj trodijagonalne matrice?
(kakva se primjerice pojavljuje kod prirodnog kubiénog spline-a, str. 28).

Uputa: Od cijele matrice treba “pamtiti” samo tri vektora: glavnu dijagonalu, te
donju 1 gornju sporednu dijagonalu matrice A.

3.4 Gaussova metoda eliminacije

Zadana je kvadratna regularna matrica A i vektor slobodnih koeficijenata b

a1 a2 - Gl by
a1 Qg2 -+ Gap bo

A= , b= : (3.13)
An1 An2 o Ann bn

3Trodijagonalna matrica je specijalni slu¢aj tzv. vrpéastih matrica, koje spadaju u tzv. rijetko
popunjene matrice (sparse matrices).
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Prema Kronecker-Capellijevom teoremu sustav Ax = b je rjesiv 1 ima jedinstveno
rjesenje?.

Pretpostavimo da je tzv. pivot-element a;; # 0. Najprije éemo primjenom
Gaussovih transformacija matricu A svesti na oblik

O R !
2 2 2

P A BT ek
(.) ag;zz) N Clg;zn? bglz)

gdje je, uz oznaku m;; = 2;11,

ClZ(Z) = Qjk —My1a1k, bl(z) :bi—m“bl, (i,k:?,...,n) (314)

Uz pretpostavku da je sljedeéi pivot-element a(zzz) # 0, na sli¢an nac¢in dobivamo

ay1p  aiz a1z Gip b1

2 2 2 2

0 afy afy - af) b

A= 0 0 afy G| pe = | b
0 0 oY o o) oo

(2)
gdje je, uz oznaku m;y = af—i),
Q22

al? = ol —mpald B =P bl (i k=3, n) (3.15)

K3

Uz pretpostavku da su svi pivot-elementi bili razli¢iti od nule, nakon (n — 1)
ovakvih koraka (iteracija) matrica A prijeéi ée u oblik gornje trokutaste matrice,
gdje su svi dijagonalni elementi razliciti od nule. Takav sustav jednadzbi lako se
rjesava (Algoritam BS, str. 44).

Primjedba 3.3 Primjenom Gaussovih transformacija matricu sustava mogli bismo
svesti i na dijagonalnu matricu. U tom slu¢aju govorimo o Gauss-Jordanovoj metodi,
koja 1gra vaznu ulogu kod simplex-metode za rjesavange problema linearnog programi-
ranja.

Vidjeli smo da je prilikom provodenja Gaussovog postupka vazno da su svi
pivot-elementi: aj1, a(zzz), ... razhciti od nule. To nece biti uvijek osigurano, iako
Je matrica sustava regularna. Ipak, postoje dva vazna slucaja, gdje ée spomenuti
uvjet biti ispunjen. To su sluéajevi kada je matrica sustava

4Jako se Gaussovom metodom moze rjedavati opéi sustav linearnih jednadzbi (gdje broj jed-
nadzbi nije jednak broju nepoznanica ili gdje matrica sustava nije regularna), mi ¢emo se zadrzati
na ovom specijalnom slucaju, koji je i najéeséi u primjenama.
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e dijagonalno dominantna, tj |ai;| > > |as;]
J#L
e simetri¢na i pozitivno definitna, tj A” = A & xTAx > 0 za sve x # 0.
Prema poznatom Sylvesterovom kriteriju, simetri¢na matrica A je pozitivno
definitna onda i samo onda ako su svi njezini glavni minori® pozitivni.

Dijagonalna dominantnost, odnosno pozitivna definitnost vrlo su jaki uvjeti na ma-
tricu A. Da bi se 1pak prosirila klasa matrica za koje bi Gaussov postupak bio
provediv, ranije opisanu Gaussovu metodu eliminacije malo ¢emo modificirati.

Jedan pokusaj u tom smislu je tzv. strategija parcijalnog pivotiranja:
u k-tog iteraciy treba zamijenitt k-te s r-tim retkom, gdje je v nagmanji

windeks retka takav da je

(k) _ (k)
|ark | = kléllasxn |aik |

(vidi shemu na Slici 3.1)

Slika 3.1 Strategija parcijalnog (lijevo) i strategija potpunog (desno) pivotiranja
Drugi pokusaj je tzv. strategija potpunog pivotiranja:
u k-toj iteraciji najprije pronademo cijele brojeve v i s, za koje je

(k)| — (k)
layy| = kgf}énMij l,

a onda sukcesivno napravimo zamjenu k-tog 1 s-tog stupaca, te k-tog i
r-tog retka (vidi shemu na Slici 3.1)

Primjer 3.3 Ako bismo u Primjeru3.l, str.38 za slucaj 2-znamenkaste floating-
point aritmetike primijenili strategiju parcijalnog pivotiranja, dobili bismo isti (losi)
rezultat. Primjenom strategije potpunog pivotiranja dobili bismo “tocan” rezultat:
z] = x5 = 0.50.

5Glavni minori matrice A su determinante det Az, & = 1,...n, gdje je A, matrica dobivena
od elemenata matrice A na presjeku prvih k stupaca i prvih k£ redaka
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U 3-znamenkastoj floating-point aritmetici veé uz primjenu strategije parci-
jalnog pivotiranja dobili bismo “tocan” rezultat x7* = 0.503, x5* = 0.498.

Ovaj primjer pokazuje da se strategijom parcijalnog, a narocito strategijom
potpunog pivotiranja takoder moze posti¢i 1 numericka stabilnost Gaussovog po-
stupka.

Zadatak 3.5 Izradite program koji ée u k-znamenkastoj floating-point aritmetici
(k=12,3,...,8) rjesavati sustav linearnih jednadzbi Ax = b:

— Gaussovom metodom bez pivotiranja;

— Gaussovom metodom uz strategiju parcijalnog pivotiranja;

— Gaussovom metodom uz strategiju potpunog piotiranja;

Program ispitajte na sljede¢im primjerima:

(a)
0.0001 0.5 e ] o5
04 —04 || |~ |01 ]

Egzaktno rjesenje zaokruzeno na 4 znamenke je x = (0.9999, 0.9998)T.

(b)
€r1 = b
€2 = s
r + %2 + x3 = a
gdje je €,a,b,c € R. Egzaktno rjeenje je z1 = g, T2 =%, 3 = a—g— <.

1

(c) Sustav kome je matrica sustava tzv. Hilbertova matrica Hij = ——, 1=

1,...,n, s proizvoljnim vektorom slobodnih koeficijenata.

3.5 LU-dekompozicija

Pretpostavimo da je A € R™* ™ regularna kvadratna matrica, kojoj su svi
glavni minori razli¢iti od nule. Tada je na jedinstven nacin moguée naciniti rastav

(Bsorck (1974))
A=LU

gdje je L donja trokutasta matrica, kojoj su na glavnoj dijagonali jedinice, a U
gornja trokutasta matrica, ¢iji dijagonalni elementi nisu nule

a1 a2 - Qip r 0 -0 Uiy Uiz e Ulp

az1 a2 -+ dop ly 1 -0 0wz -+ 1wz,

An1 An2 o Ann lnl an o 1 0 0 o Unn
(3.16)

Zadatak 3.6 Matrica A = [ ? 1 ] je reqularna kvadratna matrica. PokaZite da

za ovu matricu ipak nije mogucée nacinity LU-dekompoziciju.
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Najprije ¢emo pokazati da Gaussova metoda eliminacije opisana u prethodnoj
toc¢ki primijenjena na kvadratnu matricu A, kojoj su svi glavni minori razliciti od
nule generira LU-dekompoziciju te matrice.

Pretpostavimo da je A kvadratna regularna matrica kojoj su svi glavni minori
razli¢iti od nule. Ako uvedemo vektore

u1:(0,m21,...,mn1)T, v1:(1,0,...,0)T,

1 elementarnu matricu Mj:

1
—Ma 1
M1 =1- 111V¥1 = . . . s
—My 0o ... 1

gdje su elementi m,; ; zadani kao u t.3.4, str.44, onda matricu A®) dobivenu u
prvom koraku Gaussovog postupka eliminacije mozemo pisati kao

A®) =M A,
Matricu A®) mozemo pisati kao
AB) = M,M; A,
gdje je My = I —uyvl elementarna matrica s vektorima
us = (0,0,mz2,...,mp2)", vy =1(0,1,0,...,0)7

Na kraju Gaussovog postupka matrica A primit ée oblik gornje trokutaste matrice,
koju éemo oznaciti s U 1 zapisati kao

U .= Mn—l . 'MleA

Sve matrice My, ...M,,_1 su regularne donje trokutaste matrice s jedinicama na
glavnoj dijagonali. Zato su takve i njihove inverzne matrice. Mozemo pisati

A=LU gdjeje L=M{'M;'---M;!,.

Matrica L je donja trokutasta matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali jer su sve
matrica My, takvog oblika.

Zadatak 3.7 PokaZite da je inverzna matrica matrice My =T — ukvg 1z gornjeg

1zvoda zadana s
-1 T
M, =I+ugv,.

Primjedba 3.4 Opéenitije moze se pokazati da vrijedi tzv. SHERMAN-MORRISO-
NoVAS lema:

6J. SHERMAN, W. J. MORRISON, Adjustments of an inverse matriz corresponding to changes in
the elements of a given column or a given row of the original matriz, Ann. Math. Stat. 20(1949),
621.
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Neka je A € R " reqularna matrica i u,v € R*. Tada je matrica A + uv’
reqularna onda i samo onda ako je ¢ = 14+ v A~ u £ 0. U tom slucaju vrijedi
formula

(A —|—uvT)_1 A1 lA_luvTA_l.
o

Primjedba 3.5 Ako svi glavni minori reqularne kvadratne matrice A nisu razliciti
od nule (vidi Primjer 3.6 ), onda postoji matrica permutacija P, takva da je PA = LU
LU-dekompozicija matrice PA. Matrica P pojavljuje se prilikom provodenja Gausso-
vog postupka uz primjenu strategije parcijalnog pivotiranja (vidi GILL (1991)).

U nekim prakti¢nim situacijama (primjerice — analiza modela nacionalne priv-
rede) treba vise puta rjesavati sustav Ax = b;, gdje je matrica sustava (“matrica
tehnologije”) uvijek ista, a vektor slobodnih koeficijenata (“outputi”) se mijenja.
Takoder se moze dogoditi da treba rijesiti sustave Ax; = by 1 Axy; = bs, gdje je bs
neka funkcija od x;. U takvim situacijama korisno je poznavati LU-dekompoziciju
matrice sutava A=LU.

Sustav Ax = b tada glasi Ay

LUx = b, (3.17)
Ako oznacimo
z .= Ux, (3.18)
onda (3.17) postaje sustav
Lz = b, (3.19)

koji se lako rjeSava jer je matrica sustava L donja trokutasta matrica s jedinicama
na glavnoj dijagonali (Algoritam FS). Rjedenje z* sustava (3.19) uvrstimo u (3.18),
koji se sada lako rjesava jer je matrica sustava U gornja trokutasta matrica ¢iji
dijagonalni elementi nisu nule (Algoritam BS). Rjesenje x* sustava (3.18) je i rjesenje
polaznog sustava.

Primijetimo takoder da poznavajuéi LU-dekompoziciju matrice A, prema Bi-
net-Cauchyjevom teoremu (vidi primjerice JUKIC (1998), str.244) lako mozemo
izracunati determinantu matrice A

det A = Up1U92 - Unpn -

Matrice L i U u rastavu A = LU mozemo dobiti primjerice tzv. Croutovom
metodom (vidi STOER (1993)):

1

(1) a1; = Z llkukj, uy; = adij, j: 1,...,77,
klzl

(2) a;1 = Z likukl, i1 = a;1 = Z;ll, 1=2,...,n
k§1

(3) a5 = Z lzkukj, U25 ‘= G25 — lzlulj, _] = 2, N

k=1
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ili opéenito:
Algoritam LU: zai=1,...,n
i—1 . .
uij = ai — Y ligugg, J=1un
k=1
. i—1 o
ljiZ:u—”<aji—lekuM), j=:+1,...,n
k=1

LU[a_,n_]:= Module[{i,j,k},
L=Table[0,{i,n},{j,n}]; U=Table[0,{i,n},{j,n}]; DolL[[i,ill=1,{i,n}];

Dol
Dol
UL[i,j1]= alli, j11 - Sum[L[[i,k]1] U[[k,jI1], {k,i-1}],
{j,i,n}];
Dol
L[[j,il]= (allj,i]] - Sum[L[[j,k1] U[[k,i1], {k,i-1}1)/U[[i,11], {j,i+1
,{i,n}];
Print["L=", MatrixForm[L], ", =", MatrixForm[U]]
]

Primjer 3.4 Treba rijesit: sustav linearnth jednadzbi gdje su matrica sustava A i
vektor slobodnih koeficijenata b, zadani s

1 4 7 1
3 6 11 1

Navedenim Mathematica-programom ili BASIC-programom u dodatku dobivamo

1 00 1 4 7
L=|2 1 0], U=|0 -3 -6
3 2 1 0 0 2

Sukcesivnim rjeSavanjem jednadzbi (3.19) i (3.18), dobivamo rjeSenje sustava
CL‘1:—1/37 CL‘2:1/37 1‘3:0.

Rjesenje mozemo dobiti koristenjem FS i BS modula (nakon 8to smo aktivirali: LU[3,4])
kako slijedi
FS[3,L,b]; BS[3,U,x];x

Zadatak 3.8 [zvedite formule navedene u Algoritmu LU koristeéi definiciju jed-
nakostt dviju matrica. Specijalizirajte algoritam za slucaj trodijagonalne matrice

Primjer 3.5 Za kvadratnu reqularnu matricu A € R™*" vrijedi AA~* =1. Ako
$ X1,...,X, oznacimo vektore-stupce matrice A_l, a s: ey,..., e, vektore-stupce
jedinicne matrice I, onda matricnu jednadibu AA™' = I mozemo zapisati kao n
sustava linearnih jednadzbi

Ax, = ey, Axy = e, R Ax, =e,,
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Koristenjem LLU-dekompozicije matrice A, te ranije sagradenih algoritama FS i BS
moZemo izracunati inverznu matricu. Primjerice za matricu iz Primjera 3.4, str. 50 imamo

(* Invertiranje matrice *)

In[1]:= n=3;
a={{1,4,7}, {2,5,8}, {3,6,11}};
LU[n,al;

inv=Table[0, {i,n}, {j,n}];

Do[FS[n,L,IdentityMatrix[n][[i]]1];
BS[n,U,x]; inv[[ill=x, {i,n}]

Transponse[inv]//MatrixForm

Out[2]//MatrixForm=
_r 1 1
3 3 2
4 3
ooy

3.6 Cholesky - dekompozicija

Pretpostavimo da je A € R?*™ gimetri¢na pozitivno definitna matrica. Tada
Jje Gaussov postupak provediv bez strategije pivotiranja, pri ¢emu su svi pivot-
elementi a1, a(zzz), ... pozitivni. Zbog simetri¢nosti matrice A, mnozeéi slijeva ele-
mentarnom matricom M, (vidi £.3.5, str.48) i sdesna matricom M7, dobivamo

a;;, 0 - 0
(2) (2)

AC) M, AMT = 0 asy - as
0 aglzz) . aﬁfn)

Ponavljajuéi postupak kao u £.3.9, str. 48, nakon (n — 1) koraka dobivamo
M,_1 My M; AMTMT .. M?_| = diag(ayy,aly), ... a{))="D  (3.20)

Kako su svi dijagonalni elementi matrice D pozitivni, mozemo definirati

VD = diag (@@ \/;)

a (3.20) zapisati kao

- -1 -1
A:Mll"' n— 1\/_\/_<Mn 1) (M?) :
Ako sada definiramo
L = M'-..M;! VD,

n—1

L= VB (ME)T (M)
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dobivamo Cholesky-dekompoziciju matrice A:
A =LL", (3.21)

gdje je L donja trokutasta matrica. Dekompoziciju (3.21) neki puta je zgodnije
pisati u obliku A = RTR, gdje je R = LT gornja trokutasta matrica. Ako je
Cholesky dekompozicija matrice A poznata, onda sustav Ax = b, odnosno sustav
LL’x = b rjeSsavamo tako da najprije Algoritmom FS rijesimo sustav Lz = b.
RjeSenje polaznog sustava tada je x* = Lz.

Elemente matrice L redom, stupac po stupac, mozemo dobiti na sljedeéi nacin.

Algoritam Cholesky

Zak=1,...,n
1/2
k—12 1 k=1 .
lkk=<akk—zlkp> , l,‘kzm(a,‘k—le‘plkp>,l=k—|—1,...,n.
p=1 p=1

(pri €emu navedene sume neéemo izvoditi ako je gornja granica sume manja od donje
granice).

Choleskyla_, n_]:=
Module[{i,j,k,p}, L=Table[0,{i,n}, {j,n}];

Do[L[[k, k]l]=

Sqrt[allk, k1]1-Sun[L[[k, pl]1-2, {p,k-1}1];
Dol
LI[i, k1] =
(alli, k1]1-Sum[L[[i,p]] LI[k,pl], {p,k-1}1)/LL[k,k1], {i,k+1,n}], {k,n}];

Print["L=", MatrixForm[L]]

]

Primjer 3.6 Cholesky dekompozicijom treba rijesiti sustav Hx = b, gdje je H
Hilbertova matrica 3. reda (str. 47), ab = (1,1,1)T.

Algoritmom Cholesky lako dobivamo

1 0 0
1 1
L=|z 77 ©
i1 1
3 23 6B

i rjedenje sustava x* = (3, —24,30)7.

3.7 QR-dekompozicija

QR-dekompozicija, koju bismo Zeljeli sada izloziti, matricu A € R™*"™ ras-
tavlja na produkt Q R, gdje je Q ortogonalna, a R gornja trokutasta matrica. Na
taj na¢in sustav Ax = b prelazi u trokutasti sustav

Rx=Q"b,
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koji se lako rjesava Algoritmom BS. Ono sto je ovdje od izuzetnog znacaja je
¢injenica da se pri tome broj uvjetovanosti nije promijenio, tj.

cond (A) = cond (R).

I to nije sve! QR—dekompozicija je provediva i u sluéaju ako je matrica A singu-
larna, pa ¢ak 1 ako je A pravokutna matrica nepunog ranga po retcima ili stupcima.
Mi éemo razmotriti dovoljno opéeniti slucaj, koji se javlja kod rjeSavanja sustava
linearnih jednadzbi i kod rjesavanja tzv. linearnog problema najmanjih kvadrata

(t.6.1, str.108).

Pretpostavimo dakle, da je matrica A € R™*” (m > n) punog ranga po
stupcima (rang A = n), tada postoji ortogonalna matrica” Q € R™*™ i gornja
trokutasta matrica R s elementima na glavnoj dijagonali koji su razliciti od nule,
tako da je A = QR. Ovaj rastav nazivamo QR—-dekompozicija matrice A.

n m n
}Rn
0
A = Q np----
0
m m m
R

QR-dekompozicija matrice A moze se dobiti na vise nacina. Spomenimo samo
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije, Givensove rotacije i Householderove trans-
formacije (vidi BJorck (1990), GILL (1991), GoLuB (1996), LawsoN (1996), STEW-
ART (1998)). Mi éemo QR-dekompoziciju graditi primjenom Householderovih trans-
formacija.

U tu svrhu najprije éemo uvesti pojam tzv. Householderove matrice:
H=H(u):=1-2uu’, ufu=1, uweR™, HecR™™, (3.22)

Vektor u iz (3.22) nazivamo Householderov vektor. Householderova matrica je
ocigledno simetri¢na 1 ortogonalna. Posebno je vazno sljedece svojstvo ove matrice:

Lema 3.1 Za dva vektora a, b jednake Euklidove norme postoji Householderov vek-
tor u, tako da je Ha = b, odnosno, zbog simetricnosti matrice H, Hb = a.

Dokaz. Ako je a = b, onda je H = 1. Pretpostavimo zato da su a, b dva
vektora takva da je

azb & lall=b] (3.23)

7Ortogonalna matrica Q je takva kvadratna matrica za koju vrijedi Q Q7 = Q7 Q = I, odnosno
> ainaie =08 & Y awidr; = Ois
k k

tj. njeni retci i njeni stupci ¢ine ortonormirani sustav vektora. Ona je regularna matrica za koju
je Q~! = Q7. Ima vazno svojstvo da &uva Ly normu, tj.

IQall” = (Qa)"(Qa) = a"Q"Qa=a’a = [|a|*.

Ortogonalna matrica geometrijski predstavlja rotaciju ili simetriju prostora
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Ovo takoder znaci da vektori a,b ne mogu biti nulvektori. Primijetimo takoder da

je |la=D]| > [||all = |Ib]|| > 0. Zato mozemo definirati Householderov vektor
1
u=———(a—Db).
lla = bl
Kako je
a—b (a—b)T a—b

a—Hb=(a—b)+2

- —bl2+2(a—b)Tb
Ja b Ja—b] "~ Ja_pe\ 2~ PIT+2(a=b)7h).

onda zbog

la—b|> +2(a—b)'b=a’a-2a"b+b’b+2a’b - 2b"b=a’a—-b"b,
vrijedi Hb = a. m]
Primjer 3.7 Vektor: a = (%, DT @b = (3, D7 imaju svojstvo (3.23). Definirat

' 5
éemo Householderov vektor u, tako da bude Ha = b.

Householderova matrica glasi

Stavimo

|
| — |
o~
- o
| I—
|
(%)
w
q>|*’>
| —|
| |
|
| I
| — |
v |
|
Lo | ot
| I—
I
| —|
Sl Sle
[
| Sla
| I

-
]

1 vrijedi

[E—
I
=p

[STEN V]

a1
1

Q

Slika 3.2

Na Slici 3.2 vidi se da su vektori a 1 b osno simetri¢ni na pravac kroz ishodiste, koji je
okomit na vektor u. Dakle, Householderova matrica u geometrijskom smislu predstavlja
zrcaljenje ili rotaciju prostora.

Zadatak 3.9 Zadana je tocka T(4,3). Odredite tocku T' na pozitivnom dijelu osi
z, tako da bude ||¥r|| = ||F7/||, gdje su ¥r, ¥r radij-vektori tocaka T, T'. Odredite
takoder odgovarajuéu Hausholderovu matricu H, koja ‘e vektor ¥p preslikavati u
vektor ¥p:.
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Rjesenje: 17 (5,0). Hzé[g —i]

Primjedba 3.6 MnoZenje nekog vektora ¢ s Householderovom matricom H moZe
se jednostavno provesti. Naime, zbog

Hc=c— 2(uTc)u,

dovoljno je napraviti skalarni produkt u”c, mnozenje vektora sa skalarom 2(u?c)u
i oduzimangje vektora ¢ — 2(u’c)u.

U cilju svodenja matrice A na gornje trokutasti oblik, njene stupce promatrat
¢emo kao vektore u R™. Pretpostavimo opcenito da je a € R™ 1 dajeza k > 1
barem jedna od komponenti ag, ..., a,, vektora a razli¢ita od nule. Konstruirat
¢emo Householderovu matricu H tako da se prvih (k — 1) komponenti vektora
b := Ha i vektora a podudaraju, a da se posljednjih (m — k) komponenti vektora
b ponistavaju. Dakle, treba biti

a;, 1=1,..,k—1
(Ha); = b; = +v, i=k . o= az_|_..._|_a72n.
0, i=k+1,...,m

Pri tome éemo predznak (+7) birati tako da bude suprotan predznaku od aj. Pri-
mijetimo da je stoga by = —sgn(ag)y. Ocigledno je ||al| = ||b]|.

Potrazimo oblik vektora u. Koristeéi jednakost |ax| = ay sgn(ay), dobivamo

la—b|*> = (ax +sgn(ax)y)?+ az_l_l + -+ aZ
= aj + 2yagsgn(an) +9° +agy + oo+ an = 29(y + lax]).
Zato je
_ 0 -
a—D>b 1 n 0( )
u= = ak sgniag )y
lla—b]| 29(y + lax]) et
L am -

Primjer 3.8 Treba konstruirati Householderovu matricu H tako da ponisti drugu
komponentu vektora a = (4,3)7.

U ovom slucaju je k =1,y =16 +9 =5,

e 1 [4+5]_ 1 [9] H__1[4 3]
106+4) L 3 90 [ 3 ]’ 503 —4

Dobivamo: Ha = (-5, 0)7.
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Zadatak 3.10 Konstruiragte Householderovu matricu H tako da ponisti samo treéu

komponentu vektora a = (7,4,3)%.

Rjesenge:
L To L[5 0 0 7
k=2 ~v=5 u=——|9 |, H=-=| 0 —4 —3 |, Ha=| -5
V90 | 3 Slo -3 4 0

Primjer 3.9 Primjenom Householderovih transformacija, matricu A treba trans-
formirati u gornju trokutastu

10 9 18
A= 20 -15 -15
20 —-12 51

1. Najprije stavimo k = 1 i a = (10, 20, 20)7. Dobivamo

10 + 30 2
v=30, U= L [ 20 }:L[1},
60(30 + 10) 20 Ve |
froz2 -30 15 —30
Hi=-3l2 -2 1 |, AY —H,A=]| 0o -12 -39 |.
2 1 =2 o -9 27

2. Stavimo k =2, a = (15,12, —9)T. Dobivamo
0 0
- @ _ ! _ L
y=15, u® = | _12-15 | =—| -3 |,
30(15 + 12) [ 9 Vio | ]}

1 o 0 -30 15 —30
H=|0 —-08 —06 |, A®=HAD=| 0 15 15 |.

0 —-06 08 0 0 45

Kako je A® = H,A(M) = H,H; A, dobivamo dekompoziciju A=Q R, gdje je

T
Q=(HH)=| -2 -t -2 |  R=aP
2 1

Sli¢no kao u prethodnom primjeru, sukcesivnom primjenom Householderovih
matrica Hy na matricu A € R™*" mozemo dobiti gornju trokutastu matricu R

R:HmHm—l"'HZHlAa
1z Cega zbog H;l = H! = Hy, slijedi
A=H;H, --H,R.

Kako je produkt ortogonalnih matrica opet ortogonalna matrica, dobivamo QR-

dekompoziciju matrice A

A =QR, ngeJe Q=H;H; --H, 1 Hp.
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3.8 Iterativne metode

Do sada razmatrane metode za rjeSavanje sustava Ax = b (Gaussov pos-
tupak, LU-dekompozicija, Cholesky-dekompozicija, QR—dekompozicija) spadaju u
tzv. direktne metode. Buduéi da je broj potrebnih rac¢unskih operacija kod ovih
metoda reda velic¢ine n?3 118
large sparse matrices) ove metode ne mogu se preporuciti. Osim toga, treba ekon-
omiziratii s brojem elemenata matrice za koje treba rezervirati mjesto u memoriji
racunala. Takve situacije javljaju se primjerice kod proucavanja elektriécnih mreza,
kod velikih ekonometrijskih modela nacionalne privrede, kod spline—interpolacija,
kod rjesavanja rubnih problema za obi¢ne 1 parcijalne diferencijalne jednadzbe, itd.
Upravo se iterativne metode, o kojima ¢emo reéi samo nekoliko osnovnih ¢injenica,
koriste u takvim situacijama.

Spomenut ¢emo dvije klasiéne iterativne metode za rjeSavanje sustava Ax = b,
A € R**". Pretpostavljamo da je a;; 20, ¢ =1,... n.

e Jacobijeva metoda

x(1k+1) = t(bl _alzl’(zk) _a13$gk) _al,n—lxglk_)l _alnxglk))
l‘(zk-l—l) = é(bz — Clzll‘(lk) _a23x§;k) e _a2,n—1$5111)1 _a2n$£lk))
l‘gk-l—l) = ﬁ(bg — ClBll‘(lk) _GSZx(zk) e _a3,n—1x£f_)1 _a3nx£lk))
2 — a}m (b — amx(lk) —anzx(zk) —angxgk) o —anyn_lng_)l)
odnosno:
CEVIE B IR TR B
z; = bl—galjxj , i=1,...n (3.24)
J#L

o Gauss-Seidelova metoda

x(1k+1) = alj(bl —alzx(zk) —algxgk) . —alyn_lng_)l —alnxglk))
J:(zk-l_l) = al;(bz — azlx(lk-l_l) —azgl‘gk) o —azyn_lng_)l —aznxglk))
xgk-l_l) = al?(bg — a31x(1k+1) —agzx(zk-l_l) o —agyn_lng_)l —agnxglk))
xﬁf“) = a,lm (bp — amx(lk-l_l) —anzx(zk-l_l) —angxgk-l_l) o —anyn_lng_tl))

odnosno:

w _ 1, ERCTIREE < SRS}
z; = bZ—Z:a”xj — Z @ij; , i=1,...,n (3.25)
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Primjer 3.10 Jacobijevom odnosno Gauss-Seidelovom metodom rijesit éemo sus-
tav 1z Primjera2.7, str. 31:

1 025 0 x —48
0.25 1 0.25 ro | = 0
0 0256 1 3 48

Jacobijeva metoda daje rjesenje x* = (—48,0, 48)T ve¢ u prvom koraku. Gauss-Seidelova
metoda takoder konvergira rjesenju. Prvih nekoliko iteracija prikazano je u Tablici3.1.

o} w3 o}

0 0 0
—48.0 120 | 45.0
—51.0 1.5 | 47.625

—48.375 | 0.1875 | 47.9531
—48.0469 | 0.02344 | 47.9941
—48.0059 | 0.00293 | 47.9993
—48.0007 | 0.00037 | 47.9999

Oy T W N~ O3

Tablica3.1

Izrac¢unavanje je obavljeno na bazi nize navedenih Mathematica-modula.

Jacobila_,b_,n_,it_]:= Module[{i,k,xs,xn}, xs=Table[0, {i,n}]; xn=xs;
Dol
Dol
xn[[i11=(b[[i1]1-Apply[Plus, ReplacePart[al[[il],0,{i}] xs1)/alli,il],{i, n}];
Print["It_", k, " =", N[xnl]; xs=xn,
{k, it}]
]

GS[a_,b_,n_,it_]:= Module[{i,k,xs,xn}, xs = Table[0, {i,n}]; xn=xs;
Dol
Dol
xn[[i]1=([[i]] - Sum[alli,jl] xnl[[j1], {j, i-1}]
- Sum[al[i,j1] xs[[j1], {j, i+1,n}]1)/alli,i]1], {i,n}];

Print["It_", k, " =", N[xnl]]l; xs = xn,

{k, it}]

]

U cilju ispitivanja konvergencije navedenih, pa i drugih iterativnih metoda,
na Banachovom prostoru R (snabdjevenom s jednom od normi navedenih u ¢.3.1)
uvest ¢emo metriku d : R” x R” — [0, 00),

d(x,y)=|x—yll, xy€R"
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¢ime R” postaje 1 potpuni metricki prostor.

Definicija 3.3 Preslikavanje F' : R® — R™ zovemo kontrakeija ako pos-
togi takav realni broj ¢ < 1, da bude

d(F(x), F(y)) < ¢d(x,y) za svex,y € R"

Primjer 3.11 Funkcija F': [1,00) = R, F(z) = § + % je kontrakcija s ¢ = 1/2.
Naime

d(F(x),F(y)) =I|F(@)-F)l=15+3-%-3l=3(z—y) - T

=z —yll5 — 55 < 3le —yl = 3d(2,y)

Teorem 3.1 (Banachov teorem o fiksnoj toZki) Neka je funkcija I :
R"™ — R" kontrakcija. Tada postoji jedinstvena fiksna tolka x* € R™
funkcye F, 1.

F(x*) =x".
Osim toga, za proizvoljnt xg € R?, niz definiran rekurzivnom formulom

xFH = F(xk) konvergira prema x* 1 vrijedi formula za ocjenu pogreske

k

d(xk"'l,x*) < %d(xk’xkﬂ) < 1q_qd(x0,F(xo)), k=0,1,...

Ako matricu sustava A rastavimo na donji trokut, dijagonalu i gornji trokut,
A=D(L+1+4U), D=diag(ar,...,ann),

dobivamo matri¢ni oblik

e Jacobijeve metode

xt ) = (L+U)x® + Db, k=0,1,...

o Gauss-Seidelove metode

X(k+1) — _Lx(k-l—l) —UX(k) +D_1b k= 0’1,...

Sljedeca rekurzivna formula obuhvaéa obje metode
xkt) = Bx" 4 ¢, k=0,1,...; (3.26)

za B = By := —(L + U) dobivamo Jacobijevu, a za B = Bgg := —(I+ L)~'U
dobivamo Gauss-Seidelovu metodu.
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Primijetimo da je funkcija F' : R” — R”, F(x) = Bx + ¢ kontrakcija onda
i samo onda ako je ||B|| = ¢ < 1. Tada prema Banachovom teoremu o fiksnoj
tocki niz (2(")) definiran s (3.26) konvergira prema jedinstvenom rjesenju sustava
Ax = b 1 vrijedi ocjena pogreske

) = x7[] < =[x — x5
—4q

Kod Jacobijeve metode matrica B ima elemente b;; = Z’j, i £ j, bii =0, pa

it

je

— Jai|
IByllcc = max 1%
i=1,...,n <
J#i

|aii|
Dakle, Jacobijeva metoda konvergirat ¢e ako je A strogo dijagonalno dominantna
matrica.

Sli¢no se moze pokazati da ¢e 1 Gauss-Seidelova metoda konvergirati ako je A
strogo dijagonalno dominantna matrica.

Primjedba 3.7 Jednostavnom modifikacijom Gauss-Seidelove metode mogude je
ubrzati konvergenciju iterativnog procesa. Proces (3.25) moZemo zapisati kao

E+1)

xE = xl(k) + rl(k), i=1,...,n, (3.27)
(k) _ 1 S ) NS
k) _ . (R (R
v = a_” bZ—Z;a”xj —Za”xj
]: ]:Z

Uvodenjem relaksacijskog parametra w, proces (3.27) moZemo modificirati tako da
iterativnt proces

R AL S TN (3.28)
koji se u literaturi nalazi pod imenom Successive overrelaxation (SOR) method, brze
konvergira. MoZe se pokazati da odgovarajuéa matrica B iz (3.26) u ovom slucaju

glasi

bl

B =B, = (I+wL)™ (I -wl) —wU),

i da odgovarajuéi iterativni proces konvergira za w € (0,2).

3.9 Dekompozicija na singularne vrijednosti
Svaku matricu A € R™>*" mozemo zapisati kao (vidi primjerice BJORCK (1996),
GILL (1991), GoLus (1996) ili Lawson (1996))
A =UsVT (3.29)

gdje su U € R™*™ i V € R**" ortogonalne matrice, a S € R™*" dijagonalna
matrica

S = diag(o1,...,0p), p=min(m,n), o1 >02>,...,>0,>0. (3.30)
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Nenegativne brojeve oq,...,0, zovemo singularne vrijednosti matrice A, a rastav
(3.29) rastav na singularne vrijednosti (Singular Value Decomposition).

Kako je ATA = VSTSVT, kvadrati singularnih vrijednosti o7 su svojstvene
vrijednosti® simetri¢ne pozitivno semidefinitne kvadratne matrice AT A, a stupci
matrice V su odgovarajuéi ortonormirani svojstveni vektori. Analogno, kako je
AAT = UssTU7? | kvadrati singularnih vrijednosti ¢? takoder su i svojstvene vri-
jednosti matrice AA”, a stupci matrice U su odgovarajuéi ortonormirani svojstveni
vektori.

Ako s u; € R 1 v; € R® oznac¢imo stupce matrice U, odnosno V, 1 ako je
rang A = k < p, tada iz (3.29) slijedi

Avi=cu; & ATwi=o;vy, i=1,...,p. (3.31)
Vektore u; zovemo lijevi, a vektore v; desni singularni vektori matrice A.

Primjedba 3.8 Singularne vrijednosti matrice A € R™*™ mogu se interpretirati i
kao svojstvene vrijednosti matrice (AT A)'/?

Nadalje, iz (3.29)-(3.30) lako dobivamo AT A = VSTSVT. Zato SVD matrice
A € R™*™ moZemo izracunati tako da najprije nacinimo spektralnu dekompoziciju
ATA = VDVT { definiramo dijagonalnu matricu S € R™*™ | &iji je gornji (n xn)
blok matrica +vD. Nakon toga matricu U moZemo dobili iz jednadzbe US = AV.
Nazalost, opisani postupak nije numerick:s stabilan. Numericki stabilnt SVD algo-
ritmi obiéno se provode u dvije faze: najprige se provede ortogonalna bidijagonal-
1zactja matrice A, a nakon toga se nad dobivenom bidijagonalnom matricom provede
prilagodeni SVD postupak (vidi primjerice GOLUB (1996), TREFETHEN (1997)).

Primjer 3.12 (Bjérck, 1996) Uzmimo primjerice da matrica A ima dva stupca aq,
ay koji su ujedno jedinicni vektori, a kut izmedu njih je vy, tj. al ay = cos~y.

Tada je

ATA — 1 cos vy
cosy 1 ’

sa svojstvenim vrijednostima \; = 2 cos? I, A = 2sin® 2. Singularne vrijednosti

2
matrice A su

o1 :\/icos%, ) :\/isin%.

8Kazemo da je A € C svojstvena vrijednost kvadratne matrice A € R?*" ako postoji x # 0
iz R™ tako da bude Ax = Ax. Spomenuti vektor x nazivamo svojstveni vektor matrice A. Svaka
kvadratna matrica A € R**™ ima n (ne nuzno razlicitih) svojstvenih vrijednosti A1, ..., An. Skup
o(A) = {X,..., An} naziva se spektar, a broj p(A) = max{|);| : \; € o(A)} spektralni radijus
matrica A. Ako je A jos i simetri¢na, onda su sve svojstvene vrijednosti A; realne. U tom slucaju
mo#Ze se definirati ortogonalna matrica V€ R™*™ ¢&iji su stupci ortonormirani svojstveni vektori,
tako da je A = VDV gdjeje D = diag(A1, ..., An). Rastav A = VDVT nagzivamo spektralna
dekompozicija matrice A. Spomenimo jos da vrijedi (vidi primjerice GILL (1991), PARLETT (1980)):
— matrica A € R" %" je pozitivno definitna onda i samo onda ako je o(A) C Ry;

n n
=Tr(A):= 3 aiz = 3 Ais
i=1 i=1
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Svojstveni vektori matrice AT A

1 1 1 -1
V1= ﬁ 1| Va2 = ﬁ 1
ujedno su desni singularni vektori matrice A.
S numeri¢kog aspekta, ako je 42 manji od najmanjeg floating-point broja

ra¢unala, onda bi zbog cosy &~ 1 — g = 1, matrica AT A imala samo jednu svoj-

stvenu vrijednost A; = 2 i samo jednu singularnu vrijednost ¢y = /2 razlicitu od
nule. Manja singularna vrijednost bi se izgubila.

Zadatak 3.11 Izracunaj lygeve singularne vektore uy, us, ..., W, iz prethodnog
primgjera. Formiraj matrice U i V i provjeri jednakost (3.29).

Primjenom SVD mozZemo rijesiti sustav linearnih jednadzbi Ax = b, gdje je

A € R™*" kvadratna regularna matrica, koja moze biti i loSe uvjetovana. Koriste-
njem rastava (3.29) polazni sustav mozemo pisati

USVix=b—=— svix =U"b,
na osnovi éega, supstitucijom z = V7 x, polazni sustav transformiramou dijagonalni
Sz=TU"b.
SVD-dekompoziciju matrice A mozemo dobiti koristenjem programa Mathe-
matica naredbom SingularValues[4] (vidi takoder BASIC program u Dodatku).

Primjedba 3.9 Broj uvjetovanost: proizvoljne matrice A € R™*" ranga k < p =
min{m,n} (vidi GILL (1991), GOLUB (1996)) moze se definirati na sljedeéi nacin:

o
cond (A) = [|A]]2[|AF |2 = 0_1 (3.32)
k
gdje su o1 > 09 > --- > o3, > 0 singularne vrijednosti matrice A, a AT = VSTUT
pseudoinverzna matrica od A, pri ¢emu je ST = diag(sy, ..., sp), gdje je
1
- 0 #0
s = { 0 o= 0 (3.33)

Primjedba 3.10 Vise o raznim numerickim metodama za rjesavanje sustava line-
arnih jednadzbi moze se naéi u BJORCK (1996), DAHLQUIST (1972), GILL (1991),
GoOLUB (1996), SCHWARZ (1986) itd, a odgovarajuéa FORTRAN-programska podrska
moZe se naét u FORSYTHE (1974), PREss (1992), te posebno u The NAG-Library
(PHiLIPS (1986), KOCKLER, (1990)). Mogu se takoder koristiti i gotovi Mathematica-
programi (WOLFRAM (1998)).
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3.10 Zadaci

Zadatak 3.12 Kpliko je racunskih operacija potrebno da se za zadanu kvadratnu
matricu A reda n provede

a) LU-dekompozicija (Gaussov postupak bez pivotiranja);
b) Cholesky-dekompozicija; ¢) QR-dekompozicija.

Zadatak 3.13 Nekom od navedenth metoda rijesite sustave linearnih jednadzbi, te
izracunagte cond (A) za navedene sustave.

a) x4+ 3z2+ 923+ x4 = 10

1+ x24+ x3+ Drg = 6

2l‘1 —|— 71‘2 —|— 31‘3 —|— 21‘4 = 15

4y 4+ 220+ 3+ xy = 9
b) 100l‘1 — 241‘2 + 481‘3 — 23l‘4 = 39
5l‘1 + 1001‘2 - 441‘3 - 31l‘4 = 72
10z, — 32+ 100x3s+ 5bxy = 56

—12l‘1 + 71‘2 - 11l‘3 + 1001‘4 = 47
Rjegenje: a) x = %(9, 10,3,4)T,  cond (A) = 2.68.
b) x = (0.615488,0.955458,0.249673,0.504441)T | cond (A)=1.075.

Zadatak 3.14 U4-znamenkastoj, odnosno 6-znamenkastoj floating-point aritmetici
uz primgenu neke od navedenth metoda rijesite sustav linearnih jednadzbi Kx = b,

1 1 1 -1
-1 1 1 -1 1
K = -1 -1 1 1 ERHXH b= :
S 1

-1 -1 =1 - 1

Zadatak 3.15 Rjesenje sustava linearnih jednadzbi, gdje su matrica sustava A 1

vektor b zadant s
A= 0.550 0.423 b— 0.127
T | 0.484 0.372 |7 | 0.112 |°

je x = (1,—=1)T. Promijenimo vektor b za Ab = (0.00007,0.00028)T. Odredite
egzakino rjesenje sustava Ax = b + Ab i izracunagte relativne pogreske vektora

b ¢ x. Koliko puta je relativna promjena u rjesenju veéa od relativne promjene u
vektoru b?

Rjesenje: % = obg?ggs A 2.2 x 1073, ”lﬁ:ﬁ” = Oiﬂ = 0.91. Relativna

promjena rjeSenja x 413 puta je veca od relativne promjene u vektoru b?

Zadatak 3.16 Nac¢inimo malu promjenu u elementu asy matrice A 1z Zadatka 3.15,
tako da je

0.550 0.423
A+AA= [ 0.483 0.372 ] '



64 3.10 Zadaci

Odredite egzaktno rjesenje sustava (A + AA)x = b. Koliko puta je relativna prom-
jena u rjeSenju x wveca od relativne promjene u matrici? Koliki je cond (A) u
Il 1lee ?

Rjesenje:  Relativna promjena u rjesenju je oko 1000 puta veéa od relativne
promjene u matrici A. cond (A) = 1039.52

Zadatak 3.17 Izradite program koji ée ucitatt red matrice n, elemente matrice A,
te primjenom Gaussove metode eliminacije izracunati inverznu matricu A~L.

Zadatak 3.18 Izradite program koji ée ucitatt red matrice n, elemente matrice A,
te primjenom LU-dekompozicije izracunati inverznu matricu A™1,

Zadatak 3.19 Izradite program koji ée Gaussovom metodom uz strategiju potpunog
prvotiranja rijesiti sustav Ax = b, te niZe navedenim postupkom iterativno popraviti
rjesenje:

Neka su L ¢ U neke aproksimacije matrica L i U, a X odgovarajuéa aproksi-
macija rjesenja sustava Ax =b. Oznaéimo x(Y) = x i rac¢unamo vektor-rezidual

rV=b— AxV,

ryjesimo sustav
LUsx™M =)

bl

1 izracunamo sljedeéu aproksimaciju rjesenja sustava Ax = b na sljedeét nacin
x(2) = x4 5%,

Navedeni postupak mozZemo ponoviti nekoliko puta, a preporucljivo ga je izvesti u
double-precision.

Zadatak 3.20 Pokazite da je x() iz prethodnog zadatka tocno rjesenje sustava
Ax =b, ako je LU = A i ako surY) 1 5xV) tocno izracunati.

Zadatak 3.21 Izradite program koji ée primjenom LU-dekompozicije rijesiti sus-
tav Ax = b, te na osnoui iterativnog postupka navedenog u Zadatku8 iterativno
popraviti rjesenge.

Zadatak 3.22 Neka je A = LU, gdje su L 1 U matrice definirane Algoritmom LU.
Tada je A=Y = (LU)™! = U™'L=Y. Uz oznake: Y = L=! 1 Z = UL wrijedi:
LY = UZ =1, odnosno

Lyj:Uzj:ej, j=1... n.

Komponente vektora i moZemo dobiti iz Algoritma FS, a komponente vektora 27 iz
Algoritma BS. PokaZite da je tada

. da je L™ donja trokutasta, a U~ gornja trokutasta matrica.
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Pokazite takoder da je

1 Z_l . .
Yij = a_”((sij —;aikykj), i=3,...,n.

1 ! .
Zij: —((5”— Z uikzkj), Z:j,j—l,...,l.
Ui k=i+1

(0;; su elementi jedinicne matrice), a da elemente inverzne matrice dobivamo iz

n

ai_jl — Z ZikYe; M = max(,j).

k=m
Izradite odgovarajuéi program za izracunavanje inverzne matrice.

Zadatak 3.23 Treba rijesiti sustav linearnih jednadibi Ax = y, gdje je A tzv.
vrplasta matrica prikazana na Slici Z.1.

[ ay bl 0 0 0
C1 as bz 0 0
0 ¢ as --- 0 0
0 0 0 - ap_1 bp_y
L 0 0 0 - enot an |
SlikaZ.1 Slika Z.2

Oznacimo vektore

a:(alaGZa"'aan)Ta b:(blabZa"'abn—l)Ta C:(Cl,Cz,...,Cn_l)T

Izradite program koji ée ucitati red matrice n, vektore a, b, ¢, te vektor slobodnih
koeficijenata y i rijesiti sustav primjenom a) Gaussove metode, c) Cholesky dekom-
pozicije, d) QR-dekompozicije, ¢) Jacobijeve metode, f) Gauss-Seidelove metode.

Uputa: Program testirajte za slucéaj: a; = ¢, ¢ = 1,...,n, b = ¢ —1,1 =
I,..oon=1,¢=d,i=1,....n=1,y, = (=1),i=1,...,n. Ako je n =5, dobiva
sex:(—l,%,—g—?’,g—‘l,—i%)r

Zadatak 3.24 Treba rijesiti sustav linearnih jednadibi Ax = y, gdje je A tzv.
vrpcasta matrica, koja ima elemenata razlic¢itth od nule na glavnoj dyagonali, te
na cetvrtoj i Sestoj sporednoj dijagonali u gornjem i donjem trokutu (Slika7.2).
Oznacéimo vektore

a=(ay,as, ... an)" — elementi glavne dijagonale,

b = (by,ba,...,by_a)T — elementi 4. sporedne dij. u gornjem trokutu
c=(c1,ca,...,cn_6)l  — elementi 6. sporedne dij. u gornjem trokutu
d=(di,ds,...,dn_2)T — elementi 4. sporedne dij. u donjem trokutu

e=(er,e9,...,en_a)] —elementi 6. sporedne dij. u donjem trokutu
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Izradite kompjuterski program koji ée uéitati red matrice n, vektore a, b, ¢, d, e, te
vektor slobodnih koeficijenata y @ rijesitt sustav nekom od ranige spomenutih metoda.

Zadatak 3.25 Hilbertova matrica H s elementima h;; = T
ger loSe uvjetovane matrice. Ispitajte neke komercijalne, kao i priloZene programe,
rjesavajuct sustav jednadzbi, tako da za matricu sustava izaberete Hilbertove ma-
trice razlicitih dimenzija. Pri tome izra¢unavanja obavljajte u k-znamenkastoj (k =
2,...,10) floating-point aritmetici.

% je klasiéni prim-

Zadatak 3.26 PokaZite da je

4 3 -1 1 0 0 4 3 -1
A=| -2 —4 5 | = -5 1 0 0 —25 45
1 2 6 -25 =5 1 0 0 8.5

Primjenom LU-dekompozicije rijesite sustav Ax = b, gdje je b = (=2,20,7)7 .
Rjefenje: x = (3, —4,2)T.
Zadatak 3.27 Zadan je sustav linearnih jednadzbi

34 55 x| |21
55 89 ry | | 34
Koja je aproksimacija rjesenja: x% = (—0.11,0.45)7 ili x% = (—0.99, 1.01)T bolja

v Ly , Ly i Lo normi? Kako se ovo moZe primijeniti za komparativnu analizu
kvalitete racunala (vidi MATHEWS (1992).

Zadatak 3.28 Cholesky dekompozicija takoder se moze provesti i po retcima sljedeéim
algoritmom

Zak=1,...,n
L j=1 k=1 1z
lkj:m akj_zlkpljp s lkk: akk—Zlgp s j:l,...,k’—l.
p=1 p=1

(pri éemu navedene sume neéemo izvoditi ako je gornja granica sume manja od
donge granice). Izradite odgovarajuéi Mathematica-program i ispitajte ga na prethod-
nim primjerima.
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4. Rjesavanje nelinearnih jednadzbi

Promatramo realnu neprekidnu funkciju f definiranu na zatvorenom intervalu [a, b].
Opéenito, svaki kompleksni broj &, koji je rjeSenje jednadzbe

fl&) =0, (4.1)

nazivamo nulto¢kom funkcije f. Mi éemo se ograniciti na istrazivanje samo realnih
nultocaka funkcije f (sjecista grafa funkcije s osi ). Opéenito se moze dogoditi da
neka funkcija ima vide realnih nultocaka, da su neke viestruke ili da uopée nema
realnih nultocaka.

Ako je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a, b] i ako na rubovima intervala
prima suprotne vrijednosti (tj. ako je f(a) - f(b) < 0), onda (vidi JUki¢ (1999),
str. 118), postoji barem jedna tocka & € I, za koju vrijedi f(£) = 0. Ako je,
osim toga, prva derivacija f’ stalnog predznaka na intervalu I, onda je to i jedina
nultocka funkcije f na intervalu /. Na taj se naéin posao oko trazenja realnog
rjesenja jednadzbe (4.1) svodi na dva koraka:

1. Separirati interval 7, u kome funkcija ima nultocku,

2. Nekom iterativnom metodom odrediti aproksimaciju nultocke £ s unaprijed
zadanom to¢noscu.

Spomenuti interval I = [a, b], u kome se nalazi barem jedna nultocka funkcije
f, treba odrediti tako da na njegovim rubovima funkcija prima vrijednosti suprotnog
predznaka, tj. da bude

f(a) - £(b) <O0. (4.2)

Primjer 4.1 Treba separirati realne nultocke funkcije f(x) = 23 — 6z + 2.

-3/ —=1.5 1.5/ 3

/ N

Slika4.1 f(z) = a3 — 6z + 2
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Graf ove funkcije lako je nacrtati (vidi Sliku4.1). Sada je dovoljno samo procijeniti
predznak vrijednosti funkcije u nekim tockama.

T -3 | —1.5 0 1.5 3
sguf(z) | —1 +1 +1 | =1 | +1

Na taj nacin separirali smo tri intervala: I; = [-3,—1.5], [, = [0,1.5]1 [s = [1.5,3]. U
svakom od njih nalazi se po jedna nultocka funkcije. Buduéi da se u ovom slucaju radi o
polinomu treceg stupnja, ova funkcija nema drugih nultocaka.

Prilikom separiranja nultoc¢aka funkcije mozemo se koristiti i grafickim meto-
dama. Pri tome je narocito pogodno koristiti graficke moguénosti racunala (pro-
grami: MATHEMATICA, DERIVE, MATLAB). Ako jednadzbu f(z) = 0 preuredimo
tako, da na lijevu 1 desnu stranu dodu funkcije ¢ije grafove mozemo lako nacrtati

ple) =9 (@),

tada apscise tocaka sjecista grafova funkcija ¢ 1 9 predstavljaju nultocke funkcije
f. Na ovaj nacin neéemo dobiti dovoljno dobre aproksimacije nultocaka, ali tako
smo u mogucénosti izolirati intervale u kojima leze nultocke.

Primjer 4.2 Treba separirati realne nultocke funkcije
flx) =e" —ax—5/4.

Jednadzbu f(z) = 0 napisat ¢emo u obliku: e = x+5/4, te nacrtati grafove funkcija
p(z)=e€"1¢Y(z) =2+ 5/4 (Slika4.2.a). Iz slike se vidi da funkcija f ima dvije nultocke,
koje se nalaze u intervalima [; = [—1,0] i I> = [0, 1], $to potvrduje i sljedeca tablica

T -1 0 1
sgnf(z) | 41 | =1 | +1

Primjer 4.3 Treba separirati sve pozitivne nultocke funkcije
1

2
f(x) = e % sin6x + ¥ 5

y | _ y

/ 1 \\1 1 T
x —0.5\/ 0.5 —~——_1.5

) 1 -1

Slika4.2.a e® =z +5/4 Slika4.2.b e72% sin 6z = % — %x
2 12

Jednadzbu f(x) = 0 napisat ¢emo u obliku: ™7 sin 65 = 5 — 2, te nacrtati grafove

funkcija ¢(2) = e **sin 6z i ¥(x) = % — %x (Slika 4.2.b). 1z slike se vidi da funkcija f
ima tri pozitivne nultocke, koje treba traziti u intervalima I; = [0,0.25], I, = [0.25,0.5] i

Is = [0.5,1], $to potvrduje i slijedeca tablica
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T 0 0.25 | 0.5 1
sgnf(zx) | —1 +1 -1 | 41

Za rjesavanje jednadzbe f(x) = 0 postoji ¢itav niz razli¢itih metoda, a mi
éemo se upoznati s nekima od njih, koje se najcescée koriste prilikom rjeSavanja
praktiénih problema. Pretpostavit ¢emo da je promatrana funkcija f na intervalu
I = [a, b] dovoljno “glatka”, tj. da je klase C[%z,b]' Metode za rjesavanje jednadzbe
f(z) = 0 uglavnom su iterativne metode u kojima se nekom rekurzivnom formulom
definira niz brojeva (aproksimacija): ®g, €1,..., %y ..., koji uz neke uvjete moze
konvergirati rjeSenju jednadzbe.

Ako je #, jedna aproksimacija nultocke & u intervalu I = [a,b] i ako je f
derivabilna funkcija, takva da je |f'(z)] > 0, z € I, onda vrijedi ovakva ocjena
apsolutne pogreske

|f(2n)]
|€ — x| < T

, gdjeje 0<my = mel?|f/(l‘)| (4.3)

Naime, prema teoremu o srednjoj vrijednosti, imamo

FE&) = flan) = (€ —zn)f'(c), c€L
Odavde je
[f(@n)l = 1§ = znl- 1S ()] > my - € = anl,

odakle zbog stroge monotonosti funkcije f slijedi ocjena (4.3).

Buduéi da je rjesenje & jednadzbe f(z) = 0 obi¢no graniéna vrijednost jednog
beskonaénog niza, postavlja se pitanje kada zaustaviti iterativni proces.

Ako zelimo da apsolutna pogreska aproksimacije x, nultocke & ne bude veca
od € > 0, onda je prema (4.3) dovoljno ispuniti uvjet |f(z,)|/m1 < e. Ovo moze
biti jedan kriterij za zaustavljanje iterativnog procesa.

Primjedba 4.1 Moglo bi se pomisliti da je prirodan kriterij za zaustavljanje itera-
tivnog procesa ispunjenje nejednakosti: |f(xn)| < €, za neki unaprijed zadani € > 0.
Medutim, lako je iskonstruirati primjer u kome e za neki n biti |f(x,)| < €, a da
ipak pogreska aproksimacije |€ — x| bude znacajna, tj. da x, na brojevnom pravcu
bude daleko od & (vidi Sliku 4.3.a). Naime, u tom sluc¢aju je broj my malen, pa je
le velik, sto znaéi da ée biti tesko ispunitt zahtjev % < €, koji ée prema (4.3)
osigurati da pogreska aproksimacije x,, ne premasi c.

Ako je my wvelik, le je malen, pa prema (4.3) pogreska aproksimacije moze
biti malena (x, je blizu rjesenja &), a da vrijednost funkcije f(x,) bude relativno

velika (Slika 4.3.5).

Ako se dogodi da je my = 0, metodom bisekcije (vidi t.4.1) treba suziti interval,
tako da bude m; > 0.

Buduéi da je cesto puta u prakticnim primjerima tesko odrediti broj my, u-
myjesto kriterija za zaustavljanje procesa % < €, Cesto se koristi (vidi primgjerice
MATHEWS, 1992)

|2p, — 2n_1] < e & [f(zn)| < €, (4.4)
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gdje su ey, €9 unapryjed zadani brojevi.

a) b)

y y
“““““ Jx AR
1 T ! A
0 = R e o A

Slika 4.3. Kriteriji zaustavljanja iterativnog procesa

Za neku iterativhu metodu vazno je poznavati brzinu (red) konvergencije

metode. U tu svrhu uvodimo sljedeéu definiciju

Definicija 4.1 (Red konvergencije metode) Neka niz (xy,), dobiven ne-
kom iterativnom metodom, konvergira prema & € R @ neka je e, = € —x,
pogreska n-te aproksimacije. Tada, ako postoje dvije pozitivne konstante

A,r € Ry, takve da vrijed:

im 1oty

n—oo |en |7”

bl

kazemo da metoda tma red konvergencije r.

(4.5)

Specijalno, ako je r = 1, kazemo da metoda ima linearnu, a ako je r = 2, da
ima kvadratnu brzinu konvergencije. Iz navedene definicije jasno je da ce za veéi r

niz (xy,) brie konvergirati prema &.

Primijetimo takoder da iz Definicije 4.1 slijedi da metoda ima red konvergen-

cije r ako postoji A € Ry i ng € N, tako da bude

€ = 2ng1| <A —z0|", 12> no.
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4.1 Metoda bisekcije

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na intervalu I = [a,b] i da je
fla) - f(b) < 0. Ako interval I raspolovimo i ako poloviste nije nultocka funkcije
f, dalje promatramo onu polovinu intervala I na ¢ijim rubovima funkcija f prima
vrijednosti suprotnog predznaka. Navedeni postupak dalje ponavljamo.

f
A1 Tn 5 bn—l

: e A :

N e e —zn ! !

............... R | (an,bn) |

i (an—hbn—l) i

Slika 4.4. Metoda bisekcije

Formalno, oznac¢imo ag := a, by := b 1 navedenim postupkom definirajmo
silazni niz segmenata: [a1,b1] D [az,b2] D [as,bs] D -+, koji sadrzi korijen jed-
nadzbe f(z) = 0. Na taj nacin smo u moguénosti definirati niz aproksimacija

L0, X1,y Ty, ... (Vidi Sliku 4.4)

1
Tp = §(an—1 + bn—l)a

koji konvergira prema rjeenju jednadzbe f(x) = 0 linearnom brzinom jer je

1
|€_xn+1| < §|€_ xn|a

pri éemu pogresku aproksimacije x, mozemo ocijeniti (vidi Sliku 4.4) s

1
|€ - xn| S §(bn—1 - an—1)~

Algoritam BISEKCIJE

Korak 0. Ucitati a, b, €. Ako je f(a) - f(b) > 0, zaustaviti proces;

u protivnom prijeéi na Korak 1.
Korak 1. Staviti ag := a; bg := b 1 1zracunati z; = %.
Korak 2. Ako je f(ag) - f(x1) < 0, staviti by := #1; u protivhom staviti ag = #;.
Korak 3. Ako je bg—ag > 2¢, 1zracunati 1 = a”sz” 1 prijeéi na Korak 2.; u protivnom
zaustaviti proces.
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Zadatak 4.1 Izradi program za racunalo koji ée izvoditi algoritam BISEKCIJE.

Primjer 4.4 S tocnoséu ¢ = 0.05 koristenjem algoritma bisekcije izradunat éemo
nultocku funkeije f(x) = 2® — 6x + 2 na intervalu [0, 1.5] (vidi Primjer4.1 str. 67).

Nakon 6 iteracija dobivamo z* = 0.3. Rezultat izvodenja iterativnog postupka vidljiv
jeu Tablici4.1.

n | an by Tpt1 sgnf(znt1) | (bno1 +an—1)/2

010 1.5 0.75 -1 0.75

1|0 0.75 0.375 -1 0.375

210 0.375 0.1875 1 0.1875

3 | 0.1875 0.375 0.28125 1 0.09375

4 | 0.28125 0.375 0.328125 1 0.046875

5 | 0.328125 | 0.375 0.351563 -1 0.02344

6 | 0.328125 | 0.351563 | 0.339844 1 0.0117
Tablica4d.1

Primjer 4.5 ' Kao ilustraciju Primjedbe 4.1, str. 69 promatrajmo problem rjesavanja
sljedeéih jednadzbi metodom bisekcije:

(@) f(x)=0.00lz+ 1+ L +arctgz =0, =z € [-600, —400]
(b) g(x) =1000(x —4) —e” =0, z € [4,5].

a) Graf funkcije f na zadanom intervalu priblizno odgovara grafu prikazanom na Slici4.3.a
i ima nultocku & = —501.992061 totnu na 6 decimala. Uz € = .005 (odnosno e = 0.00005)
i kriterij zaustavljanja: |f(z»)| < € nakon 5 (odnosno 9) iteracija dobivamo aproksimaciju
z5 = —506.25 (odnosno z9 = —501.9531). Za aproksimaciju to¢nu na 2 (odnosno 4)
decimale bilo bi potrebno 12 (odnosno 18) iteracija.

b) Graf funkcije g na zadanom intervalu priblizno odgovara grafu prikazanom na Slici {.3.b
i ima nultocku ¢ = 4.057850 to¢nu na 6 decimala. Uz e = .005 (odnosno e = 0.00005) i
kriterij zaustavljanja: |f(z»)| < € nakon 16 (odnosno 18) iteracija dobivamo puno to¢niju
aproksimaciju nego §to je trazena: x1¢ = 4.057846 (odnosno T1g = 4.057850). Za aproksi-
maciju toénu na 2 (odnosno 4) decimale potrebno je samo 4 (odnosno 12) iteracija.

4.2 Metoda jednostavnih iteracija

Jednadzbu f(z) = 0 mozemo napisati u obliku

z = p(x), (4.6)

gdje za funkciju ¢ obiéno postoji vise izbora. Primjerice, pripadnu jednadzbu iz
Primgera 4.2,str. 68 za x > —% mozemo pisati u obliku

r=¢e"=5/4 ili x=lIn(z+5/4).

1Ovaj primjer konstruirao je J. Muharemovié, student III godine ETF-a u Osijeku, 1998.
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|
1
0&51‘2 T T

Slika4.5. Metoda jednostavnih iteracija

Na taj nacin umjesto rjesavanja jednadzbe (4.1), geometrijski gledano, trazimo
sjecista grafova funkcija 1 = # 1 y2 = ¢(x). Nakon §to smo odredili interval T u
kome se nalazi trazena nultocka, u njemu éemo izabrati pocetnu aproksimaciju xp.
Sljedec¢u aproksimaciju #; odredit ¢emo tako da bude

21 = (o).

Na Slici 4.5 tocka x1 odredena je tako da bude #gA = 1B = Ox;,. Posljed-
nje dvije duzine medusobno su jednake jer je trokut A(O,z1, B) jednakokracan.
Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz

zo, 21 = (o), 22 = @(21), ..., Tn = P(Tn-1), ... (4.7)

Mogu se postaviti sljedeca pitanja:

o je liniz definiran s ({.7) konvergentan; ako nije, da li je moguée novim izborom
funkeije ¢ dobiti konvergentan niz?

o ako je niz (4.7) konvergentan, tezi li prema rjesenju jednadzbe (4.6)¢

o ako je niz (4.7) konvergentan i ako tezi rjesenju jednadibe (4.6), kakva je
brzina (red) konvergencije?

o bududi da rjesenje £ jednadzbe (4.6) nije poznato, kako ocijeniti pogresku po-
jedine aproksimacije x, ?

Odgovor na sva ova pitanja daje sljedeéi teorem?.

Teorem 4.1 Neka je ¢ : I = [a,b] = R neprekidno derivabilna funkcija za koju
vrigedi:
(i) ¢(x) € I za svaki x € I,
(i1) 3¢ € (0,1), takav da je |f'(x)| < ¢ za svaki x € (a,b).
Tada postoji jedinstveni € € I takav da bude (€) = £. Osim toga, za

proizvolyni xg € I, niz defintran s

tp = @(rp—1), n=1,2,... (4.8)

20Ovaj teorem je specijalni slu¢aj opéenitijeg Banachovog teorema o fiksnoj tocki (Teorem3.1)
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konvergira prema & 1 vrijede ovakve ocjene pogreske aproksimacije

n

€ — an| < |21 — o], (4.9)

1—¢

|§ = wn| < |#n — . (4.10)

q
l—yq
Metoda ima linearnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi

€ — 2npi] < qlé —zal. (4.11)

Dokaz. Kako je z, = ¢(2n-1) 1 &ny1 = @(2,), koristeéi Lagrangeov teorem o
srednjoj vrijednosti, imamo

Engt = 20 = 9(n) = Pla-1) = (20 — 2a-1)¢ (), ¢ € (a,b).

Zato je
|2nt1 — @n| < qlan — xn_1| zasvaki n=1,2,... (4.12)

Sukcesivnom primjenom nejednakosti (4.12) dobivamo

|Znt1 — 2n| < qlen —2n_1| <o < ¢"w1 — 2] (4~13)

Promatrajmo sada ovakav red
zo+ (T1 —xo) + (2 —z1) + -+ (Tn —Tpo1) + - (4.14)

Njegova n-ta parcijalna suma je s, = x,. Zbog (4.13) jedna majoranta ovog reda
je red
lzo| + |21 — o] + qler — zo| + 4+ ¢ Mo — a0+ (4.15)

kojeg mozemo zapisati ovako

w0l + o1 — 2ol (1 + g+ +¢" 1 +--).

Kako je ¢ < 1, geometrijski red u zagradi je konvergentan, pa je i red (4.15)
konvergentan. Na taj na¢in pronasli smo jednu konvergentnu majorantu reda (4.14),
§to znaci da je 1 taj red konvergentan. Po definiciji konvergencije reda, to znaci
da je i odgovarajuéi niz n-tih parcijalnih suma (s,) reda konvergentan. Kako je
$p = &p, to znaci da je i niz (#,) konvergentan, tj. postoji realan broj ¢, takav da
je & = limx,,. Zbog uvjeta (i) ¢itav niz (x,) je sadrzan u I, a kako je I zatvoren
skup, takoder je1 & € 1.

Ako sada u (4.8) pustimo n — oo, onda zbog neprekidnosti funkcije ¢ imamo
& = p(£), sto znadi da je £ korijen jednadzbe (4.6).

Dokazimo da je £ jedini korijen jednadzbe (4.6) u intervalu /. Pretpostavimo
da je & takoder korijen jednadzbe (4.6), tj. pretpostavimo da vrijedi £ = ¢(€). Tada
prema teoremu o srednjoj vrijednosti mora biti

E—E=0(&)—0(&) = (- 9¢'(c), c€(ab),
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odakle je B
(€ =& —¢(c))=0.

Buduéi da je 1 — ¢'(¢) # 0 zbog uvjeta (ii), mora biti £ = £. Dakle, ¢ je jedino
rjesenje jednadzbe (4.6).

U svrhu dokaza ocjene (4.9) promatramo
[Zn4p = Tl = [(@ngp = Tngp-1) + (En4p-1 = Tngp—2) + -+ (Tng1 — 2n)| <

<lentp = Tngp—1l + [2ngp-1 = Tngp—al + -+ [2ng1 — 2a] <

(prema (4.12)) < q"+p_1|x1 — x| + q"+p_2|x1 — o+ +¢" e — x| =

n p—1 n 1_qp qn
=q" e —wol(L+q+ -+ ¢"77) = ¢"|x1 — x0] < |21 — ol
I-¢ 1-4q
Dakle vrijedi
qn
|Zn4p — Tn| < 1_q|1‘1—l‘0|~

Ako sada pustimo p — oo, dobivamo nejednakost (4.9).

U svrhu dokaza ocjene (4.10) definirajmo funkciju f(x) = « — ¢(x). Zbog
uvjeta (ii) je f'(z) = 1 — ¢'(x) > 1 — ¢ > 0. Zato uz koristenje teorema o srednjoj
vrijednosti dobivamo

20 = o(an)| = [f(zn)| = [[(2n) = FE)] = [(@n = S ()| > (1= g)zn =&,
odakle, ponovno koristeéi teorem o srednjoj vrijednosti dobivamo trazenu ocjenu

|z — So(xn” _ |30(73n—1) — So(xn” < qlen — p_1]
l—yq l—yq - 1l-q

|y — €] <

Koristeél zp41 = @(2y) 1 € = @(£) 1 teorem o srednjoj vrijednosti, dobivamo

1€ = ng1] = |(€) — e(xn)| = |(§ — )¢’ ()] < ql¢ — al.
odakle neposredno slijedi (4.11). a

Primjedba 4.2 Ako je unaprijed zadana toénost € s kojom Zelimo dobiti aproksi-
maciju rjesenja jednadibe ({.6), dovoljno je desnu stranu nejednakosti ({.9) ili
desnu stranu nejednakosti (4.10) uéiniti manjom od €. Na taj naéin osigurali smo
da apsolutna pogreska aproksimacije ne bude veéa od e.

Primjedba 4.3 Uyjet (ii) znaci da je apsolutna vrijednost koeficijenta smjera tan-
gente na krwulju ¢ u svakoj toc¢ki intervala I manja od 1, $to 1 osigurava konver-
genciyju procesd.

Primjer 4.6 S tocnoséu ¢ = 0.005 (na dvije decimale) treba pronaéi pozitivnu
nulto¢ku funkcije iz Primjera 4.2. Pokazano je da se nultocka nalazi u intervalu

1=10,1].
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Ako odgovarajucu jednadzbu napisemo u obliku
zr=e" —5/4,
funkcija ¢ bila bi ¢(z) = e® — 5/4. Kako je ¢'(z) = €* > 1 za x € I, uvjeti Teorema 4.1
nisu ispunjeni. Zato ¢emo jednadzbu napisati u obliku

z=In(zx+5/4), z> —Z.

Sada je p(z) = In(xz + 5/4), a ¢'(z) = 4/(4x +5). Lako se vidi (nacrtaj graf funkcije ¢')
da je

() <4/5 <1 zasvaki 2 €T i ¢([0,1]) = <ln Z,ln %) C [0,1].
To znaci da su uvjeti Teorema 4.1 ispunjeni. Cijeli iterativni proces prikazan je u Tablice 4.2.

U tre¢em, odnosno Cetvrtom stupcu prikazane su vrijednosti desne strane ocjene (4.9);
odnosno ocjene (4.10).

o @9 | (410) | J(zn)

1 — — 0.468282
0.810930 | 0.756280 | 0.756280 | 0.189070
0.723157 | 0.605024 | 0.351091 | 0.087773
0.679635 | 0.484019 | 0.174090 | 0.043522
0.657331 | 0.387215 | 0.089217 | 0.022304
0.645705 | 0.309772 | 0.046504 | 0.011626
0.639591 | 0.247818 | 0.024457 | 0.006114
0.636360 | 0.198254 | 0.012922 | 0.003230
0.634649 | 0.158603 | 0.006844 | 0.001711
0.633742 | 0.126883 | 0.003630 | 0.000907

O 0 ~1 O Utk W = OIS

Tablica4.2

Vidi se da je ocjena (4.9) mnogo grublja od ocjene (4.10). Dakle, pouzdano mozemo
reéi da apsolutna pogreska aproksimacije z* = 0.63 traZzene nultocke nije veéa od 0.005.

Primjer 4.7 S toénoséu ¢ = 0.005 (na dvije decimale) treba odrediti nultocku
funkecige
fle) =2 —2/x.

Kako je f(1) = —11 f(2) = 1, interval u kome lezi nultocka je I = [1,2]. Ako
pripadnu jednadzbu napiSemo u obliku z = 2/z := ¢(z), proces nece konvergirati jer je
') = —2/2% i |¢'(2)] > 1 na intervalu I (primjerice (1) = —2). Zbog toga ¢emo
funkciju ¢ morati drugacije definirati. Jednadzbu = = 2/x zapisat ¢emo u obliku

1 2

Oznatimo ¢(x) = %(m + %) Lako se vidi da je derivacija funkcije ¢ na intervalu I
monotono rastuéa funkcija. Zato je ¢ = max{|¢'(1)],|¢'(2)|} = max{1/2,1/4} = 1/2.
Osim toga je o([1,2]) = [v/2,1.5] C [1,2]. Time su uvjeti Teorema 4.1 ispunjeni. Tijek
odgovarajuceg iterativnog procesa prikazan je u Tablici4.3. Inace, lako se vidi da je jedina
nultotka promatrane funkcije broj v/2. Zato ¢emo u tablici pratiti i stvarnu apsolutnu
pogresku aproksimacija [v/2 — ]
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T V2 —wa| | (4.9 (4.10) | flzn)/ma

1 0.414214 - - —1
1.500000 | 0.085786 | 0.500000 | 0.500000 | 0.166667
1.416667 | 0.002453 | 0.255000 | 0.083333 | 0.004902
1.414216 | 0.000002 | 0.125000 | 0.002451 | 0.000004

W~ OfS

Tablica4.3.

Na ovom primjeru vidi se da iako ocjena (4.10) u drugoj iteraciji ne osigurava ni jednu
tocnu decimalu, ipak veé¢ imamo jednu signifikantnu decimalu. U trecoj iteraciji ocjena
(4.10) osigurava dvije signifikantne decimale, iako stvarna apsolutna pogreska pokazuje da
smo postigli ¢ak pet signifikantnih znamenki, od cega Cetiri decimalna mjesta.

Najbolju ocjenu pogreske u ovom primjeru dobili bismo koriStenjem ocjene (4.3),

gdje je m1 = min |f'(z)| > 1.5. Provjerite !

U praksi trazena nultocka obi¢no nije poznata i zbog toga je vazno da ocjena pogreske
ne bude manja od stvarne pogreske, ali da ne bude previse gruba.

Primjedba 4.4 Ideja metode iteracija moze se koristiti i u drugim situacijama.
Tako primgerice na sliéan nacin moZemo pristupiti 1 rjesavanju sustava linearnih

(t.3.8, str. 57) ili nelinearnih (t.4.4, str.85) jednadzbi.

4.3 Newtonova metoda

Pretpostavimo da smo na neki nac¢in odredili interval I = [a,b], u kome se
nalazi jedinstvena nultoc¢ka neprekidne 1 dovoljno “glatke” funkcije f za koju je
f'(x) # 0 Ya € I. Tzaberimo pocéetnu aproksimaciju zg € I, razvijmo funkciju f u
Taylorov red u okolini tocke zg 1 zadrzimo se na linearnom ¢lanu. Tako smo funkciju
f u okolini to¢ke xy aproksimirali linearnom funkcijom

fi(z) = f(zo) + (2 — 20) f'(20) (4.16)
¢iji graf je tangenta na graf funkcije f u tocki #g (Slika 4.6.q).

) )

x
b

A
/1
|
|
|
|
|
|
1

— ]

Slika 4.6.a Newtonova metoda Slika 4.6.b Izbor pocetne aproksimacije xg
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Sada ¢emo umjesto rjedavanja jednadzbe (4.1), rjesavati jednadzbu fi(z) =0
(geometrijski gledano, umjesto trazenja sjecista grafa funkcije f s osi #, trazimo
sjeciste tangente s osi ). Rjesenje jednadzbe fi(#) = 0 oznac¢imo s z;

f(l‘o)

=g — . 4.17
S (TP (4.17)
Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz 2y, 21, ... zadan rekurzivnom formulom3
f(zn)
nal = Tp — , n=0,1,... 4.18
b= ey " (4.18)

Vazno je primijetiti da u svakoj iteraciji konstruiramo lokalni aproksimant funkcije
f 1 onda trazimo nultocku lokalnog aproksimanta.

Teorem 4.2 Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na intervalu
I = [a,b]. Neka je nadalje, f(a) - f(b) < 0, a prva (f') i druga (f") derivacija

funkecige f na intervalu I imaju stalan predznak.

Tada, ako je wg € I izabran tako da bude

fxo) - ' (20) > 0, (4.19)

niz definiran s (4.18) konvergira prema jedinstvenom rjeSenju & jednadzbe f(x) = 0.

Pri tome vrijedi ocjena pogreske aproksimacije

M
|€ - $n| S 2m21 (xn - xn—l)z, (420)
gdje je
my :mel}1|f/(x)|, M, :mEaIx|f”(x)|, (4.21)

a metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije, tj. vrijedi
My
€ = nqa] < %(5 —5)”. (4.22)

Dokaz. Pogledajmo sluéaj*
fla) <0, f(b) >0, f'(z) >0, f'(z) >0 zasvaki z € I.

Izaberimo g € I tako da bude ispunjeno (4.19) (primjerice mozemo uzeti zq = b).
Kako je po pretpostavci f(zg) > 0, onda je i f(xg) > 0, pa je g > & (vidi
Sliku 4.6.b) jer je f rastuca funkcija.

Primjenom matematicke indukcije pokazat éemo da je niz definiran s (4.18)
monotono padajuéi i ogranic¢en odozdo s &.

3U literaturi ¢esto ovu metodu mozemo naéi pod imenom Newton-Raphsonova metoda.
4Ostali slu¢ajevi dokazuju se analogno
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e Pretpostavimo da je x, > £. Prema Taylorovoj formuli je

ﬂm=fwm+fum~w—xm+%~ﬂ@»w—xm% ¢ € (a,).

Specijalno, za ¢ = £ imamo
0= F(E) = Flea) + F'(n) - (€ —2n) 4 5 J"() - (€—wn)’, € (a,h)
Kako je f’(¢) > 01 (£ — 2p) # 0 (zbog z,, > &), onda je

f(l%) + f/(l‘n) : (f — l‘n) < 0.

Odavde je
f(za)

Fe) Y

paje i xpy1 > €. Dakle niz (z,) je odozdo ogranicen sa £.

€<xn_

e Kako je z, > ¢ za svaki n € N, onda zbog strogog monotonog rasta funkcije
f mora biti i f(z,) > f(§) = 0 za svaki n € N. Osim toga po pretpostavci je
i f'(xn) > 0 za svaki n € N. Zato iz (4.18) slijedi

f(wn)

n Tt = f/(ﬁn)

>0,

§to znaci da je niz (#,) monotono padajudi.

Bududi da je niz (x,) monotono padajudi i ogranicen odozdo, on je konver-
gentan i Citav se nalazi u I, pa zbog toga postoji realni broj € I, takav da
bude & = lima,. Ako sada u (4.18) pustimo n — oo, dobivamo

c_o_ [
£=¢ aG)

odakle (zbog f'(€) > 0) slijedi f(¢) = 0. Kako je ¢ jedinstvena nultocka

funkcije f na intervalu I, mora biti £ = &.

~—

~—

Prijedimo na dokaz ocjene (4.20). Prema Taylorovoj formuli vrijedi
1
f($n) = f($n—1)+f/ ($n—1) . (xn _xn—l)‘i‘ 5 'f//((,‘) . ($n _xn—l)za c e (Cl, b)
Zbog (4.18), ostaje samo
1 11 2
Flen) = 55" () e — 201,

odakle je
1
|f(2n)] < §M2(xn —zn_1) (4.23)

Koristeéi (4.23) u (4.3), dobivamo ocjenu (4.20).



80 4.3 Newtonova metoda

U svrhu dokaza relacije (4.22), ponovo koristimo Taylorovu formulu

0= F€) = Flen) + f/(en) (€~ 2) + 3 - (@€ 2, c€ (a,h),
odakle je
Koristedi ovdje (4.18), dobivamo
€= n1 = =5 s~ )
odakle slijedi (4.22). O

Primjedba 4.5 Ako je pocetna aproksimacija xg tzabrana u intervalu za koji vri-
gedi

My

— < 2

2m1 -
onda ée se u svakom koraku broj signifikantnih decimala aproksimacije podvostru-
cavati. Primjerice ako je n-ta aproksimacija imala k signifikantnih decimala, tj.

|€ —an| < %10_’“, tada je prema (4.22)

M. 1 1
€ — 2pp1] < (€ — 2n)? < 2110_% = 510_%’

2m1
. (n+ 1)-va aproksimacija ima 2k signifikantnih decimala.

Primjedba 4.6 Za Newtonovu metodu kazemo da je lokalno konvergentna. 7o
znaéi da postoji neka okolina oko nultocke & u kojoj proizvoljno moZemo birati
poéetnu aproksimaciju xg, pa da tterativni proces konvergira. Ako xg izaberemo
wzvan te okoline, iterativni proces neée konvergirati.

Primgerice, za funkciju f(z) = arctg x ako je |xo| < 1.39, Newtonova metoda
konvergirat ée prema £ =0, a ako je |xg| > 1.40, Newlonova metoda ée divergirati.

Zadatak 4.2 Za koju ée vrijednost pocetne aproksimacije xg Newtonova metoda
za funkciju f(x) = arctg @ proizvoditi “kruzenje” (x1 = —wg, 2 = xg,...)?

Primjer 4.8 S tocnoséu e = 0.00005 (4 signifikantne decimale) treba odrediti pozi-
tivnu nultocku funkcije

flx)=e "+ 2% -2

Ova funkcija ima dvije nultocke. Jedna se nalazi u intervalu Iy = [—1,0] a druga
u intervalu I> = [1,2] (Slika4.7). Mi ¢emo potraziti nultocku iz intervala [1,2]. Kako je
f(z) = —e~¥ 42z rastuca funkcija na I, bit ¢e my = f'(1) > 1.6, akako je f"(x) = e~* 42
padajuéa funkcija na I», uzet éemo My = f"(1) < 2.4. Zbog f(2)- f"(2) > 0 za podetnu
aproksimaciju izabrat ¢emo xo = 2.

Nakon 3 iteracije dobivamo z* = 1.3160. Tijek iterativnog procesa prikazan je u
Tablici4.4 (go je desna strana ocjene (4.3), a g» desna strana ocjene (4.20)).
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n| Zn 9o g2 f(zn) f(zn)
0 2 1.334585 — 2.135336 | 3.864665
1 | 1.4475 | 0.206462 | 0.228965 | 0.330339 | 2.659780
2 | 1.3233 | 0.010823 | 0.011569 | 0.017316 | 2.380286
3 | 1.3160 | 0.000037 | 0.000040 | 0.000060 | 2.363792
Tablica4.4
Y Y.

Slikad.7 e=® =2 — x2 Slika4.8 arctg(z — 1) = f2? + 1
Za izvodenje iterativnog postupka moze se koristiti sljede¢i MATHEMATICA-
program

flx_1 := Exp[-x] + x"2 - 2
n=0; x0=2; mi1=1.6; m2=2.4; eps=.00005;

x=x0;
While[N[Abs[£f[x]]/m1]>eps,
Print["Iteracija ",n,": =xn=",x," greska=",f[x]/mi];
x=N[x-f[x]1/f’[x]]; n=n+1
]
Print["Iteracija ",n,": xn=",x," greska=",f[x]/m1];

Primjer 4.9 S tocnoséu ¢ = 0.00005 treba odredit: pozitivnu nultocku funkeije
1
f(z) = arctg(ez — 1) — gxz + 1.

Ova funkcija ima dvije nultotke. Jedna se nalazi u intervalu I = [—1,0], a druga
u intervalu I = [3,4] (Slika4.8). Mi ¢emo potraziti nultocku iz intervala [3,4]. Kako
je f' negativna i padajuéa funkcija na I, uzet éemo mi = |f'(3)] = 1, a kako je f"
negativna i rastuca funkcija na I, uzet éemo M = |f"(3)| = 0.56. Zbog f(4) - f"(4) > 0
za pocetnu aproksimaciju izabrat ¢emo zo = 4. Nakon 3 iteracije dobivamo z* = 3.2850.
Tijek iterativnog procesa prikazan je u Tablici4.5.

r | (3 | (200 | Jaa | P

4 0.950954 — —0.950954 | —1.500000
3.366031 | 0.095113 | 0.112537 | —0.095113 | —1.194853
3.286428 | 0.001621 | 0.001774 | —0.001621 | —1.154000
3.285023 | 0.000001 | 0.000001 | —0.000001 | —1.153272

Tablica4.5

[SVIN SR el
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Primjer 4.10 Spremnik za naftu tma oblik poloZenog cilindra radijusa r = 1m.
Kolika je visina h razine nafte ako je spremnik napunjen s ¢ = 1/4 svog volumena?

Slika 4.9 Razina spremnika
Oznacimo s d duljinu spremnika, a s a kut kruznog isjecka (Slika4.9). Kolic¢ina
(volumen) nafte zadana je formulom Vj, = Li20d— %7"2

2
1o

Vi = 3" d(a — sin ). (%)

sin « - d, odnosno

gdje je d duljina spremnika.

S druge strane kako je volumen punog spremnika V = r?x-d, onda je g-ti dio njegovog
volumena jednak V, = r®r -d - q. Kut «, za koji je Vi, =V, dobivamo iz jednadzbe

a —sina — 27rg = 0. ()

Kako je cos &

iz formule

= (r —h)/r, nakon §to smo iz (**) odredili «, visinu h razine nafte dobivamo

h:r(l—cos%). (o * *)

Primjenom Newtonove metode tangenti uz ag = 3 1 ¢ = 0.00005, dobivamo a =
2.3099 (=2 132°). Nakon toga iz (***) dobivamo h = 59.6cm.

4.3.1 Modifikacije Newtonove metode

Cinjenica da u svakom koraku Newtonove metode moramo racunati i vrijed-
nost funkcije 1 njene derivacije, u nekim slu¢ajevima otezava primjenu ove metode.
Navest ¢emo nekoliko modifikacija Newtonove metode u kojima se izbjegava izracu-
navanje derivacije funkcije u svakoj iteraciji.

Najvaznija modifikacijaje tzv. metoda sekanti. U intervalu I = [a, b] izabrat
¢emo dvije pocetne aproksimacije xg 1 x1 te povuéi sekantu na krivulju kroz tocke
(zo, f(z0)), (#1, f(x1)). Sljedeéu aproksimaciju zo dobit éemo kao sjeciste sekante

s osi x (Slika 4.10)

l‘of(l‘l) - l‘lf(l‘o)
f(z1) = f(@o)

Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz definiran rekurzivnom formulom

T _ xn—lf($n)_xnf($n—1) T T n=
n+l — f(xn) — f(xn—l) ) f( n) ;é f( n—l)a 1a2a s (424)

, ako je f(x1) # f(wo).

ro —
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Ako su pocetne aproksimacije zg, 1 birane dovoljno blizu rjeSenja &, onda
uz uvjete f'(€) £ 01 f’(€) # 0, metoda sekanti ima brzinu konvergencije % R~
1.618, n > 1 (vidi primjerice DAHLQUIST (1972), SCHWARZ (1986)).

Zadatak 4.3 PokaZite da se rekurzivna formula ({.24) moZe dobiti izravno iz New-
tonove metode ({.18), str. 18, tako da f'(x,) aproksimiramo podjeljenom razlikom

f(en) = f(#n-1)

Ln — Lpn-1
) Y4
x
0 ro = b 0
Slika 4.10 Metoda sekanti Slika 4.11 Regula falsi

Regula falsi (metoda krivih poloZaja) je metoda, koju takoder mozemo sma-
trati jednom modifikacijom Newtonove metode, odnosno jednom varijantom metode
sekanti.’

Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i
da je f(a) - f(b) < 0. Oznacimo: zg := a, by := b i povucimo pravac tockama
(o, f(x0)), (bo, f(bo). On sijece os = u tocki

o = zof(bo) —bof(xo)
fbo) = flzo) ~

Ako je f(e1) = 0, nultocka je pronadena; u protivnom postupimo na sljedeéi nacin

l‘0<61<b0

ako je  f(e1)f(xo) >0, x1 =e¢1; inate ;=g
bl = bo bl = Zo
Ponavljajuéi postupak, dobivamo niz (z,) koji linearnom brzinom konvergira prema

jednom korijenu jednadzbe f(x) = 0 na intervalu [a, b]. Prema izlozenom vidi se da
ovu metodu mozemo smatrati 1 jednom varijantom metode bisekcije.

Za ocjenu pogreske kod svih ovih modifikacija mozemo koristiti (4.3), str. 69.

Primjer 4.11 Gibanje balistickog projektila v vakuumu odredeno je sustavom dife-
rencijalnih jednadzbi (vidi primjerice MorLrTz (1967))
dx(t) o dy(t)
ez 7 dt?

5Takoder se moze pokazati (vidi STOER (1993)) da je regula falsi specijalni slu¢aj metode jed-
nostavnih iteracija

=—g(y)
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s pocetnim uvjelima

dz(0) dy(0)

= Vg COS ¢ _—
dt 0 T dt

2(0) = y(0) =0,

= ygsina,

gdje su (x,y) koordinate (u metrima) proizvoljne tocke P na putangi, t vrijeme (u
sekundama) potrebno da projektil dode u tocku P, « izlazni kut, vy pocetna brzina
projektila (u ms™1) i g akceleracija sile teze (vidi Sliku §.12). Za male visine y moze
se pretpostaviti da je funkcija g konstantna (priblizno 9.81ms=2). Rjesenje sustava
diferencijalnih jednadzbi moZemo zapisati u parametarskom obliku

(a) x(t) = votcos o

(b) y(t) = votsina — Lgt> (B.1)
il eksplicitno (iskljucujuci vrijeme t 1z jednadzbi (B.1))
z? 02
=aiga— ot h=gn B2
Yy rig o 4h cos? OZ’ 2g ( )

Lako se vidi da je vrijeme leta projektila (dok ne padne u tocku X)

21)0 .
T=—snuo

; (B.3)
uz domet
X = 2hsin2a. (B.4)
Maksimalni domet projektila postize se za o = % rad (45°) 1 iznosi Xy = 2h.

Zadana je tocka T(xg,yo). Treba odrediti velicinu izlaznog kuta o tako da
projektil pogodi tocku T (vidi Sliku 4.13).

0 0

Slika 4.12 Gibanje balistickog projektila  Slika4.13 Gadanje tocke T'

Da bi projektil mogao pogoditi tocku 7', njene kordinate moraju zadovoljavati jed-
nadzbu
2
—rtga — —0
vo 8 4hcos? o’

§to moZemo pisati

1. 5
Yo cos®a — 51:0 sin 2o + i—z =0. (*)
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Jednadzbu (*) moZemo rijesiti nekom od metoda navedenih u ovom poglavlju. Jednadzba
(*) moZe imati jedno ili dva rjesenja (tzv. donji i gornji dijapazon kuteva). U Tablici 4.6
prikazani su dobiveni rezultati za neke karakteristi¢ne situacije (kutevi su dani u stupnje-

vima).
Tn Yn Vo ag s max. domet(m)
1000 10 115 24.66 | 65.92 1348
50000 500 900 19.28 | 71.29 82 569
300 1000 | 1200 || 73.33 — 146 789
500 3000 500 — — 25484
Tablica4.6

4.4 RjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

Spomenimo na kraju moguénost generalizacije prethodno navedenih metoda
na rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi

filer, 22, . 2y) =0, i=1,...,n, (4.25)
odnosno f(x) = 0, gdjeje f(x) = (fi(z),..., fa(z))T, x=(x1,...,2,)7. Analogno

metodi jednostavnih iteracija (t.4.2 str. 72) sustav (4.25) mozemo zapisati u obliku
v =pi(r1, 20, .., 2n), i=1,... n. (4.26)
§to upuéuje na iterativni postupak

S = ), =

on, k=0,1,... (4.27)

Newtonova metoda (£.4.3,str. 77) takoder se moze generalizirati na rjesavanje
sustava nelinearnih jednadzbi (4.25). Najprije izaberimo pocetnu aproksimaciju
<(0) — (73(10) a:(zo) (0))T

Ty 1 svaku od funkcija f; razvijemo u Taylorov red u

okolini (9| te linearnu aproksimaciju oznaéimo s f;:

gy

; d 7 .
Jilx) = Z fax] (@;—2\"), i=1,...n (4.28)

Sada umjesto sustava (4.25) rjesavamo sustav
filx)=0, i=1,...n,

§to mozemo pisati u matricnom obliku na sljedeéi nacin

JOO = _£(x(0), (4.29)
x(® L(x(®
%xl_l e %xn_l z—z\" f1(x©)
IO = : : : 0= : ()= :
AUnx?) o 2fn(x®) 2, — Fu(xO)

ory LS
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Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili Jacobijan sustava. Nova aproksimacija
rjesenja tada je
x(1) = x(0) 4 4(0),

Opéenito, dobivamo iterativni postupak
xFHD = x(B) 4 ) =01, .. (4.30)

gdje je s rjesenje sustava

JHg = —£(x)). (4.31)

Primijetite da se iterativni postupak (4.30)—(4.31) uz pretpostavku regularnosti
Jacobijana J(®) moze zapisati u obliku

-1
x(E+1) = () (J(’“)) f(x®)y, k=0,1,..., (4.32)

§to podsjeéa na Newtonov iterativni postupak (4.18),str. 78. Inace, iterativni proces
(4.32) rijetko se koristi jer je postupak (4.30)—(4.31) numericki stabilniji.

Pitanje konvergencije spomenutih metoda ne¢emo razmatrati. Zainteresirani
citatel) to moze pogledati u vise knjiga iz podru¢ja numericke analize spomenutih
u Primjedbe 4.8, str. 87 ili u popisu referenci na kraju teksta.

Primjedba 4.7 Vrlo vazno mjesto medu metodama za rjesavanje sustava neline-
arnth jednadzbit zauzimaju tzv. kvazi-Newtonove metode, koje je uveo BROYDEN
(1961), a koje su nastale kao generalizacija metode sekanti (vidi t.4.53.1, str. 82):

(a) Broydenova metoda
B, (x" —x*) = —f(x"), k=01,...,

gdje su By matrice koje uz dobar izbor pocetne aproksimacije Bg sve vise nalikuju
acobijanu, a izracunavaju se iz rekurzivne formule:
Jacob , k f 1

(yk — Bksk)sg

Biyi =Br + Srosn)

. k=0,1,...,
gdje je
yr = (") — £(x"), sp =x"T —xF
(b) Davidon-Fletcher-Powell (DFP) metoda
xFH =k ka(xk)7 k=0,1,...,

Hiypn=Hi+ Sisk — Hyyry s Hi k=0,1
(Ye,sk) (v, Hiyr)’ D

(c) Broyden-Fletcher-Goldfarb-Schano (BFGS) metoda

xFH =k ka(xk)7 k=0,1,...,

T T T
Hipt = <I_m> H, <1_&> LT
Yk, Sk V&, 8k Vi, 8k
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Primijetimo da je rang(Bx+1 — Bx) = 1. Zbog toga se kaze da je Broydenova metoda
metoda ranga 1. Ako je Jacobijan simetricna matica, bolje je koristiti DFP ili BFGS
metodu, u kojima su korekcije Jacobijana Hy, ranga 2. Moze se pokazati da rekurzivne for-
mule za generiranje korekcija Hy kod DFP i BFGS metode ¢uvaju simetri¢nost i pozitivnu
definitnost korekcije. Vise detalja o ovim metodama moze se naci kod DENNIs (1977).

Zadatak 4.4 Izradite program za rjeSavange sustava nelinearnth jednadzbi nave-
denim metodama i ispitajte ga na sljedecim primjerima

(a) (Dennis, Schnabel (1996))

2(1‘1 -|—:L‘2)2-|—(CL‘1 —1‘2)2 —8=0
527 + (22 —3)> =9 =0

Rjesenje: xt = (1,1)7, x5 = (—1.18347, 1.58684) 7.

(b) (Dennis, Schnabel (1996))
f(z1,22) = (x? 425 -2, 4 ad — 2)T =0

Rjesenje: x* = (1,1)7.

(c¢) (Dennis, Schnabel (1996))
f(z1,22,23) = (xl,xg + w2,e" — I)T =0
(d) Rosenbrock parabolic valey
gard f(z1,22) =0, f(x1,22) = 100(z2 — x?)2 +(1- x1)2
Rjesenje: x* = (1,1)7.

11 R 2
(e) grad f(z1,32,23) = 0, f(z1,22,23) = > (133 exp (—Lt’_—mlL) —yi) )

h x2
=1

gdje su brojevi (¢;,y:), t = 1,...,11 zadani tablicom

ti || tl2 3|45 ]|6|7]|8]9]10]
y: | .001].01].04].12].21] .25 .21|.12.04 | .01 | .001 |

Rjesenje: x* = (4.93,2.62,0.28)7.

Primjedba 4.8 Vise detalja o numerickim metodama za rjesavanje nelinearnih

Jednadzbi moZe se nadi u brognoj literaturi (vidjeti primjerice DEMIDOVICH (1981),

IvANSIC (1998), KUREPA (1990), MATHEWS (1992), SCHWARZ (1986), STOER (1993)
itd.) FORTRAN kodovi mogu se naéi v FORSYTHE (197/) ili PRESs (1992). O rje-

Savanju sustava nelinearnth jednadzbi @ problemima ekstrema funkcija vise varijabli

moZe se nact u DENNIs (1996), DENNIs (1977), FLETCHER (1987), ORTEGA (1970)

itd. Kuvalitetna FORTRAN programska podrska nalazi se u The NAG-Library (vidi

PHILLIPS (1986), KOCKLER (1990)). Naravno, kvalitetan infenjerski "alat” za rjesa-
vanje ovakvih problema je program Mathematica (WOLFRAM (1998)).
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4.5 Zadaci

Zadatak 4.5 Nekom iterativnom metodom rijesite jednadsbu 2> — 22 —2 = 0 s
toénoséu € = 0.5- 1074, t5. na 4 signifikantne decimale.

Rjesenje: 1 & 2.7321, o &~ —0.7321.
Zadatak 4.6 Uz tocnost ¢ = 0.5x 10~ odredite /2 rjesavajuéi jednadibu 2°-2 = 0.
Rjefenje: /2 & 1.259921.

Zadatak 4.7 S toénoséu € = 0.5- 1077 rijesite jednadzbu
a) 23 — 22 -2 =0, b)sine —br+1/2=0.

Rjegenje: a) & ~ 1.7693, b) € &~ 0.12492

Zadatak 4.8 S toénoséu e = 0.5 - 107 odredite sjeciste grafova krivulja zadanih
jednadzbama y = 1/(x — 1) 1 2? —y*> = 1.

Rjesenje: xzp &~ 1.7167, yo ~ 1.3953.
Zadatak 4.9 S toénoséu e = 0.5 - 10~% odredite realne nultoéke polinoma
P(z) = 2° — br* — 423 4 202% — 5z + 25.
Rjesenje: 1 & —2.2361, zo & 2.2361, z3 = b.

Zadatak 4.10 § tocnoiéu ¢ = 0.5 - 10~ odredite nagmanji pozitivni korijen jed-
nadzbe xsinz + 1 = 0.

Rjesenje: = ~s 3.4368.

Zadatak 4.11 Jednadiba 23 — x = 0 ima tri korijena: —1, 0, 1. Ispitajte, prema
kojem korijenu jednadzbe e konvergirati Newtonov iterativni proces (4.18, str.78)
ako se izabere proizvoljna pocetna aproksimacija xg € R?

Zadatak 4.12 Grafickom metodom odredite intervale u kojima funkciga f ima nulto-
¢ke (DAHLQUIST (1972))

a) f(xr) =4sine + 1 — x, b) fle)=1—xz—e"2 ¢) f(z) = (l‘—|—1)
d) f(z) = 2*—423+222 -8, ¢) f(x) =e® + 2% + 2, f) flz)=¢€" 21‘ 2
Rjeenje
a) [, =[-3,-1], b= [-1,1], I3 = [2,3], b) I, = [~.5,.5], ] = [.5, 1],
c) I =10,1], d)y I =[-2,0], I, = [3,4],
e) nema nultocaka f) I =12,4].

Zadatak 4.13 Zadana je funkciya f. Separirajte intervale u kojima se nalaze
njezine nultocke, za svaki od tih intervala odredite broj my iz ocjene (4.3), te
metodom bisekcije ili metodom iteracija s toénoséu e = 0.5 x 10™* odredite nultocke.
Provjert red konvergencije metode racunajudi |eny1|/|en| za svaki n.

a) f(z) = e "sin(Bx +2)+2—1/2 b) f(z) = zth(z) —2? +1
c) f(x)=2?—1+1In(x +1)
d) fz)y =e =05 (z—1)2+1 e)f()—smx—(x—Q)
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RjeZenje:
a) [ =[—1,-04], m ~ 3, #; ~ —0.4498, I, = [0, %], my & 0.49, &2 & 0.2832,
3 [0 75 1] my R 079, T3 ~ 0.9047.
b) I; = [—2, 1], my &= 0.8, 21 & —1.5572, I = [1,2], my ~ 0.8, x5 a2 1.5572.
c) I=1[0,1], my &~ 1, £ ~ 0.6896.
d) I =1[2,3], m1 =~ 1.14, £ ~ 2.4727.
e)

I1=1[2,3], mi ~ 0.5, 21 ~ 2.5879.

Zadatak 4.14 Funkcija f(z) = « + Inx ima jednostruku realnu nultoéku & na
intervalu [.1,1]. Koji od niZe navedenih ilerativnih procesa konvergira prema £?
Zasto ¢

a) Tpyr=—1Inz, b)rpp=e " c)rpp =1 5(Tn +e7%m)

Zadatak 4.15 Neka je ¢ : I = [a,b] — R neprekidno derivabilna funkcija, a jed-
nadzba © = ¢(x) neka ima jedinstveno rjesenje na I. Za proizvoljno izabrani g € 1
graficki prikazite dobivanje prve tri aproksimacije pomoéu metode iteracija, ako je

a) <)<, ze€l b)0>¢(x)>—-1,z€el

e)'(e) >1,z€el d) ') < =1,z €l
Zadatak 4.16 Neka funkcija f : I — R ima neprekidnu drugu derivaciju na inter-
valu I = [a,b] ¢ neka u tom intervalu jednadzba f(x) = 0 ima jedinstveno rjesenje
&. Neka je nadalje, f(a)- f(b) <0, a prva (f') i druga (f") derivacija funkcije f na
wintervalu I imaju stalan predznak. Za izabrani xg € 1 graficke prikazite dobivanje
prue tri aproksimacije za sve celiri kombinacije predznaka prve (f') @ druge (")
derivacija funkcyje f:

a) kod Newtonove metode tangenti, b) kod metode sekanti,

¢) kod metode krivih poloZaja (regula falsi).

Zadatak 4.17 Rjesenje jednadibe x — aj/x, a > 0 je £ = ++/a. PokaZite da niz
tpy1 =a/en, n=0,1,... (formula (4.8) za funkciju p(x) = a/x ) nije konvergentan
nt za jedan izbor zg € R.

Zadatak 4.18 Rekurzivnom formulom zadan je niz (formula (4.18) za funkciju
flz)=2%—a
l‘n+1:%(l‘n+%), a>0, zg>a, n=01,...

Bez pozivanja na Teorem 4.2 dokazZite konvergenciju ovog niza te odredite granicénu
vrigednost.

Uputa: Treba pokazati da je niz monotono padajuéi i ogranicen odozdo.

Zadatak 4.19 Slicno kao u Primgeru .7, str. 76 definirajte i analizirajte iterativne
postupke za rje§avanje jednadzbe:

a) f(x) = l‘ —a, a € R (tredi korijen realnog broja a),
b) f(z) =% —a, a>0, k €N (k-ti korijen pozitivnog broja a).
Uputa: Koristite formulu ({.18), str. 78.

Rjesenje: a) 41 = £(22n + %); b) 241 = £((k — Dan + 7).

n
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Zadatak 4.20 Realn: korijen jednadibe x> —x —4 = 0 je 2o = {/2+ %\/321 +

o2 — %\/321. Izracunajte g s toénoséu na 4 decimale iz ove formule, te takoder

koristenjem Newtonove metode za xy = 2.
Rjesenje: zy = 1.7963.

Zadatak 4.21 Za Primger.10, str. 82 odredite visine svth nivoa nafte koji odgo-
varaju koliginama 2%, 4%, 6%, ..., 100%. Izradite odgovarajuéu tablicu.

Zadatak 4.22 Ako su u Primjeru 4.10, str. 82 poznate visine h razine nafte, 1zrazite
odgovarajuéi volumen nafte kao funkciju od v, l, h. Za zadane visine razine nafte
h: 2,4,...,100cm zracunajte odgovarajuce kolicine nafte. Izradite odgovarajucu
tablicu.

Uputa: Uvrstavajuéi (**) u (*) dobivamo V' kao funkciju od h.

Zadatak 4.23 Slicno kao u Primjeru .11, str. 83 wzvedite jednadzbe gibanja bali-
stickog projektila uz dodatnu pretpostavku da je otpor zraka proporcionalan brzini
projektila (konstantu proporcionalnosti oznacimo s ¢). Izraéunagjte vrijeme leta T
i domet X projektila ako je: o = 45°, vy = 226.3ms™ !, ¢ = 10. Nacrtajte graf
odgovarajuée balisticke krivulje.

Rjesenje: 7'~ 8.7s5, X A2 929 m,

2 =cvgcosa - (1—e ), y=(cvosina + gc?) - (1 —e ) — get.

Zadatak 4.24 Ako je zadana pocetna brzina vy balistickog projektila iz Primjera §.11,-
str. 83, pronadite uvjet kojega moraju ispunjavatt koordinate xy 1 yo tocke T da bi
se balistickim projektilom mogla pogoditi tocka T

Rjesenje: 4h? > 4hyo + z2.

Zadatak 4.25 Kada ée jednadzba (*) iz Primjera .11, str. 83 imati jedno, a kada
dva rjesenja?

Rjegenje: Jednadiba (*) imat ¢e jedno rjesenje ako je yo < o.

Zadatak 4.26 Izradite program koj ée lokalizirati nultocku neke funkcije f, a za-
tim primjenom metode biskecije (str. 71) utvrditi dovoljno mali (zadane duljine €)
wnterval u kome se nalazi nultocka.

Zadatak 4.27 Provjerite da jednadzba: x — 2sinxz = 0 wma tri realne nultocke:
& =0, & € [5,2], & € [-2,=F]. Pokazite da za proizvoljni xo € [5,2] niz
defintran rekurzivnom formulom

Zp41 = 2sinzg, k=0,1,...
konvergira prema &5. Za koje xy e Newtonova metoda konvergirati prema &5 9
Usporedite red konvergencije navedenth metoda. Izradite odgovarajuée programe.

Zadatak 4.28 Moze li se Newtonova metoda primuyeniti za rjesavanje jednadzbe
f(x) =0, ako je:
a) f(x) =2 = 14x +50; b) flx) =23 ) flx) = (x = 3)Y? xo=4.
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Zadatak 4.29 PokazZite da Newtonov iterativni postupak konvergira prema jedin-
stvenom rjesenju jednadsbe €?® + 3x + 2 = 0 za proizvoljni xq.

Zadatak 4.30 Moze se pokazati da Newtonova metoda itma kvadratnu brzinu kon-
vergencije u jednostrukoj, a linearnu u dvostrukoj nultocki (vidi primjerice MATH-
EWS (1992)). Ustanovite to na primjeru funkcije f(x) = 2 — 32 +2 (£ = =2 je
jednostruka, a &2 = 1 dvostruka nultocka).

Uputa: U iterativhom procesu za svaki n racunajte |e,y1]/len|? za & = —2,
odnosno |e,41]/len] za & = 1.

Zadatak 4.31 Newtonov iterativni postupak (4.18) ima linearnu brzinu konvergen-
cije ako je & dvostruka nultocka funkeije f. PokaZi da tada niz definiran s

fan)
F'(zn)’

konvergira prema & kvadratnom brzinom konvergencije. Provjerite to na primjeru
Junkcije f(x) = a3 — 32 + 2, kojoj je € = 1 dvostruka nultocka.

Tpgl =Ty — 2 n=20,1,...

Zadatak 4.32 PokaZite da niz definiran Newtonovim iterativnim postupkom:

a) konvergira za f(x) = e** 4+ 3z + 2 i za proizvoljni xo;

b) divergira za f(z) = x -7 i 2o =2;

¢) ne konvergira prema rjesenju, a élanovi niza se ponavljaju skoro ciklicki (xpyq &
g, k= 0,1,...) za f(x) = 23 — 2 — 3 i xg = —3; ako izaberemo xy = 2, niz
konvergira rjesenju & = 1.671699881;

d) divergira u Sirem smislu za f(x) = arctge i xg = 1.45; ako izaberemo xq = 0.5,
niz konvergira prema rjesenju £ = 0.

Objasnite nastale fenomene i nacrtajte odgovarajuce slike.

Zadatak 4.33 Lokalni minimum neprekidne dovolyno "glatke” funkcije f moze se
traziti Newtonovim tterativnim postupkom

l‘k+1 =T — [f”(l‘k)]_lf/(l‘k), k’ = 0, 1, e

za povolyno odabrani xg. Izradite odgovarajuéi program i ispitajte ga na primjeru
Junkcije f(x) = a3 — 22 — 5, koja postize minimum u tocki 0.8165.

Zadatak 4.34 U Dodatku je priloZen program za traZenje lokalnog minimuma funk-
cije F'. Na pocetku programa unost se analiticki izraz minimizirajuée funkcije,
ucitavaju se granice intervala [XA, XB] u kome je lokaliziran minimum i Zeljena
tocnost aproksimacije EPS. Program je napisan prema ideji izloZenoj u knjizi (vidi

takoder FORSYTHE (1974)):

R. P. BRENT, Algorithms for minimization without derwatives, Englewood Cliffs,
N.J., Prentice-Hall, 1973.

Proces minimizacige obavlja se kombinacijom metode zlatnog reza i sukcesivne para-
bolicke aproksimacije minimizirajuée funkcige. Na poéetku programa ispituje se rela-
tivna preciznost racunala (velicina PREC). Ispitajte navedeni program na nekoliko
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primgera, te rezultate komparirajte s metodom navedenom u Zadatku 4.33. Primi-
getite da navedena metoda ne zahtigeva ni prou nt drugu dertvaciju minimizirajude
funkecuge.

Zadatak 4.35 Nultocku funkcije g na separairanom intervalu [a,b] moze se traZili
i tako da na tom intervalu minimiziramo funkciju f(z) = g*(z). Primjenom pro-
grama za jednodimenzionalnu minimizaciju iz Dodatka rijesite neke od prethodno
navedenth jednadzbi.
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5. Aproksimacija funkcija

U t.2, str. 16 opisan je problem wnterpolacije funkcije. Zadanu funkciju f zamije-
nili smo polinomom P (kao funkcijom ¢ije se vrijednosti lako izra¢unavaju), tako
da se funkcija f i polinom P podudaraju u zadanim tockama (Gvorovima inter-
polacije). Sada bismo Zzeljeli istu funkciju f aproksimirati nekom jednostavnom —
lako 1zrac¢unljivom — funkcijom f*, koja ée danu funkciju f “dobro predstavijati”
u ¢itavom podruéju definicije. Pri tome éemo kvalitetu aproksimacije f* mjeriti
“udaljenoséu” funkcije f od njene aproksimacije f*

dif, 7y =5 =11,

gdje je norma || - || najéesée zadana s
b 1/p
1l = (Jy w(@)l@)Pde) " (L, norma , p > 1),
[|£leo = max, |f(2)|w(x) ( Cebisevljeva Lo, norma),
gdje je w(z) > 0 tzv. tezinska funkcija.

Primjedba 5.1 Primijetite da od svih navedenih normi jedino za Lo-normu moZemo
defintratt skalarni produkt

b
(1.9) = [ wl@)fle)gla)de 6.1)
tako da je ||f||3 = (f, f). Ako je w(x) =1, onda da(f, [*) = ||f — [*||2 predstavlja
pribliznu povrSinu izmedu grafova funkcija f @ f*.

Ako je P C Clap) normirani potprostor nekih jednostavnih funkcija (prim-
jerice polinoma), onda kazemo da je f* € P najbolja aproksimacija funkcije f na
potprostoru P ako vrijedi

1F=F N <||f—ul| zasveueP

pa

Slikab.1. Najbolja aproksimacija
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Geometrijski gledano, f* treba biti ortogonalna projekcija vektora f na pot-
prostor P (Slika 5.1). Ujedno to znaci da je f — f* okomit na P, tj. da vrijedi

(f—f"u)=0zasveueP. (5.2)

Motze se pokazati da ako je P konaéno dimenzionalni normirani vektorski potprostor,
onda za svaku funkciju f € Cl,p) postoji (barem jedna) najbolja aproksimacija
frep.

Posebno éemo razmotriti problem najbolje Ls 1 najbolje L., aproksimacije

funkcije f definirane na intervalu [a, b] ili samo na kona¢nom skupu tocaka iz tog
intervala.

5.1 Najbolja L, aproksimacija

Pretpostavimo da je f € Cl, ) i da je na [a, b] definiran skalarni produkt (5.1)
i odgovarajuca inducirana norma. Neka je nadalje ¢g,¥1,...,9¢n € Clqp sustav
linearno nezavisnih funkcija. Promatramo problem aproksimacije funkcije f na
potprostoru L(pg, ¢1,...,¢n):

= da li postoji a* € R"*!, takav da bude F(a*) = miI}r F(a), gdje je
aeRn+1

2 b

:/w(x) (Zai%(l‘)—f(l‘)) de?  (5.3)

i=0

n

D aipi— T

i=0

Fla)=

a
NuZan uvjet egzistencije vektora a* € R"*! je grad F'(a*) = 0, tj.

+ -+ (po, n)a
+ -+ (p1,0n)a

(0, po)ad + (po, p1)a

(p1,00)a5 + (91, 91)a = (p1.f) (5.4)

(gpn, QDO)GS + (Qpna gpl)aT +ot (Spna Spn)arz = (Qpna f)

Sustav (5.4) nazivamo sustav normalnih jednadzbi. Matrica ovog sustava je tzv.
Gramova matrica linearno nezavisnih funkcija ¢g, @1, ..., ¢n, pa je kao takva poz-
itivno definitna (vidi primjerice KUREPA (1981)). Istovremeno ta matrica pred-
stavlja i Hessijan funkcije F. Dakle, funkcija F na skupu R*t! postize jedin-
stveni globalni minimum a*, koji mozemo dobiti rjesavanjem sustava (5.4). Naj-
bolja aproksimacija f* funkcije f na potprostoru L(po, 1, ..., ¢n) je prema tome
J"=ajpo+aier + -+ ajen.

Primjer 5.1 Treba pronaéi najbolju Lo aproksimaciju funkcije f(x) = e** ako je
z € [0, 1] na potprostoru svih polinoma stupnja <1 (uzw(zx) =1).

Aproksimaciju f* trazit ¢emo u obliku

T = aoo + a1, go,'(x):xi,izo,l.
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Lako se vidi da su u ovom slucaju koeficijenti matrice sustava (5.4) zadani s

1 1
; 1
i = iz r)dr = Ve = ——— §,;=0,1,
(o= [ e = [ i
a vektor slobodnih koeficijenata
2 2 T
-1 1
ol 1Y) (310453, 2.00726)7.
2 4
Rjesenje sustava (5.4) je ag = 0.194528, ai = 6.0.
a) grafovi funkcija f i f* b) E(z) = f(z) — f*(x)
64 : 1 /
0.5+
0.2 »d_0.608 1
—0.5 1
5 — 1t
0.2 04 06 08 1

Slika5.2 Aproksimacija funkcije f(x) = **

Na Slici 5.2 prikazani su grafovi funkcija f i f*, te graf funkcije pogreske E(z) =
fl@) = f*(=).

Primijetite da je matrica sustava u ovom primjeru poznata Hilbertova matrica.
Ona se u literaturi obi¢no uzima kao primjer lose uvjetovane matrice. Primjerice,
za n = 10, uvjetovanost Hilbertove matrice je 2 x 107. Zato je trazenje najbolje Lo
aproksimacije rjeSavanjem sustava (5.4) éesto puta nepouzdano.

Ako bi funkceije g, 1, . . ., n Cinile ortogonalan sustav funkcija, tj. ako bi bilo

(i) =0,i#j i |lgil| #0zasvei=0,1,...,n,

onda bi matrica sustava (5.4) bila dijagonalna, a rjedenje bi mogli eksplicitno zapisati

a;:M,i:o,l,...,n. (5.5)
(Sﬁmﬁi)

Primjer 5.2 Lako se moze pokazati (vidi primjerice KUREPA (1977)) da sustav
funkcija

1,sinz,cosz,...,sinne,cosnr,

¢int ortogonalan sustav funkcija na Ci_r ) uz w(x) =1 i da je

1] = V2r, ||sinkz||=||coskz||=+m, k=1,...n.



96 5.1 Najbolja L, aproksimacija

Zadatak 5.1 PokaZite da je sustav funkcija o;(x) = cosix, 1 =10,1,...,n, ortogo-
nalan na [0, 7] uz w(z) =1 i da je

™ .
llpoll = V7, lwill = ﬁ, 1=1,...n.

Zadatak 5.2 PokaZite da je sustav funkcija ¢;(x) = cosiz, i = 0,1,...,n, defini-

ran na D = {xZ = 221—11% : i:O,l,...,n} C [0, 7] ¢ini ortogonalan sustav sa

skalarnim produktom

i da je ||pol| = v+ 1, ||g0i||:,/"2i, i=1,...n.

Primjedba 5.2 Ako su f,g ortogonalne funkcije, onda za njih vrijedi Pitagorin
teorem

1S+ gl = 117117 + gl (5.6)
Opéenitije, za ortogonalan sustav g, 1, ..., ey vrigedi
n 2 n
D aiwi|| =) alllgll”
1=0 =0

Nadalje, kako je f — f* okomit na L(pg, @1, ..., ¢n) 1 kako je f* = > afp;, onda
=0
je (f =, f*) =0 iz éega slijedi

n

17 =712 = AP =102 = WP = D (ad)? el (5.7)

i=0
Iz (5.7) izravno slijedi poznata Besselova nejednakost

n

> (@)?llesl* < 1P (5.8)

i=0
Primjedba 5.3 Buduéi da je sustav funkcija iz Primjerab.2, str. 95, ortogonalan
za svakt n € N, moZemo promatrati 1 beskonaéni ortogonalni sustav funkeija

1,sinx,cosz,...,sinne,cosnx,. ..,
1 neku funkciju f pokusati prikazatt pomodu sume reda
a (o]
N ;
Flz) = 5 —|—l;ak coskx + by sin kx, (5.9)

gdje je prema (5.5)

w=1 [ s@dr a=1[ J@eoskeds b=1 [ f@sinkeds
(5.10)

-7 -7
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Red (5.9) nazivamo Fourierov red, a brojeve ag, a1, by, ... Fourierovi koeficijenti funk-
cije f. Kada ée red (5.9) za neki xq biti konvergentan i da li ée u tom slucaju biti
F(xo) = f(wo) odredeno je Dirichletovim teoremom (vidi primjerice KUREPA (1977)).

5.1.1 Ortogonalni polinomi

Pretpostavimo da je na Cf, ) definiran skalarni produkt (5.1) s tezinskom
funkcijom w. Neka je L(go,¢1,...,¢n) potprostor razapet linearno nezavisnim
funkcijama g, ¢1,...,¢,. U tom potprostoru definirat ¢emo novu ortogonalnu
bazu g, 1, ..., ¥, (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije):

1/)0 = Yo,
b= e R,
: (5.11)
n—1
— _ CIRTI
Yo = a2 G Vi
Bududi da je 9y linearna kombinacija vektora ¢g, @1, . .., ¢, zasvakik =0,1,...,n,
vrijedi L{po, 1, -+, ¢n) = L(%o, ¥1, ..., ¢¥yn). Zato najbolju aproksimaciju funkcije
f mozemo traziti kao linearnu kombinaciju ortogonalnih funkcija ¢g, ¢¥1, ..., ¢¥,.

Primjer 5.3 Neka je (-, -) skalarni produkt definiran na Cj_q 1) uzw(x) = 1. Sustav
funkeija p;(z) = 2', i =0,1,...,5 ortogonalizirat éemo prema Gram-Schmidtovom
postupku (5.11).

Nize navedenim Mathematica-programom dobivamo

Z/’0(5‘3):1 1/11(13)213

Ys(z) =2 — Zo, u(z) =a" — & + 5 ¢s(e) =2° — P’ + Fo.

ot

(*# Gram - Schmidtov postupak ortogonalizacije *)
fili_, x_]:= x~(i-1);
om[t_J:=1; a=-1; b=1; n=6;
Dol
psili,t] = fi[i, t] -
Sum[Integratelom[t] fili,t] psilj,t],{t,a,b}] psilj,t]1/
Integratelom[t] psilj,t]1"2, {t,a,b}], {j,i-1}1;
,{i,n}]
ortpol = Table[{i-1, Simplify[psili,t11}, {i,n}];
Print [TableForm[ortpol] ]

Polinomi (5.12) se do na konstantu podudaraju s poznatim Laguerreovim poli-
nomima, koji se obi¢no definiraju kao

1 4

- 2nn! dzm

P,(z) [(z?=1)"], neN. (5.13)
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Zadatak 5.3 PokaZite da za Legendreove polinome (5.13) vrijedi

a) Svogstvo ortogonalnosti

! 0, m#£n
P () P () div = 2 m=n, mn=0701
-1 n+1° ) ) g Ly ee

b) Legendreov polinom Pp, n > 1, uintervalu (—1, 1) ima n jednostrukih nultoéaka

Uputa: primietite da je (z? — 1)/x:_1 . = 0 ¢ korustite Rolleov teorem.
c) Po(e)=1, Pi(x) ==, a zan=1,2,... vrijedi rekurzivna formula:
2n+1 n
P, = P, - P, _ .
wlw) = —raba(e) = Paa (2)

Primjedba 5.4 Uz pretpostavku da je poznat ortogonalan sustav g, 1, ..., ¥, na
intervalu [—1, 1], jednostavnom transformacijom

2x a+b
b—a b-—a’

v [a,b] — [-1,1], y(x) = (5.14)

moZemo dobiti sustav funkcija
bi(z) =¥ (v(x)),i=0,1,...,n,
koji je ortogonalan na [a,b].

Zadatak 5.4 Koristeéi Legendreove polinome odrediti najbolju Lo aproksimaciju
Junkcije f(x) = e** 2 € [0,1] na potprostoru polinoma stupnja < 1. Rezultate us-
poredite s Primjeromb.1.

Uputa: Koristeci transformaciju (5.14) na Legendreovim polinomima Py @ Py dobi-
vamo: Po(x) = 1, ¥1(x) = 22 — 1, pa je f* = af -1+ ai(2¢ — 1), gdje se af i aF
racunagu prema (5.5).

5.1.2 Cebisevljevi polinomi
Sustav ortogonalnih polinoma na [—1, 1] s tezinskom funkcijom w(z) = \/%—ﬁ
nazivaju se CebiZevljevi polinomi'. Mogu se definirati pomoéu eksplicitne formule
To(x) = cos(narccosz), n=0,1,.... (5.15)
Koristenjem jednostavne relacije
cos(n+ 1)p + cos(n — 1) = 2cospcosny, n €N,

induktivno zakljuéujemo da su 7}, polinomi stupnja n. Nadalje, koristeéi supstitu-
ciju ¢ = arccos z, dobivamo

1 0 kg
dx 1 T
T( )5 (x) —m—— = cos i cos jo d :—/ cosipcos jodp = —d;;.
/_1 ()]() T2 /77 ¥ Jy ap 2] ¥ Jy ap o %1

1Oznaka polinoma “T” dolazi od engleske transkripcije prezimena CebiSev: Tchebycheff
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odakle neposredno slijedi ortogonalnost Cebisevljevih polinoma (vidi Primger5.2,

str. 95)

11 1
"i |
0.5+ 051
—1| |-o05 0.5 ' —1 0.5 0. 1
o541 b5t
-1 17

Slika 5.3 Cebisevljevi polinomi T i Ths
Cebigevljevi polinomi imaju sljedeéa svojstva:
a) |[Th(®)| <1, ze[-1,1], n=01,..

b) Cebisevljev polinom 7, ima na intervalu [—1, 1] n razli¢itih nultocaka

2k — 1
xk:cos< E),k:l,...,n;

n 2
¢) Cebisevljev polinom T, na intervalu [—1,1] ima n + 1 razlicitih tocaka

k
E’k:cos—ﬂ-,k’:O,l,...,n,
n

u kojima naizmjeni¢no postize globalne minimume 1 maksimume;

d) To(x) =1, Ti(x) =z, azan=1,2, ... vrijedi rekurzivna formula:

Tog1(x) = 22T, (2) — Tho1(x), n=1,2,....
Zadatak 5.5 Izracunajte ||T,]|, n = 0,1,..., te odgovarajuie koeficijente af, k =
0,1,..., nagbolye Lo aproksimacije funkecije.

Rezultat: ||Ty|| = /7, ||Tk]l = /5, k = 0,1,..., af = %foﬂ flp)coskpdp, k =
0,1,...

Zadatak 5.6 Nultocke, kao i tocke u kojima Cebisevljev polinom naizmjeniéno
postize globalne minimume i makstmume nisu jednoliko razmjestene na intervalu
[-1,1]. One su gusée rasporedene pri rubovima intervala, a rjede oko sredisia.
Oznacite tocke xy, &, k = 0,1,...,n za n = 10, tako da na trigonometriyskoj

. o . . . .- . . . . . . 2k—1 -k _
é}mlzzmcz nagprije oznacite tocke koje odgovaraju realpim brojevima =—=7% 1 =% k =
N T
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5.2 Najbolja L. aproksimacija

Pretpostavimo da je f € Cla 5 1 da je @o,%1,...,¢, dani sustav funkcija.

Trazimo vektor parametara a* = (aj, ..., a’)? € R"*! koji ée minimizirati funkciju
n n

Flag,...,an) = Z;aigoi—f :arélggb Z;aigoi(x) — f(z)]. (5.16)
1= ') 1=

n
Funkcija f* = >~ af; je najbolja Lo, aproksimacijafunkcije f na L(po, @1, ..., ¢n).
i=0
Mi ¢emo se zadrzati u okvirima jednog specijalnog slucaja: trazit ¢emo na-
jbolju L, aproksimaciju funkcije f na prostoru polinoma stupnja < n, tj. na pros-
toru razapetom funkcijama ¢; () = 2", i =0,1,...,n.

Primjer 5.4 Za danu funkciju f(z) = 22,

z € [—1,1] treba pronadi najbolju L,
aproksimaciju na prostoru polinoma stupnja < 1.

Treba pronadi parametre ag, af € R, tako da bude F(ag,a1) = max |22 — (a0 + a12)]
—1<z<L1

minimalno. Buduéi da funkcija F nije derivabilna na [—1, 1], ne moZemo upotrijebiti svoje
predznanje o istrazivanju ekstrema derivabilnih funkcija.

e

L

4
I
I
I
I
I
I
:
-1 0 1

Slika5.4 Linearna Lo, aproksimacija kvdratne funkcije f(z) = z?

Pokazat ¢e se (vidi Teoremn 5.1) da se najbolja aproksimacija dobije za ag = %, ai =0,
tj. da je najbolja Lo aproksimacija kvadratne funkcije f(x) = 2? u klasi linearnih funkcija,
funkcija f*(z) = % Primijetite (vidi Sltku5.4) da su u tom slucaju maksimalna odstupanja

1

u totkama —1,0,1 po apsolutnoj vrijednosti jednaka 3, a da po predznaku alterniraju.

Pokusajmo rijesiti opéenitiji problem:

za funkciju f(x) = 2", € [—1,1] treba pronaéi najbolju L
aproksimaciju na prostoru P,_; polinoma stupnja <n —1.
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Odgovor ¢ée dati sljedeci teorem.

Teorem 5.1 Izmedu svih normiranih polinoma®stupnja < n polinom
2177y gdje je Ty, n-ti Cebisevljev polinom, ima najmanju L., normu
na intervalu [—1,1], koja 1znosi 217",

Dokaz. Uodimo najprije da je koeficijent uz najvisu potenciju Cebisevljevog poli-
noma T, jednak 277! (uspredi svojstvo d) Cebigevljevog polinoma, str. 99). Zato je poli-
nom 2'7"7,, normiran i vrijedi: |2 77T, (x)| < 27" (svojstvo a), str.99). Pretpostavimo
sada da postoji neki drugi mormirani polinom p,, takav da je |pn(2)] < 2'7" za sve
x € [—1,1]. Neka su nadalje, &,¢&1,...,&, tocke u kojima Cebigevljev polinom T}, prima
ekstremne vrijednosti —1ili 1 (vidi £.5.1.2, str.98). Tada vrijedi

pnl&) < 21T, (&) =2'"
() > 27T (&) =-2'""
pn(&) < 2" (&) =2""" itd.

To bi znadilo da “polinom geske” E(x) := pn(x) — 2! ~"Ty(2), n puta mijenja predznak na
intervalu [—1,1]. To medutim nije moguce jer je E polinom stupnja (n — 1) (polinomi p,
i 2'7"T., su normirani D O

Ovo vaino svojstvo Cebisevljevih polinoma veé smo iskoristili u ¢.2.1.3 pri-
likom optimalnog izbora évorova interpolacije funkcije (str.24). Sada se takoder
vidi i zasto je rjeSenje zadatka u Primjeru 5.4 bila bas funkcija  + 1. Naime

2 bl
prema upravo dokazanom teoremu, vrijedi

. 1
min [|2* — (a0 + a12)l[ec = [|5b]lec,

gdje je To(z) = 222 — 1.

Zadatak 5.7 Odredite najbolju Lo, aproksimaciju funkcije f(x) = o™, x € [—1,1]
na prostoru polinoma stupnja <n — 1.

Odgovor: Prema Teoremu 5.1 najbolja aproksimacija je funkcija f*(z) = 2™ — 27" T, ().

?Kazemo da je polinom normiran ako mu je koeficijent uz najvigu potenciju jednak 1
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Prethodne tvrdnje mogu se generalizirati kroz sljedeéi vazni teorem.

Teorem 5.2 (de la Vallée Poussin) Neka je f € Cqp). Polinom p*
stupnja < n je najbolja L., aproksimacija funkcije [ na [a,b] onda i
samo onda ako postoje barem n + 2 tocke,

a<ryg<r < <1 <b

u kojima funkeija pogreske B = p}, — f prima maksimalne vrijednosti s
alternirajuéim predznakom, tj.

Zadatak 5.8 Primjenom de la Vallée Poussin teorema odredite nagbolju L, aproksi-
macija funkcije f(x) =sinz na [0, 5] u klasi polinoma prvog stupnja.

Rjesenje: pi(z) = 0.105 + 2Tr—t
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6. Problemi najmanjih kvadrata

Problem najbolje Ls-aproksimacije funkcije koja je zadana na konac¢nom skupu
to¢aka obi¢no se u literaturi naziva problem najmanjih kvadrata®.

Najprije ¢emo na nekoliko tipi¢nih primjera pokazati neke probleme iz prim-
jena, koji se rjesavaju metodom najmanjih kvadrata. Jos neke druge primjene mogu
se vidjeti u SorTovski (1993).

Primjer 6.1 Pretpostavimo da su yi,y, ..., Yym rezultati mjerenja neke velicine
A. Treba odrediti aproksimaciju o velicine A tako da sve izmgerene vrijednosti
Y1, Y2, - -, Ym budu "sto blize” aproksimaciji o*

n Y2 Y3 a’* Ym

Slika6.1. Aritmeticka sredina podataka

Pri tome pojam ”§to blize” shva¢amo u smislu zahtjeva da suma kvadrata
odstupanja svih mjerenja od aproksimacije o bude minimalna, tj. da bude

m

Fy(a) :Z(a—yi)z — min. (%)

i=1

Ovaj princip nazivamo princip najmanjih kvadrata ili ceS¢e metoda najmanjih
kvadrata, a problem odredivanja aproksimacije a® na osnovi principa najmanjih
kvadrata, nazivamo problem najmanjih kvadrata. Problem najmanjih kvadrata je
specijalni problem ekstrema bez ogranic¢enja. Lako se vidi da je rjeSenje problema
(%) aritmeticka sredina podataka

1 m
a” = EZ;‘%
1=

I Princip najmanjih kvadrata postavio je Carl Friedrich Gauss 1795. godine prilikom izuéavanja
kretanja nebeskih tijela, $to je objavio 1809 godine u radu “Teoria Motus Corporum Coelestium in
Sectionibus Conicis Solem Ambientium”, (Perthes and Besser, Hamburg). Treba takoder reéi da
je francuski matematicar Legendre 1805. prvi publicirao algebarsku proceduru metode najmanjih
kvadrata
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Dakle, aritmeticka sredina mjerenja y1, .. ., ¥, je takva velicina koja ima svo-
jstvo da je suma kvadrata odstupanja te veli¢ine od mjerenja yq, ..., ¥, najmanja.

Primjer 6.2 Zadan: su podaci

| -4 —2 2 4
vi| 8 6 3 5

Treba pronadi linearnu funkeiju f(x) = a1+ asx tako da njezin graf prolazi sto blize
danim tockama T (x5, y;), 1 = 1,2,3,4 (vidi Sliku6.2.a).

Jasno je da bl nam veé prve dvije tocke 71 1 T2 bile dovoljne za odredivanje traZene
funkcije. Al §to je onda s preostalim tockama — podacima? Zato ¢emo pokusati parametre
ai, az, odrediti tako da bude

yi = a1 + a2z, i=1,..,4, (*)
pri ¢emu ¢e nam “a” u (*) znaciti minimalno kvadratno odstupanje. Drugim rije¢ima,
definirat ¢emo odstupanja
ri =a; +axzi —y;, t=1,..,4

1 pokusati rijesiti problem ekstrema

n n

F(ai,az) = Z(al 4+ asx; — y,')2 = Z r? = ||I'||§ — min, ()

=1 =1
gdje je r vektor s komponentama r;. Odgovarajuéi problem (#*) takoder je jedan problem
najmanjih kvadrata.
Primjedba 6.1 Problem (x%) cesto zovemo i problem diskretne Lo aproksimacije.
Problem bismo mogli postaviti i tako da umjesto (xx) promatramo problem

n

Fi(a1,as) = ) |a1 + ase; — yi| = [|r][y — min, (3 %)
i=1
i
Feolar,az) = _max lar + asa; — yi| = ||r||eo — min. (% * k)

=1,..,

Problem (% % x) naziva se problem najbolje Ly aproksimacije, a problem (¥ % xx)
problem najbolje L., aproksimacije. Ocem L1 aproksimacija smatra se hrvatski
znanstvenik R. Boskovié, a ocem Lo, aproksimacija ruski matematicar P. L. Cebisev.
Inace funkcije Fy i@ Fs nisu derivabilne, pa su zato problemi (% % %) i (% xx) znatno
slozenigi 1 zbog toga th necemo dalje promatrati. Vise o L1 1 Ly, aproksimacijama

moZe se vidjeti kod RICE (1964,1969).
Primjer 6.3 Promatramo sustav lincarnih jednadzbi Ja =y, gdje je
1 —4 8
1
J= 1
1

[
NN
o
I

| — |
Qo
[
—_
R
I
ot s o
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Ovaj sustav nije rjesiv jer vektor y ne lezi u potprostoru L(ji,Jjz2), gdje su ji,j2
stupci matrice J. Kazemo da se radi o preodredenom sustavu. Potrazit ¢emo najbolju Lo
aproksimaciju vektora y u potprostoru L(ji,j2), tj. potrazit ¢emo parametre ai,asz, tako

da bude

n
F(ay,az) = ||Ja — y||§ = Z(al 4+ asx; — y,')2 — min.
i=1
Primijetite da ¢e za optimalne vrijednosti parametara a; = 5.5, az = —0.45 suma kvadrata
odstupanja lijevih od desnih strana jednadzbi biti minimalna. I u ovom slucaju radi se o
jednom problemu najmanjih kvadrata.

Iz navedenog primjera jasno je da 1 problemu rjeSavanja sustava linearnih
jednadzbi takoder mozemo pristupiti kao jednom problemu najmanjih kvadrata.

y I

*
41 I Iy

—4 —2 0 2 4 L2

Slika 6.2.a) Linearna regresija Slika6.2.b) Elektricna mreza

Primjer 6.4 U elektriénoj mrezi bez izvora, sastavljenoj od otpora Ry, struje Iy
wzracunavaju se pomocu Kirchhoffovih zakona:
“Pravilo &vora”: Za svaki ¢vor mreze vrijedi > I, = 0. Pri tome, dolazeée struje
smatraju se pozitivnim, a odlazeée negat{fvnim;
“Pravilo petlje”: Za svaku zatvorenu petlju (konturu) vrijedi > Uy = > Iy Ry = 0.
k k

Pri tome, ako konturu obilazimo u nekom smjeru, onda se struje u tom smjeru
smatraju pozitivnim, a struje u suprotnom smjeru, negativnim.

Za primjer na Slic16.2.b ¢ zadane otpore Ry, Ry 1 ulaznu struju Iy treba izracunati
struge Iy ¢ Is. Imamo

Io —11 —12 = 0
Iy +I +15 =
LR +LRy =

Na taj nacin obi¢no dobivamo vide jednadzbi nego nepoznanica, a zbog prisutnosti
pogresaka u mjerenjima, takav sustav je Cesto preodreden i nema rjeSenje, pa se obicno
zadovoljavamo najboljom L, aproksimacijom rjesenja.

Primjer 6.5 SOS - poziv u pomoé s nekog broda primiljen je na m (m > 2) radio
stanica. Poznate su koordinate polozaja tih radiostanica: S;(x;,yi),i = 1,...,m,
kao i kutevi: oy, ¢ = 1,...,m, pod kojima su stanice primile poziv s broda (vidi
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Sliku6.3.) Treba odrediti koordinate x, y poloZaja broda koji $alje poziv u pomol.
Zbog jednostavnosti necemo uzimati u obzir zakrivljenost Zemljine povrsine.

Ocigledno vrijedi

a; = arctg <u>, i=1,...,m. (*)

r—x;

Kada bi svi izmjereni kutevi bili potpuno to¢ni, sustav (*) imao bi jedinstveno
rjeSenje (z,y). Bududi da se to u praksi ne moze oCekivati, onda éemo rjeSenje sustava (*)
potraziti u smislu najmanjih kvadrata

m . 2
F(z,y) = Z [arctg <%> — oz,':| — min.
=1 '

y Si(e1,91)

Slika 6.3. TraZenje pozicije broda

Pretpostavimo opéenito da zavisna varijabla y ovisi o nezavisnoj varijabli x
po funkcionalnom zakonu
y=f(z;a), a€R”,
gdje je a = (ay,...,a,)T vektor parametar. Osim toga, neka su zadani podaci

(i yi), e=1,...,m, m>n.

Nadalje, neka je r vektor odstupanja (reziduala) s komponentama
ri(a) = f(zi;a) — y;. (6.1)
Treba pronadi tocku a* = (af,...,a) € R"”, u kojoj funkcija F : R® — R, defini-
rana s

F@) =53 ) = gl aer, (62

i=1

N | —

postize globalni minimum.

Funkciju f nazivamo funkcija-model, vektor r vektor odstupanja ili reziduala,
a brojeve aj,...,a}, optimalni parametri. Problem odredivanja optimalnih param-
etara af,...,a’ nazivamo problem najmanjih kvadrata (u daljnjem tekstu: PNK).
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Primjedba 6.2 Ako Zelimo da priikom procjene optimalnih parametara af, . . ., a},
svi podaci budu relativno jednako zastupljeni, onda tma smisla zahtijevati da suma
kvadrata relativnih odstupanja stvarnih od teoretskih vrijednosti bude minimalna.
To znaéi da éemo umjesto minimiziranja funkeije (6.2), minimizirati funkciju

1 = xza — Y :
=5 Z .
Ako uvedemo oznaku p; = yi_z, onda moZemo pisati

sz xla - yz) . (63)

Brojeve p; nazivamo ponderi (ili te¥ine) podataka, a problem minimizacije funkcije
(6.3) je standardni problem najmangih kvadrata za podatke (p;, z;,4;), 1 =1,...,m
1 funkciyu-model f.

Opfenito, teZine (pondere) p; podataka moZemo i drugaéije definirati (vidi
primgjerice SCITOVSKI (1993)). Uvijek su to pozitivni brojevi, pomoéu kojih mozemo
utjecati na doprinos ("tezinu”) pojedinog podatka.

U svrhu analize ekstrema funkcije F' iskoristiti ¢emo njezin specijalni oblik.
Najprije ¢emo izracunati gradijent funkcije F

oOF ory Iry Irm
dar = Maay T2ga T T Tm5a,

oF ary 67‘2 . O
9an — "oa, T 200, T T Tmaa

(22

§to mozemo pisati 1 u matricnom obliku kao

gradF = J7r. (6.4)
gdje je
oF ary Jry
dai daq Dany L]
grad F' = : , J= : : , r=
oF Irm . ar r
danp daq Dany m

Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili jednostavno Jacobijan funkcije F'.

Sli¢no se moze pokazati da Hessijan funkcije F' mozemo pisati

Hpg :JTJ—l—ZI‘ka, (65)
k=1

gdje su Hy matrica reda n s elementima
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Ako zelimo pronaéi kriti¢ne tocke minimizirajuée funkcije (6.1), odnosno (6.3),
potrebno je gradijent funkcije F' izjednaciti s nulom. Tako dobivamo sustav od n
jednadzbi s n nepoznanica ay, ..., ay

m
> riger =0
i=1
Jr=0 il : (6.7)
m
> riges =0
i=1
Ovaj sustav jednadzbi bit ée linearan ako su sve funkcije 7; = 7;(a1, ..., a,) linearne
u svakom od argumenata ai, ..., a,. To ée se dogoditi onda ako je funkcija-model
f linearna u svim parametrima ai,...,a,. Tada govorimo o linearnom problemu

najmanjih kvadrata (LPNK).

U suprotnom, ako je funkcija-model f nelinearna u barem jednom od param-
etara: di,...,ay, govorimo o nelinearnom problemu najmanjih kvadrata (NPNK). U
tom slucaju je (6.7) sustav nelinearnih jednadzbi.

Primijetimo da su Primjeri6.1, 6.2. ¢ 6.3. linearni problemi, a Primjer 6.4.
nelinearni problem najmanjih kvadrata.

6.1 Linearni problemi najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da je funkcija-model f linearna u svim parametrima ay, . . ., a,
1 da je opcenito oblika

flesar, ... an) =arpr() + -+ anpn(z), z€R (6.8)

gdje su ; neprekidne funkcije. Primjerice za polinom-model, funkcije ¢; su poten-
cije: gi(x) =27t [i=1,...,n.

Jacobijeva matrica za funkciju-model (6.8) ne ovisi o a

Hessijan funkcije F' takoder je bitno jednostavniji i takoder ne ovisi o a
Hr =J7J. (6.9)

Vektor odstupanja r s komponentama r; = a1 (2;) + -+ ann(2;) — y; mozemo
pisati

r=Ja—y, (6.10)
gdjejey = (y1,...,ym)?. Traii se a € R" tako da bude

" . . 1 1
Pla) = min Fla),  edjeje F(a) = 5@l = 5lFa=yl*.  (6.11)
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Cesto puta se u literaturi LPNK (6.11) oznacava kao

Ja~y. (6.12)

Primjerice, za podatke i funkciju-model iz Primjera 6.2 imamo: ¢1(x) = 1,
po(2) =,

1 —4
=2 o _[4 0
I=1, 3| HF_JJ_[O4O].
1 4

6.1.1 Rjesavanje LPNK preko sustava normalnih jednadzbi
Kriticne tocke funkcije F' dobit éemo rjesavanjem jednadzbe (6.4)
grad F =JTr = 0. (6.13)

Hessijan Hp ne ovisi o vektoru a i zadan je formulom (6.9). Sljedeéa lema pokazuje
kada ée Hessijan Hp biti pozitivno definitan

Lema 6.1 NekajeJ € R™*" m > n. Matrica JTJ je pozitivno definitna
onda i samo onda ako je J punog ranga po stupcima (rangJ = n).

Dokaz. (Nuznost) Neka je JTJ pozitivno definitna. Pretpostavimo da je rang J < n,
tj. da su stupci od J linearno zavisni. Tada bi za neki ag # 0 imali Ja; = 0, odakle bi
slijedilo al JTJa, = 0, sto bi znacilo da J7J nije pozitivno definitna.

(Dovwoljnost) Pretpostavimo da je rangJ = n, tj. da su stupci od J linearno nezavisni.
Tadazaa#0 = Ja#0,paje

(Hpa,a) = (J"Ja,a) =a’ (J'Ja) = (Ja)" (Ja) = || Ja)* > 0.
O

Dakle, LPNK, za koji je pripadna Jacobijeva matrica punog ranga (8to je u
praksi gotovo uvijek ispunjeno), rjediv je i postoji jedinstveno rjesenje, koje mozemo
dobiti tako da pronademo kriti¢ne tocke funkcije F'. Zato éemo (6.10) uvrstiti (6.13).
Dobivamo jednadzbu

JJa-3"y =0 (6.14)
Lako se vidi da je rjesenje ove jednadzbe

a* =3y, gdjeje It =(JTI)"1I7T.

Jednadzbu (6.14) nazivamo sustav normalnih jednadzbi, a matricu J* pseudoinverzna
matrica ili Moore-Penroseov generalizirani inverz? matrice J.

2Vise o svojstvimai znacenju Moore-Penroseovog generaliziranog inverza moze se vidjeti prim-
Jjerice u GILL (1991), GOLUB (1989) ili LAWsON (1974)
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Primjedba 6.3 U sluc¢aju ako je funkeija-model (6.8) polinom n-tog stupnja, a
broj podataka m jednak (n + 1), rjesavanjem odgovarajuéeg LPNK dobivamo inter-
polacijski polinom.

Primjedba 6.4 Kako je cond (J7J) = cond®(J) (vidi primjerice GILL (1991), ma-
trica JTJ bit ée vrlo lose uvjetovana ako je matrica J lose uvjetovana, a rjesenje
LPNK, dobiveno rjesavanjem sustava normalnih jednadzbi (6.14), bit ée vrlo nepouz-
dano.

Primjer 6.6 Zadano je

1 1 2
J= 10-3 0 , y = 10-3
0 10-3 10-3

Moie se pokazati (vidi Primgjedbu 3.9, str.62) da je cond (J) ~ 1.4 x 10° i da je
rjesenje odgovarajuéeg LPNK a* = (1,1)T uz ||r(a*)|| = 0.
Ako bismo ovaj LPNK rjesavali preko sustava normalnih jednadzbi na racunalu s

1
1

larna. U 7-znamenkasto] floating-point aritmetici rjesenje bi bilo a* = (2.000001, O)T .

6-znamenkastom floating-point aritmetikom, matrica fl(JTJ) = 1 :| bila bi singu-

6.1.2 Rjesavanje LPNK pomoéu QR-dekompozicije

Minimum funkcije F(a) = %HJa— y||? iz (6.11) potrazit éemo na sljedeéi
nacin. Kako je J € R™*" najprije ¢emo algoritmom opisanim u t.3.7, str.52,
naciniti dekompoziciju J = QR, gdje je Q € R™*™ ortogonalna, a R € R™*"
gornja trokutasta matrica. Vektor odstupanja r = Ja —y, sada mozemo ovako
pisati

r=QRa-—y (6.15)

Buduéi da ortogonalna matrica ¢uva normu, vrijedi
[t]l = [|QRa — y|| = |[Q(Ra— Q"y)| = [Ra— Q"] (6.16)

pa je

2P (a) =[P =Ra— Q7YIZ = [[Rua— (QTy)allZ,) + Q7Y )mn 2

||(QTy)m—n ||(2m_/n,)a

Y

gdje je R, matrica sastavljena od prvih n redaka matrice R, a (Q”y),,, odnosno
(QTy)mrn vektori sastavljeni od prvih n, odnosno posljednjih m—n komponenti
originalnih vektora. Indeksi (n) i (i — n) oznacavaju odgovarajuce vektorske L
norme u R"™, odnosno R™~". Zato se minimum funkcije 7' postize na vektoru
a* € R”, za koj Je

R,a" = (QTy),. (6.17)
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pri éemu je
Fa) = Sle@)* = S1Q"Y)m—nllfnn)- (6.18)

Primjer 6.7 LPNK iz Primjera6.2

14 8

_ 1 2 aj ~ _ 6
Ja=11 '[az]—y'— 3
1 4 5

rijesit cemo primjenom QR-dekompozicije.

Primjenom Mathematica-naredbe QRDecomposition[J] (ili odgovarajuc¢eg BASIC-
programa u Dodatku) dobivamo sustav (6.17)

—2. 0. ai | —11.
0 6.32456 ay |~ | —2.84605 |’
odakle dobivamo a* = (5.5, —.45)T i F(a*) = 1.1068.

Primjer 6.8 U Primjeru?2.3, str. 20, pokazalo se da su posljednja dva koeficijenta
u wnterpolacijskom polinomu zanemarivo malena, pa ima smisla potrazZitt polinom
stupnja 2, koji ée u smislu nagmangih kvadrata nagbolje aproksimirati zadane podatke
i dati funkcionalnu zavisnost o« = Po(X).

Primjenom QR-dekompozicije za rjesavanje odgovaraju¢eg LPNK dobivamo
ap = 5.0467, a; = —0.0033, a2 = 0.000023.

Usporedite rezultate prikazane u Tablici6.1 s Tablicom 3.2, str. 20.

X(m) o a” Aa”*
500 10.885 9.14 1.745
750 16.901 15.49 1.411
1000 | 23.942 24.71 0.768

Tablica6.1.

6.1.3 Rjesavanje LPNK pomoc¢u dekompozicije na singularne
vrijednosti

Ako Jacobijeva matrica J nije punog ranga, prema Lemi 6.1, str. 109, Hesijan
Hp odgovarajuéeg LPNK Ja ~ y nije pozitivno definitan. LPNK u tom slucaju
ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Od svih tih rjeSenja potrazit ¢emo ono koje ima
najmanju normu. U tom slucaju i u sluc¢aju kada je Jacobijan J lose uvjetovana
matrica koristit éemo rastav matrice na singularne vrijednosti (SVD).

Promatrajmo ponovo problem minimizacije (6.11) funkcije

1 Lo
F(a) = §||I‘(a)||2, gdje jer=Ja—y,
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s time da je rang (J) = k < n < m. Nekaje J = USVT dekompozicije matrica J na
singularne vrijednosti, gdje su U, S 1 V matrice definirane u ¢.3.9, str. 60. Buduéi
da ortogonalna matrica ¢uva normu, vrijedi

el = [Fa—y|| = [USVTa—y| = |SVTa-UTy]|.
Zato, uz oznaku z = V% a, imamo

2F(a) = |||l = ISz — UTyIl* =118k — (UTy)ulle, + 10Tt i)

> (TTy) el

gdje je S;, matrica sastavljena od prvih k redaka dijagonalne matrice S, a (UTy)y,
odnosno (UTy),,,  vektori sastavljeni od prvih k, odnosno posljednjih m—k kompo-
nenti originalnih vektora. Indeksi (k) i (m — k) oznacavaju odgovarajuée vektorske
Lo norme u R¥, odnosno R™~%. Zato se minimum funkcije F' postize na vektoru
z* € R”, za koji je

Siz* = (UTy)y. (6.19)

Na taj nacin odredeno je prvih k& komponenti vektora z*,

Z: = e y, i=1,...k,
oi
gdje su uy,...,u; prvih k stupaca matrice U. Preostalih (n — k) komponenti
Zig1s- - %y vektora z” biramo tako da rjesenje a” ima minimalnu Euklidovu normu.
Dakle,
k T
a=Ve' =Y By a7 = min |al|, (6.20)
4 i Ja—y=r
i=1
gdje su vi,...,vg prvih k stupaca matrice V. Minimalna vrijednost funkcije F je
1 m
T 2 T 2
@) = S0 )mxllima) = Y (ufy)? (6.21)
i=k+1

Primjer 6.9 Promatramo LPNK Ja ~y, gdje je

=[] =[] e8]

Buduéi da je rangJ = k = 1, LPNK ima beskonatno mnogo rjesenja. SVD ove
matrice glasi

J=— —.707107 —.707107 | | 2 O | | —.707107 —.707107
— | —.707107 707107 0 0 —.707107 707107 |

Primjenom formule (6.20) dobivamo rjesenje (koje ima minimalnu L, normu!)

at = —% ((—.707107, —.707107) - (1, 2)T) - (=.707107, —.707107)" = (.75,.75)".
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Isti rezultat mozemo dobiti 1 izravno, trazeé¢i minimum funkcije
1 2, 1 2
F(a17a2):5(a1 —|—Cl2—1) -1—5(611 —|—Cl2—2)

Lako se vidi da ova funkcija postize globalni minimum F* = 0.25 na beskona¢no mnogo
vektora a* = (a},a3)”, cije komponente a1, as zadovoljavaju jednadzbu pravca n = %— £.
Medu njima vektor najmanje Lo norme dobit ¢emo tako da potrazZimo minimum funkcije

2
eme(3-¢) .

On se postize za § = %. Dakle, vektor najmanje L norme je a* = (0.74,0.75)7 i to je

rjeSenje postavljenog LPNK.

Primjedba 6.5 Ako je rang A = k, onda dijagonalnu matricu S iz SVD rastava
k

(3.29), str. 60 mozemo pisati kao S = Y S;, gdje je S dijagonalna matrica koja na

i=1
mjestu (i,4) ima element o;, a sve ostale nule. Zato SVD matrice A moZemo pisati

k k k
si) VI=3"UsivT =3 suv{. (6.22)
=1 i=1

i=1

A:USVT:U(

1

Najbolja Lo aproksimacija ranga p < k matrice A, tada je (vidi BJORCK (1996),
KALMAN (1996))

P
A= Zaiuiv?, pri cemu je ||[A — Allz = 0pp1. (6.23)
i=1

Zadatak 6.1 Kako izgleda rastav (6.22) za matricu A iz Primjera 3.12, str. 617

Ova ¢injenica moze se upotrijebiti u svrhu kompresije slike (vidi primjerice
DEeMEL (1997), KALMAN (1996), TREFETHEN (1997)). Crno-bijela slika lista (vidi
Sliku 6.4.a) zapisana je u obliku matrice veli¢ine 100 x 100 s elementima iz intervala
[0,1], pri ¢emu 0 znaci potpuno crno, a 1 potpuno bijelo. Aproksimirajuéi ovu
matricu koristeci redom prvih p = 5, 15, 25, 40, 50 singularnih vrijednosti u formuli
(6.22) dobivamo slike aproksimacije originala®

3Navedeni primjer izradili su K.Petri¢ i K.Sabo, studenti Pedagoskog fakulteta u Osijeku,
smjer Matematika-informatika.
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a) original

b) k=5
0.526616
100 ) 100
80 80
60 .
40 \ 0
20 | 2
i
0 0
0 20 40 6 80 100 o 20 40 e 80 100
) k=15 d) k=25
0.277311 0.161674
100 100
80 80
60 60
40 40
20 20
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
e) k=40 £) k=50
0.0640993 0.0253572
100 100
80 80
60 60
40 40
20 i 20 \
’ H
b i
0 0
0 20 40 6 80 100 0 20 40 60

80 100
Slika 6.4 Kompresija slike
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6.2 Nelinearni problemi najmanjih kvadrata

Ako funkcija-model f nije linearna u barem jednom od svojih parametara
ai,...,an, govorimo o nelinearnom problemu najmanjih kvadrata (NPNK). Ovaj
problem rjesavat ¢emo kao nelinearni problem minimuma bez ograni¢enja. Naj-
poznatija metoda za rjeSavanje ovakvih problema je tzv. Newtonova metoda (vidi

DEeNNIs (1996), FLETCHER (1987), ORTEGA (1970)).

Radi ilustracije razmotrimo jednodimenzionalni problem minimizacije. Pret-
postavimo da je f € C[Za,b] 1 da se u tocki & postize jedinstveni lokalni minimum
funkcije f. Tzaberimo z¢ € (a,b) i na osnovi Taylorove formule funkciju f u okolini
tocke xy aproksimiramo kvadratnom funkcijom

Fa(w) = (o) 4 (0} 2 = 0) + 57" (o) (= 0)’

Y4

0 Cll o :IL‘1 5 ll)
Slika 6.5. Newtonova metoda

Sljedec¢u aproksimaciju z; trazene tocke & birat éemo tako da odredimo mini-
mum kvadratne funkcije &k

T =g — I (o)
F(x0)
Ponavljajuéi postupak dobivamo niz zg, x4, ..., £,, ... zadan rekurzivnom formulom
f'(@n)

xn+1:xn_f//($n), nZO,l,...

koji uz neke uvjete (vidi primjerice DENNIS (1996)) konvergira prema &. Ovo je
tzv. obi¢na Newtonova metoda minimizacije. Primijetite da se ona podudara s
Newtonovom metodom (£.4.3, str. 77) za rjesavanje jednadzbe f’'(x) = 0.

Analogno prethodnom, lokalni minimum dva puta neprekidno derivabilne funk-
cije F: R” — R mogli bismo potraziti iterativnim postupkom (vidi primjerice

DENNIS (1996), FLETCHER (1987), ORTEGA (1970))

aFtl = af — (Hp(ak))_lgradF(ak), a’ e R",
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gdje je Hp(a*) Hessijan funkcije F u tocki a®. U cilju poveéanja numericke sta-

bilnosti 1 osiguranja konvergencije, navedeni iterativni postupak modificira se na
sljedeéi nacin:
a"tlt =af — \s*,  a’ e R7, (6.24)
gdje je s* rjesenje jednadibe
Hp(a")s = grad F'(a"). (6.25)

Vektor s* nazivamo vektor smjera silaska. Broj Ax € (0, 1] je duljina koraka u smjeru
vektora silaska koji je odreden sljede¢im algoritmom

Algoritam (odredivanje duljine koraka)
Korak 0. izabrati brojeve 7 € (0, %), v e (0,1);
Korak 1. staviti A = 1;

Korak 2. provjeriti nejednakost
F(af —\s®) — F(a®) < 7A(gF, s%), (6.26)

gdje je g" = grad F(a*), a (g*, s*) uobicajeni skalarni produkt;

Korak 3. ako je nejednakost (6.26) ispunjena, staviti Ay = A; inace smanjiti
duljinu koraka stavljajuéi A := Av 1 prijeéi na Korak 2.

Algoritam se ponavlja tako dugo dok se ne ispuni uvjet iz Koraka 2. jer na
ta] nacin osiguravamo smanjenje vrijednosti minimizirajuce funkcije

Fa"*!) < F(ab),

i konvergenciju niza aproksimacija (a”*) prema lokalnom minimumu funkcije F. Tte-
rativni postupak (6.24)-(6.25) nazivamo Newtonova metoda minimizacije

Uz neke uvjete na funkciju F i odgovarajuéi izbor poéetne aproksimacije a’

Newtonova metoda konvergira prema lokalnom minimumu a* funkcije 7 (DEN-
NTS (1996)). Ako je Hessijan funkcije F u tocki a* pozitivno definitna matrica, moze
se pokazati da je za g* # 0 uvjet (6.26) uvijek moguée ispuniti. Ako je g = 0,
onda je a* kriti¢na tocka (pa i moguéi kandidat za lokalni minimum) funkcije F.

Zadatak 6.2 Pomocéu Newtonove metode pronadite lokalni minimum funkcije
flz1, x0) = e¥1(42? 4 223 + dxy20 + 222 + 1).

Rjedenje: 7 = 0.5, =z§=—1, flal,23) = 0.
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6.2.1 Gauss-Newtonova metoda

Za dane podatke (#;,4;), ¢ =1,...,m, m > nimodel-funkciju x — f(x;a)
nelinearnu u vektoru parametara a € R® treba pronaéi globalni minimum funkcije
(6.2)

S PR 1 2 n
> (flaia) —y)* = 527% (a) = Slir(@)ll, acR"
i=1 3

i=1

F(a) =

N | —

Prilikom koristenja Newtonove metode potrebno je poznavati sve prve 1 druge
parcijalne derivacije minimizirajuée funkcije. Buduéi da je u nasem sluc¢aju mi-
nimizirajuéa funkcija (6.2), odnosno (6.3) specijalnog oblika, Newtonovu metodu
moguce je prilagoditi 1 pojednostaviti.

Uz pretpostavku da je u blizini rjesenja a* élan J¥ (a) J(a) dominantan u
izrazu (6.5), Hessijan Hp funkcije F' mozemo aproksimirati s

Hr(a) ~ I (a) J(a). (6.27)

Gradijent minimizirajuée funkcije zadan je s (6.4). Na taj na¢in u Newtonovom
iterativnom postupku (6.24)-(6.25) vektor smjera silaska sk dobivamo rjesavajuéi
sustav

JT(ak)J(ak)sk :JT(ak)I‘(ak). (6.28)

Uz pretpostavku da je rangJ(a*) = n, matrica J7(a*)J(a") je pozitivno
definitna, sustav (6.28) ima jedinstveno rjesenje, a uvjet (6.26) iz kojeg biramo
duljinu koraka A; uvijek se moze ispuniti.

Sustav (6.28) mozemo shvatiti kao sustav normalnih jednadzbi za LPNK

J(a") sk ~ r(ab). (6.29)

Na taj nacin rjefavanje NPNK Gauss-Newtonovom metodom svodi se na
rjeSavanje niza linearnih problema najmanjih kvadrata, koje je najbolje rjesavati
primjenom QR-dekompozicije (vidi £.6.1.2, str. 110).

Primjer 6.10 Zadani su podaci (z;,y;), i = 1,...,m, gdje je
vi =1, y; =0.1"P" f ¢, gdje je ¢ ~ N[0, 0.

Treba pronaéi optimalne parametre b*, ¢* funkcije-modela f(xz; b, c) = be®.
Nize je naveden Mathematica-program i dobiveni rezultati.

In[1]:= Needs["Statistics‘Master‘"];
(* Podaci *)

In[2]:= m=10; b=.1; c=.25; SeedRandom[17] ;
flx_,b_,c_1:=b Explc x1;
g1f=Plot [f[x,b,c], {x,0,m}, DisplayFunction->Identity];
Flx_,y_,b_,c_l:=Apply[Plus, (y-f[x,b,c]) ~2];
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x=Table[i, {i,m}];

y=Table[f[i,b,c]+Random[NormalDistribution[0,.05]],{i,m}];

pod=Table[{x[[i1]1,y[[i11}, {i,m}]1;

glpod=ListPlot [pod, PlotStyle->{AbsolutePointSize[5]},
PlotRange->{0,1.5}, DisplayFunction->Identityl];

Show[s1lf,slpod,DisplayFunction->$DisplayFunction] ;

In[5]:= b0=.5; c0=.1; FO=F[x,y,b0,c0]; tau=.5; eps=.005; k=0;
Print["It ",0,": b = ",b0," ¢ = ",c0," F = ",F0];
While[b=b0; c=c0; lam=1; k=k+1;

jac=Table[{f[x[[i]],1,¢c], x[[i]1] £[x[[i1]1,b,c1}, {i,m}];
While[g=-Transpose[jac].(y-f[x,b,cl);
p=-Inverse[Transpose[jac].jacl.q;
{b0,c0} = {b,c} + lamp; F1=F[x,y,b0,c0];
F1-FO0>-tau lam Plus@@(p q), lam=lam/2.

1
norm=3qrt [Abs [P1lus@0q~2]]; norm>eps,
Print["Tt ",k,": b= ",b0," c = ",c0," F = ",F1,
" lam=",lam," grad=" ,norm]

1
It 0: b=0.5 ¢c=0.1 F =1.74005
It 1: b = 0.263802 c = 0.139479 F = 0.268953 lam=0.5 grad=20.5445
It 2: b = 0.0625254 ¢ = 0.226529 F = 0.887862 lam=1 grad=2.18007
It 3: b = 0.0973459 ¢ = 0.271372 F = 0.149347 lam=1 grad=16.6483
It 4: b = 0.0979424 ¢ = 0.253021 F = 0.0255789 1lam=1 grad=10.6933
It 5: b = 0.0987964 ¢ = 0.250451 F = 0.0248364 lam=1 grad=0.687365

Primjer 6.11 Promatramo problem iz Primgjera 6.5, str.105. Podaci o koordi-

natama tocaka S;(x;,y;), ¢ = 1,4, kao i kutevima «;, 1 = 1,4 (u stupnjevima i
radijanima prenesenim u interval [—%, T]) vide se u Tablici6.2.

Za ovaj problem najmanjih kvadrata vektor parametara je a = (z, y)T7 komponente
ri (1 = 1,4) vektora reziduala su

. Y —yi
ri = f(@,yi52,9) — o, gdje je f(xuyi;x,y)=arctgx_x’,7 (a)
?

a elementi Jacobijeve matrice su

Jia = Sy Ji2 S

s = 3 l: 174
(=) + (y — i) (z =2+ (y —vi)?
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x| v | @(®) | ai(rad) || ai(rad) | a;(°) T ODST u % |
13 7 50 0.8727 0.8606 | 49.3 0.0121 0.2%
-2 14 100 —1.396 —1.328 | 103.9 | —0.0685 0.5%
-7 =7 190 0.1745 0.2059 | 191.8 | —0.0314 0.4%
15 | =11 | 330 | —0.5236 || —0.4558 | 333.9 | —0.0678 0.6%

Tablica6.2

Problem éemo rijesiti Gauss-Newtonovom metodom primjenom ranije spomenutih
programa. Uz pocetnu aproksimaciju a® = (2, 73)T i to¢nost € = 0.00001, nakon 3 iteracije
dobivene su koordinate trazene tocke B1(2.705558, —4.972401). Tijek iterativnog procesa
prikazan je u Tablici 6.3. Proces se zaustavlja kada se postigne ||g*|| < e.

k " y" 185 | Flok, ux)
0 2 -3 0.033842 | 0.040778
1| 2.62135 | —5.052535 | 0.001222 | 0.005276
2 | 2.696991 | —4.973894 | 0.000049 | 0.005214
3 | 2.705558 | —4.972401 | 0.000004 | 0.005214
Tablica6.3.
a) b) )
-6 -4 -6
e '8\ '8\
%
e  -1d 200
0 1 2 3 4 s 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Slika 6.6. Izo-krivulje minimizirajuéih funkcija

U Tablici 6.2. mogu se takoder vidjeti velicine ”teoretskih kuteva”’ &; (u radijanima
i stupnjevima), pojedini reziduali (odstupanja) i relativna odstupanja u %. Na Slici6.6.a
prikazane su tzv. izo-krivulje (ContourPlot) odgovarajuée minimizirajuée funkcije F.

Isti problem mogli bismo rijesiti i tako da komponente (r;, 7 = 1,...,4) vektora
reziduala zadamo s
- Y- Y
ri=fzi,yiey) —tgai,  gdieje  flziyizy) = — IZ_- (b)
K2

Tada se minimum postize u tocki B2(1.44266, —5.49173), pri éemu dobivamo vrijednost
funkcije F* = 0.0208275, a izo-krivulje odgovarajuée minimizirajuce funkcije vide se na
Slici6.6.b.

Ako komponente 7;(¢ = 1, 4) vektora reziduala zadamo s
ri=(z—mitgon —(y —wi), (¢

tada se radi o LPNK. Minimum se postize u tocki B3(1.49565, —5.3101), a vrijednost
funkcije F je F* = 3.35062. Izo-krivulje odgovarajuée minimizirajuée funkcije (Slika 6.6.c)
sada su koncentri¢ne elipse.

Koji pristup (a), (b) ili (c¢) ¢emo primijeniti ovisi o drugim zahtjevima i dodatnoj
analizi (vidi DRAPER (1981), Roos (1990)).
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6.2.2 Marquardtova metoda

U Gauss-Newtonovom iterativnom postupku mogu nastupiti problemi onda
ako je rang J(a*) < n za neki k. Naime, tada je matrica J? (a*)J(a*) singularna.
U tom sluéaju, Hessijan H(a") umjesto s (6.27), aproksimirat éemo s

Hp(a) =J(@) J(a) +pI, p>0, (6.30)
gdje je I jedini¢éna matrica. Vektor smjera silaska bit ée rjesenje jednadzbe
(3T (@")3(a%) + pupD)s® = I (@")r(a”). (6.31)

Sustav (6.31) mozemo shvatiti kao sustav normalnih jednadzbi za LPNK

)= []

Strategija biranja parametra u sastoji se u tome da uvijek bude ispunjen uvjet
(6.26), a da se pri tome nastojimo zadrzati na §to manjoj vrijednosti parametra
. Naime, u tom slu¢aju vektor smjera silaska blizak je vektoru smjera silaska
kod Gauss-Newtonove metode, sto osigurava brzu konvergenciju procesa. Kada
1 — +0o0, vektor smjera silaska priblizava se smjeru antigradijenta, $to takoder osi-
gurava konvergenciju procesa, ali znatno sporiju (DENNIS (1983), FLETCHER (1987),
SCHWARZ (1986)).

Primjedba 6.6 Kod gotovo suvih iterativnih metoda, pa tako i kod navedenih me-
toda za rjeSavanje NPNK, vaZan je izbor kvalitetne poéetne aproksimacije. Pri
tome, mogu se koristitt neki uvjeti iz teorema o egzistenciyi rjesenja, mogu se ko-
ristiti rezultati dobiveni logaritmiranjem ili nekim drugim postupkom (vidi primje-
rice SCITOVSKI (1993,1994)), a u sluéaju n = 2 (funkeija-model ima dva nezavi-
sna parametra) mogu se iskoristiti graficke moguénosti racunala (programski paketi:
MATHEMATICA, MATLAB, DERIVE i sl.)

Primjedba 6.7 Vise o problemima naymangih kvadrata, njihovom numerickom rje-
Savanju i@ prakticnim primjenama moZe se naci kod BJORCK (1996), GILL (1981,
1991), GoLUB (1996), SCITOVSKI (1993), itd. Spomenimo da se programska podrska
navedena u PRESS (1992) naZalost, ne moze uspjesno koristiti za sve probleme naj-
manyth kvadrata, koji se mogu javitt u primjenama. Programi za rjeSavanje neline-
arnth problema naymangih kvadrata ovdje su napisani tako da se u svakom koraku
rjesava sustav normalnih jednadzbi, sto ozbiljno umanjuje stabilnost numeriékog
procesa. Za prakticnu primjenu bolje je preporuéiti THE NAG-LIBRARY (PHILIPS
(1986) ) ili Mathematica Package: Statistics‘NonlinearFit°¢.
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6.3 Zadaci

Zadatak 6.3 U 4-znamenkastoj floating-point aritmetici preko sustava normalnih
jednadzbi rijesite

€xq = 20
€xo = 30

exs = 40

sl + ro -+ r3 = 10

aje =0.1 b)e =0.01 ¢)e =10.001

FEgzaktno rjesenjye je

o (10(=34c+26%) 10(1+3c) 10(3+c+4¢%) 4
o 3c+ 3 B R 3c+ 3

Zadatak 6.4 Rijesite LPNK Ja~y, gdje je

100 -1 0 —1
JJ=1010 1 =1 0 yi=1[1,2 3 1, 2 1].
001 0 1 1
Rjesenje: a = (3, %, %)T

Zadatak 6.5 Pokusajte rijesits Zadatak 6.3 © Zadatak 6.4 rjesavanjem sustava nor-
malnih jednadzbi pomoéu Cholesky dekompozicije.

Zadatak 6.6 Olovnu kuglicu pustamo da pada u vakuumu sa razliéitih visina h 1
mjerimo vrijeme dok kuglica ne padne na tlo

h(m) | 75 10 15 20
(s) [1.23 144 1.5 2.01

Poznat je zakon gibanja: h = %atz. Primgenom metode naymangih kvadrata proci-
jenite veli¢inu parametra a.

Rjesenje: ¢ = 9.8

Zadatak 6.7 Umjesto interpolaciyskog polinoma u Zadatku 2.10, str. 34, primjenom
metode nagmangih kvadrata odredite odgovarajuéi polinom 2. stupnja.

Rjefenje: a(X) = 6.810254 — 0.00454X + 6107 X 2.

X (m) a a* Aa*
2000 | 6.296 6.507 0.211
3000 | 9.543 9.613 0.070
5000 | 16.512 15.407 1.105
7000 | 24.865 24.819 0.046
9000 | 39.407 42.858 3.451
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Zadatak 6.8 Umjesto interpolacijskog polinoma u Zadatku 2.11, str. 35, za funkciju
t — h(t) primjenom metode nagmanjih kvadrata odredite polinom 2.stupnja.

Rjesenje: h(t) = —0.060599 + 0.23098 ¢ + 4.7645 ¢*

Zadatak 6.9 Mjerenjem je ustanovljeno da elektriéni otpor R bakrene Zice ouvisi o
temperaturi t na sljedeéi nacin

t°C' 1 19.1 25 301 36 40 451 50
R(Q) | 76.3 77.8 79.75 80.8 82.35 839 85.1

Uz pretpostavku da se radi o linearnoj ovisnosti, odredite parametre a 1 b linearne

funkcije R(t) = a + bt.
Rjegenje: R(t) = 70.76228 4+ 0.2880721¢
Zadatak 6.10 Zadana je funkcija model f(x; a1, as) = ay+asz i podaci (z;,y;), i =

1,...,n. Pokazite da odgovarajuét PNK ima jedinstveno rjesenje ako je x; # x; za
barem jedan par indeksa i, 7.

Zadatak 6.11 Ako je A kvadratna reqularna matrica, pokazite da se tada pseu-
doinverzna matrica AY podudara s A=1 .

Zadatak 6.12 Za vektor x = (—4,1,4,2,5,1, 1) odredite Householderov vektor
ug, k = 1,...,7, tako da je samo k-ta komponenta transformiranog vektora Hx
razli¢ita od nule.

Zadatak 6.13 Neka je H Householderova matricu s Householderovim vektorom u.
Pokazite da vrijedi

a) ako je s, vektor okomit na vektor u, tada je Hs = s;
b) ako je z, vektor paralelan s vektorom u, tada je Hz = —z;

¢) ako je x = s+ 7, gdje je s vektor okomit na vektor u, a z vektor paralelan s
vektorom u, tada je Hx = s — z.

Kako se zove geometrijska transformacija koja vektor a prevodi u Ha ¢

Zadatak 6.14 Za mreZe prikazane na slikama a), b) i ¢) izracunajte veli¢ine struja
ako je

a) Ip=5A, Ry =50Q, Ry=10Q, Rs=5Q

b) Io =104, Ry =100Q, R,=10Q, Rs=20Q, R,=309

¢) Iy=104, R =59, Ry=50Q, Rs=5%Q, Ryq=50Q,
Ry = 10Q, Rs=129Q, R;=20Q, Rs=30Q

a) b)

]2 ]5 ]1 ]2

R }—'—{ Rs R’ }—'—{ R
) -
o oo o LR R

]3 ]3 ]4
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c) I Is I
R 1 R |+ R
W
Rr
Io Ry Io
Rs R4
3 14

I

RjeZenje:
a) I, =0.38462A4, I, =0.38462A, I3 =4.615394
b) I, = 3.125A4, I = 3.125 A, I3 =687bA, I, =6.8754
¢) I =4.485A4, I, =4.6996A, I3 =5515A 1, =53A
Is = 3.5194, Is = 0.9667TA, I; =1.1803A, Is=0.2146A

Zadatak 6.15 PokaZite da je
_ V3
2
V3 ]
2

cos(—60°) sin(—60°)
Q= [ —sin(—60°) cos(—60°) ]

ortogonalna matrica. Takoder, pokazite da je QT (1,/3)T = (2,0)T. Kako se zove

geometrijska transformacija koja vektor a prevodi u vektor QT a ?

Zadatak 6.16 PokaZite da je

_ l cos 30° sin 30° ]

| sin30° —cos30°

Wl d—=

[N

2
1 v
2

T2

Wl d—=

4

ortogonalna simetricna matrica. Takoder, pokazite da je QT (1,/3)T = (v/3,-1)T.
Kako zovemo geometrijsku transformaciju koja vektor a prevodi u QT a?

Zadatak 6.17 Zadane su tocke: S1(8,6), S2(—4,5), Sz(1,—3) i kutevi oy = 42°,
ay = 158°, ag = 248° pod kojima se “vidi” trazena toéka B kao u Primjeru6.5,
str. 105, odnosno Primgeru6.11, str. 118. Izracunagte koordinate tocke B prema sve
tri varyante navedene u Primjeru6.11.

RjeZenje:

Zadatak 6.18 Zadani su podaci (z;,y;),i=1,...,m , na osnovi kojih su metodom
nagmangih kvadrata odredeni parametri k il linearne regresije f(x) = ax + b.

a) Pokazite da vrijedi

(MY xryr — 2T ) Yk),
(22w — ok Yakus), D=mYax— (),

a =

1
D
_ 1
b_D
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b) Ako je: & = %Zl‘k; y = %Zyk, pokazite da toéka (%,y) lezi na pravcu
y = ax + b. Takoder, pokazi da vrijedi

a=5(er— 5y — ), b=5§—ai, D=mY(rr—7)>.

¢) Kako glase formule za a i b ako srediste koordinatnog sustava postavimo u tocku
(,9) ?
Zadatak 6.19 Kako se problem procjene parametara u niZe navedenim funkciyama-
modelima moZe linearizirati (vidi SC1TOVSKI (1993))

a)y:%+b, b)y:xiC’ C)y:axl-l—b’
dyy=-2—, ejy=alhz+b  f)y=aexp(br),
0=k Wy =areap(—be), )y = e

Za proizvolyno 1zabrane podatke, parametre u modelima procijenite kao NPNK ¢ kao
LPNK dobiven linearizacijom. Usporedite dobivene parametre te nacrtajte odgo-
varajuce izo-krivulje. Takoder, graficki prikazite podatke 1 dobivent regresijski model.

Zadatak 6.20 Newtonovom metode minimizacije odredite lokalne minimume funk-
cije 1z Zadatka 4.9, str. 88.

Zadatak 6.21 Pokazite da funkcija F(x,y) = (z —y)*(z + y)?, x,y € R postize
svoj globalni minimum F* = 0 u beskonaéno mnogo tocaka. Odredite geometrijska
myjesta tih toé¢aka. Graf funkcije F' prikazan je na naslovnoj stranici ovog udzbenika.

Zadatak 6.22 Analizirajte problem minimuma funkcije F'. Uz koje uvjete je njezin
Hessijan pozitivno definitan, a uz koje pozitivno semidefinitan? Kakve to posljedice
tma na egzistenciju lokalnog i globalnog minimuma? Nacrtajte graf funkcije F i
njene izo-krivulje.

a) F(z,y) = (ax +by+c)?, a,bceR.
b) F(r,y) = (12 + by + e1)? + (asz + bay + ¢2)?,  a;,b; ER
Kako se mogu generalizirati navedeni problemi?
Uputa: Pokazite da su glavni minori Hesseove matrice funkcije ¥
a) Ap =2a?,  As=0;
b) Ay =2(a? +a3), As=2(arbs+ azby)?.
Zadatak 6.23 Rujesite sljedece LPNK

a)ar+by+c~0 b) arz +biy+c1 ~0
as® + by + 3 >~ 0

-y . b
Rjegenje: a) x = o457 Y= o ab# 0.
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7. Numericka integracija

Ako je f : [a,b] = R neprekidna funkcija, a G njena primitivna funkcija, onda se
Riemannov integral na intervalu [a, b] moze izrac¢unati primjenom Newton-Leibni-
zove formule:

b
1= / f(z)de = G(b) — G(a).
a
Medutim, u praksi se najceSée pojavljuju takve situacije, gdje nije moguée primi-
jeniti ovu formulu. Moze se dogoditi:

o da primitivnu funkeiju G nije moguée dobiti elementarnim metodama (vidi

Primjer 7.5 ¢ zadatke 7.3,7.417.5)

o da je podintegralna funkcija poznata samo u nekoliko (konacno) tocaka (kao
u Primjeru 7.2 ¢ Zadatku 7.6 ).

Da bismo ipak aproksimativno (priblizno) izracunali vrijednost integrala I,
podintegralnu funkciju f interpolirat éemo (vidi t.2) nekom jednostavnijom funkei-
jom ¢ 1 na taj nacin dobiti aproksimaciju integrala I:

= /abgo(x) du.

Pri tome, aproksimirajuéa funkcija ¢ treba biti takva, da za zadanu toc¢nost € >0,
bude:
A =|I-TI"| <e¢

Uz pretpostavku poznavanja funkcije f u n+1 tocaka zq, ..., 2, € [a,b], za funkciju
¢ mozemo primjerice uzeti Lagrangeov interpolacijski polinom (t.2.1.1), str.18.

7.1 Trapezno pravilo

Funkciju f : [a,b] — R interpolirat éemo linearnom funkcijom Py (interpo-
lacijskim polinomom stupnja 1) u évorovima interpolacije

Ty = a, x; = b.
Graf funkcije Py je pravac koji prolazi tockama Ty(a, f(a)), T1(b, £(b)),
f() — f(a)

Pi(z) = fla) + = ———(r —a).
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Ty

b

afb---=

0

Slika7.1 Trapezno pravilo

Sada lako dobivamo

r= [ Pede= "0 00 + F0). (7.1)

Geometrijski, I* predstavlja povrdinu trapeza sa stranicama f(a) i f(b) i visinom
h = b— a. Apsolutna pogreska AT* predstavlja velicinu povrsine izmedu pravca L,

i grafa funkcije f (vidi Sliku 7.1). Vrijedi:

Teorem 7.1 Neka je f € Clqp). Tada postoji ¢ € (a,b), tako da bude:
b 3
b—
1 :/ flz)de = ( @)

a
() + 1) = C= L pre).
Dokaz. Prema Teoremu?2.1, str. 23, postoji £ € (a,b) (ovisan o x) tako da je

E:I—I*:/(f(x)—Pl(x))dx:/@(r—a)(x—b)dx.

a a

Kako je (x — a)(xz — b) < 0 za sve z € [a,b], koristedi poopéeni teorem o srednjoj
vrijednosti integralnog raguna', dobivamo

1 b
E=1-T= §f//(c)/ (x —a)(x —b)dx, cé€ (a,b).
Uvodenjem supstitucije « = a + (b — @)t dobivamo

(b—a)?®

TR

E:I—I*:%f”(c)(b—a)?’/olt(t—l)dt:—

' Teorem. Ako je f € Clap)» 2 g integrabilna funkcija stalnog predznaka na [a, b] (ili je g(z) > 0
ili je g(x) < 0), onda postoji ¢ € [a,b], takav da vrijedi (vidi primjerice [3], II. dio)

| s =5 [ sty ar
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Ako je interval integracije [a,b] velik, i pogreska F bit ée velika. U cilju
postizanja bolje aproksimacije I* integrala I, interval [a, b] podijelit ¢emo na vise
podintervala i onda na svakom od njih primijeniti trapezno pravilo (7.2).

Pretpostavimo da funkciju f poznajemo u n + 1 tocaka zq, ..., z, € [a,b], ali
da je pri tome ispunjeno:

X1 —Tg =+ =&p—Tp_1=nh & To=a, T, =>0.

y

Slika 7.2 Generalizirano trapezno pravilo

Ocigledno je h = b;—a, a tocke xg,..., 2, dijele interval [a,b] na n jednakih
podintervala duljine h.

Oznacimo:
yi = fw;), i=0,...,n.
Na svakom podintervalu primijenit éemo trapezno pravilo (7.2). Tako za interval
[¢5-1, 2;] dobivamo:

g h B3
/ Jx)de = 5 (Yic1+ i) — Ef”(ci)a ¢ € (miz1, ;).

Cijeli integral I bit Ce:

b n T b 3 n
= dr = der = — 2 A2 1ty ) — — "e). (7.3
/f(x) T ZZ:; / f(z) dw 2(3/0-1- Y1t 2y —1+yn) B Zf (ci). (7.3)

i=1

Zbog neprekidnosti funkcije f” na intervalu (a, ), postoji ¢ € (a, b), takav da je
1 g 11 11
LS e =1 (7.4
i=1

Uvrstavajuéi (7.4) u (7.3), dobivamo generalizirano trapezno pravilo:
I=I"+E,,
gdje je:
I*zg(yo+2y1+~~+2yn_1+yn), (7.5)
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b—a 1"

Nize je naveden Mathematica-modul, koji primjenom generalizirane trapezne
formule izracunava pribliznu vrijednost integrala funkcije f.

Trapez[n_, a_, b_, £_] := Module[{i, h}, h=(b-a)\n;
int = (h/2) (f[a]l + f£f[b] + 2 Sum[f[a+i h]l, {i, n-1}]1)//N;
Print["n=", n, " I=", int]
]

Primjedba 7.1 Ako je zadana toénost ¢ > 0 s kojom treba izracunati integral I i
ako oznacimo:

My = max |f"(z)], (7.7)
z€[a,b]

onda iz (7.6) moZemo ocijeniti apsolutnu pogresku AI* aproksimacije I*:
* b—a 2

Iz (7.8) tada lako dobivamo broj podintervala na koji treba podijeliti interval [a, b],
da primjenom generaliziranog trapeznog pravila postignemo toénost ¢:

M2 b—a

(7.9)

Primjer 7.1 Znamo da je:

1
4
I:/O 1—|——1‘2de71-

Izracéunat éemo pribliznu vrijednost ovog integrala primjenom generaliziranog tra-
peznog pravila 1 usporediti rezultate.

Kako je:

8(322 — 1)

(1+=22)%"

lako dobivamo My = |f”(0)] = 8 (vidi Sliku7.6). U Tablici7.1 prikazani su rezultati
izracunavanja dobiveni za razli¢ite vrijednosti to¢nosti € primjenom sljedeceg Mathematica

() =

— programa:

flx_] :=4/(1 + x°2); =0; b=1; M2=8; eps0=5;
Dol
eps = eps0/10.71;
n = Floor[(b-a) Sqrt[M2 (b-a)/(12 eps)]] + 1;
Trapez[n, a, b, f1; Print ["E=", Abs[int - Pi] ],
{i, 6}1
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€ br. tocnih n|I* AT
znamenki
0.5 1 213 0.041593
0.05 2 4| 3.1 0.010416
0.005 3 12 | 3.14 0.001157
0.0005 4 37 | 3.141 0.000122
0.00005 5 116 | 3.1415 0.000012
0.000005 6 366 | 3.14159 0.000001
Tablica7.1
Primjer 7.2 Mjerenjem dubina poprecnog presjeka kanala $irine a = 10m na

svakih metar, dobivent su ovakvi podaci

im0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v (m) |0 01 05 12 1.8 23 21 25 210 15 09

Kanal treba tako prokopati da dobije oblik pravilnog trapeza sa stranicama a = 10m,
¢ =6m ¢ dubine d = 3m. Treba procijeniti kolicinu otkopa koji ée u tu svrhu biti
potrebno uraditi na jednom duznom metru kanala.

Slika7.3 Presjek kanala

Povrginu poprecnog presjeka AP zemlje u kanalu, koju treba iskopati dobit ¢emo
primjenom trapezne formule (7.5)

AP =24 —14.55 = 9.45m?,

a kolicina iskopa na jednom duznom metru kanala je AV = 9.45m°.

Zasto u ovom primjeru ne bi bilo dobro najprije odrediti interpolacijski polinom Pig
1 primijeniti formulu AP = %d— folo Pio(z)dz ? Provjerite da biste tako dobili rezultat
AP =6.48m>.
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7.2 Newton-Cotesova formula

U cilju bolje aproksimacije funkcije f, pa time i bolje aproksimacije integrala
I, interval [a,b] mogli bismo podijeliti na n jednakih podintervala jednoliko ras-
poredenim ¢vorovima z; = a+i%=%, a funkeiju f tada aproksimirati interpolacijskim
polinomom n-tog reda u Lagrangeovom obliku

= Zf(%)pk(gc)’ pi(w) = H fk_—i‘lz

#

L=

Pribliznu vrijednost I* integrala I mogli bismo dobiti kao

b b

/Pn dx_fok /pk Yde = (b—a) Zwkka

gdje su wy = z) dx tezine. Uz supstituciju « = a + (b — a)t one postaju
jednostavnije
. b 1, ]
r—x; nt —1
W = dt.
o= [ oo /ka_xl /Ek—i
a a ik 0 iZk

Tako dobivamo poznatu kvadraturnu ili Newton-Cotesovu formulu n-tog reda za
aproksimaciju integrala I:

/bpn(x) de = (b—a)li:wkf(xk)a Wi ij[ 7;:__

1=0
iZk

(7.10)

Zadatak 7.1 PokaZite da suwy, k =0,1,...,n iz (7.10) racionalni brojevi sa svo-
Jstvom S p_ wy = n.

Zadatak 7.2 Primjenom Newton-Cotesove formule izvedite trapeznu formulu (7.2).

7.3 Simpsonovo pravilo

Specijalno, iz Newton-Cotesove formule (7.10) za n = 2 dobit éemo poznato

Simpsonovo pravilo. Primijetite da je u ovom sluc¢aju: xp = a, x; = a'zi'b, xs = b.

Najprije ¢emo izracunati tezine

wo = Lfi@-1)2t-2)dt=1
wio o= —fl22t—2)dt =12
wy = Lflot(2t—1)dt =1
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Nakon toga lako dobivamo Simpsonovo pravilo (vidi takoder Sliku 7.4).

= /bpz(x) do = b;“ (f(a) 4y (“"2”’) + f(b)) . (7.11)

a

AN

) R,

1
1
1
1
1
:
a atb

Slika 7.4 Simpsonovo pravilo

Moze se takoder pokazati (vidi primjerice STOER (1993) ili STEWART (1996))
da je pogreska aproksimacije zadana s
(b—a)’
90

E=1-I"=— fB), ce(ab). (7.12)

Ako je interval integracije [a,b] velik, i pogreska F bit ée velika. U cilju
postizanja bolje aproksimacije I* integrala I interval [a, b] podijelit ¢emo na parni
broj (n = 2m) podintervala duljine h = b;—a ¢vorovima x; = a+ih, i =0,1... n.
Uz oznaku y; = f(;),i = 0,1,...,n, redom na po dva podintervala primijenit
¢emo Simpsonovo pravilo (7.11) (vidi Sliku 7.5). Lako se moze pokazati da vrijedi
generalizirano Simpsonovo pravilo:

Y4
; / | F
R G
BN,
Lo=a I T2 T3 T4 Tn-2 Tn-1ph=g,
Slika 7.5 Generalizirano Simpsonovo pravilo
I=I"+E,, (7.13)
h
I =2 ((yo +yom) +4m + - Fyzm1) + 202+ - 4 y2m2)) (7.14)
b—a 4 (4)

E,=— h*f\H(c), c€(a,b). (7.15)

" 180
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Nize je naveden Mathematica-modul, koji primjenom generalizirane Simp-
sonove formule izracunava pribliznu vrijednost integrala funkcije f.

Simpson[n_, a_, b_, £_] := Module[{i,h,n1}, h = N[(b-a)/n]l; nl=n/2;
int = (h/3) (f[al + £[b] + 4 Sum[f[a+(2 i-1) hl, {i,n1}]
+ 2 Sum[f[a+2 i h], {i,n1-1}]1);
" =||, int]

]

Print["n=", n,

Primjedba 7.2 Ako je zadana toénost ¢ > 0 s kojom treba izracunati integral I i
ako oznacimo:

My = max_ |f%(x)], (7.16)
z€[a,b]

onda iz (7.15) moZemo ocijeniti apsolutnu pogresku AI* aproksimacije I*
b—a
AT* = |Bp| < ——h*My < e. 7.17

Iz (7.17) tada lako dobivamo broj podintervala na koji treba podijeliti interval [a, b],
da primjenom generaliziranog trapeznog pravila postignemo toénost ¢:

4IM4 b—a

Primjer 7.3 Integral iz Primjera7.1 priblizno éemo izradunati primjenom genera-
liziranog Simpsonovog pravila.

Kako je:

96(55* — 1022 + 1
0@ = (l&x2+1§5+)

onda imamo (vidi Sliku7.7): My = |f(4) (0)] =96.

Ly Yy
2L S 100+
02 04 /06 08 1
24 / 507
_el / ool 02 04 06 08 4
—8l— —404
. 2 . 4
Slika7.6 £ (54=) Slika7.7 5 (i)

U Tablici7.2 prikazani su rezultati izratunavanja (primjenom nize navedenog Ma-
thematica-programa) za razli¢ite vrijednosti to¢nosti e.

flx_] :=4/(1 + x°2); a=0; b=1; M4=96; eps0=.5;
Dol
eps=eps0/10.71; n=Floor[(b-a) ((M4 (b-a)/(180 eps))~(1/4)] + 1;
If[0ddQ[n], n=n+1, 1;
Simpson[n, a, b, f]; Print ["E=", Abs[int - Pi] ],
{i, 6}1
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€ br. tocnth =n | I* AT*
znamenki

0.05 2 2131 0.008259

0.005 3 41 3.14 0.000024

0.0005 4 6 | 3.142 0

0.00005 5 8 | 3.1416 0

0.000005 6 12 | 3.14159 O

Tablica7.2

Zadatak 7.3 [zvedite Newton-Cotesove formule reda n = 3 i n = 4, te wzradite
odgovarajuée Mathematica — programe.

Primjer 7.4 Ruyesit femo problem postavljen u Primjeru7.2 primjenom general-
wziranog Stmpsonovog pravila. Dobwamo: I = 14.77, odnosno: AP =24 —14.77 =
9.234m?> .

Primjer 7.5 Prilikom odredivanja zakrivljenosti zavoja ceste pojavljuju se tzv. Fres-
nelovi integrali:

1= /05 cos (gtz) dt, J = /05 sin (gtz) dt s > 0.

Buduéi da primitivne funkcije ovih podintegralnih funkcija ne mozemo nadi, nji-
hove vrijednosti odredit ¢emo numerickom integracijom. Za s = 0.5 1 s = 1 izracunat
¢emo ove integrale primjenom generaliziranog trapeznog i Simpsonovog pravila uz to¢nost
e = 0.00005 (4 korektne decimale). Da bismo odredili konstante Mz 1 My za navedne pod-
integralne funkcije nacrtat ¢emo grafove njihovih drugih (Slika 7.8) i €etvrtih (Slika 7.9)
derivacija na intervalu [0, 1].

f(t) = COS(%R) Mo M,y g(t) = COS(%R) M, M,y
s =0.5 3.6 30.35 s =0.5 4 50
s=1 5.4 190 s=1 11 70

ty 2004 Y

/

g .
) = : 100 4/
50 /
. f// / T
5 1

—50

g

Slika7.8 Procjena M- Slika7.9 Procjena M,
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7.4 Zadaci

Pri tome se broj podintervala n, na koji smo morali podijeliti interval integracije, kretao

kao u nize navedenoj tablici:

n Trapezno Simpsonovo n Trapezno Simpsonovo
(s=0.5) | pravilo pravilo (s=1)| pravilo pravilo

1 28 4 1 95 10

J 29 4 J 136 8

Primjedba 7.3 Vise o numerickim metodama integracije i njenim teorijskim i
prakticnim aspektima moze se naéi u IVANSIC (1998), SCHWARZ (1986), STOER (1993)
itd. Programska podrska (FORTRAN) nadi ée se u PREsS (1989), PHILIPs (1986), a
moZe se koristiti i gotovi korisnicki software: MATHEMATICA, MATLAB.

7.4 Zadaci

Zadatak 7.4 Primjenom generaliziranog trapeznog pravila za zadanu podintegralnu
Junkeiju [ i interval integracije [a, b] uz to¢nost € = 0.00005 odredite konstantu M,
broj podintervala (n) na koji treba podijeliti interval integracije [a, b], te vrijednost
aproksimacige integrala I.

a) f(x) =sin’z, [0,7/4];
b) f(z) = cos?z, [0,7/4];
c) f(z) =sinz —Inz+e°, [0.2,1];
a) f(z) = VIT22, [0.1]

e) f(x) :xz(l—xz)_l/z, [0,0.5];
f) flz) = 22L [n/4,7/2];
g) g(x) = o=, [0,2].

Uputa: prilikom odredivanja konstante Ms moze se koristiti kompjuterska
grafika, a za izracunavanje integrala navedeni Mathematica-modul.

RjeZenje:
a) My =2, n=41, I*=0.1427.
b) My =2, n=41, I*=10.6427.
¢) Mz = f(0.2) = 26, n =149, I* =2.4148.
d) M, =1f(0)] =1, n=41, I*=1.3987.
e) My =|f(0.5)];5, n =233, I"=0.04532.
) My=|f(n/4)] =0.274, n=, I =0.6118.
g) M= |f(2)] =0.61, n =290, [I*=1.0473.

Zadatak 7.5 Primjere iz Zadatka 7.4 rijesite primjenom generaliziranog Stmpsonovog

pravila.
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RjeZenje:
a) My =|f*(0)] =S8, n=4, I*=0.1427.
by My=|f(0)] =S8, n=4, I*=0.6427.
¢) My=fM(0.2)=3752, n=14, I[*=24148.
d) My =|f®(0)] = 15, n==6, I*=1.398T7.
e) My=|f®05)|~110, n=4, I*=0.04531.
£ My=|fO(r/4)] =0.159, n =, I* = 0.6118.
g9) My =|fH(2)|~8s, n =10, I*=1.0473.

Zadatak 7.6 Duljina elipse 2—2 +y=1 (a >0) jednaka je:

w/2
1:4/ 1—(1—a?)sin?tdt.
0 Vi-(-a)

Zaa £ 1 ne moze se elementarno nacéi primitivna funkeija ove podintegralne funkcije.
Za a = 0.5 1 a = 1.5 izraéunajte vrigednost ovog integrala primjenom generaliziranog
trapeznog 1 Simpsonovog pravila uz € = 0.00005.

Rjesenje: Za a = 0.5 dobivamo:

a) Trapezno pravilo : M= f(r/2) =6, n =197, I* =4.8442;
b) Simpsonovo pravilo: M = |f*)(r/2)] =80, n=12, I*=0.8442;

Zadatak 7.7 Za podintegralnu funkciju u nepravom integralu:

I(x) = \/%/_x exp(—%)dt

ne postoji elementarna primitivna funkciyja. Za x = 0.5, 1, b primjenom trapeznog
i Simpsonovog pravila priblizno izracunajgte vriyjednost ovog integrala s tocnoséu

¢ = 0.00005.
Uputa: koristite ¢injenicu da je I(z) = 0.5 + \/% fox exp(—%)dt
Rjegenje: 7*(0.5) = 0.6915, [*(1) =0.8414, TI*(5) = 1. Pri tome za sva tri

intervala integracije imamo:
My =[f7(0)| =04,  My=]|fP(0)=1.2.

Potreban broj podintervala (n) vidi se u sljedeéoj tablici:

n r=05b z=1 =5
Trapezno pravilo 10 26 289
Stmpsonovo pravilo 2 4 16

Zadatak 7.8 Matematicko njthalo s kutem otklona o ima period T = 4[(\/5 gdjye

je:
w/2 d

K= / ¢ .

0 1 —sin? 3 sin? ¢
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Elementarnim metodama ne moZze se odreditt primitivna funkeija za ovu podin-
tegralnu funkciju. Za o = 5°, 10°, 45° primjenom trapeznog ili Simpsonovog pravila
priblizno izraéunajgte vrijednost ovog integrala s toénoséu e = 0.00005.

RjeZenje:
a) a=5° My=|f(0)] <0.002, M;=|fH(0)]<0.0075, K* =1.5715.

b) =10 M, =|f(0)] <0.007, M;=|fH(0)]<0.03, K*=15738.
¢) a=45° M,<0.2, My~ 1, K* =1.6336.

Potreban broj podintervala (n) vidi se u tablici:

n a=5" a=10" a=45Y
Trapezno pravilo 4 7 36
Stmpsonovo pravilo 2 4 6

Zadatak 7.9 Sirina rijeke je 20 m. Mjerenjem dubina na svakih 2m njenog popreénog
presjeka dobivent su sljedeés podaci:

gm) |0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
dubina(m) | 02 05 09 1.1 13 1.7 21 15 11 06 02

Primjenom trapeznog ¢ Simpsonovog pravila izracunagte povrsinu poprecnog presjeka
rijeke.

Uputa: Postupite slicno kao u Primjeru 7.2, str. 129, te iskoristite navedene
Mathematica-module.
RjeZenje:
a) Trapezno pravilo : S* = 22m?
b) Simpsonovo pravilo : S* =21.9m?

Zadatak 7.10 Izvedite Newton-Cottesovu formulu za n = 3. Prumijenite dobivent
rezultat kod numericke integracije.

RieSenje: I* = "5 (f(a) +3f (25) +3F (“F2) + f(b))
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8. Numericko rjesavanje obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi

Prilikom rjesavanja diferencijalnih jednadzbi u praktiénim primjenama vrlo cesto
nailazimo na slucajeve, koje ne mozemo elementarno rijesiti ili bi elementarno
rjeenje bilo previse slozeno. Tada problem mozemo pokusati rijesiti numerickim
metodama. Primjenom numeri¢kih metoda za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi
s pocetnim ili rubnim uvjetom, dobivamo tabliéno zadanu funkciju, pri ¢emu korak
u vrijednosti nezavisne varijable mozemo dovoljno fino izabrati.

Promatramo sljedeéi problem:

- za zadanu funkciju f(x,y) treba nadi funkciju y(z), © € [xo,b],
koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu 1. reda:

dy
= 8.1
Y =t (5.1
uz pocetni uvjet:
y(z0) = yo. (8.2)

Ovaj problem nazivamo Cauchyjev problem ili inicijalni problem!. U nekim

slucajevima (primjerice, ako je funkcija f linearna) ovaj problem moze se rijesiti
elementarno (kao u Primjeru8.1). Medutim, u veéini prakticnih problema prisiljeni
smo traziti aproksimativno rjesenje. Stovise, u praktiénim istrazivanjima obi¢no se
javlja problem rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi:

dy;
d:i =file,on, . k), =1,k
s pocetnim uvjetima: y;(z¢) = ¢; , i = 1,..., k, ili u vektorskom obliku:
d
% =f(z,y), ¥y(zo) =e¢, (8.3)

gdjeje: y:(yla"'ayk)Tac:(cla"'ack)T af:(fla"'afk)T .

IEngl. = initial value problem, njem. = Anfangswertaufgabe
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Primjedba 8.1 Diferencijalna jednadzba viseq reda moze se svesti na sustav dife-
rencijalnih jednadzbi 1.reda. Primjerice diferencijalna jednadzba 3. reda:

11

V' =g,y Y,
s pocetnim uvjetima: y(0) = ¢1 , ¥'(0) = o, ¥’(0) = 3 , uz supstitucije:
=Y, =y, =y,
prelazi u sustav diferencijalnih jednadzbi 1. reda:

z] = za, z21(0) =1
zh = 2, z2(0) = ¢2
zé = g(x,zl,z2,23), 23(0) = C3.

Zato ima smisla posebnu pozornost posvetiti rjesavanju Cauchyjevog problema (8.1)-

(8.2), odnosno (8.3).

8.1 Eulerova metoda

Promatramo problem (8.1)-(8.2). Kako je zbog (8.1) u tocki zy poznat koefi-
cijent smjera tangente na trazenu funkciju « — y(z):

' (z0) = f(xo,y0),

onda mozemo funkciju y u okolini tocke zg aproksimirati linearnim aproksimantom,

y=yo~+ flzo, yo)(x — z0). (8.4)

Slika 8.1. Eulerova metoda

Za maleni h, tocka xy = xy + h je bliska tocki xg, pa ¢emo vrijednost trazene
funkcije y u tocki z; aproksimirati vrijednoséu linearnog aproksimanta (8.4)

y1 = y(=1) = yo + flzo, yo)h.
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Ponavljajuéi postupak, dobivamo Eulerov iterativni proces:
yk-l—l:yk—i—f(xkayk)h’ kZOala (85)
koji daje aproksimaciju funkcije y u tockama:
z;=xg+1th, ¢=0,1,...

Eulerova metoda? ne upotrebljava se za rjesavanje prakti¢nih problema. Ako
duljina koraka h nije jako malena, pogreske se mogu brzo akumulirati, a ako odabe-
remo potrebno maleni korak h, broj iteracija postaje nerazumno velik (vidi Pri-
mjer8.2). Ipak, ova metoda ima vaino teorijsko znacenje, jer se druge, mnogo
efikasnije metode, zasnivaju na ovoj ideji.

Primjer 8.1 Treba rijesiti Cauchyjev problem:

y=x+y, y0) =1,

na intervalu [0, 1].

Rjesenje problema je funkcija y = 2e® — z — 1. Potrazit ¢emo rjeSenje 1 pomocu
Eulerove metode uz korake h = .2 1 .1 uz koristenje Mathematica-modula:

Euler[a_, b_, h_, f_, yO_] := Module[{i,x,y}, n=Floor[(b-a)/h]l;
If[IntegerQ[n], n=n, n=n+1]; tab=Table[{a+(i-1) h,0}, {i,n+1}];
x =a; y = y0; tab[[1, 2]11=y0;
Dol
x = x+h; y =y + flx,y] h;
, {i,2,n+1}]

tab[[i,2]] = y

Dobiveni rezultati, kao 1 usporedba sa stvarnim vrijednostima prikazani suu Tablice8.1.

h=02 h=01

e y(wr) | Yk y(er) —yr | yr y(rk) — yx
0 1 1 0 1 0

0.1 1.11034 1.11 —.00034
0.2 1.24281 | 1.24 —.00281 | 1.241  —.00181
0.3 1.39972 1.3951  —.00462
0.4 1.58365 | 1.568  —.01565 | 1.57461 —.00904
0.5 1.79744 1.78207 —.01537
0.6 2.04424 | 2.0016  —.04264 | 2.02028 —.02396
0.7 2.32751 2.29231  —.03520
0.8 2.65108 | 2.56192 —.08916 | 2.60154 —.04954
0.9 3.01921 2.95169 —.06752
1 3.43656 | 3.2743  —.16226 | 3.34686 —.08970

Tablica8.1. Rjesavanje inicijalnog problema y' = x +y, y(0) =1

20vu metodu neki puta naéi éemo u literaturi pod imenom: metoda tangenti ili Cauchyjeva
metoda jer je Cauchy otprilike 100 godina kasnije (1828.) dokazao konvergenciju ove metode
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Primjer 8.2 Promatrajmo jednostavni Cauchyjev problem:
v=y, y0)=1
U ovom slu¢aju Eulerov iterativni postupak (8.5) postaje:
yet1 = yr(1+h), k=0,1,...
ili opcenito, za neki n € N imamo

Un =tYn-1(1+h) =yn1(14+h)° = =y (1+h)"=(1+h)"

Da bismo izracunali vrijednost trazene funkcije y u nekoj fiksnoj tocki > 0, u inter-

valu [0, z] odredit ¢emo n jednoliko rasporedenih tocaka z; s razmakom h = Z. Primjenom

gl

Eulerove metode dobivamo
T n
y(z) = yn = (1 + E) . (*)

Kada pustimo n — oo (tj. h — 0), dobivamo egzaktno rjesenje: y(z) = exp(z), Sto znadi
da Eulerova metoda konvergira.

U svrhu ispitivanja brzine konvergencije Fulerove metode u ovom sluc¢aju raspisimo
(*) pomo¢u Taylorove formule

x x? 22
y(z) ~ exp (nln(l + E)) = exp <x ~ 5 +.. > ~efe 2.

Tako dobivamo pribliznu pogresku aproksimacije u fiksnoj tocki x:

x

Bote) = ) 7| o (1= 5 )

Tako primjerice, ako Zelimo vrijednost funkcije y u tocki & = 1 dobiti s jednom tocnom
decimalom (e = 0.05), potrebno je staviti n = 27 (odnosno h & 0.04). Za 5 to¢nih decimala
(e = 0.5 x 107%) treba staviti » = 271828 (h & 0.000004).

Primjedba 8.2 Kod Eulerove metode sljedecu aproksimaciju funkcije uvijek iz-
rac¢unavamo samo na bazi jedne prethodne aproksimacije. Zato kaZemo da je to
jednokoracna metoda. FEulerova metoda moZe se poboljsati pomocéu tzv. simetriéne
formule

yk+1:yk—1+2hf(xkayk)a kZOala
Simetricna formula je dvokoraéna metoda.

Osim navedenih, postoje ¢ brojne druge metode za numericko rjesavanje Cauchy-
jevog problema, kao primjerice: Richardson-ove ekstrapolacije (specijalno Bulirsch-
Stoerova metoda), visekoraéne metode: predictor-corrector metoda, Milne-ova metoda,

Adams-ova metoda itd. (vidi primjerice GEAR (1971), ORTEGA (1981), STOER (1993)).



8.2 Metoda Runge - Kutta 141

8.2 Metoda Runge - Kutta

Promatramo Cauchyjev problem (8.1)-(8.2):

y/:f($ay)a y(l‘o):yo

Posebno vazno mjesto za rjeSavanje ovog problema u primjenama zauzima dobro
poznata Runge—Kutta (RK) metoda3. Pretpostavimo da poznajemo aproksimaciju
Yy, trazene funkcije @ +— y(x) u tocki x,. Zelimo odrediti (n + 1)-vu aproksimaciju
Ynp U tocki z, + h. U tu svrhu na intervalu (2., 2, + h) u nekoliko strateskih
tocaka aproksimirat éemo vrijednost funkcije # — f(z,y(x)), te pomoéu njih sto
bolje aproksimirati razliku ypp — yn. Egzaktni izvod 1 analiza ovih metoda izlazi iz
okvira ove skripte, a moze se naéi primjerice kod SCHWARZ (1986)) STOER (1993).

Najjednostavniji primjer iz familije RK metoda je tzv. Heunova metoda
Ynt1 = U+ 5(k1+ ko),

ki = hf(zn,yn), (8.6)
ko = hf(xn +h,yn + kl)

Primjedba 8.3 Kako je

xn+hd Tnth
vew) —vtea) = [ Pde= [ e de, (5.7

ako pretpostavimo da je f samo funkeija od x, Heunova metoda (8.6) odgovara
trapeznom pravilu (7.5), str. 127, koja ima pogresku reda velicine O(h?). Prim-
yetimo takoder da je za svaku aproksimaciju y, potrebno dva puta izracunavati
vrigednost funkcije f.

Klasiéna RK metoda definirana je s

Ynt1 = Y+ (k1 + 2ks + 2ks + ka),
ki =hf(zn,yn),
ky = hf(zn + % yo + 5), (8.8)
ks =hf(xn + %ayn + %2),
ka=hf(xn +h,yp + k3)

Primjedba 8.4 Ako pretpostavimo da je f samo funkcija od x, onda iz (8.7)
mozemo pokazati da RK-metoda (8.8) odgovara Simpsonovoj formuli (7.14), str. 131,
uz zamjenu h — % Sjetimo se da Sitmpsonova formula ima pogresku reda velicine
O(h?), sto se prenosi i na RK metodu (8.8) i u opéem slucaju — kada je f funkcija
od 1 od y. Primijetimo takoder da je kod RK metode (8.8) za svaku aproksimaciju
Yn potrebno Eetiri puta izracunavati vrigednost funkcije f.

3Ideju je prvi izlozio C. Runge u radu Uber die numerische Auflésung von Differentialgleichun-
gen, Mathematische Annalen 46(1895), 167-178, a kasnije razvio W.Kutta u radu Beitrag zur
naherungsweisen Integration von Differentialgleichungen, Zeitschrift flir Mathematik und Physik
46(1901), 435-453
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Primjer 8.3 Na primjeru Cauchyjevog problema
Y = 30(sinz — y), y(0) =0,
éije je egzaktno rjesenge lako dobiti (linearna diferencijalna jednadzba !),

y(r) = ﬂ(BOSinaL‘—cosar:—l—e

—30x
901 )

bl

na intervalu [0, 1] usporedit éemo efikasnost Eulerove i RK metode (8.8).

Rezultati prikazani u Tablict 8.2 dobiveni su koristenjem nize navedenog Mathematica-
modula

RK[a_, b_, h_, f_, y0_]1 := Modulel{i, x, y, k1, k2, k3, k4},
n=Floor[(b-a)/hl;
If[IntegerQ[n], n=n, n=n+1]; tab=Table[{a+(i-1) h,0}, {i,n+1}];
x=a; y=y0; tab[[1,2]] = y0;

Dol
k1 = h flx, yl; k2 = h flx+h/2, y+k1/2];
k3 = h f[x+h/2, y+k2/21; k4 = h f[x+h, y+k3];
y=y+ (1/6) (k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4);
tab[[i, 2]1] = y; x = x+h, {i,2,n+1}]
]
Eulerova metoda RK metoda

rk y(aw) ye  y(wx) —uk |y y(zx) — yx
0 0 0 0|0 0

0.1 0.068250 0.29950 —0.23125 | 0.112391 —.04414
0.2 0.165899 —0.00299 0.16889 | 0.228523 —.06262
0.3 0.263387 0.89255 —0.62915 | 0.349063 —.08567
0.4 0.358318 —0.61684 0.97515 | 0.475312 —.11699
0.5 0.449673 2.67195 —2.22228 | 0.60946 —.15979
0.6 0.536535 —3.64997 4.18651 | 0.754908 —.21837
0.7 0.618036 9.23259 —8.61456 | 0.916725 —.29869

0.8 0.693362 | —16.31310 17.00650 | 1.10226 —.40890
0.9 0.76176 34.97620 —34.21450 | 1.32199 —.56023
1 0.822547 | —67.42800 68.25060 | 1.59067 —.76813

Tablica8.2 y' = 30(sinz —y), y(0)=0, x€(0,1]
Primjer 8.4 Treba rijesiti Cauchyjev problem:
!’ 2 _
y=wy +1,  y(0)=0,

na intervalu [0, 1].
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Primjenom RK metode (8.8) dobivamo rezultate vidljive u Tablici8.3.

Tk Yk tr Uk U(tk)
0 0 0 0 0
0.1 0.1 2 18.568 18.573
0.2 0.2 4 32193 32.211
0.3 0.302 6 40.093 40.123
0.4 0.4065 8  44.070 44.1
0.5 0.5162 10 45.933 45.955
0.6 0.6345 12 46.766 46.79
0.7 0.7666 14 47.152 47.16
0.8 0.92 16 47.319 47.323
0.9 1.1073 18  47.391 47.394
1 1.3503 20 47.424  47.425
Tablica8.3 y' = wy® + 1, y(0) =0 Tablica8.4 v =g — Xv?, v(0) =0

Primjer 8.5 Promatramo slobodni pad tijela mase m u zraku.

Uz pretpostavku da je otpor zraka proporcionalan kvadratu brzine, vrijedi jednadzba
gibanja
. .2
m§ =mg — s, (*)

gdje je g = 9.81ms™2 | v = C4 S, gdje je S povriina popreénog presjeka tijela (m2)7 1)
specifi¢na gustoéa zraka (kg m_“o’)7 a C konstanta bez dimenzije koja ovisi o obliku tijela -
tzv. form-faktor (vidi MoOLITZ (1967)). Velicina 6 u jednadzbi (*) je funkcija temperature
(u K) i visine (s), ali uz pretpostavku da se radi o malim visinama (nekoliko stotina
metara), mozemo pretpostaviti da je ona konstantna i jednaka svojoj vrijednosti na razini
mora g = 1.22 kgm_s.

Uz oznake: v =351 Z—;’ = §, jednadzba (*) glasi:
dv Y2
a1y
a9 m
Cije rjeSenje je:
v = bth (abt), ()

gdje je: a = ~v/m, b = mg/~. Primijetimo da za t — oo brzina v tezi konaénoj velicini b.

Zam = 70kp, S = 0.25m? i C = 1 primjenom RK metode rijedit éemo jednadzbu
(*), na intervalu [0, 20] (pad tijela pratimo prvih 20 sekundi) uz korak u metodi h = 2.
Dobiveni rezultati u Tablici 8.4 usporedeni su s egzaktnim vrijednostima iz jednadzbe (#).

Primjedba 8.5 Runge-Kuttovom metodom moZemo rjesavati i sustave diferenci-
Jjalnih jednadzbi. Postupak je analogan iterativnom procesu (8.8). Primjerice za
sustav:

Yy =f(w,y,2), Z=gxyz), yl)=w, z(z)=~20,

mamo:

Y1 = Yo+ %(lﬁ + 2ko + 2ks + k4),

Z1 = %o + %(ml —|—2m2 + 2m3 —|—m4),
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gdje je:
k1= hf(xo,vo,20) my = hg(xo, Yo, 20)
ky=hf(wo+ %, yo+ 5, 20+ 2 ms = hg (zo+ L, yo + 5 20 + B1),
ks = hf (zo+ 5,90 + 5, 20 + % ms = hy (vo+ &, yo + 5, 20+ 732)
ka=hf(xo+ h,yo+ ks, z0 + ms), myg = hg(xo + h,yo + ks, 20 + m3).

),
),

Primjerice, za funkcije f(z,y,2z) = = + 2, g(z,y,2) = —z 1 pocetni uvjet y(0) =
z(0) = 1 na intervalu [0, 1] dobivamo vrijednosti funkcija = — y(z) 1  — z(z) prikazane
u Tablici8.5.

Tk Yk ZEk Tk Yk y;
0 1 1 0 1 0
0.1 1.1048 0.995 0.2 1.0202 0.2040
0.2 1.2187 0.98 0.4 1.0833 0.4333
0.3 1.3405 0.955 0.6 1.1972 0.7183
0.4 1.4693 0.92 0.8 1.3771 1.1017
0.5 1.6042 0.875 1.0 1.6487 1.6487
0.6 1.744 0.82 1.2 2.0543 2.4652
0.7 1.8878 0.755 1.4 2.6642 3.7298
0.8 2.0347 0.68 1.6 3.5960 5.7536
0.9 2.1835 0.595 1.8 5.0518 9.0932
1 2.333 0.5 2 7.3862 14.7724
Tablica8.5 Tablica8.6

Primjedba 8.6 Diferencijalna jednadzba viseq reda rjesava se svodenjem na sustav
diferencijalnih jednadzbi 1. reda. Tako primjerice Cauchyjev problem:

1

Yy :g($ayay/)a y(xo):aa y/(l‘o):ﬁ,

svodimo na sustav:

Z, y(l‘o) = Yo,

y/
Z/:g($ayaz)a Z(xO):ZOa
koji mozemo ryjesitt RK metodom:

Y1 = Yo+ %(lﬁ + 2ko + 2ks + k4),
z1 = zo + %(WM + 2ma + 2ms + ma),

k1= hzg my = hg(zo, Yo, z0)
kz:h(zo-l-%), mzzhg<x0+%,y0+%,zo+%)’
/{73:/1(20-1-%), m3:hg<x0+%,y0+%,zo+%)’
ks = h(z0 + ms), myg = hg(xo + h,yo + k3, 20 + m3).

Primjer 8.6 Treba rijesiti Cauchyjev problem:

y'—axy —y=0, y0)=1, ' (0)=0.
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Problem ¢emo pretransformirati na sustav diferencijalnih jednadzbi 1. reda

y' =z, y(0) = 1,
2 =2z 4y, z(0) =0,
a rjefenje potraziti na intervalu [0, 2] primjenom RK metode s korakom h = 0.2 (vidi

Tablicu8.6).

Primjer 8.7 T2v. Lotka—Volterrin bioloski model grabeiljivac - plijen opisuje se
sustavom diferencijalnih jednadzbi (vidi primjerice GEAR (1971)):

dx

9 Wy )
dt—l‘Pl pay), dt—ypsl‘ Pa).

Uz pocetne uvjete z(0) =1, y(0) = 0.3 1 vrijednosti parametara:
pL = 0.77069,  po = ps = 2.1268,  ps = 1.984,

primjenom RK metode dobivamo funkcije # 1 y tablicno prikazane u Tablici8.7 1 na
Slici8.2.a.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
1.0 1.052 1.060 1.013 0.934 0.860 0.819 0.8198 0.854 0.915
0.3 0.332 0.381 0.427 0.446 0.428 0.38 0.341 0.307 0.291
5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5
0.986 1.044 1.062 1.026 0.950 0.873 0.824 0.816 0.844 0.901
0.296 0.324 0.370 0.419 0.445 0.434 0.396 0.350 0.312 0.293

€ R THe 8

Tablica8.7 Podaci za Lotka—Volterrin model: grabezljivac - plijen
MoZemo potraziti i tzv. fazno rjeSenje, odnosno opce rjesenje y = y(z;¢) rjeSavajuci
jednadzbu:
dy _ y(psw — p4)
dr  z(p1 — p2y)
Uz oznake: P = p4/ps , @ = p1/p2, dobivamo familiju elipsa (vidi takoder Sliku8.2.b):
(z=P)  (y-0Q)*

+ =c
Da pl

Konstanta ¢ odreduje se iz pocetnog uvjeta: z(0) = zo , y(0) = yo , Cime je izabrana jedna
elipsa. Funkcije #(¢) i y(¢) su vremenske periodi¢ne funkcije.

R
s =

z = z(t)

0.5
T E)
0.2 ) T
0 2 4 6 8¢

Slika 8.2 Lotka—Volterrin model: grabezljivac - plijen
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8.3 Metoda diskretizacije

Osim inicijalnih problema koje smo do sada razmatrali, rjeSavanje prakti¢nih
problema éesto vodi na rjesavanje tzv. rubnih problema?.

Za danu funkciju f(z,y,y’) treba odrediti funkciju z + y(z), = € [a, b], koja
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu 2. reda:

y' = flx,y,y), (8.10)

uz tzv. rubne uvjete:
yla) =, ylb)=p, (a<b). (8.11)

Postoji takoder vise metoda za rjesavanje rubnih problema (vidi primjerice
STOER, BULIRSCH (1993). Mi ¢emo ovdje samo kratko opisati tzv. metodu diskre-
tizacije.

Interval [a, b] podijelit ¢emo na n jednakih dijelova, stavljajudi:

_b—a

h

,  xi=a-+ih.
n

Prvu (y') i drugu (y"”) derivaciju funkcije y mozemo aproksimirati s:

Yrtl — Yh—1 Ykl — 29k + Yr—1
Y (z1) ~ +T’ Y () o S 2 :

Na taj nac¢in rubni problem (8.10)-(8.11) svodi se na rjesavanje sustava tzv. dife-
rencijskih jednadZbi:

yk+1_2yk+yk—1:h2fka k:1a2a"'an_1a'
Yo = @, yn:ﬁa
gdje je:

k=1r (m&/m%) .

1l u matri¢énom obliku:

Ay=hF(y) -, (8.12)
gdje je:
2 1 0 0
1 -2 1 0 i h
(3 fa
A= 0 1 =2 01, y= , F(y)= . , =
d 0 0 . _é Yn-1 fn—l

4Engl. = two point boundary value problem, njem. = Randwertaufgabe
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Ako je funkcija f linearna, sustav (8.12) je sustav linearnih jednadzbi i mozemo
ga pokusati rijesiti nekom metodom navedenom u .3, str.38 (posebno vidi Za-
datak 3.23, str.65). Ako je funkcija f nelinearna, onda treba koristiti neku iterativnu
metodu za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi (t.4.4, str. 85).

Primjedba 8.7 Postoji opseina literatura o numerickom rjesavanju obicnih dife-
rencijalnih jednadzbi (vidi npr. COLLATZ (1966), ORTEGA (1981), STOER (1993)).
FORTRAN-programska podrska iz ovog podrucja moZe se naéi v FORSYTHE (1974),
PREss (1989) i u The Nag-Library (Philips (1986). U programu Mathematica mogu
se naci gotovi moduli za rjesavanje ovakvih problema, te svi potrebni prateét “alati”.

8.4 Zadaci

Zadatak 8.1 Numericki rijesite diferencijalnu jednadzbu s poéetnim uvjetom na
intervalu [a,b]. Numericki dobiveno rjesenje usporedite s egzaktnim, te nacrtajle
pripadne grafove.

a) Y +iy=22E y(5)=1, zelf]
by Y = 32%y, y(0) = 2, z € [0,1],
) z+yy =0, y(0) = 2, z € [0,2],
d) 2zy =y, y(1) = 2, z € [l,3],
e) ¥ +y=0, y(0) =1, z € [0,0.6],
5 v =y, y(0) =0.25, =z €[0,3],
9) ¥ =1+ey+y’, y0)=0, z€l0,2]

RjeZenje:
a)y=—-LL4+ L b)y= 2exp(z3), c)x?+y* =4, d)y? =4z,
e)y=e", Ny=1/4-z), g)
Zadatak 8.2 Primjenom Runge-Kutta metode rijesite Cauchyjev problem:
y = 100(sinz —y), y(0) =0,
na intervalu [0,7/2] za razlicite veli¢ine koraka h = 0.1, 0.01, 0.001. Dobivene

rezultate usporedite s egzaktnim rjesenjem:

Yy (sinz — 0.0l cosz + 0.01e~1°97).

~ 1.0001

Nacrtajte odgovarajucée grafove funkcije-rjesenja 1 funkcije-aproksimacije rjesenja.
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Zadatak 8.3 Numericki rijesite Cauchyjev problem na intervalu I = [0,1]:
a) ¥y =1+y?  y0)=1 y(0)=0,
b) y'—xy +y=0, y(0)=0, y(0)=1.
Rjegenje: a) y = chx, b)
Zadatak 8.4 Numericki rijesite sustav diferencijalnih jednadzbe:

a) ¥ =-Ty+2z  y(0)=0, b) ¥ =z, y(l) =1
2= —-2y—5z, z(0)=1, ==y, z(1)=1
z € [0, ] z €[1,2]

Zadatak 8.5 Primjenom Runge-Kutta metode rijesite Cauchyjev problem:
a) ¥’ + 1001y + 1000y =0, y(0)=0, ¢ (0)=1, «x€0,0.2].
b) v +u=r w0 =1 yO)=2 20,1

za razlicite velicine koraka h = 0.01, 0.005, 0.001. Dobiwvene rezultate usporedite s
egzaktnim rjesenjem, te nacrtajte odgovarajucée grafove funkcije rjesenja i funkcije-
aproksimacije rjesenja.

Rjesenje: a) y = (e™% — e~10007) /999, b) y =cosx —sinx + .
Zadatak 8.6 Rjesenje rubnog problema:
y//+y:$a y(o)zla y(ﬂ'/?):ﬂ'/Q—l,
je funkcija:
y=cosx —sine+ x.

Ruesite ovay problem metodom diskretizacije koja je spomenuta u t.8.3, str. 146
uzevsi m = b i m = 10, te usporedite rjesenja s egzaktnim rjesenjem. Nacrtajte
grafove funkcije rjesenja i funkcije-aproksimacije rjesenja.

Zadatak 8.7 Za koju vrijednost parametra X rubnt problem:
y'+Ay=0, y(0)=0, y(1)=0,
ima netrivijalno rjesenje (y #0).

Rjesenje: A =n?7%, n=1,2,...

bl

Zadatak 8.8 Zadatak 8.7 ryjesite metodom diskretizacije uz n = 3.

RjeZenje:
A =9 (prava vrijednost:m? = 9.8696),
A = 27 (prava vrijednost:4r? = 39.48).
Zadatak 8.9 S podacima iz Primjera 8.5, str. 143 odredite put s kao funkciju vre-

mena t na intervalu vremena [0, 20].

. e o . .. . o ds __
Uputa: rijesite diferencijalnu jednadzbu &3 = b th (abt).
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Zadatak 8.10 S podacima 1z Primgera8.5, str. 143 odredite brzinu v kao funkciju
puta s na intervalu [0, 800].

C 5
Rjedenje: v =, /% I —exp(—31).

Zadatak 8.11 Pokazite da se Runge-Kuttova metoda podudara sa Simpsonovom
formulom ako funkecija f ne ovisi o y.

Zadatak 8.12 Izradite kompjuterski program za metodu diskretizacije (1.8.3, str. 146)
koristeér LU-dekompoziciju matrice.

Zadatak 8.13 Slicno kao u (8.8), str. 141 definirajte Runge-Kutta metodu za rjesa-
vange diferencijalne jednadzbe 3. reda iz Primgedbe 8.1, str. 138 Izradite odgovarajuét
kompjuterski program.

Zadatak 8.14 Rijesite Cauchyjev problem zadan s:

a) ¥ =z —uy, z(0) =4,

Y = —y+wy, y(0) =1, te[0,8], h=0.1
by o' = -3z —2y—2xy?, 2(0)=0.8,

Y =2x—y+ 293, y(0) =06, te][0,4], h=0.1
¢) ' =y? —x? z(0) = 2,

y = 29;3/, ) y(0)=0.1, te€][0,1.5], h=0.05
d) o =z —y*, z(0) = 2,

y = 2zy, y(0) =06, te€][0,1.6], h=0.02
e) #'=1-y, z(0) = —1.2,

Y =x? — 97, y(0) = 0, te[0,5], h=0.1
) 2 =23 =2z, z(0) =1,

Y = 2x%y — P, y(0) =02, te€][0,2], h=0.025

Zadatak 8.15 Za sustave diferencijalnih jednadzbi iz Zadatka 8.14, nadite fazno
rjesenje y = y(x; ¢), te nacrtajte odgovarajuci pramen (familiju) krivulja.

Zadatak 8.16 Rujesite sljedece rubne probleme za h = 0.2,0.1,0.05:

a) == %x’(t) — 1ft2x(t) +1, z(0) = 1.25,  «(4) = —0.95,
b) = —20/(t) + Za(t) + Leeslnt) oy =1, z(3) = -1,

) @+ Lal(t) + La(t) = £, 2(1)=0.75, (7) =0.3,

d) o+ 2a'(t) — Zu(t) = €ot, 2(1) = —0.02, (6) =0.02.
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9. Numericko rjesavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi

Problem rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi pojavljuje se u mnogim
podruc¢jima primjena (elektrotehnika, fizika, kemija, tehnologija, itd). Opdenito,
parcijalna diferencijalna jednadzba moze sadrzavati Cetiri nezavisne varijable (tri
prostorne z, vy, z i jedna vremenska t), ali se najcesée broj varijabli moze reducirati
na dvije nezavisne varijable. To je razlog §to éemo razmatrati' jednadzbu oblika

F('l:-,yf u, uxs“ys“xxs“xys“yy) =0, (91)
gdje su x,y nezavisne varijable, u = u(x,y) trazena funkcija, a

_ Ou ou 9%u 0%u 8%u 8%u

Tor T oy T o T dway T dgor T oy
njezine prve i druge parcijalne derivacije. Zato kazemo da je (9.1) parcijalna difer-
encijalna jednadzba drugog reda.

Uy

Rjesenje jednadzbe (9.1) je funkcija u, koja uvrstena u tu jednadzbu daje
identitet. Graficki, rjesenje jednadzbe (9.1) predstavlja plohu u prostoru (Slika 9.1).

Slika9.1. Graf funkcije u(z,y)

Kazemo da je jednadzba (9.1) linearna ako je funkcija F' linearna u svim
argumentima koji se navode u (9.1) osim eventualno u x ili y. Tada se (9.1) moze
pisati u obliku

0%u 5%u &u  Ou

ou
A—+2B—+C — +b— = f, 9.2
Ox? + Oxdy + Oy? + o + Oy Few=J; (92)

1Pri tome u cijelosti pratimo tijek izlaganja u radu GALIC (1989)
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pri ¢emu koeficijenti A, B, C,a,b,c 1 funkcija f moze ovisiti samo o varijablama
z,y. Specijalno, ako navedeni koeficijenti ne ovise o varijablama z, y, onda kazemo
da je (9.2) linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijen-
tima. Tada broj D = AC — B? nazivamo diskriminantom jednadZbe (9.2). Ovisno o
predznaku diskriminante razlikujemo sljedece tipove diferencijalnih jednadzbi

D>0 elipticki tip,
D <0 hiperbolicki tip,
D =0 — paraboli¢ki tip.

Jo§ ¢emo posebno spomenuti tzv. osnovne parcijalne diferencijalne jednadzbe
matematicke fizike

2 2
ng = az% (valna jednadZba - oscilacija Zice) (9.3)
2
g—? = az% (jednadZba provodenja topline) (9.4)
T
2 2
% + 272 = 0 ili Au=0 (Laplaceova jednadzba) (9.5)
2 2
% + 272 = flz,y) i Au=f (Poissonova jednadba). (9.6)

Ovdje su z, y prostorne varijable, a ¢ varijabla koja predstavlja vrijeme. Kako u jed-
nadzbama (9.5) i (9.6) nema vremenske varijable, kazemo da one opisuju stacionarne
probleme. Lako se vidi da je (9.3) hiperbolicka, (9.4) parabolicka diferencijalna jed-
nadzba, a (9.5) i (9.6) da su elipticke diferencijalne jednadzbe.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe u opéem slu¢aju imaju beskonac¢no mnogo
rjeenja. Zato, ako je fizikalni proces opisan parcijalnim diferencijalnim jednadzba-
ma, za jednoznac¢no definiranje procesa potrebno je jednadzbama pridruziti dop-
unske uvjete. U jednostavnim slu¢ajevima ti dopunski uvjeti sastoje se od po&etnih
uvjeta (zadana funkcija ili njena derivacuja za t = ¢g) i rubnih uvjeta (zadana funkcija
ili gradijent na rubu podruéja od interesa). Diferencijalnu jednadzbu zajedno s
pocetnim 1 rubnim uvjetima nazivamo rubni problem.

Problem rjesavanja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi izuc¢ava se u nume-
rickoj analizi kao sastavnom dijelu primijenjene matematike. Postoji niz metoda
pomocu kojih se dolazi do pribliznog rjesenja rubnog problema. Najpoznatija nu-
mericka metoda za rjedavanje ovakvih problema je metoda kona&nih diferencija (ili
metoda mreze) s idejom da se derivacije funkcija jedne ili vise varijabli aproksimi-
raju podijeljenim razlikama. Druge vazne metode za rjeSavanje ovakvih problema su:
metoda kolokacije, Galerkinova metoda, Ritzova metoda 1@ metoda konacnih eleme-
nata. Mi éemo na primjeru Poisson-ove diferencijalne jednadzbe pokazati metodu
kona&nih diferencija za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi eliptickog tipa.
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9.1 Rjesavanje Poissonove diferencijalne jednadz-
be metodom konac¢nih diferencija

Vazna jednadzba matematicke fizike je Poissonova diferencijalna jednadzba

d*u  0%u 9
odnosno

Au=f, (r,y)eQCR?

koja fizikalno predstavlja problem ravnoteze membrane na podrucéju 2. Zanima nas
progib (pomak to¢aka) membrane, koji nastaje djelovanjem neke distributivne sile

f na membranu (Slika 9.2).

Buduéi da u ovom sluc¢aju pomak to¢aka membrane u(x, y), nije funkcija vre-
mena t, ve¢ samo funkcija polozaja tocke, uz Poissonovu diferencijalnu jednadzbu
nisu potrebni pocetni, veé samo rubni uvjeti.

| | | | | | "!//\(w
ll+ll+ll+ll+ll+ ARBL REAE
bbb e \ 4

/
Slika 9.2 Djelovanje sile f na membranu Slika 9.3 Mreza
Na rubu (99) podruéja Q zadaje se vrijednost funkcije « u obliku
u(z,y) =z, y) za (z,y) € 0Q. (9.8)
Prema tome, nas rubni problem glasi
4+ g ,y) €Q C R

537 fx,y), (z,) (9.9)
u(z,y) ( JY) za (x,y) € 9Q.

Rubni problem (9.9) u literaturi mozemo naéi pod nazivom Dirichletov unutarnji
problem. Ovaj problem uvijek ima jedinstveno rjesenje.

Prijedimo na opis metode konac¢nih diferencija za rjeSavanje rubnog problema
(9.9). Najprije ¢emo podrucje Q pokriti s dvije familije pravaca paralelnih s koor-
dinatnim osima x 1 y

r; =thi, y; =jhs, i,j €L,
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gdje su hy i he zadani koraci mreze (Slika 9.3). Ako je hy = hy = h, onda govorimo
o kvadratnoj mreZi.

Tocke (x5, y;) = (ih1, jh2) u kojima se sijeku pravci zovemo &vorovi i oznaca-
vamo samo s (4, 7). S Qp oznacit éemo skup onih évorova mreze koji leze unutar ili
na rubu podrucja €. Skup od pet tocaka (vidi Sliku 9.4)

(6, 7), (i—1,9), (¢ +1,5), (4,5—1), (¢,J+1) — prva osnovna shema,
ili
(6, 7), G+1,5+1), i—=1,7+41), (¢=1,5—1), (i+1,j—1) —druga osnovna shema

nazivamo peterotockasta zvijezda sa sredistem u tocki (4, 7).

Slika 9.4.a Prva osnovna shema Slika9.4.b Druga osnovna shema

Kaze se da je évor (,7) unutarnji &vor ako svi évorovi zvijezde sa sredistem u
¢voru (4, j) pripadaju skupu Qp, a odresci pravaca, koji spajaju srediste s ostalim
¢vorovima zvijezde, pripadaju podrucju Q. Kaze se da je évor (k,!) rubni (graniZni)
gvor ako barem jedan évor zvijezde sa sredistem u (k,!) ne pripada skupu Q ili
ako barem jedan odrezak, koji spaja srediste s nekim ¢vorom zvijezde presijeca rub
Q. Vrijednost funkcije u = u(x, y) u évoru (4, j) oznacit éemo s u; ;. S uj oznacit
¢emo tabliéno zadanu funkciju pribliznih vrijednosti funkcije v u svim évorovima
koji pripadaju skupu €2j,. Tabliénu funkciju u;, zvat éemo mreZna funkcija.

Osnovna ideja metode mreZe sastoji se u tome da se parcijalne derivacije pro-
matrane diferencijalne jednadzbe zamijene kona&nim diferencijama.

Prema Taylorovoj formuli vrijedi

Ju h? 9%u h3 93u
u(z 4+ hi,y) = ulz,y) + M 8—93(1‘, y) + 5@(% y) + y@(l‘, y)+ ... (9.10)
Ju h? 9%u h3 93u

u(x — hy,y) = u(z,y) — hlﬁ_x(x’y) + iﬁ(x,y) — y@(l‘,y) +... (9.11)

Oduzimajuéi (9.11) od (9.10), zanemarujuéi sve ¢lanove pocevsi od drugog i dijelje-
njem s 2h1, dobivamo aproksimaciju prve parcijalne derivacije funkcije u po varijabli
z u tocki (z,y)

Ju Nu(x—i—hl,y)—u(x—hl,y)

~ 5

3z =) 2hy
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§to koristimo za izracunavanje te parcijalne derivacije u évoru (3, j)

du Uig1,j — Uiz1,j
— RN —e e 9.12
Analogno dobivamo

Ju Ui 4l — Ui i1
— RNy ————— 9.13
(ay)i,j 2hy ( )

Zbrajajuéi (9.10) i (9.11), zanemarujuci sve ¢lanove pocevéi od tredeg i di-
jeljenjem s hy, dobivamo aproksimaciju druge parcijalne derivacije funkcije u po
varijabli z u tocki (x,y)

P BT H 1100) = 20l ) 4 ulz = )]
dx2 h% ’

§to mozemo koristiti za priblizno izra¢unavanje te parcijalne derivacije u évoru (4, j)

32U) Uit1,j = 2Ui 5+ Ui—1
— R~ ’ : = (9.14)
(31‘2 i h?
Analogno dobivamo
5%u Ui g1 — 2u; 5+ w51
— R — ’ e 9.15
(63/2 )z’j h3 ( )

Uvrstavanjem diferencija (9.14) i (9.15) u diferencijalnu jednadzbu (9.9) do-

bivamo
Uit j = 2Uig F Uity Wiga1 — 2Ui 5+ i

ht h3

= fij, (9.16)

gdje je fi; vrijednost funkcije f u ¢voru (4, ). Ako stavimo hy = hy = h, onda se
(9.16) moze pisati

Uit1j Wit Uiy o1 — dug g = B2 fi g (9.17)

Algebarske jednadzbe (9.16), odnosno (9.17) nazivamo diferencijskim ili mreznim
Jjednadzbama u &voru (i, j).

Zadatak 9.1 Napisite diferencijsku (mreinu) jednadzbu u évoru (i, §) prema drugoj
osnovnoj shemi (Slika 9.4.b).

Svakom ¢évoru iz podruéja €2 pridruzit éemo pripadnu mreznu jednadzbu
oblika (9.16) ili (9.17). Na taj nac¢in dobit ¢emo sustav od toliko linearnih alge-
barskih jednadzbi koliko ima ¢évorova u €. Dakle, rjeSavanje rubnog problema
(9.9) metodom mreze sveli smo na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jed-
nadzbi oblika (9.16), koji mozemo pokusati rijesiti nekom od metoda navedenih u

t.3, str. 38.
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Primjedba 9.1 U prakticnim primjenama red matrice sustava (9.16) moze biti
tako velik da raspoloziva memoriya rac¢unala nige dostatna. Zato se za rjesavange
ovakvih sustava obic¢no koriste specijalne metode za velike rijetke matrice (vidi pri-
mjerice Press 1992).

Primjedba 9.2 Postoji viSe nacina za ocjenu pogreske metode mreze (vidi pri-
mjerice AGANOVIC (1985) ili DAHLQUIST (1972)). Pokazuje se da pogreska ovisi o
veli¢ini koraka mreze. Sto je korak mreze manji (mreza - guséa), pogreska je manja.

Primjer 9.1 Metodom mreZe treba rijesiti rubni problem
_ 0% N u
T oz 9y?

u(z,y) = p(z,y) za (z,y) €9Q Q= (-4,4) x (0,6).

Au -2, (x,y) €Q C R

U podru¢ju Q nacrtat éemo kvadratnu mrezu s korakom h = 2 (Slika 9.5).

)
(=1,3) |(0,3)  (1,3)
6
(=2,2) [(=1,2) |(0,2) |(1,2) [(2,2)
4
(=2,1) [(=1,1) J(0,1) (1,1)  [(2,1)
2
(=1,0) [(0,0) [(1,0) L
—4 -2 0 2 4

Slika9.5. Mreza na podrucju £2

Podruéje Q simetriéno je s obzirom na os y, pa se moze ocekivati da ce 1
rjeSenje u rubnog problema biti simetri¢no s obzirom na os y. Zbog toga mozemo
promatrati samo jednu, primjerice desnu, polovinu podruéja 2. Ako numeraciju
¢vorova uredimo prema Slici 9.5, onda treba odrediti rjeSenje samo za Cetiri ¢vora
(0,1), (1,1), (0,2), (1, 2) jer se rjeSenje u na rubnim évorovima, zbog rubnog uvjeta
u/sn = 0, ponistava. Za svaki od navedenih ¢vorova napisat ¢emo odgovarajude
jednadzbe konacnih diferencija koristeéi prvu osnovnu shemu. Prema (9.17) imamo

(0,1): wig4u—11+uos+ugo—4ugs = 2%(=2)
(0,2): wiadu_12+uos+ugs—4dugs = 2%(-2)
(1,1) 1 wsy4upr+urat+uio—4us = 2%(=2)
(1,2): wsotupe+tursgtus—4durn = 2%(=2)

Zbog simetri¢nosti rjesenja vrijedi
Uyl =u-11, Ur2=1uU_12,
a zbog u/gq = 0 vrijedi

Up 0 = U1,0=Up3= UL 3= U21 = U22 = 0,
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pa prethodni sustav diferencnih jednadzbi mozemo zapisati

(0, 1) : —4U071 —|—U072 —|—2U171 = -8
(0, 2) : uo,1 —4U072 —|—2U172 = -8
(1, 1) . uo,1 —4U171 —|—U172 = -8
(1, 2) . uo 2 —|—U171 —4U172 = -8

Tako smo dobili sustav od cetiri jednadzbe s éetirl nepoznanice, koji mozemo rijesiti
nekom od metoda navedenih u t.3, str. 38. Dobivamo

woy =5.71429, wgo=5.71429, wuy, =4.57143, o= 457143,

Kompletna mrezna funkcija uy prikazana je u Tablici 9.1.

y\V -4 =2 0 2 4
0|0 0 0 0 0
2 | 0 457143 5.71429 457143 0
4 | 0 457143 5.71429 4.57143 0
6 | 0 0 0 0 0

Tablica 9.1. Mrezna funkcija up,

Primjer 9.2 Metodom mreze rijesit éemo rubni problem naveden w Primjeru 9.1,
ali éemo za korak u mrezi uzeti h = 1. Cvorove éemo numerirati kao na Slici 9.6.

Y

6

(0,5) |(1,5) [(2,5) |(3,5)
5

(0,4) |(1,4) |(2,4) |(3,4)
4

(0,3) |(1,3) [(2,3) {(3,3)
3|

(0,2) |(1,2) [(2,2) |(3,2)
2

(0,1) |(1,1) [(2,1) |(3,1)
1

xr
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Slika9.6. Mreza na podruéju £ s korakom h = 1

Zbog simetri¢nosti promatramo samo ¢vorove u desnoj poluravnini. Za te ¢vorove
napisat ¢emo odgovarajuce jednadzbe konac¢nih diferencija koristeéi takoder prvu
osnovnu shemu. Prema (9.17) dobivamo sustav jednadzbi
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U1,1
U1,2
U1,3
U1,4
U1s
U2,1
U2,2
U2,3
U2 4
U25
[ERT
U3,2
U3 3
U3 4
U3 s
Ug,1
Ug 2
Ug3
Ug 4
Ug 5

U_1,1
U_12
U_13
U_14
U_15
Uo,1
0,2
Uo,3
U0 ,4
Uo 5
U1,1
U1,2
U1,3
U1,4
U1s
U2,1
U2,2
U2,3
U2 4

+++++++ A+t

U25

0,2
Uo,3
U0 ,4
Uo 5
Uo .6
U1,2
U1,3
U1,4
U1s
Ul
U2,2
U2,3
U2 4
U25
U2.6
U3,2
U3 3
U3 4
U3 s

+++++++ A+t

[EN

0,0
Uo,1
0,2
Uo,3
U0 ,4
U1,0
U1,1
U1,2
U1,3
U1,4
U2,0
U2,1
U2,2
U2,3
U2 4
3,0
[ERT
U3,2
U3 3

+++++++ A+t

U3 4

Zbog simetri¢nosti rjeSenja vrijedi

U1 = uU-11, U1 2= U_12,

Uy 3= U_13,

— 4UO71 = -2
— 4UO72 = -2
— 4UO73 = -2
— 4UO74 = -2
— 4UO75 = -2
— 4U171 = -2
— 4U172 = -2
— 4U173 = -2
— 4U174 = -2
— 4U175 = -2
C dw, = -2 ()
— 4U272 = -2
— 4U273 = -2
— 4U274 = -2
— 4U275 = -2
— 4U371 = -2
— 4U372 = -2
— 4U373 = -2
— 4U374 = -2
— 4U35 = -2

;

Ur4=1uU-14, U5 =U_15

a zbog u/sq = 0, svi ¢lanovi kojima je prvi indeks 4 ili kojima je drugi indeks 0
ili 6 jednaki su nuli. Na taj na¢in prethodni sustav se reducira na sustav od 20
jednadzbi s 20 nepoznanica, koje éemo poredati ovim redom

Up1 Up2 Up3 Up4 Ups ULl UL 2 UL3 UL4 ULs

U211 U2 U3 U4 U5 U3 ] U3 2 U333 U3 4 U35

Matrica novog sustava je vrlo "rijetka” tj. relativno je malo elemenata koji su
razli¢iti od nule 1 oni su smjesteni na glavnoj dijagonali, te u prvoj 1 petoj sporednoj
dijagonali u gornjem i donjem trokutu?. Matrica sustava prema tome glasi:

C00O00O0O000O0O0OOROOORRKDO

C00O00DO0O000OOROOORARODO

C00O00DO0O000O0O0O0OOROOORA
CO00O00O0O000O0O0O0OHOOOKR KM

C00O00DO0O000OOROOOOAROODO
C00O00DO0O0O0OHOOORHAOQOOON

C0000O0O0OOFROOORAROOONDO

CO0O0O0O0OOFROOORKRHOOONODO

C00O00OOHOODORARHOOONOOO

'
CO00O0OHOOODOAROOONOOOO

C0O0OrROOORRODODOOROOOOO

COFROODOHAROOOHROOOOOOO

OHOO0OORHAFROOOROOOOOOOO

COOrRAOOOOHOODOOOOOOOO

COrRKAFROOOFROOODOOOOOOOO

ORAHOOOFROOOODOOOOOOOO

COOHOOORAHOOOROOOOOO
HOODOOKRHOODOROOOOOOOOO
HAFROODOHODOOOOOOOOOOO
AHOO0OOHOOODOO0OO0O0OOO0O0OOOO

?Primijetimo da uz navedene redukcije, prvi stupac u sustavu (*) predstavlja petu gornju dija-
gonalu novog sustava, drugi stupac - petu donju dijagonalu, treéi stupac - prvu gornju dijagonalu,
Eetvrti stupac - prvu donju dijagonalu, a peti stupac - glavnu dijagonalu novog sustava
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Uz tocnost ¢ = 0.00005 (4 decimale) SOR metodom (vidi str.60) dobivamo
rjesenje prikazano u Tablici 9.2.

8

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0 0
2.04280 3.12354 3.65712 3.81848 3.65712 3.12354 2.04280
3.04767 4.79423 5.68647 5.95967 5.68647 4.79423 3.04764
3.35365 5.31924 6.33486 6.64727 6.33486 5.31924 3.35365
3.04767 4.79423 5.68647 5.95967 5.68647 4.79423 3.04764
2.04280 3.12354 3.65712 3.81848 3.65712 3.12354 2.04280

0 0 0 0 0 0 0

Y

DU W N~ O A
[en Bl en B en i en Bl e Bl en N an]
OO OO O OO

Tablica 9.2. Mrezna funkcija up,

Slika9.7. Deformirana membrana

Relativno dugo vrijeme rada rac¢unala prilikom rjesavanje ovakvih problema
upucuje na Kkori$tenje specijalnih metoda za rjeSavanje “velikih rijetkih sustava”
(vidi primjerice GOLUB (1989), PrESs (1989), SCHWARZ (1986)). Vidi takoder Za-
datak 3.23 1 Zadatak 3.24, str.65.

Graf mrezne funkcije uj, prikazan je na Slici9.7. Kao §to se vidi na slici,
promatrana membrana je uslijed djelovanja konstantne sile f deformirana tako da
je ostala simetri¢na u odnosu na os y i na pravac y = 3, ali je na rubovima ostala
ucvrséena.

Primjedba 9.3 Postoji opseina literatura o egzistenciji ¢ jedinstvenosti rjesenja,
kao i© o numerickim metodama za rieavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzibi
(vidi AGANOVIC (1985), MATHEWS (1992), ORTEGA (1981), SCHWARZ (1986), itd.)
Odgovarajucu programsku podsku (FORTRAN) moZe se naci u PRESS (1992), kao 1 u
The NAG-Library (PHILIPS (1986), KOCKLER (1990)).
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9.2 Zadaci

Zadatak 9.2 Rijesite rubni problem iz Primjera 9.1 koristeér metodu mrezZe s ko-
rakom h = 2, tako da u jednadzbama konacnih diferencija koristis drugu osnovnu

shemu (vidi Zadatak 9.1, str. 154).

RjeZenje:

y\* [ —4 -2 0 2 4
0|0 0 0 0 0
2 | 0 2.857143 3.428572 2.857143 0
4 | 0 2857143 3.428572 2.857143 0
6 | 0 0 0 0 0

Zadatak 9.3 Rijesite rubni problem iz Primjera 9.1 koristeér metodu mrezZe s ko-
rakom h = 1, tako da u jednadzZbama konacnih diferencija koristite drugu osnovnu
shemu (vidi Zadatak 9.1, str. 154). Pripadni sustav jednadzbi rijesite nekom od
navedenth iterativnih metoda u t.3.8, str. 57

RjeZenje:

y V| —4 -3 -2 -1 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0 0
1.13415 1.64634 1.91463 1.98780 1.91463 1.64634 1.13415
1.60975 2.53658 2.97561 3.12195 2.97561 2.53658 1.60975
1.76829 2.79268 3.32027 3.47561 3.32927 2.79268 1.76829
1.60975 2.53658 2.97561 3.12195 2.97561 2.53658 1.60975
1.13415 1.64634 1.91463 1.98780 1.91463 1.64634 1.13415

0 0 0 0 0 0 0

OO O OO OOk

Y Ut W= O
OO O oo oo

Zadatak 9.4 Metodom mreze (h = 1) nadite aproksimativno rjeSenje Laplaceovog
rubnog problema

Au=0, (z,y)€Q=10,4]x[0,4],
u(z,0) =20 & w(x,4) =180, za x € (0,4)
u(0,y) =80 & wu(0,y) =0, za y € (0,4)

RjeZenje:

10 1 2 3 4
20 20 20

80 55.7143 43.2143 27.1429 0

80 79.6429 70.0000 84.2857 0

80 112.857 111.786 84.2857 0
180 180 180

= W N = O A
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Zadatak 9.5 Metodom mreze (h = 1) nadite aproksimativno rjeSenje Laplaceovog
rubnog problema

Au=0, (z,y)€Q=10,4]x[0,4],
u(z,4) =180 & uy(x,0)=0, za z€(0,4)
(

u(0,y) =80 & w(d,y)=0, za ye€l0,4)
RjeZenje:

y\|o 1 2 3 4
0 |80 71.8218 b56.8543 32.2342 0
1 |80 75.2165 61.6806 36.0412 0
2 | 80 87.3636 78.6103 50.2502 0
3 |80 115.628 115.147 86.3492 0
4 180 180 180

Zadatak 9.6 Metodom mreze (h = 0.5) nadite aproksimativno rjesenje Laplaceovog
rubnog problema
Au=0, (z,y)€Q=][0,1.5]x[0,1.5],
u(z,0) =2* & w(z,1.5)=2a*—13.522 +5.0625, za z € [0,1.5],
u(0,y) =y* & wu(l.5,y) =5.0625 — 13.5y* + y*, za y € [0,1.5].

Dobiveno rjesenge usporedi s egzaktnim u(z,y) = x* — 622y + y*.

Zadatak 9.7 Metodom mreze (h = 0.2) nadite aproksimativno rjesenje Poissonovog
rubnog problema
Au=2, (z,y)€Q=10,1]x[0,1],
u(z,0) = 22 u(z,1) = (x —1)?, za z€[0,1],
u(0,y) = y* u(l,y) = (y—1)%, za ye[0,1].
Zadatak 9.8 Metodom mreze (h = 0.2) nadite aproksimativno rjesenje Poissonovog
rubnog problema

&
&

Au=y, (z,y)eQ=10,1]x]0,1],
u(z,0) =23 & wu(z,1)=23 za z€l0,1],
w(0,9) =0 & wu(l,y)=1, za ye]0,1].
Zadatak 9.9 Rijesite Au = —4u, na pravokutniku = [0,1] x [0,1] s rubnim

uvjetima
u(z,y) = cos 2w + sin 2y.
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