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Modeliranje rizika u osiguranju

Danijel Grahovac; Ana Leko?

Sazetak

Osiguravajuca drustva moraju planirati svoje poslovanje tako da u
svakom trenutku imaju dovoljno sredstava za isplatu dospjelih Steta.
Kako je iznose Steta i vrijeme njihovog nastanka nemoguce predvidjeti
sa sigurnoscu, prirodno je modelirati rizik osiguravatelja stohasti¢kim
modelima. U ovom radu predstavljene su osnovne ¢injenice vezane
uz jedan od takvih modela — Cramér-Lundbergov model. Uporaba
modela ilustrirana je na stvarnim podacima o dospjelim Stetama jed-
nog osiguravajuéeg drustva. Posebna pozornost posvecéena je prila-
godbi modela podacima, procjeni parametara i opisu distribucije iz-
nosa Steta. Pokazuje se da se iznosi $teta mogu dobro modelirati Pare-
tovom distribucijom &to direktno utjece na procjenu rizika osigurava-
telja.

Kljuéne rijeci: rizik osiguravatelja, Cramér-Lundbergov model, pro-
ces rizika, Paretova distribucija
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Insurance companies have to plan their business so that at any time
they have enough capital to pay off the arriving claims. As the claim
amounts and the time of their occurrence are impossible to predict
with certainty, it is natural to model the insurer’s risk by means of
stochastic models. In this paper, the basic facts are presented refer-
ring to one such model — the Cramér-Lundberg model. The usage of
the model is illustrated on real claims data of one insurance company.
Special attention is given to fitting the model to the data, estimating
the parameters and describing the distribution of the claim amounts.
It is shown that the claims can be modelled on the Pareto distribution
which directly affects the estimation of the insurer’s risk.

Keywords: insurance risk, Cramér—Lundberg model, risk process,
Pareto distribution

1 Uvod

Jedno od osnovnih pitanja za svako osiguravajuce drustvo jest kako odre-
diti visine premija koje osiguranici trebaju placati kako bi u budu¢nosti
drustvo moglo isplatiti sve zahtjeve za naknadu Stete. Teorija rizika u aktu-
arstvu koristi matemati¢ke modele kako bi opisala izloZenost osiguravaju-
¢ih drustava gubitku i insolventnosti do kojih dolazi ako osiguravatelj nema
dovoljno sredstava za naknadu Steta. U okviru matematike nezivotnog osi-
guranja, teorija rizika bavi se modeliranjem i izra¢unom $teta i rizika, nji-
hove distribucije, vremenske dinamike, ukupne sume, kao i vjerojatnosti
propasti odnosno gubitka u portfelju polica osiguranja. Pod portfeljom po-
lica smatramo police osiguranja istog tipa koje uklju¢uju sli¢ne rizike.

Mnogi oblici nezivotnog osiguranja, primjerice osiguranje motornih vozila,
osiguranje nekretnina, osiguranje u slucaju poZzara itd., mogu se smatrati
kratkoro¢nim ugovorima. Kod kratkoro¢nih osiguravateljnih ugovora po-
lice traju fiksno i relativno kratko vremensko razdoblje, tipi¢no jednu go-
dinu. Osiguravajuce drustvo prima od osiguranika premiju, a za uzvrat
osiguravatelj isplacuje Stete nastale po polici za vrijeme trajanja police.

Rizik osiguravatelja proizlazi iz ¢injenice da su vremena dolazaka Steta na
naplatu kao i njihovi iznosi osiguravatelju nepoznati i ne mogu se predvi-
djeti sa sigurnoscu. Iz tog razloga visak (kapital) osiguravatelja u svakom
buduéem trenutku t > 0 je slucajna varijabla U; (za definiciju slu¢ajne va-
rijable i osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti pogledati npr. [2] ili [10]). U
trenutku t = 0 osiguravatelj raspolaZe s pocetnim kapitalom u za koje pret-
postavljamo da je pozitivan (# > 0) i nazivamo ga pocetni viSak. Prema svoj-
stvima osiguravateljnog ugovora jasno je kako ¢e vrijednost osiguravatelje-
vog viska u buduéem vremenu f biti jednaka pocetnom visku uve¢anom za
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premije koje su uplacene od strane osiguranika do trenutka f te umanjenom
za iznose svih nastalih Steta koje je osiguravajuce drustvo isplatilo svojim
osiguranicima do trenutka ¢. Stoga viSak osiguravatelja mozemo shvatiti
kao slucajni proces {U;, t > 0} definiran s

Ut:u+p(t)—st, t>0,

gdje je p funkcija koja modelira prihod od premija i {S;, t > 0} je slucajni
proces takav da je S; ukupna vrijednost Steta u vremenskom intervalu [0, £].

Radi jednostavnosti, prihod od premija obi¢no se smatra deterministickim
i pretpostavlja da se premije napla¢uju po konstantnoj stopi ¢ > 0, tako da
je uintervalu [0, t| na ime premija napla¢eno ukupno ct, odnosno

p(t)=ct, t>0.

Zanemarujuéi inflaciju i druge dinamicke promjene u portfelju, ukupna
vrijednost Steta u vremenskom intervalu [0, | moZe se zapisati kao

Ni
St = Z X, t=>0,
i=1

pricemuje (X, i € IN) niz nenegativnih slu¢ajnih varijabli s funkcijom dis-
tribucije F kojima modeliramo iznose pristiglih $teta, a {N, t > 0} je slu-
¢ajni proces takav da N; modelira broj Steta pristiglih do trenutka t. Proces
{N;, t > 0} obi¢no se naziva brojeci proces Steta. Dakle, proces viska prihoda
{U;, t > 0}, kojeg jo$ nazivamo i proces rizika, ima oblik

Ni
Ut:u+ct—2Xi, t>0. €))
i=1

Ukoliko bismo poznavali distribuciju procesa {U;, t > 0}, mogli bismo
reci nesto o riziku poslovanja osiguravatelja. Primjerice, mogli bismo iz-
racunati vjerojatnost da vrijednost procesa rizika u nekom trenutku padne
ispod 0 ¢ime bi osiguravajuce drustvo postalo insolventno. Naravno, distri-
bucija procesa rizika nepoznata je u prakti¢nim situacijama te je potrebno
prilagoditi model na osnovu dostupnih povijesnih podataka. Kako bismo
poznavali distribuciju slucajne varijable U; ocito je kako moramo pozna-
vati iznos pocetnog viska, na adekvatan nacin procijeniti konstantnu stopu
uplata premija ¢ te moramo poznavati ili na adekvatan nacin pretpostaviti
distribucije slu¢ajnih varijabli N; i X;.

S obzirom na razlicite pretpostavke o distribuciji i strukturi zavisnosti ve-
li¢ina uklju¢enih u (I), mozemo dobiti razli¢ite modele procesa rizika. U
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nastavku ¢emo razmatrati Cramér-Lunbergov model, koji je jedan od jed-
nostavnijih takvih modela, ali ipak dovoljno prilagodljiv i vaZan u primje-
nama. Pregled osnovnih svojstava i pitanja vezanih uz model bit ¢e naprav-
lien u odjeljku[2] U odjeljku 3| promatramo prakti¢an primjer na podacima
portfelja polica osiguranja strojeva od loma. Procijenjeni su parametri mo-
dela te je ilustrirana primjena dobivenog modela. Na kraju, u odjeljku
diskutiraju se razli¢iti alternativni modeli.

2 Cramér-Lundbergov model

1903. godine $vedski aktuar Filip Lundberg postavio je temelje moderne
teorije rizika. Jedan od Lundbergovih glavnih doprinosa je jednostavni
model kojim je moguce opisati dinami¢nost homogenog osiguravateljskog
portfelja, pri ¢emu mislimo na portfelj ugovora, odnosno portfelj polica osi-
guranja za sli¢ne rizike. Lundbergov rad bio je daleko ispred svog vremena
buduéi da su temelji teorije slu¢ajnih procesa formirani tek 30-ak godina
kasnije ([3]). Tada je Lundbergove ideje usavrsio njegov sunarodnjak Ha-
rald Cramér te je po njima nazvan prvi model procesa rizika.

U daljnjem specificiranju modela (1) uvode se pretpostavke na proces ukupne
vrijednosti Steta {S;, t > 0}. Lundberg je pretpostavio sljedece:

1) Stete (zahtjevi za isplatu) stizu u vremenima 0 < T; < T, < --- koje
nazivamo dolaznim vremenima,

2) Steta koja stize u vremenu T; ima iznos X;. Niz (Xj, i € IN) ¢ine neza-
visne, nenegativne, jednako distribuirane slucajne varijable,

3) slucajni procesi dolaznih vremena (T}, i € IN) iiznosa Steta (X;, i € IN)
su medusobno nezavisni.

Homogenost se manifestira u svojstvu nezavisnosti i jednakoj distribuira-
nosti niza (X;, i € IN). Uz definiran niz dolaznih vremena (T;, i € IN),
slucajnu varijablu N; koja modelira broj Steta pristiglih do trenutka ¢ mo-
Zemo zapisati kao

Ne= ) Ypey =#Hie N:T; <t}, te€0,00),
ieN
pri ¢emu # oznacava broj elemenata skupa. Dodatna pretpostavka u Cramér-
Lundbergovom modelu odnosi se na brojeci proces Steta koji je specificiran
kao homogeni Poissonov proces.

Definicija 2.1. Slucajni proces {N;, t > 0} je homogeni Poissonov proces s
intenzitetom A > 0 ako zadovoljava sljedece pretpostavke:
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(i) No =0g.s., odnosno P(Ny =0) =1,

(if) za 0 < s < t, slucajna varijabla Ny — N; je jednako distribuirana kao
slucajna varijabla N;_s (stacionarnost prirasta procesa),

(iif) za 0 < s < t, slucajna varijabla N} — N; je nezavisna od familije
{Ny, u <s} (nezavisnost prirasta procesa),

(iv) za svakit > 0, N; ima Poissonovu distribuciju s parametrom At, od-
nosno

n
P(N; =n)=eM ();t') , n € N.

Promatramo li Poissonov proces kao model za brojeci proces Steta tada
svojstva iz definicije[2.TlmoZemo interpretirati ovako: (i) u trenutku O nema
Steta; (ii) distribucija broja steta u nekom intervalu ovisi samo o duljini tog
intervala; (iii) broj Steta u disjunktnim vremenskim intervalima je neza-
visan; (iv) broj Steta u jedini¢nom vremenskom intervalu ima Poissonovu
distribuciju s parametrom A, stoga je A o¢ekivani broj Steta u jedini¢cnom
vremenskom intervalu.

Osim dolaznih vremena Steta, moZemo promatrati i medudolazna vremena,
odnosno slucajne varijable W,, = T,, — T;,_1, n € IN koje predstavljaju vri-
jeme proteklo izmedu (n — 1)-ve i n-te Stete. Izbor Poissonovog procesa za
brojeci proces eksplicitno odreduje svojstvo niza medudolaznih vremena,
o ¢emu govori sljededi teorem (za dokaz vidjeti primjerice [7]).

Teorem 2.1. Ako je {N;, t > 0} homogeni Poissonov proces s intenzitetom A >
0, tada niz medudolaznih vremena (W, n € IN) ¢ine nezavisne, eksponencijalno
distribuirane slucajne varijable s parametrom A.

Moze se pokazati da vrijedi i obrat prethodne tvrdnje (vidi [7]). Konacno,
slijedi precizna definicija Cramér-Lunbergovog modela.

Definicija 2.2. Cramér-Lundbergov proces rizika je proces {Uy, t > 0} de-
finiran s

Nt
Up=u+ct—) X;, t>0, ()
i=1

pri¢emuijeu > 0,c > 0, {N;, t > 0} je homogeni Poissonov proces s
intenzitetom A > 0, a (X;, i € IN) je niz nezavisnih, nenegativnih, jednako
distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom distribucije F.
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2.1 Modeliranje iznosa Steta

Cramér-Lundbergov model ostavlja slobodu izbora distribucije F kojom
modeliramo iznose pristiglih Steta. U modeliranju, cilj je opisati varijaciju u
iznosima Steta nalazenjem distribucije Steta koja adekvatno opisuje stvarne
Stete koje se pojavljuju. Za opis distribucije $teta upotrebljava se niz statis-
tickih tehnika. Standardna je metoda pretpostaviti da je distribucija Steta
¢lan neke parametarske familije i u tom slucaju se nepoznati parametri pro-
cjenjuju koriStenjem podataka o iznosima Steta metodama kao $to su me-
toda maksimalne vjerodostojnosti ili metoda momenata.

Pri traZenju prikladne distribucije Steta, moramo posebno voditi ra¢una da
distribucija koju odaberemo moZe modelirati i one najveée do tada opazene
Stete. U suprotnom, podcjenjivanje vjerojatnosti velikih Steta izlaZe nas ve-
likom riziku. Cesto se moZe dogoditi da samo jedna ili nekoliko najve¢ih
Steta svojim iznosom nadmase sve ostale zajedno. Stoga je od izuzetne vaz-
nosti pravilno procijeniti vjerojatnosti pojavljivanja takvih ekstremnih do-
gadaja. Vjerojatnosti pojavljivanja ekstremnih dogadaja opisane su desnim
repom distribucije, tj. ponaSanjem repne funkcije distribucije

F(x) =1-F(x) = P(X > x)

za velike vrijednosti x.

Jedan od mogucih izbora za distribuciju iznosa steta je eksponencijalna dis-
tribucija s parametrom p > 0. U tom slucaju

F(x)=e ", x>0, 3)

i rep distribucije opada u nulu eksponencijalno brzo. To znaci da je vjero-
jatnost opaZanja Steta velikog iznosa vrlo mala. U prakti¢nim primjenama
takva situacija je vrlo rijetka. Stoga ¢e u primjenama biti vazne distribucije
kod kojih repna funkcija distribucije opada sporije od eksponencijalne i to
kao op¢a potencija.

Definicija 2.3. Za slucajnu varijablu X s funkcijom distribucije F kazemo
da ima distribuciju s teSkim repom ako je

gdje @ > 0 nazivamo repni indeks dok je L funkcija takva da za svaki x > 0

li L(tx)
e L)
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Parametar a odreduje teZinu repa distribucije. Sto je vrijednost a niZa, ek-
stremne vrijednosti su vjerojatnije. Na ovaj na¢in mogude je modelirati ri-
zike ekstremnih dogadaja koji su Cesto i najvazniji jer mogu izazvati velike
gubitke.

Primjer 2.1. Slucajna varijabla X ima Paretovu distribuciju s parametrima
x > 0ia > 0 ukoliko ima repnu funkciju distribucije zadanu izrazom

F(x) = (K_T_x>lx, x> 0. (4)

Paretova distribucija ima tezak rep, a vrijednost « odgovara repnom in-
deksu. Ova familija distribucija tipi¢no dobro opisuje stvarne podatke pa
se Cesto koristi u modeliranju. Jedno od svojstava Paretove distribucije, ali
i ostalih distribucija s teSkim repom jest da je EXY = co0 za q > «. Ako je
« > 1, o¢ekivanje Paretove distribucije je kona¢no i iznosi

K
1 ©)

Na slici [T| prikazane su funkcije gustoce eksponencijalne (3) s parametrom
p = 11i Paretove distribucije (4) s parametrima x = 1ia = 1. PovrSine
ispod krivulja predstavljaju repne vjerojatnosti. Iz ovog prikaza jasno je
kako gustoca Paretove distribucije sporije opada u nulu i time su vjerojat-
nosti poprimanja velikih vrijednosti znacajno veée nego kod eksponenci-
jalne distribucije.

EX =

012
0.1F

0.08 - eksponencijalna

Paretova
0.06 -
0.04 -
0.02 -
L ‘\7¥
0 2 4 6 8 10 12 14

Slika 1: Funkcije gustoce eksponencijalne i Paretove distribucije

2.2 Vjerojatnost propasti

Postavlja se pitanje postoji li neki vremenski trenutak u kojem do tada na-
placene premije zajedno s inicijalnim kapitalom nece biti dostatne za po-
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krivanje svih dotadasnjih ostvarenih Steta. U tom slucaju bismo govorili o
propasti osiguravatelja. Jasno je kako bi u tom trenutku, neka je to trenutak
t, vrijedilo upravo U; < 0 pa stoga propast definiramo kao dogadaj

{U; <0, zanekit > 0}.

Primijetimo da ovako definirana propast u praksi ne zna¢i nuzno i stvarnu
propast osiguravatelja, bududi da je on u moguénosti povisiti premije uko-
liko se proces rizika previse priblizi nuli ili se gubitak u jednom portfelju
moZze pokriti zaradom iz preostalih. Jednako tako moguce je da drustvo
ulaZe imovinu pa se proces rizika mijenja i zbog prinosa na imovinu ili
drugih prihoda. Od interesa je prvo pojavljivanje propasti, stoga uvodimo
sljedec¢u definiciju.

Definicija 2.4. Vrijeme T kada proces rizika prvi puta poprimi vrijednost
manju od nule naziva se vrijeme propasti:

T =inf{t > 0: U; < 0}.

Uoc¢imo kako slucajna varijabla T ne mora nuzno biti realna slucajna vari-
jabla, tj. moguce je da T poprimi vrijednost oo s pozitivnom vjerojatnoséu,
odnosno da se propast nikada ne realizira.

Definicija 2.5. Vjerojatnost propasti s obzirom na pocetni kapital u i kons-
tantnu stopu uplata premija c dana je izrazom

YP(u,c) =P(U; <0, zanekit >0 | Uy = u)

Nt

=P(u+ct—) X;<0,zanekit > 0| Uy = u)
i=1

=P(T <o0), u>0.

Ono 3to osiguravatelj Zeli jest drzati vjerojatnost propasti na sto nizoj vri-
jednosti ili barem ispod neke odredene granice. Unato¢ jednostavnosti
Cramér-Lundbergovog modela, vjerojatnost propasti opéenito je tesko iz-
racunati. Tek za odredene oblike distribucija $teta poznati su eksplicitni iz-
razi, dok se inac¢e moramo zadovoljiti razli¢itim aproksimacijama i asimp-
totskim ocjenama.

Prvi cilj osiguravatelja je svakako izbje¢i slu¢aj kada propast nastupa s vje-
rojatno$céu 1 bez obzira na vrijednost poc¢etnog kapitala. Pokazuje se da se
taj slucaj moze jednostavno identificirati na osnovu vrijednosti parametara
modela. Za dokaz sljedece tvrdnje pogledati primjerice [5].
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Teorem 2.2. Ako je u Cramér-Lundbergovom modelu (2.2) EX; < oo i
c—AEX; <0,
tada za svaki u > O propast nastupa s vjerojatnoséu 1.

Drugim rije¢ima, u slu¢aju iz prethodnog teorema je {(u,c) = 1 za sve
u > 0. Ako vrijedi
c—AEX; >0, (6)

kazemo da je zadovoljen uvjet neto profita. Minimalno Sto osiguravatelj
mora zahtijevati jest da je ispunjen uvjet neto profita, ina¢e nema smisla
preuzimati rizik. Od veli¢ina koje se pojavljuju u (), osiguravatelj moze
utjecati jedino na stopu premija c. Stoga e stopa premija biti odredena
tako da je uvjet neto profita zadovoljen.

U sljede¢em koraku, osiguravatelj moZe utjecati na vjerojatnost propasti
mijenjanjem iznosa pocetnog kapitala i stope premija. Utjecaj tih veli¢ina
na vjerojatnost propasti ¢esto nije jednostavno odrediti. Ipak, u nekim slu-
¢ajevima vjerojatnost propasti moze se eksplicitno izraziti.

Primjer 2.2. Pretpostavimo da je u Cramér-Lundbergovom modelu distri-
bucija iznosa Steta eksponencijalna (3) s parametrom p > 0. Tada se moZze
pokazati ([1]]) da je vjerojatnost propasti dana izrazom

Kao $to smo ve¢ rekli, eksponencijalna distribucija Steta je ¢esto nerealna
pretpostavka u prakti¢nim situacijama. Tako ¢e se i u sljede¢em poglavlju
pokazati da iznosi Steta pokazuju teSke repove i mogu se dobro modelirati
Paretovom distribucijom. U ovom slucaju izraz za vjerojatnost propasti se
znacajno komplicira.

Primjer 2.3. Pretpostavimo da je u Cramér-Lundbergovom modelu distri-
bucija iznosa $teta Paretova (@) s parametrima x > 0ia > 1 te je zadovoljen
uvijet neto profita. Ozna¢imo

Tada je vjerojatnost propasti

1_7 i 7(1+H)x
() /th—l (x,(x,c)e Vi, @
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gdje suT' i H funkcije definirane s

a-1,-x\ 2
(1—|—(o¢—1)§e*"Eia(x))2+(npx e ) , akojea =2,3,...
1

T
2
¢ ) , akojea >Tia #2,3,...

pri ¢emu je

E xa—1 | zxfll o0 xi N
la(x)i(lel)! Y+ nx—;T +i:0§a71m, a € IN,

> xi ute”
R(x,a) =1+ ~ —

LD a9 W
Prethodni rezultat objavljen je relativno nedavno, najprije za specijalni slu-
¢aj u [8] te opcenito u [9)]. lako se vjerojatnost propasti moZze eksplicitno
zapisati, u ra¢unanju konkretnih vrijednosti potrebno je numericki aprok-
simirati integrale i redove koji se pojavljuju u izrazu.

X

cot(mma), a ¢ IN.

3 Modeliranje procesa rizika za portfelj polica
osiguranja strojeva od loma

U ovom odjeljku ilustrirat éemo uporabu Cramér-Lunbergovog modela na
stvarnim podacima. Skup podataka sadrzi podatke o dospjelim Stetama iz
portfelja polica osiguranja strojeva od loma za pravne osobe jednog osigu-
ravajuceg drustva s podrudja Republike Hrvatske u razdoblju od 2.1.2014.
do 18.12.2014. Ukupno je bilo 1775 $teta i za svaku Stetu raspolaZemo s da-
tumom dospijeca, odakle nam je onda poznat i broj dnevno pristiglih steta
koji je prikazan na slici[2}

Osim datuma dospijeca, za svaku pristiglu Stetu raspolazemo i njenim iz-
nosom. Na slici [3| prikazani su iznosi pristiglih Steta po danima u proma-
tranom razdoblju.

Takoder, poznata nam je i zaradena tehnic¢ka premija do 1.1.2014. koja iz-
nosi 4538 639.00 kn.

Kako bismo procijenili vjerojatnost propasti osiguravatelja za ovaj portfelj
polica, potrebno je procijeniti parametre procesa rizika pri ¢emu ¢emo se
fokusirati upravo na Cramér-Lundbergov model (2). Pretpostavljamo kako
proces rizika krece na pocetku 2014. godine, odnosno za t = 0 uzimamo
1.1.2014. godine pa ¢e stoga inicijalni kapital biti upravo zaradena tehnicka
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Slika 2: Broj dnevno pristiglih Steta u razdoblju od 2.1.2014. do 18.12.2014.
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Slika 3: Iznosi pristiglih Steta po danima u razdoblju od 2.1.2014. do
18.12.2014.

premija do 1.1.2014, odnosno u = 4538639.00 kn. Prije procjene ostalih
parametara, provjerit ¢emo mogu li se podaci zaista modelirati Cramér-
Lundbergovim modelom. Analiza je provedena koriStenjem programskih
paketa R i Mathematica.

3.1 Provjera pretpostavki modela

Cramér-Lundbergov model pretpostavlja kako je brojeci proces { N, t > 0}
homogeni Poissonov proces s intenzitetom A, odakle iz same definicije Po-
issonovog procesa proizlazi pretpostavka o nezavisnosti prirasta tog
procesa. U okviru promatranog problema, slu¢ajna varijabla N; mode-
lira broj $teta pristiglih do trenutka t, stoga ¢e brojevi dnevno pristiglih
Steta prikazani na slici@ odgovarati prirastima Poissonovog procesa na je-
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dini¢nim intervalima, odnosno realizacijama slucajnih varijabli Nj, Ny —
Ni,.... Drugim rije¢ima, potrebno je provijeriti nezavisnost slucajnih va-
rijabli kojima se opisuje broj dnevno pristiglih Steta. Osim toga, model
pretpostavlja kako su slucajne varijable (X,, n € IN) kojima modeliramo
iznose pristiglih Steta nezavisne pa je i ovu pretpostavku potrebno provje-
riti za dostupne podatke. Zbog prirode problema za ocekivati je da ¢e ove
pretpostavke biti zadovoljene. Naime, s obzirom da Stete uglavnom nas-
taju kod razli¢itih osiguranika, njihov broj i iznos u veéini slu¢ajeva nece
ovisiti o $tetama nastalim nekog drugog dana.

1.0 1.0
0.8 0.8
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04 04
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5 L] ® 15 ® 2 T 52 oy 2 e 0ot 00003 v oo
. o 'y ) ¢ { 0

(a) Uzoracka funkcija autokorelacije broja  (b) Uzorac¢ka funkcija autokorelacije iznosa
dnevno pristiglih Steta pristiglih Steta

Slika 4: Uzoracke funkcije autokorelacije

Nezavisnost niza podataka moZzemo proucavati kroz uzoracku funkciju
autokorelacije. Za nezavisan niz, ona bi trebala biti priblizno jednaka nuli
u svim tockama osim u nuli. Na slici prikazana je uzoracka funkcija
autokorelacije broja dnevno pristiglih $teta uz pouzdani interval nekoreli-
ranog niza. MoZzemo uociti kako ona nije bitno razli¢ita od nule pa stoga
nema razloga sumnjati u postojanje korelacije. Slutnja je opravdana Ljung-
Boxovim testom za koji p-vrijednost iznosi 0.61 pa stoga na razini statisticke
znadajnosti 0.05 nemamo razloga odbaciti hipotezu o nekoreliranosti broja
dnevno pristiglih Steta. Iako to ne znaci nuzno i nezavisnost, zbog prirode
problema nadalje pretpostavljamo kako su brojevi dnevno pristiglih teta
nezavisni.

Na slici[@(b)| prikazana je uzoracka funkcija autokorelacije iznosa pristiglih
Steta. I ovdje mozemo uociti kako ona nije bitno razli¢ita od nule ni na jed-
nom koraku $to opravdava i Ljung-Boxov test uz p-vrijednost 0.66. Opet,
iako to ne znaci nuzno i nezavisnost, prirodno je pretpostaviti kako su iz-
nosi Steta medusobno nezavisni.

Osim nezavisnosti, Cramér-Lundbergov model pretpostavlja i kako su pri-
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rasti na jedini¢nim intervalima jednako distribuirani te imaju Poissonovu
distribuciju s nekim parametrom A. Usporedba empirijske distribucije po-
dataka o broju dnevno pristiglih $teta i odgovarajucée Poissonove distribu-
cije s procijenjenim parametrom A prikazana je na slici E} Nepoznati pa-
rametar A moZe se jednostavno procijeniti kao aritmeticka sredina uzorka.
Dobivena vrijednost je 7.215 $to izmedu ostalog predstavlja procjenu oceki-
vanog broja steta u jednom danu. Slika [5(a)|prikazuje histogram podataka
i teorijske relativne frekvencije, dok slik daje usporedbu empirijske i
teorijske funkcije distribucije. lako podudaranje nije savrSeno, pretpostavit
¢emo da se broj Steta moZze dobro aproksimirati Poissonovom distribuci-
jom.
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Slika 5: Usporedba empirijske i Poissonove distribucije za broj dnevno pris-
tiglih Steta

U okviru Cramér-Lundbergovog modela preostaje jos analizirati distribu-
ciju niza iznosa Steta (X, n € IN) pa ¢emo se u sljede¢em pododjeljku po-
svetiti pronalazenju adekvatne distribucije koja dobro opisuje iznose pris-
tiglih Steta i procjeni odgovarajucih parametara.

3.2 Analiza distribucije iznosa Steta

Kao 5to je ve¢ spomenuto, iznosi Steta cesto pokazuju karakteristike poda-
taka s teskim repovima. Takvo svojstvo analizirat ¢emo i za dostupni niz
podataka. QQ-graf na slici [f(a)| prikazuje uzoracke kvantile u odnosu na
kvantile standardne normalne distribucije. Zakrivljenost grafa upucuje na
asimetri¢nost distribucije dok jednako tako naslu¢ujemo kako se radi o dis-
tribuciji s desnim repom teZim nego kod normalne distribucije.

Utvrditi da neki uzorak dolazi iz distribucije s teskim repovima nije jed-
nostavan statisticki problem. Postoji niz metoda za ovu svrhu, a jedna od
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njih je QQ-graf logaritmiranih podataka jo$ poznat i kao Zipfov graf. Os-
novna ideja Zipfovog grafa najjasnije se vidi na primjeru Paretove distribu-
cije. Ako je X slucajna varijabla s Paretovom distribucijom s parametrima
a>0ix >0, tada P(X > x)/(x*x~*) — 1 kada x — o0, 3to oznatavamo
sP(X > x) ~ k*x~*. Zatoje

P(InX > x) =P(X > ¢*) ~ ke ™

kada x — oo, odnosno In X ¢e imati priblizno eksponencijalnu distribu-
ciju. Zipfov graf je QQ-graf u kojem se usporeduju kvantili logaritmiranih
podataka s kvantilima eksponencijalne distribucije. Ako uzorak dolazi iz
distribucije s teSkim repom, tada ¢e graf biti priblizno linearan.

Na slici [f(b)| prikazan je Zipfov graf za podatke o Stetama. Jasna linearnost
grafa ukazuje na distribuciju s teSkim repom pa ¢emo iznose $teta modeli-
rati Paretovom distribucijom.
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Slika 6: Analiza distribucije iznosa Steta

Preostaje jo$ procijeniti nepoznate parametre Paretove distribucije & i «.
Metodom maksimalne vjerodostojnosti dobivene su procjene « = 1.737
uz standardnu gresku procjene u iznosu od 0.101 i ¥ = 3423.89 uz stan-
dardnu gresku procjene u iznosu od 286.35. U tablici|l| dane su procjene
parametara Cramér-Lundbergovog modela.

Tablica 1: Vrijednosti procijenjenih parametara
u A | x|
4538639.00 | 7.215 | 1.737 | 3423.89
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3.3 Procjena vjerojatnosti propasti

Ono $to nije poznato na osnovu dostupnih podataka jest stopa ¢ po ko-
joj osiguravatelj napla¢uje premije od osiguranika. Stopu ¢ smatrat ¢emo
varijablom koja je pod utjecajem osiguravatelja te izborom cijene premija
osiguravatelj moZze kontrolirati svoje prihode i utjecati na vjerojatnost pro-
pasti.

Kako bi izbjegao sigurnu propast, osiguravatelj najprije mora odabrati c
tako da je zadovoljen uvjet neto profita. Veli¢ina Steta ima Paretovu distri-
buciju pa uvjet neto profita (6) zbog (5) ima oblik

¢ > AEX; = A—— ~ 33520.91.
x—1
Dakle, da bi uopce bio u moguénosti izbjeéi sigurnu propast osiguravatelj
mora dnevno prikupiti barem 33 520.91 kn premija.

Na osnovu procijenjenih vrijednosti parametara iz tablice|l, moZemo izra-
¢unati vjerojatnost propasti (u, c) koristedi izraz (7). Kako je poznato da
je u = 4538639.00, ¢ promatramo kao funkciju stope uplata c. Na slici
prikazana je procjena vjerojatnosti propasti u ovisnosti o stopi uplata pre-
mija ¢ koristeci (7) za vrijednosti ¢ > 33520.91, jer u protivnom je propast
sigurna ((u,c) = 1).
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35000 40000 45000 50000 55000
Slika 7: Procjena vijerojatnosti propasti u ovisnosti o stopi uplata premija c

U tablici 2| prikazane su odabrane vrijednosti stope uplata premije ¢ koje
daju neke karakteristi¢ne vrijednosti vjerojatnosti propasti.

Usporedimo li minimalnu cjelobrojnu vrijednost konstantne stope uplata
premija c za koju je zadovoljen uvjet neto profita i koja iznosi 33 521.00 s vri-
jednostima iz tablice[2], moZemo uoiti kako povecanje stope uplata premija
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Tablica 2: Vjerojatnosti propasti za odredene vrijednosti c

stopa uplata premija c | vjerojatnost propasti
33570.00 ~ 09
33870.00 ~ 0.5
35500.00 ~ 0.1
37230.00 ~ 0.05
50670.00 ~ 0.01

na samo 33 870.00, $to je povecéanje prihoda od premija u iznosu od otprilike
10470.00 kn mjese¢no, upola smanjuje vjerojatnost propasti. Ukoliko osi-
guravajuce drustvo ima primjerice 1500 osiguranika po policama ovakvog
tipa, to bi znacilo da povecanje premija za otprilike samo 10.00 kn mjese¢no
upola smanjuje rizik od insolventnost osiguravajuceg drustva u ovom por-
tfelju polica osiguranja. No, sam postupak odredivanja optimalne visine
premija je sloZen proces pri ¢emu se koriste kombinacije upravljanja finan-
cijskim rizikom i rizikom osiguranja. Stoga je ovo samo jedna gruba pro-
¢jena minimalne stope uplata premija sa stajalita modeliranja vjerojatnosti
propasti.

4 Zakljucak

Iako jednostavan, Cramér-Lundbergov model moZe se uspjesno primijeniti
na brojnim primjerima kao to je to u¢injeno u odjeljku[3] Razlog prilagod-
ljivosti Cramér-Lundbergovog modela leZi u broju parametara te slobodi
izbora distribucije veli¢ine Steta. Ipak, u nekim situacijama pretpostavke
modela mogu biti previse restriktivne za primjenu. Iz tog razloga, od vre-
mena Craméra i Lundberga, predloZen je cijeli niz modela koji na razlicite
nacine poopcavaju klasi¢ni model.

Primjerice, Sparre Andersenov model dobije se ako u Cramér-Lunbergovom
modelu za brojeéi proces Steta umjesto Poissonovog procesa odaberemo
tzv. proces obnavljanja. Prema teoremu 2.1 medudolazna vremena Poisso-
novog procesa imaju eksponencijalnu distribuciju. Procesi obnavljanja su
brojeéi procesi koji mogu imati proizvoljnu distribuciju medudolaznih vre-
mena. Ovo poopcenje pruza jos vise mogucénosti u modeliranju kroz slo-
bodu izbora distribucije trenutaka nastanka Steta. Za vise detalja vidjeti [1]
i[7].

S druge strane, proces rizika (2) je kombinacija linearnog drifta i sloZenog
Poissonovog procesa i kao takav spada u klasu Lévyjevih procesa — procesa
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sa stacionarnim i nezavisnim prirastima. Tako se za proces rizika moze iz-
abrati i neki drugi Lévyjev proces. Za primjere vidjeti [6], te [4] i [5].

U pododjeljku2.2)vidjeli smo da ve¢ i za klasi¢ni model eksplicitno izracu-
navanje vjerojatnosti propasti moze biti vrlo komplicirano. U opéenitijim
modelima taj je problem jo$ viSe izraZen i eksplicitni izrazi poznati su samo
u rijetkim slucajevima. IstraZivanja u ovom smjeru i dalje su aktualna i re-
dovito dolazi do novog napretka. Osim vjerojatnosti propasti, u zadnjih
dvadesetak godina proucavaju se i druge veli¢ine vezane uz propast. To
su primjerice: vrijeme propasti, deficit u propasti, visak u trenutku nepo-
sredno prije propasti i minimum neposredno prije propasti. Poznavanje
distribucije ovih veli¢ina moZe dodatno pomoc¢i poslovnim odlukama osi-
guravajuéih kuda.
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