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Sazetak

U radu najprije kratko opisujemo klasi¢ni oblik Kineskog teorema o ostatcima za cijele brojeve te potom
definiramo pojmove najveceg zajednickog djelitelja polinoma te kongruencije modulo polinom. Ovim poj-
movi nam omogucéuju da iskazemo i dokazemo Kineski teorem o ostatcima za polinome. Nakon navodenja
nekih bitnih posljedica tog teorema, pokazujemo primjene na faktorizaciju polinoma i brzo mnozenje poli-
noma.

Kljuéne rijeci: Kineski teorem o ostatcima, kongruencije modulo polinom, interpolacija, mnoZenje polinoma.

1 Uvod

Kineski teorem o ostatcima se smatra jednim od fundamentalnih rezultata elementarne teorije brojeva. Os-
novna vaznost ovog rezultata, ime kojeg se vezuje uz kineskog matematicara Sun-Tza iz tre¢eg stolje¢a poslije
Krista, se nalazi u rjeSavanju sustava linearnih kongruencija. Podsjetimo se kako za cijele brojeve a i b kazemo
da su kongruentni modulo n, gdje je n prirodan broj, ako n dijeli razliku a — b. U tom slucaju piSemo a = b
(mod n). Vise o svojstvima kongruencija ¢e biti govora naknadno, a brojna svojstva zainteresirani ¢itatelj
moze nadéi u skripti [6].
Sun-Tzu je postavio sljede¢i problem:

”Podijeli broj s 3, ostatak je 2; podijeli broj s 5, ostatak je 3; podijeli broj sa 7, ostatak je 2. Koji je to broj?”
Primijetimo kako su brojevi s kojima dijelimo (2,5 i 7) u parovima relativno prosti, tj. njihov najveéi zajednicki
djelitelj je jednak jedan. Upravo je rjeSenje takvog problema dano idu¢im teoremom:

Teorem 1.1. (Kineski teorem o ostatcima) Neka su my,...,m, u parovima relativno prosti prirodni
brojevi, te neka su ay,...,a, cijeli brojevi. Tada sustav kongruencija
x=ay (modmy), ..., z=a, (modm,)

ma rjesenja.
Ako je xg jedno rjesenje, onda su sva rjesenja sustava dana s ¥ = xo (mod mq ---m;).

Dokaz. Neka je m = my---m,, te neka je n; = - za j = 1,2,...,r. Tada je (mj,n;) = 1, pa postoji
J

cijeli broj z; takav da je njz; = a; (mod m;). Promotrimo broj o = niz1 + ---n,z,. Za njega vrijedi
o =njx; = a; (mod m;). Prema tome, xg je rjeSenje sustava kongruencija.
Ako su z,y dva rjeSenja sustava kongruencija, onda je x = y (mod m;) za j = 1,2,...,r. Bududi su m;
u parovima relativno prosti, dobivamo da je z =y (mod m). O
Prema ovom vaznom teoremu, ukoliko sustav kongruencija ima rjeSenje, tada ih ima beskona¢no mnogo, a
sva rjeSenja su medusobno kongruentna modulo produkt zadanih djelitelja.

Prvi autor je zaposlen na Tehnickoj skoli u Vukovaru, a drugi na Odjelu za matematiku, Sveucilista u Osijeku.



Primjer 1.1. Rijesimo pocetni problem koji moZemo zapisati kao sustav kongruencija x = 2 (mod 3), x = 3
(mod 5), x =2 (mod 7).

Koristeéi oznake iz prethodnog teorema, dobivamo: a1 = 2, m1 = 3, aoc = 3, my =5, ag = 2, mg = 7 te
m =my-my-m3 =3-5-7=105. Nadalje je n; = = = 182 =35 ny = 7o = 1 =21 inz = 1 = 15 = 15.

Kako je ocito 33z =0 (mod 3), 20z =0 (mod 5) ¢ 14z =0 (mod 7), slijedi

nx = a1 (mod my)
35z = 2 (mod 3)
2 = 2 (mod 3)
=x1 =1,
NoT = az (mod my)
21z = 3 (mod 5)
x = 3 (mod 5)
= 19 = 3,
n3w = as (mod ms3)
15z = 2 (mod 7)
x = 2 (mod 7)
= x3 = 2.
Rjesenje problema je dano s
x = 35-14+21-3415-2 (mod 105)

= 35+63+30 (mod 105)
= 128 (mod 105)
= 23 (mod 105).

Prema tome, neki od cijelih brojeva koji zadovoljavaju problem koji je postavio Sun-Tzu su 23,128,578, —82,
—187.

Prema predaji, Kinezi su se ¢esto u primjenama koristili opisanim postupkom. Prema nekim navodima,
opisani postupak je prvenstveno kori§ten u vojne svrhe prilikom prebrojavanja prezivjelih vojnika nakon bitke.
Naime, umjesto da se nepotrebno trosi vrijeme na dugacka prebrojavanja, prezivjeli vojnici bi se jednostavno
postrojili u redove od po 3,4,5,7,11 i eventualno 13 vojnika (ukoliko bi se radilo o veéem broju prezivjelih),
a potom bi se pomoc¢u broja vojnika preostalih u zadnjem redu dobivao sustav kongruencija. Rjesavanje tako
dobivenog sustava bi rezultiralo kongruencijom iz koje bi se direktno dobio to¢an broj prezivjelih vojnika.
Naravno, broj vojnika u pojedinom redu se mogao i mijenjati, jedino se uvijek moralo paziti da brojevi budu
medusobno relativno prosti te njihov produkt dovoljno velik kako bi se iz zavrsne kongruencije mogao ocitati
tocan broj prezivjelih vojnika.

No, s vremenom se pojavljuju raznolika poopc¢enja Kineskog teorema o ostatcima i na brojne druge skupove,
izuzev skupa cijelih brojeva. Pokazalo se da neka od tih poopc¢enja posjeduju vazne dalekosezne primjene kako
na proucavanje svojstava odredenih skupova, tako i u praksi. Cilj ovog rada je upravo prikazati neke od tih
primjena.



2 Kineski teorem o ostatcima za polinome

2.1 Kongruencije modulo polinom

Kako se moglo vidjeti iz uvodnog poglavlja, u samoj jezgri Kineskog teorema o ostatcima se nalazi teorija
kongruencija. Jedino svojstvo potrebno da bi se ova teorija zasnovala je svojstvo djeljivosti, te se ona moze
prosiriti na svaki skup u kome se djeljivost moze promatrati.

Nas ¢e posebno interesirati teorija kongruencija za polinome s koeficijentima iz nekog, unaprijed zadanog
skupa. Nadalje ¢emo promatrati polinome u jednoj varijabli (koja ¢e uvijek biti oznacena s z) s realnim,
kompleksnim, racionalnim ili cjelobrojnim koeficijentima. Redom, skup polinoma u jednoj varijabli s realnim
koeficijentima ée biti oznacen s R[z], s kompleksnim koeficijentima C[z], s racionalnim koeficijentima Q[z], a
s cjelobrojnim Z[z]. U diplomskom radu [2] je ¢itava situacija promatrana na nesto opéenitiji nacin.

Neka je p(z) nenul polinom s koeficijentima iz skupa K, tj. p(x) € K[z], gdje je s K oznacen skup realnih,
kompleksnih, racionalnih ili cijelih brojeva. Kazemo da je polinom f(z) iz K[z] kongruentan polinomu g(z)
iz K[z] modulo p(x) i pisemo f(x) = g(z) (mod p(z)), ako p(x) dijeli f(x) — g(z), ili ekvivalentno, ako je
f(x) = g(x) + m(z)p(x) za neki polinom m(x) iz Klz].

Na primjer, polinom x° je kongruentan konstantnom polinomu 1 modulo z — 1, tj. 2° =1 (mod z — 1), jer
z — 1 dijeli razliku 2° — 1= (z — 1)(2* + 23 + 2% + = + 1).

Time su definirane kongruencije modulo polinom. Njihova svojstva su identi¢na svojstvima kongruencija
modulo prirodan broj. Navedimo neka od najvaznijih:

e Ako je f(x) = g(x) (mod p(x)), tada je h(z)f(x) = h(z)g(x) (mod m(x)) za svaki h(x) € K|[z];

)
e Ako je fi(z) = g1() (mod m(z)) i f2(z) = ga(x) (mod m(z)), tada je f1(z) + fa(z) = g1(x) + g2(x)
(mod m(z)) i fi(2) - fo(x) = g1() - g2(2) (mod m(x));

e Ako je f(x) = g(x) (mod m(z)) i g(z) = h(x) (mod m(x)), tada je i f(x) = h(z) (mod m(x)).
Iustrirajmo idué¢im primjerom kako se mogu iskoristiti neka od navedenih svojstava:

Primjer 2.1. Za polinom f(x) iz K|x], pokaZimo da je f(x) = f(1) (mod z —1).

Mozemo primijetiti da vrijedi kongruencija x —1 =0 (mod z — 1). Zbrajanjem obje strane kongruencije s
1, tj. s konstantnim polinomom, kao u drugom od navedenih svojstava dobivamo x =1 (mod x — 1).

Podignemo li dobivenu kongruenciju na r-tu potenciju, gdje je r proizvoljan prirodan broj, uzastopnom
primjenom drugog od navedenih svojstava slijedi x" =1 (mod x — 1). Prema tome, zamijenimo li u polinomu
f(x) izraz " s 1, dobivamo polinom koji je kongruentan s f(x) modulo x — 1. Zapisemo li polinom f(x) u
obliku f(x) = apa™ +ap_12" "1+ +ar1x+ao, tada je f(x) = apa™ +an_12" "+ +arx+ao (mod x—1),
. f(x) =an+ an-1+ -+ a1 +ap (mod x — 1) i desna strana posljednje kongruencije je jednaka f(1).

Pokazimo i jedno vrlo korisno svojstvo kongruencija modulo polinom.

Primjer 2.2. Neka je f(x) € K[z] te a,b € K. Tada je f(x) kongruentno b modulo x — a ako i samo ako je
fla) =b.

Najprije, ako je f(x) = b (mod x — a), tada postofi polinom g(x) takav da je f(x) —b = (z — a)g(x) te
wurstavanjem x = a dobivamo f(a) —b=0, tj. f(a) =b

S druge strane, ako je f(a) = b, tada je a nultocka polinoma f(x)—b te je taj polinom djeljiv s polinomom
r — a, odakle slijedi traZena tvrdnja.

Kako bi dosli u situaciju iskazati rezultat analogan Kineskom teoremu o ostatcima u sluc¢aju polinoma,
moramo najprije definirati kada ¢emo polinome smatrati relativno prostima.

Neka su f(z) i g(x) polinomi iz Klz], gdje je K skup racionalnih, realnih ili kompleksnih brojeva. Za
polinome f(z) i g(z) éemo reéi da su relativno prosti ukoliko ih ne dijeli niti jedan polinom stupnja barem 1.



Na primjer, polinomi z + 1 i £ — 1 su relativno prosti i jedini njihovi zajednicki djelitelji su konstantni nenul
polinomi. Najveéi zajednicki djelitelj polinoma f(x) 1 g(z) je svaki polinom p(z) iz K[z] koji dijeli i f(z) i g(z)
te svaki polinom ¢(z) iz K[z] koji dijelii f(z) i g(x) ima stupanj manji ili jednak stupnju polinoma p(z). Dakle,
p(z) je zajednicki djelitelj polinoma f(x) i g(z) najvedeg stupnja. Primijetimo kako najveéi zajednicki djelitelj
ne mora biti jednistven, jer npr. polinomi 22 — 1 i 522 + 5z 4+ 5 imaju mnoge najveée zajednicke djelitelje, od
kojih su neki = + 1, 2z + 2, % + 1—17 No, medu najveéim zajednickim djeliteljima postoji samo jedan koji je
normiran, tj. koji je polinom vodeceg koeficijenta jednakog 1. Jedinstveni normirani najveci zajednicki djelitelj
polinoma f(x) i g(x) éemo nadalje oznacavati s (f(z), g(z)). Primijetimo da se svi najveéi zajednicki djelitelji
polinoma f(z) i g(x) dobivaju iz (f(x),g(x)) mnoZenjem elementom iz K razli¢itim od nule.

Postupak odredivanja najveceg zajednickog djelitelja dvaju polinoma je slican postupku za cijele brojeve.
Kako bi ga opisali, najprije trebamo

Teorem 2.1. (Teorem o dijeljenju s ostatkom za polinome) Neka su f(x) i g(x) polinomi iz K|x], gdje
je s K oznacen skup racionalnih, realnih ili kompleksnih brojeva, te neka je f # 0. Tada postoje polinomi q(x)
i r(x), gdje je stupanj od r(x) strogo mangi od stupnja od f(x), takvi da je g(x) = f(x)q(x) + r(x). Ako je
takoder g(x) = f(z)q1(x) + ri(x), tada vriedi q(x) = q1(x) i r(x) = r1(x), tj. takvi polinomi q(x) i r(z) su
jedinstveni.

Dokaz. Fiksirajmo polinom f(z) te dokazimo da za svaki polinom g(z) postoje trazeni polinomi g(x) i
r(z) indukcijom po stupnju polinoma g(x).
Ukoliko je stupanj polinoma g(z) manji od stupnja polinoma f(z), stavimo li ¢(z) =01 r(z) = g(z), otito
vrijedi g(z) = f(2)q(z) + r(z).
Pretpostavimo sada da je stupanj polinoma g(z) vedi ili jednak stupnju polinoma f(x). Zapis$imo polinom
f(x) u obliku
flz) = agz® + ag_1z + -+ ag

gdje je ag # 0 te polinom g(z) u obliku
g(fL') = bd+s$d+s + dd+5_1,’1,'d+s_1 + . + bO

gdje je bg+s # 0. Primijetimo da je s > 0. Definirajmo polinom ¢1(x) s g1(z) = g(x) — %xsf(x). Tada
je stupanj polinoma ¢; () strogo manji od stupnja polinoma g(x) te prema induktivnoj pretpostaveci postoje
polinomi ¢ (x) i r(z) takvi da je g1(z) = f(x)q1(x) + r(x) te je stupanj od r strogo manji od stupnja od f(z).
No tada je

oa) = g1(o)+ 0 f(a)

— @) + )+ e (@)

— @@ + )+ ) )

¢ime dobivamo trazene polinome. Prema principu matematicke indukcije, dokazali smo postojanje polinoma
q(x) ir(x).

Kako bi dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je g(z) = f(z)q(x) + r(x) = f(z)g2(z) + r2(x), gdje je i
stupanj polinoma r(z) i stupanj polinoma r9(x) strogo manji od stupnja polinoma f(x). No, tada je

f(@)(q(2) = ga()) = ra(2) — r(2).

Polinom na lijevoj strani prethodne jednakosti je ili jednak 0 ili je stupnja veéeg od stupnja polinoma f(x),
dok je stupanj polinoma s desne strane prethodne jednakosti strogo manji od stupnja polinoma f(x). Prema
tome, obje strane su jednake 0, tj. ¢(z) = g2(x) i r(z) = ro(x). O



Primijetimo kako prethodni teorem ne vrijedi u sluc¢aju da je K = Z, tj. u slu¢aju da promatramo samo
polinome s cjelobrojnim koeficijentima. Primjerice, pokusamo li podijeliti polinom z? s 2z trazeéi da i kvocijent
i ostatak budu polinomi s cjelobrojnim koeficijentima, dobivamo z? = 0 - 2z 4 22.

Kako sada raspolazemo s Teoremom o dijeljenju s ostatkom za polinome, u moguénosti smo opisati postupak
odredivanja najveceg zajednickog djelitelja dvaju polinoma. Postupak koji ¢emo opisati se naziva Euklidov
algoritam za polinome, a datira jos od Simona Stevina, iz 1585.

Neka su f(z) i g(x) polinomi iz K[z] te neka je f # 0. Neka je uzastopnom primjenom prethodnog teorema
dobiven slijedeéi niz jednakosti:

g(z) = f@)aq(z)+r(z)

f@) = r@)g(z) +r(x)

ri(z) = ro(v)g3(z) + r3(2)
Tn—2(z) = 7Th-1(T)gn(z) + r0(2)
rn-1(z) = 7ra(2)gnt1(z) +0

gdje je stupanj polinoma r;(z) manji od stupnja polinoma f(z), stupanj polinoma rs(z) manji od stupnja
polinoma 7 () itd. Tada vrijedi iduéi rezultat, koji se moze pokazati na identi¢an nac¢in kao i klasiéni Euklidov
algoritam (koji je detaljno obraden u [7]):

Teorem 2.2. Posljednji nenul ostatak r,(x) je najvedi zajednicki djelitelj polinoma f(z) i g(x).

Primjer 2.3. Euklidovim algoritmom za polinome odredimo (x? — 1,522 + 10x + 5). Redom dobivamo

502 +10x +5 = (2> —1)-5+10x+10
1 1

2.1 = (1 10) - (—=z — —) +0.

x (102 +10) (1030 10)—1—0

Prema tome, jedan najveéi zajednicky djelitely je 10z + 10. Kako trazimo li normirani polinom, mnoZenjem s
recipro¢nom vrijednosti vodeéeg koeficijenta dobivamo (z? —1,52% + 10z +5) = = + 1.

Kombiniranjem jednakosti dobivenih u provedbi Euklidova algoritma za polinome (uvrstavanjem dobivenih
polinoma iz krajnjih jednakosti prema pocetnima, analogno postupku kod klasi¢nog Euklidova algoritma),
dobivamo idudéi rezultat.

Lema 2.1. (Bezoutova lema) Za polinome f(x) i g(x) iz K[z] postoje polinomi s(x) i t(x) iz K|x] takvi da

je (f(x), 9(x)) = s(x) f(z) + t(x)g(z).

U Primjeru 2.3 se tvrdnja Bezoutove leme moze jednostavno zapisati u obliku x 4+ 1 = %(512 +10zx+5) —
1(z?-1).

Pogledajmo sada kongruencije u skupu K{z].

Opcenito, kongruencija f(x)z(x) = h(z) (mod m(x)) ima rjesenje z(z) u skupu Klz| ako i samo ako
(f(x),m(z)) dijeli h(x). Trazenje rjeSenja kongruencije f(x)z(z) = h(z) (mod m(zx)) je isto Sto i rjesavanje
jednadzbe f(x)z(z) + m(z)y(x) = h(z). Ako postoji rjesenje, tada (f(x), m(z)) mora dijeliti h(x). S druge
strane, pomoéu Bezoutovog identiteta mozemo pronadi polinome r(z) i s(x) takve da je f(x)r(x)+m(z)s(z) =
(f(z),m(z)). Ako (f(z), m(z)) dijeli h(z), tada postoji polinom c(z) takav da je h(z) = (f(x), m(x)) - c(x) te
uvrstavanjem y(x) = s(x)c(x), z(z) = r(z)c(z) dobivamo rjesenje jednadzbe.

Specijalno, ukoliko su polinomi f(x) i m(x) relativno prosti mozemo rijesiti kongruenciju f(x)z(z) = ¢
(mod m(x)).



2.2 Kineski teorem o ostatcima za polinome

U ovom potpoglavlju ¢emo iskazati i dokazati Kineski teorem o ostatcima za polinome te iznijeti vaznu pos-
ljedicu tog teorema. Ponovno ¢e s K biti oznacen skup racionalnih, realnih ili kompleksnih brojeva.

Teorem 2.3. (Kineski teorem o ostatcima za polinome) Neka su ayi(z),...,a.(x) proizvoljni polinomi
iz K[x], te neka sumq(x),...,m.(x) u parovima relativno prosti polinomi iz K|x]. Tada postoji polinom f(x)
iz K|x] takav da je

f(@) = ai(z) (mod mi(z)),

fx) = ar(z) (mod m,(x)).
Ako su f1(x) i fa(x) dva rjesenja prethodnog sustava kongruencija, tada je
filz) = fa(x)  (mod my(z) - --me(x)).

Dokaz. Buduéi je m;(x) relativno prost s m;(z) za svaki j # i, m;(z) je relativno prost i s produktom
li(x) = mi(x)ma(x) -+ - mi—q1(x)miy1(x) - - - m,. Zbog toga pomoéu Bezoutove leme mozemo pronaéi polinome
ki(z) 1 hi(x) za koje vrijedi 1 = h;(z)m;(z) + ki (2)l; ().

Tada polinom k;(z)l;(x) zadovoljava iduée kongruencije:

ki(x)li(z) = 1 (mod m;(x)),

ki(z)li(x) = 0 (mod mj(z)), =za j#i.
Stavimo li

fola) = ar(@)ky ()l () + - - + ar (@) (2)l (),

iz. prethodnih kongruencija se direktno vidi da je fo(x) trazeno rjesenje sustava.
S druge strane, za bilo koje rjesenje f(x) vrijedi

f@) = fo(zx) (mod mq(zx)---m,(x)),

jer su svi m;(z) u parovima relativno prosti. Odatle slijedi da postoji jedinstveno rjesenje danog sustava
kongruencija ¢iji stupanj je manji od stupnja polinoma mq(z) - - - m,(x). O

Iduéa posljedica Kineskog teorema o ostatcima za polinome ¢ée biti od posebne vaznosti u narednim po-
glavljima.

Korolar 2.1. Neka su r1,...,r, razli¢iti elementi iz K te sq,...,S, proizvoljni elementi iz K. Tada postoji
jedinstveni polinom f(x) € Klx| stupnja manjeg od n za koji vrijedi f(r;) = s;, zai=1,2,...,n.

Dokaz. Primijetimo da su za razlicite r; i r; polinomi  — r; i £ — r; relativno prosti. Prema prethodnom
teoremu postoji jedinstveni polinom f(z) stupnja manjeg od stupnja polinoma (z —r1)(z —1r2) -+ (x —ry) (t].
stupnja manjeg od n) za koji vrijedi f(z) = s; (mod x —r;), gdje je i =1,2,...,n.

No, prema Primjeru 2.2, posljednja kongruencija je ekvivalentna s f(r;) = s; iz ¢ega proizlazi tvrdnja
korolara. (I

3 Primjene Kineskog teorema o ostatcima za polinome

3.1 Metoda Lagrangeove interpolacije

Problem faktorizacije polinoma je slican problemu faktorizacije cijelog broja, tj. prikazu cijelog broja u obliku
produkta prostih faktora. Polazna ideja je pokusati prikazati dani polinom u obliku produkta polinoma manjeg
stupnja koji se ne mogu dalje rastavljati.



Opéenito, za polinom p(z) stupnja n éemo reéi da je ireducibilan ukoliko ne postoji nekonstantan polinom
stupnja manjeg od n koji ga dijeli. Ukoliko polinom nije ireducibilan, kazemo da je reducibilan. Na odreden
nacin mozemo smatrati da ireducibilni polinomi preuzimaju ulogu prostih, a reducibilni polinomi ulogu slozenih
brojeva.

Na primjer, polinom x? — 1 je reducibilan, jer se moze prikazati u obliku (z — 1)(z + 1) te ovaj produkt
tada nazivamo faktorizacija polinoma 2% — 1. S druge strane, polinom 22 + 1 je ireducibilan, ne uzimamo
li u obzir faktore €iji koeficijenti su kompleksni brojevi (tada bi se mogao prikazati u obliku (z — i)(x + 7)).
No, kako svaki nekonstantan polinom ima kompleksnu nultocku, izbjegavamo koristenje kompleksnih brojeva
u faktorizaciji jer ju ¢ine trivijalnom.

U ovom potpoglavlju ¢emo proucavati faktorizaciju iskljuc¢o polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Kod postupka faktorizacije polinoma s cjelobrojnim koeficijentima, mozemo pretpostaviti da faktori takoder
imaju cjelobrojne koeficijente (ovo je posljedica opéenitijeg rezultata poznatog pod nazivom Gaussova lema,
u detalje kojeg na ovom mjestu neéemo ulaziti, a vise o toj temi se moze naéi u [5], Poglavlje 18). Metoda
Lagrangeove interpolacije je postupak faktorizacije bilo kojeg polinoma iz Z[z]. Otkri¢e metode 1883. godine
pripisuje se Kroneckeru, iako ju je zapravo veé¢ 1793. otkrio Schubert. Metoda se temelji na Kineskom teoremu
o ostatcima.

Neka je p(z) iz Z[x] polinom koji zelimo faktorizirati.

Primijetimo da ako je stupanj polinoma p(z) jednak n i ako p(x) nije ireducibilan, tada je stupanj njegovog
faktora manji ili jednak 7. Stoga, neka je d = 5 ako je n paranid = "T_l ako je m neparan.

Neka su ny, . ..,nq medusobno razli¢iti cijeli brojevi i p(ng) = 79, ...,p(ng) = rq4. Buduéi je p(z) iz Z|x],
r0,...,74 su cijeli brojevi. Za svaki vektor s = (sq, ..., sq4) cjelobrojnih djelitelja od (ro,...,7q) (s;|r; za svaki
1 =0,...,d), mozemo primijeniti korolar Kineskog teorema o ostatcima kako bismo dobili jedinstveni polinom
as(z) iz Q[x] stupnja manjeg ili jednakog d takav da je as(n;) = s; za svaki i. Buduéi svaki r; ima konacan
broj pozitivnih ili negativnih djelitelja s;, postoji kona¢an broj moguéih vektora s i konac¢an broj polinoma
as(x) za svaki vektor s.

Prema tome, djelitelj polinoma p(x) iz Z[x] stupnja manjeg ili jednakog d je as za neki s. Neka je a(x) iz Z[x]
stupnja manjeg ili jednakog d i a(x)b(x) = p(z) za neki b(x) iz Z[z]. Tada za svaki n; vrijedi a(n;)b(n;) = p(n;)
u Z. Stoga, a(n;) dijeli p(n;) = r;. Odatle slijedi da je vektor s = (a(no),...,a(nq)) vektor djelitelja od
(ro,...,rq). Iz Kineskog teorema o ostatcima slijedi da postoji jedinstveni polinom a4(x) stupnja manjeg ili
jednakog d takav da as(ng) = a(ng), ..., as(ng) = a(ng).

Buduéi da su polinomi a(z) i as(x) oba stupnja manjeg ili jednakog d te im se vrijednosti podudaraju u
d + 1 razlicitih elemenata, moraju biti jednaki (jer je razlika polinoma a(x) i as(x) polinom stupnja manjeg
od d+ 1 koji ima d + 1 nultocku te stoga mora biti nul-polinom). Mozemo zakljuciti da se svaki djelitelj a(z)
polinoma p(x) stupnja manjeg ili jednakog d mora nalaziti medu polinomima a,(z) dobivenim pomocu vektora
djelitelja s.

Kako bismo ispitali je li polinom p(z) ireducibilan ili ne, moramo podijeliti p(x) svakim polinomom as(x)
kako bi vidjeli je li as(x) mozda djelitelj. Ako neki nekonstantan polinom as(z) stupnja manjeg od n dijeli
p(x), tada se polinom p(x) moze faktorizirati. U suprotnom, p(x) mora biti ireducibilan.

Iz konac¢nosti broja potencijalnih djelitelja aq(x) slijedi:

Teorem 3.1. Potpunu faktorizaciju bilo kojeg polinoma iz Z[x] je mogude ostvariti u konacno mnogo koraka.

Polinom a,(z) nazivamo Lagrangeov interpolator. Moguée ga je konstruirati na sljede¢i nacin:

Neka su ng, ..., nd, So, .-, Sq4 kao gore i neka je g(x) = (x —ng) - - (x — nq), te neka je ¢’(z) derivacija od
g(z). Nakon skradivanja (fgl)i) je polinom stupnja d. Stoga, #f;/(m) = h;(x) je polinom stupnja d takav
da je

hl(nz) =1 1 hl(no) == hi(ni_l) = hi(ni_ﬂ) == hl(né) =0.

Prema tome, trazeni polinom je dan s

as(x) = soho(xz) + - -+ + saha(z).



Primjer 3.1. Neka je p(z) = z* + 2 + 1. Ako se p(x) moZe faktorizirati, tada mora sadrZavati faktor stupnja
mangeg ili jednakog 2. Znamo da je p(—1) = 1, p(0) = 1 i p(1) = 3. Dakle, g(x) = 2% —z, ¢'(x) = 32> — 1. Za
svaki s = (s—1, S0, 81) koji dijeli (1,1,3) odgovarajuéi Lagrangeov interpolator as(x) je

z(x —1) (x—1D(z+1) n z(x +1)

as(r) = s_1 5 + 59 ] s1 5

- (35 a)e (35 e

Sljedeéa tablica prikazuje sve mogude vektore s = (s_1, So, $1) @ odgovarajuée polinome as(x):

s = (s—-1, S0, 81) as(x)
1 1 3) ?+z+1
(1 1 1) 1
1 1 -3) —22% -2z +1
11 -1 —z?—x+1
(-1 1 3) 2z + 1
(-1 1 1) -2’ +z+1
(-1 1 -3) -322-z+1
(-1 1 —1) —2z2 +1
1 -1 3) 3z + 12— 1
1 -1 1) 222 — 1
1 -1 =3 —2x —1
1r -1 -1 22—z -1
(-1 -1 3) 22% + 2z — 1
(-1 -1 1) ?+z-1
(-1 -1 -=3) -—22-z-1
(-1 -1 —1) —1

Tablica5.1 Vektori s = (s_1, S0, $1) 1 odgovarajuéi polinomi as(x)

Ako se polinom z* + x + 1 moze faktorizirati, moZemo pretpostaviti da su svi faktori ireducibilni i imaju
cjelobrojne koeficijente. Buduéi je polinom z* + x + 1 normiran, vodeéi koeficijenti njegovih faktora moraju
biti jednaki £1. Osam polinoma as(x) nemaju vodele koeficijente jednake +1, pa ne mogu biti faktori. Dva
polinoma ag(x) nisu zanimljiva jer su stupnja 0. Dakle, samo Sest polinoma as(x) su moguéi faktori polinoma
4+ +1:

2+ +1; —22—z-—1;

24 —1;, —z>—z+1;

2 —z—-1; —-22+z+1.

Tri polinoma s desne strane su povezani s tri polinoma s lijeve strane, pa je dovoljno provjeriti samo tri
polinoma s lijeve strane. Tri brza dijeljenja pokazuju da niti jedan polinom nije faktor.

Mozemo primijetiti da broj mogucih faktora as(x) polinoma p(x) ovisi o d (koji je mangji ili jednak od %,
gdje je n stupanj polinoma p(x)). No, cesto je mnogo znacajnija cinjenica da broj mogucih faktora takoder
ovisi i o broju djelitelja od p(n;). Broj mogudih faktora u primjeru je mali zbog ¢injenice da je p(1) = p(0) =1,
koji ima samo dva faktora u Z.

Opéenito, broj faktora as(x) moze biti izrazito velik. Posljednjih nekoliko godina razvijena je puno

ucinkovitija metoda faktorizacije koja se temelji na faktorizaciji modulo M za odgovarajuéi prirodan broj
M.



3.2 Brzo mnoZenje polinoma

Razvoj rac¢unala od 1940. godine je otvorio brojna pitanja starije matematike. Jedno od tih pitanja, na koje
¢emo sada pokusati odgovoriti je: Kako mozemo u¢inkovito pomnoziti dva polinoma?
Mnozenje je jedna od osnovnih algebarskih operacija s polinomima. Prisjetimo se ukratko tog postupka.
Pretpostavimo da su dana dva polinoma stupnja d:

f(z) = ap + a1 + apa® + - + agz?, g(x) = by + brx + boz® + - + bgz.
Njihov produkt
f(x)g(z) = (ag + a1z + asz® + - - - 4 agz?) - (bo + bz + bz + - - - + bgz?)

dobivamo tako da svaki a;z* pomnozimo sa svakim b;z? i grupiramo sve koeficijente uz odgovarajuéu potenciju
od z-a:

f@)g(z) = co+ 1w+ coa® + -+ + caqz?d,
gdje su

co = aobo,

c1 = agbi + aibg,

c2 = aobs +aiby + azby,

= agpbg + aibg + -+ + ag—1b1 + agbo,

Cq
Ciy1 = ai1bg+asbg_1 + -+ ag—1b2 + aqby,
C2d = aqgbg.

Kako bismo ispitali u¢inkovitost ove metode, moramo odrediti broj potrebnih mnozenja. Buduéi da su polinomi
f 1 g oba stupnja d, oba imaju d + 1 koeficijent, i svaki koeficijent od f je pomnozen sa svakim koeficijentom
od g. Stoga, standardni postupak mnozenja dva polinoma stupnja d zahtjeva (d + 1)? operacija.

Postoji li u¢inkovitiji na¢in mnozenja dva polinoma? Preciznije, postoji li postupak mnozenja dva polinoma
stupnja d koji zahtjeva manje od (d + 1)? operacija?

Tako donekle iznenadujuéi, odgovor je da postoji.

Opisimo ukratko strategiju uc¢inkovitijeg postupka mnozenja dvaju polinoma f(x) i g(x) stupnja d s kom-
pleksnim koeficijentima:

I. Evaluacija. Odabrati 2d + 1 to¢aka a1, aq,...,as4+1 te evaluirati polinome f(z) i g(z) u svakoj od
odabranih tocaka, tj. odrediti f(a1),..., f(aza+1) 1 g(a1),...,g(a24+1)-

IT. Mnozenje. Pomnoziti f(a;)g(a;) za svaki i =1,2,...,2d + 1.

ITI. Interpolacija. Pronadi polinom h(x) stupnja manjeg ili jednakog 2d takav da je h(a;) = f(a;)g(a;) za
svakit=1,2,...,2d + 1.

Ovaj postupak izgleda prilicno slozeno. No, on ima jednu znacajnu prednost, a ta je da u II. koraku broj
mnozenja iznosi 2d + 1 §to je puno manje od (d + 1)? mnozenja u standardnom postupku.

Prema tome, ukoliko je ucinkovitost I. i III. koraka velika, izgledno je da opisani postupak bude mnogo
ucinkovitiji od standardnog.

Prije nego komentiramo u¢inkovitost I. i ITI. koraka, primijetimo klju¢ni detalj - polinom A(z) dobiven u
III. koraku je doista jednak f(z)g(x), prema Korolaru 2.1.



Primjenimo 1i taj korolar na III. korak postupka mnozenja dva polinoma f(x) i g(z) stupnja d, mozemo
pronaéi polinom h(z) stupnja manjeg ili jednakog 2d takav da je h(a;) = f(a;)g(a;) za svakii=1,2,...,2d +
1. Buduéi je f(x)g(z) takoder polinom stupnja manjeg ili jednakog 2d s istim vrijednostima u totkama
ai,as,...,a24+1 kao i polinom h(x), polinomi h(z) i f(x)g(x) moraju biti jednaki. Dakle, postupak za pro-
nalazenje polinoma f(z)g(x) ¢e zaista dati trazeni rezultat.

Primjer 3.2. Neka su f(z) =z + 1 i g(x) = 2 — 2. Zelimo pronaéi f(x)g(z) danim postupkom.
Neka je aq =0, as =3, ag = —1. L i II. korak su brzi:

flar) =1, gla) =-2 = fla)g(ar) = =2
flaz) =4, glaz) =1 = f(az)g(az) = 4;
flas) =0, glas) =-3 = [f(as)g(as) = 0.
U II. koraku moramo interpolirati polinom h(x) stupnja strogo manjeg od 3 s h(0) = =2, h(3) =4, h(—1) = 0.

To moZemo uciniti na jedan od sljedeca dva nacina.
Prvi nacin je da koristenjem Lagrangeovih interpolatora pronademo

ho(x) = % ho(0) = 1, ho(3) = ho(—1) = 0;
o) = DD g (0) = ha(-1) = 0,m5(3) = 1
hoy(z) = @ ho1(0) = h_1(3) = 0,h_1(—1) =1

Tada h(z) = —2ho(x) + 4h3(z) + 0h_1(z) = 2% — x — 2 zadovoljava h(0) = —2, h(3) = 4, h(—1) =0, pa mora
biti jednak f(x)g(x).

Drugi nacin da odredimo polinom h(x) stupnja manjeg ili jednakog 2 s h(0) = —2, h(3) =4, h(—1) = 0 je
da zapisemo h(z) kao h(z) = ra® + sz +t i evaluiramo h(x) u 0, 3, —1 te tako dobivamo tri jednadzbe s
nepoznatim koeficijentima:

-2 = h(0) =t,
= h(3)=9r+3s+t,
0 = h(-1)=r—s+t.
Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo t = —2, 7 =1, s =—1 i h(z) =22 —x — 2.

Ocito je ova interpolacijska metoda puno sporija od jednostavnog mnozenja f(x)g(z) = (x + 1)(x — 2).

Kljuéna ¢injenica za povecanje ucinkovitosti ovog postupka lezi u odabiru Sto povoljnijeg skupa tocaka
ai,as,...,a34+1. U nastavku ¢emo se posvetiti opisu povoljnijeg odabira.

Definicija 3.1. Korijenom iz jedinice nazivamo kompleksan broj w takav da je w™ =1 za neki n > 0.

Primjer 3.3. 1 ¢ —1 su jedini realni brojevi koji su korijeni iz jedinice.
Prema Osnovnom teoremu algebre, polinom x™ — 1 ima n korijena u skupu C. Ako je w korijen polinoma
" — 1, tada je w korijen iz jedinice.

Za korijen iz jedinice w, definiramo red od w kao najmanji eksponent e > 0 takav da je w® = 1. Ako je e
red od w, tada se w naziva primitivni e-ti korijen iz jedinice.

Primjer 3.4. —1 je primitivni drugi korijen iz jedinice.

w = cos(2Z) + isin(2ZL) je primitivni m-ti korijen iz jedinice.

Ako je w primitivni m-ti korijen iz jedinice i (r,m) = 1, tada je takoder i w" primitivni m-ti korijen iz
jedinice.
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Teorem 3.2. Za bilo koji n postoji primitivni n-ti korijen iz jedinice.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je w = cos(2%) + i sin(2X) primitivni n-ti korijen iz jedinice. O
Vratimo se problemu interpolacije. Neka je r prirodan broj za koji vrijedi 277! < 2d +1 < 2" te neka
je w primitivni 2"-ti korijen iz jedinice. U postupku pronalazenja umnoska f(z)g(x), gdje su f(z) i g(z) oba
stupnja d, moramo evaluirati f(z) i g(x) u potencijama od w. To je kljuéna ¢injenica koja ovu metodu ¢ini
odrzivom.

Teorem 3.3. Neka je w primitivni 2" -ti korijen iz jedinice i f(x) polinom stupnja d < 2"~'. Tada evaluacija
flx) ul,w,w? ... w? " zahtjeva najvise 27 (r — 1) mnoZenja.

Dokaz. Pretpostavimo da je stupanj polinoma f(z) jednak d = 1. Tada je r = 2, 2" = 41 2"t = 2,
f(z) = ap + a1z gdje su ag i a; kompleksni brojevi te w primitivni éetvrti korijen iz jedinice. Ra¢unanje

f1) = ao+ai,
flw) = a+aw,
fw? = ag+aw?,
fW®) = ag+awd,

zahtjeva najvise éetiri mnozenja (to¢nije, tri: ajw,a;w?, ajw?).
Pretpostavimo sada da je r = 3. Tada je w primitivni osmi korijen iz jedinice, a f(z) je stupnja 3;

f(x) = ag + a1z + azz? + azz3. Da bismo evaluirali f(x) u 1,w,w?,...,w’, moramo uéiniti sljedece:
fx) = (ag+ asx?) + z(ay + azz?)
= (a0 + azy) + z(a1 + azy),
zay = 22,

= go(y) +zq1(y),

gdje je go(y) = ao + a2y i 91(y) = a1 + azy.

Stoga, evaluirati f(z) u 1,w,w?, ..., w7 je isto §to i evaluirati go(y) = go(z?) u y = 1,w? w* W, zatim

evaluirati g1(y) = g1(2%) uy = 1,w? w?, b, te pomnoziti g1 (y) s v = 1, w,w?,...,w".
Evaluacija go(y) = go(2?) u y = 1,w? w* wb zahtjeva najvige cetiri mnozenja (slijedi iz slucaja r = 2), te
evaluacija g1(y) = g1(2?) uy = 1,w? w*,w® takoder zahtjeva najvise etiri mnozenja (slijedi iz slucaja r = 2).
Nadalje, mnozenje g;(2?) s  za r = 1,w,w?,...,w" zahtjeva najvise osam mnozenja (to¢nije najvise sedam
jer imamo jedno mnozenje s jedinicom $to zapravo i nije mnozenje).

Prema tome, evaluacija polinoma f(r) stupnja 3 < 22 na 2% = 8. potenciju primitivnog osmog korijena iz
jedinice zahtjeva najvise 16 = 23 - 2 mnozenja.

Pretpostavimo da je r > 2 proizvoljan. Slucaj za tako odabrani r je isti kao i slu¢aj r = 3.

Pretpostavimo induktivno da evaluacija polinoma g(y) stupnja strogo manjeg od 2"~ u svakoj potenciju
primitivnog 2"-og korijena iz jedinice zahtjeva najvise M,_; = 2"(r — 1) mnoZenja.

Neka je f(z) polinom stupnja strogo manjeg od 2". Zelimo ga evaluirati u svakuoj potenciji 1,w,w?,.. .,
w2 ' =1 primitivnog 27+!-og korijena iz jedinice. Kao za polinom stupnja 3, zapiSemo f(z) kao sumu parnih
potencija od x, tj. polinom go(z?), i sumu neparnih potencija od z, tj. polinom g;(z?), puta z. Dakle,
f(x) = go(2?) + zg1(2?). Sada stavimo y = z2.

Evaluacija go(22) u z = 1,w,w?,...,w? ~! je isto to i evaluacija go(y) uy = 1,w? w?, ..., w?@ =D Al
w? je primitivni 27-ti korijen iz jedinice pa zato evaluiramo polinom go(y) stupnja strogo manjeg od 2"~ ! u
potencijama od w?. Prema induktivnoj pretpostavci to zahtjeva najvise M,_; mnozenja.
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Sli¢no, potrebno je najvise M,_; mnozenja da bismo evaluirali g1 (y) za y = 1,w?, w?, ..., w?@ D,
Konaéno, potrebno je najvise 2”1 mnozenja da bismo pomnozili vrijednosti gi(y) = g1(2?) s 2 =
1w, w?, ... ,wQTH_l.

Dakle, ukupan broj potrebnih mnozenja iznosi M,., gdje je

M’l“ = Mrfl + Mrfl + 2T+1
= 2"(r—1)+2"(r—1)+2"H
2rtl
O
Dokaz prethodnog teorema opisuje algoritam poznat pod nazivom Brza Fourierova transformacija. Eva-
luacija polinoma f(z) u 1,w,w?, ... ,w? ~1 je isto &to i primjena diskretne Fourierove transformacije na f(z).

Dokaz pokazuje kako doci do rezultata vrlo brzo.

Vratimo se postupku odredivanje produkta f(x)g(x) dva polinoma stupnja d.

Za 1. korak pretpostavimo da je 2772 < d < 27! i evaluirajmo f(z) i g(x) u svim potencijama primitivnog
2"-tog korijena w. Prema prethodnom teoremu za to je potrebno 2 - 2"(r — 1) mnozenja. O¢ito vrijedi
27=1 < 2d < 2" < 4d. Stoga je r — 1 < log.2d pa slijedi

2.2"(r — 1) < 8dlog, 2d.
Korolar 3.1. I. korak postupka za pronalaZenje produkta dva polinoma stupnja d zahtjeva najvise 8dlog, 2d
mnozenja.

Primijetimo da je dobiveni broj znatno manji od (d + 1)? za veliki d.

Rekli smo ranije da je za II. korak postupka potrebno 2d + 1 mnozenja, §to je daleko manje od (d + 1)
za veliki d. Sada znamo da ukoliko odaberemo odgovarajuce elemente za evaluaciju polinoma, tada ¢e za
provedbu prvog koraka postupka takoder biti potrebno znatno manje mnozenja od (d + 1)? za veliki d.

Preostaje jos ispitati III. korak postupka.

Propozicija 3.1. Neka je ( primitivni e-ti korijen iz jedinice. Tada je

14+CH+HC+--+¢ =0 ako je C#1,

14+¢+C+- ¢ t=e ako je (=1,

Dokaz. Druga jednakost je ocita. Za dokaz prve jednakosti, uo¢imo da je ( korijen od z¢ — 1 =
(x — 1)(1 + o + -+~ + 2¢71), ali nije korijen od z — 1 ako je ¢ # 1. Stoga, ¢ mora biti korijen faktora
l+z+- 427! Dakle, 1+ + %+ -+ (L =0. 0

Teorem 3.4. Neka je e = 27, w primitivni e-ti korijen iz jedinice te
h(l‘) = hO + h1.%' + h2x2 4+ 4 he—1$e_1.

Pretpostavimo da su nam poznate vrijednosti co = h(1), ¢y = h(w), ..., ce—1 = h(w®™1). Neka je c(x) polinom

c(z) =co+crz+ o 4+ + Coqx® L.

Tada mozZemo pronadi koeficijente ho, hi, ..., he—1 tako da evaluiramo polinom c¢(x), tj.

hm _ c(w67m>

za m=0,1,2,...;e—1.
e
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Prema tome je

1 e—1 e—(e—1)
f@JerJr...jLuze*l_
e e e

Ovaj teorem nam govori da mozemo interpolirati polinom h(x) za koji vrijedi h(1) = co, h(w) = ¢1, ...,

h(wé™1) = c._1 za dane cg,cy, ..., cc_1 tako da evaluiramo polinom c(z) u 1,w® !, w2 ... w. Prema tome,
interpolacija je u¢inkovita kao i evaluacija.
Dokaz. U dokazu teorema koristit ¢emo vektorsku i matri¢nu notaciju.
Ako je
h(z) = ho 4 hix + hox® 4+ -+« + he_12°7 1,
tada je za svaki ¢ _ _ _ _
C; = h(wz) = ho + hlwz —+ hgwm + -4 heflw(eil)z.
Stoga, vektor redak
C = (co,c1,- -5 ¢e—1) = (h(1), h(w), h(w?),..., h(w*™h))
mozemo zapisati kao C = HF', gdje je
H = (ho,h1,.. ., he1)
vektor redak €iji su elementi koeficijenti polinoma h(x), a F' je e X e matrica
1 1 1 ... 1
1 w w? o wed
1 w? wt oo w2
1 we—l w2(e—1) w
F

koja se naziva diskretna Fourierova transformacija. Inverz matrice F' je matrica - gdje su elementi od F

inverzi elemenata od F. Matrica F' se naziva inverzna diskretna Fourierova transformacija od F'.
Da bismo pokazali da je % inverzna matrica matrice F', najprije treba primijetiti da je i-ti redak matrice

F jednak . . ' '
(1, w—z7w—2z, w—?n, o 7w—(e—1)z)7

a j-ti stupac matrice F' je transponirani redak
(1w, w¥, W%, ... w7,
Mnozenjem i-tog retka matrice Fs j-tim stupcem matrice F' dobivamo:

g; = 1+ Wt w2 4 g lem DI, (em1)i
= 14wl g2y wle—Di—(e=1)i
1+ wl=D 1 26=0 4. 4 yle=DG—0),

Neka je ¢ = wi™%. Tada je ¢ e-ti korijen iz jedinice i

g =1+C+E+ -+

Sk

Iz Propozicije 3.1 slijedi je ¢;; = 0 za j # 4, te g;; = e. Stoga, FF = el, tj. dokazali smo da je matrica
inverzna matrica matrice F'.
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Buduéi je C = HF, imamo da je CF = eH. To znaéi da je

ehg = (1),
eh; = c(we_l),
ehe—1 = c(w).

[l

Sada smo u poziciji odrediti ukupan broj mnozenja opisanog postupka za pronalazenje produkta f(x)g(z)
gdje su f(z) i g(x) polinomi stupnja d < 2771, koji se sastoji od tri koraka:

I. Evaluacija polinoma f(z) i g(x) u potencijama od w, primitivnog 2"-og korijena iz jedinice - za evaluaciju
polinoma f(z) potrebno je 2"(r — 1) mnozZenja, kao i za evaluaciju polinoma g(z).

I1. MnoZenje f(w')g(w) = h(w?) za i =0,1,2,...,2"~1 - potrebno je 2" mnozenja.

III. Interpolacija polinoma h(z) pomoéu h(w?), i = 0,1,...,2"~! - pokazali smo da je ovaj postupak
identican evaluaciji polinoma

c(z) = h(1) + h(w)z + h(w?)z® + - + h(w? ~Ha? !

1 e—2

ux=1w"",w ", ... ,w gdje je e = 2", za §to je potrebno 2"r mnozenja.

Dakle, ukupan broj mnozenja je najvise
2"(r—=1)4+2"(r—1)+2"+2"r=2"3r — 1).
Akoje 2772 < d < 2771, tada je
2"(3r — 1) < 4d(3log, 4d).

Za veliki d, 4d(3log, 4d) je znatno manji od (d + 1)?. Preciznije, ako d raste, kvocijent 4d(3log, 4d)/(d + 1)?
tezi prema nuli.

Na ovaj na¢in smo opisali postupak brzog mnozenja polinoma s kompleksnim koeficijentima. Uz odredene
izmjene, uglavnom algebarske prirode, postupak se moze prilagoditi i za primjenu na mnozenje polinoma s
cjelobrojnim koeficijentima.

U postupaku pretvorbe vektora H koeficijenata polinoma h(z) u vektor C = (h(1), h(w), ..., h(w¢™1))
mnozenjem s F', diskretnu Fourierovu transformaciju mozemo prona¢i metodom koja je opisana u Teoremu
3.3. Opisana metoda je primjena algoritma poznatog pod nazivom Brza Fourierova transformacija, kojeg su
1965. objavili J.W.Cooley (IBM) i J.W.Tukey (Princeton). Brza Fourierova transformacija se ¢esto naziva
najznacajnijim numerickim algoritmom modernog doba.
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