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PREDGOVOR

Za sve one koji misle da znaju matematiku, kao i za sve one koji ju zZele nauciti.
Za sve one koji misle da matematika nije samo racun. Za sve one koji matematiku
postuju. Za sve one koji matematiku zele predavati, za sve one koji matematiku
zele poucavati.

Za one koji su zapustili svoje matematicko obrazovanje, kako bi ga osvijestili.
Za sve one koji svoje znanje zele prosiriti. Za sve one koji su o matematici voljni
Citati, za sve one koji ne zele literaturu na stranom jeziku.

Za sve one koji misle da znaju sve o nastavi u svojoj zemlji, za sve one koji
su identificirali probleme u nastavi, za sve one koji znaju kako nastavu treba
unaprijediti.

Za sve one koji su svoje matematicko obrazovanje zrtvovali na oltaru svakod-
nevnih obaveza, za sve one koje je rijeka zivota odvela nizvodno od matematike.

Za sve one koji cijene nastavnicki poziv i za sve one koji ga podcjenjuju. Za
sve one koji shvac¢aju kako poucavajuéi produbljuju i vlastito znanje i za sve one
koji ¢e to tek shvatiti.

Za sve one koje ovaj materijal ne zanima, kako bi knjigom popunili policu.
Predlazemo im da barem izguzvaju koju stranicu kako bi im gosti stekli dojam
da su knjigu nekad barem prelistali.

Za sve one koji misle kako je ovakav materijal lako napisati, s ozbiljnom
nadom u prestanak njihova zastranjivanja.

Za sve one kojima je teze nego drugima, barem u nekom segmentu. I za sve
one kojima je lakse nego drugima: kako im je zasigurno inace dosadno, neka se
zabave Citanjem.

Za sve one generacije koje su godinama bile poucavane iz nekoherentnih
materijala i za sve one koji materijale pisu radi ucenika i studenata, a ne radi
sebe samih.

Za sve one koji ne odustaju od borbe s matematikom iako su svjesni kako su

unaprijed izgubili, ali slave svaku, makar i malu, pobjedu nad njom.

vi



Za sve sadasnje i buduée nastavnike matematike, s nadom da ¢ée iskoristiti
sve S$to su ucili i da ¢e nadoknaditi sve $to im je promaklo. Njihova su iskustva
¢vrsti temelji na kojima ovakvi udzbenici pocivaju.

Autori
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KOMPONENTE
MATEMATICKE
SPOSOBNOSTI

Tijekom dvadesetog stolje¢a znacenje uspjesnog matematickog ucenja dozivjelo
je neke pomake u odnosu na promjene u drustvu i Skolovanju. U pedesetim i
Sezdesetim godinama dvadesetog stolje¢a novi matematicki pokret definirao je
uspjesno matematicko ucenje ne samo kao vjestinu racunanja nego prvenstveno
kao razumijevanja matematicke strukture i na apstraktnoj razini. Reforma
pokreta tijekom osamdesetih i devedesetih godina dvadesetog stolje¢a premjes-
tila je naglasak na ono $to nazivamo razvojem matematickog potencijala koji
obuhvaca zakljucivanje, rjesavanje problema, povezivanje matematickih ideja
i interdisciplinarnost matematike. Reakcije na prijedlog reforme istaknule su
kao znacajke matematickog ucenja vaznost memoriranja, sposobnost racunanja i
mogucnosti dokazivanja matematickih tvrdnji. Razli¢iti su pogledi formulirali
nacin po kojem bi se moglo prihvatiti ciljeve prema kojima treba biti usmjereno
ucenje matematike. U ovom ¢emo poglavlju opisati vrste kognitivnih promjena
koje zelimo unaprijediti kod djece tako da mogu biti uspjesna u ucenju mate-
matike. Kako nema termina koji u potpunosti obuhvacéa sve aspekte strucnosti,
kompetencije, znanja i vjeStina u matematici, matematicka je vjestina izabrana
kako bi obuhvatila ono Sto vjerujemo da je potrebno za bilo koga da bi uspjesno

naucio matematiku.

Pet komponenata od kojih se sastoji matematicka sposobnost jesu:



1. pojmovno razumijevanje koje predstavlja razumijevanje matematickih poj-

mova, operacija i odnosa,

2. proceduralno znanje koje podrazumijeva vjeStine u fleksibilnom i uc¢inkovi-

tom obavljanju postupaka na odgovarajuéi nacin,

3. strateska kompetencija koja je sposobnost formuliranja, prikazivanja i

rjesavanja matematickih problema,

4. prilagodljivo zakljucivanje, tj. sposobnost logickog razmisljanja, refleksije,

objasnjavanja i opravdavanja,

5. produktivna dispozicija koja je uobicajena sklonost videnja matematike
kao razumne, korisne i vrijedne truda, zajedno s vjerovanjem u marljivost

i vlastitu ucinkovitost.

Navedene su komponente medusobno isprepletene i ovisne u razvoju sposob-
nosti u matematici. Matematicka sposobnost nije jednodimenzionalno svojstvo i
ne moze se posti¢i fokusiranjem na samo jednu ili dvije komponente. Da bi djeca
stekla matematicku sposobnost, mora se od nastavnog programa zahtijevati
bavljenje svim njegovim komponentama. Ucenici bi trebali postajati sve vjestiji
u matematici kako se kre¢u od vrti¢a do osmog razreda. Ta im sposobnost treba
omoguciti noSenje s matematickim izazovima svakodnevnog zivota te nastavak
ucenja matematike u srednjoj skoli i izvan nje. Navedenih pet komponenti
daju okvir za razmatranje znanja, vjestina, sposobnosti i vjerovanja koje ¢ine

matematicko znanje.

1.1 Pojmovno razumijevanje

Pojmovno razumijevanje predstavlja integrirano i funkcionalno shvacanje ma-
tematickih pojmova. Ucenici s pojmovnim razumijevanjem znaju mnogo vise
od izoliranih ¢injenica i metoda, razumiju zasto je matematicka ideja vazna
te prepoznaju kontekste u kojima je korisna. Takvi ucenici organiziraju svoje
znanje u povezanu cjelinu, sto im omogudéuje ucenje novih pojmova povezujuéi
ih s ranije naucenim pojmovima. Ako su ucenici naucili ¢injenice i metode s
razumijevanjem, tada su sposobni povezivati ih, lakse ih pamtiti i koristiti te
ih mogu i rekonstruirati kada ih zaborave. Ako razumiju metodu, manje je
vjerojatno da ¢e pogresno zapamtiti, mogu pratiti cega se sje¢aju i pokusSavati
shvatiti ima li to smisla. Na taj naé¢in mogu pokusati objasniti metodu i ispraviti

ju ukoliko je potrebno. Pojmovno razumijevanje ne mora nuzno biti eskplicitno



odredeno. Ucenici ¢esto razumiju prije nego sto su u moguénosti razumijevanje
verbalizirati.

Pojmovno razumijevanje podrzava i zadrzavanje znanja, tj. retenciju. Ono
omogucuje ucenicima prikazivanje matematicke situacije na razli¢ite nacine, gdje
razli¢iti prikazi mogu biti korisni za razli¢ite svrhe. Nuzno je da ucenici uoce
kako se razliciti prikazi povezuju jedni s drugima, koliko su sli¢ni i u ¢emu
se razlikuju, kako bi dozivjeli matematiku kao koherentnu cjelinu. Stupanj
pojmovnog razumijevanja uc¢enika povezan je s koli¢inom i dosegom veza koje su
stvorili.

Pretpostavimo da ucenici zbrajaju razlomke razli¢itih nazivnika

3,6
4 7

Kako bi predstavili to zbrajanje, ucenici mogu nacrtati sliku ili koristiti
konkretne materijale razli¢itih vrsta. Takoder mogu predstaviti trazeni broj
reCenicom % + % =7 u obliku price. Mogu se vratiti na brojevni pravac pri-
kazujuéi svaki razlomak kao segment i zbrojiti razlomke spajajuci segmente.
Svodenjem razlomaka na isti nazivnik, ucenici mogu doéi do zbroja i vidjeti
novu veli¢inu na brojevnom pravcu. Dakle, uc¢enici pomocu tih varijacija mogu
raspravljati o slicnostima i razlikama prikaza, prednostima svakog prikaza te
njihovoj povezanosti ukoliko daju isti odgovor.

Gotove tehnike, naucene napamet, mogu pruziti veze medu pojmovima, $to
¢ini laksim izvodenje matematickih operacija, ali pri tome ne moraju dovesti
do razumijevanja. Znanje nauceno s razumijevanjem pruza osnovu za stvaranje
novih znanja i za rjeSavanje novih i nepoznatih problema. Kada ucenici steknu
pojmovno razumijevanje tada vide i vezu medu pojmovima i postupcima. Primje-
rice, ucenici koji razumiju mjesnu vrijednost i viSeznamenkaste brojeve, za razliku
od drugih koji to ne razumiju, lakse ¢e do¢i do vlastitih postupaka za zbrajanje s
potpisivanjem i usvojiti ispravne postupke za oduzimanje s potpisivanjem koje su
im drugi prezentirali. Dakle, ucenje kako zbrajati i oduzimati viSeznamenkaste
brojeve ne mora ukljuc¢ivati potpuno nove i nepovezane pojmove. Isto vrijedi i
za mnozenje i dijeljenje visSeznamenkastih brojeva.

Pojmovno razumijevanje pomaze ucenicima izbjeéi mnoge kriti¢ne pogreske
koje se javljaju prilikom rjesavanja problema, osobito pogreske u veli¢ini dobi-
venog iznosa. Na primjer, ako ucenici mnoze 9.83 i 7.65 i kao rezultat dobiju
7519.95, odmah mogu zakljuciti da taj rezultat ne moze biti tocan. Znaju da je
10 pomnozeno s 8 jednako 80, pa tako umnozak dvaju brojeva manjih od 10 i 8
mora biti manji od 80. Ucenici s pojmovnim razumijevanjem c¢esto trebaju manje

ucenja jer mogu vidjeti dublje slicnosti medu povrsno nepovezanim situacijama.



Njihovo je razumijevanje sadrzano u kompaktnim shemama medusobno poveza-
nih ¢injenica i postupaka. Ucenici mogu koristiti shemu ako trebaju objasniti
principe, ako moraju promisljati o samom pojmu ili se upoznati s novim idejama.

Cesto je struktura uc¢enickog razumijevanja hijerarhijska, s jednostavnijim
shemama pojmova upakiranim u slozenije. Kako shema znanja moze uéiniti
ucéenje laksim, promotrimo primjer sheme znanja kakvu ucenik moze razviti za
zbrajanje cijelih brojeva. Ako ucenici razumiju da je zbrajanje komutativno (tj.
da, na primjer, vrijedi 3+ 5 = 5 4 3), njihovo ucenje osnovnih kombinacija u
zbrajanju smanjeno je gotovo za polovicu. Koristenjem svog znanja u drugim
odnosima, poput zbrajanja jednakih brojeva (5 + 5 ili 6 4+ 6), mogu dodatno
smanjiti broj kombinacija u zbrajanju koje trebaju nauciti. Kako su mala djeca
sklona usvojiti zbrajanje jednakih brojeva prilicno rano, mogu ih koristiti za
stvaranje usko povezanih suma. Na primjer, mogu vidjeti da je 6 + 7 samo za
jedan vise od 6+ 6. Takvi odnosi olakSavaju uéenicima ucenje novih kombinacija,

jer stvaraju novo znanje umjesto oslanjanja na ucenje napamet.

1.2 Proceduralno znanje

Proceduralno znanje odnosi se na poznavanje postupaka, prepoznavanje kada i
kako te postupke koristiti i vjestine da se ti postupci obave fleksibilno, toc¢no i
ucinkovito. Proceduralno znanje podrzava i analizu sli¢nosti i razlika medu me-
todama izrac¢una. Ove metode ukljucuju mentalne metode nalazenja odredenih
suma, razlika, umnozaka ili kvocijenata, kao i metode koje koriste kalkulatore,
racunala ili druge manipulativne materijale. Ucenici trebaju biti uc¢inkoviti
i tocni u obavljanju osnovnih rac¢unskih operacija s cijelim brojevima, poput
6+ 7,17 —9,8-4 i tako dalje, bez koriStenja tablica ili drugih pomagala. Ta-
koder trebaju znati smislen, uc¢inkovit i to¢an nacin za zbrajanje, oduzimanje,
mnozenje i dijeljenje viSeznamenkastih brojeva, kako napamet tako i pomocéu
olovke i papira. Dobro pojmovno razumijevanje mjesne vrijednosti u dekadskom
sustavu podrzava razvoj proceduralnog znanja kod racunanja s viSeznamen-
kastim brojevima. Proceduralno znanje takoder pomaze pri procjeni rezultata
koristenog postupka. Mnogi zadaci koji uklju¢uju primjenu matematickog zna-
nja u svakodnevnom zivotu zahtijevaju sposobnost snalazenja s algoritmima
za racunanje, bilo napamet ili u pisanom obliku. Kako bi se stvorili alati za
racunanje, neki su algoritmi vazni kao pojmovi sami za sebe, Sto opet pokazuje
vezu izmedu pojmovnog razumijevanja i proceduralnog znanja pri racunanju s
viSeznamenkastim brojevima. Vazno je da rac¢unalni postupci budu uéinkoviti,

da se upotrijebe to¢no i da daju ispravne odgovore i to¢ne rezultate. Ucenici bi



trebali modéi koristiti razli¢ite mentalne strategije za mnozenje s 10, 20 ili 300 (ili
bilo koje potencije ili visekratnika od 10). Takoder bi trebali moéi, primjerice,
odrediti sumu brojeva 199 i 67 ili umnozak brojeva 4 i 26 koriste¢i se brzim

mentalnim strategijama umjesto oslanjanja na papir i olovku.

Kako se situacije ¢esto razlikuju ovisno o toc¢nosti trazenog odgovora, ponekad
je i sama procjena dovoljno dobra, kao primjerice pri odredivanju napojnice
u restoranu. No, ponekad je uporaba kalkulatora ili racunala prikladnija od
koristenja papira i olovke, kao u slucaju popunjavanja poreznog obrasca. Dakle,
ucenici trebaju biti vjesti u uporabi razli¢itih racunalnih pomagala te trebaju
znati odabrati prikladno pomagalo za odredenu situaciju. Razumijevanje ¢ini
vjestine ucenja jednostavnijim, manje osjetljivim na uobicajene greske i manje
sklonim zaboravljanju. Po istoj logici, potrebna je odredena razina vjestine kako
bi se s razumijevanjem naucili brojni matematicki pojmovi, a upotreba postupaka
moze pomodi osnaziti i razviti trazeno razumijevanje. Na primjer, uéenicima je
cesto tesko razumjeti racunanje s visSeznamenkastim brojevima ako nisu stekli
odredenu razinu vjestine u racunanju s jednoznamenkastim brojevima. Isto tako,
jednom kad ucenici nauce postupke bez potrebnog razumijevanja, moze im biti
tesko ukljuciti se u aktivnosti koje zahtijevaju razumijevanje razloga na kojima
se postupak temelji. Bez dovoljne razine proceduralnog znanja ucenici imaju
problema s produbljivanjem vlastitog razumijevanja matematickih pojmova ili

pri rjesavanju matematickih problema.

Ukoliko se paznja posebno posvecéuje razradi rezultata kojih bi se trebali
podsjetiti ili koje treba izracunati, ucenici ¢esto neée moci uociti vazne odnose.
Ucenici trebaju praksu vjestina kako ne bi bili zakinuti za razvoj svog razumi-
jevanja. Kada vjezbaju postupke koje ne razumiju, postoji opasnost da ¢e ih
pogresno usvojiti, ¢ime se dodatno otezava ucenje. Cest je primjer da ucenici
prilikom oduzimanja viseznamenkastih brojeva na svakoj od mjesnih vrijednosti
oduzimaju manju znamenku od vece, ¢ime opcenito dobivaju pogresan rezultat,
jer bi, na primjer, dobili kako je 262 — 148 = 126, umjesto 114. Ukoliko ucenici
uce oduzimati s razumijevanjem, tada rijetko ¢ine takvu pogresku, ali ako uce
bez razumijevanja trebaju puno vjezbe kako ne bi zaboravili korake. Ako razu-
miju postupak, vjerojatno neée zaboraviti kljuéne korake i moéi ée ih uspjesno
rekonstruirati kada im zatrebaju.

Kada uce s razumijevanjem, ucenici mogu do¢i do visih razina vjestine nego
Sto bi mogli posti¢i samo praksom. Ako su ucenici koristili pogresne postupke
tijekom nekoliko godina, onda nastava koja zahtijeva razumijevanje moze biti
manje ucinkovita. Tek ¢e s vremenom i vjezbom prestati koriStenje netoc¢nih i

neucinkovitih metoda.



Ukoliko se odmah poc¢ne uéiti s razumijevanjem, uéenje ée biti uc¢inkovitije.
Ucenicima je ucenje novih tema teze kada ne povezuju prethodno naucene
pojmove i vjestine s novom temom, ¢esto vjeruju da drugaciji zadaci zahtijevaju
razli¢ite postupke. Takvo uvjerenje moze se pojaviti ve¢ medu djecom u nizim
razredima, primjerice pri ucenju razli¢itih postupaka za oduzimanje u razli¢itim
slucajevima, poput 124 — 23 i 124 — 33.

Kada ucenici uce bez razumijevanja, ¢esto odvajaju ono sto se dogada u
skoli od onoga sto se dogada izvan nje te pri tome jedan skup postupaka koriste
za rjesavanje problema izvan skole, dok druge postupke uce i koriste u skoli,
bez uocavanja njihovog medusobnog odnosa. Time ograni¢avaju sposobnosti
primjene naucenog u skoli na rjesavanje svakodnevnih problema. Ucenici koji uce
postupke bez razumijevanja najcesc¢e primijenjuju samo memorirane postupke
u nauc¢enom obliku, dok ucenici koji uce s razumijevanjem mogu mijenjati ili
prilagoditi postupke kako bi ih lakse koristili ovisno o danoj situaciji. Primjerice,
ucenici s ogranic¢enim razumijevanjem zbrajanja koristili bi papir i olovku da za
zbrajanje brojeva 598 i 647, dok ucenici s boljim razumijevanjem mogu prepoznati
da je 598 samo za 2 manji od 600, pa bi mogli zbrojiti 600 i 647 te zatim oduzeti
2 od dobivenog zbroja.

1.3 Strateska kompetencija

Ova se komponenta matematicke sposobnosti odnosi na sposobnost formuliranja
matematickih problema, njihova prikaza i rjesavanja. Strateska je kompetencija
sposobnost razvoja i primjene matematickog misljenja kako bi se rijesio niz
problema u svakodnevnim situacijama. Uz dobro vladanje brojevima, odnosno
numericku pismenost, naglasak je na procesu i aktivnosti, kao i na znanju.
Matematicka kompetencija ukljuc¢uje sposobnost i volju za koristenjem razlic¢itih
matematickih nacina misljenja (logicko i prostorno) i prikazivanja (formule,
modeli, konstrukcije, grafovi, grafikoni). Iako se u Skoli uenicima cesto za
rjesavanje zadaju specificni problemi, izvan skole susrec¢u situacije u kojima je
zapravo dio poteskoce shvatiti Sto je problem. Ucenici trebaju formulirati problem
tako da pri njegovom rjesavanju mogu koristiti matematiku. Trebaju iskustvo i
praksu u formuliranju problema, kao i u njegovom rjesavanju. Trebali bi znati
razne oblike strategija, kao i koje strategije mogu biti korisne za rjesavanje
specificnog problema. Na primjer, od ucenika Sestog razreda moze se traziti
da postave problem na temu omiljenog restorana brze prehrane. Pitanja bi
mogla biti povezana s cijenom, primjerice, jesu li meniji preskupi i sto im je

od ponude najdraze ili najmanje drago, koliko posluzavnika koriste, koliko se



osvjezavaju¢ih napitaka ondje proda u jednom danu ili kako se izgled restorana
moze poboljsati. Kada ucenici formuliraju problem, njihov je prvi korak u
rjeSavanju predstaviti ga matematicki na neki nacin, bilo broj¢ano, simbolicki,
verbalno ili graficki. Kada prikazuju problemsku situaciju trebaju prvo izgraditi
mentalnu sliku osnovnih postavki tog problema. Postati strateski kompetentan
ukljuéuje izbjegavanje metode dohvadanja brojeva (u kojoj ucenik postavi brojeve
za obavljanje aritmetickih operacija) u odnosu na metode koje stvaraju model
problema (u kojoj ucenik konstruira mentalni model varijabli i odnosa opisanih u
problemu). Da bi ucenici ispravno prikazali problem, najprije moraju razumjeti
situaciju, ukljucujuéi njezine kljuéne znacajke. Trebaju stvoriti matematicki
prikaz problema koji ukljucuje temeljne matematicke elemente i zanemaruje
nevazne znacajke. Taj korak moze biti olakSan stvaranjem skice, zapisom
jednadzbe ili stvaranjem nekog drugog materijalnog prikaza. Pretpostavimo da

je dan sljedeéi problem koji se sastoji od dvaju koraka:

Primjer 1.3.1. MINA prodaje gorivo za 8.81 kn po litri. To je za 5 lipa mangje
od goriva na Pifonu. Koliko kosta 6 litara goriva na Pifonu?

Da bi si prikazali taj problem, ucenici se u zajednickoj povrsnoj metodi
usredotocuju na brojeve u problemu i koriste takozvane kljucne rijeci kako bi
odredili potrebne aritmeticke operacije. Na primger, kolicine 8.81 kn ¢ 5 lipa
slijede kljucnu rije¢ manje, sugerirajuci da ucenik treba dodati 5 lipa na 8.81
kuna da dobije 8.87 kuna, dok kljucne rijeci koliko i 6 litara sugeriraju da 6 treba

pomnoZiti s rezultatom, sto daje 52.86 kuna.

Vjestiji ucenicki pristup od prikazanog u Primjeru bio bi izgraditi
model problema, odnosno mentalni model situacije opisane u problemu. Model
problema nije sam po sebi vizualna slika, nego bilo koji oblik mentalnog prikaza
koji odrzava strukturne odnose medu varijablama u problemu. U izgradnji
problemskog modela ucenici trebaju biti oprezni s veli¢inama u problemu: vazno
je da veli¢ine prikazuju mentalno, razlikujuéi sto je poznato od onoga Sto treba
naci, odnosno od nepoznatog. Da bi ucenici shvatili prve dvije recenice, mogu,
na primjer, zamisliti brojevni pravac i pronaéi na njemu svaku cijenu litre goriva
kako bi rijesili problem.

Ucenici ne samo da trebaju biti u moguénosti izraditi prikaze pojedinih
situacija vec¢ takoder trebaju vidjeti da neki prikazi imaju zajednicke matematicke
strukture. Pocetnici u rjesavanju matematickih problema skloni su uociti slicnosti
samo u povrsinskim znacajkama problema, poput znakova ili scenarija opisanih
u samom problemu, dok se oni iskusniji viSe usredotocuju na strukturne odnose

unutar problema, traze¢i naznake kako bi problem mogao biti rijesen. Od ucenika



se moze traziti, primjerice, da utvrde koliko razli¢itih skupina od po 5 blokova
moze biti napravljeno koriste¢i crvene i zelene blokove ili se moze traziti da
odrede na koliko razli¢itih nacina mogu biti pripremljeni hamburgeri sa ili bez
svakog od sljedec¢ih priloga: kecap, luk, kiseli krastavci, salata i rajc¢ica. Pocetnici
nece vidjeti povezanost izmedu tih problema, dok ¢e oni iskusniji uociti kako se
radi o odabirima iz razli¢itih skupina, samo je razlika u broju skupina koje su
na raspolaganju, tj. dvije ili pet.

Kako bi ucenici uspjesno rijesili problem, moraju nauciti oblikovati mentalne
prikaze problema, otkriti matematicke odnose u problemu te osmisliti nove
metode rjesavanja kada je to potrebno. Fleksibilnost je temeljna karakteristika
potrebna u procesu rjesavanja problema, a razvija se kroz prosirivanje potrebnog
znanja za rjesavanje nerutinskih problema, daleko vise nego prilikom rjesavanja
rutinskih problema. Rutinski su problemi oni ¢iji postupak rjesavanja ucenik zna
iz dosadasnjeg iskustva. Kad se ucenik suoci s rutinskim problemom, zna ispravnu
metodu rjeSavanja te je u mogucénosti primijeniti ju. Rutinski problemi zahtijevaju
reproduktivno misljenje; ucenik treba samo reproducirati i primijeniti poznati
postupak rjesavanja. Na primjer, za veéinu je odraslih pronalazenje umnoska 567
i 46 rutinski problem jer znaju postupak za mnozenje viseznamenkastih brojeva.
Nasuprot tomu nalaze se nerutinski problemi za koje ucenik unaprijed ne zna
korisnu metodu rjesavanja. Oni zahtijevaju produktivno razmisljanje jer ucenik
treba doéi do nacina na koji ¢e rijesiti problem. Promotrimo za veéinu odraslih

nerutinsku vrstu problema kakvu ¢esto nalazimo u novinama ili ¢asopisima:

Primjer 1.3.2. U skladistu trgovine Vesela pedala nalazi se ukupno 36 bicikala
i tricikala. Ako je poznato da oni imaju ukupno 80 kotaca, odredite koliko se u
skladistu nalazi bicikala, a koliko tricikala.

Jedna je mogucénost za rjesavanje tog problema krenuti od zakljucka da svako
od 36 vozila ima najmanje 2 kotaca, dakle barem 36 -2 = 72 kotaca. Kako je
u skladistu ukupno 80 kotaca, 8 dodatnih kotaca (8 = 80 — 72) mora pripadati
triciklima, pa postoji 36 — 8 = 28 bicikala.

Mangje bi vjest pristup bio "pogodi i provjeri": ako je u trgovini bilo, na
primger, 20 bicikala i 16 tricikala, to bi dalo 20 -2 4+ 16 - 3 = 88 kotaca, sto je
previse. Prema tome, moramo smanjiti pretpostavljeni broj tricikala te bismo u
nekoliko koraka dosli do ukupnog broja od 28 bicikala © 8 tricikala.

Vijestiji, algebarski pristup sastojao bi se od postavljanja sustava jednadZbi.

Ukoliko oznacimo broj bicikala s b te broj tricikala s t, tada je

b+t=236



2b + 3t = 80.
Rjesavanjem tog sustava jednadzbi dobivamo b = 28 it = 8, kako je i ocekivano.

Ucenici sa strateskom kompetencijom ne samo da mogu do¢i do nekoliko
pristupa rjesavanju nerutinskog problema poput tog nego takoder mogu i fleksi-
bilno odabrati izmedu zakljuc¢ivanja, strategije "pogodi i provjeri", algebarskih
ili drugih metoda koje odgovaraju zahtjevima postavljenog problema.

Fleksibilnost pristupa glavni je spoznajni uvjet za rjesavanje nerutinskih
problema. To se moze vidjeti kada je metoda stvorena ili se postupno prilagodava
zahtjevima nove situacije, poput koristenja glavnih nacela o omjerima kako bi
utvrdili sto je najbolje ili najisplativije. Na primjer, kada se radi o izboru
izmedu konzerve graha od 500 grama za 4 kune i konzerve od 2 kilograma za 8
kuna, vecina ljudi koristi strategiju omjera: veéa konzerva kosta dvostruko vise
nego manja, a sadrzi vise nego dvostruko graha, stoga je isplativije kupiti veéu
konzervu. Kada je izbor izmedu staklenke maslina od 500 grama za 25 kuna i
staklenke maslina od 750 grama za 28 kuna, veé¢ina ljudi koristi strategiju razlike:
vecCa staklenka kosta samo 3 kune vise, a sadrzi 250 grama vise maslina, tako da
je isplativije kupiti ve¢u staklenku. Ukoliko se bira izmedu vrecice badema od
300 grama za 30 kuna i vrec¢ice od 400 grama za 44 kuna, najceséa je strategija
jedini¢na cijena: isplativije je kupiti manju vreéicu jer ona kosta manje kuna po
gramu badema. U toj svakodnevnoj situaciji vidi se medusoban odnos izmedu
strateske kompetencije, pojmovnog razumijevanja i proceduralnog znanja.

Razvoj strategija za rjeSsavanje nerutinskih problema ovisi o razumijevanju
koli¢ina ukljucenih u probleme i njihovih odnosa, kao i proceduralnog znanja
u rjeSavanju rutinskih problema. Isto tako, razvoj kompetencije kod rjesavanja
nerutinskih problema daje kontekst i motivaciju za ucenje potrebne za rjesavanje
rutinskih problema i za razumijevanje temeljnih pojmova poput prepoznavanja i
razlikovanja danih podataka, nepoznanica i uvjeta.

Strateska kompetencija dolazi do izrazaja na svakom koraku u razvoju proce-
duralnog znanja u racunanju. Primjerice, uzmimo oduzimanje dvoznamenkastih
brojeva, poput 86 — 59. Duzi postupak, prikladniji ucenicima mlade dobi, mogao
bi se bazirati na koristenju paketi¢a od po 10 stapica kojima bi se ilustriralo
oduzimanje. S druge strane, kraé¢i postupak ukljuc¢uje primjenu pismenog nume-
rickog postupka koji provodi iste korake, ali bez ilustracije pomoéu nastavnih
pomagala. Vazan dio razvoja strateskih kompetencija uklju¢uje ucenje kako

zamijeniti duge postupke sazetijim i uc¢inkovitim postupcima koji mogu biti od



pomodi za dublje razumijevanje problema. Upravo koristenjem svoje strateske
kompetencije pri odabiru uc¢inkovitog postupka ucenici razvijaju proceduralno
znanje.

Takoder je zanimljivo da veé djeca u vrlo ranoj dobi koriste razlic¢ite strategije
za rjeSavanje problema i tezit ¢e odabrati strategije koje su dobro prilagodene po-
jedinim problemima, ¢ime pokazuju osnove prilagodljivog zaklju¢ivanja, naredne

komponente matematicke sposobnosti.

1.4 Prilagodljivo zakljucivanje

Prilagodljivo ili adaptivno zaklju¢ivanje odnosi se na sposobnost logickog raz-
misljanja i zakljuc¢ivanja o odnosima medu pojmovima i situacijama. Takvo
misljenje je toc¢no i valjano, proizlazi iz pazljivog razmatranja ukljucenih mogué-
nosti i obuhvacéa znanje opravdavanja i argumentiranja zakljucaka. U matematici
prilagodljivo zaklju¢ivanje okuplja i odrzava sve zajedno te na taj nacin vodi
ucenje.

Deduktivno se zakljuc¢ivanje u matematici koristi kako bi se rijesili sporovi i
nesuglasice, a dobiveni su odgovori to¢ni jer slijede iz dogovorenih pretpostavki
kroz niz logicki opravdanih koraka. Ucenici koji se ne slazu oko matemati-
ckog odgovora ne trebaju se oslanjati na provjeru s nastavnikom, prikupljati
misljenja svojih kolega iz razreda ili dokaze izvan ucionice, ve¢ samo trebaju
provjeriti je li njihovo zakljucivanje valjano. Mnoga shvac¢anja matematickog
zakljuc¢ivanja ogranicena su na formalne dokaze i druge oblike deduktivnog
zakljuc¢ivanja. Shvacéanje je prilagodljivog zaklju¢ivanja mnogo Sire, ne ukljucuje
samo neformalno objasnjavanje i argumentriranje nego i induktivno zakljucivanje
temeljeno na uzorku, analogiji i usporedbi. Zaklju¢ivanje pomocéu analogije,
usporedivanja, te mentalni i fizicki prikazi predstavljaju alate za razmisljanje.
Cesto sluze kao izvori hipoteza, rjesavanja operacijskih problema te kao tehnike
i pomagala za ucenje i prenoSenje znanja. Prema nekim istrazivanjima ([29]),
djecja je sposobnost zaklju¢ivanja prilicno ogranic¢ena sve do 12. godine starosti.
Ipak, kada su upitana kako su stigla do rjesenja postavljenih problema, djeca u
dobi od 4 i 5 godina pokazala su elemente sposobnosti zaklju¢ivanja te otpornost
na protuprijedloge. Pomoc¢u prikazivanja i izgradnje iskustava djeca mogu
pokazati sofisticirane sposobnosti zakljucivanja, a nakon rada u parovima i
ciljanih grupnih aktivnosti baziranih na primjerima, ve¢ se u vrtickoj dobi mogu
dokazati (iako ne na sasvim formalan nacin) teoremi o sumama parnih i neparnih
brojeva. Na primjeru suma dva i tri bombona ili dva i jednog ili dva i dva

bombona, djeca mogu usvojiti kakve ¢e parnosti biti suma parnih i neparnih
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sumanada. Nadalje, kroz konstruirani slijed aktivnosti dodavanja i uzimanja
kuglica iz vrecice koja sadrzi mnogo kuglica, ucenici drugog razreda osnovne skole
mogu zakljuciti da je 5 + (—6) = —1. Koristedi rezanja trake na vrpce i slicne
konkretne modele, ucenici petog razreda mogu doéi do spoznaja o odnosima
1

izmedu razlomaka i rezultata operacija s razlomcima. ReZuci vrpce duljine 3

metra iz 12-metarske trake, ucenici ée uvidjeti kako je 12 podijeljeno s % jednako
36, te da ¢e 12 podijeljeno s % biti manje od 36.

Istrazivanja pokazuju ([29]) da su udenici u stanju pokazati sposobnost
zakljucivanja kada su ispunjena tri uvjeta: kada imaju dovoljno osnovnog znanja,
kada je zadatak razumljiv i motiviraju¢ te kada im je dani kontekst poznat i
ugodan. Jedna od manifestacija prilagodljivog zakljucivanja jest sposobnost
opravdavanja vlastitog rada, gdje se opravdanje koristi u smislu davanja dovoljnog
razloga za valjanost odredene tvrdnje. Dokaz je oblik opravdanja, ali nisu sva
opravdanja dokazi. Dokazi (i formalni i neformalni) moraju biti potpuno logicki,
ali opravdanje moze biti i druge prirode, $to samo upucuje na izvor zakljucivanja.
Opravdanje i dokaz obiljezja su formalne matematike i cesto se promatraju kao
podrucja kojima su skloniji stariji ucenici, ali ucenici ve¢ u nizim razredima
osnovne skole mogu poceti uciti kako opravdati svoje matematicke ideje. Djeca
vrticke dobi i ucenici prvog razreda osnovne skole trebali bi redovito dobivati
priliku pricati o pojmovima i postupcima koje koriste te da dati valjane razloge
za ono Sto rade.

Ucenici trebaju biti u moguénosti ispravno opravdati i objasniti ideje kako bi
ucinili svoje zakljuc¢ivanje jasnim, usavrsiti svoje vjestine zakljuc¢ivanja i poboljsati
svoje pojmovno zakljucivanje. Nije dovoljno opravdati postupak samo jednom,
razvoj te vjestine javlja se tijekom duzeg vremenskog razdoblja. Ucenici trebaju
koristiti nove pojmove i postupke kroz duze vrijeme te ih objasniti i opravdati
povezivanjem s pojmovima i postupcima koje veé¢ razumiju. Na primjer, nije
dovoljno da ucenicima samo vjezbati probleme zbrajanja razlomaka nakon sto
je razvijen odgovarajuéi postupak. Ako su ucenici razumjeli algoritam, takoder
trebaju i iskustvo da bi si objasnili i obrazlozili mnoge razlicite probleme.

Prilagodljivo je zaklju¢ivanje u interakciji s drugim komponentama sposob-
nosti, osobito tijekom rjesavanja problema. Ucenici se oslanjaju na svoje strateske
kompetencije kako bi formulirali i prikazali problem, koristenjem heuristickih
pristupa mogu ponuditi strategiju rjesavanja, ali prilagodljivo zakljucivanje
moraju usvojiti kada trebaju opravdati predlozenu strategiju.

Pojmovno razumijevanje pruza usporedivanja i prikaze koji mogu posluziti
kao izvor prilagodljivog zakljuc¢ivanja, a koje ucenici koriste kako bi utvrdili je li

rjeSenje opravdano te zatim da bi ga opravdali. Cesto ¢e strategija rjesavanja
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zahtijevati proceduralno znanje koristenja racunskog postupka ili mjerenja, ali
prilagodljivo zakljucivanje trebalo bi se koristiti kako bi se utvrdilo je li postupak
prikladan. T dok iznose plan rjesenja, ucenici koriste svoje strateske kompetencije
kako bi pratili vlastiti napredak prema rjesenju te stvaraju alternativne planove
ukoliko se trenutni plan ¢ini neucinkovit. Takav pristup ovisi i o idu¢oj kompo-
nenti matematicke sposobnosti koju ¢emo obraditi, produktivnoj dispoziciji, te

ju i podupire.

1.5 Produktivna dispozicija

Produktivna dispozicija odnosi se na sklonost uocavanja smisla u matematici
kako bismo ju vidjeli kao korisnu i isplativu, kako bismo vjerovali da se stalan
trud u ucenju matematike isplati i da sebe vidimo kao djelotvornog ucenika i

ucitelja matematike.

Ako su ucenici razvili pojmovno razumijevanje, proceduralno znanje, strate-
sku kompetenciju i prilagodljive sposobnosti zaklju¢ivanja, moraju vjerovati da
je matematika razumljiva, da nije jednoli¢na i dosadna, da se marljivim trudom
moze nauciti i primijenjivati te da su ju sposobni shvatiti. Dakle, produktivna
dispozicija razvija se kada su razvijene ostale komponente matematicke sposob-
nosti i pomaze razviti svaku od njih. Na primjer, kako ucenici izgraduju stratesku
kompetenciju u rjeSsavanju nerutinskih problema, njihovi stavovi i uvjerenja o sebi
kao ucenicima postaju pozitivnija. Ucenicima matematika postaje sve jasnija
kako oni razumiju vise matematickih pojmova. Nasuprot tomu, kada ucenici
rijetko rijesavaju izazovne matematicke probleme, ocekuju da ucenje napamet
vise i bolje otvara put k ucenju matematike nego razumijevanje i shvaéanje
njena smisla, stoga pocinju gubiti samopouzdanje. Sli¢no tomu, kada ucenici
osjete da su sposobni uciti matematiku i koristiti ju za rjesavanje problema,
postaju sposobni dalje razvijati svoje proceduralno znanje ili svoje sposobnosti
prilagodljivog zakljuc¢ivanja. Ucenicka naklonost prema matematici temeljni je
¢imbenik u odredivanju njihovog obrazovnog uspjeha. Ucenici koji vide svoju
matematicku sposobnost kao ustaljenu i ispitna pitanja kao mjerenje njihove
sposobnosti, umjesto pruzanja prilike da nauce i razumiju gradivo, vjerojatno
izbjegavaju izazovne zadatke i neuspjeh ih moze lako obeshrabriti. S druge
strane, ucenici koji vide sposobnost kao prosirivu s obzirom na iskustvo i vjezbu,
vjerojatnije ¢e traziti izazovne situacije i uciti iz njih.

Izuzetno je vazno da se ucenici susre¢u s dobrom i pozitivnom nastavom

matematike u nizim razredima. Ukoliko ucenici sebe vide kao lose, a matematiku
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kao besmislenu i nemogucéu za nauciti osim uéenjem napamet, razvit ¢e stavove

koji se vrlo tesko mogu promijeniti nakon sto su jednom usvojeni.

Nastavnik matematike ima klju¢nu ulogu u poticanju ucenika u zadrzavanju
pozitivnih stavova prema matematici. Nacin na koji nastavnik vidi matematiku
i njezino ucenje bitno utjece na nastavnu praksu edukatora, sto u konacnici ne
utjeCe samo na ono Sto ucenici uce, nego i na to kako dozivljavaju same sebe.
Nazalost, pokazalo se da neograni¢ena snaga pritiska vrsnjaka cesto ¢ini dobar
uspjeh u matematici drustveno neprihvatljivim. Ta okolina negativnih oc¢ekivanja
najjaca je medu manjinama i Zenama, tj. kod onih koji su najizlozeniji riziku, te

tijekom srednje skole kada ucenici poc¢inju odabirati svoje obrazovne ciljeve.

Neke od najvaznijih posljedica uéenickog neuspjeha u razvoju produktivne
dispozicije prema matematici javljaju se u srednjoj skoli kada ucenici ¢esto poci-
nju izbjegavati izazovne matematicke probleme. Izbjegavanje takvih nastavnih
sati moze eliminirati potrebu da se suoce s pritiskom vrsnjaka i drugim izvorima
obeshrabrenja, ali na racun iskljuc¢ivanja karijere u znanosti, tehnologiji, medicini
i drugim podruéjima za koja je potrebna visoka razina matematickog znanja.
Provedena istrazivanja ([47]) pokazuju da fenomen nazvan stereotipna prijetnja
moze objasniti mnoge uocene razlike u matematickom uspjehu medu etnickim
skupinama i izmedu ucenika i ucenica. U ovom fenomenu, dobri ucenici, koji
brinu o svojem uspjehu u matematici i koji pripadaju stereotipnim skupinama,
slabo rjesavaju teze matematicke probleme pod uvjetima u kojima osje¢aju priti-
sak prilagodbe stereotipima. Takozvane obrazovne okoline mogu smanjiti Stetne
ucinke stereotipne prijetnje te naglasiti optimisti¢cne odnose edukatora i ucenika,
postaviti izazovne zadatake svim ucenicima i istaknuti prosirivost sposobnosti
medu ostalim ¢imbenicima. Ucenici koji su razvili produktivnu dispoziciju sigurni
su u svoje znanje i sposobnost, vide da je matematika i usvojiva i shvatljiva te

vjeruju da ju uz odgovarajuéi trud i iskustvo mogu nauciti.

Za ucenike je c¢esto kontraproduktivno vjerovati u neki tajanstveni mate-
maticki gen koji unaprijed odreduje njihov uspjeh u matematici. Dakle, nase
glediste matematickog znanja nadilazi sposobnost razumijevanja, izracunavanja,
rjesavanja i zakljucivanja, ono ukljucuje individualnost i osobnost dispozicije
prema matematici. Matematicki vjesti ljudi vjeruju da bi matematika trebala
imati smisla, da je mogu shvatiti, da ustrajnim radom mogu rijesiti matematicke

probleme te da je stjecanje matematickih vjestina vrijedno truda.
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1.6 Svojstva matematickih sposobnosti

1.6.1 Medusobna isprepletenost

Komponente matematicke sposobnosti ucestalo podupiru jedna drugu, $to se
moze, primjerice, vidjeti kod stalne interakcije pojmovnog razumijevanja i proce-
duralnog znanja. Kako ucenici stjecu pojmovno razumijevanje, bolje se pamte
racunski postupci i fleksibilnije koriste pri rjesavanju novih problema, a s druge
strane, kako postupak postaje sve vise automatiziran, u¢enicima je omoguéeno
razmisljati o drugim aspektima problema, Sto ¢e voditi do daljnjeg razumijevanja.
Kada ucenici koriste postupak, u moguénosti su razmisljati zasto taj postupak
radi, ¢ime mogu ojacati postojeée pojmovno razumijevanje.

Na primjer, kako ucenici uce postupak mnozenja viseznamenkastih brojeva,
trebali bi razvijati dublje razumijevanje svojstava mnozenja. S druge strane,
kako produbljuju svoje pojmovno razumijevanje, trebali bi postati uspjesniji
u samom racunanju. Pocetnici kojima se dogodi da zaborave postupak, ali
koji razumiju znacenje distributivnosti, mogu rekonstruirati postupak mnozenja
poput 268 - 47 = 268 - (40 + 7) = (268 - 40) + (268 - 7) te od tog mjesta dalje
nastaviti racunanje. Pocetnici koji su jednostavno memorirali algoritam bez

razumijevanja s vremenom ga vjerojatno vise nece znati koristiti.

1.6.2 Matematicka sposobnost nije iskljuciva

Nije moguce re¢i kako netko odredenu matematicku sposobnost ili posjeduje
ili ne posjeduje. Svaka vazna matematicka misao moze biti shvac¢ena na vise
razina i na vise nacina. Na primjer, ¢ak i naizgled jednostavni pojmovi poput
parnih i neparnih brojeva zahtijevaju integraciju nekoliko nacina razmisljanja:
odabira naizmjeni¢nih tocaka na brojevnom pravcu, grupiranja tocaka u parove,
grupiranje brojeva u dvije skupine ili promatranje samo posljednje znamenke
broja. Kada se ucenici po prvi put susretnu s pojmovima parnih i neparnih
brojeva, mogu usvojiti jedno ili dva od navedenih tumacenja, ali u starijoj
dobi duboko razumijevanje parnog i neparnog znaci da su sva Cetiri tumacenja
medusobno povezana i mogu biti opravdana jedna pomocu drugih.

Ucenici ustvari nikada nisu potpuni matematicki pocetnici jer vazne matema-
ticke pojmove i vjestine usvajaju vec i prije pocetka skolovanja, kao i pogresna
shvacanja koja trebaju biti uzeta u obzir u planiranju nastave. Ucenici u prvom
razredu osnovne skole posjeduju vjestinu zbrajanja jednoznamenkastih brojeva
dok god njihovo razmisljanje u tom podrucju ukljucuje svih pet komponenata
matematicke sposobnosti. Dakle, ucenici ne bi trebali smatrati kako posje-
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duju odredenu matematicku sposobnost sve dok su jedna ili vise komponenti

nerazvijene.

1.6.3 Matematicka sposobnost razvija se tijekom vremena

Matematicka se sposobnost stjece tijekom vremena. Ucenici bi trebali svake
godine u skoli postajati sve vjestiji te bi, primjerice, u tre¢em razredu trebali
biti vjestiji u zbrajanju prirodnih brojeva nego $to su bili u prvom razredu.
Kako bi ucenici postali vjesti u odredenoj matematickoj temi, nuzno je provesti
dovoljno vremena u aktivnostima vezanim uz tu temu. Dobiju li samo jedan ili
dva primjera ilustracije obrazlozenja nekog postupka ili zna¢enja nekog pojma te
zatim prijedu na suhoparno provodenje postupka ili identifikaciju pojma, neée
biti u moguénosti razviti potrebno dublje razumijevanje obradene teme.

Kako bi ucenici postali vjesti u odredenoj temi, trebaju provesti odredeno
vrijeme u kontinuiranom raznolikom vjezbanju koje se sastoji od rjesavanja
problema, zakljuc¢ivanja, razvijanja razumijevanja i vjestina te izgradnje veza

izmedu prethodnog i novog znanja.
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RAZVIJANJE
MATEMATICKOG
RAZUMIJEVANJA

U danasnje vrijeme kurikulumi mnogih zemalja stavljaju naglasak na razvoj
razumijevanja. Veéina ucitelja matematike tvrdi da vrednuju znanje prema
razumijevanju, no sto to uistinu znaci? I kako znamo da nesto razumijemo?

U studiji je provedenoj u Australiji, od strane jednog od autora [I5], upravo
pitanje "Kako znate da nesto razumijete?" postavljeno ucenicima osnovnih i
srednjih skola. Veéina ucenika smatrala je da razumije matematicki pojam
onda kada moze rijesiti srodan problem i dobiti to¢no rjesenje. Nekolicina ih
je razumijevanje opisala kao osje¢aj samopouzdanja, zadovoljstva ili uzbudenja.
Samo je malen postotak ucenika razumijevanje povezao sa shvac¢anjem zasto
nesto funkcionira ili ima smisla, a jos manji postotak povezao je razumijevanje
sa sposobnoséu da primijene svoje znanje na nepoznate probleme. Najbolji
odgovor dali su uéenici koji su znali da nesto razumiju onda kada su to mogli
objasniti nekome drugome. Istrazivanja u okviru matemati¢kog obrazovanja
([15]) pokazuju da objasnjavanje najbolje pruza ucenicima moguénost procjene
svog razumijevanja. To je takoder proces kroz koji se razumijevanje "procis¢ava'
i "profinjuje", a s druge strane razvija sposobnost komunikacije vlastitih ideja.

Prethodno bi pitanje bilo dobro postaviti i ucenicima u nasim skolama.
Vjerujemo da bismo dobili vrlo slicne rezultate. Razumijevanje ucenici cesto
povezuju s uspjesnim rjesavanjem nekog zadatka, to jest s poznavanjem procedure

i to¢nim rezultatom. Nerijetko se i u razgovoru s odraslima, koji tvrde da im je
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matematika u skoli "dobro isla", moze cuti da su znali nesto "izracunati'. No,
matematicko je razumijevanje puno vise od samog racunanja. Razumijevanje
mozemo promatrati kao uspostavljanje veza medu idejama, ¢injenicama ili
procesima. U podru¢ju matematickog obrazovanja mozemo naéi nekoliko vrsta
razumijevanja ([46]). Instrumentalno je razumijevanje znanje o tome $to trebamo
napraviti kako bismo rijesili matematicki zadatak, a relacijsko se razumijevanje
odnosi na znanje sto trebamo napraviti kao i znanje zasto odredeni matematicki
postupak funkcionira. Ucenici koji matematiku uce kao niz ¢vrstih, minimalno
povezanih pravila ¢ija je primjena ograni¢ena samo na odredeni tip zadataka,
ne mogu se prilagoditi rjeSavanju novih ili nerutinskih problema. Takvi uéenici
posjeduju instrumentalno razumijevanje, a njihovi postupci rezultat su zZelje za
dolaskom do toc¢nog rezultata. S druge strane, ucenici koji posjeduju relacijsko
razumijevanje imaju sposobnost konstrukcije povezanih konceptualnih mreza koje
im omoguéuju primjenu op¢ih matematickih pojmova na nepoznate probleme.
Razumijevanje mozemo promatrati i kroz upotrebu stecenog znanja. Tako

razlikujemo:

e "znati da" je neSto istinito (npr. da zbroj unutarnjih kutova u éetverokutu
iznosi 360°),

o "znati kako" provesti postupak (npr. izra¢unati povrsinu cetverokuta),

o 'znati zasto" nesto vrijedi (npr. zasto se u algoritmu dijeljenja razlomka s

drugim razlomkom pojavljuje reciprocan razlomak),

o "znati djelovati" u trenutku (npr. biti u moguénosti iskoristiti priliku za
upotrebom strategije za rjesenje nekog problema koje se sjetimo u trenutku
rada).

Ucenik se moze nadi u situaciji u kojoj posjeduje razumijevanje u oblicima
"znati da", "znati kako" pa Cak i "znati zasto", ali najvaznije razumijevanje u
obliku "znati djelovati" zakaze u trenutku kada je potrebno.

Danas je poznato da matematicko razumijevanje nije nesto Sto se posjeduje
niti sto se stvara, kako se to prije nekoliko desetlje¢a smatralo, ve¢ je to neprestan
proces u kojem pojedinac preispituje znacenje ili pokusava pronac¢i smisao onoga
sto uci. Taj proces moze se opisati kao pomicanje naprijed i natrag kroz niz
povezanih slojeva ili razina, od kojih svaki sloj predstavlja odredenu vrstu
razumijevanja za nekog pojedinca i odredenu temu.

Opisimo sada slojeve razumijevanja kako su prikazani na Slici Primitivno
znanje mjesto je na kojem neodredeno matematicko razumijevanje pocinje rasti.

Unutar stvaranja slika ucenici koriste prethodno znanje na nove nacine, dok
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I Primitivno
znanje

Slika 2.1: Slojevi razumijevanja.

se slaganje slika odnosi na mentalnu konstrukciju teme. Kada ucenici mogu
kombinirati svojstva odredenih slika kako bi dosli do bitnih opéih svojstava,
tada se nalaze u podru¢ju uocCavanja svojstava. Formaliziranje oznacava da
ucenici dolaze na razinu apstrakcije, dok je promatranje proces koordiniranja
i vradanja na formalne aktivnosti te postavljanje takvih koordinacija u obliku
teorema. Kada ucenici pokusavaju svoja razmatranja predstaviti kao teoriju,
tada se nalaze u podrucju strukturiranja, dok istrazivanje predstavlja moguénost

odmaka od postojeceg razumijevanja i postavljanje novih pitanja.

2.1 Skolska matematika i istrazivacka matema-
tika

Kada promatramo vrste matematickih pogresaka koje ucenici ¢ine, prirodno
je pretpostaviti da se one dogadaju zbog nedostatka razumijevanja. Zapravo
pogreske nastaju zbog upotrebe "iskrivljenih" pravila unutar dobro utemeljenog
postupka. Primjer koji slijedi dobro ilustrira tu definiciju. U primjeru je
prikazan rad ucéenika koji je pokusao rijesiti sustav dviju jednadzbi s dvjema

nepoznanicama. Umjesto zbrajanja dviju jednadzbi, ucenik je od prve jednadzbe
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oduzeo drugu i pretpostavio da ¢e taj postupak eliminirati nepoznanicu y. Zatim
je provjerio svoja rjesenja uvrStavajudi ih u jednadzbu (x =8 , y = 6) i shvatio
da rezultat nije tocan:
20 +y =10
r—y=2

T =8.

Uvrstimo li z, dobivamo: 8 —y =2
y =6.

Kada je uceniku predlozeno da bi bilo prikladnije zbrojiti jednadzbe, njegov
je odgovor bio: "Ali tako nam je uciteljica pokazala, naucila nas je da uvijek
oduzimamo jednadzbe!"

Utiteljica vjerojatno nije na taj nacin objasnila postupak, no ucenik je tako
interpretirao njezine rijeci te samoinicijativno generalizirao savjet o rjesavanju
sustava dviju jednadzbi. Taj primjer pokazuje kako ¢e ucenici, ukoliko samostalno
pokusaju ponoviti postupke koje je ucitelj demonstrirao, bez razumijevanja o
tome kako i zasto taj postupak funkcionira, stvoriti vlastita pravila. Tim
pravilima i neutemeljenim razlozima njihove upotrebe ucenici nastoje stvoriti
vlastito razumijevanje.

Cesto se pretpostavlja da ucenje ukljuc¢uje ovladavanje odredenom vrstom
znanja i procedura. Takoder, pretpostavlja se da je posao ucitelja rasclaniti takve
procedure na niz malih, lako pamtljivih koraka te demonstrirati to¢nu tehniku
ili algoritam, nakon céega ucenici individualno vjezbaju upotrebu procedure
kroz rjesavanje zadataka. To nazivamo kulturom skolske matematike, gdje je
nastava strukturirana kao prijenos informacija. Medutim, kako je ilustrirano u
prethodnom primjeru, znanje se ne moze direktno prenijeti s ucitelja na ucenike.
Osim toga, ucenici ¢esto reinterpretiraju i transformiraju rijeci i postupke ucitelja.
S druge strane, postoji istrazivacka matematika, gdje ucenici uce govoriti i
djelovati matematicki postavljaju¢i pitanja, predlazudéi rjesenja te rjesavajuci
nove i nepoznate probleme.

Posljednjih godina povecao se interes za proucavanje tih dviju kultura nastave
matematike, kao i utjecaja svake od njih na uéenicka postignuéa u matematici.
U jednom istrazivanju provedenom medu ucenicima dviju srednjih skola u
Engleskoj ([5]) doslo se do zanimljivih i vrlo znac¢ajnih saznanja. U istrazivanju
su ciljano odabrane skole koje imaju ucenike slicnog socio-ekonomskog statusa i
kulturoloskog profila, no metode su se poucavanja u tim skolama bitno razlikovale.
Ucitelji matematike u prvoj skoli koristili su tradicionalne metode poucavanja,

ranije opisanu kulturu skolske matematike. Provjere znanja sastojale su se
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iskljuc¢ivo od pismenih provjera koje su ujedno pripremale ucenike za zavrsni
ispit. Ucionice su ovdje bile tihe i mirne, a ucenici su se ¢inili motivirani i
vrijedni. Ipak, ucenici su kroz razgovore otkrili kako ne vole matematiku koja
im je bila tezak i dosadan predmet. Takoder, unato¢ njihovoj marljivosti u
rjeSavanju zadataka i pozornom slusanju, taj pasivan pristup radu onemoguéio
im je primjenu znanja u nepoznatim primjerima. Smatra se kako je to posljedica
inertnog znanja koje su ucenici razvili, a pripisuje se uvjerenju kako ucenje
matematike zahtijeva pamdéenje niza pravila, jednadzbi i formula.

Pristup poucavanja u drugoj skoli bio je progresivniji, a predavanja cesto
priliéno nestrukturirana. Ucenici su ve¢inom radili na raznim projektima gdje
je naglasak bio na znacenju i objasnjavanju necijeg misljenja. Nastavnici su se
vodili idejom da se ucenici trebaju susresti s matematikom u kontekstu koji je
realistican i znacajan, a nove su matematicke sadrzaje poucavali kada se kroz
rad na projektima ukazala potreba za novim znanjem. Veéina ucenika uzivala je
u tom istrazivackom pristupu ucenju i smatrali su matematiku zanimljivom jer
je ukljucivala razmisljanje i rjeSavanje problema.

Ucenici druge skole pokazali su se kao fleksibilni i prilagodljivi matematicari
koji su u moguénosti primijeniti svoje znanje u nepoznatim problemima, a
njihov uspjeh na konvencionalnim zavrsim ispitima bio je bolji od ucenika iz
tradicionalne nastave. To istrazivanje, kao i brojne druge studije, pokazuje
kako poucavanje skolske matematike ucCenicima pruza samo instrumentalno
razumijevanje - "znati da" i "znati kako", dok istrazivacka matematika generira

relacijsko razumijevanje - "znati zasto" i "znati djelovati'.

2.1.1 Matematicko misljenje, zakljucivanje i rjeSavanje pro-
blema

Jedan je od znacajnijih ciljeva nastave matematike osposobiti ucenika za mate-
maticko misljenje i zaklju¢ivanje. Svaki ucitelj matematike povremeno se zapita
kako moze provjeriti razvija li u¢enik matematicko misljenje kroz ucenje koje se
odvija na satu matematike. Jedan je od moguéih nacina je koristenje strukture

koja identificira kategorije misljenja razlic¢ite slozenosti:

e prepoznavanje - oznacava da ucenik shvaca da se poznati matematicki

postupak moze primijeniti u novoj situaciji,

e povezivanje - oznacava da ucenik koristi nekoliko poznatih matematickih

postupaka kako bi rijesio nepoznat problem,
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o konstrukcija - oznacava da ucenik odabire poznate strategije, matema-
ticke ideje i koncepte te ih integrira u rjesavanju nepoznatog zahtjevnog

problema.

Matematicko zakljucivanje obuhvaca stvaranje, istrazivanje i vrednovanje
pretpostavki te razvijanje matematickih argumenata koji ¢e nas uvjeriti da je
pretpostavka tocna. Objasnjavanje i argumentiranje klju¢ni su aspekti ma-
tematicke aktivnosti ucenika u ucionici u kojoj se matematika poucava kroz
samostalno zakljuc¢ivanje. Kada nastavnik zada zadatak u kojem ucenici moraju
istraziti veze medu matematickim objektima te sudjelovati u raspravi i preispiti-
vanju tvrdnji drugih ucenika, tada ucenici uce kako argumentirati svoje zakljucke
na adekvatan nacin.

Rjesavanje problema poveznica je svih aspekata ucenja matematike. Velik
dio istrazivanja posveéenog rjesavanju problema u nastavi matematike odvijao se
tijekom osamdesetih i devedesetih godina proslog stolje¢a. Rjesavanje problema
uvedeno je u ciljeve nastave matematike u mnogim zemljama, a takoder i u
Hrvatskoj. Zanimljivo je da su problemi i rjesavanje problema imali kroz povijest
razna, ¢esto i kontradiktorna znacenja. Naime, odredeni bi zadatak mogao biti
problem jednoj osobi, dok bi drugoj bio rutinska vjezba.

Uvjerenja i stavovi mogu povecati aktivnost uéenika ili na neki nacéin utjecati
na njih. Ta uvjerenja predstavljaju ucenikov pogled na matematiku — o sebi
kao matematicaru, o matematickom obrazovanju te o matematici kao predmetu.
Uvjerenja o sebi utjecu i na stavove, osobito one koji se odnose na motivaciju,
samopouzdanje i volju za riskiranjem, a odrazavaju se kroz sposobnost ucenika
da svoju paznju zadrzi na nekom zadataku. Nastava koja promovira pamcenje,
formalne procedure i toéne odgovore bez obzira na razumijevanje, moze ucenika
dovesti do uvjerenja da je on samo pasivni promatrac, da nije sposoban pred-
loziti i argumentirati vlastite ideje. Postavljajuéi ucenicima adekvatna pitanja,
nastavnici mogu ucenicima biti potpora tijekom rjesavanja problema te na taj
im nacin pomodéi da razviju svijest o svojem matematickom znanju i osposobiti
ih za reguliranje svog misljenja. Takva pitanja nazivaju se potporna pitanja, a
njihova je glavna karakteristika da ih ucenici mogu sami sebi postaviti i kada

viSe nemaju potporu nastavnika (primjere takvih pitanja navodimo u Tablici

21).

2.2 Stvaranje istrazivacke razredne zajednice

Nastavnik matematike ima veliku ulogu u razvijanju matematickog razumijeva-

nja kod ucenika, a poucCavanje kroz istrazivacku matematiku vodi ka dubljem
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Uvodni dio sata Koje su ideje ovdje vazne?
Sto se zahtijeva u zadatku?
Koje su nam informacije poznate?
Koje uvjete moramo postovati?
Mozete li pogoditi neko rjesenje?

Koju bismo strategiju mogli iskoristiti?

Za vrijeme ucenikovog rada Recite mi sto radite.

Zasto mislite da taj postupak ima smisla?
Zasto mislite da je ta ideja bolja od druge?
Mozete li opravdati taj korak?
Mozete li naéi protuprimjer?

Jeste 1i sigurni u taj dio?

Kada ucenici zavrse Jeste 1i razmotrili sve slucajeve?
Jeste li provjerili svoje rjesenje?
Ima li dobiveno rjesenje smisla?
Mozete li poopéiti problem?
Mozete 1i prosiriti problem na druge situacije?

Mozete li objasniti rjesenje drugima u razredu?

Tablica 2.1: Primjeri potpornih pitanja

razumijevanju i fleksibilnijem razmisljanju. Nedavnim istrazivanjima temelje-
nima na socijalnom konstruktivizmu ([I4]) pokusalo se doé¢i do odgovora kako
matematicka ucionica moze postati istrazivacka zajednica te Sto bi nastavnici
trebali napraviti da bi zainteresirali u¢enike za matematicko misljenje, zakljuciva-
nje i rjeSavanje problema. lako je nemoguce sastaviti listu postupaka kojih bi se
ucitelji trebali pridrzavati, postoje odredene smjernice koje opisuju istrazivacku
razrednu zajednicu te uciteljevu ulogu u takvom okruzenju. Kljucni su dijelovi

uciteljeve uloge:
o modeliranje matematickog misljenja kod ucenika,

o postavljanje pitanja kao potporne strukture kod razvijanja matematickog
misljenja,

e ragvijanje socijalne interakcije medu ucenicima,

e povezivanje ucenickih ideja s matematickim jezikom i simbolima.

Ne treba podcijeniti izazov implementiranja takvog nacina poucavanja u

osnovne i srednje skole. Cesto se ¢ini kako kolicina gradiva koju ucitelj mora
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obraditi i vrednovanje znanja sprjeavaju razvoj razumijevanja i matematickog
misljenja. To je tezak zadatak, osobito kada smo suoceni s razredom u kojem
su ucenici nauceni vjerovati da je poucCavanje prenosenje informacija, a ucenje
pamcéenje niza formula i vjezbanje istih kroz zadatke. Mnogi nastavnici isticu
kako im postojeéi plan i program onemogucava nestrukturiranu nastavu te su
ograniéeni na rjesavanje zadataka, a ne problema. Nastavnici takoder isticu i
bojazan od gubitka kontrole nad nastavnim procesom i neostvarivanja zadanih
ciljeva u slobodnijoj nastavi. Ipak, rezultati mnogih istrazivanja, poput [14],
pokazuju kako pristup poucavanja istrazivackom matematikom nudi ucenicima
moguénost napretka u radu te stimulira socijalnu interakciju na najefikasniji
nacin, a znanje se u takvom okruzenju stjece uz razumijevanje. Stoga bi bilo
od iznimne vaznosti implementirati istrazivacku nastavu matematike barem za
odredene nastavne teme.
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3

KREATIVNO 1
IMITATIVNO
ZAKLIJUCIVANJE

3.1 Struktura zakljucivanja

Pri analizi pojedinca prilikom rjesavanja zadataka zaklju¢ivanjem korisno je
strukturirati zakljucivanje kako bi se mogli usredotociti na njegove vazne aspekte.
Strukturiranje se moze postié¢i na nekoliko nacina. Kod rjesavanja rutinskih
zadataka gdje je poznata kompletna procedura rjesavanja, gdje se sve odvija
glatko te su dane strategije izbora, a provedba nije problemati¢na, nasluéuje
se samo jedan tip zakljué¢ivanja - uobicajeno i to¢no zakljuc¢ivanje. Nije vazno
razumije li rjesavatelj postupak rjesavanja ili ne. U skoli uglavnom postoje tri
situacije u kojima ucenici rade sa zadacima koji nisu neposredno neproblemske

implementacije rutinskih postupaka:
1. prilikom ucenja novih rutinskih procedura,

2. kada nesto pode krivo, primjerice zbog nepazljive pogreske u provedbi

rutinskog postupka,
3. pri pokusaju rjesavanja nerutinskog zadatka.

Premda je to u sredisnjem nastavnom planu i programu priliéno neuobicajeno,
rjesavanje je matematickog zadatka ustvari rjesavanje serije podzadataka koji
mogu biti bitno razli¢itih veli¢ina i karaktera. Sljedeca struktura od cetiriju
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koraka prikazuje jedan od nac¢ina kako se moze opisati zaklju¢ivanje pri rjesavanju

problema:

1. Razmatranje zadatka - zadatak treba procitati s razumijevanjem te poku-
Sati odgovoriti na pitanja: "Sto je nepoznato?", "Sto je zadano?", "Kako

glasi uvjet zadatka?"

2. Izbor strategije - jedna je moguénost pokusaj odabira strategije koja moze
rijesiti poteskoée (u Sirem smislu: izabrati, podsjetiti se, konstruirati, ot-
kriti, nagadati itd). Uodciti zakonitosti (pravilo, formula, teorem) koje
povezuju poznate i nepoznate podatke, slozeniji zadatak rasclaniti na neko-
liko laksih. Taj izbor moze se potkrijepiti predikativnom argumentacijom:

"Hoce li strategija rijesiti problem?" Ako nece, izaberite drugu strategiju.

3. Provedba strategije - paziti da se toc¢no izvede svaki korak. Moze biti
podrzana od strane verifikativne argumentacije: "Jeste li odabranom stra-
tegijom rijesili problem?" Ako niste, ponovite prethodna dva koraka, ovisno

o tome je li problem u izboru strategije ili u njenoj provedbi.

4. Osvrt - provjera rezultata, spoznaja da strategija nije dobra, odgovoriti na
pitanja "MozZe li se rezultat dobiti na drugaciji nac¢in?", "Moze li se rezultat

ili metoda rjesavanja upotrijebiti za neki drugi zadatak?"

Tako ¢emo zakljucivanje smatrati linijom misli, na¢inom razmisljanja, usvo-
jenosti dobivenih tvrdnji i dolazenjem do rezultata. Ne mora se nuzno temeljiti
na formalnoj deduktivnoj logici, a moze biti i netocno sve dokle god postoje neki
razboriti zakljucci koji navode na razmisljanje.

Redoslijed je zaklju¢ivanja uvijek dio individualnog zakljucivanja koji je
dostupan kao skup empirijskih podataka koji mogu biti zastupljeni u dokumen-
tarnom obliku (tekst, simboli, figure, slike, video snimke itd.), a ne stvarnog
zakljuc¢ivanja koje zauzima mjesto u umu osobe. To znaci da pokusaj rjesavanja
zadatka moze biti klasificiran na razli¢ite nacine, ovisno o tome koji su dijelovi

stvarnog zakljucivanja dostupni kao podaci.

3.2 Kreativno zakljucivanje

Opce je prihvac¢eno misljenje da je prava matematicka uspjesnost sposobnost
boljeg i brzeg svladavanja osnovnih ¢injenica i rutinskih algoritama. Taj stav
potvrden je mnogim istrazivanjima, poput [32]. Veliki naglasak stavljen je na

zakljuc¢ivanje kao nacin obrazlaganja razli¢itog gradiva u razli¢itim razredima
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te na to da je odredeni oblik obrazlaganja manje vazan od jasne komunikacije
matematickih ideja.

Svaki je nastavnik matematike svjestan vaznosti matematike i matematickog
odgoja i obrazovanja. Ucenike treba zainteresirati i potaknuti na samostalno
rjeSavanje zadataka te pronalazak rjesenja postavljenih matematickih problema.
Potrebno ih je motivirati na rjesavanje zadataka na razlic¢ite nacine, primjenom
razli¢itih metoda, kako bi svatko pronasao vlastiti put dolazenja do rjesenja.

Navedimo jedan od najistaknutijih primjera kreativnog zakljucivanja pri

rjesavanju matematickog zadatka.

Primjer 3.2.1. Ucitelj je postavio ucenicima zadatak da zbroje sve prirodne
brojeve od 1 do 100, ocekujuéi kako cée ih time zaokupiti na duzZe vrijeme. No,
Carl Friedrich Gauss, koji je tada imao samo sest godina, na veliko je izne-
nadenje svog ucitelja odmah donio tocan rezultat: 5050. Dok su drugi ucenici
iz razreda zadatak rjesavali zbrajajuci brojeve redom, on je promatrajuci niz
1,2,3,4,5,...,98,99,100, c¢ije je clanove trebalo zbrojiti, uocio sljedecu zako-
nitost: zbroj je prvog i posljednjeg broja w tom nizu 101, zbroj je drugog i
pretposljednjeg broja takoder 101, zbroj je treceg broja i treceg od kraja opet 101,
itd. Takvih parova ima tocno 50, pa traZeni zbroj iznosi 101 - 50 = 5050.

Svaki od ucenika mogao je doéi na istu ideju jer ona predstavlja samo novu

kombinaciju prije poznatih sadrzaja.

3.2.1 Problemski i rutinski zadaci

Prije nego definiramo kreativno zakljuc¢ivanje, ukratko éemo razmotriti vrste
zadataka koji se mogu rijesiti memorijskim i algoritamskim zakljucivanjem.
Pokusajmo najprije pojasniti glavnu razliku izmedu rutinskih i problemskih
zadataka.

Rutinski je zadatak onaj u kojem je rjesavatelju dostupna kompletna metoda
rjeSavanja, a rjesavanje se izvodi na algoritamski nacin slijedeé¢i niz poznatih
postupaka.

Najvaznija je uloga kreativnog zaklju¢ivanja nerutinsko rjesavanje problema
u situaciji kada ne postoji potpuna shema rjesavanja te rjesavatelj mora sam doéi
do rjesenja. Termin problem koristi se u literaturi u mnogo razli¢itih znacenja,
u rasponu od bilo kojeg matematickog zadatka do zadatka s kojima se susreéu
matematiCati u istrazivanjima. Prema Schoenfeldu ([45]), problem oznacava
zadatak koji je tezak pojedincu koji ga pokusava rijesiti, tj. ako pojedinac ne

zna rijesiti zadatak koji je rjesiv. Prema tome, svrstavanje zadataka u rutinske i
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problemske nije odredeno svojstvima samog zadatka, veé¢ se odreduje odnosom
izmedu pitanja postavljenog u zadatku i rjesenja.

Na primjer:

o ravnomjerna je podjela 56 klikera na cetvero djece vjerojatno problemski
zadatak za prvi razred, ali je rutinski vecéini ucenika osmih razreda osnovne

skole,

¢ pronalazenje maksimuma polinoma drugog stupnja moze biti problem za
ucenika osmog razreda koji se upravo susreo s algebrom, ali bi trebao biti

rutinski zadatak studentu koji uci diferencijalni racun.

U stvari, bilo koji problem moze se pretvoriti u rutinski zadatak nakon sto se
u dovoljnoj mjeri prouce tip problema i njegova svojstva.

Sredisnje su tocke pri istrazivanju ucenickog rjesavanja problema
e ucenicka usmjerenost na ucenje napamet rutinskih postupaka i
o velike poteskoée ucCenika pri rjesavanju nerutinskih problema.

Ta se neuravnotezenost u veéini zemalja loSe uklapa u ciljeve kurikuluma
nastave matematike. Nazalost, ta neuravnotezenost trajna je i pokazuje kako su
tradicionalne metode poucavanja nedostatne u pripremi ucenika za izvodenje
kreativnih rjesenja.

U nastavku éemo se usredotociti na aspekt zakljuéivanja u konstruktiv-
nom rjeSavanju problema, osobito na kvalitete efikasnog rjesavanja problema

zakljuc¢ivanjem nasuprot zaklju¢ivanju imitiranjem.

3.2.2 Kreativnost

Umjesto koriStenja memoriranog ili algoritamskog zakljuéivanja pri rjesavanju
odredenog zadatka pozivanjem na gotov odgovor ili algoritam, rjeSenje moze
biti konstruirano kreativnim zakljucivanjem. Smatramo kako kreativno zakljuci-
vanje oznacava korisStenje vjestina i imaginacije pri smisljanju neceg novog ili
razmisljanje o problemima na novi nacin ili razmisljanje o novim idejama. Kada
se diskutira o kreativnosti u matematici, razumno je postaviti pitanje zasto je
kreativnost tema matematickog istrazivanja.

Zakljuceno je da kreativni proces matematicara prati Gestaltov model koji
se sastoji od pripreme, inkubacije, iluminacije i provjere ([48]).

Osnovni je problem koji se javlja pri koristenju modela kao okvira za analizu
i poboljsanje kreativnosti ucenika ili provodenja rjeSavanja problema Sto oni

opisuju Sto sofisticirani stru¢njaci rade, ali ne i kako pocetnik moze postati
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strucnjak. Zato je predlozena i uvjetna definicija kreativnosti: Matematicka
kreativnost sposobnost je rjesavanja problema i stvaranje struktura misljenja,
vodedi racuna o posebnoj logi¢no-deduktivnoj prirodi discipline te o sposobnosti
nastalih koncepata da se integriraju u srz onoga Sto je vazno u matematici.

Tako se kreativnost povezuje s pojmom genijalnosti ili izuzetnom sposobnosti,
ona moze biti korisna za nastavnike matematike koji neée kreativnost smatrati
samo kao sposobnost matematicki nadarenih ucenika veé¢ nesto Sto se moze
poticati i kod prosjecnih ucenika. Ukoliko se to ne primjenjuje u skoli, mala
je moguénost da ¢e ucenici kasnije iskusiti matematiku kao visoko kreativno
intelektualno podrucje.

Mi éemo se usredotociti na kreativne aspekte rjesavanja svakodnevnih zada-
taka kod prosjecnih ucenika i na zakljuc¢ivanje koje nije samo strogo praéenje
algoritamskih slijedova ili prisje¢anja ideja koje su ucenicima dali drugi. Postoje
dva istaknuta oblika fiksacije koja mogu ometati kreativno zakljucivanje:

o fiksacija na op¢i sadrzaj koja podrazumijeva skup elemenata prikladan za
primjenu na danom problemu te se znanje koje moze biti od koristi pri

rjeSavanju problema ne smatra takvim;

o algoritamska fiksacija koja je vidljiva u ponovnom koriStenju pocetnog

uspjesnog algoritma kada je on postao neprikladan.

Takoder se kreativnost odnosi na dobro i fleksibilno znanje sadrzaja i povezana
je is drugim periodima rada, osim brzog i izvrsnog shvacanja, te je osjetljiva na
utjecaj nastavnika. Najcesée se tecnost, fleksibilnost i novost smatraju kljuénim

osobinama kod razlikovanja kreativnog i imitativnog zakljucivanja.

3.2.3 Vjerodostojnost

Istrazivanja vezana za slozenije oblike zakljucivanja odnose se uglavnom na
matematicke dokaze i izvode. Ucenici obitno puno vremena provedu uceéi
matematiku tako da rjesavaju zadatke iz udzbenika. To je nacin na koji ucenici
trebaju vjezbati i nauciti gradivo kako bi mogli primjeniti svoje znanje u drugim
situacijama, primjerice u daljnjem uéenju, u svom profesionalnom djelovanju ili
u svakodnevnom zivotu kao ¢lanovi modernog drustva.

Zadaci kakvi se sre¢u u udzbenicima mogu biti razli¢iti, ali se uglavnom
razlikuju od zadataka kojima se bave matematicari u istrazivanjima, inzenjeri ili
ekonomisti. Profesionalni zadaci mogu se razlikovati od skolskih zadataka i u
tezini i u stupnju sofisticiranosti. Na primjer, stupanj to¢nosti rezultata mora

biti znatno visi u profesionalnim zadacima. Cilj je matematickih istrazivanja
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logicki dokazati tvrdnje, inZzenjer mora biti siguran da ¢e novi most izdrzati,
a ekonomist ne moze samo nagadati da je matematicki izracun, koji je temelj
financijskog predvidanja, tocan.

U skolskim je zadacima takoder jedan od ciljeva posti¢i visoki stupanj to¢nosti,
ali ono $to ih bitno razlikuje od profesionalnih zadataka jest da je u njima
dopusteno nagadanje, riskiranje te koristenje ideja i zakljucaka koji mozda i
nisu u potpunosti to¢ni. Cak je i u testovima dopusteno imati 50% to¢nih
odgovora, dok bi za matematicara, inzenjera ili ekonomista bilo apsurdno da je
toc¢an u samo 50% zakljucaka. To nam govori da je dopusteno, a mozda se Cak i
potice, da se pri rjesavanju skolskih zadataka koriste matematicka zakljucivanja
sa znatno smanjenom potrebom za strogom logikom.

Georg Polya ([42]) naglasava vaznost uloge zakljucivanja koje je manje strogo
od formalnog dokaza jer nase matematicko znanje osiguravamo strogim, dok pret-
postavke podupiremo vjerodostojnim zakljucivanjem. U strogom zakljucivanju
osnovno je razlikovati dokaz od nagadanja, valjanu demonstraciju od nevazeceg
pokusaja. U vjerodostojnom zakljuc¢ivanju osnovno je razlikovati razumnije
pogadanje od manje razumnog.

U dokazima je kvaliteta zaklju¢ivanja odredena strogom tocnoséu te se
vjerodostojnost odnosi na zakljuc¢ivanje podrzano argumentima koji ne moraju
biti ¢vrsti poput onih u dokazima.

3.2.4 Matematicke osnove

Kljuc kvalitete kreativnog zakljuc¢ivanja nalazi se u tome da je matematicki zasno-
vano. Osim zakljuCivanja, i strategije rjeSavanja vezane su uz vazna matematicka
svojstva kroz argumente.

S obzirom na nacin na koji se dolazi do uvjerenja o valjanosti iznesenih
tvrdnji, dokaze mozemo podijeliti na:

1. pragmaticke dokaze, koji se odnose na pokazivanje istinitosti rezultata
zbog stvorenog dojma o njegovoj valjanosti (takvi dokazi zapravo ne
utvrduju istinitost tvrdnje, no oni koji ih izvode Cesto su uvjereni u njihovu
ispravnost),

2. konceptualne dokaze, koji se odnose na uspostavljanje potrebne istine

davanjem valjanih razloga.

Pocetnici se cesto pri dokazivanju koriste naivnim empirizmom pa ¢ée, primje-
rice, zakljuciti kako je neka geometrijska konstrukcija ispravna jedino ukoliko im
slika izgleda prihvatljivo, te takvo zakljuc¢ivanje ¢esto vodi ka krivim zakljuccima.
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S druge strane, oni nesto strucniji temeljit ¢e svoje zakljucivanje u velikoj mjeri
na vaznijim poznatim svojstvima, poput sukladnosti, pa imaju i stabilnije temelje
za izvodenje pravilnih zakljucaka.

Sam matematicki aspekt zakljucivanja karakteriziran je dobro utemeljenim
argumentima koji koriste svojstva ukljucenih komponenti. Prva je komponenta
zaklju¢ivanje o postojanju objekta, transformacija i koncepata. Ovdje je objekt
osnovna jedinica kojom netko nesto radi ili rezultat nekog postupka poput
brojeva, varijabli, funkcija i sli¢cno. Transformacija je postupak koji primijenjen
na jedan objekt kao rezultat daje drugi objekt, ili viSe njih. Na primjer, brojanje
krusaka transformacija je primijenjena na stvarni objekt, a ishod je broj, dok je
izraCunavanje derivacije transformacija primijenjena na funkciju, a ishod je nova
funkcija.

Dobro definiran slijed transformacija, poput odredivanja tocaka ekstrema
funkcije jedne varijable, naziva se procedura, dok je koncept ovdje centralna
matematicka ideja nastala na skupu objekata, transformacija i njihovih svojstava.
Kako bi ilustrirali dobivenu strukturu, promotrimo koncept funkcije. Funkcija
f R — R, f(z) = 2% moZe biti transformacija ulaznog objekta 5 u izlazni objekt
25. Ako je funkcija derivabilna, onda je derivacija transformacija, f(z) je ulazni
objekt, a izlazni je objekt derivacija f'(z).

Kako vaznost odredenog svojstva ukljucene komponente ovisi o kontekstu i
problemskoj situaciji, potrebno je razdvojiti kljuéna i povrsinska svojstva koja
su od male vaznosti. Pokazuje se kako je jedan od glavnih razloga zbog kojeg
ucenici imaju poteskoce s rjeSavanjem problemskih zadataka upravo nepotrebno
fokusiranje na povrsinska svojstva. Jedan je od primjera povrsinskog svojstva
ranije spomenuti naivni empirizam i pokusaj da se odredi je li konstrukcija
ispravna promatrajudi izgled napravljene skice. U takvoj se situaciji klju¢nim

svojstvom moze smatrati sukladnost likova ukljuc¢enih u konstrukciju. Kada

57 i1 423
» 7oz 1 3575

brojeva (57,1234,423,421) povrsinsko je svojstvo koje nije dovoljno da bismo

treba odrediti koji je razlomak vedéi veli¢ina ukljucenih prirodnih

rijesili zadatak, dok je veli¢ina koli¢nika klju¢no svojstvo.

3.2.5 Kreativno matematicki zasnovano zakljucivanje

Zakljucivanje u rjesavanju zadataka naziva se kreativno i matematicki zasnovano

zakljuéivanje ako ispunjava sljedeée uvjete ([29]):

1. Novost - novi slijed rjesenja stvorenih zakljuc¢ivanjem ili ponovno stvoren

zaboravljeni slijed. Imitiranje postupka rjesenja ne smatra se novoséu.
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2. Fleksibilnost - fluentno primjenjivanje razli¢itih pristupa i prilagodbi u
novim situacijama, a koje nije vezano uz odredeni objekt, poput fiksiranosti

na opdi sadrzaj ili na trazenje zapamcenih i algoritamskih rjesenja.

3. Vjerodostojnost - postoje argumenti koji podupiru strategije izbora ili
strategije implementacije te odreduju zasto je zakljucak istinit ili valjan.

Pogadanja, pretpostavke i afektivni razlozi ne uzimaju se u obzir.

4. Matematicka utemeljenost - argumentiranje se temelji na svojstvima kom-
ponenata ukljuc¢enih u zakljuc¢ivanje. Razlozi temeljeni na samom iskustvu
ne smatraju se valjanim.

Tlustrirajmo navedene uvjete na primjerima.

Primjer 3.2.2. Nastavnik je ucenicima cetvrtog razreda srednje skole postavio
zadatak odrediti najveéu i najmangju vrijednost funkcije f(x) = x® — bx — 2
na segmentu [0,4]. Na prethodnim satima obradili su definiciju derivacije i
njeno geometrijsko znacenje te postupak za odredivanje derivacija polinoma. S

postupkom za odredivanje lokalnih ekstrema pomocu derivacija nisu se jos susreli.

Slika 3.1: Graf funkcije iz Primjera

Ucenici se najprije prisjecaju grafa kvadratne funkcije te skiciraju graf funkcije
[ kao na Slici[3.1 Odmah uocavaju kako se najveéa vrijednost postize u jednom

od krajeva danog segmenta te racunom dobivaju da je majveca vrijednost —2.
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Primjecuju kako bi se najmanja vrijednost trebala postiéi u tocki x = 2.5, no
prisjecaju se i da to me mogu s potpunom sigurnoscu odrediti iz grafa.

Nedavno su ucili kako je derivacija upravo nagib tangente te da ce se najmanja
vrijednost postici jedino u tocki u kojoj je nagib jednak nuli. Sada racunaju
f'(z) = 22 — 5 te lako dobivaju x = 2.5, odakle je najmanja vrijednost funkcije

f na danom segmentu —8.25.
Primijetimo kako se trazeni uvjeti pojavljuju u prethodnom primjeru:

e Novost - ucenici se susre¢u s derivacijama, ali jo$ nisu vidjeli algoritam
za odredivanje lokalnih ekstrema. Njega stvaraju kroz vlastite strategije:
lokalni ekstrem nalazi se u tocki gdje je derivacija jednaka nuli i to se moze

izracunati, a ne slijedi algoritamski postupak kojeg je smislio netko drugi.

¢ Fleksibilnost - ucenici ne posjeduju samo potrebno predznanje, veé¢ su sav-
ladali i pravilnu heuristiku te razvili vjerovanje da takva vrsta zakljuc¢ivanja
moze biti korisna. Prema tome, sposobni su preuzeti inicijativu kako bi

analizirali situaciju te se prilagoditi tim uvjetima.

o Vjerodostojnost - odabrani argumenti podrzavaju vjerodostojnost strategija
izbora i zakljucka te nisu nuzno ¢vrsti poput argumenata u dokazima niti

bazirani na videnim algoritmima.

o Matematicka utemeljenost - ucenici imaju dobro razvijeno konceptualno
razumijevanje funkcija i svoje kreativno zakljucivanje zasnivaju na njihovim
svojstvima (npr. veza izmedu derivacije, nagiba i maksimuma) zbog ¢ega

je dobiveno rjesenje matematicki korektno.

Idué¢im primjerom ilustrirat ¢emo vezu izmedu vjerodostojnosti i konteksta u

kojem je odredeni problem proucavan.

Primjer 3.2.3. Ucenik tvrdi: Formula f(n) = n? +n + 41 daje prosti broj za
svaki n koji sam probao, od n =0 do n = 30. Dakle, f(n) je vjerojatno prost za
sve prirodne brojeve n.

Ta tvrdnja nije tocna jer f(41) nije prost. To ustvari i nije tesko za vidjeti
jer zan = k- 41 vrijedi f(n) = 412 - k* + 41k + 41 = 41(41k* + k + 1) i 41 dijeli
f(n) koji, dakle, nije prost.

Kualiteta zakljucivanja ne moZe se odrediti samo prema tocnosti vec treba uzeti
u obzir i kontekst. Cak su i najvjestiji matematicari predloZili dobro zasnovane
pretpostavke koje su se pokazale netocnima. Prikazano zakljucivanje moZe se
smatrati vrlo dobrim za ucenika prvog razreda srednje skole, ali vrlo losim za

studenta matematike.
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3.3 Imitativno zakljucivanje

Imitativno zakljuc¢ivanje kopiranje je ili slijedenje modela ili primjera bez ikakvog
pokusaja originalnosti.

Kreativno zakljucivanje glavni je cilj ve¢ine modernih kurikuluma matematike.
Zasto je onda tako rijetko kod ucenika?

Lithner navodi ([29]) da su razlozi poteskoca u uéenju neopravdano i pre-
tjerano smanjivanje sloZzenosti matematickih pojmova i postupaka od strane
nastavnika, autora udzbenika i uc¢enika kako bi se lakse postigli ciljevi kuriku-
luma koji su inace teski. Ucenici su skloni odgovarati na pitanja bez razmisljanja
te Cesto koriste strategije koje ¢e ih do odgovora dovesti najkra¢im putem, a
koji je Cesto i neispravan. Ucenici Cesto zahtijevaju da se nejasnocée i rizici
smanje tako da se smanje akademski zahtjevi zadataka. Nakon udovoljavanja
autora udzbenika tim zahtjevima pokazalo se da se broj problemskih zadataka
smanjio te su se takvi zadaci i dodatno pojednostavnili, dok se broj zadataka
za uvjezbavanje povecao. Upute i vjezbe vezane uz algebru smanjene su na
lakSu aritmetiku iako se i dalje smatraju algebrom. Istrazivanja ([7]) pokazuju
da mnogi studenti prve godine dobivaju dobre ocjene koncentrirajuéi se na veé
videne teme na povrsnoj razini, umjesto na dublje razumijevanje temeljnih tema.

Najceséi je oblik smanjivanja slozenosti usredoto¢enost na algoritamske pos-
tupke kojima se mogu rijesiti napredni zadaci bez potrebe razumijevanja koncepta
ili kreativnog zakljucivanja. Ucenje i poucavanje kroz pokazivanje postupaka
mogu sprijeciti ucenike da kasnije razviju dublje konceptualno razmijevanje.
U nekim situacijama moze doé¢i do nazadovanja razumijevanja zbog okoline u
kojoj se udilo. Brojna istrazivanja, poput [31], pokazala su povezanost slabog
konceptualnog razumijevanja s usredotocenoséu na postupak. Pri tome se pravi
razlika izmedu instrumentalnog razumijevanja (savladavanja pravila i postupaka
bez dubljeg razumijevanja) i relacijskog razumijevanja matematickih postupaka.

Velike koli¢ine podataka [50] 29] pokazuju da ucenici znaju neke elementarne
vjestine, ali nemaju puno dubine i razumijevanja. Ucenici su uspjesniji u ra¢una-
nju, oznacavanju i definiranju nego u zakljuc¢ivanju, komunikaciji, povezivanju
i dokazivanju. Takva se situacija moze objasniti jednom od najpouzdanijih
spoznaja edukacije: ucenici nauce ono za $to im je dana prilika da nauce.

Smanjivanje slozenosti moze dovesti do odvajanja proceduralnog zakljucivanja
od njegova matematickog znacenja. U tom sluc¢aju nema koristi od analiziranja
ucenikova zakljuc¢ivanja tako da se samo okarakterizira njihova matematicka
koherentnost. Nedéija percepcija matematike drustveno je odredena i ucenje

je individualno te se ne moze u potpunosti razumijeti ako se u obzir uzme
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samo napredak u shvac¢anju matematickih struktura. Ucenicke poteskoée pri
rjesavanju rutinskih zadataka mogu se bolje razumjeti ako su interpretirane
unutar nekognitivnog okvira, umjesto da su shvacene kao pogresno razumijevanje
unutar domene smislenog konteksta: ono Sto bi ucitelju moglo biti pravilno ucenje
i rjesavanje problema, ne mora biti i u¢eniku. Zbog didaktickog dogovora ucenici
bi mogli, svjesno ili ne, pokusati udovoljiti edukacijskom sustavu ponasanjem
(tj. nacinima rjeSavanja) koje je mozda samo povrsno, ali ga sustav smatra
prihvatljivim. Analize nacina rjesavanja zadataka ne bi se trebale odnositi
samo na razumijevanje zadataka te uspjesne i neuspjesne pokusaje, veé i na
dodatne nekognitivne nacine rjesavanja poput pokusaja pogadanja i pronalazenja
poznatih nacina rjesavanja ili potrebe za ispunjenjem uciteljevih ocekivanja.
Poteskoée su u ucenju dijelom povezane sa smanjivanjem slozenosti koje je
nastalo zbog usredotocenosti na c¢injenice, algoritme i nedostatak povezanog
razumijevanja. Vazno je uspjesno okarakterizirati takve povrsne principe za-
kljucivanja koji mogu biti zasnovani na povrsnim uputama kod nekognitivnih i

polukognitivnih pokusaja rjesavanja zadataka.

3.3.1 Memorirano zakljucivanje

Istaknimo najprije razliku izmedu odgovora i rjesenja.

Cilj odgovora na postavljeno pitanje, tj. na dani zadatak, sastoji se u tome
da se uvijek osigura dovoljno opisa svojstava koja se traze uzimajuéi u obzir
odredenu situaciju u kojoj je zadatak postavljen. Na primjer, odgovori na isti
zadatak mogu se razlikovati ukoliko su postavljeni u stvarnim situacijama, u
skolskim provjerama ili u posebno vaznim ispitima.

S druge strane, rjesenje se sastoji od odgovora zajedno s motivacijom i
obrazlozenjem zasto se odgovor smatra tocnim. Ta motivacija ne ovisi samo
o formulaciji zadatka veé i o situaciji u kojoj je zadatak postavljen. Rjesenje
Cesto nije stvaran rezultat zakljuc¢ivanja veé¢ idealizirani sazetak. Obic¢no je
cilj u rjesenje ukljuciti samo dijelove koji su potrebni za postizanje toc¢nosti
odgovora. Primjerice, ukoliko treba rijesiti jednadzbu z? — 2z = 0, tada je
odgovor 1 = 0,z = 2, dok rjesenje moze ukljuc¢ivati izracun koji je voden od
jednadzbe do odgovora. Moze se primijetiti da neki zadaci zahtijevaju ¢itavo
rjeSenje kao odgovor, ukoliko ili strogo traze cijelo rjesenje ili je to u prirodi
samog zadatka, poput dokaza.

Zakljucivanje pri rjeSavanju zadataka zvat éemo memorirano zakljuc¢ivanje ako
je izbor strategije rjeSavanja zasnovan na prisje¢anju memoriranog (zapaméenog)

odgovora ili se provedba strategije sastoji samo od uzastopnog zapisivanja dijelova

34



odgovora, a bilo koji dio odgovora moze se opisati bez razmatranja prethodnih

dijelova.

Cesto zapamtiti algoritamsko rjeSenje nekog zadatka zapravo znadi ne za-
pamtiti algoritam ve¢ svaku rije¢ i simbol kako bi rjeSenje moglo biti zapisano
od kraja. To nije realna situacija za racunske zadatke, ali se moze pojaviti u
zadacima koji traze ¢injenice ("Koliko m3 ima u 1 litri?"), definicije ("Sto je
polinom?") i dokaze.

Upravo se dokazi od po nekoliko redaka mogu pronaéi u bilo kojem sred-
njoskolskom udzbeniku iz matematike. Ukoliko se uc¢enicima da popis dokaza
koje trebaju nauciti te se od njih na ispitu zatrazi da iskazu i dokazu neki
teorem, prakticki ¢e svi to¢ni odgovori biti identi¢ne kopije dokaza iz udzbenika.
Osim toga, veéina netoc¢nih odgovora sadrzavat ¢e velike dijelove istog dokaza
iz udzbenika, samo sto su neki dijelovi nedostajali ili nisu bili napisani to¢nim
redoslijedom $to je rezultiralo pogresnim logi¢ko-deduktivnim vezama. Cini se
da ¢ée ucenici u velikoj mjeri pokusati zapamtiti dokaze bez da su ih probali
shvatiti.

Najcesce zadaci postavljeni u skoli traze racunske postupke te je u takvim

situacijama prikladnije prisjetiti se algoritma za rjesavanje.

3.3.2 Algoritamsko zakljuc¢ivanje

Algoritam je skup pravila pomocu kojih se rjesavaju odredeni tipovi zadataka.
Ukljucuje sve vrste uzastopnih, dobro definiranih postupaka nad matematickim
objektima. Najcesce se algoritmi u poucavanju i u¢enju matematike sastoje od
procedura i transformacija.

Zakljucivanje pri rjeSavanju zadataka zvat ¢emo algoritamsko zakljucivanje
ako se izbor strategije rjeSavanja temelji na prisje¢anju zapaméenog, ali ne i
¢itavog odgovora veé¢ na skupu pravila koja ¢e jamciti da ¢e se postiéi tocno
rjeSenje, ili je skup pravila zadan ili poznat te zakljucci koji trebaju biti izve-
deni pri rjesavanju rjesavatelju postaju jednostavni i samo neoprezna pogreska
moze ugroziti tocan odgovor. Kod algoritamskog zakljuc¢ivanja predvideno ar-
gumentiranje moze biti razli¢itih vrsta, ali nema potrebe za stvaranjem novih
rjesenja.

Algoritamski zadaci ovise iskljucivo o znanju rjesavatelja i trivijalnosti dijelova
zadatka te kod upotrebe algoritma u algoritamskom zakljuc¢ivanju nije potrebno
razumijevanje logike. Algoritamsko je zaklju¢ivanje pouzdano jedino u rutinskim,

neproblemskim situacijama kada rjesavatelj to¢no zna sto treba raditi i ima
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pristup shemi rjesenja. Najceséi tipovi zakljucivanja i u problemskim situacijama
bazirani su na identificiranju algoritma.

U algoritamskom zakljuc¢ivanju, ako se ne napravi neoprezna pogreska, jedina
je bitna poteskoéa odrediti odgovarajuéi algoritam. Ako se algoritam uspije
odrediti, onda je ostatak jednostavan. Istrazivanja ([30]) su pokazala da je
algoritamsko zakljuc¢ivanje u potpunosti dominantno medu tipovima zakljuc¢iva-
nja. Najcesc¢i oblici algoritamskog zaklju¢ivanja mogu se razlikovati po svojim

razli¢itim strategijama pristupa i bit ¢e obradeni u idué¢im potpoglavljima.

3.3.3 Poznato memorirano ili poznato algoritamsko zaklju-
civanje

Strategija je kljucne rijeci vjerojatno temeljni oblik povrsnog matematickog

zakljuc¢ivanja. U njezinoj najjednostavnijoj verziji postoje samo dva poznata

algoritma koja se mogu izabrati, a to su zbrajanje i oduzimanje zadanih brojeva.

Izbor je potpuno odreden pojavom jedne od klju¢nih rijeci "vise" ili "manje". Ta

strategija dovest ¢e do toc¢nog rjesenja u mnogim zadacima, ali ne i u sljedeéem

primjeru.

Primjer 3.3.1. Sok kosta 8 kuna u Pijanoj rodi, sto je za jednu kunu manje

nego u Zabokrecini. Kolika je cijena soka u Zabokrecini?

Algoritam oduzimanja odabire se obi¢no na temelju iskustva da postoji
jednoznacéna veza izmedu kljucne rijeci i aritmeticke metode pa se zakljucivanje
bazira na rije¢ima "manje", $to u ovom slucaju nije to¢no.

Strategija kljucne rijeci moze se prenijeti i na slozenije situacije, a zaklju-
Civanje pri rjeSavanju zadataka zove se poznato memorirano ili algoritamsko
zakljucivanje ako je izbor strategije zasnovan na temelju poznatog tipa zadatka,
odnosno ako zadatak pripada skupu zadataka koji se mogu rijesiti istim poznatim
algoritmom ili prisje¢anjem cijelog odgovora.

Ukoliko je ucenik bez razumijevanja zapamtio postupak odredivanja globalnih

ekstrema funkcije u obliku iduéeg algoritma:

1. odrediti derivaciju funkcije f, Sto je takoder algoritam koji se moze zapam-
titi,

2. rijesiti jednadzbu f'(x) = 0 odgovarajuéim algoritmom za polinome prvog

i drugog stupnja,

3. procijeniti f(z) za rubne tocke danog segmenta te za tocke u kojima vrijedi

f/(x) = 0 ako vrijednost x pripada definiranom intervalu,
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4. maksimum je najveca, a minimum najmanja vrijednost,

on Ce, pratedi taj algoritam, bez poteskoca rijesiti zadatak poput onog zadanog
u Primjeru [3.2.2]

Takvo zakljucivanje temelji se na svojstvima funkcija i glavni je razlog zbog
kojeg ucenik misli da je rjesenje to¢no taj sto zadatak smatra poznatim jer je
rijesio puno zadataka koriste¢i navedeni algoritam te ne pokusSava provjeriti
odgovor. Taj algoritam nije ispravan ako je zadatak malo drugaciji, primjerice
ako treba pronadi lokalni maksimum polinoma petog stupnja. Buduéi da ucenik
ne razumije logiku algoritma, ne moze ga preoblikovati veé¢ ga treba zamjeniti

drugim odgovarajué¢im algoritmom, inace ¢e imati poteskoca u u rjesavanju.

3.3.4 Algoritamsko zakljuc¢ivanje ogranicavanja

U poznatom algoritamskom zaklju¢ivanju rjesavatelj zadatka na ispravan ili
pogresan nacin odreduje da se radi o poznatom tipu zadatka za koji zna odgo-
varajuéi algoritam. Ako zadatak nije dovoljno poznat, a rjeSavatelj zna previse
algoritama da bi ih sve isprobavao, tada se zadatak moze rijesiti ogranicavanjem
algoritama na one koji su potencijalno korisni.

Zakljucivanje pri rjesavanju zadataka zove se algoritamsko zakljucivanje
ograniCavanja ako je rjesavatelj izabrao algoritam iz ograni¢enog skupa algoritama
pomoc¢u povezanosti svojstava algoritma sa zadatkom ili se provedba strategije
vrsi pra¢enjem algoritma te provjeravanje nije potrebno i rjeSavatelj ne moze
predvidjeti ishod strategije. Ako algoritam, prema rjesavateljevu misljenju, ne
vodi ka razumnom zakljucku, tada se strategija ne vrednuje ve¢ se jednostavno
prekida i pokusava se s novim algoritmom.

Cesto se algoritamsko zaklju¢ivanje ograni¢avanja izvodi u jednom koraku
iz razloga Sto rjesavatelj zna samo jedan algoritam unutar ogranicenog skupa

algoritama ili zbog toga sto prvi pokusaj dovodi do prihvatljivog zakljucka.

Primjer 3.3.2. Pretpostavimo da ucenik koji pokusava rijesiti problem zadan u
Primjeru[3.2.3., zapocinje na odgovarajuci nacin i derivira funkciju f. Zatim
pronalazi nultocku derivacije (x = 2.5), racuna f(2.5) te dobiva y = —8.25.
Ucenik zatim oklijeva jer misli kako bi trebao imati dvije vrijednosti, jednu za
lokalni minimum, a drugu za lokalni maksimum. Smatra da je negdje pogrijesio,
ne zna kako nastaviti pa napusta tu metodu bez obzira na moguce razloge dobivanja
samo jedne vrijednosti.

Umgjesto toga, racunalom crta graf funkcije i pokusava procitati tocke lokalnog
minimuma 1 maksimuma, no nije mu jasno gdje se nalazi maksimum funkcije

na danom segmentu, pa bez razmisljanja napusta tu metodu.
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Ukucavajuci nekoliko vrijednosti u kalkulator, racuna vrijednost funkcije u
nekoliko tocaka, no pri tome mu stalno izostaje vrijednost —8.25 koju je ranije
dobio, pa napusta i tu metodu.

Sada pokusava rijesiti zadatak izjednacavanjem funkcije s nulom, koristi
poznati algoritam za rjesavanje kvadratne jednadzbe i dobiva dvije vrijednosti.
lako je nesiguran, s obzirom da je dobio dvije vrijednosti, vieruje da je to rjesenje.

Izabrao je ukupno pet strategija: pronalaZenje nul-tocke, tri algoritma za

odredivanje maksimuma i rjeSavanje jednadzbe.

e Swi izbori odnose se na pokusaje poznatih algoritama, a koristene su metode

koje se pojavljuju u mnogim zadacima iz udzbenika.

e Argumenti u odabirima baziraju se samo na povrsinskim vezama izmedu

zadatka i poznatog algoritma.

e Nema analiza, procjena ili nekih drugih razmatranja kojima se provjerava
je li algoritam prikladan i moZe li se iz njega nesto saznati ili ne.

e Kada nije siguran, brzo trazi drugi algoritam.

Strategija je primjeniti algoritme, no s obzirom da zna nekoliko stotina njih,
ogranicava th na one koji imaju nekakve veze s informacijama u zadatku. Kako
ne moze pronaci veze medu bitnim svojstavima, algoritme odabire na osnovi po-
vrsinskih razmatranja. Nema nista pogresno u isprobavanju razlicitih algoritama,
no problem je u tome sto slabo shvacanje koncepta i postupka nije dovoljno da bi

napravio dobar izbor, stoga nasumicno odabire algoritme iz ogranicenog skupa.

3.3.5 Vodeno algoritamsko zakljucivanje

U procesu ucéenja novog matematickog gradiva ili u situacijama kada poznato
algoritamsko zaklju¢ivanje ili algoritamsko zakljuc¢ivanje ogranicavanja iz nekog
razloga ne funkcioniraju, postoje dva glavna izbora strategija koji su prilicno
razlic¢iti. Oba za cilj imaju pronalazak vanjskog izvora pomodi, ili kroz udzbenik

ili pomo¢u neke druge osobe.
Algoritamsko zakljuéivanje pomoc¢u udzbenika

Zakljucivanje se zove algoritamsko zakljuc¢ivanje pomoéu udzbenika ako se

1. izbor strategije zasniva na identifikaciji vanjskih sli¢nosti izmedu zadatka
i primjera, definicije, teorema, pravila ili napomene iz udzbenika. Ta se
identifikacija ne oslanja na razmatranje intrinzi¢nih svojstava matematickih

komponenti koje su ukljucene kod zakljucivanja.
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2. izbor strategije zasniva na pronalazenju sli¢nih svojstava koja se u udzbe-
niku pojavljuju preko primjera, definicija, teorema, pravila ili ¢injenica, a
koji su povezani sa zadatkom. Ta se identifikacija ne oslanja na razmatra-
nje intrinzi¢nih svojstava matematickih komponenti koje su ukljucene kod

zakljucivanja.

3. umetanje strategije provodi kopiranjem postupka ili ¢injenica iz identifici-

rane situacije. Nema argumentacije koja potvrduje valjanost.

Samo jedna desetina zadataka koji se mogu naéi u udzbenicima u potpunosti
zahtijeva kreativno zakljucivanje te se takvi zadaci nalaze na krajevima poglavlja,
pripadaju medu najteze u udzbeniku te do tih zadataka veéina ucenika ni ne
dode. Povrsno algoritamsko zakljuc¢ivanje pomoc¢u udzbenika dominira i Cesto je
jedini oblik zaklju¢ivanja ucéenika prilikom ucéenja.

U sljededem je primjeru zadatak postavljen u Primjeru [3:2.2] slican upravo
jednom zadatku iz udzbenika. Mnogi ucenici zapocinju ucenje trazeéi slican

rijesen primjer.

Primjer 3.3.3. Pronadi maksimum i minimum od f(x) = x? + 4z + 1 ako je
x € [-3,0].

Rjesenje: f'(x) = 2x+4. Rijesite jednadibu f'(x) =0. 22+4=0=z = —2.

Bududi da f'(x) postoji za sve x i x = —2 nultocka je samo od f'(x), moramo
procijeniti vrijednosti funkcije i u krajnjim tockama segmenta.

f(=3) = -2, f(-2) = =3 7 f(0) = 1. Prema tome, imamo maksimum
f(0) =1 ¢ minimum f(—2) = —3. Kada ucenik kopira postupak iz opisanog
primjera, dolazi do rjesenja: maksimum —2 i minimum —8.25. Usporeduje svoj

odgovor s rjesenjima u udzbeniku koja su ista, pa krece na sljedeéi zadatak.
Kako bi se dobilo spomenuto rjesenje, potrebno je:

e znati da su maksimum i minimum ekvivalenti najvecoj i najmanjoj vri-
jednosti (ali ne znati Sto ti izrazi matematicki znace), kako bi prepoznali

slicnost izmedu zadatka i primjera,
e znati da su dva prikaza intervala ekvivalentni,
o znati postupak za deriviranje polinoma drugog stupnja,
e rijesiti linearnu jednadzbu.

Kljuéno je da niti jedan korak postupka rjesavanja ne podrazumijeva dublja

svojstva, temeljno znacenje funkcije i derivacija, a razlozi izbora bas tih koraka ne
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moraju biti poznati. U stvari, ne koriste se bitna matematicka svojstva primjene
derivacija niti se trebaju razumjeti. Potrebno je jedino poznavanje elementarnih

Cinjenica i osnova algebre.

Algoritamsko zakljucivanje uz tudu pomoé

Dok je u nizim razredima ucitelj primarni izvor pomodéi, u visim je razredima
to udzbenik. Pomo¢ ucitelja ili vrsnjaka moze se pojaviti u vise oblika pa se

algoritamsko zakljucivanje uz nec¢iju pomo¢ ¢ini vrlo ¢estom pojavom:

e svi izbori strategija koji bi mogli biti problematic¢ni rjesavatelju kontrolirani
su i napravljeni od strane nekog drugog tko daje rjesavatelju nepredvidljive

argumente podrzavajuéi svoje izbore strategija;

o izvodenje strategije provodi se pracenjem uputa i izvrSavanjem preosta-
lih rutinskih transformacija, a uspjeh je zajamcen zbog pomagateljeve

kompetentnosti, no nema provjere.

Takvim pomaganjem ucitelj, umjesto da trazi razumijevanje, dopusta da
poucavanje propadne jer preuzima odgovornost za rad koji bi trebao napraviti
ucenik i dopusta da trazeno znanje nestane. Time ucitelji postupno otvorena

pitanja preoblikuju u zatvorena.

Primjer 3.3.4. Ucenik 1. razreda srednje Skole ne zna kako izracunati 15% od
90 pa pita ucitelja za pomoc. Ucitelj pomaze tako da prvo bez rijeci u ucenikovu

biljeznicu pise

90-0.15 (3.1)
Ucitelj: Koliko je 5-07? Ucenik: 0 [Uéitelj pise 0 u (3.1])]
Ucitelj: Koliko je 5-97? Ucenik: 45 [Uéitelj pise 45 u /
Ucitelj: Koliko je 1-0? Ucenik: 0 [Uéitelj pise 0 u (3.1)]
Ucitelj: Koliko je 1-92 Ucenik: 9 [Uéitelj pise 9 u (3.1)]

MnoZenjem koje je ucitelj pisao pod dobiva se:

450
+ 90 (3.2)
1350
Ucitelj: Koliko je 5+ 0% Ucenik: 5 [Uéitelj pise 5 u (3.9)]
Ucitelj: Koliko je 4 +97¢ Ucenik: 13 [Uéitelj pise 13 u (3.9)]
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Ucitelj: Gdje treba staviti decimalnu tocku? Ucenik: [Tisina/
Ucitelj stavlja decimalnu tocku na pravo mjesto i odlazi.

Ucenik sudjeluje samo u zbrajanju i mnoZenju jednoznamenkastih brojeva,
sto je gradivo osnovne skole i nema prave veze s danim problemom. Ucitelj ne
pokusava identificirati problem, ne objasnjava temeljne principe algoritma, ne
pomaze uceniku shvatiti te principe niti razmisliti o izboru strategija rjesavanja.

Cini se da ucenik treba pokusati zapamtiti taj algoritam i povezati ga s tim
zadatkom.
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4

UCENJE I POUCAVANJE
BROJEVA

Kada ucenici krenu u srednju skolu, iza sebe ve¢ imaju mnoge godine skolovanja
i steCenog iskustva o brojevima. Velina ucenika strogo povezuje matematiku
s brojevima i spremno prihvaé¢a primjenu brojeva u stvarnim situacijama. I
u osnovnoj i u srednjoj skoli potreban je odredeni broj vjestina za sve druge
matematicke domene. Do kraja ¢e osnovne skole ucenici svladati koncepte cijelih
brojeva i razlomaka, razviti vjestine za izvodenje operacija s brojevima te razviti
sposobnost matematickog zakljucivanja pri rjeSavanju problema. Medutim, za
vedinu je ucenika razumijevanje tih koncepata i vjestina nesigurno. Pocetkom
srednje Skole postoji raznolik raspon kompetencija i strategija koje ucenici koriste,
a pokazuje se da matematicke vjestine i postignuca velikog broja ucenika zapravo
slabe u prvom razredu srednje skole. Svaki srednjoskolski nastavnik matematike
mora biti upoznat sa znanjem svojih ucenika iz svake teme o brojevima. S tim
saznanjem moze se obratiti paznja na ucévrséivanje njihovog razumijevanja i
izgradnju novog znanja kako bi se dalje razvile njihove strategije i poboljsale
njihove vjestine.

Nastavnici u osnovnoj skoli koriste razlicite materijale i pomagala za uéenje
da bi pomogli uc¢enicima u ucenju brojeva. Ti konkretni materijali omogucuju
ucenicima vizualizacija ideja na bezbroj nacina. Materijali su vazni za povezivanje
matematickih simbola i matematickog jezika s idejama. U pocetku mlada djeca
ra¢unaju napamet, zatim koriste potpisivanje, prebrojavaju objekte dodirujuéi
ih ili ih izraduju od prikladnih materijala kako bi ih prebrojali jednog po jednog
i zbrajaju dodajuéi svaki put po jedan.
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Djeca pocinju razumijevati razlomke i decimalne brojeve koriste¢i materijale
iz nizih razreda osnovne skole. U visim razredima osnovne skole i dalje moraju
upotrebljavati konkretne materijale koji im pomazu razumjeti jednakost razlo-
maka i decimalnih brojeva, usporediti razlomke i decimalne brojeve te razumjeti
rac¢unske operacije.

Kroz razlicite zadatke s primjenama, ucenici razvijaju razumijevanje jako
velikih i jako malih brojeva te ih uce usporedivati iako te ideje ne moraju
biti jasne mnogim ucenicima koji pocinju srednjoskolsko obrazovanje. Razvoj
razumijevanja brojeva i vjestina sa svim vrstama brojeva nastavlja se kroz srednju
skolu i vazno je nastaviti proces razvoja jezika i simbola te vizualnu prezentaciju
cijelih brojeva, razlomaka i decimalnih brojeva koristeé¢i konkretne materijale i
pomagala preporucena u osnovnoj skoli, poput Cuisenaire stapica, raznobojnih
Stapica razli¢ite duljine koji omoguéuju imitaciju osnovnih racunskih operacija

njihovim slaganjem.

Slika 4.1: Cuisenaire Stapici

U srednjoj skoli ucenici uévrséuju i prosiruju svoje razumijevanje brojeva
potrebno za rjesavanje problema i stvaranje sudova. Ucenici koji razumiju brojeve

trebaju biti u moguénosti:
¢ racunati napamet jednostavnije probleme,
o koristiti priblizne vrijednosti za procjenjivanje,
e razumjeti veze i odnose medu brojevima i koristiti ih kada racunaju,

o znati usporedivati brojeve,
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e prijeé¢i na drugi prikaz nekog broja i
¢ odrediti smisao rjesenja kada rjesavaju problem.

Primjerice, ucenici cetvrtog razreda osnove skole trebali bi biti u moguénosti
napamet izracunati produkt 25- 11 te unaprijed procijeniti da ¢e taj produkt biti
izmedu 250 i 300. Pri tome bi u ra¢unanju produkta trebali razumjeti da se 11
moze prikazati u obliku sume 10 + 1 i kako se pri mnozenju s 11 mogu iskoristiti
komutativnost mnozenja i distributivnost mnozenja u odnosu na zbrajanje, tj.
da za proizvoljan broj a vrijedia-11 =11-a=(10+1)-a=10-a + a.

Ucenici petog razreda trebali bi znati odrediti koji je od razlomaka % i %
vedi te prikazati potonji razlomak kao 0.8. Pri tome bi trebali razumjeti kako
se to usporedivanje moze odnositi na usporedivanje odgovarajuéih dijelova neke
cjeline.

Vazno je imati na umu neke od klju¢nih ideja za razvijanje vjestina potrebnih
za rad s brojevima te za razvijanje pristupa ucenju koji spajaju osnovna iskustva
ucéenika i podupiru razumijevanje matematike. Medu idejama i vjestinama koje
su vazne za matematicku pismenost i razumijevanje gradiva nastave matematike

isti¢u se:
e pozicijski brojevni sustav,
e razlomci,
¢ ra¢unanje napamet,
o mnozenje razlomaka i decimalnih brojeva,
¢ dijeljenje razlomaka i decimalnih brojeva,
e omjeri,
e postotci,

e racunanje s potencijama.

4.1 Pozicijski brojevni sustav

Razumijevanje vrijednosti znamenaka s obzirom na njihovu poziciju u broju
temelj je racunanja i usporedivanja svih brojeva. Djeca u osnovnoj skoli uce da
su vrijednosti strukturirane na visekratnicima broja 10, da je nula broj koji ¢uva
mjesto i da je decimalna tocka oznaka koja razdvaja cijeli broj od decimalnog

dijela. U drugim se kulturama ponekad zarez koristi umjesto tocke. Koristenje
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pomo¢nog dijagrama i ponavljanjem naglas vrijednosti pozicije prilikom ¢itanja
decimalnog broja pomo¢i ¢e uCenicima koji imaju poteskoce u usporedivanju
decimala. Na primjer, broj 31.265 treba se Citati kao trideset i jedno cjelo, dvije
desetinke, Sest stotinki i pet tisuéinki ili trideset i jedno cijelo i dvjesto Sezdeset
i pet tisuéinki, a ne kao 31 tocka 265 (Tablica . Taj ¢e pristup takoder
pomodi ucenicima da interpretiraju velike brojeve koji se pojavljuju u medijima,

na primjer, da primijete kako je 3.6 milijuna zapravo 3.6 - 106.

Desetice | Jedinice | Desetinke | Stotinke | Tisuéinke
3 1 2 6 5

Tablica 4.1: Dijagram vrijednosti pozicija u decimalnom broju.

Cesto ucenici imaju poteskoée u povezivanju svakodnevne upotrebe decimal-
nih brojeva s gradivom obradenim u skoli te velik broj ucenika ima problema
pri usporedivanju decimalnih brojeva. Postoji vise razloga iz kojih nastaju pote-
skoce pri usporedivanju decimalnih brojeva. Jedan je od njih princip "duze je
vece", prema kojem ucenici koji misle da su brojevi koji imaju viSe znamenaka
vedi te koriste nacin razmisljanja svojstven situaciji u slucaju cijelih brojeva.
Primjerice, ucenik ¢e misliti kako je 1.053 veé¢e od 1.06, a 3.073 vece od 3.72.
Taj je princip takoder i rasprostranjen izvor nesporazuma u radu s razlomcima.
S druge strane, princip "kraée je veée" pojavljuje se ¢esto nakon S$to su ucenici
upoznati s negativnim cijelim brojevima te imaju potesko¢e smjestiti decimalne
brojeve manje od jedan na brojevni pravac koji je oznacen cijelim brojevima.
Koristedi taj princip, ucenik ée smatrati kako je na primjer 0.4 vece od 0.457, a
5.36 vece od 5.736. Ucenicko znanje decimalnih brojeva potic¢e se matematickim
igrama te modeliranjem problema kroz ucenicima poznat kontekst, poput po-
djela komadic¢a papira, kockica ¢okolade ili kovanica kako bi si decimalne brojeve

prikazali pomoc¢u novca.

4.2 Razlomci

Tako ucenici o razlomcima uce od ranih godina skolovanja, pojmovno razumije-
vanje i operacije s razlomcima teske su za mnoge ucenike i kada dodu u srednju
skolu. Fokusiranje na pravila, bez razumijevanja razlomaka, izvor je mnogih
nesporazuma i pogresaka koje ucenici ¢ine.

Mnogi od njih razumiju da je razlomak dio cjeline prije nego da je razlomak

takoder i element odredenog skupa i operacija dijeljenja. Ucenici u srednjoj
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Slika 4.2: Podjele 5 pravokutnih pizza na 6 obitelji.

skoli Cesto netoCno graficki prikazuju jednake dijelove, posebno kada pokusavaju
koristiti krugove te mnogi od njih imaju poteskoée kada trebaju prikazati neprave

razlomke na brojevnom pravcu.

Primjer 4.2.1. Sest obitelji Zeli podijeliti 5 pravokutnih pizza. Kako treba
izrezali pizze tako da svaka obitelj dobije jednak dio?

Veéina ce ucenika rijesiti taj problem tako da ce razrezati svaku pizzu na 6
dijelova i od svake dati svakoj obitelji po jednu Sestinu. Jedan e ili dva ucenika
u ucionici vjerovatno razrezati tri pizze na dva jednaka dijela i dvije na trecine
da bi dobili rezultat % + % Ti ucenici nesvjesno koriste drevni egipatski zapis
razlomaka s brojnikom 1, jer su Egipéani koristili iskljucivo razlomke s brojnikom
jednakim 1 te su sve razlomke zapisivali u obliku sume takvih. U tim situacijama
iz stvarnog zivota sposobnijim ucenicima moze se prepustiti da sami kreiraju
slican problem i pokazu da se razlomci mogu prikazati kao suma razlomaka s

brojnikom 1.

Da bi razvili svoje razumijevanje razlomaka, ucenici moraju modi vizualizirati
razlomke koji su blizu 0 ili 1 ili nekog drugog poznatog razlomka, poput 5. Imati
mentalnu sliku toga da razlomci istog brojnika postaju sve manji kako nazivnik
postaje sve vedi, pomodi ¢e uCenicima c¢ije je razmisljanje usmjereno u smjeru
cijelih brojeva. Iz tih razloga nije pametno pristupiti ucenju usporedivanja i
zbrajanja razlomaka koristeé¢i unakrsno mnozenje radi svodenja na zajednicki

e a ¢ _ ad+be .s v v .
nazivnik (b +§ = 95 ) prije nego Sto raspolazemo znanjem o trenutnom
ucenickom razumijevanju razlomaka. Slijed ucenja treba najprije nastaviti mode-
liranjem, koriste¢i materijale i brojevni pravac, te zatim prije¢i na procjenjivanje
i na kraju na poticanje usvajanja i ucenja algoritama.

Razlomci su uvijek predstavljali izazov za ucCenike jer Cesto slabo razumiju

njihov koncept. Pri konceptualnom poucavanju razlomaka, modeliranje pomaze
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ucenicima da ih lakse shvate. Najcesée koristeni modeli jesu modeli duljine,

modeli povrsine ili prostora i modeli grupe.

Razumijevanje razlomaka podrazumijeva razumijevanje svakog koncepta
koji razlomak predstavlja. Jedan je od cCestih opisa razlomka "dio cjeline",
ukljucujuéi primjere gdje je dio cjeline osjencan. Pojam "dio cjeline" ugraviran
je u osnovnoskolske knjige kao nacin prikaza razlomaka, tako da tesko moze
biti shvaéen kako predstavlja nesto drugo. lako je uglavnom koristen taj pojam,
mnogi smatraju kako bi ucenici bolje shvatili pravo znacenje razlomka kada bi

se ponudili i drugi opisi u njihovom obrazovanju.

Dio cjeline samo je jedno znacenje razlomka i seze dalje od osjencanog
prostora. Primjerice, moze predstavljati dio grupe ljudi (npr. g ucenika otislo
je na razredno putovanje) ili moze predstavljati dio duzine (npr. hodali smo 3%
km).

Mjerenje podrazumijeva identificiranje duljine i koristenje te duljine kao
mjerni dio za odredivanje cjelokupne duzine predmeta. Za primjer, u razlomku

5 moze se uzeti mjerni dio é i umnoziti ga pet puta kako bi se prikazalo da je

8
potrebno pet takvih dijelova da se dosegne g. Taj koncept fokusira se na to
koliko je puta potrebno koristiti taj dio, a ne koliko se mnogo dijelova pojavljuje,

Sto je slucaj u situacijama s dijelom cjeline.

Koncept dijeljenja jedan je od nacina koristenja razlomaka. Recimo da
trebamo podijeliti 10 kn na ¢etvero ljudi. To nece biti scenarij "dijela cjeline", ali
i dalje se podrazumijeva da ¢e svaka osoba dobiti i novca ili 2% kn. Dijeljenje se,
nazalost, uglavnom ne veze uz razlomke. Ucenici bi trebali razumjeti i vladati

razli¢itim zapisima razlomaka, kao sto su %, 10 : 4, % i 2%.

Razlomci mogu sluziti i za iskazivanje omjera, kao u % ukupne povrsine ili %
publike imalo je rekvizite. Takve situacije prikazuju razlomak kao cjelovit broj, a
ucenici mogu koristiti ra¢unanje napamet kako bi dosli do odgovora. Istrazivaci
govore da takav pristup nije dovoljno prisutan u nastavnom planu te da samo
znanje o prikazivanju i zapisivanju razlomaka ne pruza ucenicima adekvatno
znanje o operacijama s razlomcima, koje je potrebno za neka druga podrucja
nastavnog plana gdje se pojavljuju razlomci. Koncept omjera samo je jos jedan
nacin koristenja razlomaka. Primjerice, omjer % moze znaciti da je vjerojatnost
dogadaja 1 naprama 4. Omjeri mogu biti dio dijela ili dio cjeline. Na primjer,
omjer % moze biti udio onih koje nose jakne (dio) prema onima koji ih ne nose
(dio); ili moze biti dio cjeline, $to znaé¢i da je odnos onih koji nose jaknu (dio)
naprema cijelog razreda (cjelina) jednak %. U radu s omjerima, uc¢enici moraju

iskusiti odnos dio-dio i dio-cjelina, sto zahtijeva usmjeravanje paznje na kontekst.
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Ucenici izgraduju znanje temeljeno na prijasnjem, sto znaci da kada se
susretnu s razlomcima, koriste ono Sto znaju o prirodnim brojevima kako bi
dosli do rjesenja. Njihovo prijasnje znanje o prirodnim brojevima ujedno i
poboljsava i smanjuje efikasnost rada s razlomcima. Za nastavnika je vazno
pomodi ucenicima vidjeti kako razlomeci funkcioniraju i kako se razlikuju od
prirodnih brojeva. Sljedeéa lista pokazuje neke od pogresnih upotreba prirodnih

brojeva u razlomcimas:

1. Ucenici misle da su brojnik i nazivnik razli¢ite vrijednosti. Tesko im je
pojmiti da je % jedan broj. Pronalazenje razlomaka na brojevnom pravcu ili
ravnalu moze ucenicima pomod¢i s tim problemom. Uz to treba izbjegavati
koriStenje fraze "tri kroz Cetiri" (osim ako se ne govori o omjerima ili

vjerojatnosti) ili "tri iznad Cetiri", veé treba koristiti izraz "tri Getvrtine'.

2. U poimanju brojeva kao odvojenih, uc¢enici mogu misliti da % znaci bilo
koja dva dijela, a ne dva jednaka dijela trecine.

1
107

vizualni primjeri mogu pomod¢i ucenicima svrstati razlomke u kontekst i

3. Ucenici misle da je razlomak % manji od jer je 5 manje od 10. Slike i

pri njihovom razumijevanju. Primjerice, pitajmo ucenike zele li radije izaci

1 1 a1
van na ;5 sata, 7 sata ili 15 sata.

4. Ucenici pogresno primjenjuju pravila za racunanje s cijelim brojevima i za
racunanje s razlomcima. Na primjer, % + % = %. Procjena moze pomodi

ucenicima shvatiti kako takav zbroj nije tocan.

Kljuéna ideja o razlomcima koju bi ucenici trebali shvatiti jest da razlomak
ne govori nista o veli¢ini cjeline ili veli¢ini njezinih dijelova. On nam samo govori
o odnosu izmedu cjeline i njezinih dijelova. Na primjer, moguce je da % vece

cokolade bude veca od % manje cokolade iako se radi o ve¢em udjelu jedne cjeline.

4.2.1 Modeli razlomaka

Pri ucenju razlomaka vazna je upotreba modela. Pravilno koristeni modeli mogu
pomodi ucenicima shvatiti ideje koje se inace koriste samo zapisane simbolima.
Ponekad je korisno ponoviti aktivnost s dvama razli¢itim modelima, Sto dovodi
do toga da Ce sa stajalista uCenika to biti dvije razlic¢ite aktivnosti.

Razliciti modeli nude razli¢ite prilike za ucenje. Prostorni modeli pomazu
ucenicima sagledati dijelove cjeline. Modeli na brojevnom pravcu pokazuju
da izmedu svaka dva razlomka postoji jos neki razlomak. Neki uCenici mogu
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Slika 4.3: Modeli povrsine.

potpuno razumjeti jedan koncept, a drugi ne. Koristenje odgovarajué¢ih modela i
razli¢itih vrsta modela prosiruje i produbljuje shvaéanje razlomaka.

Modeli povrsine

Razlomci mogu predstavljati dijelove povrsine ili nekog podruéja. Postoji
mnogo modela povrsine, kao sto je prikazano na Slici

Najcesce koristeni modeli povrsine jesu krugovi. Jedna od prednosti takvih
kruznih modela jest Sto naglasavaju koncept dijela-cjeline i odnos jednog dijela

unutar cjeline. Ostali modeli prikazuju kako razli¢iti oblici mogu biti cjelina.
Modeli duljine

Modelima duljine usporeduju se duljine i mjere umjesto povrsina. To mogu
biti nacrtane i podijeljene linije ili stvarni fizicki materijal koji se usporeduje na

osnovu duljine.

Brojevni pravac odlican je model za mjerenje. Modeli prikazani na pravcu
usko su povezani sa stvarnim zivotnim situacijama u kojima se razlomci koriste.
Primjerice, glazba predstavlja odlicnu priliku za istraziti polovine, Cetvrtine,
osmine i Sesnaestine.

Brojevni pravac takoder naglasava da je razlomak jedinstven broj zbog
svog odnosa i polozaja prema drugim brojevima, sto nije sluc¢aj pri koristenju
prostornih modela. Bitno je za napomenuti da se kroz brojevni pravac ué¢i da

izmedu svaka dva broja postoji jos jedan broj.

Modeli grupe
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Slika 4.4: Modeli duljine.
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Slika 4.5: Modeli grupe.

U tim modelima cjelina je shvacena kao skup vise individualnih elemenata
(objekata), a podgrupe te iste cjeline ¢ine razlomke. Na primjer, 3 objekta ¢ine
i grupe od 12 objekata, a skupina od 12 u tom primjeru predstavlja cjelinu.

Ideja da se grupa objekata gleda kao cjelina predstavlja tesko¢u za neku
djecu. Ucenici ¢e se radije usredotocditi na veli¢inu grupe nego na broj jednakih
objekata u cjelini. Primjerice, ako 12 objekata ¢ini cjelinu, onda je skupina od 4
objekta %, a ne % jer 3 jednake grupe ¢ine cjelinu.

Modeli grupe pomazu u uspostavljanju veze s koristenjem razlomaka i omjera
u zivotnim situacijama.

Vazno je zapamtiti kako ucenici moraju biti sposobni koristiti razlomke kroz
modele. Ako nikada nisu vidjeli razlomke koristene u modelu duljine, imat ¢e

poteskoéa rijesiti bilo koji zadatak u tom kontekstu. Kao nastavnici, ne¢emo
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znati razumiju li stvarno znacenje razlomka kao sSto je i ako ih nismo vidjeli

kako taj razlomak koriste kroz razli¢ite modele i u razli¢itom kontekstu.
Najizravniji nacin za ispitivanje znanja ucenika po pitanju razlomka jest da

im damo papir, presavijemo ga na treé¢ine i na svakom vrhu napisemo povrsina,

duljina i grupa, te im postavimo zadatak pokazati sliku i za svaki od triju nacina

napisati re¢enicu koja opisuje dani razlomak.

4.2.2 Koristenje jezika i simbola razlomaka

Simboli razlomaka predstavljaju kompleksan skup koji cesto zbunjuje djecu.
Korisno je potrositi dio svog vremena objasnjavajuéi uc¢enicima sto nam govori

brojnik, a sto nazivnik.

Brojanje razlomackih dijelova: Iteracija

Brojanje razlomackih dijelova pomaze postaviti u odnos vise dijelova s cjelinom,
Sto ¢ini osnovu za oba dijela razlomka. Ucenici trebaju razmisljati o brojanju
razlomackih dijelova na isti nac¢in kako razmisljaju kada broje jabuke ili bilo sto
drugo. Ako znate koji dio brojite, jasno vam je kada dolazi 1, kada dolazi 2 i
tako dalje.

Takvo brojanje, odnosno ponavljanje dijelova naziva se iteracija. Kao i
podjela, iteracija je bitna za razumijevanje i koristenje razlomaka.

Koncept iteracije najjasniji je kada se fokusira na ove dvije ideje o razlomackim

simbolima:
« gornji broj broji (brojnik),
« donji broj govori ono §to se broji (nazivnik).

Tteracija ima najvise smisla kod modela duljine jer je najslicnija mjerenju.
Ucenici mogu sudjelovati u razli¢itim zadacima koji ukljuéuju iteraciju duzine,
napredujuéi s pove¢avanjem tezine. Za primjer mozemo dati u¢enicima traku
papira i reé¢i im da je to % cjeline. Pitajmo ih da pronadu %, 1%, 2%, 3 duljine
cjeline i tako dalje. Kako bi ih pronasli, uéenici ¢e morati podijeliti dio u 3
grupe kako bi odredili i, a potom iterirati (izbrojati) ¢etvrtine kako bi pronasli
potrebne razlomke.

Iteriranje se moze koristiti i u modelima povrsine. Pokazimo ucenicima neke
kruzne razlomacke dijelove u grupama, kao sto je prikazano na Slici[f.6] Za svaku
grupu reéi ¢emo ucenicima koji je oblik dijela prikazan i izbrojat ¢emo ih zajedno:
"jedna-Cetvrtina, dvije-Cetvrtine, tri-cetvrtine, Cetiri-Cetvrtine, pet-cetvrtina."

Pitat ¢emo ih, "Ako imamo pet ¢etvrtina, je li to viSe od cjeline, manje od cjeline
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Slika 4.6: Grupe razlomackih dijelova.

ili, pak, jednako?" Kako bismo jo$ vise naglasili veli¢inu dijelova, mozemo ih

%" i tako dalje.

izgovarati: "jedna %, druga %, treca i, Cetvrta

Dok ucenici budu brojali grupe, objasnit ¢emo odnos dijelova prema cjelini.
Radit ¢emo neformalne usporedbe medu razli¢itim grupacijama, "Kako smo
zamalo dobili dvije cjeline sa sedam cetvrtina, a nemamo jednu cjelinu s deset
dvanaestina?" Tu priliku moZemo iskoristiti za verbalne temelje mjeSovitih
razlomaka: "Koji je drugi nacin na koji mozemo reéi sedam treéina?" (Dvije

cjeline i joS jedna treéina ili jedna cjelina i Cetiri treéine.)

Primjer 4.2.2. Ucenicima dajmo skupinu razlomackih dijelova (sve jednake
velic¢ine) i napomenimo im kakvu vrstu razlomaka imaju. Dijelovi mogu biti
nacrtani ili fizicki modeli. Zadatak je odluciti je li skupina manja, jednaka ili
veéa od cjeline. Zatrazimo od ucenika da macrtaju ili simbolima prikazu svoj

odgovor.

Takvu aktivnost mozZemo napraviti s nekoliko razlicitih modela razlomaka, a
nakon toga bez modela, koristeci samo imaginaciju. Iteracija se moze koristiti i
u modelu grupe iako to zna biti zbunjujuce za ucenike. Na primgjer, pokazZemo
skupinu dvobojnih tocaka i upitamo: "Ako je 5 tocaka jedna cetvrtina, koliko je
15 tocaka?" Ostala pitanja mogu biti poput: "Tri tocke cine % grupe; koliko je
velika grupa?” ili "Ako 20 tocaka predstavija % grupe, koliko je velika grupa?’

Mijenjanje konteksta kao Sto su ljudi, bomboni, bojice ili bilo koji drugi

predmet blizak ucenicima moze im pomoci u boljem razumijevanju.

Ucenici koji su jako dobri u rjesavanju takvih zadataka mogu sami osmisliti

svoje zadatke i prezentirati ih razredu.
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Notacija razlomaka

Nacin je na koji biljezimo razlomke s gornjim i donjim brojem te crtom izmedu
konvencionalan, arbitrazni dogovor za predstavljanje razlomaka, zato je to jedan
od koncepata koji govorimo ucenicima. Medutim, razumijevanje konvencije moze
biti razjasnjeno davanjem primjera koji ¢e ohrabriti ucenike da nam kazu $to
predstavlja gornji, a Sto donji broj.

Predstavimo ucenicima na nekom modelu nekoliko razli¢itih situacija raz-
lomackih dijelova i neka ucenici izbroje dane dijelove. Nakon svakog brojanja
zapisimo tocan razlomak, s naznakom da se tako biljezi simbol. Ukljuc¢imo i
grupe koje imaju vise od jednoga cijelog, ali zapisujmo ih kao jednostavne ili
"nepravilne" razlomke, a ne kao mjesovite brojeve. Pri tome je dobro ukljuciti
barem dva razlomka s istim brojnicima kao sto su % i %. Slicno tomu, uklju¢imo
i nekoliko razlomaka s istim nazivnikom. Nakon $to ucenici izbroje, mogu se
postaviti pitanja poput "Sto nam govori donji broj u razlomku? Sto nam govori
gornji broj u razlomku?"

Navedimo neka od standardnih uéenickih objasnjenja gornjeg i donjeg broja:

e Gornji broj: "Ovo je broj koji se broji. Govori nam koliko dijelova ili
podjela imamo. Govori nam koliko ih je izbrojano. Govori nam o koliko

dijelova govorimo. On broji dijelove ili podjele."

e Donji broj: "Govori nam sto se broji. Govori nam koliko je velik dio. Ako
je 4, to znaci da brojimo cetvrtine, a ako je 6, to znaci da brojimo Sestine i
tako dalje."

Takva interpretacija znacenja brojnika i nazivnika moze nam biti cudna.
Cesto se govori da gornji broj kazuje "koliko mnogo". (Ta fraza ¢ini se nedovrse-
nom. Koliko mnogo ¢ega?) Donji nam broj govori "koliko je dijelova potrebno
za cjelinu'. To se mozZe ¢initi to¢nim, ali moze i zbuniti. Na primjer, % dijela
jest uglavnom odrezana iz torte bez dodatnih rezova u preostalih % torte. To
Sto se torta sastoji od samo dvaju dijelova ne mijenja ¢injenicu da je dio % torte.
Ili, ako je pizza odrezana u 12 dijelova, dva dijela i dalje ¢ine % pizze. Nijedan

od tih donjih brojeva ne govori nam koliko dijelova ¢ini cjelinu.

Razlomci veéi od 1

Razlomke manje od 1 i veée od 1 ne bi trebalo razdvajati. Precesto ucenici nisu
izloZeni brojevima veéim od 1 (npr. % ili 4i ) i onda kada ih dodamo mogu

ucenicima djelovati zbunjujuce.
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Slika 4.7: Izgradnja razlomka veéeg od jedan.

Pojam nepravilan razlomak koristi se za opis razlomaka, kao sto je g, koji

su ved¢i od 1. Taj pojam moze biti zbunjujué jer rije¢ nepravilan implicira da
takav zapis nije prihvatljiv, sto nije slucaj, tj. u algebri se Cesto preferira takav
zapis. Umjesto toga, pokusajmo ne koristiti tu frazu veé¢ umjesto nje koristimo
"razlomak" ili "razlomci veéi od 1". Ako koristite taj izraz, onda recite ucenicima
da nije netocno zapisati razlomke veée od 1 kao jedan jedinstven razlomak.

Ako smo brojali razlomacke dijelove manje od cjeline, ucenici veé¢ znaju

tako zapisati 1—53 ili 16—3. Ucenicima ¢emo reé¢i da koriste model za ilustraciju

tih vrijednosti i pronadu ekvivalentan prikaz. Pri tome ucenici najcesée kreéu
1
5
iskustva u gradnji i rjesavanju slicnih zadataka dovest ¢e ucenike do toga da vide

od identifikacije = i % te dalje grade koristeéi taj uzorak. Ponavljajuéi takva
uzorak mnozenja i dijeljenja koji odrazavaju algoritam za kretanje izmedu tih
dvaju oblika. Kontekst moze pomod¢i ucenicima u razumijevanju ekvivalentnosti

tih dvaju nacina zapisivanja razlomaka.

Primjer 4.2.3. PokaZimo ucenicima vr¢ koji mozZe napuniti Sest casa soka.
MoZzZemo koristiti i prave vrceve i case prilikom objasnjavanja. Postavimo pitanje:
"Ako imam 3% vrca, koliko casa mogu napuniti?” "Ako imamo 16 ucenika u
razredu, koliko je vréeva potrebno?" Promijenite po volji kolicinu soka koju jedan

uré moze napuniti kako biste ukljucili i druge razlomke.

Nakon nekog vremena izazovimo ucenike da otkriju dva ekvivalentna oblika
bez koristenja modela. Dobro objasnjenje za 3% moze biti da postoje 4 ¢etvrtine
u jednoj cjelini, tako da je 8 cetvrtina u dvjema cjelinama i 12 ¢etvrtina u trima
cjelinama. Dodatna Cetvrtina ¢ini 13 Cetvrtina ili %. Obratite paznju kakvu

ulogu ovdje ima koncept iteracije.
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Slika 4.8: Dvoriste gospodina Vrtlariéa.

Ne forsirajmo tradicionalni algoritam (pomnozite donji broj s cijelim brojem
i dodajte gornji broj) jer se to moze kositi s razumijevanjem ucenika o odnosu
tih prikaza. Taj postupak lako moze biti razvijen od strane ucenika njihovim

rijeima i s potpunim razumijevanjem pracenjem uzoraka u njihovom radu.

Procjena razumijevanja

Predstavimo vjezbe koje od ucenika traze demonstraciju svog razumijevanja
razlomackih dijelova kao i znacenja gornjega i donjega broja u razlomku. Modeli
su koristeni za prikaz cjelina i dijelova cjeline.

Dva ili tri zahtjevna zadatka o dijelu i cjelini mogu biti odli¢ni za procjenu
izvedbe ucenika. Zadaci moraju biti prezentirani razredu u istom obliku kao
Sto su tu prikazani. Fizicki su modeli uglavnom najbolji nacin za zadatke u
kojima ucenici mogu koristiti pristup pokusaja i pogresaka kako bi dosli do svojih
rjesenja. Kao i sa svim zadacima, mora biti jasno da je potrebno objasnjenje
svakog odgovora. Kako ucenici budu gradili svoja rjesenja mozemo hodati
medu njima promatrajudi i postavljajuéi pitanja kako bismo procijenili njihovo
razumijevanje.

Bilo bi dobro osmisliti jednostavne price za svaki problem ili kontekst za

svako pitanje.

Primjer 4.2.4. Gospodin Vrtlari¢ dovrsio je % svoga dvorista koje je pravokutnog
oblika, prikazanog na Slici[[.8 Na slici ucrtajte dio koji mogao predstavljati
dovrseno dvoriste.

Pitanja su koja ukljuc¢uju jedini¢ne razlomke uglavnom najlaksa. Najtezi

zadaci najcescée ukljucuju razlomke veée od 1. Npr., ako je 15 dijelova % cijele
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grupe, koliko je dijelova u cijeloj grupi? Medutim, u svakom pitanju jedini¢ni
razlomak igra bitnu ulogu. Ako imamo % i zelimo cjelinu, prvo moramo naéi %

Pitanja su o dijelu cjeline zahtjevna, ali vrlo korisna kao pomo¢ ucenicima za
razumijevanje brojnika i nazivnika. Takoder su dobra za procjene razumijevanja
ucenika o tome sto predstavlja brojnik, a Sto nazivnik, s obzirom na to da zadaci

traze od ucenika da koriste ta znacenja, a ne samo recitiraju njihove definicije.

4.2.3 Procjene s razlomcima

Fokus na razlomackim dijelovima bitan je za pocetak, ali svijest o broju koji
razlomak predstavlja zahtijeva da ucenici imaju intuiciju za razlomke. Trebali
bi znati koliko je odredeni razlomak velik te biti sposobni reéi koji je od dvaju
razlomaka vedi.

Kao i s cijelim brojevima, uéenici su manje sigurni i manje sposobni procijeniti
nego zbrajati. Zbog toga im je potrebno pruziti mnogo prilika za procjene. Cak
i u dnevnim razgovorima u razredu mozemo raditi na procjeni s razlomcima,
postavljajuéi pitanja kao $to su "Koliki dio (razlomak) naSega razreda nosi

kosulju?'

Primjer 4.2.5. Neka su dani likovi kao na Slici[{.9 Neka svaki ucenik napise
razlomak za koji smatra da je dobra procjena osjencanog dijela lika na slici.
Poslusajmo ideje nekoliko ucenika i upitajmo ih je li procjena dobra. Ne postoji
jedan tocan odgovor, ali bi odgovori trebali biti otprilike tocni. Ako djeca imaju
problema s pravilnom procjenom, upitajmo ih misle li da je odgovor blizi 0, % ali
1.

Najvaznije su referentne tocke za procjenu razlomaka 0, % ili 1. Razlomke

manje od 1 jednostavno usporedimo s nekim od ovih triju brojeva, sto ¢e nam

3
20

i 1. Razlomak % je puno blize 1. Bilo koji razlomak veéi od 1 moze se prikazati

dati mnogo informacija. Na primjer malen je broj, blizu 0, dok je % izmedu %
kao suma cijelog broja i broja manjeg od 1 te su zbog toga iste referentne tocke
jednako od pomoéi: 32 jest priblizno 33.

Sposobnost prepoznavanja koji je od dvaju razlomaka veéi jos je jedan aspekt
razvoja osje¢aja za rad s razlomcima. Ta sposobnost izgradena je oko koncepta
razlomaka, a ne na algoritamskoj vjestini.

Djeca imaju vrlo ¢vrsto utemeljeno razmisljanje o brojevima, $to moze uzro-
kovati poteskoce s relativnim veli¢cinama razlomaka. Prema njihovom iskustvu
vecéi brojevi znace "vise', Sto se moze prevesti kao: "Sedam je vise od Cetiri, $to
znaci da bi sedmine trebale biti vec¢e od cetvrtina'. Obrnut odnos izmedu broja
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Slika 4.9: Zadaci za procjenu osjencanog dijela.

N

dijelova i velicine dijelova ne moze biti izrecen nego mora biti samostalan proces
razmisljanja svakog ucenika utemeljen na njegovom iskustvu.

U radu na primjerima ucenici mogu primijetiti da veéi donji broj znac¢i manji
razlomak, ali to nije pravilo koje treba zapamtiti. Povremeno se podsjetite na
tu osnovnu ideju. Djeca Ce shvatiti jednoga dana, ali se opet vratiti na svoje
razmisljanje o velikim i malim nakon nekoliko dana.

Pristup koji se uglavnom koristi za usporedivanje razlomaka jest pronalazenje
zajednickih nazivnika i unakrsno mnozenje. To moze biti ué¢inkovito za dobivanje
toc¢nih rezultata, ali ne zahtijeva nikakvo razmisljanje o stvarnoj veli¢ini razlo-
maka. Ako nau¢imo djecu tim pravilima prije nego sto su imali prilike razmisliti
o relativnim veli¢inama razli¢itih razlomaka, male su Sanse da ¢e razviti osjecaj
za veli¢inu razlomka. Aktivnosti vezane uz usporedbe mogu odigrati bitnu ulogu
u razvoju koncepta relativnih veli¢ina razlomaka kod djece. Cilj je promisljanje, a
ne algoritamske metode dobivanja to¢nog odgovora. Pretpostavimo da ne znamo
za zajednicki nazivnik ili unakrsno mnozenje. Navedimo neke od strategija za

usporedivanje razlomaka koji se tada mogu koristiti.

o Vise dijelova jednake veli¢ine (isti nazivnik). Za usporedbu % i % razmis-

ljamo kao da imamo 3 necega i 5 necega od iste stvari.

o Isti broj dijelova, ali dijelovi su razli¢ite veli¢ine (isti brojnici). Uzmimo u
obzir sluc¢aj usporedivanja % i % Ako je cjelina podijeljena u 7 dijelova,
dijelovi ¢ée biti manji nego da je podijeljena u 4 dijela. Djeca ¢e mozda

izabrati % kao vedi jer je 7 vise od 4, a brojnici su jednaki.
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« Vise i manje od jedne polovine i jednog cijelog. Razlomacki parovi 2

7
g i % naprama % ne pripadaju nijednom od prethodnih procesa

naprama
razmisljanja. U prvome je paru % manje od pola broja sedmina potrebnih
, % vise je od
pola. Dakle, % jest veéi razlomak. Drugi je par odreden time da je jedan

za cjelinu, tako da je % manje od polovine. Slicno tomu

razlomak manji od 1, a drugi veéi od 1.

tih dvaju razlomaka jest za jedan razlomacki dio udaljen od jedne cjeline, a
desetine su manje od Cetvrtina. Slicno tomu, primijetite da je % manje od

% jer je samo za % vise od polovine, dok je % za Sestinu vise od polovine.

Vazno je da smo upoznati s tim neformalnim strategijama usporedivanja i
koristimo ih kao glavnu komponentu svog osjec¢aja za brojeve, kako bismo mogli
pomodi i djeci u razvijanju svog osjecaja.

Zadaci koje sami osmislimo za ucenike trebali bi im pomod¢i u razvoju tih
strategija, a, po moguénosti, i drugih metoda usporedivanja dvaju razlomaka.
Vazno je da ideje dolaze od ucenika. Ucenje o "Cetirima nacinima za usporedbu
razlomaka" bilo bi samo dodavanje Cetiriju dodatnih misterioznih pravila, te kao
takvo ne bi pomoglo ucenicima u razvoju osjecaja za brojeve.

Za razvoj tih ideja usporedbe razlomaka izaberimo parove razlomaka koji ¢e
zahtijevati koristenje razli¢itih strategija usporedivanja. Prvi dan, na primjer,
mozemo dati dva para s istim nazivnikom i jedan s istim brojnikom. Drugi dan
mozemo izabrati parove u kojima je brojnik za jedan manji od nazivnika.

Koristeéi model povrsine ili brojevnog pravca moze se pomod¢i ucenicima
koji se bore sa samostalnim zaklju¢ivanjem. Potrebno je vise se bazirati na

zakljucivanje ucenika i povezati ga s vizualnim modelima.

Primjer 4.2.6. Izaberimo 4 ili 5 razlomaka koje ucenici trebaju poredati od
najmanjeg do najveéeg. Neka za svaki otprilike procijene gdje bi se trebao nalaziti
na brojevnom pravcu koji je oznacen samo s 0 i 1. MoZemo koristiti ¢ papir kao
brojevni pravac.

Ucenici mogu usporediti svoje odgovore s drugima i objasniti kako su raspore-
dili razlomke.

Za postavljanje razlomaka na brojevni pravac ucenici sami moraju procijeniti

velicinu razlomka za njihov poredak.

Ekvivalentni razlomci

Kako znamo da je % = %? Neki su od moguéih odgovora:
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Slika 4.10: Modeli za pojasnjenje ekvivalentnosti razlomaka % i %

1. Jednaki su jer mozemo skratiti (pojednostavniti) razlomak % i dobiti %

2. Ako imamo skup od 6 predmeta i uzmemo 4, dobivamo %. No, od 6
predmeta mozemo naciniti 3 grupe, a uzeti 4 predmeta isto je sto i uzeti
. < s . 4 _ 2
dvije grupe od postojecih triju. Prema tome, g = 3.

3. Krenemo 1i s %, mozemo pomnoziti brojnik i nazivnik istim brojem te

dobiti rezultat %, pa su ti razlomci jednaki.

4. Ako imamo Cetverokut prerezan u tri dijela, a osjenc¢amo 2, to ¢ini osjenca-
nim % Ako prerezemo sva 3 dijela po pola, to ée znaciti da su mu 4 dijela

osjencana, a ukupno ih je 6. To je %, pa vrijedi jednakost.

Svaki je od tih odgovora tocan. Odgovori 2 i 4 konceptualni su, iako ne
toliko ucinkoviti. Odgovori s postupkom, poput 1 i 3, ucinkoviti su, ali ne
nude konceptualno razumijevanje. Svi ucenici bi u dogledno vrijeme trebali biti
sposobni napisati ekvivalentan razlomak za zadani razlomak. U isto vrijeme,
postupak ne bi trebao biti poucavan niti koristen dok ucenici ne budu razumjeli
Sto rezultat znaci. Treba uzeti u obzir koliko se razli¢itima cine koncept i

postupak.

Koncept: dva su razlomka ekvivalentna ako su reprezentacija iste kolicine

(kvantitete), tj. ako su isti broj.

Postupak: da bismo dobili ekvivalentan razlomak, treba pomnoziti (ili podi-
jeliti) gornji i donji broj s istim brojem, razli¢itim od nule.

Ako je u ucionici fokus na zadacima, odnosno problemima, ucenici mogu

shvatiti ekvivalentne razlomke i razviti konceptualno bazirane algoritme.

99



4.2.4 Racunanje s razlomcima

Vazno je biti sposoban racunati s razlomcima, prvenstveno u svrhu davanja
procjena i za razumijevanje racunanja u algebri, mjerenju i drugim matematickim
podrucjima.

Bitno je u¢enicima dati mnogo prilika za razvijanje osjec¢aja za razlomke prije
i tijekom poucavanja o zajednickim nazivnicima i drugim racunskim postupcima.
Ima smisla odgoditi ra¢unanje i rad na konceptima ako ucenici nisu pojmovno
spremni. Paznja koja je prijevremeno usmjerena na pravila za racunanje s
razlomcima ima niz ozbiljnih nedostataka. Nijedan od algoritama ne pomaze
ucenicima razmisljati o racunskim operacijama i $to one znace. Kada ucenici
slijede postupak koji ne razumiju, nemaju nacin za procjenjivanje svojih rezultata
kako bi vidjeli imaju li oni smisla.

Nadalje, savladavanje se slabo shvaéenog algoritma u kratkom roku brzo
izgubi. Kada se izmijesaju, razli¢iti postupci za svaku ra¢unsku operaciju uskoro
postanu besmislena zbrka. Ucenici pitaju: "Trebam li zajednicki nazivnik ili
samo zbrajam ili mnozim donje brojeve?" "Koji broj zamjenjujemo, prvi ili
drugi?" Kada su brojevi u zadatku neznatno promijenjeni, na primjer, pojavljuju
se mjeSoviti brojevi, ucenici misle da se algoritam ne moze primjeniti.

Najvise paznje u radu s razlomcima i decimalnim brojevima trebalo bi posve-
titi razvoju smisla za brojeve i neformalnim pristupima zbrajanju i oduzimanju.
Ucenici bi trebali prosiriti svoje vjestine kako bi ukljucili sve ra¢unske operacije
s razlomcima, decimalnim brojevima i postotcima.

Prilikom poucavanja racunskih operacija s razlomcima treba odgoditi ucenje
algoritamskih postupaka dok ne postane jasno da su ucenici spremni. Ucenici
mogu postati dovoljno vjesti koristenjem neformalnih metoda koje su "izmislili",
a koje razumiju. Sljede¢e smjernice trebaju se imati na umu kada se razvijaju

strategije za racunanje s razlomcima:

1. Poceti s jednostavnim kontekstualnim zadacima. Ono Sto zZelimo jest
kontekst, kako za znacenje racunske operacije tako i za razlomke koji su u

to ukljuceni.

2. Povezati znacenje ra¢unanja s razlomcima s ra¢unanjem s prirodnim broje-
vima. Kako bi ucenici shvatili sto bi 2% . % moglo znaciti, dobro je krenuti
od pitanja "Sto znad¢i 2 - 37", polako prelazeéi na mnozenje razlomka s
razlomkom. Poimanja su svake operacije ista, a korist se moze dobiti
povezivanjem s racunskim operacijama s prirodnim brojevima, eksplicitno

raspravljajuéi o tome Sto je slicno i sto je razlicito.
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3. Dozvolimo da procjenjivanje i neformalne metode igraju veliku ukogu
u razvoju strategija. "Treba li 2% . % biti vise ili manje od 17 Vise ili
manje od 27 Procjenjivanje zadrzava fokus na znacenju brojeva i racunskih
operacija, poti¢e promisljanje i pomaze izgraditi neformalan smisao za
brojeve s razlomcima. Mozemo li objasniti dobivanje istog rezultata bez
koristenja standardnog algoritma? Jedan je od nacina primijeniti nacelo
distributivnosti, dijeljenjem mjesovitog broja i mnozenjem obaju dijelova s

l.91 1 o9, 1,1 1
1'22 4*2 4+2 4

4. Istrazimo svaku od racunskih operacija uz pomo¢ primjera. Koristimo
razli¢ite primjere. Neka ucenici opravdaju svoja rjesenja koristenjem
primjera, ukljucujuéi i jednostavne vlastite crteze. Ideje ¢e pomodéi djeci
nauciti razmisljati o razlomcima i racunskim operacijama, pridonijeti
misaonim metodama i osigurati koristan temelj jednom kada dodu do

standardnih algoritama.

Razvoj bi osjetaja za razlomke svakako trebao ukljucivati procjenjivanje
zbroja razlomaka i njihovih razlika, ¢ak prije nego Sto se uvedu strategije
racunanja. Sljedeé¢a aktivnost moze se redovito izvoditi kao kratka uvodna

aktivnost za cijeli razred za bilo koju lekciju o razlomcima.

Primjer 4.2.7. Ucenicima kaZemo kako ce procjenjivati zbroj ili razliku dvaju
razlomaka. Trebaju odluciti samo je li tocno rjesenje mangje ili veée od 1. Preko
projektora, ne duZe od otprilike deset sekundi, pokaZemo zadatak zbrajanja ili
oduzimanja razlomaka koji ukljucuje dva razlomka. Ucenici na papiru pisu svoj
odgovor. Rijesimo nekoliko zadataka u nizu. Tada se vratimo na svaki zadatak i

raspravimo o procjeni za koju su se ucenici odlucili.

Aktivnost opisana u Primjeru[4.2.7] uvod je za sloZenije zadatke. Kada su

ucenici spremni za tezi izazov, mozemo odabrati iz sljedeéih varijacija:

o Koristimo konacan rezultat koji je drugaciji od 1. Na primjer, ucenici

trebaju procijeniti hoée li rezultat biti veéi ili manji od 3,1%,2 li 3.

e Odaberimo i razlomke manje od 1 i razlomke veée od 1. Neka ucenici

procjenjuju najblizu cjelobrojnu vrijednost.

U raspravama koje ¢e uslijediti nakon tih vjezbi procjenjivanja, pitajmo ucéenike
misle li kako je toéan odgovor vedi ili manji od procjene koju su dali. U veéini

slucajeva ucenicke procjene ne bi trebale biti mnogo vece, odnosno manje od

N NI

u usporedbi s tocnim zbrojem ili razlikom. Na primjer, zadatak poput % +
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trebao bi se rijesiti napamet s lako¢om jer ucenici mogu zamisliti % i i ili mogu
koristiti strategije rastavljanja, kao sto je % = % + i.

Kako biste procijenili rjesenje zadatka 3% : 2%? Koristedi tehniku procje-
njivanja u kojoj zaokruzujete jedan faktor na visi, a drugi na nizi broj, taj
rezultat moze se procijeniti kao 4 - 2. Ta jednostavna procjena moze biti sve
Sto je potrebno u stvarnom okruzenju. Takoder je dovoljno dobra za pomoé
ucenicima pri utvrdivanju je li rjeSenje koje su izracunali u odgovaraju¢em okviru.
U stvarnom svijetu postoje mnogi slucajevi kada treba pomnoziti razlomke s
prirodnim brojevima, a misaone su procjene ili cak toc¢na rjesenja prili¢no korisni.
Na primjer, ¢itamo o povec¢anju od % u prinosu psenice.

Takoder, razlomci su odli¢na zamjena za postotke. Kako bismo dobili procjenu
koliko je 60% od 36.69 kuna, korisno je razmisljati o 60% kao o g ili kao malo
manje od %

Razumijevanje dijeljenja moze se znacajno poduprijeti koriStenjem procjenji-
vanja. Promotrite zadatak 12 : 4. To moze znagciti "Koliko mnogo puta 4 ide u
127" Sli¢no tomu, 12 : i znaci "Koliko mnogo puta jedna Cetvrtina ide u 127".
S tom osnovnom idejom na umu, ucenici bi trebali biti u stanju procjenjivati
zadatke poput 4% : % Zahtijevajmo od ucenika da prvo koriste rije¢i kako bi
opisali sto zahtijevaju te jednadzbe (npr. koliko je polovina u 4%), $to im moze
pomodi razmisljati o znacenju dijeljenja i onda u procjenjivanju.

Kao i u drugim racunskim operacijama, koristenje konteksta vazno je u

procjenjivanju s dijeljenjem, kako je ilustrirano iduéim primjerom.

Primjer 4.2.8. Imamo pet dugackih sendvica. Porcija je za jednu osobu %

sendvica. Koliko e otprilike ljudi dobiti cijelu porciju?”

Zbrajanje i oduzimanje

Model koji moze pomodéi pri koriStenju osmisljenih strategija za zbrajanje ili
oduzimanje razlomaka jest brojevni pravac. Jedna je od prednosti brojevnog
pravca je da se moze povezati s ravnalom, Sto je poznati kontekst za istrazivanje
zbrajanja i oduzimanja razlomaka. Brojevni je pravac takoder zahtjevniji model
od modela kruga zato $to zahtijeva ne samo da ucenici razumiju % kao 3 od 4
nego takoder i kao vrijednost izmedu 0 i 1. Koristenje brojevnog pravca moze
osnaziti ucenicko razumijevanje.

Dodavanje konteksta takoder moze poduprijeti ucenicko koristenje osmisljenih
strategija. Na primjer, jedan bi kontekst mogao biti: Marko tréi 2% km dnevno.

Ako je upravo proSao oznaku za li km, koliko daleko jos mora i¢i? Ucenici bi
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mogli prvo oduzeti prirodne brojeve kako bi dobili 1% — %, a onda znati da je
11

5 — 7 jednako i, ili bi mozda radije promijenili % u %.

Uz drugaciji bi kontekst price mogle biti drugacije. Na primjer, Marko je na
oznaci 2%, a Ivan je na oznaci 1%. Koliko daleko mora i¢i Ivan kako bi dostigao
Marka? U tom sluc¢aju, ucenici bi mogli koristiti strategiju pribrajanja tako da
opaze kako su potrebne % kako bi dosli do 2, a zatim jos % dodana na % daje 1%.
Stovise, ucenici mogu odjeljivati strategije i prikazivati ih na brojevnom praveu,
pa ¢e postati fleksibilniji u odabiru kako zbrojiti ili oduzeti razlomke. Kao i s
prirodnim brojevima, osmisljene su strategije katkad najbolje i najuc¢inkovitije,
ali katkad brojevi ne dozvoljavaju koristenje misaonih strategija, stoga u tom

slucaju algoritam moze biti jako koristan.

Ucitelji ¢esto kazu ucenicima: "Kako biste zbrajali ili oduzimali razlomke,
prvo morate odrediti zajednicke nazivnike." Objasnjenje obi¢no ide na iduéi
nacin: "Na kraju krajeva, ne mozete zbrajati kruske i jabuke." Ta je izjava u
svojoj srzi netoc¢na. Toc¢na bi izjava mogla biti "Kako biste koristili standardni
algoritam za zbrajanje i oduzimanje razlomaka, prvo morate odrediti zajednicke
nazivnike." Tada je objasnjenje "Algoritam je osmisljen kako bi funkcionirao
samo sa zajednickim nazivnicima jer se temelji na ideji dodavanja dijelova koji su
jednake veli¢ine." Koristenjem ¢e vlastitih osmisljenih strategija ucenici vidjeti
kako se mogu prona¢i mnoga tocna rjeSenja bez da se ikada pronade zajednicki
nazivnik. Rad na nacinima na koje se dijelovi razlomaka odnose jedni prema
drugima c¢esto dovodi do rjesenja bez zajednickih nazivnika. Na primjer, polovine,
éetvrtine i osmine lagano se povezuju, dok je, na primjer, razlika izmedu treéine

i éetvrtine dvanaestina.

Kao sto smo i spomenuli, brojevni je pravac takoder alat koji se moze
koristiti napamet kako bi se zbrajalo i oduzimalo bez pronalazenja zajednickog
nazivnika. Ucenici umjesto toga mogu zapoceti s pronalazenjem jednog razlomka

na brojevnom pravcu, a tada se prebaciti na vrijednost drugog razlomka.

Ucenici mogu izgradivati vlastite osmisljene strategije i znanja o izjednaca-
vanju kako bi razvili pristup zajednickog nazivnika za zbrajanje i oduzimanje
razlomaka. Ako ucenici imaju dobre temelje s razlomackim konceptima, trebali

bi biti u mogucnosti zbrajati i oduzimati razlomke jednakih nazivnika.

Ucenicima koji nisu dovoljno sigurni u rjesavanju zadataka kao sto su %4—% ili
3% - 1% mogu nedostajati razlomacki koncepti i trebaju vise iskustva u koristenju
modela. Ideja da se gornji broj zbraja a donji broj govori Sto se zbraja, ¢ini
zbrajanje i oduzimanje s jednakim razlomcima istima kao zbrajanje i oduzimanje

prirodnih brojeva. No, kada se radi na zbrajanju s jednakim nazivnicima vazno
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je biti siguran da su se ucenici usredotocili na kljuénu ideju - cjeline su jednake,
stoga se mogu kombinirati.

Kako bi zapoceli sa zbrajanjem ili oduzimanjem razlomaka s razli¢itim
nazivnicima, najbolje je promotriti zadatak poput % + %, gdje treba promijeniti
samo jedan razlomak. Dopustite ucenicima da koriste bilo koju metodu. Dok
ucenici objasnjavaju kako su ga rijesili, netko ¢e vrlo vjerojatno objasniti da

je i jednaka %. Napisimo oba zadatka na plo¢u kako bismo pokazali pocCetni
2
8
isti zadatak? Zasto bismo Zeljeli promijeniti %?" Neka ucenici koriste prikaze ili

zadatak i zadatak ponovno napisan s £ umjesto i. Pitajmo ucenike: "Je li ovo

crteze kako bi objasnili zasto originalan zadatak i izmijenjen zadatak trebaju
imati jednako rjesenje.

5
8

1

| o
w0l

4

Slika 4.11: Suma razlomaka g i i.

Zatim pokusajmo s nekim primjerima gdje se oba razlomka trebaju promijeniti
- na primjer, % + i. Trebali bismo potaknuti uc¢enike na rjesavanje tih zadataka
bez koristenja prikaza ili crteza, ukoliko je moguée. Predlozimo (nemojmo
zahtijevati) da bi koriStenje jednakih razlomaka moglo biti jednostavniji nacin
nego crtez. U raspravi o ucenickim rjesenjima dobro je usmjeriti paznju na
ideju ponovnog pisanja zadatka kako bi bilo lakse zbrojiti ili oduzeti brojeve.
Budimo sigurni da ucenici razumiju kako je ponovno napisani zadatak isti kao
i originalni i stoga treba imati jednako rjesenje. Ako ucenici izraze bilo kakvu
sumnju u jednaku vrijednost obaju zadatka ("Je li % + % zaista rjeSenje ovog
zadatka?"), to bi trebao biti pokazatelj kako koncept jednakih razlomaka nije
dovoljno dobro shvaéen, pa je potrebno vise iskustva koristenjem vizualnih ili
konkretnih modela.

Najcesca je greska u zbrajanju razlomaka zbrajanje i brojnika i nazivnika.
Tu pogresku ne treba direktno rjesavati nego potaknuti razrednu raspravu. Prvo
se usredoto¢imo na rjesenje. Na primjer, jednakost % + % = % ne moze vrijediti
jer je % manje od %, a treba biti vise. Kada su ucenici uvjereni da zbroj ne moze
biti %, treba ih pustiti da odluce Sto nije u redu s koristenom logikom. Moramo
procijeniti razinu u¢enickog razumijevanja. Mnogi ucenici imaju teskoc¢a u prona-

lazenju zajednickih nazivnika jer ne mogu brzo pronaci zajednicke visekratnike
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nazivnika. Najmanji se zajednicki visekratnici preferiraju jer je racunanje lakse
s manjim brojevima te je potrebno i manje pojednostavljivanja nakon zbrajanja
i oduzimanja, no bilo koji nazivnik bit ¢e dobar, bez obzira je li najmanji ili ne.
Ne trebamo zahtijevati isklju¢ivo najmanje zajednicke visekratnike, ve¢ podrzati
sve zajednicke visekratnike te ¢e u raspravama ucenici uvidjeti kako je upravo

najmanji zajednicki visekratnik najucinkovitiji.

4.3 Racunanje napamet

Racunanje napamet sposobnost je koriStenja ¢injenica i brojeva za rjesavanje
operacija bez pomagala za prebrojavanje ili olovke i papira. To je vise od auto-
matskog prisje¢anja iako je, za ucinkovito rac¢unanje, potrebno i znanje osnovnih
svojstava zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja. Od devedesetih godina
proslog stolje¢a racunanje napamet zauzima mnogo paznje u matematickom
planu i programu. Razlog su tomu istrazivanja (poput [39]) koja su pokazala da
su odrasli racunali napamet i koristili se tehnoloskim pomagalima ¢es¢e nego sto
su koristili algoritme pomoc¢u olovke i papira kako bi procijenili trazeni rezultat
ili nesto toc¢no izracunali. Materijali za ucenje razvijeni su za osnovne i srednje
skole, ali autori udzbenika nisu posvetili dovoljno paznje za nastavak razvoja
ucinkovitog racunanja napamet s cijelim brojevima, razlomcima, decimalnim

brojevima i postotcima.

Neki ucenici razviju dosta fleksibilne nacine baratanja s brojevima unato¢
nedostatku strukturiranog ucenja u uCionicama. Sposobnost uc¢enika za racuna-
nje napamet pojacano opada izmedu Sestog i sedmog razreda. Gotovo polovica
ucenika sedmog razreda jos nema razvijeno znanje o svojstvima suprotnih eleme-
nata, tesko im ide zbrajanje i oduzimanje dvoznamenkastih brojeva i mnozenje
dvoznamenkastih brojeva jednoznamenkastima. Ucenici sedmih razreda takoder
rade greske u zbrajanju i oduzimanju decimalnih brojeva s jednim decimalnim
mjestom, zbrajanju polovina i ¢etvrtina veéih od 1, oduzimanju razlomaka jed-
nakih nazivnika od 1 i trazenju polovine, ¢etvrtine ili 25% od dvoznamenkastih
ili troznamenkastih brojeva. Rezultati istrazivanja [36] takoder objagnjavaju da
se greske kod racunanja napamet kod mnogih ucenika pojavljuju radi propusta u
provodenju racunskog postupka, dok se greske s decimalama, razlomcima i pos-
totcima pojavljuju jer ucenici ne razumiju ideju. Ucenici koji koriste ucinkovite
strategije demonstrirali su razumijevanje svojstava osnovnih ra¢unskih opera-
cije (poput komutativnosti, asocijativnosti i postojanja neutralnog elementa) i
redoslijed operacija kod cijelih brojeva.
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Racunanje je napamet s razlomcima, decimalnim brojevima i postotcima
spoznajno zahtjevnije nego racunanje napamet s cijelim brojevima. Istrazivanja
[36] su pokazala da ucenici obi¢no brzo uspijevaju svladati racunanje napamet s
jednostavnim razlomcima, decimalnim brojevima s istim brojem mjesta i pozna-
tim postotcima, ali im trebaju godine za razvoj strategije za ra¢unanje postotaka
poput 90% ili 15%. Nazalost, mnogi srednjoskolski udZbenici jednostavno ne daju
ucenicima moguénost ra¢unanja napamet i razvoja potrebnih viestina. Cesto i
nastavnici ustraju u tome da ucenici vise vremena provedu u pisanju algoritama

nego u razvijanju svog smisla i svoje strategije racunanja napamet.

Postoji, medutim, mnogo prilika da se racunanje napamet ukljuci u praksu i
kljuéno je da se prilike za poucavanje i prakticiranje racunanja napamet iskoriste
kada se pojave. Na primjer, u tu je svrhu mnogo bolje, nakon sto su zadana
dva kuta u trokutu, pokusati napamet odrediti kut koji nedostaje s cijelim
razredom u obliku zajednicke aktivnosti, nego pitati ucenike da za vjezbu sami
napisu jednadzbu u biljeznicu. Kratki kvizovi znanja ¢esto ohrabruju ucenike da
racunaju napamet, pri ¢emu stjecu i kompetencijske vjestine te usporeduju svoje
sposobnosti s ostalim ucenicima, $to ¢esto moze biti motivirajuce.

Nastavne jedinice posveéene rac¢unanju napamet trebaju biti bazirane na
podjeli ucenickih strategija s ¢itavom skupinom, potvrdivanjem svacijeg misljenja
kao ucinkovitog, demonstraciji efikasnije strategije, davanju ideja drugim uceni-
cima, prepoznavanju nejedinstvenosti nac¢ina rjesavanja i ilustraciji koristenja
razli¢itih nacina ra¢unanja ovisno o danom problemu. Posebno zahvalne mogu
biti rasprave o ucinkovitosti metoda racunanja napamet prilikom obavljanja
operacija koje se odlikuju razli¢itim korisnim svojstvima koja bi ucenici mogli
usvojiti, poput mnozenja sa 101, 111 ili 999.

4.4 Mnozenje

Velik se dio ucenika visih razreda osnovne skole nije u stanju automatski prisjetiti
svojstava mnozenja. Povrh toga, mnozenje je vise od pamdéenja samih svojstava
mnozenja. Razumijevanje mnozenja, jezika koji se koristi u strukturi problema
mnozenja, njegove veze s drugim operacijama i redoslijed racunskih operacija
temeljne su ideje za mnoge druge koncepte i vjestine prisutne u skolskoj mate-
matici, poput omjera, potencija, transformacija algebarskih izraza i funkcija koje
definiraju proporcionalne odnose medu podacima. Nedostaci u razumijevanju
mnozenja kod slabijih uc¢enika vode i do slabog razumijevanja omjera, jer bit

zakljuc¢ivanja o proporcijama lezi u razumijevanju strukture mnozenja proporci-
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onalnih situacija; na primjer, 4 u odnosu na 8 treba shvatiti kao mnozenje s 2
prije negoli dodavanje 4.

Primjeri se nizova brojeva obi¢no u nastavi koriste kako bi pomogli uceni-
cima nauditi zakone mnozenja. Oni ilustriraju komutativnost, asocijativnost
i distributivnost mnozenja i pomazu ucenicima shvatiti mnozenje razlomaka
i decimalnih brojeva. Nizovi algebarskih trakica, raznobojnih pravokutnika
razlicitih dimenzija koji se mogu slagati kako bi oformili likove, mogu se koristiti
za modeliranje zakona distributivnosti ili za ilustraciju koristenja cijelih brojeva

pri ucenju algebre.

Slika 4.12: Algebarske trakice

4.4.1 Mnozenje i dijeljenje razlomaka i decimalnih brojeva

Kada koristimo racunala za istrazivanje mnozenja i dijeljenja decimalnih brojeva,
ucenici su obi¢no iznenadeni kada vide da mnozZenje s brojem manjim od 1
rezultira manjim brojem i da dijeljenjem s takvim dobijemo veé¢i broj. Ucenici
trebaju visestruke pristupe i prezentacije, poput savijanja ili rezanja papira, da
bi se stvorili linearni i kvadratni modeli za mnozenje razlomaka i decimalnih
brojeva, a kako bi uéenici shvatili odakle dolaze algoritmi i pravila. Na primjer,
da bismo napravili Sestinu od traka papira, moramo ih saviti u treé¢ine i zatim

jos prepoloviti.
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Postupak je mnozenja razlomaka najbolje uvoditi postupno, kako bi ga ucenici
mogli razumjeti i samostalno razviti odgovarajuéi algoritam. Prva ucenicka
iskustva u mnozenju razlomaka trebala bi ukljuc¢ivati odredivanje pojedinih
dijelova prirodnih brojeva, poput odredivanja % broja 35 ili % broja 24. Potrebno
zakljucivanje dovelo bi do rasprave o tome Sto mnozenje razlomaka predstavlja,

a moze se kvalitetno ukljuciti i primjer poput iduceg.

Primjer 4.4.1. Marko ima 15 igracaka automobila, od kojih su % crveni. Koliko
crvenih automobila ima Marko?

Ucenici cée obicno taj zadatak rjesavati tako da 15 podijele w tri jednake
skupine, a zatim broj automobila u pojedinoj skupini pomnoZiti s 2. Zapisan u

koracima, racun glasi (15 : 3) - 2.
Nesto je drugaciji iduéi primjer.

Primjer 4.4.2. Luka je napunio 5 casa s % litre soka u svakoj casi. Koliko je
soka Luka koristio?

Primijetimo kako ta situacija glasi "5 skupina po % " umgesto "% od skupine od
5" Iako svojstvo komutativnosti znaci da se poredak tih brojeva moZe zamijeniti,
vazno je da ucenici razumiju primjere kao prikaze razlicitih znacenja. Taj zadatak
mozZe se i jednostavno rijesiti strategijom pribrajanja, tj. koristenjem mnoZenja
kao skracenog zbrajanja: % + % + % + % + % = %.

Spomenute ideje mogu se odmah prosiriti principom cjeline bez dijeljenja,
u kojem je naglasak na ukupnom broju dijelova cjelina, gdje veli¢ina dijelova
odreduje njihov broj. Ilustrirajmo taj princip na idu¢em primjeru.

Primjer 4.4.3. Ako vam je ostalo % pizze i % ostatka date bratu, koliki ée dio
Citave pizze on dobiti?
U toj situaciji treba odrediti % od tri dijela te se ciljano treba dijeliti upravo

broj dijelova kojima se raspolaze.

Zadaci postaju zahtjevniji kada se dijelovi prikazani jednim razlomkom
moraju dodatno podijeliti u manje dijelove cjeline. U toj situaciji znacajnu
ulogu igraju koncept zbrajanja koli¢ine dijelova, prikazan brojnicima, te koncept
odredivanja dijelova koji se broje, prikazan nazivnicima. KoriStenje papirnatih
traka i njihovo dijeljenje ucinkovit je nacin za rjesavanje zadataka s mnozenjem,
pogotov kada oni zahtijevaju i dodatnu podjelu. Prikazimo na primjerima kako

se pomocu traka moze imitirati dodatno dijeljenje dijelova cjeline.

Primjer 4.4.4. Dvoje djece dan nakon rodendana treba ravnopravno podijeliti

preostale % cokolade. Koliki ée dio pocetne cokolade dobiti svako dijete?
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Slika 4.13: Model za pojasnjenje umnoska razlomaka % i %.

S obzirom da treba odrediti polovicu od %, trebamo izracunati cemu je jednako
% . % Kako bismo odredili dijelove koji se broje, najprije je potrebno podijeliti %

u polovine, ¢ime dobivamo 1%. Kako je broj u brojniku, koji prikazuje kolicinu

dijelova, sada paran, odmah se vidi i da je polovina ukupne kolicine dijelova

jednaka 13—0. Naravno, u takvom je slucaju moguce i jednostavno primijetiti kako

jel%—l—l—?’o:%, tj. kakojeZ-l%zg, tadajei%z%-%.
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Slika 4.14: Model za pojasnjenje umnoska razlomaka % i %

Primjer 4.4.5. Jakov je morao pokositi % travnjaka. Ako je nakon rucka obavio
% tog posla, koliki je dio citavog travnjaka pokosio nakon rucka?

Kako treba pronaci cetvrtine dijela izrazZenog u obliku % ¢itavog travnjaka,
najprije je potrebno % podijeliti u cetvrtine te zatim odrediti 3 takva dijela, tj.
% . % = % = %, kako je prikazano na Slz’ci.

Modeli podrucja za prikaz mnoZenja razlomaka takoder imaju nekoliko pred-
nosti. Mogu se jednostavno koristiti u zadacima gdje dodatno dijeljenje postaje
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Dijeljenje dviju trecina u Cetvrtine.

ENES
°
a
wl o

Slika 4.15: Model za pojasnjenje umnoska razlomaka % i %

zamorno, nude lijepo vizualno pomagalo za prikaz odnosa veli¢ine rezultata i fak-
tora te predstavljaju dobar prikaz za povezivanje sa standardnim postupkom za
mnozenje razlomaka. Primjerice, trazimo li % . %,

podrucje podijeliti horizontalnim linijama u pet dijelova, a vertikalnim linijama

tj. % od %, mozemo pravokutno

u 4 dijela. Trazeni ¢emo rezultat dobiti prebrojimo li dijelove omedene s prvim
trima vertikalnim i prvim trima horizontalnim linijama, dok se u nazivniku

nalazi ukupan broj dijelova, kako je prikazano na Slici

Slika 4.16: Model za pojasnjenje umnoska razlomaka g i %.

Kada ucenici raspolazu s dovoljno iskustva u koristenju prikaza mnozenja,

pocet ¢e opazati i obrazac. Tada ih se moze traziti da rijese i primjere poput

5.1 3. 1:1_9

2 £ 13 75- Mogu se i postavljati pitanja o veliCini nazivnika u pojedinom

6 2245
produktu, moze li se neki zakljucak primijeniti i u ostalim zadacima te mogu li
naci obrazac prema kojem se moze odrediti brojnik. Ne smijemo se zaboraviti
usredotociti i na znacenje mnozenja te je od ucenika potrebno traziti i procjenu
iznosa konac¢nog rjesenja te obrazlozenje svoje procjene. Na primjer, u prvom bi

produktu ucenici trebali primijetiti kako ¢e rezultat biti nesto manji od %, jer je

5

¢ nesto manje od 1.
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Dok ucenici istrazuju mnozenje razlomaka, bilo bi dobro ukljucivati i zadatke

3.
4

takvi zadaci mogu se rjesavati i svodenjem mjeSovitog broja na razlomak te

u kojima je neki od faktora mjesoviti broj, poput produkta 2%. Naravno,
standardnim mnozenjem razlomaka, ali moze se koristiti, te time i vjezbati,
svojstvo distributivnosti. Vazno je i da ucenici razumiju kako je 2% =2+ %,
stoga bi mogli pomnoziti % 221 % . % te zbrojiti rezultate. Ukoliko bi oba faktora
bili mjesoviti brojevi, na taj bi nacin dobili ¢etiri djelomic¢na rjesenja koja bi
potom zbrojili.

Da bi izveli postupak za mnozenje decimalnih brojeva, trebali bismo nauciti

ucenike procjenjivati i provjeravati rjesenja koristeé¢i probleme poput iduéeg.

Primjer 4.4.6. Decimalna tocka ne radi na racunalu. Gdje ju treba staviti u
ovim rjesenjima?
534.6 - 0.545 = 291357,

49.05 - 6.044 = 2964582.

Dijeljenje je obi¢no u osnovnoj skoli ucenicima predstavljeno kao trazenje
iznosa dijela manjeg od zadane cjeline. No ucenici takoder moraju razumjeti i
mjerno znacenje dijeljenja, tj. trazenje broja skupina koje nastaju odredenom po-
djelom. U suprotnom bi ucenici mogli imati poteskoce u dijeljenju s razlomcima,
na primjer, razumjeti sto znaci 9 : i.

Kada ucenici rjesavaju probleme dijeljenja razlomaka koji su smjesteni u
odgovarajuci kontekst, problemu je dan smisao i u¢enici mogu generirati strategiju
za njegovo rjesavanje. Kontekst predlaze odredene interpretacije, a time i
strategije i razloge za rjesavanje problema. Sposobni ucenici mogu otkriti
strategiju za pronalaZenje cjeline danog dijela (to jest, pronalazenje mjerne
jedinice) ili za pronalaZenje nestalog faktora koriste¢i model dijeljenja koji

omogucava smislenost dijeljenja razlomaka.

Primjer 4.4.7. Navedimo neke od mogucih stavljanja problema s razlomcima u

odgovarajuci kontekst:

Zamijeniti djelitelja njegovim reciproé¢nim razlomkom i pomnoziti ih pred-
stavlja jedno od najtajanstvenijih pravila osnovnogkolske matematike. Zelimo
izbjedi tu tajanstvenost te propitivati dijeljenje razlomaka iz poznatije perspek-
tive. Pri tome treba potaknuti ucenike da istraze i zadatke mjerenja i zadatke
rasc¢lanjivanja.

Precesto se o zadacima rasélanjivanja misli strogo kao o zadacima dijeljenja,
npr. 24 jabuke trebaju se podijeliti izmedu 4 prijatelja, koliko ¢e ih dobiti svaki
prijatelj? Pretvoriti cjelokupan iznos u oblik razlomka u kojem je djelitelj cijeli

71



Mjerenje Mjerna jedinica Nestali faktor
Kontekst Ako trebam % case Ako mi treba % sata Ako imam %mQ
brasna za napraviti za bojanje 2% vrata, | materijala i duljina
kola¢, a imam 2% koliko vrata mogu | je jedne strane %m,
¢ase brasna, koliko obojiti za 1 sat? kolika je duljina
kolaca mogu napraviti? druge strane?
Pitanje Kolika puta % % : 2% =1:0 % -O0= %
ili stanu u 2%7
izraz

Tablica 4.2: Primjeri problema prilikom ra¢unanja s razlomcima.

broj i nije velik pomak, no dok radimo s tim zadacima, opazamo da odgovaramo
na pitanje "Koliko odredene koli¢ine trebamo za jednu cjelinu?"

Ukoliko, na primjer, trebamo podijeliti 5% metara zice na Cetiri jednaka
dijela, primijetimo kako imamo za podijeliti ukupno ? metara zice, odnosno %
metara zice za svaki dio. Sli¢no tomu, trebamo li 1i metara zice podijeliti na tri

15
12

a zatim samo ponovimo nazivnik koji nam je omoguéio da brojnik bude djeljiv s

jednaka dijela, gledamo koliko ¢e puta 3 i¢i najprije u brojnik razlomka % =

3 te dobivamo iznos od 15—2 metara zice za svaki dio.
Koncept se dijeljenja naizgled rusi kada je djelitelj razlomak. No, pomaze
imati na umu da je za zadatke rasclanjivanja i omjera klju¢no pitanje "Koliko

mnogo je jedna cjelina?" Pogledajmo tu situaciju na sljede¢em primjeru.

Primjer 4.4.8. Ivana je kupila 3% kg rajcica za 17 kn. Kolika je cijena jednog
kilograma rajéice?

U3% jest ukupno 10 treéina. Znamo da su u jednom kilogramu (tj. jednoj
cjelini) 3 tredine, stoga najprije trebamo dodi do cijene jedne treéine kilograma
rajcice, koju dobivamo dijeljenjem ukupne cijene s 10, sto iznosi 1.7 kn. Sada je

cijena jednog kilograma 3 - 1.7 = 5.1 kn.

Interpretacija se mjerenjem takoder naziva i uzastopno oduzimanje. U tom
se slucaju ista skupina uzastopno oduzima od ukupnog iznosa. Na primjer, ako
imate 11 litara vode, koliko boca zapremine 3 litre mozemo napuniti? Primijetimo
kako to nije slucaj dijeljenja nego vise situacija jednakog oduzimanja. Bududi da
je to koncept dijeljenja koji se gotovo uvijek nalazi u udzbenicima i koristit ¢e se
kako bi se razvio algoritam za dijeljenje razlomaka, vazno je da ucenici istraze

tu ideju u situacijama s kontekstom.
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Ucenici razumiju primjere poput: ako imamo 6 litara sladoleda, a svakom
gostu posluzite % litre sladoleda, koliko ¢e gostiju dobiti sladoled? Ucenici obi¢no
crtaju slike Sest jedinica podijeljenih na cetvrtine i broje koliko mnogo porcija
od % mogu dobiti. Primijetimo kako je osnovno pitanje ovdje koliko se mnogo
cjelina od % nalazi u cjelini od 6. Teskoca se nalazi u shvaéanju tog postupka
6: %, a taj ¢e dio zahtijevati jasno vodstvo nastavnika. Jedan od prijedloga jest
usporediti zadatak s primjerom koji ukljucuje prirodne brojeve (6 litara, 2 litre
po gostu) i napraviti usporedbu.

Ucenike osobito moze zbuniti interpretacija dijeljenja u kojoj rezultat nije
prirodan broj. Pretpostavimo da imamo situaciju u kojoj treba 4 podijeliti s
%, $to mozemo ilustrirati kao da punimo spremnike zapremine % litre, a na
raspolaganju imamo 4 litre tekué¢ine. Kako se u 4 cijela nalazi 16 Cetvrtina,
mozemo napuniti 5 spremnika te nam jos preostaje i litre. Za citav su nam
spremnik potrebne % litre pa s preostalih i litre mozemo napuniti treéinu

spremnika. Prema tome,

3 1 16
4: - =5-=—.
4 3 3
Sli¢no tomu, mozemo se pitati koliko je 2% : %, tj. koliko se tre¢ina nalazi u g

Kako bismo lakse uspostavili odnos medu ovim veli¢inama, mozemo prije¢i na
zajednicki nazivnik te se pitati koliko se puta % nalazi u %. Ocito ih se nalazi 7

T . . 2 > .
te nam preostaje jos g, Sto je polovina od g pa konacno imamo

L1152 11

2 3 6 6 2 2
Prelaskom su na zajednicki nazivnik i djeljenik (zadana koli¢ina) i djelitelj
izrazeni istim tipom razlomackih dijelova, $to rezultira zadatkom s dijeljenjem
prirodnih brojeva. Taj pristup se naziva metoda zajednicke cjeline te ucenicima
moze biti od pomodéi pri razumijevanju rezultata dijeljenja razlomaka. Na taj
nacin dobivamo i jedan algoritam za mmnozenje razlomaka - prvo treba pronadi
zajednicke nazivnike, a zatim podijeliti brojnike.

S druge strane, zamijeniti je djelitelja recipro¢nim razlomkom i mnoziti
mozda jedan od najteze shvacenih postupaka. Osiguravanje niza zadataka i
omogucavanje ucenicima trazenje uzoraka u svom pronalazenju rjesenja moze im
pomodi otkriti algoritam. Na primjer, razmotrimo ovakav niz u kojem je djelitelj
razlomak:

1 1 1 1

1:-,5:-,6:—-,8:—.
5’5 476 3’8 5

U prvom od primjera mozemo krenuti s elementarnom situacijom u kojoj treba
prepoznati kako se u jednom cijelom nalazi ukupno pet petina. Primjere mozemo

povezati s pakiranjima, npr. koliko se paketa od % kilograma brasna moze dobiti
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od 8 kilograma brasna. Tijekom rjesavanja tih zadataka ucenici bi trebali uociti
da uvijek mnoze s nazivnikom te bi mogli rezimirati na sljede¢i nacin: "Ako
dobijem 5 paketa od jednog kilograma, od 8 ih dobijem 5 -8 = 40."

Odmah nakon toga moze se prijeéi na niz primjera u kojima su djelitelji

razlomci s brojnicima razli¢itim od 1:

28'25'
7'57 .

6:
T3

ot W

=]
| =

b

[SVR )

8,
=X

Ucenici trebaju rjesenja usporediti s odgovarajué¢im zadacima u prethodnom
nizu. Primjerice, ako % grupiramo u parove (jer dijelimo s %)7 imat ¢emo Cetiri
takva para. Prema tome, dijelimo li jednake koli¢ine, koje su iskazane jednakim
nazivnicima, treba podijeliti brojnike koji izrazavaju broj tih koli¢ina. Sli¢no
tomu, ako u 8 ima 40 petina i sada ih grupiramo u parove (jer dijelimo s %),
takvih éemo parova imati dvostruko manje, tj. 20. Izrazeno u paketima, ukoliko
je paket dvostruko veéi, imat ¢emo ih dvostruko manje pa treba podijeliti s 2, s
brojnikom. Sli¢no, dijelimo li s %, nakon s$to odredimo broj Cetvrtina, grupirat
¢emo ih u skupine po 3, sto znac¢i da moramo podijeliti s 3. U posljednjem
od primjera moze se ponovno primijetiti da dijelimo jednake koli¢ine te treba
podijeliti brojnike pri ¢emu jednu veli¢inu sada dijelimo na tri jednaka dijela.
Dani primjeri predstavljaju mjerenja jer je poznata veli¢ina skupine (pa-
kiranja), no ne i broj skupina. KoriStenjem podjele primjeri mogu prikladno

ilustrirati standardni algoritam. Promotrimo iduéi primjer.

Primjer 4.4.9. Ako 1% naranca ¢ing % porcije, odredite kolika je jedna porcija
naranci.
Najprije mnozZimo 1% = % s 5 (s nazivnikom) kako bismo dobili veli¢inu

triju porcija, a zatim dijelimo s 3 (s brojnikom) kako bismo dobili velicinu jedne

1 3 3 5
| 13 ==
2 5 (2 5) 3 2

Prema tome, jedna porcija sastoji se od g naranci.

porcije, tj.

Bilo da se radi o mjerenju ili o ras¢lanjujucoj interpretaciji dijeljenja, nazivnik
nas vodi do saznanja koliko mnogo petina, osmina ili Sestina imamo, a brojnik
nam govori veli¢inu skupine, tako da ih grupiramo s obzirom na to koliko ih
je mnogo u skupini, tj. s obzirom na to koliki je brojnik. Prema tome, ovaj
postupak znaci da mnozimo s nazivnikom, a dijelimo s brojnikom, s$to je upravo
postupak za dijeljenje razlomaka kakav se uci i u skoli, no koji predstavlja mnogo

vise od samog mnozenja s recipro¢nim razlomkom.
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4.4.2 Omjeri i postoci

Ucenje omjera podrazumijeva trazenje smisla u kvantitativnim odnosima i uspo-
redivanje vrijednosti ¢iji je odnos dan nekim produktom. Omjeri se koriste u
mnogim stvarnim situacijama te podupiru i spajaju mnoge matematicke ideje u
osnovnoj i srednjoj skoli. Ucenje omjera i postotaka daje velike moguénosti za
angaziranje ucenika u zadacima stavljenim u odgovarajuci kontekst i u rjesavanju
problema.

Ucenici ¢ine greske prilikom rada s omjerima kada ne prepoznaju multiplika-
tivni odnos i koriste zbrajanje ili oduzimanje, ili kada neto¢no primjene algoritam.
Interpretiranje zadataka zadanih rijeCima takoder moze biti tesko za ucenike, jer
moraju shvatiti smisao problema, a ne samo primijeniti proceduru. Iako problemi
mogu imati slicna strukturalna obiljezja, potrebna je oprezna interpretacija da

bi se razabrala razlika izmedu multiplikativnih i aditivnih odnosa.

Primjer 4.4.10. Navedimo primjere zadavanja zadataka u kojima su omjeri

dani multiplikativno, odnosno aditivno.

1. U trgovini cetiri paketa olovaka kostaju 8 kn. Ucitelj Zeli kupiti paket za

svakog ucenika. Potrebna su mu 24 paketa. Koliko ée ih platiti?

2. Danas Borna puni dvije godine, a Sara puni 6 godina. Kada Borna napuni

12 godina, koliko ée godina imali Sara?

Ucitelji moraju naglasavati strukturu mnozenja u omjerima, sto neki udzbenici
zanemaruju kada definiraju i daju primjere omjera. Postoje tri tipa omjera koji

se mogu poucavati:
1. usporedivanje dvaju dijelova cjeline (omjer djecaka i djevojcica u razredu),
2. usporedivanje brzine ili gustoée (kilometri po satu) i
3. koristenje faktora mijenjanja veli¢ine.

Postotak je poseban tip omjera i obi¢no se u osnovnoj skoli predstavlja kao
poseban razlomak, gdje se koriste tekstualni zadaci da bi se pokazalo njegovo
znacenje i da bi se primijenila procedura za pretvaranje iz razlomaka i decimalnih
brojeva u postotke i obratno. Pretvaranje je postotaka u razlomke ili decimalne
brojeve ucenicima tesko jer mnogi od njih misle da su postotci manji od 1 i mogu
biti samo stotinke. Poucavanju postotaka trebali bismo pristupiti vizualnim
materijalima, ukljucujuéi zadatke procjena i koristenje problemskih zadataka
stavljenih u ucéenicima poznat kontekst, gdje se oni mogu angazirati. Ucenici

koji ve¢ imaju razvijene vjestine rada s razlomcima upoznati su s postupkom
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koji se moze koristiti da bi se rijesio problem s postocima. Treba ih ohrabriti da
automatski rade pretvorbu iz postotaka u razlomke i decimalne brojeve.

U udzbenicima je procjena postotka nekog iznosa ¢esto prezentirana kao
procedura ucenja i paméenja, umjesto da je glavna svrha nad¢i smisao i naciniti
veze izmedu razlomaka i postotaka. Svi bi ucenici trebali moéi napamet racunati
jednostavne procjene postotaka, poput onih prikazanih u Tablici a sposobniji
bi ucenici trebali biti ohrabreni za razvijanje mentalnih strategija za racunanje

napamet teZih postotaka, poput 11% i 15%.

Pisani algoritam Racunanje napamet | Racunanje pomocu
(tipi¢an primjer iz udzbenika) kalkulatora
20% od 35 20% od 35 20% od 35
_ 20 35 _ 1 _
__ 20 7 _ _
=% 1 =7 =7
1.7
11
-7
-1
=7

Tablica 4.3: Procedure za racunanje postotka.

Omjeri i postoci vazni su u strukovnim skolama, na primjer, u poslovnoj ili

gospodarskoj matematici.

4.4.3 Racunanje s potencijama

Opetovano ponavljanje mnozenja istog faktora poznato je kao potenciranje broja,
na primjer, 2-2-2-2-2 isto je $to i 2°. Prema tome, o¢ito su vje$tine mnozenja
kljuéne za razvijanje intuitivnog razumijevanja rada s potencijama. Koristenje i
razumijevanje funkcije potenciranja i njoj inverzne funkcije korjenovanja vazno
je za rjesavanje niza problema u mjerenjima i geometriji. Takoder, nizovi
brojeva koji su stvoreni ponavljanjem mnozenja imaju mnoge stvarne primjene
kojima se njihov odnos moze opisati. Ucenici susre¢u ideje potenciranja kada
istrazuju svojstva mnozenja predstavljena u nizovima kvadrata ili prilikom obrade

volumena kocke. Izrazi su u kojima se pojavljuju potencije vece od tri ucenicima
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¢esto apstraktni te upravo rjesavanje problema na temelju problema potenciranja

daje u€enicima moguénost istrazivanja takve potencije.

Primjer 4.4.11. Tetka Juliska ponudila je dZeparac mecakinji za iducih pet

godina. Ona moze odabrati jedan od sljedecih scenarija:
e 500 kn u prvoj godini te dodatnih 100 kn u svakoj sljedecoj godini,
e 100 kn u prvoj godini, zatim za pola od toga vise u svakoj sljedecoj godini,
e 20 kn u prvoj godini i onda dvostruko vise svake sljedece godine.

Koju bi ponudu trebala uzeti? Sto ako se ponuda produzi na 10 godina?

Na tom se primjeru ucenicima moZe razjasniti operacija ponavljanja mnoZenja.
Oni mogu sami uociti da ée se mnecakinji za vrijeme od 5 godina najvise isplatiti
prvi scenarij, no ukoliko se ponuda produZi za dodatnih 5 godina, najisplativiji ce
scenarij biti treéi. Drugim rijecima, nakon odredenog broja godina niz u kojem

se mnozenje ponavlja raste brze od niza u kojem se ponavlja zbrajanje.

Racunanjem razli¢itih primjera i koristenjem kalkulatora kako bi se napravile
tablice vrijednosti za rjesavanje problema tog tipa potice se ucenicko razumijeva-
nje, pokazuju razlike izmedu zbrajanja, mnozenja i operacija s potencijama te
izbjegavaju greske poput 3° =3+ 3 +3 + 3 + 3.

Takoder, za ucenike su izazovne ideje negativnih potencija i potencije 0.
Cesto se predlaze DA je dobro prepustiti u¢enicima izradivanje tablice uzoraka
brojeva pomoéu kalkulatora kako bi sami otkrili da je a® =1idajea 2 = (%)2

Operacije s brojevima i algebarskim simbolima izrazenim u eksponencijal-
nom obliku fokus su za pristupe poucavanja brojeva koji podupiru apstraktno
razmisljanje. Greske su u algebri u srednjoskolskoj matematici cesto greske
ili nejasnoce kod operacija s izrazima danim u eksponencijalnom obliku. Tim

greskama pridonosi pristup koji se temelji na paméenju pravila potenciranja.
Primjer 4.4.12. Navedimo neke od najcescéih gresaka pri potenciranju:

e 32 4+5%2=282

o 93.94 _y7

o a2 b5 =ab”

o 3_2 = 9
e (22)7% = a?
e (3a)*=3a

(s



4.5 Cijeli i iracionalni brojevi

Ova tema omogucuje nastavnicima u srednjoj skoli nauciti u¢enike nesto novo o
brojevima. Medutim, mnogi su se ucenici ve¢ susreli s negativnim brojevima, cak
i djeca nizih uzrasta mogu opisati "podzemne brojeve" i ve¢ina nastavnih planova
zahtijeva od ucenika modeliranje negativnih brojeva koriste¢i brojevni pravac
i istrazivanje razli¢itih konteksta kako bi razvili ideje o negativnim brojevima.
Kljucno je, dakle, poceti s upoznavanjem ucenika s temom na odgovarajuéi nacin,
¢ak i kada poucavamo nove teme. Sto oni znaju o cijelim brojevima? Gdje su ih
susreli u stvarnom zivotu?

Brojevni pravac i materijali poput algebarskih trakica koriste se za modeliranje
cijelih brojeva i algoritama za zbrajanje i oduzimanje. Hodanje naprijed i
natrag po brojevnom pravcu pomoci ¢e ucenicima shvatiti da je oduzimanje
negativnog broja zapravo isto Sto i zbrajanje pozitivnog broja. Mnozenje i
dijeljenje negativnim cijelim brojevima slozenije je i srednjoskolci nastavljaju

praviti pogreske kada primjenjuju svojstvo distributivnosti.

Primjer 4.5.1. Navedimo nekoliko ilustracija pravila za mnoZenje negativnih
brojeva.

Pretpostavimo da ste se za 6 koraka udaljili od pocetne tocke. Ucinite sada
dva koraka unatrag (moZemo smatrati da su to —2 koraka) te to ponovite tri
puta. Kako ste se vratili na pocetnu tocku, slijedi da je (—2)-3 = —6. Napravimo
li dva puta po tri koraka unatrag, rezultat ée biti isti te je (—2) -3 = (=3) - 2.

MnoZenje broja koraka negativnim brojem mozZemo interpretirati kao kretanje
u suprotnom smjeru. Primjerice, napraviti —2 puta po tri koraka isto je sto i
napraviti dva puta po tri koraka unatrag. No, tada i produkt (—2) - (—3) moZemo
interpretirati kao pomicanje za dva puta u smjeru suprotnom od smjera koji
nalazu —3 koraka, tj. kao pomicanje za dva puta po tri koraka unaprijed te je
(=2)-(-3)=6=2-3.

Racunanje s cijelim brojevima

Nastavimo s prikazom kako se pomocu algebarskih trakica ucenicima moze
predstaviti racunanje s cijelim brojevima. Pri tome pretpostavimo da su upoznati
s negativnim brojevima i zapisom poput 1 =411 —1.

Pun kvadrati¢ interpretirat éemo kao 1, a prazan kao —1, dok nedosta-
tak kvadrati¢a mozemo interpretirati kao 0. Pomoc¢u njih mozemo istrazivati
uzorke koji se pojavljuju prilikom racunanja s cijelim brojevima. Pogledajmo
najprije primjer zbrajanja, pri cemu je vazno primijetiti da se razli¢iti kvadratié¢i

medusobno dokidaju.
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Primjer 4.5.2. Jednostavnim dokidanjem te prebrojavanjem moZemo rijesiti
zadatke prikazane na Slici[{.17, koji su dani i numerickim i slikovnim prikazom

pomocu kvadratica.

Na primgjer, iz (a) direktno se dobiva 2+3 =5, a iz (d) da je (—5) +3 = —2.

H N ]
III DDDD

) 2+3 (=1)+(=3)

IIIII DDDDD
DDDD H EHBE

(¢) 5+ ( (d) (-5)+3

Slika 4.17: Model zbrajanja cijelih brojeva.

Nakon sto s ucenicima prodemo takve primjere, moZe se poceti raditi na
daljnjim problemskim zadacima koji otvaraju raspravu. Iz prethodnih zadataka
mogu se uociti odredeni uzorci i postaviti temelje za istrazZivanje problema poput
"Kakav ée tip zadatka imati rjesenje 02", "Sto trebamo dodati broju 3 kako bi
dobili rezultat 02 A broju —7?2" Na taj se nacin lako dolazi i do wvodenja pojma
suprotnog broja.

Daljnje razumijevanje zbrajanja cijelih brojeva moze se potaknuti pitanjima
poput "Koji je najmangi broj kvadratiéa koji trebamo kako bi prikazali broj 22" ili
"Koristenjem tocno 5 kvadratic¢a prikaZite broj —12"

Prije pocetka samog modeliranja oduzimanja, potrebno je podsjetiti ucenike
kako je oduzimanje operacija inverzna (suprotna) zbrajanju te da se oduzimanje
moze interpretirati i kao uklanjanje, sklanjanje, ali i kao dodavanje suprotnih
elemenata. Primjerice, izraz 4 — 3 moze se interpretirati i kao 4 + (—3), a upravo
se takva interpretacija moze najbolje iskoristiti u modeliranju oduzimanja i

uocavanju uzoraka.

Dok je u odredenim situacijama uklanjanje jednostavnije, ono ipak nije uvijek
primjenjivo, dok interpretacija dodavanjem suprotnih elemenata nema takvih

ogranicenja.
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Primjer 4.5.3. Zadatak u kojem treba odrediti 4 — 3 moze se graficki prikazati

1 rijesiti © uklanjanjem i dodavanjem suprotnih elemenata, kako je prikazano na

Slici[{.1§

4 — 3 =1 uklanjanjem.

4-3=41(-3) =1

Slika 4.18: Model oduzimanja 4 — 3.

No, zadacima poput 3 — 4 ili —3 — (—4) tesko je ucenicima isprva pristupiti
uklanjanjem jer im se moZe ciniti kako nemaju dovoljno elemenata za ukloniti. Iz
tog je razloga u takvim situacijama bolje najprije pristupiti strategijom dodavanja

suprotnih elemenata, tj. koristiti numericki zapis 3—4 =3+ (—-4) i =3 —(—4) =
—3+ 4, kako je prikazano na Slici[{.19

3-4=3+(-4)=-1 3 (-4)=-3+4=1

Slika 4.19: Modeli oduzimanja 3 —4 i —3 — (—4).

Na temelju takvih primjera ucenici mogu primijetiti i usvojiti uzorak koji
se zatim jednostavno koristi u daljnjem vjezbanju oduzimanja. Za dublje je
razumijevanje dobro s ucenicima prokomentirati oduzimanje nule i oduzimanje
od nule te znacenje oduzimanja negativnih brojeva.

Nakon toga bi ucenici trebali biti spremni usvojiti i skra¢enu notaciju te
razumjeti zasto se 8 + (—3) moze pisati u obliku 8 — 3 ili zasto se —8 — (—6) moze
zapisati u obliku —8 + 6. Takoder, kroz prikazano se modeliranje tih operacija

lako moze uvidjeti i svojstvo komutativnosti.
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Potrebno je i naglasiti kako smo dosad znak "—" ve¢ sreli u tri konteksta: kao
predznak negativnog broja, kod suprotnog elementa i kao znak za oduzimanje.

Osnovna je interpretacija mnozenja cijelih brojeva da ono predstavlja skraceno
ili ponovljeno zbrajanje, pa je npr. 5-7=74+74 747+ 7, za koje ocito vrijedi
i svojstvo komutativnosti. Iskoristit éemo dosad razvijene principe kako bismo
stvorili uzorak za mnozenje cijelih brojeva.

Na primjer, 3-2 moze se predstaviti kao zbrajanje triju grupa od po dva puna
kvadrati¢a, pa u konkretnom modelu kre¢emo od nule i postavljamo trazene
grupe kvadratiéa, odakle slijedi 3 -2 = 6.

3:2=2+4+2+4+2=2-3=3+3

Slika 4.20: Model mnozenja 3 - 2.

Sli¢no tomu, 3 - (—2) moze se predstaviti kao zbrajanje triju grupa od po dva
prazna kvadratiéa, pa je 3-(—2) = —6. Nesto je kompliciranije tako vizualizirati
produkt (—2)-3, no kako radi svojstva komutativnosti rezultat ne ovisi o poretku,
mozemo iskoristiti (—2) -3 =3 (—2) = —6.

3-(-2)=(29+(2+(-2)=(-2)3

Slika 4.21: Model mnozenja 3 - (—2).

Sljedeéi nac¢in promatranja produkta (—2)-3 dobiva se ukoliko interpretiramo
znak "—" preko suprotnog broja, tj. interpretiramo li produkt (—2) - 5 kao broj
suprotan od 2 -5 = 10, a suprotan je broj od 10, naravno, —10.

Treéi nac¢in promatranja tog produkta nastaje interpretiramo li znak "—" kao

oduzimanje, tj. interpretiramo li (—2) - 5 kao oduzimanje od nule dviju skupina
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od pet (pet punih kvadratica ili dodavanje pet praznih kvadrati¢a). To se moze
prikazati graficki kao dvije skupine od po pet praznih kvadratica ili, eventualno,
kao dodavanje dviju grupa od po pet praznih kvadrati¢a skupini koja se sastoji
od jednako mnogo punih i praznih kvadrati¢a (¢ime je, ustvari, prikazana nula,
no takav nacin dodavanja novih skupina na veé¢ postojec¢e, neprazne skupine
ucenicima moze djelovati prirodnije).

Cetvrti je nac¢in za odredivanje produkta (—2) -5 viSe istrazivacki te se svodi

na proucavanje zakonitosti u jednakosti poput iduéih,

3.5=15
2.5=10
1-5=5
0-5=0
(=1)-5=?
(=2) 5=

u kojima se prvi faktor s lijeve strane jednakosti uzastopno smanjuje za 1, dok
se broj s desne strane jednakosti uzastopno smanjuje za 5. Sada je potrebno da
ucenici uoce pravilo te odrede brojeve koji trebaju stajati na mjestu upitnika.

Produkt oblika (—2) - (—5) moguce je sada interpretirati na bilo koji od
posljednjih triju navedenih nacina.

Interpretiramo li ovaj produkt kao broj suprotan broju 2- (—5), za koji znamo
da je jednak —10, slijedi da je (—2) - (—=5) = 10.

Interpretiramo li (—2) - (—5) kao oduzimanje od nule dviju skupina od po pet
praznih kvadratiéa, za koje smo prilikom obrade oduzimanja vidjeli da je isto sto
i dodavanje dviju skupina od po pet punih kvadratica, slijedi da je (—2) - (—5)
isto Sto i dodavanje 10, tj. (—2) - (=5) = 10.

Konacno, produkt (—2) - (—5) mozemo odrediti pronalazenjem uzorka u nizu

jednakosti
3-(-=5)=-15
2-(=5)=-10
1-(=5)=-5
0-(-=5)=0
(1) (-5) =
(-2) - (-5) =7



u kojem je uvijek kljuéno krenuti od nekoliko jednakosti koje poznajemo i iz
kojih mozemo zatim induktivno odredivati i nepoznate jednakosti sve do one
koja se trazi u zadatku.

Nakon takvih interpretacija i prolaska kroz primjere, svrsishodno je od
ucenika traziti odredivanje predznaka produkata ako su predznaci faktora redom
+,+,— i —,—, — ili —, —,+, —, — te pokusaj odredivanja i opéeg pravila za
pronalazenje predznaka produkta u ovisnosti o predznacima faktora.

Sjetimo se da je dijeljenje operacija inverzna mnozenju. Prema tome, ako je
dan zadatak poput 18 : (—3), mozemo se pitati koji cijeli broj pomnozen s —3
daje 18, ili takvo dijeljenje prikazati u obliku jednadzbe (—3) -0 = 18.

Iracionalni brojevi

Iracionalni su drugi korijeni prirodnih brojeva najceséi uvod u iracionalne brojeve
iako su ucenici veé koristili, na primjer, broj =, ili su istrazivali uzorke znamenaka
u decimalnim brojevima kako bi nasli one koje se nikad ne ponavljaju. Takoder
su se ve¢ susreli s iracionalnim korijenima kada su primjenjivali Pitagorin teorem
i procjenjivali druge korijene kako bi odredili duljinu hipotenuze pravokutnog
trokuta. Medutim, buduéi da kalkulatori daju decimalna rjeSenja samo za
odreden broj mjesta, ucenici neée ni primijetiti da postoji nesto posebno sto se
tice iracionalnih brojeva. Veli¢ine zadane iracionalnim brojevima ne mogu se
u potpunosti to¢no izmjeriti, ne mogu se prikazati u obliku razlomka te imaju
beskonac¢no znamenaka koje se ne ponavljaju kada se izraze kao decimalni brojevi.
Neki kalkulatori koriste racionalni i iracionalni zapis, tako da se ti alati mogu
koristiti da bi se istrazili iracionalni brojevi i da bi se konstruirali algoritmi za

operacije s iracionalnim brojevima.

Ucenici imaju poteskoée s iracionalnim brojevima jer su oni definirani prema
svojstvu koje ne posjeduju (ne dopustaju prikaz u obliku razlomka). Uéenike
treba fokusirati na svojstva koja iracionalni brojevi posjeduju istrazivanjem
vizualnih slika najces¢ih i najljepsih iracionalnih brojeva: 7, /2 i omjer zlatnog
reza. Koristenjem ravnala i Sestara ili uz pomo¢ kalkulatora ucenici mogu
istraziti zadatke vezane za spirale ili zlatni rez kako bi otkrili smisao iracionalnih
brojeva. Jednostavna geometrijska konstrukcija jednakokra¢nog pravokutnog
trokuta ilustrira iracionalni broj i temelj je za konstrukciju logaritamske spirale.
Konstrukcija niza drugih korijena pomocu spirale moze se vidjeti na Slici .22}
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Slika 4.22: Spirala drugih korijena.

4.6 Proporcionalno zakljucivanje

Omjeri i proporcionalnost jedna su od najc¢esé¢ih znacajki matematike koja se
moze sresti izvan skole, u svakodnevnom zivotu. Ti vazni pojmovi predstavljaju i
jedan od prvih aspekata matematike s kojim se djeca susrecu te je razumijevanje
tih pojmova nuzno i za svakodnevno funkcioniranje.

Omjer dviju veli¢ina iste vrste broj je do kojega dolazimo dijeljenjem tih
veli¢ina, a omjer dviju veli¢ina razli¢itih vrsta broj je odredenih mjernih jedinica

do kojeg dolazimo dijeljenjem tih veli¢ina.

Primjer 4.6.1. Ako je tetka Genoveva u kolac¢ stavila 80 grama glatkog brasna
1 110 grama ostrog brasna, tada je omjer glatkog © ostrog brasna w kolacu omjer
dviju velicina iste vrste te iznosi 8 : 11.

Ako je tetak Hubert 12 kg secera platio 60 kuna, tada je omgjer uplate i za
nju dobivene mase secera omjer velicina razlicite vrste koji predstavlja cijenu

kilograma Secera te iznosi 60/12 =5 kuna po kilogramu.
Proporcija ili razmjer jednakost je dvaju omjera
a:b=c:d,

gdje su a, b, ¢, d razli¢iti od 0.
Proporcionalne veli¢ine jesu veli¢ine koje se odnose na sljedeé¢i nacin: koliko
se puta jedna veliCina poveca, toliko se puta poveca i druga; koliko se puta jedna

veli¢ina smanji, toliko se puta smanji i druga.
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Obrnuto proporcionalne veli¢ine jesu veli¢ine koje su u sljede¢em odnosu:
koliko se puta poveca jedna veli¢ina, toliko se puta druga smanji; koliko se puta
smanji jedna veli¢ina, toliko se puta druga poveca.

Primjer 4.6.2. Ako bi 15 radnika iskopalo temelje kuée za 8 sati, za koliko
vremena bi to ucinilo 10 radnika?

Oznacimo trazeni broj sati s x. Broj radnika i vrijeme kopanja obrnuto
su proporcionalne velicine. Koliko se puta smangi broj radnika, toliko se puta
poveca vrijeme kopanja. Omjer broja radnika 15 : 10 jednak je obrnutom omgjeru
vremena kopanja x : 8, tj. vrijedi proporcija 15 : 10 = x : 8. MnoZenjem dobivamo
x = 12 te bi 10 radnika iskopalo temelje kuce za 12 sati.

4.6.1 Vaznost proporcionalnog zakljucivanja

Proporcionalno zakljuc¢ivanje podrazumijeva razmisljanje o odnosima izmedu
odredenih jedinki i usporedivanje koli¢ina ili vrijednosti jedinki. Tesko je ukratko
opisati sto je proporcionalno zakljuéivanje. Ono Sto se sa sigurnoséu moze redi,
proporcionalno zakljuéivanje pocinje razumijevanjem multiplikativnih odnosa
te razlikovanjem multiplikativnih i aditivnih odnosa. Omjeri i razmjeri po-
drazumijevaju multiplikativnu usporedbu umjesto aditivne te stoga rjesavanje
problema vezanih uz omjere i razmjere potice razvoj proporcionalnog zakljuci-
vanja. Sposobnost je usporedivanja multiplikativnih odnosa medu veli¢inama
zapravo sposobnost proporcionalnog zakljucivanja.

Tako do visih razreda osnovne skole ucenici ne uce pojmove vezane uz pro-
porcionalnost, proporcionalnim zaklju¢ivanjem zakljucuju i ranije. Na primjer,
proporcionalno zakljuéivanje razlog je zasto veéina ucenika o broju 8 razmislja
kao 0 2-4ili 4-2, a ne kao o broju za jedan vetem od sedam. Isto tako,
proporcionalnim zaklju¢ivanjem ucenici zaklju¢uju da je brzina voznje od 50
km/h jednaka brzini od 25 km/30 min.

Ucenici koriste proporcionalno zaklju¢ivanje i kada zaklju¢uju da je promjena
u skupini djece koja se s 3 ¢lana povecala na 9 veta nego promjena u skupini
djece koja se sa 100 clanova povecala na 150, jer se u prvoj skupini broj ¢lanova
utrostrucio, a u drugoj se skupini samo povecéao za polovicu.

Proporcionalno zakljuéivanje ima puno dublji smisao od postavljanja i rjesa-

vanja razmjera, a neke su od osobina proporcionalnih mislilaca sljedece:

e Posjeduju osjeéaj za kovarijaciju. Drugim rije¢ima, oni razumiju odnose u
kojima dvije koli¢ine variraju zajedno te su u mogucnosti vidjeti kako se

varijacije u jednoj veli¢ini podudaraju s varijacijama u drugoj.
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Razumijevanje
Particioniranje racionalnih brojeva

\ Multiplikativno zakljucivanje

Povecanje i smanjenje 7 //\ /\\>\<
X Razumijevanje
Usporedivanje promjenjivih odnosa
veli¢ina i promjena
\
Razumijevanje veli¢ina i promjena

Odredivanje \ /\><\ /

jedini¢ne vrijednosti

. . .. Prostorno zakljucivanje
Mjerenje, povrsine,

volumeni

Slika 4.23: Odnosi u proporcionalnom zakljuc¢ivanju.

e Prepoznaju i razlikuju proporcionalne i neproporcionalne veli¢ine u sva-

kodnevnom zivotu.

o Pronalaze brojne razli¢ite varijacije strategija za postavljanje razmjera ili
usporedivanje omjera te se veéina tih varijacija temelji na neformalnim

strategijama, a ne na predlozenim algoritmima.

e Prepoznaju omjere kao zasebne cjeline koje predstavljaju odnos razlic¢it od

veli¢ina koje se usporeduju.

Navike i vjestine proporcionalnog zakljuc¢ivanja ne stjecu se ako se ne potice
njihov razvoj. Na razvoj proporcionalnog zakljuc¢ivanja kod ucenika negativno
utjece direktno koristenje formula u rjesavanju zadataka. Naime, na taj nacin
ucenici ne razmisljaju o pravilima ni o razlozima zasto ta pravila koriste te ne
pokusavaju sami pronac¢i drugaciji nacin rjesavanja zadataka.

Proporcionalno zakljucivanje razvija se razli¢itim aktivnostima koje ukljucuju
usporedivanje i odredivanje jednakosti omjera i rjeSavanje razmjera kroz razliCite
problemske zadatke bez pomodéi formula.

Sposobnost proporcionalnog nacina razmisljanja i zaklju¢ivanja vazan je

faktor u razvoju sposobnosti razumijevanja i primjenjivanja matematike. Osim u
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matematici, proporcionalno zakljuc¢ivanje prisutno je i u drugim podruéjima kao
sto su prirodne znanosti kemija i fizika, glazba, geografija, ali i u svakodnevnom
Zivotu.

Primjeri su koristenja proporcionalnog zakljucivanja u svakodnevnom zivotu
prilagodavanje recepata ili doza lijeka, izrada razli¢itih smjesa, mjerenja, rad s
crtezima i kartama, racunanje najpovoljnije kupovine, poreza i investicija.

Proporcionalno se zakljuc¢ivanje vrlo ¢esto javlja i pri ¢itanju raznih knjiga
i ¢lanaka. Naime, u mnostvu literature nalaze se usporedne velic¢ine, divovi i
minijaturna bic¢a ¢ije su visine proporcionalne visini ljudi, usporeduju se brzine
i cijene. Mnoge knjige temelje se na usporedbama i idejama proporcionalnosti

iako ih njihovi autori nisu pisali s ciljem istrazivanja proporcionalnosti.

Primjer 4.6.3. Guliver je na svojim putovanjima posjetio Liliput, gdje je sve
12 puta manje. Ako je prosjecni couvjek visok 175 centimetara, koliko je visok
prosjecni Liliputanac? Ako je standardna mjera caSe soka 2 decilitra, kolika
bi standardna mjera bila u Liliputu? Kojih bi dimenzija bio vas udzbenik iz
matematike da ste u Liliputu, a kojih da ste u Brobdingnagu, zemlji divova gdje

je sve 11 puta vece?

4.6.2 Razvoj proporcionalnog zakljuc¢ivanja

Postoje brojni nacini kojima se kod ucenika moze poticati razvoj proporcionalnog
zakljucivanja. Vrlo je vazno poticati ih na nagadanja, smisljanja pravila i
generalizacije u uéenju.

Neki od nacina za poticanje razvoja proporcionalnog zakljuc¢ivanja u nastavi

matematike jesu:

e davati ucenicima zadatke s omjerima i razmjerima u brojnim i razli¢itim

kontekstima

e suocavati ucenike s problemima koji su i kvalitativne i kvantitativne pri-
rode; Kvalitativni problemi (npr. Koja je posuda sa slike punija?) poticu
ucenike u zakljuéivanju proporcionalnim zakljué¢ivanjem bez manipuliraja

brojevima;

e pomagati ucenicima u razlikovanju proporcionalnih i neproporcionalnih

situacija;

e poticati rasprave i eksperimentiranje s ciljem predvidanja i usporedivanja

omjera;
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e pomagati uéenicima u povezivanju proporcionalnog zaklju¢ivanja s ranije

naucenim;

e uociti da algoritamski postupci za rjeSavanje proporcija ne razvijaju pro-
porcionalno zaklju¢ivanje i da ucenici trebaju biti fleksibilni u razmisljanju

i otkrivati razli¢ite nacine rjesavanja zadataka.

Kljuéni pojmovi vezani uz razvoj proporcionalnog zakljuc¢ivanja

Razvoju proporcionalnog zakljuéivanja pridonose brojni ¢imbenici koji su medu-
sobno povezani. Neki su od spomenutih ¢imbenika odredivanje jedini¢nih veli¢ina,
prostorno zakljucivanje, misljenje o promjenjivim odnosima, multiplikativno
zakljuCivanje, razumijevanje i usporedivanje veli¢ina i promjena, particionira-
nje (podjela), mjerenje, povrsine, volumeni, povecanje i smanjivanje veli¢ina te
razumijevanje racionalnih brojeva.

Sposobnosti odredivanja jedini¢ne veli¢ine i prostornog zaklju¢ivanja prido-
nose laksem razumijevanju proporcionalnih veli¢ina. Podrazumijevaju sposobnost
da se odredenu jedinicu promatra kao skupinu nekoliko manjih dijelova iste veli-
¢ine, a skupinu manjih dijelova kao jednu jedini¢nu veli¢inu.

U skladu s tim se, na primjer, centimetar moze istovremeno promatrati i kao
1 cm i kao 10 mm. Jedinica je centimetar pa 5 cm predstavlja 5 jedinica, a svaka
jedinica sadrzi 10 mm.

Multiplikativno razmisljanje podrazumijeva zaklju¢ivanje o nekoliko ideja ili
koli¢ina istovremeno. To podrazumijeva razmisljanje o relativnim odnosima vise

nego o apsolutnim.

Primjer 4.6.4. Ako jedan pas poveéa masu s 5 kg na 8 kg, a drugi s 3 kg na 6
kg, koji se pas vise udebljao?

Ako ucenik razmislja o apsolutnom odnosu ili aditivno, mogao bi odgovoriti
da su se oba psa jednako udebljala. No ako ucenik razmislja o relativnom odnosu,
mogao bi se sloZiti da se drugi pas vise udebljao jer se njegova masa udvostrucila,

dok bi drugi pas trebao imati 10 kg za jednak relativan odnos.

Ucenicima treba pomagati u prijelazu s aditivnog na multiplikativan nacéin
razmisljanja, a prijelaz zapocinje u nizim razredima osnovne skole. Multiplikati-
van nacin razmisljanja tvori okosnicu kurikuluma matematike te ukljucuje vazne
i povezane ideje kao sto su kod mnozenja, dijeljenja, razlomaka, decimalnih
brojeva, omjera i postotaka.

Pri promatranju se veze izmedu dvaju veli¢ina paznja usmjerava na ovisnost

medu njima, tj. na to kako promjena vrijednosti jedne veli¢ine utjece na drugu
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veli¢inu (npr. ako se vrijednost jedne veli¢ine poveca, hoce li se vrijednost druge
povecati ili smanjiti).

Primjer 4.6.5. Svaki put kad kupi cokoladu, Marko dobije 5 slicica gratis. Za
10 cokolada dobije 50 slicica. Broj slicica ovisi o broju cokolada koje Marko kupi

i to tako sto se povecanjem broja cokolada povecava i broj slicica. Dakle, to su

proporcionalne velicine.

Particioniranje, mjerenje i mjerne jedinice te prostorno zaklju¢ivanje odnose se
na razumijevanje veze izmedu vrijednosti i jedinica, razumijevanje ekvivalentnih
veli¢ina, uzastopno dijeljenje cjeline i racunanje razlika, mjerenje i usporedivanje
mjera dviju razlic¢itih jedinica. To su temelji matematike i svakodnevnog zZivota,

a ocCita je njihova povezanost s proporcionalnim zakljuc¢ivanjem.

Primjer 4.6.6. Maja je tri peciva platila 3.75 kn, a Iva je Sest peciva platila
7.50 kn. Koliko ce platiti Lana ako kupuje sedam peciva?
Lako se vidi da jedno pecivo kosta 1.25 kn pa ée Lana platiti 8.75 kn.

Razumijevanje racionalnih brojeva vazno je jer su to brojevi koji se mogu
izraziti u obliku razlomaka, a znanje o razlomcima pridonosi boljem razumijevanju
algebre i shva¢anju gustoce racionalnih i realnih brojeva. Osim toga, razlomci se
¢esto javljaju u svakodnevnom zivotu, a u nekim se situacijama pri usporedivanju
razlomaka lako moze pogrijesiti. Jedan je od takvih slucajeva prikazan u
sljede¢em primjeru, a pokazuje da u svakodnevnom zivotu kod usporedivanja

razlomaka treba obratiti pozornost na to kolika je cjelina onoga sto se usporeduje.

Primjer 4.6.7. Djed je svojim unucima donio dvije cokolade s jagodama. Veca
od njih ima masu od 90 grama te je podijeljena na 9 kocaka, dok manja cokolada
ima masu od 48 grama i podijeljena je na 6 kocaka. Prvo je cokoladu ponudio
Marici te joj rekao da smije uzeti ili trecinu vece cokolade ili polovinu manje.
Sto Marica treba odabrati ukoliko Zeli dobiti vise cokolade?

Primijetimo kako je ovdje tredina vecle cokolade (3 kocke, 30 grama) veca
od polovine manje (3 kocke, 24 grama) pa Marica treba odabrati tredinu vele

cokolade.

Neformalne aktivnosti pogodne za razvoj proporcionalnog zakljuciva-
nja

Razvoj proporcionalnog zakljuc¢ivanja moze se poticati kroz razne neformalne
aktivnosti, od kojih su najistaknutije identificiranje multiplikativnih odnosa,

izbor ekvivalentnih omjera, usporedivanje omjera, odredivanje mjerila uz pomoé

tablice omjera te aktivnosti konstruiranja i mjerenja.
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Smisao tih aktivnosti nije da ucenici nauce odredene metode za rjeSavanje
proporcija, veé da ih se potice na samostalno istrazivanje i zakljucivanje.

Jedan je od pokazatelja proporcionalnog zakljuc¢ivanja sposobnost uocavanja
i shvacanja razlike izmedu aditivnog i multiplikativnog pristupa. Sljede¢i primjer

pokazuje razliku izmedu tih dvaju pristupa.

Primjer 4.6.8. U sportskoj osnovnoj skoli jedan osmi razredu ima 16 ucenika,
od kojih 12 tremira rukomet. Preostali ucenici ne vole rukomet. Opisite vezu
izmedu broja ucenika koji treniraju rukomet i broja onih koji ne treniraju.
Bududi da je u razredu ukupno 16 ucenika, a njih 12 trenira rukomet, to
znaci da ga njih cetvero ne trenira. Odnos medu ucenicima moZe se izraziti na

sljedece nacine:

o ucenika je koji treniraju rukomet u razredu za 8 vise od ucenika koji ne

treniraju,

e u razredu je 3 puta vise ucenika koji treniraju rukomet nego onih koji ne

treniraju,

e na svaka 4 ucenika koji treniraju, dolazi po 1 ucenik u razredu koji ne
trenira rukomet.

Prvi je nacin izraZavanja odnosa medu ucenicima temeljen na aditivnom pristupu
jer je usmjeren na razliku izmedu dvaju brojeva. Preostala dva nacina temeljena
su na multiplikativnom pristupu © zapravo su varijacije multiplikativnog odnosa

temeljene na omgjeru 3 : 1.

Aktivnosti izbora ekvivalentnih omjera temelje se na zadanom omjeru, dok
je ucenicima ponudeno nekoliko drugih omjera od kojih treba izabrati jedan
ili vise njih koji su ekvivalentni zadanom. Bitno je da ucenici razumiju zasto
su odredeni omjeri ekvivalentni. Tim aktivnostima potice se prepoznavanje
situacija u kojima je potreban multiplikativan pristup. Osim toga, vazno je
ucenicima davati primjere u kojima dva omjera nisu proporcionalna, ali su razlike
medu komponentama tih omjera jednake. Na taj se nacin ucenici usmjeravaju
na zanemarivanje aditivhog odnosa medu velicinama. Na primjer, omjeri 6 : 9
i 10 : 13 nisu ekvivalentni iako su razlike izmedu odgovarajué¢ih komponenti
jednake, tj. 9 — 6 = 13 — 10.

Ukoliko ucenici znaju usporedivati omjere, razumjet ¢e i zadatke vezane
uz proporcionalnost. Rjesavanje problema u kojima treba usporedivati omjere
moguce je na razne nacine, a potice ucenike na razmisljanje i zakljuc¢ivanje bez
koristenja formula i algoritama. Zbog toga takve aktivnosti doprinose razvoju

proporcionalnog zakljucivanja.
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Primjer 4.6.9. Mirjana © Marina imaju rodendanske zabave i obje su narucile
(okrugle) pizze za svoje goste. Mirjana je zakljucila da su za svaka tri gosta
dovoljne dvije pizze, a Marina je za svakih pet gostiju narucila tri pizze. Hoce li
vise pizze pojesti Mirjanin ili Marinin gost?

Podijelimo li dvije pizze na dijelove, vidjet éemo koliko ce dijelova pizze pojesti
svaki gost. Primgjerice, moZemo dvije pizze koje je Mirjana narucila za svaka tri
gosta podijeliti na tri dijela tako da vidimo kako ce svaki njen gost dobiti jednu
polovinu pizze i jos jednu Sestinu pizze. Takoder, dijelimo li na isti nacin tri
pizze koje je Marina narucila za svakih pet svojih gostiju, vidimo da ée na svakog
od njih doci po jedna polovina pizze i jos jedna desetina pizze.

Kako je % > %, ocito ce svaki Mirjanin gost pojesti vise pizze nego Marinin.
Taj nacin podjele prikladan je za ilustraciju problema ucenicima jer smo umgjesto
opcenitog usporedivanja razlomaka problem sveli na usporedivanje razlomaka s

jednakim brojnicima.

o
CNC NN
NNV

Slika 4.24: Podjela pizza.

Moze se primijetiti da u zadatku nije receno da Mirjana ima tocno tri gosta,
a Marina tocno pet. Stoga se za usporedivanje moZe koristiti i svaki visekratnik
od2:3173:5. Na primjer, vidi se da ¢e Mirjana dijeliti 6 pizza na 9 gostiju, a
Marina 6 pizza na 10 gostiju. Ako bi se takve izraze promatralo kao razlomke,
onda su na taj nacin dobivena dva razlomka jednakih brojnika pa je ocito da ce

svaka Marinina goscéa pojesti manje pizze nego Mirjanina.

Odnos izmedu dviju veli¢ina moze se prikazati pomoc¢u tablice omjera. Kada
se zadani podaci unose u tablicu, lako se uocava razlika izmedu veli¢ina te nacin
na koji one ovise jedna o drugoj i tada je lako rijesiti dani problem. Za svaki
dani problem tablica omjera izgledat ¢e drugacije jer ¢e se provoditi rac¢unske
operacije specificne za zadani problem. Pri izradi tablica omjera ucenici koriste
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multiplikativan odnos kako bi dani omjer pretvorili u ekvivalentan omjer i na

taj nacin rijesili zadatak.

Primjer 4.6.10. Neka je cijena kilograma sasvim pljesnivog sira 4.25 kuna.
Odredite kolika je cijena 12.13 kilograma tog sira.

PrikazZemo traZenu masu pljesnivog sira u obliku sume 10 4+ 2+ 0.1 + 0.03 te
zatim cijenu svakog od pojedinih dijelova tablicno, kako je prikazano u Tablict
[£4 Takav je prikaz pregledniji te je ucenicima jasnije $to se u kojem koraku
radi. Bitno je da shvate kako odredenu racunsku operaciju moraju provoditi s
podatcima zapisanim u tablici, kombinirajuci prethodne retke. Na primjer, podaci
dobiveni u retku C dobiveni su mnoZenjem podataka iz retka A s 2, sto znaci da

oba broja iz tog retka, i 1 i 4.25, treba pomnoZiti s 2.

Redak | Masa (kg) | Cijena | Napomena (zabiljeska)

A 1 4.25

B 10 42.5 10- A

C 2 8.5 2-A

D 0.1 0.425 A/10

E 0.01 0.0.425 A /100

F 0.03 0.1275 3-E

G 12.13 51.5525 B+C+D+F

Tablica 4.4: Tablica omjera.

Kako bi dobili materijalni prikaz proporcija i numerickih odnosa, ucenici
trebaju raditi aktivnosti mjerenja i konstruiranja fizickih ili vizualnih modela
ekvivalentnih omjera. U takvim aktivnostima povezuju se proporcionalno zaklju-
¢ivanje i geometrijski koncept sli¢nosti, a ta je veza vrlo vazna. Na taj se nacin
produbljuje i razumijevanje proporcionalnosti u geometriji te medusobnih odnosa
duljina, povrsina i volumena sli¢nih geometrijskih likova i tijela. Proporcionalno
zakljucivanje pridonosi razumijevanju sli¢nosti, a sli¢ni likovi pruzaju vizualni

prikaz proporcionalnih veli¢ina.
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5]

UCENJE I POUCAVANJE
ALGEBRE

Algebra se, posebice kada se interpretira kao manipulacija simbolima, smatra
problemati¢nim dijelom matematike, za koji mnogi uc¢enici smatraju kako je to
pocetak njihovog neuspjeha u ovom predmetu ([49]). U vrijeme kada sve veéi
broj ucenika zavrsava srednjoskolsko obrazovanje, takav stav donosi razocaranje
u matematickim ucionicama te narusava pozitivnu klimu u razredu. Strucnjaci
(npr. [49]) smatraju kako se algebra u€enicima treba predstaviti kao vazan dio
matematike i to na nacin da ucenici mogu prepoznati tu vaznost i svrhu kroz
primjenu u svakodnevnom zivotu. Uz tu je vaznost usko vezana vaznost i potreba
da objekti i postupci postanu znacajni ucenicima, a ucitelji dobiju jasniju sliku o
tome Sto sve algebra predstavlja, izuzev same manipulacije simbolima. To je bio
motiv mnogim eksperimentalnim pristupima poucavanja i idejama o promjeni
kurikuluma nastave matematike (poput [4] [6]).

Danas postoji mnostvo pristupa poucavanju algebre: generalizacijski pris-
tup, rjesavanje problema zadanih rijec¢ima, funkcionalni pristup, jezi¢ni pristup,
modeliranje fizikalnih i matematickih fenomena te povijesni pristup. Vazno je
napomenuti da se uravnotezen pristup poucavanju sastoji od nekoliko razli¢itih
istovremenih pristupa, buduéi da svaki od njih na drugaciji nac¢in naglasava
fundamentalne koncepte algebre. Osvrnut ¢emo se na nacine uvodenja algebre u
nastavu matematike, usvajanje osnovnih ideja u ucenju skolske algebre, ilustrira-
nje pristupa poucavanja kako bi se ucenicima olaksao prijelaz s aritmetickog na
algebarski nac¢in razmisljanja te jezicne probleme koji nastaju kada se problem

zadan rijeCima treba zapisati matematickim jezikom.
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Prema veéini dokumenata kurikuluma uvodenje algebre pocinje u visSim razre-
dima osnovnih skola ili u prvoj godini srednjoskolskog obrazovanja. Na pocetku
ucenja algebre potrebne su mnoge konceptualne prilagodbe jer, iako aritmetika
i algebra dijele odredene oznake i simbole, one ¢esto u algebri promijene svoje
znacenje. Mnogi ucéenici zavrsavaju osnovnu skolu uz vrlo ograni¢eno znanje o
matematickim strukturama i aritmetickim operacijama kao opéim postupcima,
Sto predstavlja temelj za uvodenje algebre u prvom razredu srednje skole. No,
neke skole algebru uvode u najranijim godinama osnovnoskolskog obrazovanja.
Algebarske aktivnosti uvode se ve¢ u vrtickoj dobi, a djeca se s algebarskim
pojmovima upoznaju veé¢ u tre¢em razredu osnovne skole. Pobornici uvodenja
algebre u nizim razredima osnovne skole smatraju kako aritmetika i algebra
nisu toliko razli¢ita podrucja, s obzirom na to da dublje razumijevanje aritme-
tike zahtijeva znanje o odredenim matematickim generalizacijama, a algebarski
pojmovi kod mlade djece razvijaju upravo takve generalizacije, bas kao kod
adolescenata ili odraslih osoba. Mnogi edukatori usvojili su pristup u kojem
se na algebru gleda kao na generaliziranu aritmetiku brojeva i veli¢ina. Taj
pristup razvija sposobnost odmaka u razmisljanju o vezama medu odredenim
brojevima i velicinama prema vezama izmedu niza brojeva i veli¢ina. Djeca su
ve¢ u dobi od sedam godina u stanju razumjeti princip jednakosti u algebri, dok
ucenici treceg razreda osnovnih skola mogu razumjeti pojam odnosa poznatih i

nepoznatih veli¢ina.

Mnogi ucenici ne pronalaze smisao u algebri te im je nedostatna kako u
znacenju tako i u svrsi. Motivacija opada kada ucéenici ne razumiju ideje te
jedina svrha predmeta postaje rijesiti test. Pretpostavka da ¢e im algebra biti
korisna nakon $to vise nauce ne dovodi do entuzijazma ukoliko trenutni zadaci
ne pobuduju interes. To nije ograni¢eno samo na one koji su neuspjesni u algebri,
jer cak i oni koji uspjesno savladavaju tehnike, cesto ne vide algebru kao alat za
razumijevanje, izrazavanje i priop¢avanje generalizacija, za otkrivanje struktura

i utvrdivanje veza te formuliranje matematickih argumenata.

U ranoj fazi ucenici krivo shva¢aju znacenje koje se pridaje slovima, izrazima
i jednadzbama. Tako se proteklih godina radilo na pobudivanju zanimljivih
pristupa algebri, osobito istrazivanjem uzoraka brojeva, to ne donosi plodove
bas svaki put. Pronalazenje formule za predstavljanje uzorka ne bi trebalo
biti krajnja tocka zadatka veé nastavak rada na prosirivanju jacine algebarskih
ideja te motiviranje razvoja primjerenih vjestina koje ucenici mogu koristiti u
rjesavanju zanimljivih zadataka. Mnogi udzbenici osiguravaju brojne vjezbe

nevezane uz smisleni kontekst, ¢ime se stavlja naglasak na postupke paméenja
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umjesto da se ostvaruje veza izmedu slova i brojeva te razvija razumijevanje
ideja i njihova primjena.

Razumijevanje je vazan element u ucenju i poucavanju matematike te se
isto odnosi i na algebru kao osnovni dio matematike. Ideja razumijevanja nije
toliko jasna koliko bi njezina svakodnevna primjena to sugerirala jer razliciti
ljudi razmisljaju na razlicite nacine.

Ponovno je ovdje vazno razlikovati instrumentalno i relacijsko razumijevanje.
Instrumentalno razumijevanje vezano je uz znanje pravila bez razloga, dok
relacijsko razumijevanje ukljuc¢uje znati kako, ali znati i zasto. Instrumentalno
razumijevanje relativno je povrsna kvaliteta koju se promatra kada se rutinski
zadatak uspjesno rijesi, dok je relacijsko razumijevanje profinjenije te nikada ne
zavrsava. Ono se razvija i produbljuje dok se ideja iskusava na razli¢ite nacine i
povezuje s drugim idejama. Za ucenje je matematike, pa tako i algebre, bitno
postiéi relacijsko razumijevanje, no to nije ni jednostavno ni lako.

Cesto dolazi do neuskladenosti uéitelja i ucenika kada se radi o primjerenom
razumijevanju u ucenju matematike. Ucitelj moze raspravljati o matematickim
idejama i postavljati zadatke s namjerom pobudivanja relacijskog razumijevanja
dok istovremeno ucenik zeli razumjeti samo instrumentalno pamteéi samo pos-
tupke koji daju to¢an odgovor na zadatke postavljene u vjezbama i ispitivanjima.
Cesto nailazimo na ucenike koji na matematiku gledaju samo kao na formule
i postupke koji se pamte, ali ne razumiju. Razlog tomu moze biti jer su im
predavali ucitelji koncentrirani iskljucivo na instrumentalno razumijevanje, no
do toga moze dodi i unato¢ uciteljevim naporima pri poticanju dubokoumnijih
odgovora jer ucenje obuhvaéa mnogo faktora. Do neuskladenosti takoder dolazi
kada ucditelj instrumentalno poucava ucenika koji Zeli razumjeti i relacijski.

Algebarsko razumijevanje povezano je s prijasnjim ucenickim razumijevanjem
brojeva i numerickih operacija, s obzirom da se algebra na osnovnoj razini bavi
opcenitim aritmetickim vezama. Veze izmedu simbolickih i numerickih rezultata
moraju se stalno obnavljati. Razumijevanje negativnih brojeva i razlomaka i
operacije s njima bitni su pokazatelji u¢enja mnogih aspekata algebre. Poteskoce
su s njima cesto dovoljna barijera napretku, stoga je vazno prepoznati neke od

njih te istraziti nac¢ine na koje se te poteskoce mogu razrijesiti.

5.1 Kako uciti algebru?

Postoji snazna prevladavajuca tradicija u poucavanju algebre u kojoj nastavnik
uvodi ucenike u novu temu demonstrirajuéi radne primjere i zatim pokusava ucvr-

stiti procedure kroz iscrpne vjezbe. Te su vjezbe najcesce izolirane od aktivnosti
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koje mogu dati svrhu i smisao algebarskim idejama i operacijama. Iako postoji
veé rastudi naglasak na trazenje uzorka brojeva i koristenje grafickog kalkulatora
ili programa za crtanje grafova, te aktivnosti nemaju nikakav znacajan utjecaj na
pristupe vjestinama ucenja ili u koristenju algebre u svrhu rjesavanja problema
i objasnjavanja svojstava brojeva. Inovacije ¢esto postaju dodatci kurikulumu

koji ili istiskuju neku postojecu praksu ili su nezgodno uz nju postavljeni.

Nacin je na koji se algebra poucava uvelike pod utjecajem uciteljevih vjero-
vanja o prirodi predmeta i kako ga ucenici trebaju uciti, ali i gomile vanjskih
pritisaka. Ne postoji krajnji odgovor na pitanje kako ucenici trebaju uciti algebru,
ali se moze ukazati na prirodu poteskoca kriticki promatrajuéi trenutne rezultate
istrazivanja i promatrajuéi prakse u svjetlu dokaza koje one pruzaju. Temeljna
je nelagoda za ucitelje promatrati matematiku kao tijelo znanja i kao nacin
misljenja. Prva vodi do popisa tema koje se na neki nac¢in daju ucenicima, a
druga do donekle nejasnih zahtjeva za rjesavanje problema i dokazivanje. Nema
rasprave o tome koji se od tih dvaju elemenata mora odabrati jer su oba vazna,

ali smo daleko od uspostave ravnoteze izmedu njih.

Tradicionalni pristupi poucavanju algebre karakterizirani su kao provodenje
mnogo vremena ha vjestinama ucéenja prije nego sto ih primijenimo na probleme.
Oni teze davanju prednosti znanju te na nacin misljenja gledaju kao na nesto sto
slijedi nakon usvajanja tog znanja. Alternativa je zapocinjanje s problemima koji
¢e biti povezani s odredenim temama, a zatim ucenje vaznih ideja i vjestina kroz
rad na tim problemima, Sto rezultira gledanjem na matematiku kao na nesto o

¢emu se zapravo treba razmisliti i dati smisao prije pamdéenja skupa pravila.

Postoje ideje za predavanje algebre koje ohrabruju ucenike u konstruiranju i
razmisljanju o smislu izrazavanja i jednadzbi, narocito kroz raspravu. Tipican
zadatak sastoji se od skupa kartica, od kojih neke sadrze algebarske izraze, a
druge odgovarajuce pisane izjave. Namjera je da ucenici rade u manjim grupama
i odabiru parove kartica te objasne svoj odabir. U vrednovanju utjecaja tih
materijala ukazalo se na vaznost stvaranja prikladne kulture razreda usporedujuci
dva nastavnika koja su koristila iste materijale [22]. Prvi je dao manje uputa za
zadatke i ucenici su radili samostalno kao da je to bila vjezba rjesavanja zadataka
te su naucili vrlo malo. Drugi je nastavnik jasno iznio svrhu zadatka i naglasio
potrebu da se uzme vremena i razmisli Sto stvari znace, radije nego da se samo
rijeSe zadaci. Taj je nastavnik raspravio o razlikama izmedu rada potrebnog
za tecno rjesavanje, Sto zahtijeva vjezbu, i rada potrebnog za razumijevanje
znacenja, Sto zahtijeva raspravu, nuznu da bi se uvidjelo drugacije stajaliste.

Takoder je objasnio svojim ucenicima da se nekada treba raditi i nikada zapravo
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zavrsiti. Tijekom vremena mmnogo ucenika razvilo je svjesnost o drugacijim

"nac¢inima znanja necega" i nacine kako ih razviti samo za sebe.

Cilj je algebre uravnoteziti dva vazna elementa tec¢nosti i razumijevanja u
svrhu toga da algebra postane pristupacnija i bliskija ucenicima. Ona se temelji na
¢vrstom vjerovanju da ¢e ucenici uciti i koristiti algebru uc¢inkovito ako ih se stalno
izaziva na samostalno razmisljanje. Mnogo trenutnog poucavanja algebre na svim
razinama vodi do ucenja napamet ¢iji je cilj instrumentalno razumijevanje. Ucenje
napamet oslanja se na pamcenje ¢injenica i vjeStina, a ne na njihovo razumijevanje
i primjenu. Smisleno ucenje, vezano uz relacijsko razumijevanje, smanjuje
opterecenje u sje¢anju tako da slaze ideje u koherentni okvir te omogucéuje
ucenicima fleksibilno razmisljati i samostalno rjesavati zadatke. To ukazuje na
¢injenicu da problemi i objasnjavanje uloga dokaza trebaju biti ukljuceni na
svakom stupnju ucenja algebre i da rasprava i osvrt imaju vaznu ulogu zajedno
s konvencionalnim pisanim zadacima. Mozda bi bilo prikladno organizirati
kurikulum i poucavanje na esencijalno linearan nacin, ali ne smijemo se zavaravati
da ¢ée ucenje slijediti isti put. Nesigurnost i nepredvidljivost puteva kojim ucenje
moze krenuti ono je Sto poucavanje ¢ini frustriraju¢im i zahtjevnim zadatkom,

ali i jedan od razloga zasto ono moze biti poticajno i beskrajno zapanjujuce.

5.2 Algebarsko misljenje

Algebra je osnovno podrucje u svim cjelinama matematike te je zastupljena u
gradivu osnovne i srednje Skole. Algebra se u osnovnoj i srednjoj Skoli mahom
sastoji samo od manipulacije simbolima i raznih postupaka koji nemaju neke
prevelike veze sa stvarnim svijetom, no trebalo bi do¢i do promjene i staviti
naglasak na razvoj misljenja i zaklju¢ivanja u svim podrucjima matematike.

Algebarsko razmisljanje ili misljenje ukljucuje formiranje generalizacije iz
iskustva s brojevima i racunanjem, formaliziranje u smislu simbola i upoznavanje
pojmova uzoraka i funkcija. Daleko od toga da je to tema u kojoj je ukljuceno
malo stvarnog svijeta; algebarsko misljenje prozima se u svim podrucja mate-
matike i neophodno je za stvaranje matematike koja se koristi u svakodnevnom
zZivotu.

Pojmovi i ideje koji se provlace kroz matematiku jesu:

e Struktura brojevnog sustava i metode koje koristimo prilikom racunanja

mogu se generalizirati, Sto je u matematici vrlo bitno.
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e Simbolizam, koji se rabi i u aritmetici. Npr. svojstvo komutativnosti
(a+b=0b+a), govori nam da je 56 + 76 = 76 + 56, bez potrebe da posebno

racunamo sume na svakoj strani jednakosti.

o Varijable su simboli koji se koriste umjesto konkretnih brojeva ili raspona
brojeva, a koriste se za oznacavanje velicina koje se razlikuju ili se mijenjaju

kao nepoznate vrijednosti.
o Matematicki su modeli redovita pojava te se mogu prosiriti i generalizirati.

o Funkcije su odnosi ili pravila po kojima jedinstveno pridruzujemo elemente
jednog skupa elementima drugog skupa.

o Funkcijski odnosi mogu biti prikazani u kontekstu stvarnog svijeta, gra-
fikona, tablica i rije¢i. Svaki prikaz nudi drugaciji pogled na isti odnos.
Razlic¢iti prikazi sluze u razli¢ite svrhe pri koristenju funkcija.

Jedan je od osnovnih pojmova koje vezemo uz algebarsko misljenje pojam
generalizacije. Generalizacija ili poop¢avanje prijelaz je s razmatranja danog
skupa objekata na odgovarajuce razmatranje njegova nadskupa. Kreée se od
nekog pojma kojemu je pridruzen odredeni skup objekata te se zatim ustanovljava
neko svojstvo svih elemenata zadanog skupa. Zatim se promatra opéenitiji pojam,
svojstvo se prenosi na sve elemente dobivenog nadskupa ili se izgraduje opcenitije
svojstvo. Buduéi da nije odmah jasno hoce li pri prenosenju svojstva s manjeg
skupa na nadskup ono ostati sa¢uvano, nuzno je dokazati da to svojstvo vrijedi
za sve elemente nadskupa. Prema tome, generalizacija ili poopcéavanje metoda
je kojom se izgraduju opcenitiji pojmovi i opcenitije tvrdnje.

Najvaznije su generalizacije u srzi algebarskih razmisljanja one o brojevima
i racunanju, tj. one o aritmetici. Ne samo da takvo razmisljanje pridonosi
generalizaciji brojeva i racunanja veé¢ i sama generalizacija pomaze boljem
razumijevanju i vjestini racunanja. Mozemo koristiti nase razumijevanje kod
zbrajanja, npr. 5 + 7 mozemo zapisati i u obliku 54+7=24+3+7=2+10, a
5+ 67 uobliku 5467 =243+ 67 =2+ 70. Tu ideju mozemo generalizirati
na nacin da se prilikom zbrajanja brojeva manjih od 10 i bilo kojeg broja koji
zavrsava na 7 koristi isto zakljuc¢ivanje. Naravno, umjesto broja 7 moze biti bilo
koji broj od 1 od 9.

Za uvodenje algebarskog misljenja u kurikulum najzasluzniji je matematicar
James J. Kaput, americki matematicar i edukator (1942 — 2005), koji se zauzi-
mao za nove pristupe poucavanju matematike, ¢ime bi Siroj populaciji postala
procesom razumijevanja umjesto stjecanja apstraktnog znanja. On smatra kako

se generalizacija treba uvesti u sve sfere matematike, u aritmetiku, geometriju,
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u modeliranje situacija ([23]). Takoder opisuje pet razli¢itih oblika algebarskog

zakljucivanja:
1. generalizacija aritmetike i uzoraka,
2. koristenje simbola i njihovo znacenje,
3. proucavanje strukture brojevnih sustava,
4. proucavanje uzoraka i funkcija i
5. proces matemati¢kog modeliranja.

Algebarsko misljenje nije samo jedna ideja veé se sastoji od razlic¢itih oblika
misljenja i razumijevanja simbola te bi u kurikulumu nastave matematike trebalo
biti ukljuceno u sva podrucja matematike. Takoder bi trebalo kod ucenika od
samog pocetka obrazovanja razvijati takav oblik misljenja kako bi njegovo ucenje
bilo sto produktivnije.

Generalizacija brojeva pojavljuje se pri prvom kontaktu osobe s matematikom.
Pocinje veé u vrti¢u i nastavlja se dalje kroz skolovanje, gdje ucenici uce o svim
svojstvima brojeva, racunanja, uklju¢ujuéi i osnovne ¢injenice i znacenje operacija.
Zajedno s generalizacijom uce i o simbolici.

Temeljni model konceptualizacije, koji se moze smatrati skupom osnovnih
aktivnosti skolske algebre, predstavljen je skupom generalizacijskih, transfor-
macijskih i opéih metakognitivnih aktivnosti. Generalizacijske se aktivnosti
odnose na oblikovanje izraza i jednadzbi, tj. algebarskih objekata. Objekti u
algebarskim jednadzbama i izrazima varijable su i nepoznanice. Transformacij-
ske aktivnosti, tj. aktivnosti utemeljene na algebarskim pravilima, odnose se
na postupke rjesavanja problema koji uklju¢uju uvjete i rjeSsavanje jednadzbi.
Velik dio transformacijskih aktivnosti ukljuc¢uje rad s ekvivalentnim formama i
zahtijeva dobro poznavanje istih. Opcée metakognitivne aktivnosti koriste algebru
kao alat pri rjesavanju problema, modeliranju, uocavanju strukture, prouc¢avanju
promjena, generaliziranju, analiziranju odnosa i veza, obrazlaganju i dokazivanju.
Te se slozene aktivnosti ne mogu odvojiti od generalizacijskih i transformacijskih
aktivnosti bez da se usput izgubi smisao ucenja algebre. Prema tome, algebarsko
razmisljanje ovisi o razvoju nekoliko temeljnih ideja i pojmova, od kojih kao

najvaznije izdvajamo ekvivalenciju i varijable.

5.2.1 Ekvivalencija

Znak jednakosti "=" jedan je od najvaznijih simbola u aritmetici, algebri i u svim

podruéjima matematike u kojima se radi s brojevima i operacijama. Istrazivanja
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koja su pocela 1975., a provode se joS i danas (poput [26]), pokazuju kako je
razumijevanje tog simbola lose.

Svojstva simetricnosti i tranzitivnosti ekvivalencije smatraju se najvaznijim
uvjetima za generiranje i primjereno interpretiranje strukturalnih prikaza poput
jednadzbi. Zbog toga je od iznimne vaznosti nauciti ucenike kako znak jednakosti
trebaju smatrati relacijskim simbolom koji govori da su dva izraza ekvivalentna,
a ne operacijskim simbolom koji im govori da trebaju nesto izracunati. Tipi¢ni
odgovori na pitanje "Objasnite znacenje simbola '="" koje je zabiljezila jedna
uciteljica u osmom razredu osnovne skole ([25]) razvrstani su u dvije skupine
najces¢ih odgovora:

e "Zmak ’=’ koristi se u jednadzbama gdje trebamo pokazati da je izraz s

lijeve strane znaka =’ jednak izrazu s desne strane znaka, poput 49 =
7-7,3+3=5+1."

e "Znak ’=’ govori nam da moramo doé¢i do rezultata, tj. kona¢nog rjesenja
nekog izraza, poput 3-2 =6."

Ranija istrazivanja ([43]) pokazala su da ucenici znak jednakosti smatraju opera-
cijskim znakom te takav stav zadrzavaju cak i u prvim godinama srednjoskolskog
obrazovanja.

Zasto je za ucenike vazno pravilno razumijevanje znaka jednakosti? Prvo,
vazno je shvatiti odnose u brojevnom sustavu jer je on glavna metoda za predstav-
ljanje tih odnosa. Na primjer, 6-7 = 5-7+7. Ne ocekuje se od ucenika razmisljanje
o tome samo u simbolickom smislu, ve¢ i o moguéim osnovnim idejama u arit-
metici. Broj 6 mozemo prikazati kao sumu 6 = 5 + 1, svojstvo distributivnosti
omogucéava nam da odvojimo svaki od dijelova, (145)-7 = (1-7)+(5-7), a zatim
znamo da je 1 -7 = 7. Te su ideje razvijene kroz aritmetiku, a isti se postupci
mogu izvrsiti i s ostalim brojevima na poopéeni nacin. Drugi razlog zasto ucenici
trebaju razumjeti znak jednakosti jest zbog algebarskih izraza, jer kad se s njima
susretnu, ucenici imaju poteskoéa. Cak i rjesavanje jednostavnog izraza poput
5z — 24 = 81 zahtijeva od ucenika da vide obje strane znaka jednakosti kao
ekvivalentnost izraza. Treba znati da, ako se s obje strane nesto doda ili oduzme,
tada jednakost i dalje ostaje ista.

Ucenicko je poimanje znaka jednakosti od operacijskog do relacijskog postajalo
sve sofisticiranije kroz godine ucenja matematike, medutim, veéina je ucenika
jos uvijek sklonija operacijskom shva¢anju znaka jednakosti. Tako udio ucenika
koji shvacaju relacijsko znacenje znaka jednakosti raste kroz obrazovanje od
Sestog do osmog razreda, kod ucéenika se osmih razreda taj postotak ponovno

pocinje smanjivati, te ucenici koji su ranije shvacali relacijsko znacenje znaka
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jednakosti na to zaboravljaju prilikom rjeSavanja linearnih jednadzbi ([26]).
Mozemo zakljuciti da je relacijsko shvac¢anje znaka jednakosti potrebno ne samo
kako bi ucenici znali smisleno postavljati i interpretirati jednadzbe nego i kako bi
znali smisleno raditi s jednadzbama. Zbog toga je od iznimne vaznosti odvojiti
vrijeme i posvetiti se ucenickom razumijevanju ¢injenice da znak jednakosti
predstavlja ekvivalenciju, a ne racunsku operaciju, sto ¢e se odraziti na uspjeh u

algebri u kasnijim godinama obrazovanja.

Toéno/netoéno i jednakosti otvorenog tipa

Dobra je polazna tocka za pomoé ucenicima u razumijevanju znaka jednakosti
proucavanje toc¢nih i neto¢nih jednakosti. U tom slucaju promatramo samo znace-
nje jednakosti. Zelimo li uvesti to¢no/netoéno jednakost, potrebno je ucenicima
na jednostavnim primjerima objasniti Sto se takvim primjerima podrazumijeva,
tj. kada je jednakost to¢na, odnosno netoc¢na. Zatim sastavimo listi¢ na kojemu
se nalaze jednostavne jednakosti, od kojih su neke tocne, a neke ne. Na primjer:

54+2=7,4+1=64+4=8_8=10—1.

Uz to istrazivanje moguce je uvesti i druge aktivnosti, ali treba racunanje ostaviti
Sto jednostavnijim. Ucéenici rjesavaju listi¢ i odreduju koje su jednakosti tocne, a
koje netocne. Za svaki se odgovor od njih zahtijeva objasnjenje kako su zakljucili
sto je tocno ili netoéno. Osim jednostavnih jednakosti, moguce je ucenicima dati

i manje klasi¢ne jednakosti s kakvima se jos nisu susretali, na primjer:
445=8+1,34+7T=7+3,6-3=7-4,

44+5=4+58=89+5=14+0.

Nije potrebno istrazivati sve varijacije jednakosti u jednom satu, veé je svrsishod-
nije to Ciniti u vise navrata. Potrebno je poslusati i promotriti odgovore koji
ucenici daju tijekom rjesavanja listica. Ucenici se uglavnom slazu oko jednakosti
koje s jedne strane imaju neki izraz, a s druge samo broj. Jednakosti oblika
10 = 10 izazivaju veéu raspravu kod ucenika jer su uvjereni kako barem s jedne
strane jednakosti mora postojati neka operacija. Najzanimljivije su jednakosti
koje s obje strane imaju operacije te takve jednakosti izazivaju najvise rasprave
kod ucenika.

Nakon $to uéenici upoznaju to¢no/neto¢no jednakosti, mozemo im uvesti i
jednakosti otvorenog tipa. To su jednakosti koje imaju prazno mjesto koje se

mora popuniti kako bi dobili to¢nu jednakost. Primjerice

54+42=0+3,4+0=6,4+5=0-1,3+7="7+0.
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Zadatak je upisati broj u prazni kvadrati¢ kako bi dobili toénu jednakost
i pri tome treba traziti objasnjenje od ucenika zasto su tako odgovorili. U
takve zadatke mozemo ukljuciti sve racunske operacije, ¢ime se zadaci dodatno
kompliciraju.

Pogodna aktivnost za ucenike sastoji se u tome da sami sastavljaju jednakosti.
Nakon sto su svladali takve jednakosti, izazov je za njih da sami sastavljaju
takve zadatke te ih zadaju svom prijatelju u razredu. Svaki ucenik zaduzen je
sastaviti tri ili Cetiri to¢no/netoéno jednakosti, od kojih je barem jedna toc¢na i
barem jedna netoc¢na. Kada ucenici sami zadaju zadatke svojim kolegama, skloni
su zadavati velike brojeve s puno racunskih operacija. Takve jednakosti poticu
razvijanje relacijskog razmisljanja kod ucenika.

Pri prvom se susretu cesto koristi nula i dodavanje i oduzimanje jednog te
istog broja. Te jednakosti ucenici mogu raditi i s danima u tjednu ili mjesecima
u godini. Na primjer, ako je datum 24. u mjesecu, zadatak je ucenika prikazati
broj 24 pomocu brojeva i operacija. U pocetku ¢e ucenici koristi jednostavne
izraze, no uz malo iskustva pocet ¢e koristi razne trikove, dodavanje istog broja,
oduzimanje istog broja, nulu i sli¢no.

Naglasak je u tom pristupu na razumijevanju znaka jednakosti te na razvijanju
relacijskog misljenja, tj. na tome da ucenici stvaraju odnose medu stranama
jednakosti, a ne da se baziraju na diretknom racunanju. Time doprinose razvoju
vlastitog algebarskog misljenja.

Relacijsko razmisljanje
Promotrimo dva moguéa nacina ucenickog rjesavanja istog zadatka.

Primjer 5.2.1. Nadopuni kvadrati¢ kako bi iduca jednakost bila valjana:
7T-0=6-4.

Prvi nacin: Ucenici promatraju koliko je 6 — 4. Rezultat je 2. Potom se
zapitaju sto treba oduzeti od 7 kako bi dobili 2:, 7 —5 je 2. Iz toga zakljucuju da
u kvadratié¢ treba upisati broj 5.

Drugi nacin: 7 je veci od 6 ¢ lijeva strana je za jedan veéa od desne. To znaci
da moramo oduzeti jedan na lijevoj strani kako bismo dobili isti broj, odnosno
desnu stranu povecati za jedan. Prema tome, 5 ide u kvadrati¢. Oba su odgovora

tocna, ali razlika je u nacinu razmisljanja.

Kako bi ucenici rijesili 134 4+ 175 = 174 + 0?7 Jedan od nacina razmisljanja
jest da prvo izra¢unaju rezultat s jedne strane i prilagodavaju rezultat na drugoj

strani kako bi izraz bio valjan. Drugi je nacin promatranje odnosa medu izrazima
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na objema stranama znaka jednakosti. Kod takvog nacina nije potrebno ra¢unati
vrijednosti na svakoj strani. Kada su brojevi veliki, onda je takav nac¢in korisniji.
Kako je 174 za jedan manje od 175, kako bi nadoknadili razliku, broj u kvadrati¢u
mora biti za jedan vise od 134, sto je 135. Kod prvog nacina moze doé¢i do
poteskoca pri rac¢unanju, pa time i do pogreske.

Relacijskim razmisljanjem nazivamo pristup u kojem ucéenik promatra i koristi
numericke odnose izmedu dviju strana znaka jednakosti, bez da rac¢una iznose
tih strana. Takav nacin razmisljanja seze dalje od jednostavnog racunanja i
umjesto toga ispituje povezanost medu operacijama. Nalazi se u zaristu mnogih
strategija, poput strategije udvostrucenja ili raspolavljanja. Promotrimo 1i 6 + 7
ili 6 - 8, znamo da je 6 + 7 za jedan vise od 6 + 6 i da je 3-8 pola od 6 -8. Te
su strategije samo jednostavan primjer relacijskog razmisljanja, kakvo nalazimo
kod generalizacije u aritmetici. Stoga takve odnose mozemo koristiti i kada se
pojave varijable, a ne samo brojevi.

Nije pozeljno pokusavati nametnuti relacijsko razmisljanje ucenicima, veé¢ ga
je potrebno uvoditi uz pomoé to¢no/netocno otvorenih jednakosti, odabirom
jednadzbi za koje je potrebno razmisljanje, a ne racunanje. Koristimo li velike
brojeve u jednadzbama kako bi ucenicima bilo tesko racunati s njima, oni ¢e

postupno odustati od racunanja i poceti razmisljati relacijski.

5.2.2 Varijable

Varijable su algebarski alat pomoc¢u kojeg se izrazavaju poopcéenja u matematici.
Koncept se varijable bitno razlikuje od koncepta nepoznatog. Nepoznanica je
broj koji ne varira, dok je varijabla vrijednost koja se mijenja.

Ucenicke interpretacije slova mogu se kategorizirati na iduéi nacin:
e evaluirano slovo,

e neprimijenjeno slovo,

¢ slovo kao objekt,

e nepoznato slovo,

« slovo kao generaliziran broj i

¢ slovo kao varijabla.

Problem je pogresnog shvacanja simbola prenosenje tih krivih pretpostavki
u nastavku skolovanja, posebice u poop¢avanju odnosa i veza u matematickim

problemima.
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U evaluiranom se slovu broj odmah pripisuje slovu, kao u odredivanju da je
a = 3 kada je zadana jednadzba a + 5 = 8. Nisu potrebne nikakve operacije jer
se zna da je 3 +5H = 8.

U drugom se sluc¢aju slovo ignorira kada se pita za vrijednost a + b + 2,
podrazumijevajuéi da je a + b = 43. Paznja se tu usmjerava na to da se 2 mora
dodati pa se slova mogu ignorirati. U obama slucajevima ima smisla da slova
zamjenjuju neke brojeve, no ne postoji zamisao da se na slovima mogu vrsiti
druge operacije osim one da ih se zamijeni brojevima.

Treéa kategorija, slovo kao objekt, odnosi se na uobicajenu pogresnu inter-
pretaciju slova kao skracenice za neki predmet, a ne za broj. Upotreba b i ¢ kao
skracenice za banane i cikle te m i k za milje i kilometre tipi¢ni su primjeri tog
fenomena. U tom sluc¢aju moguce je vrsiti operacije na izrazima koje obuhvacaju
slovo, no cesto ¢e rezultati biti besmisleni. U mnogim je algebarskim situacijama
korisno koristiti prvo slovo naziva objekta, no mora biti jasno da se slovo odnosi
na broj koji je na neki naéin vezan uz taj objekt, a ne na sam objekt.

Slovo kao nepoznanica veze se uz rjesavanje jednadzbi te je u tom smislu
tocno. No, do sukoba dolazi kada se ucenici susretnu s jednadzbama koje imaju
vise rjeSenja. Primjerice, odreden broj ucenika od 12 do 17 godina ne bi odmah
uvidio da jednadzbe 7w + 22 = 109 i Tn + 22 = 109 imaju identi¢na rjesenja.

Slovo kao generaliziran broj prosiruje ideju nepoznanice. Najucestaliji ucenicki
odgovor na pitanje "Sto mozete reéi o ¢ ako je ¢4+d = 10, a ¢ je manji od d?” jest
davanje jedne vrijednosti, obi¢no 4, no neki su dali i listu vrijednosti 1, 2, 3,4,
sto prikazuje slovo kao generaliziran broj. Profinjeniji je odgovor bio ¢ < 5, $to
pokazuje veée razumijevanje ideje o varijabli iako nije jasno odnosi li se to na
svaki broj manji od 5 ili ga se gleda kao nekoliko odredenih brojeva. Odgovor
da je ¢ = 10 — d ponovno implicira da moze biti uklju¢eno nekoliko brojeva,
no ne uzima u obzir da je ¢ manji od d. Razlika izmedu generaliziranog broja
i varijable ¢ini se manje jasnom i manje vaznom od one izmedu nepoznanice
i varijable. U odredenim algebarskim kontekstima dovoljna je ideja slova kao
nepoznanice, no ako do ucenika dolazi samo ta interpretacija, to postaje ocita
barijera za smislen rad s izrazima i funkcijama. Mnogi ucenici otprije imaju
barijeru stvorenu prvim trima kategorijama, osobito onom o slovu kao objektu.
Na to treba obratiti pozornost ve¢ u ranijim stadijima ucenja predmeta te stalno
naglasavati ideju slova kao broja, bilo da je ono nepoznanica ili varijabla.

Ucenici se prvo srecu s varijablom kao ne¢im S$to oznacava nepoznatu vrijed-
nost, kao sto u jednakostima otvorenog tipa prazni kvadrati¢ () predstavlja
nepoznanicu. Za pocetak mozemo poceti koristiti slova umjesto kvadrati¢a kao
nepoznanice. Zatim mozemo pitati ucenike s ¢im treba zamijeniti kvadratié¢
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ili slovo kako bi dobili istinitu jednakost. To je pocetni rad na odredivanju
vrijednosti varijable koja ¢e jednakost uciniti istinitom. Prilikom rjesavanja
treba se osloniti na relacijsko razmisljanje. Rjesavajuéi takve zadatke, ucenici ce
razvijati svoje tehnike za rjesavanje, no ostaje pitanje kako postupiti kada takve
tehnike nisu dovoljne.

Kada se u istoj jednadzbi pojavljuju razliciti simboli, razli¢ite varijable mogu
imati i razlic¢ite vrijednosti. Na primjer, u jednadzbi a 46 = 10 — b jedno rjesenje
jest a =31 b=1, dok je druga moguénost a = b = 2. Vidimo da kako se jedna
varijabla mijenja u toj jednadzbi, tako se mijenja i druga. Veéinu ucenika ta
mogucénost zbunjuje jer smatraju da ako su varijable razlicite, tada i njihove
vrijednosti moraju biti razlic¢ite, sto nije uvijek tako.

Primjer je koristenja dviju ili vise varijabli, npr. u zadavanju funkcije u
obliku y = x + 3. Za rjesavanje problema u situacijama u kojima se pojavljuju
razli¢ite varijable bitan je i kontekst u kojem se problem nalazi. Na primjer, na
pitanje na koliko je nacina moguce rasporediti 7 jabuka u dvije kosare, ucenici
izraduju tablicu i pomoc¢u nje pronalaze rjesenje. Na pocetku ¢ée to biti slucajno
pronalazenje rjesenja te prilikom rjesavanja ucenici vjerojatno nece razmisljati o
koristenju nule, stoga ¢e tako do¢i samo do nekoliko rjesenja i neée ih pronaéi
sva. No, nakon rasprave i objasnjenja otkrit ¢e kako je rjesenje 2 i 5 drugacije
od rjeSenja 5 i 2 (jer su kosare u koje idu jabuke razli¢ite). Vazno je znati i kada
su pronadena sva rjesenja. Na jednoj se razini znanja ucenici ne bi mogli sjetiti
vise rjesenja, pa bi zakljucili da ih viSe nema te bi neki od njih tako, na primjer,
zaboravili rjesenje u kojem se pojavljuje nula. Ucenici s vise znanja raspisali
bi sve kombinacije brojeva od 0 do 7 za jednu kosaru, dok bi mozda jedan dio
ucenika znao da ti isti brojevi vrijede i za drugu kosSaru te bi bez raspisivanja
svih rjesenja dali ukupan broj rjesenja. Ucenici bi zakljucili da je broj rjesenja
uvijek barem za jedan veéi od broja jabuka. Kada bi se radilo i o ve¢em broju,
mogli bismo zakljuciti da pristup ne ovisi samo o tom broju, veé i o kontekstu.

Vidimo da je u tom slucaju broj rjesenja ogranicen jer se moze raditi samo s
cijelim brojevima i s maksimalnom vrijednosti 7. Da je problem bio postavljen
kao J + K = 7 i bez odgovarajuéeg konteksta, u rjesenje bi ulazili i racionalni
i negativni brojevi. I u takvim je slucajevima moguéa generalizacija, ovisno o
uzrastu ucenika.

U cCetvrtom je razredu osnovne skole razumno omogudéiti ucenicima da pronadu
rjesenje jednadzbi s jednom ili vise varijabli metodom pokusaja i pogresaka te
relacijskim razmisljanjem. Ve¢ se u petom i Sestom razredu kod ucenika trebaju
razviti neki postupci kojima bi mogli rijesiti postavljene jednadzbe i kada te

neformalne metode vise nisu prikladne.
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Nakon kratkog vremena potrebno je zadati ucenicima i zadatke s vise varijabli
te im dati da ih sami rijeSe metodom kojom zele. Moramo imati na umu da
takvi zadaci ne smiju biti lagani te da ucenici ne smiju moé¢i odmah otkriti
rjeSenje. Kako bi ucenicima pokazali da metoda pokusaja i pogresaka nije uvijek
primjerena, mozemo im zadati zadatak oblika 3z 4+ 2 = 11 — x, gdje rjesenje nije
cijeli broj. Kako rjesenje nije cijeli broj, vjerojatnost je pogadanja rjesenja vrlo
mala.

Nakon Sto ucenici rijese vise takvih jednadzbi, morali bi razviti metode i
vjestine za njihovo rjesavanje. Takoder bi ucenici trebali znati i kako dokazati da
su njihova rjesenja tocna. Moraju imati na umu i znak jednakosti te moraju sami
zakljuciti da ako dodaju ili oduzmu vrijednost s jedne strane jednakosti, moraju
istu vrijednost dodati ili oduzeti i s druge strane jednakosti kako bi jednakost

ostala saCuvana.

5.2.3 Struktura brojevnog sustava

Ucenici ¢e radi lakseg razumijevanja brojevnog sustava i operacija prouciti
svojstva i strukture opéenito, a ne samo za posebne slucajeve. Prilikom ucenja
¢e ucenici usvojiti razna svojstva koja ¢e im olakSati racunanje i izvrsavanje
racunskih operacija. Jedno takvo svojstvo jest svojstvo komutativnosti. Na
primjer, ucenik rjesava zadatak 256+ 147 = N +256, iz ¢ega zakljucuje da je N =
147 jer je 2564147 isto $to i 147+256. Opéenito svojstvo glasi a+b = b+a i vrijedi
za sve brojeve. Poznavanje svojstava omogucéuje ucenicima bolje razumijevanje
strukture brojevnog sustava i pruza osnovu za boljim razumijevanjem apstrakcije.

Svojstva racunskih operacija

Svojstva racunskih operacija ucenici mogu nauciti kroz svoja istrazivanja dok
rjesavaju razne zadatke. Tako se, na primjer, ucenici slazu s tim da je 25-5 = 5-25,
no glavno je pitanje je li to istinito za sve brojeve ili samo za neke. Dio ucenika
tvrdi da to vrijedi za sve brojeve, dok se neki ne slazu s tim. Kako bi ucenici
naucili i shvatili zasto to vrijedi, treba im objasniti na opcenitiji nac¢in, bez
koristenja odredenog broja. Sto se dogodi kad pomnozimo dva broja u obrnutom
slijedu? Dobijemo isti odgovor. Sve dok ne dokazu istinitost toga ili navedu
kontraprimjer, to se smatra nagadanjem.

Vazno je napomenuti da kada je pravilo napisano kao otvorena recéenica, tada
vrijedi za sve brojeve. Ucenici neée razumjeti zasto nije moguce dijeliti s nulom,

pa je to svojstvo potrebno istaknuti.
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Zelja da se dokaze da je neka pretpostavka istinita znacajan je oblik alge-
barskog misljenja. Ucenici prilikom dokazivanja neke pretpostavke smatraju da
je nesto Sto nije istina relativno. S obzirom na razinu znanja ucenika imamo
nekoliko nacina dokazivanja. Na nizoj razini, ucenici svoje dokaze tumace na
nacin da su od nekoga saznali da je to tako, no to nije ispravan dokaz. Ucenici
trebaju razvijati samostalno razmisljanje i donosSenje zakljucaka na temelju
vlastitog misljenja. U viSim razredima osnovne skole najceséi oblik "dokaza" jest
koristenje primjera. Ucenici ¢e navesti mnogo konkretnih primjera i na temelju
njih zakljuciti da je pretpostavka dokazana. No, ponekad ¢ée biti i ucenika koji
zele znati vise, pa nece olako prihvatiti takve "dokaze". Neée im biti jasno
kako sa sigurnoséu mogu re¢i da ne postoje brojevi za koje pretpostavka ne
vrijedi. Ucenici pokusavaju koristiti logiku kako bi dokazali pretpostavku. Cesto
prilikom dokazivanja koriste konkretne i nastavne materijale kako bi si lakse
nesto predocili. Tako, na primjer, ucenici pokusavaju dokazati da je a+b=b+a
uz pomo¢ kockica. Na jednu hrpu stave 7 kockica, a na drugu 8. Kad ih se
spoji bilo kojim redom, rezultat je isti, 15 kockica. Na temelju toga ucenik
zakljucuje da je svejedno kako ¢e zbrajati brojeve, tj. da nije vazan redoslijed.
Medutim, postoje i svojstva koja mogu biti dokazana. Na primjer, a +b—b=a
ia-0=0 mozemo dokazati uz pomo¢ osnovnih svojstava i definicija. Ovisno
o razini znanja, takvi ¢e biti i dokazi kod ucenika. Dakle, vazno je na svim
razinama motivirati ucenike da prilikom dokazivanja koriste logiku te da ne
budu zadovoljni dokazom koji je nastao na temelju konkretnih primjera. Cilj je

nastavnika da ucenik razvija svoje razmisljanje i da ga ukljucuje u dokazivanje.

Parni i neparni brojevi

Jedna je od glavnih podjela cijelih brojeva podjela na parne i neparne. Ucenici
¢esto prilikom zbrajanja dvaju parnih brojeva uoce da je i njihov zbroj paran.
No, ako zbroje neparan i neparan broj, takoder rezultat bude paran broj, ali kad
zbroje paran i neparan broj, dobiju neparan broj.

Koji su to parni, a koji neparni brojevi? Broj je paran ako je djeljiv s 2, tj.
ako se moze podijeliti s 2 bez ostatka. Neparan je broj onaj koji nije paran.
Prilikom dijeljenja neparnog broja s 2 dobijemo ostatak 1.

Ucenici na razne nacine pokusavaju dokazati kada je broj paran, odnosno
neparan, sto im je lakSe nego dokazivati ostala svojstva brojeva. Svoje e
dokazivanje prvenstveno provesti kroz primjere. Odaberu neparan broj i podijele
ga s 2, primijete da je ostatak 1. Uz pomo¢ toga zakljuce koji su brojevi neparni.
Zatim ¢e taj postupak ponoviti na nekom drugom neparnom broju i opet c¢e
vidjeti da daju ostatak 1. Kako bi pokazali da je zbroj dvaju neparnih brojeva
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paran, zbrajaju ih tako da zbroje ostatke koje su dobili dijeljenjem s 2. Zatim
njihov zbroj podijele s 2 i primijete da nema ostatka te zaklju¢uju da je zbroj
dvaju neparnih brojeva paran broj. Kako ucenici bolje razumiju vizualno, ¢esto
i u tom slucaju koriste kockice koje slazu u stupice i tako si predocavaju i
argumentiraju da je zbroj dvaju neparnih brojeva paran.

Ucenici mogu na vise nacina doé¢i do zakljucka o parnim i neparnim brojevima
sto kod njih potice razvoj razmisljanja kako nesto dokazati te im koristi u daljnjem
skolovanju. Nastavnik tijekom obrade nekog gradiva treba pratiti kako ucenici
usvajaju gradivo. Radi lakseg pracenja vodi biljeske i zapisuje napredak kod
ucenika. Nije mu vazno da svi ucenici iniciraju pretpostavke, ve¢ da svi aktivno
sudjeluju u nastavi. Kako bi ih se sve motiviralo na sudjelovanje, prije nego
krenu u raspravu, ucenici moraju napisati u svoje biljeznice ideje i argumente
vezane uz dokaz pretpostavke. Nakon rasprave, potrebno je poslusati sve sto
su ucenici napisali. Tako ¢e i ostali ucenici ¢uti puno primjera logickog nacina

razmisljanja, Sto doprinosi razvoju ucenikovog misljenja i zakljucivanja.

5.2.4 Uzorci i njihovo ponavljanje

Razni uzorci zastupljeni su u svim podrucjima matematike. Proucavanje, opi-
sivanje i proSirivanje uzoraka na vece skupove pridonosi razvoju algebarskog
misljenja. Za pocetak je razvoja algebarskog misljenja dobro krenuti s uzorcima
koji se ponavljaju. Koncept uzorka koji se ponavlja mozemo tijekom obrade
gradiva uvesti na nekoliko nac¢ina. Jedan je od nacina nacrtati jednostavan oblik
na ploéi i zatim napraviti u razredu raspravu na temelju toga. Usmeni uzorci
mogu se primjenjivati kod ucenika svih uzrasta. Na primjer, "do, mi, mi, do,
do ..." jest jednostavan uzorak kod pjevanja. Gore, dolje, lijevo, desno, preko
pozicija ruku elementi su s kojima se takoder moze napraviti obrazac koji je
potrebno ponavljati. Najmladi ucenici najbrze uce koncept uzoraka preko takvih

oblika obrazaca.

Ucenici mogu zadatke s uzorcima raditi u malim grupama, pri ¢emu uzorci
mogu biti izradeni od razli¢itih materijala. Primjerice gumbi, kocke, cackalice,
geometrijski oblici i drugi oblici s kojima je lagano za raditi.

Zadatak je ucenika da na temelju danog uzorka naprave nove iste uzorke.
Potrebno je odrediti temelj uzorka kako bi znali nastaviti nizati iste uzorke.
Ucenicima se mora precizno prikazati uzorak, a ne dvosmisleno ili djelomicno. Na
primjer, ako je temeljni oblik ¢, a kartica ima oblik {0, radi se o dvosmislenom

uzorku jer moze predstavljati i novi uzorak i ponavljanje temeljnog oblika.
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Znacajno je postignuée rada ucenika s uzorcima i obrascima navesti ih na
shvac¢anje da obrasci od dvaju razli¢itih materijala mogu predstavljati iste uzorke.

Ponekad je ucenicima dobro zadati uzorke i razli¢ite materijale te ih zatim
traziti da jedan uzorak izrade od razli¢itih materijala. Prepoznavanje uzoraka
postavlja temelje ideje da dvije razli¢ite situacije mogu imati isto matematicko
znacenje.

Radi razvijanja misljenja dobro je promatrati i uzorke brojeva, nizove. To
mogu biti jednostavna ponavljanja poput 1,2,1,2,1... Opcenito, promatranje
takvih uzoraka nizova oblik je napretka u uéenju. Niz je 1,2,1,3,1,4,1,5... jos
jedan jednostavan primjer koji ne zahtijeva preveliki napor kako bi se nastavio.

Promotrimo jos neke primjere:
e 2.4,6,8..., niz parnih brojeva, svakom prethodnom ¢lanu dodamo 2.

e 1,4,7,10,13..., niz brojeva kojem je prvi ¢lan 1, a ostale ¢lanove dobivamo

tako da prethodnom dodamo 3.
e 1,4,9,16..., niz kvadrata prirodnih brojeva.

e 0,1,5,14,30..., niz u kojem od drugog ¢lana nadalje svaki sljedeé¢i ¢lan

dobivamo dodavanjem kvadrata prirodnih brojeva prethodnom ¢lanu.

e 3,3,6,9..., niz u kojem od drugog ¢lana niza nadalje svaki sljedec¢i ¢lan

dobivamo kao sumu prethodnih dvaju.

Izazov u zadacima s nizovima brojeva nije samo nastaviti niz i prosiriti uzorak,
veé je glavni cilj dani niz generalizirati, tj. znati odrediti bilo koji ¢lan niza bez

da se odreduju svi ¢lanovi.

Rastudéi uzorci i susret s funkcijama

Tijekom osnovne i srednje Skole ucenici istrazuju uzorke i pravila koja omoguéuju
bolje razumijevanje algebre i funkcija. Uzorak koji pokazuje neko zajednicko
svojstvo predstavlja niz te ¢emo takav uzorak zvati rastu¢i uzorak. Pomoéu tih
je uzoraka moguce nastaviti niz, odrediti generalizaciju ili algebarski odnos medu
¢lanovima pomocu kojeg znamo koji je ¢lan sljede¢i. Generalizaciju odredivanja
¢lanova niza mozemo shvatiti kao funkciju. Rastuéi uzorci takoder prikazuju
koncept funkcije i mogu se koristiti kao polazna tocka u toj matematickoj ideji.

Na Slici prikazani su rastuéi uzorci koji su izradeni od razli¢itih materijala
ili raznolikih crteza. Uzorci se sastoje od niza odvojenih koraka, pri ¢emu se

svaki novi korak nastavlja na prethodni prema odredenom pravilu.
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Slika 5.1: Rastuéi uzorci.

Kada se uvode rastuéi uzorci, uéenicima je, osim crtanja na papiru, korisno
to prikazati i pomocéu konkretnih predmeta poput plocica, kuglica ili Sibica.
Takav je nacin ucenja ucenicima zanimljiviji i bolje ga razumiju. Prilikom
ucenja se uzoraka prvo ucenicima pokazu tri ili Cetiri koraka te im se osigura
dovoljan broj novog materijala za prosirivanje uzorka dalje. Rastuéi uzorci imaju
i numericku komponentu, predstavljenu brojem predmeta u svakom koraku.
Tablicom mozemo prikazati rastuc¢e uzorke tako da u jedan red piSemo redni broj
koraka, a u drugi potreban broj dijelova za taj korak. Ponekad se moze dogoditi
da je potrebno mnogo dijelova i da uzorak brzo raste, Sto rezultira izradom
samo nekoliko koraka. Tada, na primjer, zadatak ucenika moze biti predvidjeti
koliko dijelova ima u tridesetom koraku uzorka. Izazov je vidjeti postoji li nacin
da to ucine bez popunjavanja tablice do trazenog koraka. Naravno, prilikom

odredivanja dijelova potrebno je od ucenika traziti obrazlozenje zasto je to tako.

Prilikom otkrivanja uzorka ucenici imaju na raspolaganju dva prikaza, jedan
je crtez ili neki konkretni oblik, a drugi je numericki zapis u tablici. Kada ucenici
traze vezu izmedu tablice i crteza, neki ¢ée se viSe bazirati na tablicu, dok ¢ée se
drugi bazirati na fizicki uzorak. Vazno je otkriti sve veze izmedu tablice i crteza.
Vecini je ucCenika lakse vidjeti uzorke korak po korak. Kad imamo danu cijelu
tablicu bez crteza, mozemo odrediti koliko je dijelova potrebno za trideseti korak
bez da crtamo uzorak. Kako tablica sadrzava numericki izraz za svaki korak,

korak moze biti odreden iz prethodnog koraka dodavanjem uzastopnih brojeva.

Opis koji govori kako se mijenja uzorak iz koraka u korak naziva se rekurzivni
odnos. Kako bi bolje razumjeli rekurzivni odnos, potrebno je ucenicima naglasiti
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korake u stvaranju uzorka te ih navesti da sami prate koliko se dijelova u kojem

koraku dodaje i na koji su nac¢in koraci povezani.

Funkcionalni odnosi

Prvo sto ¢ée ucenici primijetiti kod izgradnje uzorka korak po korak jest rekurzivan
odnos. Postavlja se pitanje kako pronaéi stoti korak. Jedan je od nacina raditi
rekurzivno, odnosno odrediti svih prethodnih 99 unosa u tablicu. No, ako ucenici
otkriju povezanost broja dijelova u odredenom koraku s rednim brojem koraka,
tada je lako odrediti koliko je dijelova potrebno za proizvoljni korak. Pravilo
koje odreduje broj dijelova po koracima primjer je funkcionalnog odnosa.

Ne postoji najbolji nac¢in za odredivanje odnosa izmedu broja dijelova za odre-
deni korak i rednog broja koraka. Neki ¢e ucenici sami, koristeéi vlasitite metode,
odgonetnuti i zakljuciti kakav je taj trazeni odnos. Neki ¢e uz pomo¢ fizickog
uzorka i predo¢avanja uzorka doéi do zakljucka. Ako nikako drugacije ne uspiju
odgonetnuti odnos i vezu, ispisivat ¢e tablicu i tako doé¢i do trazenog odgovora.
Zanimljivije je, te mozda i vaznije, da ucenici prvo pronadu funkcionalni odnos u
konkretnom, fizickom obliku uzorka, umjesto u numerickom. Kako bi to uspjeli,
ucenici prvo dobivaju samo jedan korak te pomocu njega trebaju odgonetnuti
metodu prebrojavanja elemenata bez racunanja ostalih koraka. Ilustrirajmo to

primjerom.

Primjer 5.2.2. Uz pomo¢ informacija danih na Slici[5.2, potrebno je odrediti
broj kvadratnih plocica nuznih za poplocavanje ruba bazena. Na slici je promatrano
kvadratno podrucje velicine 10 x 10 metara, dok je sam bazen velicine 8 x 8
metara. Ukoliko je moguce, treba naci vise nacina za opisivanje traZenog broja
kvadrata.

Postoji nekoliko nacina za rjesavanje tog problema. Cesto je rjesenje u
kojemu ucenici primijete da s lijeve ¢ desne strane od pocetka do kraja bazena ima
po 10 kvadrata i da im s gornje i donje strane vodoravno ostane po 8 kvadrata.

Zapisemo li tu jednakost aritmeticki, dobivamo
10+104+8+8=2-10+2-8=36.

Jos su neka moguca rjesenja dana s 4-9,10% — 82,4 -8 + 4.

Lako je odrediti kolika je granica kada se radi o manjem bazenu, no sto kada
je u pitanju, na primjer, bazen velicine 55 x 552 Tada ucenici sigurno mece
brojati potrebne kvadrate, ve¢ ée pomocu manjih brojeva izvesti opcu formulu.

Ta formula zapravo predstavija funkciju. U tom je primjeru funkcija dana s

t = 2(n+ 2) 4 2n, gdje n predstavija duljinu unutrasnjosti bazena.
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Slika 5.2: Bazen.

U polaznom je slucaju n = 8, sto predstavlja nezavisnu varijablu, dok je t

broj potrebnih kvadrata za poplocavanje ruba bazena i to je zavisna varijabla.

Rastuéi uzorci mogu biti prikazani pomocu fizickih materijala, crtezom,
pomocu dijagrama i pomoc¢u simbolickih pravila. Rastuée uzorke mozemo
prikazati i graficki, pravcem ili parabolom, ovisno o uzorku. Horizontalna os u

grafu uvijek prikazuje redne brojeve te se koristi za nezavisnu varijablu.

5.2.5 Koncept i prikaz funkcije

Za ucenike osnovne skole funkciju mozemo definirati kao pravilo koje elementima
jednog skupa pridruzuje elemente drugog skupa, no za visi stupanj obrazovanja
potrebna je detaljnija definicija. Na visoj se razini znanja koncept funkcije naj-
bolje razumije u nekom kontekstu, u kojem promjena u jednom skupu (nezavisna
varijabla) uzrokuje promjenu u drugom skupu (zavisna varijabla).

Na primjer, visina plaé¢e radnika funkcija je ovisna o broju radnih sati, dok
razina vode u spremniku ovisi o broju potrosaca. Sve su to primjeri promjene
jedne varijable koja uzrokuje promjenu druge varijable. Primjeé¢ujemo da postoji
mnogo primjera funkcionalnih odnosa u svakodnevnom zivotu. Funkcije se koriste
kako bismo bolje razumjeli promjene u svim vrstama konteksta.

Razlikujemo pet vrsta prikaza funkcija:
1. prikaz pomocu uzorka, tj. stavljanje funkcije u kontekst;

2. prikaz pomocu grafikona ili tablica;
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3. prikaz formulom;
4. graficki prikaz, tj. prikaz zadavanjem grafa;
5. jezicni prikaz.

Svaki od navedenih prikaza prikazuje iste funkcionalne i rekurzivne odnose,
no svaki daje drugaciji nacin gledanja i razmisljanja. Vrijednost je svakog prikaza
u tome Sto pomaze vidjeti i razumjeti funkciju na drugaciji nacin.

Radi boljeg razumijevanja tih prikaza, ilustrirat ¢emo ih na primjerima.

Prikaz pomocéu uzorka

Ne moze se bas za svaku funkciju nac¢i kontekst iz stvarnoga svijeta, ali ako je
moguce, za bolje je razumijevanje potrebno koristiti odgovarajuéi kontekst kako

bi ucenici bolje usvojili gradivo.

Primjer 5.2.3. Helga pokusava zaraditi novac za skolsku torbu i knjige proda-
jom tulipana preko ljeta. Pri tome vlasniku klupe na kojoj prodaje tulipane za
iznajmljivanje placa 50 kuna po danu. Za svaki prodani tulipan dobije 25 kuna.
Njezini su troskovi za svaki tulipan 10 kuna, sto znaci da je dobit od jednog
tulipana 15 kuna.

Promatrana funkcija nalazi se u kontekstu prodaje tulipana i dobiti ostvarene
tom prodajom. Helgina dobit ovisi o prodaji tulipan i bit ce veca sto vise tulipana
Helga proda. Prije same prodaje, ona je u dugu jer mora platiti iznajmljivangje
klupa 50 kuna svakog dana. Helginu dnevnu dobit prikazujemo kao funkciju

ovisnu o broju prodanih tulipana.
Promotrimo jos neke situacije u kojima se kriju funkcionalni odnosi:

o Pretpostavimo da vrijednost novog automobila pada 15% godisnje. Pro-
matrana je funkcija odnos izmedu starosti automobila i njegove sadasnje

vrijednosti.

e Promatramo visine ljudi i duljine njihovih stopala, od niskih do visokih.
Nakon nekoliko mjerenja modéi ¢e se ustanoviti odnos izmedu navedenih

dviju veli¢ina. Taj odnos mozemo prikazati funkcijom.
e Brzina tijela u ovisnosti o vremenu.

¢ Vrijeme potrebno za praznjenje bazena ovisi o veli¢ini ispusne cijevi, brzini

kojom voda izlazi iz bazena i veli¢ini bazena.

113



Dakle, sve te situacije ilustriraju stavljanje funkcija u svakodnevne kontekste.
Svaki od njih ima barem dvije vrijednosti koje se razlikuju, koje su zavisne ili
nezavisne jedna od druge.

Tabli¢ni prikaz

Pogledajmo primjenu tabli¢nog prikaza na Primjeru [5.2.3] Mozemo hipotetski
izracunati koliku ¢e dobit Helga ostvariti za jedan dan prodajom tulipana. U
tablici prikazemo broj prodanih tulipana i ostvarenu dobit. Dobit je po svakom
tulipanu, nakon odbitka troska za nabavku tulipana, 15 kuna i jo$ treba voditi
brigu o cijeni iznajmljivanja klupe. Tako je dobit za 10 prodanih tulipana jednaka
10 - 15 — 50 = 100 kuna. Na temelju toga mozemo zakljuciti koliko tulipana
Helga mora prodati kako bi ostvarila dobit.

Medutim, kad racunamo vrijednosti u tablici (Tablica, mozemo izracunati
dobit i za 10000 prodanih tulipana, sto je moguce iako nije realno. Moramo
voditi brigu o kontekstu jer nije moguée da Helga proda vise tulipana nego
sto ih ima. Takoder, u kontekst se moze dodati i situacija u kojoj gubitak
predstavljaju i tulipani koji su za odreden dan nabavljeni, ali ih se nije uspjelo
prodati. Vrijednost je konteksta i ta Sto prilikom razmisljanja o funkcijama
mozemo vidjeti kako se matematicka interpretacija funkcije ne mora nuzno
podudarati sa stvarnoséu.

Broj tulipana | Dobit
3 -5 kn

10 100 kn

100 1450 kn

Tablica 5.1: Prodaja tulipana.

Prikaz funkcije pomocéu grafa

Kazu kako slika vrijedi tisucu rijeci, pa tako i funkciju mozemo prikazati graficki,
Sto omogucava bolje razumijevanje. U tom slucaju to znaci prikazati funkciju
odgovarajuéim grafom. U Primjeru[5.2:3|horizontalna os na grafu predstavlja broj
prodanih tulipana, dok vertikalna predstavlja dobit. Kao sto smo veé zakljucili,
dobit raste kako raste i prodaja. U spomenutoj se situaciji to jasno vidi na
temelju grafa (Slika. Odnos broja prodanih tulipana i dobiti prikazana je
grafom linearne funkcije.
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Slika 5.3: Graf funkcije koja predstavlja zaradu od prodaje tulipana.

Na grafu je prikazana i nulta dobit, vidimo da tu graf sijece horizontalnu
os jer je tada dobit jednaka nuli, a prihodi pokrivaju troskove iznajmljivanja
klupe. Kolika je dobit nakon prodanih 10, a kolika nakon prodanih 100 tulipana?
Koliko Helga mora prodati tulipana kako bi ostvarila dobit od 1000 kuna?

Dakle, vidimo kako kontekst daje smisao grafu i graf daje razumijevanje
konteksta. Graf je jos jedan matematicki model koji u skladu s kontekstom
nema smisla za sve dijelove grafa. Ako graf prosirimo na lijevu stranu vertikalne
osi, prodaja tulipana bila bi negativna, Sto nema smisla. Isto tako, unutar tog
konteksta nije razumno ni razmisljati o prodaji milijun tulipana iako se graf

moze toliko prosiriti i nacrtati.

Zadavanje funkcije formulom

Veéinu funkcija mozemo zadati formulom, pa tako i u Primjeru Oznadimo
broj prodanih tulipana s x. Za svaki prodani tulipan Helga dobije 25 kuna.
No, kako bismo odredili stvarnu dobit po tulipanu, moramo odbiti trosak po
svakom tulipanu, koji iznosi 10 kuna. Na umu moramo imati i novac koji
je Helga potrosila na iznajmljivanje klupe, tj. 50 kuna. Dobivamo formulu

y=x-25—x-10—-501ili y = 152 — 50, pri ¢emu s y oznacavamo ostvarenu
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dobit. Naravno, umjesto x i ¥ mogu se upotrijebiti bilo koja dva slova, a umjesto
y mozemo pisati i npr. f(z).

Tim je oznakama definiran matematicki odnos izmedu dviju vrijednosti ili
dviju varijabli, a te su varijable u ovom slucaju broj prodanih tulipana i dobit od
prodaje. Izvan ovog konteksta, to je jednostavno odnos izmedu x i y. Razlicite
vrste jednadzbi imaju razlic¢ita svojstva, a ponekad su svojstva ogranic¢ena zbog
konteksta unutar kojeg se gleda funkcija. U primjeru s tulipanima, funkcija ima
oblik linearne funkcije y = kx + [, gdje su k i [ realni brojevi.

Najbitnije je primijetiti da za odredenu funkciju svaki prikaz pokazuje isti
odnos. Kontekst omoguéuje izvedbu odnosa vanjskog svijeta i matematike, jezik
pomaze izraziti odnos na smislen i koristan nacin, tablice prikazuju podatke koji
su upareni s funkcijom, graf prevodi uredene parove brojeva u sliku, dok formula
izrazava funkcionalnu vezu sa stvarnim svijetom i matematickom simbolikom.

5.2.6 Matematicko modeliranje

J.J. Kaput definira modeliranje kao proces sa stvarnim pojavama koje pokusa-
vamo prikazati matematicki ([23]). Odnosno, pri modeliranju biljezimo pojave u
stvarnom svijetu te trazimo uzorke ili pravilnosti kako bismo ih mogli izraziti u
obliku tablice, formule ili grafa. Modelima moZemo opisati neki dogadaj, ali i
omogucditi predvidanja kako ne bismo morali provoditi eksperimente za svaku
situaciju. U Kaputovu opisu algebarskog misljenja modeliranje odrazava algebru
kao mrezu jezika koja je prozeta u svim dijelovima matematike.

To ne znaci da se modeliranje posljednje razvilo u algebarskom misljenju.
Veé¢ smo vidjeli brojne primjere i moguénosti za modeliranje. Na primjer, odnosi
koji proizlaze iz razli¢itih stvarnih situacija (prodaja tulipana, potrosnja plina
u zgradi, pronalazak kutije minimalnog obujma...) pojave su koje mozemo
modelirati pomocu razli¢itih funkcija.

Kako koristiti modeliranje kod predvidanja? Prisjetimo se primjera prodaje
tulipana. Promatramo manji dio iz kojeg izvodimo formulu za odredenu cijenu
kako bismo ostvarili dobit na razlicitim mjestima prodaje. Tada je lako prilagoditi
cijenu, sto nam omogucuje daljnja predvidanja.

Model nam omogucéuje vidjeti odredene pojave i situacije kod funkcije, u
tablici ili na grafu, koje mozda nisu promatrane u stvarnim situacijama te
nam omogucuje matematicko djelovanje koje nije bilo dio izvornog istrazivanja.
Stvaranje funkcionalnih odnosa, njihovo promatranje, saznanje i predvidanja,
predstavljaju upotpunjavanje aspekata algebarskih razmisljanja, poznatih kao

matematicko modeliranje.
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5.3 Pogresna shvacanja i greske

Pogresna su shvac¢anja i greske vrijedni pokazatelji stanja ucenickog razumijevanja
te daju vazne informacije na kojima ucitelji mogu nadogradivati ideje i zadatke.
Poneka se pogresna shvac¢anja ¢esto pojavljuju i nasiroko prepoznaju, no ucenici
ih ¢esto ne shvacaju te ne razaznaju njihove uzroke. Glavna poteskoca s algebrom,
osobito u ranijim fazama, lezi u u¢enju primjerenog znacenja simbolickih izjava
te veéina pogresnih shvacanja proizlazi iz toga.

Pogledajmo primjer uc¢enice Marice koju je zbunila jednadzba 3x — 7 =5 i
nikako ju nije mogla rijesiti, no tada je samouvjereno izjavila da 3= — 6 = 26
ima rjesenje 2 i da nema smisla pokusati rijesiti x +3 = 15. U drugom je slucaju
Marica rekla da 3z znaci "trideset i nesto" pa je x = 2 ¢inio 32, $to je po njoj
bilo to¢no rjesenje. S obzirom da je x na taj nacin interpretirala kao znamenku,
jasne su i njezine poteskoce s preostalim dvama primjerima jer oduzimanje 7
od "trideset i nesto" ne daje 5, a za rjeSavanje x + 3 = 15 potreban je broj
od dvije znamenke. Marica ima posve dosljedan nacin pridavanja znacenja
ovdje koristenim izrazima, no on je u sukobu s konvencionalnom interpretacijom.
Poteskoce nastaju zbog nizanja brojeva. Kako objasniti dva simbola, 2 i x, kada
stoje jedan pored drugoga? Ucitelji ¢esto kazu ucenicima da 2z znaci 2 - z, ali
nizanje omogucuje raznolikost razli¢itih interpretacija u razlicitim kontekstima,
kako unutar matematike tako i na drugim podruéjima, te je potrebno nauciti
pravila. Zbunjenost je jasna ako citatelj promotri znacenja koja mogu biti
sadrzana u svakom od sljedeéeg: 27, 2p, 23,2g,2%,2A. Primjerice, 2¢g moze

znaditi 2 grama, 22

5 znaci 2 + %, a 2A moze znaciti kucéni broj ili broj zadatka u

udzbeniku.

Vecina ucenika visih razreda osnovne skole zna pojednostaviti izraz 2a + 5a,
dok je vrlo malo njih u moguénosti to¢no rijesiti zadatak 3n 4+ 4 = 16. Ucenici
cesto misle da slova zamjenjuju neki objekt te ih to navodi da 2a+5a interpretiraju
kao zbrajanje dviju i pet jabuka, Sto im daje toc¢an odgovor od 7a. No, ta im
vrsta interpretacije ne pomaze kod 3n + 4, a izraz bc beznacajan je ako b i ¢
smatraju bananama i ciklama. Dakle, povezivanje slova s nazivima predmeta

nije dobra strategija u ranijim fazama ucenja algebre.

Na jednom je satu 12-godisnji ucenik napisao da je 7k rezultat pojednostav-
ljivanja 2k + k + 4 i ucitelj je imao velikih poteskoca pokazati Sto je pogresno.
Ako ucenici tumace k kao klokane onda im je instinktivna misao "4 ¢ega?", sto
daje odgovor 4 klokana, a sve zajedno 7k. Kada je to povezano s ¢injenicom da
3k + 4 ne izgleda kao ucenikov odgovor, mozda i ne ¢éudi da se pojavljuju takve

greske. Medutim, ako se k podrazumijeva kao broj, tada se, zamjenjujuci neke
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vrijednosti u izrazima 2k + k + 4,3k + 4 i 7k, moze jasno vidjeti da prva dva
izraza nisu ekvivalentna posljednjem.

Nije dovoljno jednostavno re¢i uceniku da je njegov odgovor pogresan pa
onda pokazati ispravan postupak. Ucenici moraju shvatiti zasto rjesenje nema
smisla te razviti razne nacine provjere kako bi odlucili je li odgovor tocan ili,
u najmanju ruku, uvjerljiv. Pogresna su shvacanja i greske vazni za napredak
ucenika pokaze li im se da su u sukobu s rezultatima dobivenim razli¢itim
pristupima zadatku. Na najnizoj razini to podrazumijeva poticanje ucenika na
preispitivanje razumnosti rjesenja. No, vjest ucitelj moze namjerno odabrati
sukob kako bi potaknuo ucenic¢ko razmisljanje. Do zbunjenosti interpretiranjem
slova kao predmeta moze doéi na vise nacina.

Standardan je primjer ucitelja koji je zamolio studente da naprave jednadzbu
koja povezuje s, broj studenata, i broj profesora p, uz tvrdnju da je na sveucilistu
6 puta vise studenata nego profesora. Ucestala pogreska bila je 6s = p, umjesto
toc¢nog oblika s = 6p. Jos je jedan primjer pogresnog shvacanja kada su na
jednom tecaju studenti zamoljeni da napisu formulu koja povezuje m, broj milja,
s k, brojem kilometara, imajuéi na umu da 5 milja odgovora 8 kilometara. Dva
najucestalija odgovora bila su b5m = 8k gdje je m = %k ik= gm (ili njihov
ekvivalentan decimalni zapis). Nakon toga im je postavljeno pitanje koliko bi to
iznosilo za 8 milja, a nakon ¢ega ih je odgovor "5 kilometara" zbunjivao. Dakle,
nuzno je razmisljati o vezi medu brojevima, a ne medu rije¢ima. Tvrdnja da je 1
kilometar ekvivalentan g milje kljuc je dolaska do toc¢ne veze u obliku m = gk.

Kako je veé¢ ranije napomenuto, upotreba je znaka jednakosti jos jedan
izvor problema jer ucenici znak jednakosti Cesto interpretiraju kao uputu za
odredivanje rezultata, a ne kao simbol koji pokazuje jednakost dvaju izraza. To
proizlazi iz prirodnog nacina upotrebe znaka jednakosti u mnogim izracunima.
U aritmetickom kontekstu, uobicajeno je da ucenici zapisuju ¢injenicu poput
5+ 3 =84 = 32 kako bi izrazili oba koraka, i zbrajanje i mnozenje, kada im je
receno da zbroje 5 i 3 i zatim rezultat pomnoze s 4. Tocno je rjesenje zadatka
pronadeno 8 - 4 = 32, no pisana je izjava neto¢na jer 5 + 3 nije jednako 32. U

algebarskom kontekstu uobicajeno je vidjeti ovakve pogresne izjave:
Jxr—b=7T=3rxr=12=2x=14

ili
cosf = g =0.6 =0 =53.1°.

Tu znak jednakosti povezuje razlic¢ite korake. Nije tesko razumijeti da se taj

znak koristi za pokazivanje da su dva izraza ekvivalentna, no pogreske u njegovoj
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primjeni ucestale su éak i kada uciteljeve pisane izjave i udzbenici daju dobre
modele koje ucenici trebaju slijediti.

Te ilustracije jasno pokazuju zbunjenost ucenika oko jednostavnih algebarskih
ideja koje su vidljive kada se testira njihovo razumijevanje. Ne samo da oni
zaborave pravila za postupak veé¢ im nedostaje i adekvatna i sigurna podloga
razumijevanja simbola s kojima rade te temelj za njihove odluke o onome sto ima
smisla. Problem nije ograni¢en samo na slabije ucenike jer i kod onih naprednijih
dolazi do nesporazuma.

S pogresnim shvac¢anjima i greskama moramo se suociti i raspraviti ih te
ih koristiti za napredak. Kognitivan je sukob vazan element u uvjeravanju
ucenika da njihovo trenutno razmisljanje nije primjereno te da moraju poraditi

na relacijskom razumijevanju algebre.

5.4 Prijelaz na algebarsko razlucivanje

Ucenicke se poteskoce u uc¢enju algebre ¢esto smatraju posljedicom viSegodisnjeg
nacina poucavanja i ucenja uz aritmeticko razlucivanje, a ne uz kognitivni razvoj.

Razlozi poteskoc¢a mogu se podijeliti u tri kategorije:

1. Upotreba ogranic¢enog niza aritmetickih tekstualnih problema koji se svode
na zamjenu redoslijeda (npr. Ivan ima nekoliko pikula. Osvojio je 3 pikule.
Sada ih ima osam. Koliko je pikula Ivan imao na poc¢etku?), problema uspo-
redivanja (npr. Na jahanje je krenulo osam jahaca, ali imaju samo tri konja.
Koliko jahaca nece dobiti konja?) te problema s nedostatkom pribrojnika
(npr. Maja ima sedam plavih i nekoliko smedih majica. Sveukupno ima

jedanaest majica. Koliko smedih majica ima Maja?).

2. Upotreba notacije kao sredstva za biljezenje izvodenja rjesenja, nasuprot

opisa onoga $to je poznato u problemu.

3. Fokusiranje na rad s odredenim vrijednostima, nasuprot vezama medu
problemima. Kako je ranije spomenuto, istrazivac¢i podupiru uvodenje alge-
barskih ideja i pojmova u ranijim godinama osnovnoskolskog obrazovanja,
te promjenu fokusa u aritmetici kako bi se izbjegli gore navedeni problemi.

5.4.1 Povijesni pristup prijelazu

Povijesna analiza srednjovjekovne algebre u Italiji inspirirala je nastanak tzv.
poucavanja u tri faze. Taj nacin poucavanja razvijen je u svrhu olakSanja ovog
teskog konceptualnog prijelaza s rjeSavanja konkretnih problema upotrebom
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rijeci i brojeva na rjeSavanje apstraktnih problema, gdje simbolima oznacavamo
nepoznate vrijednosti. Talijanski matematicar iz 14. stolje¢a, Antonio de Mazzin-
ghi, definirao je pojam nepoznanice kao "skrivenu" vrijednost. Tada se smatralo
kako je ova ideja prikladno sredstvo u pomaganju ucenickog razumijevanja uloge
slova u prikazu nepoznanice.

U prvoj su fazi poucavanja ucenici zamoljeni rijesiti problem zadan rijeCima
koriste¢i objekte koje su mogli razmjestati po potrebi, a koji su sastavni dio ideje
skrivene vrijednosti. Kako bi prikazali nepoznanice koje se pojavljuju u problemu,
koristili su nepoznat broj lizalica u vreéici ili nepoznat broj igrac¢ih karata u
omotnici. Tijek lekcije strukturiran je tako da omoguéuje ucenicima svladavanje
dviju algebarskih operacija povezanih s rjesenjima jednadzbi prikazanim u drev-
nom tekstu Hisab al-jabr w’al-mugabala (Rac¢un pomoéu uredivanja i redukcije),
koji je u devetom stolje¢u napisao arapski matematicar al-Kahwarizimi.

Al-jabr, ili uredivanje, odnosilo se na operaciju dodavanja jednakih izraza
s obiju strana jednadzbe kako bi se skratile negativne vrijednosti, ili, rjede,
mnozenje obiju strana jednadzbe istim izrazom kako bi se skratili nazivnici.
Al-mukabala, ili redukcija, odnosila se na reduciranje pozitivnih vrijednosti
oduzimanjem istog izraza s obje strane jednadzbe.

U drugoj su fazi poucavanja objekte zamijenili crtezi, dok su u trecoj fazi
ucenici koristili slova umjesto crteza koji je predstavljao nepoznanicu. Ta je

metoda danas poznata kao metoda ravnoteze u rjesavanju jednadzbi.

5.4.2 Pristup prijelazu generalizacijom

N. Bednarz provela je 2001. istrazivanje medu ucenicima u dobi od trinaest do
osamnaest godina starosti, koji su u pocetnim fazama ucenja imali poteskoce u
svladavanju gradiva iz algebre (J4]). U istrazivanju je koristila kontekst rjesavanja
problema zadanih rije¢ima, kako bi potaknula razumijevanje i razvoj algebarskih
postupaka u rjesavanju zadataka.

Istrazivanje se odvijalo u trima fazama poucavanja gdje su simboli koji su se
koristili imali razli¢ita znacenja poput poopcéenja broja u formuli i nepoznate
vrijednosti u problemu zadanog rije¢ima. Prva faza osigurava razumijevanje
vaznosti prijelaza na algebru u kontekstu generalizacije. Ta faza obuhvacala je
prikaz brojevnih uzoraka pomocu verbalnog opisa, ¢emu je slijedio prijelaz na
simbolizam. U drugoj su se fazi poucavanja ucenici usredotocili na aritmeticku
usporedbu problema zadanih rije¢ima. Posljednja faza bavila se rjesenjima
algebarskih problema s naglaskom na matematicku generalizaciju i usporedivanje.

U toj su fazi uCenici morali opravdati izbor generatora, tj. zapis verbalne izjave

120



kako bi objasnili na koji se na¢in vrijednost moze izrac¢unati, te kako promjena
neke vrijednosti moze utjecati na zadani problem.

Na taj su nacin ucenici mogli vidjeti primjenu verbalnog opisa na niz problema
te se izjasniti o karakteru brojeva u danim problemima (tj. jesu li generatori
ili parametri). Problemi su tada rjesavani koriStenjem verbalnih opisa koje su
ucenici generirali. Odnosi su s vremenom u tim problemima postajali sve slozeniji
te su se naposljetku prosirili i na nove probleme. Navedimo u iduéem primjeru

neke od problema koje su ucenici rjesavali kroz navedene tri faze poucavanja.
Primjer 5.4.1. Zadaci primjene generalizacije.

1. Pocetna situacija: Sin, kojega je otac zamolio da napravi inventuru, ostavio
je ocu poruku: "Prebrojana su tri tipa artikala. Imamo dva puta vise reketa
nego loptica, ¢ tri puta vise palica za hokej nego reketa.” Mislite li da cée se

otac snaci s tom sinovljevom porukom i shvatiti stanje na skladistu?

2. Situacija: Konstruirajte verbalni opis nacina na koji biste mogli izracunati

broj artikala u skladistu.

3. Problem: U skladistu je dva puta vise reketa nego loptica i tri puta vise
palica za hokej nego reketa. Kada bi u skladistu ukupno bilo 270 artikala,

biste li mogli pronadi broj reketa, loptica © palica za hokej?

4. Slozeniji problem: U skladistu je tri puta vise reketa nego loptica i cetiri
puta vise palica za hokej nego reketa. Kada bi v skladistu ukupno bilo 255

artikala, koliko bi reketa, loptica 1 palica za hokej bilo u skladistu?
Ucenici su koristili razlicite nacine zapisivanja problema:

1. Zapis rije¢ima (npr. loptica plus loptica puta 2 plus loptica puta 2 puta 3
jednako je broj artikala).

2. Prikaz veli¢ina crtanjem (npr. crteZ dvaju reketa pomnoZenih s tri jednako

je crtezu Sest palica za hokej).

3. Simbolicki zapis izraza (npr. H = broj palica za hokej, R = broj reketa,
R-3=H).

Ti nacini zapisivanja pokazali su se vaznim alatima za pronalazenje rjesenja
koje je Bednarz smatrala fundamentalnim komponentama prijelaza na algebar-
sko razlucivanje i konstrukciju znacenja koja okruzuju algebarski simbolizam i
notaciju. Rasprava u razredu i potvrda rjesenja bili su takoder kljucan ¢imbenik
u objasnjavanju ucenickih zapisa i procesa razluéivanja tijekom te konstrukcije

znacenja.
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5.4.3 Pristup prijelazu pomocu kvazivarijabli

Tredéi se pristup odnosi na upotrebu kvazivarijabli koje su predstavljale most
izmedu aritmetickog i algebarskog nacina razmisljanja, a koji ucenici c¢esto moraju
prelaziti tijekom prvih godina ucenja algebre. Kvazivarijable pojavljuju se u
brojevnim izrazima ili nizu brojevnih izraza koji ukazuju na osnovnu matematicku
vezu koja ostaje istinita bez obzira na brojeve koji se pojavljuju u izrazu.
Brojevni izraz 57 — 47 + 47 = 57 pripada klasi algebarskih jednadzbi tipa
a—b+b = a, sto je istinito za bilo koje vrijednosti a i b. Rad s kvazivarijablama
pomaze ucenicima u identificiranju i razmatranju algebarskih generalizacija
cak i prije nego $to se upoznaju s formalnom algebarskom notacijom. Uce-
nici se usredotoCuju na razvijanje koncepta varijable radije nego na koncept
nepoznatog. U srednjoskolskom se obrazovanju cCesto koriste brojevni izrazi
koji oznacavaju veze medu vrijednostima varijabli i temelje se na algebarskoj
generalizaciji. Promotrimo jedan geometrijski primjer u kojem je ilustrirano

koristenje kvazivarijabli.
Primjer 5.4.2. Zajednicki promjeri polukrugova.

1. Nacrtajte polukrug promjera 60 mm. Podijelite promjer na tri jednaka
dijela. Iznad svakog dijela konstruirajte polukrug, tako da se tri polukruga
dodiruju te da je promjer svakog polukruga jednak jednoj treéini promjera

velikog polukruga.

e Zapisite brojevni izraz kojim biste usporedili duljinu luka velikog polu-

kruga sa zbrojem duljina lukova malih polukrugova.

o Ako bismo promjer velikog polukruga na isti nacin podijelili na cetiri
dijela © iznad svakog konstruirali polukrug, zapisite brojevni izraz koji

bi prikazao ukupnu duljinu svih cetiriju kruznih lukova.

o Ako biste imali deset malih polukrugova, zapisite brojevni izraz koji bi

prikazao ukupnu duljinu kruznih lukova svih deset polukrugova.
e Promotrite izraze koje ste zapisali te vlastitim rijecima opisite sto
primjecujete.
2. Sada ponovite postupak s polukrugom promjera po vlastitom izboru. Uspo-

redujuci rezultate s drugim ucenicima, opisite sto primjecujete.

U prvom se dijelu primjera od ucenika ocekivalo promotriti niz izraza koje
su zapisali te primijetiti da je, bez obzira na broj jednakih malih polukrugova,
suma duljina njihovih lukova jednaka duljini luka velikog polukruga. Te veze
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medu kvazivarijablama omoguéuju ucenicima razumijevanje opéenite veze u
60

izrazu - - 7, gdje je n broj jednakih malih polukrugova. U tom slucaju cilj
nastavne jedinice nije da ucenici nauce formalno zapisati takav izraz, veé¢ da
budu u moguénosti opisati vezu vlastitim rijecima.

U drugom se dijelu zadatka, promatrajuéi druge slucajeve za duljinu promjera
velikog polukruga, ucenike potice da shvate da veza vrijedi za polukrugove
promjera proizvoljne veli¢ine. Taj primjer potvrduje kako se s uvodenjem
varijabli u nastavu matematike ne bi trebalo ¢ekati dok se ucenici ne upoznaju
s formalnom algebarskom notacijom. Mnoge su situacije u aritmetici, pa i u
geometriji, plodno tlo za upotrebu kvazivarijabli kako bi se produbilo ucenicko
razumijevanje algebarskog nacina razmisljanja te kako bi im se kasnije olakSao
prijelaz s rada s nepoznanicama na rad s varijablama. Ipak, naglasak bi ovdje

trebao biti na pronalasku veza umjesto na izracunima.

5.5 Strategije za ucenje i poucavanje algebre

5.5.1 Tecnost

U skolskoj se algebri mnogo vremena trosi na uvjezbavanje rutinskih vjestina
poput supstitucija, pojednostavljivanja i jednadzbi kroz stalna ponavljanja. Oni
kojima ideje vjezbanja nemaju smisla brzo gube tecnost, a oni koji ve¢ razumiju
osnovno gradivo kroz stalne vjezbe ne produbljuju razumijevanje. Pojavljuje se i
problem ozbiljnog nedostatka najbitnije tehnicke tecnosti - nesposobnosti tecnog
i tocnog numerickog i algebarskog izracuna, sto je odraz dugoroc¢nih poteskoca
koje nalazimo u uéinkovitom poucavanju matematike opéenito i, toc¢nije, algebre.

Neki pokusaji da se algebru ucini dostupnijom i privla¢nijom svim uéenicima
rezultirali su manjim pridavanjem vremena uvjezbavanju vjestina naustrb onih
koji su ranije stekli visi stupanj tecnosti. Te¢nost u vjestinama podrazumijeva
da ih se moze koristiti bez svjesne paznje kako bi se um oslobodio za bolje
razmisljanje koje je potrebno za rjesavanje zadatka. Ako su rutinski detalji u
algebarskoj raspravi ucenicima zahtjevni, tesko je usredociti se na sveukupnu
strategiju.

Vjezba je svakako potrebna za postizanje tecnosti, no ne smije se odvajati
od svrha kojima sluzi. Treba obratiti pozornost na "impresivno ucenje" do kojeg
dolazi kada malo dijete uci hodati te uocava da to trazi mnogo vjezbe, no veéim
je dijelom to vjezba koja se dogada dok pokusava postié¢i druge ciljeve, kao Sto je
dohvacanje igracke ili istrazivanje u parku ili na igralistu. Vjezba je podredena

glavnom cilju: dijete ¢e prohodati dok pridaje paznju postizanju neceg drugoga.
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Usporedo, sati algebre fokusiraju se ¢esto na manipuliranje izrazima i rje-
Savanje jednadzbi. Te vjeStine ucenike ne osposobljavaju da ucine iSta Sto oni
smatraju znacajnim. Posljedi¢no, oni ih zaboravljaju te moraju prolaziti kroz
beskrajan ciklus ponovnog poucavanja i ponavljanja.

Vjestine se najbolje uce u smislu visih ciljeva, gdje je fokus paznje na rje-
savanju vaznih zadataka i istrazivanju zanimljivih numerickih i geometrijskih

svojstava.

5.5.2 Osiguravanje konteksta

Jedan je od razloga zasto je matematika moéna taj sto se moze odvojiti od
neposrednog konteksta i njegovih elemenata, manipuliranih i transformiranih
na apstraktan nacin. Kako apstrakcija moze mnogim ucenicima djelovati kao
odredena barijera, vazno je povezivati ideje s objektima koji se ¢ine stvarnim
i konkretnim, kao i osigurati razloge za predstavljanje svijeta u algebarskom
obliku.

Algebru treba sagledati kao nacin rjesavanja zadataka koji uCenicima imaju
neku vaznost. Algebra i zapravo cijela Skolska matematika trebale bi biti
predstavljene u kontekstu zadataka iz stvarnog svijeta. Klju¢no je povezivanje
ideja i zadataka s ne¢im konkretnim i poznatim te jasnim prikazom posljedica
obradenog.

Svi ucenici dodu na sate algebre s poznavanjem i brojeva i geometrijskih
predmeta te ih se moze potaknuti zadacima izgradenima na tom poznavanju
bez ocite primjene u stvarnom svijetu. U ranim je fazama ucenja algebre tesko
pronadi orginalne primjere iz stvarnog svijeta koji se ne bi mogli odmah rijesiti
i bez algebre. To ne znaci da bismo trebali ignorirati stvarni svijet, ve¢ da ne
trebamo ograniciti svoje primjere ili pomisliti da ée jedino primjena u stvarnom
svijetu biti motiviraju¢a za ucenike. Rjesavanje numerickog ili geometrijskog
zadatka ili objasnjavanje iznenadujucih brojc¢anih svojstava takoder moze biti

motivirajuca i smislena.

Primjer 5.5.1. Primjer je motivirajuceg osiguravanja konteksta rad 12-godisnjaka
na zadatku pronalaZenja veze izmedu broja dijagonala © broja stranica pravilnog
mmnogokuta. Ucenici su nacrtali razlicite mnogokute te zapisali dobivene rezultate.
Zadatak tog nastavnog sata bio je pronaci nacin za odredivanje broja dijagonala
u dvadeseterokutu. Ucenici su brzo shvatili da ée im trebati previse vremena
za crtanje svih dijagonala te da bi brojanje moglo biti nepouzdano. Uocili su
uzorak u razlikama medu brojem dijagonala te shvatili da je potrebno mmnogo

zbrajanja da bi dobili Zeljeni rezultat. Zato su se usredotocili na jednostavniji
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slucaj sesterokuta te uzeli u obzir broj dijagonala koji izlazi iz jednog njegovog
vrha. Postoje 3 dijagonale iz svakog od 6 vrhova, pa je izgledalo da je trebalo biti
ukupno 6 - 3 dijagonala, no ranije su dobili da bi traZeni rezultat trebao biti 9, a
ne 18. Daljnja rasprava dovela ih je do saznanja da se svaka dijagonala moZe
izbrojiti dvaput te se stoga 18 mora prepoloviti. Tada su mogli rijesiti zadatak s
20-erokutom, no morali su znati koliko ima dijagonala iz svakog vrha. Pogledavsi
slucajeve koje su imali i shvativsi da dijagonala ne moze i¢i do dvaju susjednih
vrhova ili do tocke iz koje pocinje, postalo je jasno da je broj dijagonala za 3
manji od broja vrhova, sto je isto kao i kod broja stranica mnogokuta. Sada smo
dobili opéu formulu za broj dijagonala n-terokuta
n(n —3)
—
Pravilni su mnogokuti ovdje osigurali smislen kontekst koji su ucenici ra-
zumijeli te je moc algebarskog rezultata postala ocita jer su mogli pronaci broj
dijagonala za bilo koji pravilni mnogokut. Na kraju sata receno im je da, ukoliko

Zele, uvijek mogu provjeriti tocnost rezultata crtanjem i brojanjem dijagonala.

Broj stranica 3 |14]5]|6

Broj dijagonala 0 2 5 9

Slika 5.4: Dijagonale mnogokuta.

Tako je algebra moéna jer se moze razdvojiti od neposrednog konteksta, vecina
ucenika ima potrebu povezivati ideju sa stvarnim stvarima. To ne zahtijeva nuzno
kontekst stvarnog svijeta jer su iznenadujuca svojstva brojeva i zagonetke svih
vrsta ucenicima takoder stvarni te daju bogato podrucje za primjenu algebarskih

ideja.

5.5.3 Poveznice i veze

Lako je u uéenickom umu algebru povezati s nizom postupaka poput pojednostav-

ljivanja, supstitucija i pronalazenja faktora te s nizom tema poput istovremenih
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jednadzbi, grafova, algebarskih razlomaka, od kojih se svaka nalazi u zasebnom
odjeljku. Postupci i teme ¢esto nemaju poveznicu jedna s drugom ili s drugim

podrucjima matematike.

Identificirane su tri orijentacije uspjesnih ucitelja temeljene na vjerovanju
u poutavanju matematike ([I1]). Idealni se tipovi uéitelja opisuju kao oni koji
povezuju, prenose i otkrivaju, iako se nijedan ucitelj ne uklapa u jednu kategoriju
ve¢ kombinira elemente svih triju. Ucitelji koji otkrivaju naglasili su prakticne
aktivnosti koje su osmisljene kako bi ucenici samostalno otkrili metode. Ucitelji
koji prenose koristili su verbalna objasnjenja kako bi ucenici mogli nauciti
standardne postupke, a ucitelji koji povezuju gledaju na poucavanje kao na
dijalog izmedu ucitelja i ucenika u istrazivanju razumijevanja, s naglaskom na
crtanje veza i poveznica. Znacajno je da su u poucavanju algebre najucinkovitiji
ucitelji koji povezuju jer je ¢est problem u ucenju algebre upravo nesposobnost
stvaranja veza. Stvaranje veza izmedu brojeva i algebre i poveznice sa slikovitim

reprezentacijama uz grafove i dijagrame od klju¢ne su vaznosti.

Fundamentalna algebra opisuje se kao uopc¢ena aritmetika i ima korijene u
rjeSavanju prvotno numerickih problema te u predstavljanju i objasnjavanju veza
medu brojevima. Brojevi su relativno poznati i dostupni ucenicima te stoga
pomazu dati smisao algebarskim izrazima. Vazno je zadrzati tu poveznicu tako
da ucenici stalno budu svjesni numericke veze s algebarskim idejama jer sluzi za

ponovno pronalazenje znacenja simbola te provjere da rezultati imaju smisla.

U Tablici [5.2] mozemo vidjeti dva algebarska identiteta s nekim vezanim
numerickim primjerima. Simbolicki je oblik jezgrovit nacin predstavljanja opéih
svojstava prikazanih u numerickim izjavama, ali su isto tako i posebni slucajevi
dobiveni zamjenom odredenih svojstava mocan alat kojim se uspostavlja odnos

izmedu tih dviju ideja, generalizacije i specijalizacije.

2.2=4|1-3=3
3-3=9 | 2-4=8
4-4=16 | 3-5=15
5:5=25|4-6=24
6-6=36|5-7T=235
7-7=49 | 6-8 =48
8§:-8=64 | 7-9=063

Tablica 5.2: Stvaranje uzorka: 2% — 1= (z — 1)(z + 1).
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Ako uocena ideja nema smisla, tada je promatranje posebnog slucaja dobra
strategija, no isto tako, unutar svakog posebnog slucaja, uvijek postoji i mogué-
nost generalizacije. Jednostavan je primjer koji to pokazuje kada se odgovori
8:-8=06417-9 =63 razlikuju za jedan. To se moze smatrati slu¢ajnoséu sve
dok se ne uzmu u obzir drugi slucajevi koji pokazuju nastajuéi uzorak prikazan
na Slici a koji se mogu prikazati u obliku 22 — 1 = (x — 1)(x + 1). Nadalje,
iako je pocetna tocka algebarski identitet, numericki su rezultati jedan od nacina
davanja smisla.

Slike su jos od jedan nacina predstavljanja ideja. U prikazu na Slici
koriSteni su kvadrati za prikaz jednakosti 2 — 1 = (x — 1)(x + 1) u sluéaju kada
je © = 5. Lijevi dijagram pokazuje kvadrat s jednim kvadrati¢em koji nedostaje.
Gornji dio zasjenjenih kvadrati¢a maknut je i smjeSten na jedan kraj da bi se

stvorio pravokutnik na desnoj strani.

Slika 5.5: Povezivanje jednakosti sa slikom: 22 — 1 = (z — 1)(z + 1).

5.5.4 Razumijevanje pojma funkcije

Kako smo ve¢ vidjeli, konstrukcija koncepta funkcije se danas smatra dijelom
algebarskog znanja. Pojam funkcije se takoder smatra fundamentalnim algebar-
skim objektom, te se naglasava kako bi funkcije trebale biti prisutne u razlicitim
pristupima nastavi algebre od samih pocetaka njena uvodenja. Mnogi istrazivaci,
poput [17], isti¢u vaznost pojma funkcije u srednjoskolskom obrazovanju.

U primjeru koji slijedi ¢emo prikazati dijalog u razredu koji dobro ilustrira
kako ucenici ne moraju nuzno znati napamet nauceni niz pravila, veé¢ koriste

prethodno znanje u pronalasku rjesenja.
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Primjer 5.5.2. U primjeru su predstavljena rjesenja jednadsbe x? — 2z = —1

do kojih su dosli ucenici drugog razreda srednje skole. Zadatak je bio sljedeci:
o Objasnite koja su rjesenja tocna, koja nisu i zasto.

e Objasnite kako biste iskoristili prednosti, ogranicenja ili pogreske u prona-

lasku rjesenja drugim ucenicima.

Ivan: © = 1, zbog toga Sto je x> — 2z = —1, prebacimo li 2z na drugu
stranu jednadzbe, imamo x> = 2x — 1, pa korjenovanjem jednadZbe dobivamo
x = +/2x — 1. Ocito x ne moZe biti 0, jer uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
0 = /—1. Takoder x ne moZe biti niti negativan, buduci da bismo onda dobili
negativan broj pod korjenom. Sada je x = 1 jer wvrstavanjem u jednadzZbu
dobijemo istinitu jednakost 1 = 1.

Maja: x =1, jer ako je x? — 2x = —1, tada je x(xz —2) = —1, pa je x = —1
ix—2=—1, tj. x = 1. Uvrstavanjem rjesenja x = —1 ne dobivamo istinitu
tvrdnju, pa je rjesenje x = 1.

Patrik: x = 1, jer ako je x> — 22 = —1, tada faktoriziranjem dobivamo
(x—=1)(x—1) =0, dakle z = 1.

Filip: © = 1. Nacrtao sam graf funkcije y = —1 4 graf funkcije y = 2% — 2.
Te dvije funkcije sijeku se samo u tocki x = 1.

Karla: x = 1. Probala sam u jednadzbu uvrstiti razne vrijednosti i samo za

x =1 se dobije istinita tvrdnja.

Jezik koji koristi tehnologija prirodno ovisi o pojmu varijable i funkcije. Ali
pojam varijable i funkcije je u danasnjem svijetu tehnologije puno sloZeniji i
bogatiji od onog koji nalazimo u udzbenicima ili znanju danasnjih ucenika te
potraga za vrijednostima varijabli koje zadovoljavaju jednadzbu vise ne mora
biti primaran cilj uvodenja algebre.

U svijetu tehnologije, i funkcije i varijable poprimaju novo znacenje, buduéi
da se viSe ne promatraju kao apstraktni izrazi kao u ucionici, posebno kada
se koriste za istrazivanje problema iz realnog zivota. Varijable predstavljaju
promjenjive veli¢ine, a algebra je znanost o vezama medu tim promjenjivim
velicinama. Pojam je funkcije slojevit i ne mozZze se u potpunosti razumjeti
pomocu samo jednog prikaza. Za razumijevanje je osnovnih pojmova vezanih uz
funkcije kljuéno biti u moguénosti pronaéi vezu medu algebarskim, numerickim i
grafickim prikazima funkcija.

Racunalni programi i druga tehnoloska pomagala za crtanje grafova funkcija
omogucuju ucenicima razumijevanje tih veza te razvijanje bogatih konceptu-

alnih shema, no ucenici ipak ponekad ne uspiju povezati navedene koncepte.

128



Kada govorimo o pristupu poucavanja kroz te mnogostruke veze u uvodenju
pojma funkcije, Cesto se istice kako ucenici trebaju izvrsavati zadatke, a ucitelji
prezentirati primjere pomoc¢u kojih je moguce uociti veze medu prikazima funk-
cije. Medutim, ¢ak i uz najbolje osmisljene zadatke, uvijek postoji potreba za
uciteljevim pracenjem rjesavanja zadataka i pomaganjem ucenicima u radu.

Pristupi poucavanju algebre u srednjim skolama, koji se temelje na navedenim
funkcijskim vezama, Cesto su fokusirani na polinome i racionalne funkcije, no
detaljno se proucavaju tek neke funkcije iz tih familija, poput linearne, kvadratne
i kubne funkcije, te nesto rjede polinomi ¢etvrtog stupnja. Cesto se obraduju
trigonometrijska i eksponencijalna funkcija te se tek ponekad u redovnu nastavu
uvodi i obrada nekih drugih funkcija.

Nazalost, poucavanje je funkcija razdijeljeno kroz nekoliko godina srednjo-
skolskog obrazovanja te ucenici Cesto razviju razumijevanje odredenih aspekata
jedne familije funkcija koje kasnije nisu u moguénosti prenijeti na druge familije.
Jednostavno kreiranje grafova u tehnologijskom okruzenju omogucéuje promatra-
nje vrijednosti funkcija za velike argumente i pruza lak pristup mnogobrojnim
tipovima funkcija. Dodatno, promatranje razli¢itih pogleda na istu funkciju
moze pomodi razvijanju Siroke slike grafickog prikaza odredenog tipa funkcije.
Na primjer, graficki prikaz polinoma trec¢eg stupnja ima tri mogudéa oblika, kako

je prikazano na Slici ovisno o broju stacionarnih tocaka.

32/0‘2342/10123 ,344/0‘23
“ “

Slika 5.6: Graf kubne funkcije.

Kada koristimo tehnologiju za crtanje grafova, omoguéen nam je samo djelo-
mican prikaz grafa, pa se tako moze ¢initi i da polinom treceg stupnja izgleda
poput linearne funkcije. Razumijevanje kako na graf djeluje promjena vrijednosti
na koordinatnim osima kljucno je za uspjesnu primjenu tehnologije te pomaze
ucenicima u daljnjem razvoju razumijevanja konceptualne slike funkcija.

Konceptualna slika odnosi se na skup svih mentalnih slika koje su u uce-

nickom umu povezane s nazivima koncepata, zajedno sa svim svojstvima koja
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ih karakteriziraju. Upotreba je tehnologije jos jedan nacin kojim prosirujemo
ucenicka iskustva s konceptom funkcija. Neke konceptualne slike koje ucenici
stvore radedi u tehnologijskom okruzenju rezultat su ucenja u takvom okruzenju
te aktivnog ucenja kroz tehnologiju. Znacajke pomagala koje se koristi i zadaci

za koje se ono koristi mogu dovesti do formiranja razli¢itih znanja.

5.5.5 Uloga tehnologije

Tijekom proteklih tridesetak godina, koliko su kalkulatori dostupni, postoji
puno kontroverzi o njihovoj ulozi u ucenju aritmetike. To ostaje i dalje tako
zbog naprednijih, tzv. grafickih racunala. Kao i s jednostavnim kalkulatorima,
zabrinjava utjecaj takve tehnologije na ucenicko razumijevanje i vjeStine te do
koje bi se mjere kurikulum trebao promijeniti kako bi se uzela u obzir i moé
koju takvi alati omogucéuju. Vazno je razlikovati primjenu tehnoloskih uredaja
kao brzog i tocnog sredstva koje olaksava rad, Sto se moze iskoristiti pri primjeni
algebre u zadacima, te kao svestranog sredstva s ¢itavim nizom sposobnosti koje
se mogu iskoristiti za unaprjedivanje nacina na koji ucenici uce algebru.

Treba razlikovati ciljeve izvedbe neke operacije za koju bi bilo primjereno
koristiti kalkulator te odabir strategije za rjesavanje zadatka, koji se ne moze
rijesiti kalkulatorom. Na sposobnost odabira strategije utjecati ¢e poznavanje
algebarskih ideja i postupaka te iskustvo u njihovom rjesavanju. Iako sposobnost
rucnog izvodenja operacija nije najbitnija pri samom rjesavanju zadatka, dodatno
je iskustvo u tome nuzno za osiguravanje poznavanja i razumijevanja ideja
potrebnih za izbor strategije.

Vazno je razlikovati algebarske vjeStine koje primjenjujemo u jednostavnim
primjerima koji se rade rucno i kompliciranije primjere gdje bi primjena kalkula-
tora bila primjerena. Od uéenika o¢ekujemo da z2? — 1 ili 22 — 3x + 2 rastavi na
faktore racunanjem napamet, no kalkulator ¢e biti primjereniji u faktoriziranju
izraza 6z — 1722 — bz + 6. Prvi je primjer razumijevanje prirode algebarskih
faktora, no drugi je sloZeniji zadatak koji ne razvija nuzno daljnje razumijevanje
ni sposobnost primjene ideje rastavljanja na faktore.

Tehnologija u obliku kalkulatora i racunalnih programa ima vrijednu ulogu
koristi 1i se primjereno, tj. u svrhu promoviranja algebarskog razumijevanja.
Ipak, tecnost u izvrsavanju jednostavnih algebarskih izraza ostat ¢e zasigurno

najbitnija komponenta razumijevanja i u¢inkovite primjene algebre.
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6

UCENJE I POUCAVANJE
GEOMETRIJE

6.1 Uloga geometrije

Jedna je od temeljnih teorija koje su razvile drevne civilizacije za opisivanje
svijeta oko sebe upravo geometrija. Umijece izracunavanja dimenzija postalo je
bitno kad su ljudi poceli podizati gradevine te su Babilonci i Egipéani, veliki
graditelji starog svijeta, pisali rasprave o geometriji. Grci su joj dali ime koje
izvorno znaci "zemljomjerstvo". Geometrija u nastavi najbolje je sredstvo za
razvijanje matematickog misljenja te je prikladna za kreativan i istrazivacki rad.
Sastavni je i vrlo vazan dio svakog kurikuluma nastave matematike.

Nizozemski matematicar Hans Freudenthal ([I2]) rekao je da geometrija
opipljiv prostor, onaj prostor u kojem dijete dise, zivi i kreée se. To je prostor
koji ucenik mora nauciti poznavati, istrazivati i osvajati, kako bi u njemu bolje
zivio, disao i kretao se.

Geometrija posjeduje neposrednu intuitivnu privlacnost na jednostavnoj ra-
zini. Od rane se dobi djeca igraju oblicima opazajuéi njihova ocigledna svojstva
i promatraju¢i u kakvom su odnosu jedni s drugima. Takoder, promatraju
veliku raznolikost jednostavnih i slozenih geometrijskih konfiguracija u vlastitom
okruzenju i stjecu dio jezika povezanog s njima. Neformalno uce prepoznavati
oblike kao S$to su krugovi, cetverokuti i trokuti i pocinju razumijevati rijeci
poput vodoravno, okomito i paralelno. Prvi koraci u u¢enju geometrije ticu se
imenovanja, opisivanja, klasificiranja i stvaranja poveznica s mjerenjem, polo-

zajem i kretanjem. Opisivanje i klasificiranje nisu nuzno trivijalni zadaci, sto
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postaje ocito kada, na primjer, promatramo svojstva razlicitih cetverokuta i
poveznice medu njima. Stovise, oni vode k slozenijim zahtjevima definiranja
i zaklju¢ivanja. Mjerenje je ocigledno od velike prakti¢ne vaznosti i odreduje
ucenicko razumijevanje koncepata duljine i kuta i povezane koncepte kao $to su
povrsina i volumen, ali je osnova geometrije i izvor njezine beskrajne privlacnosti
nacin na koji zakljuéivanje igra kljuénu ulogu u dokazivanju rezultata koji su
cesto kako jednostavni tako i iznenadujudi.

Kada se razmislja o geometriji, mozemo imati dva potpuno razlicita raz-
misljanja, a opet medusobno povezana. Jedan je nacin prostorno razmisljanje,
nacin kako ucenici razmisljaju o obliku i prostoru, dok je drugi geometrijski
sadrzaj, teorija, poznavanje geometrijskih tijela, likova, odnosa... Kod ucenika je
potrebno razvijati oba nacina misljenja.

Prostorni zor moze se definirati kao intuicija o oblicima i odnosima medu
oblicima. Neki ucenici imaju izrazeniji prostorni zor koji im omogucéava bolji
osjetaj za geometrijske aspekte koji ih okruzuju i oblike koji formiraju okolinu.
Prostorni zor omoguéava i bolju sposobnost vizualizacije objekata i prostornih
odnosa koje si mogu lako predociti u glavi. Osobe s izrazenijim prostornim zorom
lako uocavaju geometrijske oblike u umjetnosti, prirodi, arhitekturi i skloni su
opisivanju svijeta kroz geometriju.

Cesto se susreéemo s izjavama da ljudi imaju problema s prostornim zorom
ili imaju slabu prostornu orijentaciju. Smatraju da se s tom sposobnosti moras
roditi, no to nije to¢no. Prostorni zor razvija se nakon stjecanja iskustva u radu
s oblicima i prostornim odnosima, nakon odredenog vremena.

Geometrija se u nastavnom planu i programu uglavnom svodi na ucenje
novih pojmova, definicija i terminologije, dok je naglasak na njezinu primjenu
malen. Ona ima nekoliko smjerova koji se razvijaju kroz obrazovanje, a mozemo

ju svesti na Cetiri cjeline:

1. Oblici i svojstva ukljucuju proucavanje svojstava oblika u dvjema, trima

dimenzijama te proucavanje odnosa temeljeno na svojstvima.

2. Transformacija uklju¢uje proucavanje izometrija (osna simetrija, centralna

simetrija, rotacija, translacija, identiteta), homotetija.
3. Pozicija se odnosi na odredivanje objekata u ravnini uz pomo¢ koordinata.

4. Vizualizacija je prepoznavanje oblika koji nas okruzuju, razvoj odnosa dvo-
dimenzionalnih i trodimenzionalinih objekata te sposobnost prepoznavanja

predmeta iz razlicitih perspektiva.
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6.2 Geometrijsko misljenje

6.2.1 Van Hieleova teorija o razvoju geometrijskog mislje-

nja
Cest je kod uéenika slu¢aj da mogu prepoznati neki geometrijski oblik, ali ga
ne znaju definirati. Neki ¢e ucenici takoder tesko shvatiti zasto se kvadrat
smatra pravokutnikom ili zasto moraju dokazati ono sto ve¢ "znaju". Ima jos
mnogo primjera koji pokazuju na kojoj je razini ucenik sto se tice geometrijskog
misljenja. Nastavnici uvijek u poucavanju geometrije moraju pronalaziti nacine
kako podiéi razinu geometrijskog misljenja kod ucenika. Razinama geometrijskog
misljenja i onoga $to je za njih svojstveno bavili su se nizozemski nastavnici Dina
van Hiele-Geldof i njezin suprug Pierre van Hiele. Nakon smrti supruge, Pierre se
nastavio baviti razvojem geometrijskog misljenja kod ucenika te je 1986. godine
izdao knjigu Structure and insight, a theory of mathematics education. Dina
je uglavnom pokusavala u svojim istrazivanjima pronacéi metode u nastavi koje
bi pomogle ucenicima u boljem shvac¢anju geometrije, dok je Pierre istrazivao
razloge zbog kojih ucenici imaju los uspjeh u uc¢enju geometrije. Oni su stvorili
model prema kojem razlikuju pet razina geometrijskog misljenja. Na svaku

sljedeé¢u razinu moze se doéi samo ukoliko je prethodna usvojena.

Van Hieleove razine geometrijskog misljenja jesu:

e Razina 0. Vizualizacija:
Na ovoj su razini ucenici svjesni prostora samo kao necega Sto postoji
oko njih. Ucenici su u stanju precrtati zadani geometrijski oblik, mogu
prepoznati odredene geometrijske oblike kao sto su, npr., trokuti, kvadrati,
krugovi itd., no nisu svjesni njihovih svojstava ni osobina. Takoder, ¢esto

na osnovu jednog primjera zakljucuju da nesto uvijek vrijedi.

e Razina 1. Analiza:

Na ovoj razini ucenici pocinju analizirati svojstva geometrijskih objekata,
ali jos uvijek ne mogu uoditi vezu medu njima. U stanju su nauciti i
definirati svojstva koja ima neki geometrijski oblik, ali ne znaju koja
su od tih svojstava dovoljna da bi se definirao geometrijski oblik. Ako,
npr., imaju skup kvadrata, modéi ¢ée izred¢i svojstva za koja znaju da ih
ima kvadrat. Pocinju vjerovati da oblici koji pripadaju istoj klasi imaju
zajednicka svojstva. Na ovoj razini ne razumiju u potpunosti definiciju
odredenog geometrijskog oblika.
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e Razina 2. Neformalna dedukcija:
Na ovoj razini ucenici poc¢inju shvacati veze medu svojstvima geometrijskih
oblika, pa samim time i veze medu geometrijskim oblicima. Pocinju
razmisljati deduktivno, bolje shvac¢aju definicije te pocinju razmisljati
$to je potrebno i dovoljno za opisivanje odredenog geometrijskog objekta.
Ucenici mogu pratiti i shvatiti dokaz neke tvrdnje vezano za svojstva ili

odnose geometrijskih oblika, ali ne bi znali sami dokazati takve tvrdnje.

e Razina 3. Dedukcija:
Ucenici su u stanju dokazati odredena svojstva ili veze medu geometrijskim
objektima. Shvacaju definicije i aksiome te mogu zakljucivati na osnovu
poznatih ¢injenica. Mogu donositi zakljucke koji se na ovoj razini vise
temelje na logici nego na intuiciji, $to je dotad bio slucaj. Takoder, shvacaju

pojam nuznog i dovoljnog uvjeta za definiranje odredenog objekta.

e Razina 4. Strogost:
Na ovoj su razini stariji ucenici ili mladi studenti u stanju shvatiti geometrij-
ski sustav koji nije euklidski (npr. geometriju Lobacevskog) te usporedivati

razli¢ite geometrijske sustave. Geometrijsko je misljenje apstraktno.

Primjer 6.2.1. Na razini 0: Svi paralelogrami idu zajedno jer "jednako izgledaju".
Kvadrat 1 pravokutnik nisu paralelogrami jer "ne izgledaju" kao paralelograms.
Na razini 1: Ucenici zakljucuju da su paralelogrami svi likovi koji imaju
paralelne nasuprotne stranice, ¢ije su nasuprotne stranice jednake duljine, imaju
nasuprotne kutove jednake velicine, i cije se dijagonale raspolavijaju. Smatraju

da kvadrat nije paralelogram jer su mu sve cetiri strane jednake duljine.

Na razini 2: Ucenici spoznaju da je dovoljno svojstvo cetverokuta da ima
jedan pravi kut © sve cetiri strane jednake kako bi se doslo do zakljucka da se

radi o kvadratu.

Na razini 3: Ucenici su sposobni dokazati da je jednakokracan trapez tetivni
cetverokut, koristeci karakterizaciju prema kojoj je cetverokut tetivni ako i samo

ako mu je suma nasuprotnih kutova jednaka 180°.

Na razing 4: Stariji ucenici i mladi studenti usporeduju razlicite geometrijske
sustave na temelju Saccherijeva cetverokuta, tj. na temelju cetverokuta u kojemu
su dvije nasuprotne stranice jednake duljine i okomite na bazu te se, ovisno o
tome jesu li kutevi izmedu tih dviju stranica i stranice nasuprotne bazi pravi,

siljasti ili tupi, ide u smjeru euklidske, hiperbolicke ili sferne geometrije.
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Van Hieleove faze ucenja za razvoj geometrijskog misljenja

Par van Hiele izdvojio je osim razina i odredene faze ucenja u kojima se ucenici
nalaze prolazeéi kroz razine geometrijskog misljenja. Definirali su i neke metode

koje ucenicima mogu pomodéi u razvoju geometrijskog misljenja.

e Faza informiranja:
U ovoj se fazi ucenici upoznaju s gradivom. Nastavnik ih informira kroz
raspravu o svemu vaznom Sto im je potrebno da bi razumjeli temu koju
moraju odraditi.

o Faza usmjerenog vodenja:
U ovoj fazi ucenici rade koriste¢i materijale koje je nastavnik pazljivo
odabrao, pazeéi pritom da ucenici koristeéi te materijale sami mogu otkriti
neka svojstva medu objektima. Pitanja bi trebala biti kratka i jasno
definirana. Npr. nastavnik moze traziti od uc¢enika da koriste¢i geoplocu
(drvenu ili plasti¢nu plocu s ¢avli¢ima koji su rasporedeni u kvadratnu mrezu
oko kojih je moguce rastezati elasti¢ne gumene vrpce, [§]) konstruiraju romb
koji ima jednake dijagonale, romb kojemu su svi unutarnji kutovi pravi
kutovi, romb s trima pravim kutovima, romb s dvama pravim kutovima,

romb s jednim pravim kutem...

o Faza objasnjavanja:
U ovoj fazi nastavnik treba uputiti ucenike koja su to vazna svojstva koja
trebaju kako bi opisali ono s$to su zakljucili kroz samostalno odradene
zadatke. Tu je uloga nastavnika minimalna. Ucenici trebaju objasniti
nastavniku ili jedni drugima, ukoliko se radilo u grupi, sto su zakljucili

nakon aktivnosti iz faze usmjerenog vodenja.

¢ Faza slobodnog usmjeravanja:
U ovoj fazi ucenici koriste ono $to su dotad zakljucili na osnovi jednostav-
nijih zadataka u rjesavanju slozenijih zadataka. Zadaci sada imaju vise
koraka, mogu se rijesiti na vise nacina, dvosmisleni su ili nedovrseni. Takvi
su zadaci dobri jer se ucenici viSe angaziraju i istrazuju, pa stoga bolje

razvijaju geometrijsko misljenje.

o Faza integriranja:
U ovoj fazi ucenici skupljaju sve informacije koje su naucili nakon aktivnosti
i zadataka. Te informacije trebaju zapamtiti. Vazno je da u ovoj fazi
ucenici ne dobiju neku novu informaciju, nego je cilj samo ponoviti sve

vazno $to je uoceno i sto treba zapamtiti.
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Razine razvoja geometrijskog misljenja kod ucenika

Ucenici moraju prije¢i razine misljenja to¢no onim redoslijedom koji je van Hiele
naveo. To znaci, na putu do najvise razine, nije moguce da ucenik preskoci neku
razinu pa ju kasnije usavrsava. No, ucéenici se mogu naé¢i na prijelazu izmedu
razina. Npr. ukoliko je neki ucenik savladao pojam trokuta na razini 2, a pojam
¢etverokuta na razini 1, njemu Ce biti lakse rjesavati zadatke koji se ticu trokuta
nego one koji se ticu trapeza. S druge strane, to mu olaksava prelazak na razinu
2 jer je preko poznavanja trokuta na razini 2 uvjezbao trazenje odnosa medu
svojstvima geometrijskih objekata. Za prelazak s jedne razine na drugu vazan
je ucenikov osobni angazman i rad na razumijevanju materijala i zadataka koje

nastavnik pripremi.

Dina van Hiele 1957. godine iznijela je teoriju da je potrebno oko 20 lekcija
za prijelaz s razine 0 na razinu 1, odnosno oko 50 lekcija za prijelaz s razine 1 na

razinu 2, ako se radi s dvanaestogodisnjacima.

Prema van Hieleovoj teoriji, u¢enici mogu razviti svoje geometrijsko mislje-
nje samo ukoliko aktivno sudjeluju, razmisljaju, istrazuju i donose samostalne
zakljucke uz vodenje nastavnika. U geometriji je nezahvalno drzati frontalnu
nastavu u kojoj ucenici samo memoriraju i zapisuju ¢injenice. Nastavnik mora
pomodi uceniku smisljenim aktivnostima za stjecanje iskustva, o ¢emu kasnije

mogu raspravljati.

Postoje istrazivanja, poput [I], koja govore o tome da vecina srednjoskolskih
nastavnika razmislja na trecoj ili ¢etvrtoj razini geometrijskog misljenja, dok se
ucenici u prvom razredu srednje skole nalaze na prvoj ili drugoj razini geome-
trijskog misljenja. Nastavnici moraju paziti na to da se izrazavaju jezikom koji
ucenici razumiju, odnosno koji je prikladan za razinu na kojoj oni razmisljaju.
Ono $to ucenici rade kada ne razumiju gradivo prepisivanje je i zapamdéivanje
¢injenica. To im ne omogucéava primjenu onoga S$to su naudili niti im koristi
za razvoj njihovog geometrijskog misljenja. Postoji mnogo testova i aktivnosti
koje nastavnici mogu iskoristiti kako bi uvidjeli na kojoj su razini ucenici te se
tako prilagoditi njihovoj razini i smisliti Sto bolje aktivnosti u svrhu prelaska na

sljedec¢u razinu.

Nakon sto ucenik prijede na sljede¢u razinu misljenja, vazno je ne smatrati
one koje je prethodno prosao manje vaznima. Takoder, nije dobro ubrzavati

proces prelaska s jedne razine na drugu.
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Karakteristike misljenja ucenika na Van Hieleovim razinama geome-
trijskog misljenja
Karakteristike misljenja ucenika na razini 0:

e rabe neprikladna vizualna svojstva za opis geometrijskih likova,

« lako ih zbunjuje rotacija geometrijskih likova,

o Kklasificiraju geometrijske oblike oslanjajuéi se na nevazan podatak ili svoj-

stvo,

e nepotpuno definiraju geometrijske oblike jer se njihova definicija zasniva

samo na vizualnom dojmu.
Karakteristike misljenja ucenika na razini 1:

o usporeduju eksplicitno geometrijske oblike na osnovi njihovih osnovnih

svojstava,
o ne povezuju razlicite klase likova,

« klasificiraju geometrijske oblike na osnovi samo jednog svojstva (npr. broj

stranica), dok ostala svojstva zanemaruju,

o prilikom definiranja nekog objekta daju previse informacija umjesto samo

onih nuznih za definiciju,

e ne prihvacaju definicije iz udzbenika niti one koje im ponudi nastavnik ili
neka druga odrasla osoba jer smatraju da je njihova definicija ispravna i

logi¢nija,

o zakljucuju da neka tvrdnja opéenito vrijedi nakon provjere na samo nekoliko

primjera.
Karakteristike misljenja ucenika na razini 2:

« lakse dolaze do definicije geometrijskog objekta (ne koriste viSe suvisna

svojstva objekta),
o prihvacaju definicije iz udzbenika kao one ispravne,

o prihvaéaju ¢injenicu da postoji vise ekvivalentnih definicija istog geome-

trijskog objekta,

o mogu hijerarhijski klasificirati geometrijske objekte,
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e pocinju shvacati tvrdnje oblika "ako... onda...",

e upoznaju se s dokazima i aksiomima, ali ih ne shva¢aju u potpunosti.
Karakteristike misljenja uc¢enika na razini 3:

o razumiju definicije, aksiome i dokaze,

o sami mogu do¢i do nekih zakljucaka koje onda pokusaju i dokazati.
Karakteristike misljenja uc¢enika na razini 4:

e ragzvija se znanstveni pogled na geometrijsku teoriju,

e mogu razumjeti i druge geometrije osim euklidske.

6.3 Aktivnosti za razvoj geometrijskog misljenja

Moze se dogoditi da ucenici iste dobi budu na razli¢itim razinama, Sto znaci da
razina geometrijskog misljenja ne ovisi potpuno o dobi ucenika. Cesto se ucenici
nizih razreda osnovne skole nalaze na nultoj razini, dok je rijetko koji ucenik
osmog razreda na visoj od druge razine. Neki ucenici, ali i odrasli ljudi, mogu
zauvijek ostati na razini 0. Kako bi presli na visu razinu, ucenicima je potrebno
adekvatno obrazovanje. Geometrijsko je iskustvo jedan od najvaznijih ¢imbenika
koji utje¢u na napredak kroz razine. Prije samog ucenja za visu razinu potrebno
je ispitati na kojoj se on razini nalazi. Ako se uceniku zada zadatak koji je
na razini visoj od one na kojoj se trenutno nalazi, komunikacija ¢e biti losa.
Takav ¢e postupak uc¢eniku stvarati problem, bit ¢e prisiljen uciti napamet i tako
postié¢i samo privremen i povrsan uspjeh. Ucenik moze nauciti neki dokaz, ali ne
uspijeva razumjeti svaki pojedini korak koji je uklju¢en u postupak. Medutim,
nije svaki nastavnik u moguénosti omoguéiti uceniku prelazak na visu razinu.
Svaki bi nastavnik trebao vidjeti moguénosti napretka i razvoj geometrijskog
misljenja kod ucenika tijekom cijele godine.

Neki postupci koji omoguéavaju laksi prelazak na visu razinu jesu:

o Informiranje: u toj fazi ucenici upoznaju materijal, kroz razgovor nastavnik
otkrije kojim znanjem o odredenoj temi ucenici raspolazu te ih bolje upozna

sa samom temom.

o Usmjereno vodenje: ucenicima se zada zadatak da nesto izrade ili iz-
mjere, Sto im omogucava otkrivanje odnosa koji im do tada nisu bili posve

razumljivi ili su im ¢ak bili nepoznati.
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e Objasnjavanje: najprije uCenici pokusavaju objasniti svojim rijeCima ono
$to su naucili tijekom rada, a zatim ih nastavnik usmjerava da to opisu

pomocéu matematickih termina.

¢ Slobodno usmjeravanje: tijekom ove faze ucenici upotrebljavaju stecena

znanja za rjesavanje odredenih problema.

e Udruzivanje: u ovoj fazi ucenici udruzuju sva prethodno naucena znanja i

zatim na taj nacin usvajaju nove informacije i znanja.

Zadaci za pojedinu razinu

Kod razine 0 potrebno je u nastavu ukljuciti mnogo aktivnosti sortiranja i
klasificiranja. U zadatke je potrebno uvesti raznolike primjere oblika kako bi
znali odrediti koje su osobine bitne, a koje nisu, poput, na primjer, boje. Potrebno
je omoguditi ucenicima crtanje, gradenje, omoguditi im pravljenje raznih oblika,
sastavljanje prema nekom obrascu, rastavljanje oblika u dvije, tri dimenzije.
Ucenicke aktivnosti trebaju biti usmjerene na posebna svojstva oblika kako bi
razvijali razumijevanje geometrijskih svojstava i poceli ih koristiti.

Kod razine 1 u sklopu nastave potrebno je osmisliti dovoljno ucenickih
aktivnosti usmjerenih na geometrijska svojstva oblika, a ne samo na njihovo
prepoznavanje. Potrebno je uputiti ucenike u prepoznavanje i koristenje ¢injenice
da se uvodenjem novih geometrijskih koncepata razvija i raste broj svojstava
geometrijskih oblika. Trebaju znati primjenjivati naucene ideje na citave klase
oblika, a ne pojedinac¢no. Nova svojstva trebaju uocavati analizom klase oblika
(na primjer, svrstati kutove prema njihovoj veli¢ini, tupi, Siljasti, pravi kut).
Za lakse predocavanje raznih oblika dobro je upotrebljavati razne programe
dinamicne geometrije, poput Geogebre ili Sketchpada, prilagodene programe koji
omogucuju promatranje promjene slike pri korisnickim promjenama odredenih
parametara.

Kod razine je 2 kroz nastavu potrebno ucenike poticati na stvaranje i provje-
ravanje hipoteza (npr. Vrijedi li uvijek neko pravilo?).

Ucenici trebaju dobiti zadatke u kojima ¢ée se od njih traziti odrediti koji
su nuzni, a koji dovoljni uvjeti za oblike ili koncepte (npr. Koje svojstvo treba
imati Cetverokut kako bi bio paralelogram?). Tijekom razgovora potrebno je
koristiti jezik neformalne dedukcije: za svaki, za neke, ni za jedan, Sto ako i
slicno. Potrebno ih je izazvati da sami izvode neformalne dokaze i zahtijevati od
njih da se sami uvjere u njihovu smislenost.

Ne postoji jedinstveni test za provjeru na kojoj se razini ucenik nalazi. No,

nije velik problem odrediti radi li se o razini 0 ili 1. Potrebno je provesti odredene
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aktivnosti i slusati opazanja koja ucenici zamjeéuju. Govore li o oblicima kao
o klasama, razumiju li da se radi o istom obliku ako se promjeni orijentacija.
Takvim se pitanjima lako dozna o kojoj se razini radi. Tijekom ucenja ucenika i
prelaska na visu razinu potrebno je pratiti njegov rad. Ako vidimo da ucenik
nije u stanju slijediti i postivati logicke argumente i sklon je nagadanju, tada

nije spreman za prelazak na visu razinu.

6.3.1 Aktivnosti za ucenike prikazane kroz geometrijski
sadrzaj za van Hieleove razine

Aktivnosti za ucenike trebaju biti organizirane i njima prilagodene. Nakon Sto
je odredeno kojoj van Hieleovoj razini ucenik pripada, mogu se s njim raditi
odredene aktivnosti. Aktivnosti su prozete geometrijskim sadrzajem (oblici i
svojstva, polozaj, transformacija, vizualizacija) koji treba razvijati kod ucenika.
Sve su podjele aktivnosti vrlo prilagodljive te aktivnost jedne razine, uz male
promjene, postaje aktivnost za drugu razinu. Ponekad se i sadrzaji medusobno

preklapaju, tesko je strogo odvojiti aktivnosti.

Oblici i svojstva

Aktivnosti su pomoc¢u kojih najlakse mozemo odrediti kojoj razini pripada ucenik
iz podrucja oblika i svojstava. Kad pomislimo na taj sadrzaj, prva je asocijacija
da se to obraduje u osnovnoj skoli. Ucenici rade s dvama, trima ili viSe razlic¢itih
oblika. Znaju samostalno odrediti kada je nesto slicno, odnosno razli¢ito te na
temelju toga otkrivaju oblike i njihova svojstva. Nakon odredenog ¢e iskustva
ucenici modi razvijati klasifikacije definiranih i ve¢ poznatih oblika, poput trokuta,
kvadrata, romba, piramide ili valjka. Na kraju ¢e istraziti i zakljuciti kako su
zapravo svojstva oblika povezana s geometrijskim odnosima i tako ¢e razvijati
sposobnost razmisljanja o oblicima i svojstvima.
Oblici i svojstva na razini 0

Na ovoj se razini aktivnosti trebaju sastojati od dvodimenzionalnih i trodimen-
zionalnih oblika s kojima ucenici trebaju raditi i tako stjecati iskustvo. Oblici ne
krivljene te njihove kombinacije. Imena tih oblika i odgovarajuca svojstva mogu
se lako uvesti kroz aktivnosti. Ako zatrazimo od ucenika da navedu znacajke
koje su primijetili kod oblika, ¢esto ¢e odgovori biti bazirani na nepotrebnim
znacajkama, poput crta je kriva, izgleda kao lopta. Skloni su pri opisivanju
rabiti rijeci "istice se" ili "ima rub isti kao papir". Kod rada s dvodimenzionalnim

oblicima, potrebno je ucenicima izraditi oblike od nekog materijala, podijeliti
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ucenike u skupine te im zadati da sami razvrstavaju oblike po nekom svom
pravilu, Sto im omogucava razvijanje ideje vlastitog shva¢anja i razumijevanja.
Kako radimo aktivnosti s dvodimenzionalnim oblicima, tako ih samo prosirimo

na trodimenzionalne oblike i trazimo od ucenika odredivanje svojstava.

Radi boljeg je upoznavanja oblika dobro ucenicima zadati aktivnosti koje
sadrze konstrukcije i rastavljanje oblika. Tako ¢e vidjeti kako se od manjih oblika
mogu sastaviti drugaciji veéi oblici ili veéi oblik rastaviti na manje. Pomo¢ je za
takve aktivnosti tangram, razlicite puzzle i mozaici koji se sastoje od razli¢itih
geometrijskih oblika. Oni nam omoguéavaju da vidjeti kako, npr., kvadrat
mozemo dobiti spajanjem dvaju jednakih pravokutnih jednakokra¢nih trokuta.
Tangram se sastoji od sedam dijelova koje mozemo slagati u razne oblike, sto
ucenicima predstavlja igru kroz koju uce. Ucenici dobiju zadatak od papira
izrezati oblike od kojih se sastoji tangram, ¢ime se razvijaju i njihove motoricke
sposobnosti. Prvo rade s manjim brojem oblika i slazu ih u neki novi oblik te
im se broj oblika za slaganje pove¢ava nakon sto sloze neki oblik. Ucenici mogu
slagati oblike na papir ili ih lijepiti u biljeznicu. Prilikom izrade tog zadatka
mozemo vidjeti kako su neki uéenici skloni slaganju veé¢ poznatih oblika (trokut,
trapez) i tesko pronalaze nacine slaganje novih oblika. Neki ucenici pak koriste
ili samo trokute ili trapeze i rade oblike samo s njima. Nakon svakog zadatka
potrebno je napraviti raspravu i otkriti ostalima kako je ucenik slozio odredeni
oblik.

Postoji mnogo nac¢ina za razvoj osjec¢aja za oblik, a jos su neki nacini koristenje
papira na kojem se nalazi kvadratna mreza tockica koje ucenici spajaju i tako
stvaraju odredene oblike. Zatim kao materijal za rad mogu posluziti plasticne
slamke, plastelin, listovi novina itd. Uporaba tih materijala kod ucenika razvija,

osim boljeg upoznavanja oblika i njihovih svojstava, i njihovu kreativnost.

Oblici i svojstva na razini 1
Na ovoj su razini zadaci sli¢ni kao i na razini 0, samo sto se sada dodatno, osim
crtanja i svrstavanja oblika, od ucenika ocekuje da nauce pravo ime tog oblika
i njegova svojstva. Oblike dijele po njihovim obiljezjima, sad, npr., razlikuju
pravokutan, Siljastokutan i tupokutan trokut. Ucenici su na toj razini u stanju
napraviti kategorizaciju likova i tijela po njihovim obiljezjima. Znaju razliku
izmedu konkavnog i konveksnog, u moguénosti su napraviti odredene klasifi-
kacije medu trokutima i ¢etverokutima. Ucenici prilikom rjesavanja odredenih
aktivnosti rade popis svih svojstava i na temelju toga odreduju koja je to klasa.
Paralelogram je dobar primjer za zadatak u kojem ucenici trebaju napisati nje-

gova svojstva, zatim se na njega nastavlja romb, pravokutnik i na kraju kvadrat.
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Ne treba dati svim ucenicima da sve rade, ve¢ ih podijeliti u grupe i svakoj grupi

dati pojedini oblik da ispiSu svojstva.

Nakon obavljenog zadatka, ucenici vode raspravu i medusobno se nadopunja-
vaju. Glavni je cilj da na kraju klasa ima navedena sva svojstva koja mora imati.

Tijekom rasprave dobro je uvesti pravilnu terminologiju.

Jedan je od zanimljivih nacina i kako uvesti i objasniti broj 7 ucenicima kroz
odredenu aktivnost. Zadatak je ucenicima izmjeriti opseg i promjere kruznica.
Nacinit ¢e tablicu i u nju zapisivati Sto su izmjerili, s tim da u tablici trebaju
imati barem deset mjera. Mogu mjeriti i razne predmete koji u presjeku imaju
krug. To ¢e izmjeriti tako Sto ¢e ga omotati nekom vrpcom i zatim izmjeriti
duljinu vrpce. Nakon sto su prikupili dovoljno podataka, potrebno je za svaku
kruznicu izracunati omjer opsega i promjera. Veéina omjera se nalazi se oko
3.1 ili 3.2. Mogu te podatke prikazati i graficki. Toc¢an omjer je iracionalan
broj 3.14159..., koji se oznacava grékim slovom w. Najvaznije je nakon te
aktivnosti razvijanje jasnog razumijevanja omjera opsega i promjera u svakom
krugu. Trebaju nauciti sto je m, da to nije neki ¢udan broj koji se pojavljuje u

formulama, veé¢ da tako definiran broj ima svoje znacenje.

Na toj se razini za predocavanje i dolazenje do odredenih zakljuc¢aka moze
posluziti programima dinami¢ne geometrije. Pomod¢u njih si ucenici mogu lako
predociti neke stvari i tako prije doé¢i do odredenog zakljucka. Pomoéu njih se

mogu rjesavati odredeni zadaci i aktivnosti.

Oblici i svojstva na razini 2

U odnosu na razinu 1, na razini je 2 paznja viSe usmjerena na istrazivanje
svojstava oblika koji ukljucuju logicko zakljucivanje. Nakon sto ucenici razviju
razumijevanje geometrijskih svojstava te ih ispravno pridruze odredenoj kategoriji
oblika, bitno je poticati istrazivanje neformalnih deduktivnih argumenata. Na
toj bi razini ucenici trebali slijediti jednostavne dokaze i proucavati ideje koje se
povezuju s algebrom. Za razliku od razine 1 u kojoj ucenici rade popise svojstava
oblika, na ovoj razini trebaju znati kako odrediti sto je dovoljno za definiciju.
Kod navodenja je svojstava oblika vise koristena logika nego odredivanje po

izgledu oblika.

Nakon navedenog popisa ucenici sudjeluju u razgovoru i procesu odlucivanja
sto ¢ini definiciju. Potrebno ih je poticati na razmisljanje o dokazima, na primjer
da se na plocu napiSe neki teorem te se od ucenika trazi dokaz. Kao odgovor
ucenici Cesto znaju reé¢i da su to veé vidjeli i znaju da je to istina. Zatim,
ako ucenik predlozi nekakvu izjavu o geometrijskoj situaciji o toj klasi, tada

se to napise na plocu s upitnikom, kao nagadanje. Kako bi se ucenike navelo
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na razmisljanje, postavljaju se pitanja: "Je li to istina?", "Kada je to istina?",
"Mozete li to dokazati?", "Mozete li pronaéi kontraprimjer?".

Pitagorin je poucak jedan od najvaznijih poucaka u matematici te je pri-
kladan za promatranje na ovoj razini. Kako ucenike navesti na zakljucivanje
o Pitagorinom poucku? Zadatak je za ucenike konstruirati na milimetarskom
papiru pravokutan trokut. Zatim trebaju konstruirati pripadne kvadrate nad
stranicama tog trokuta te napraviti tablicu u koju ée unositi povrsine kvadrata
nad stranicama promatranog trokuta. Nakon Sto je tablica nacinjena, zadatak
im je odrediti odnose medu tim kvadratima. Nakon odredenog vremena shvatit
¢e da je suma kvadrata nad katetama jednaka kvadratu nad hipotenuzom. Takav
je zakljucak donesen na temelju primjera, no potrebno ga je i dokazati. Na
toj je razini fokus usmjeren na deduktivno razmisljanje te programi dinamicke
geometrije nisu od prevelike koristi.

Transformacija

Transformacija se u geometrijskom smislu odnosi na promjenu u polozaju ili
veli¢ini oblika. Kod transformacije promatramo izometrije (translaciju, osnu
simetriju, centralnu simetriju, rotaciju) i homotetiju.

Transformacija na razini 0

Na ovoj razini od ucenika moZemo ocekivati poznavanje osnovnih pojmova
vezanih uz transformacije, poput translacije, rotacije i simetrije, te sto je za koju
transformaciju potrebno. Rano je u osnovnoj skoli od ucenika zahtijevati znanje
kako transformacije utjec¢u na oblike.

Dobar je nacin kako objasniti uc¢enicima transformacije pomocéu nekakvog
oblika. Na primjer, vide oblik automobila i svi uéenici imaju takav oblik u svojim
rukama. Promatraju sto nastavnik radi s njim: prvo ga zrcali u staklu i ispituje
ucenike Sto moraju napraviti kako bi automobil vratili u pocetni polozaj. Zatim
treba ucenicima prikazati sve moguée pomake, navoditi ih da sami zakljuce o
¢emu se radi, pokazati osnu simetriju s obzirom na vertikalnu os, horizontalnu
os, translaciju, rotaciju. Mogu se i kombinirati transformacije i od ucenika
zahtijevati da odrede o kojima se transformacijama radi. Ne treba ucenicima
odmah dati do znanja kada je za neku poziciju potrebna jedna transformacija, a
kada vise njih, treba im prepustiti da to pokusaju sami zakljuciti.

Ucenici najbolje razumiju vizualno, pa se tako osnu simetriju moze prikazati
pomocu lista papira. List se papira savije po sredini, ¢ime dobivamo dvije polovice
koje se poklapaju. Mjesto gdje je papir savijen predstavlja os simetrije. Nemaju
svi oblici jednak broj osi simetrija, npr. kvadrat ih ima cetiri, jednakokracan
trokut jednu, a jednakostrani¢an trokut tri. Rotacija je transformacija oblika
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s obzirom na neku ¢vrstu tocku O i dani orijentirani kut «. Kod rotacije
promatramo za koji se kut treba rotirati oblik kako bismo dobili oblik u istom
polozaju, npr. kvadrat rotiramo za 90° oko njegovog sredista i dobivamo isti
kvadrat. Transformaciju dvodimenzionalnih oblika poslije analogno prenesemo
na trodimenzionalne.

Transformacija na razini 1

Na ovoj razini razmisljanje oko transformacije fokusira se na analizu transfor-
macije te kako ju primjenjivati na oblike koji se ne vide. Aktivnost koja je
prikladna za tu razinu komponiranje je transformacija. Zadatak je uc¢enicima
da pomoéu vise transformacija preslikaju neki oblik na papiru. Kombinacijom
dviju transformacija dobiva se kompozicija. Kompozicija nije ogranic¢ena samo
na dvije transformacije, moguce ih je imati i mnogo vise. Komponiramo li dvije
osne simetrije, kao rezultat ¢emo dobiti rotaciju za dvostruki kut izmedu pravaca
osi simetrije. Kako bismo provjerili jesu li ucenici shvatili transformaciju, mogu
na milimetarskom papiru u jednom kutu nacrtati slovo K i onda ga koriste-
njem transformacija pomaknuti na odredeno mjesto. Ucenici trebaju odrediti
kombinaciju transformacija kojom ¢e doéi do cilja.

Uz pojam transformacije veze se i pojam homotetije. Homotetija je presli-
kavanje kod kojeg se oblici preslikavaju u sebi sukladne ili slicne oblike. Oblici
nastali preslikavanjem mogu biti veéi ili manji od promatranog oblika, ovisno o
koeficijentu homotetije. Ako je koeficijent homotetije veéi od 1, onda ¢e dobiveni
oblik biti veéi od danog, a ako je manji od 1, onda ¢e biti manji. Prilikom
preslikavanja kutovi ostaju sukladni, dok se stranice odnose proporcionalno.

Programi dinamicke geometrije predstavljaju odlican alat za prikazivanje
transformacija. Pomoc¢u njih ucenici mogu koeficijente homotetije postavljati
kako god zele i uvjeriti ih se da to vrijedi za sve brojeve, a ne samo za odabrane.

Transformacija na razini 2

Kod ove je razine naglasak stavljen na razumijevanje i shva¢anje transformacije.
Aktivnosti koje su prikladne za ovu razinu jesu da ucenici od jednostavnih oblika
izvodenjem odredenih transformacija dodu do slozenih oblika koje su vidjeli
na kratko prije nego su poceli rjesavati zadatak. Cilj je da si ucenici mogu
vizualizirati ono sto su vidjeli i time se rukovoditi.

Takva aktivnost dobra je za razvijanje snalazenja u prostoru. Ucenici dobiju
pet plocica kvadratnog oblika. Zadatak je sloziti sve moguce oblike kombinirajuci
dane plocice na nacin da svake dvije od njih imaju to¢no jednu zajednicku stranicu.
Dakle, za svrhu transformacija promatramo sliku s dvanaest mogucéih oblika. Prvi
je zadatak odrediti koliko razli¢itih pozicija ima svaki oblik. Pozicija je razli¢ita
ako se moze dobiti osnom simetrijom ili rotacijom. Na Slici primje¢ujemo da
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"kriz" ima samo jednu poziciju, dok ravna traka ima dvije pozicije, a neki drugi
oblici ¢ak i osam. Drugi je zadatak pronaéi vezu izmedu osne simetrije i rotacije

za svaki od oblika u svim njegovim pozicijama.
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Slika 6.1: Sve kombinacije koje je moguce sloziti od pet kvadrata.

Pozicija

Pri razmatranju pozicije unutar geometrijskog sadrzaja misli se na odredivanje
lokacije odredenog oblika pomoéu koordinata ili nekog drugog sustava. U
svakodnevnom smislu to znaci znati odrediti u kakvom su odnosu predmeti ili
znati odrediti kretanje po karti od jedne tocke do druge. Koordinatni je sustav
od velike vaznosti jer omoguéuje prikaz geometrijskih ideja kao transformaciju.

Pozicija na razini 0

Ve¢ od malih nogu djeca uce sto je gore, dolje, lijevo, desno, blizu, daleko. To
su samo poceci odredivanja pozicije nekog oblika, a koji su bitni za svakodnevne
interakcije. I takvo ucenje od malih nogu pomaze ucenicima kako bi znali
uspjesnije odgovoriti na pitanje udaljenosti ili smjera, tj. bolje se snalaziti u
prostoru.

Algebra, mjerenje i geometrija potrebni su kako bi znali to¢no odrediti
mjesto u koordinatnom sustavu. Iako ucenici postaju sve sofisticiraniji i pomocu
racunala odreduju na kojem se mjestu nalaze, nije zgorega ipak to razvijati
kod njih. Jedna je od dobrih aktivnosti za provjeru snalazenja u prostoru igra
pozicija. Dva ucenika imaju ispred sebe svaki po jednu 3 x 3 plocu s poljima,
a obje su ploce jednake. Jedan ucenik stavi kamenci¢e na svoju ploc¢u tako da
drugi ucenik ne vidi sto on radi. Nakon toga drugi ucenik, navodenjem od strane
prvog, stavlja kamenciée na svoju ploc¢u. Cilj je da oba ucenika imaju kamencice,
na istim mjestima. Prilikom usmjeravanja koriste se rije¢ima lijevo, desno, u

sredini i slicno. Nakon sto postave kamenci¢e zamjenjuju uloge.
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Pozicija na razini 1
Na ovoj se razini od ucenika ocekuje da koordinatnom sustavu i transformaciji

pristupaju vise na analiticki nacin. Jedina novost koju uvode negativni su brojevi
u koordinatnom sustavu i njihovo znacenje za transformacije.

Kako bi bolje razumjeli sto znace koordinate, dobro je pokazati ucenicima
takvu aktivnost. Zadatak je ucenika da na milimetarskom papiru nacrtaju
koordinatni sustav te u njemu nekakav oblik ¢ije su im koordinate poznate,
kao na Slici Prvo promatraju sto ée se dogoditi ako prvu koordinatu (z
koordinatu) povecaju za 3. Nakon §to nacrtaju, vidjet ¢e da je oblik ostao isti
kao pocetni, samo je promijenio polozaj. Zatim ucine isti postupak, samo sada
za y koordinatu. Zakljucak je opet isti, oblik nije promijenio izgled u odnosu na
pocetni. Treéi oblik dobit ¢e tako Sto e se povecati obje koordinate i rezultat
Ce opet biti isti. Zakljucak je da dok god povecavaju koordinate za isti iznos,
oblik ostaje isti. Ucenici sada postaju istrazivaci i trebaju odgonetnuti sto ce se
dogoditi ako se oduzme isti broj od z ili od y koordinate, ili od obiju koordinata.
Rezultat ée biti isti, oblik ostaje isti, samo se sad pocetni oblik u koordinatnom

sustavu kreée prema dolje.
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Slika 6.2: Sacuvanost oblika poveéavanjem koordinata.

Pitanje je $to kada pomnozimo koordinate s odredenim brojem? Sto se onda
dogada s promatranim oblikom? Pomnozimo sve koordinate vrhova promatranog
oblika s 2 i dobijemo nove koordinate. Nakon Sto ga prikazemo u koordinatnom
sustavu, kao na Slici [6.2] vidimo da se oblik pove¢ao. No kada koordinate
pomnozimo s 0.5, oblik se smanji.

Rezultat takve transformacije promjena je veli¢ine oblika pri kojoj se oblik

zadrzava. Takva transformacija naziva se homotetija. Zanimljivo je vidjeti sto
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se dogada s oblikom kada mnozimo samo jednu koordinatu. Ako mnozimo x
koordinatu, oblik raste ili se smanjuje horizontalno, dok mnozenjem y koordinate,

mijenja svoj oblik vertikalno.

. 4.6) ,89)
5
4 .(4'4)
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Slika 6.3: Prikaz homotetije, pri ¢emu su koordinate srednjeg lika pomnozene s
21is0.5.

Pozicija na razini 2
Kao sto je ve¢ spomenuto, razlika izmedu prethodnih aktivnosti na nizim
razinama i na ovoj razini jest sto je ovdje ukljuceno logicko zakljucivanje. Kako
bi ucenici bili spremni za tu razinu, moraju znati odgovore na neka pitanja u

vezi transformacija, a koja zahtijevaju nesto vise od jednostavnog istrazivanja.

o Kako bi se trebale promijeniti koordinate da uzrokuju simetriju ¢ija os nije

y os, ali je paralelna s y-osi?

o Postoji li jedinstveno pravilo za koordinate koje nastaju nakon rotacije oko

proizvoljne tocke za 90°7

« Sto se dogada s oblikom pri transformaciji kod koje svaku koordinatu

mnozimo drugim brojem?

Ucenici potaknuti takvim pitanjima kreé¢u sami istrazivati i proucavati takve
zadatke. Ne moraju jo$ uvijek znati tocne formalne dokaze, ali bi trebali biti u
stanju slijediti obrazlozenja i prikazivati dokaz.

Zadatak je da ucenici u prvom kvadrantu nacrtaju dvije tocke koje nemaju

zajednicku ni vertikalnu ni horizontalnu koordinatu te povuku pravac kroz njih.
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Problem se sastoji u pronalasku udaljenosti izmedu tih dviju tocaka koristeéi
samo njihove koordinate. Nastavnik ih navodi da nacrtaju pravokutan trokut
tako da na zadanom pravcu lezi hipotenuza te da pravi kut lezi u tocki koja ima
koordinate od jedne i od druge zadane tocke, kako bi primijenili Pitagorin poucak.
Ucenici racunaju povrsinu kvadrata nad katetama te pomocéu njih dobivaju
povrsinu kvadrata nad hipotenuzom. Sada je kvadrat trazene udaljenosti izmedu
tocaka jednak povrsini kvadrata nad hipotenuzom. Zatim treba uputiti ucenike

da pogledaju svoj izracun i izazvati ih da probaju doé¢i do rjesenja bez crtanja.

Vizualizacija

Vizualizirati znac¢i nesto napraviti uz pomo¢ svojih misli, zamisliti nesto. Vi-
zualizaciju mozemo nazvati "geometrijom misli". Podrazumijeva moguénost
stvaranja mentalnih slika oblika u glavi te sposobnost zamisljanja kako ti oblici
izgledaju iz raznih perspektiva i predvidjeti kako ¢e neka transformacija djelovati
na oblik. Od ucenika se zahtijeva vizualizacija oblika u dvjema ili trima dimen-
zijama. Svaka dodatna aktivnost koja zahtijeva od ucenika transformaciju ili
manipulaciju oblika u mislima vizualno doprinosi razvoju ucenickih sposobnosti
vizualizacije.

Vizualizacija na razini 0

Od ucenika se zahtijeva razmisljanje o izgledu oblika. Prilikom ispitivanja i
trazenja odgovora na pitanja kako izgleda neki oblik iz druge perspektive, ucenici
¢e pred sobom moéi imati promatrani oblik.

Dobra je aktivnost za ucenike igra "slagalice" u kojoj ucenici dobiju Sest
plocica oblika jednakostranicnog trokuta. Zadatak je sloziti sve moguce oblike
kombinirajuéi te trokute na nacin da svaka dva trokuta uvijek imaju jednu
zajednicku stranicu. Treba vidjeti koliko su ucenici u moguénosti vizualizirati
sve mogucée oblike. Oblici koji su nastali rotacijom ve¢ postojeé¢ih oblika ne
racunaju se.

Dobro je traziti i objasnjenje jer kako ucenici uce verbalno opisati nesto sto
su vidjeli, njihovo vizualno se paméenje povecava. Takve aktivnosti mogu se
provoditi i s kvadratima ili s pravokutnim trokutima.

Jos je jedan aspekt vizualizacije razmisljanje o ¢vrstim oblicima u smislu
geometrijskih oblika koje su vidjeli. Odnosno, u zadatku dobiju gotov oblik te
njegove strane odvojene na posebnim karticama od kojih ga trebaju sastaviti.

Vizualizacija na razini 1
Na ovoj je razini paznja najvise usmjerena na odredena svojstva oblika. Jedan je

od osnovnih ciljeva kod ucenika razviti moguénost da vizualiziraju i nacrtaju dvo-
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dimenzionalnu sliku trodimenzionalnog tijela te konstruiraju trodimenzionalno
tijelo iz dvodimenzionalne slike.
Jedna je od takvih aktivnosti za ucenike sloziti "zgradu" pomoc¢u kockica.

Nakon sto su ju sastavili, zadatak je odrediti odgovarajudéi tlocrt, nacrt i bokocrt,
kako je prikazano na Slici

L] L

Tlocrt Bokocrt Nacrt

Slika 6.4: Skica aktivnosti s kockama koja se koristi za razvoj vizualizacije.

Vizualizacija na razini 2
Kao i prije, ono sto razlikuje razinu 1 i 2 logicko je zaklju¢ivanje. Primjere smo
vizualizacije ranije vidjeli s 5 kvadrata koje smo spajali u neki oblik. Taj primjer
mozemo prosiriti tako da umjesto 5 kvadrata promatramo 6. Kako takvih oblika
ima znatno vise (Cak 35), pri njihovom slaganju koristi se logicka kategorizacija
kako bismo bili sigurni da smo ih sve pronasli. Jos jedan primjer za tu razinu
vizualizacije slaganje je 5 kocaka u trodimenzionalna tijela.

Jedan je od primjera i pronalazak svih Platonovih tijela. Platonovo je tijelo
pravilni poliedar. Pravilan znaci da svaka strana ima bridove jednake duljine i
da se u svakom kutu sijece jednak broj strana. Zadatak je opisati i pronadi sva
Platonova tijela. Ucenici dobiju plasti¢ne jednakostrani¢ne trokute, kvadrate,
pravilne peterokute i pravilne Sesterokute. Zatim pomoc¢u njih prave pravilna
tijela, a zadatak ih je sve pronac¢i. Jedan je pristup ostaviti ucenike da sami
smisljaju nacine rjeSavanja tog problema, pri ¢emu ¢e do izrazaja doé¢i njihova
sposobnost rjesavanja problema. Drugi je nacin sistemati¢ni pristup, uzimajuéi u
obzir kriterije koji ta tijela moraju zadovoljavati. Recimo, krenemo s trokutima
pa kvadratima, peterokutima i Sesterokutima. Zatim, kako se u svakom kutu
sije¢e jednak broj strana, probamo s trima, Cetirima i tako dalje (o¢ito se u
jednom kutu moraju sjeéi vise od dviju strana). S takvim ¢ée razmisljanjem
ucenici do¢i do saznanja da se u jednom kutu mogu sjeéi tri, ¢etiri ili pet trokuta.
Mogu zapoceti sa "Satorom", tj. tri se trokuta sijeku u jednom kutu te u svakom
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koraku dodavati po jedan trokut. Time dobivamo tetraedar (4 strane), oktaedar
(6 strana) i ikozaedar (20 strana). Na isti ¢e nacin ucenici spoznati da postoji
samo jedno pravilno tijelo sa stranama koje su kvadrati, kocka, analogno i za
peterokut, dodekaedar. Dobro je postaviti i pitanje zasto nema pravilnih tijela
sa 6 trokuta u jednom kutu, s 4 kvadrata ili sa Sesterokutom. Najbolje je da
ucenici sami istrazuju i objasne svojim rijecima.

Cilj je nastavnika da upotrebom svih aktivnosti i zadataka kod ucenika
razvije bolji prostorni zor i nauc¢i ga geometrijski misliti kako bi ucenik bolje

shvatio geometrijske pojmove.

6.4 Strategije za ucenje i poucavanje geometrije

Cesto je kod uéenika sluc¢aj da mogu prepoznati neki geometrijski oblik, ali
ga ne znaju definirati. Neki ¢e ucenici takoder tesko shvatiti zasto se kvadrat
smatra pravokutnikom ili zasto moraju dokazati ono sto ve¢ "znaju". Ima jos
mnogo primjera koji pokazuju na kojoj je razini ucenik sto se tice geometrijskog
misljenja. Nastavnici u poucavanju geometrije uvijek moraju pronalaziti nacine
kako podiéi razinu njihovog geometrijskog misljenja.

Vizualna je percepcija jedna od pet osnovnih percepcija. To je moguénost
interpretacije informacija koje ¢ovjek prima kroz organ vida. Omoguéuje mu da
razumije ono sto vidi te prepozna i razumije razli¢ite elemente, kao sto su veliéina,
boja, oblik, prostorni odnosi itd. Djeca mogu vjezbati vizualnu percepciju na

neki od sljedeéih nacina:
o pronalazenje razlika na slici,
o sastavljanje razlic¢itih slika od jednakih dijelova,
e uocavanje slicnosti na dvjema slikama,
o pronalazenje dijelova od kojih je slika sastavljena,
e prepoznavanje likova i slova,
o razlikovanje likova prema odredenom svojstvu,
e percipiranje lika i pozadine,
e opisivanje slike.
Vizualna je percepcija nezaobilazan dio ucenja i razumijevanja. To je posebno

izrazeno u geometriji jer je glavni problem ucenicima "vidjeti", tj. percipirati
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geometrijske objekte i veze te shvatiti veze kao svojstva koja objekti mogu ili ne

moraju zadovoljavati.

6.4.1 Nepromjenjivost odnosa geometrijskih objekata i nji-
hovih svojstava

Nepromjenjivost je odnosa ili svojstava prilikom dopustenih transformacija
sredi$nja tema u matematici, a posebno u geometriji. Postoje dva razloga zbog
kojih je nepromjenjivost vazna u poucavanju i ucenju gemetrije. Prvi razlog
odnosi se na poucavanje, a drugi je matematicki.

Djeca u osnovnoj skoli ¢esto mogu naiéi na zamke prilikom shvac¢anja odre-
denih geometrijskih pojmova upravo zbog toga sto ne shvacaju dovoljno nepro-
mjenjivost nekog geometrijskog svojstva usred neke transformacije. Sljedec¢a dva

primjera to potkrepljuju.

Primjer 6.4.1. Ucenici su na satu ucili o paralelnim pravcima. Nastavnik je na
tom satu pitao jednog ucenika moze li pronaci primjer nekih paralelnih pravaca
u ucionici. Ucenik je brzo pokazao na okvire prozora, okvire vrata, obloge na
stropu i rubove stola. Nastavnik je bio odusevljen pomislivsi kako ucenik dobro
razumije gradivo koje su radili taj sat. Nakon toga, primjetio je da su na oglasnoj
ploci u ucionici prikazane zastave nekih driava koje su ucenici izradili zbog nekog
projekta. Jedna je od zastava bila i zastava Tanzanije (koja je prikazana na Slici
. Nastavnik je pitao istog ucenika postoje li paralelni pravci na toj zastavi.
Ucenik je pitao misli li nastavnik na rubove zastave. Nastavnik se sloZio da su
nasuprotni rubovi zastave paralelni, ali je pitao ucenika vidi li jos neke paralelne
pravce, na sto je ucenik odgovorio da ne vidi. Nastavnik je pitao sto je sa Zutim
linijama (pokazujuéi na Zute dijagonalne linije na zastavi). Ulenik je rekao da

te linije nisu paralelne zato sto nisu ravne.

Slika 6.5: Zastava Tanzanije.
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Primjer 6.4.2. Nastavnik je rekao dvjema ucenicama da sjednu jedna nasuprot
drugoj. Postavio je ispred njih trokut, kako je prikazano na Slici[6.6, Nakon toga
ih je pitao kako se zove lik koji vide. Djevojcica kojoj je trokut bio okrenut kao
na Slz’ci rekla je: "Nisam sigurna, oli to je za nju (drugu ucenicu) trokut."

Slika 6.6: Trokut.

Ta dva primjera pokazuju kako djeca uce i kako mogu strogo razmisljati
ovisno o tome koliko imaju geometrijskog znanja. U Primjeru vidi se da
djecak prepoznaje okomite i horizontalne linije kao one koje su jedine ravne
i mozda paralelne. U Primjeru [6.4.2] djevojica smatra da trokut mora imati
horizontalnu osnovicu kako bi ga ona prepoznala kao trokut iako moze promijeniti
mjesto na kojemu se nalazi i pogledati iz drugacijeg smjera isti trokut.

U veéem se dijelu matematike proucava koja je transformacija dopustena,
a da prilikom transformacije ostanu o¢uvane neke veze medu objektima i da
se svojstva ne mijenjaju. Primjerice, zbroj kutova u trokutu nepromjenjivo je
svojstvo iako mijenjamo oblik trokuta. Ako imamo potpunu slobodu u mijenjanju,
zakljucci do kojih dolazimo nisu previse zanimljivi. S druge strane, sto vise
zahtjeva imamo, viSe toga mozemo saznati o odredenim geometrijskim likovima.
Na primjer, zadatak za ucenike moze biti da se fokusiraju na Cetverokute. Mogu
istrazivati svojstva unutarnjih i vanjskih kutova c¢etverokuta te razmisliti koja
od svojstava vrijede i za konveksne i konkavne ¢etverokute (npr. zbroj kutova u
Cetverokutu iznosi 360°, zbroj vanjskih kutova Getverokuta iznosi 360°). Dalje bi
se ucenici mogli ograni¢iti na specifi¢ne ¢etverokute (paralelograme, rombove,

kvadrate i sli¢no).

6.4.2 Geometrijski oblici i podoblici

Prikazat ¢emo niz zadataka koji se mogu zadati ucenicima kako bi lakse pre-
poznavali oblike unutar drugih oblika te uocili veze izmedu njih. Pomodéu tih
primjera ucenici mogu zamisljati premjestanje ili rotaciju objekata, sto ¢e im

pomodi da te objekte na neki nacin povezu s drugim objektima. Za vrijeme rjesa-
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vanja trebaju obratiti paznju na primjere nepromjenjivosti objekata ili njihovih
svojstava uslijed transformacije.

Primjer 6.4.3. Pogledaj pazljivo Sliku . Sto treba napraviti kako bismo wocili
tri trokuta?

Slika 6.7: Uocavanje trokuta.

Ucenik moZe prvo uociti vanjski pravokutns trokut ili dva unutarnja pravokutna
trokuta. Da bi uocio vanjski trokut, mora usmgeriti paznju na vanjski oblik i
ignorirati unutarnju duZinu koja je prikazana, a da bi uocio dva unutarnja
trokuta mora paznju usmgjeriti na unutarnju okomitu duzZinu i ignorirati vanjski
oblik. Vazno je da se uoce sva tri trokuta kako bi se u potpunosti shvatilo sto je

prikazano na slici.

Nije uvijek jednostavno prepoznati podoblike ili ugradene oblike ako je vanjski
oblik slozeniji.

Primjer 6.4.4. Koliko razlicitih peterokuta moZes uociti na Slici[6.8¢ Koliko

razlicitih mnogokuta moZes uociti na toj slici?

Slika 6.8: Uocavanje mnogokuta.
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Prvo je pitanje koje se namece "$to zapravo znaci biti razlicit". Moramo se
odluciti sto nam je vazno dok gledamo sliku. Razlicite odluke dat ée i razlicita
rjesenja. Npr. ako odlucimo da su vazni razlicita orijentacija ili poloZaj suklad-
nih likova, onda éemo odmah wociti da imamo Sest pravokutnih jednakokracnih
trokuta. No ako smatramo da je to sve jedan te isti trokut, reci éemo da imamo
jedan pravokutan jednakokracan trokut. Pod pojmom sukladnih likova podra-
zumijevamo likove koje, kada bismo ih izrezali, moZemo preklopiti tocno jedan
preko drugog. MoZemo promatrati i koje trokute prepoznajemo s obzirom na
slicnost trokuta. Bududi da je zadatak za ucenike prebrojati koliko ima peterokuta
unutar oblika na Slici, oni prvo moraju uociti peterokute, oznaciti ih (primjerice
sjencanjem, bojanjem ili na neki drugi nacin) te na kraju prebrojati koliko je
takvih likova. Na taj nacin ucenici puno vise rade na zadatku sto poboljsava
njthovu vizualnu percepciju. Ocito, da bismo odgovorili na pitanje koliko ima
mnogokuta unutar danog lika, moramo se odluciti za neku klasifikaciju. Vidimo
da se zadani lik sastoji od sest trokuta. Mozemo "maknuti” jedan trokut i vidjeti
kakav éemo mnogokut dobiti. Nakon toga "maknemo"” dva trokuta te takoder
pogledamo kakav smo mnogokut dobili. Ako zadatak rjesavamo na taj nacin,
vidjet éemo da se mogu dobiti konveksni i konkavni mnogokuti. MozZemo uputiti
ucentke da prebrojavaju i jedne ¢ druge ili se ograniciti samo, primjerice, na

konkavne.

Prilikom rasprave u prethodnom primjeru izdvojila su se dva vazna elementa
ucenja. Prvi se odnosi na sadrzaj zadatka. RjeSavajudi taj zadatak ucenici
ponavljaju pojmove mnogokuta te vezu izmedu sli¢nosti i sukladnosti. Drugi
je povezan s matematickim procesima koje ucenici koriste prilikom rjesavanja
zadatka. Treba napomenuti da je jednostavno provjeriti je li nesto rjesenje, a
teze prebrojati sva rjeSenja. Ucenici najcesce kod zadataka kao s$to je prethodni
nisu sigurni jesu li napisali sva rjesenja koja postoje ili jesu li mozda ponovili
neko rjesenje. U tom je sluc¢aju kljuc¢no sistematicno rjesavati problem. Nacin
rjeSavanja zadatka mora biti robusan i dovoljno logi¢an kako bismo bili sigurni
da je problem u potpunosti rijeSen. Ucenicima se moze sugerirati da pronadu

drugi nacin prebrojavanja rezultata i u tom slucaju trebali bi dobiti isti rezultat.

Primjer 6.4.5. IzreZite dva identicna trokuta te ih postavite jedan uz drugog
uz stranice jednakih duljina. Koliko se razlicitih likova moze napraviti? Opisite
svojstva likova koje ste formirali.

Ucenici mogu zaista izrezati trokute od papira i rijesiti postavljeni zadatak jer
ako ucenici imaju stvarne objekte pred sobom, lakse ce istrazZivati geometrijske

ideje. MoZemo uputiti ucenike da za pocetak izrezu raznostranicne trokute i rijese

154



zadatak. Nakon toga, moZemo promatrati specijalne slucajeve: jednakostranican
trokut, jednakokracan trokut, pravokutan trokut ili pravokutan jednakokracan
trokut. U zadatku se ne spominje smije li se jedan od trokuta okrenuti na drugu
stranu. Naravno, ako ne dopustimo okretanje, smanjene su nam mogucénosti.
Ucenici ée kroz prakticni dio uociti da se formiraju samo dvije vrste cetverokuta
(paralelogrami i deltoidi). Jo§ je zanimljivija ¢injenica da se pomocu specificnijih
trokuta mogu dobiti specificniji likovi. Ako sad promijenimo uvjete zadatka i
zahtijevamo da nam se dva trokuta podudaraju samo u dvjema stranicama ili
samo u jednoj, dobit cemo wvise razlicitih geometrijskih likova premjestanjem

trokuta, kako je navedeno u zadatku.

Taj zadatak kombiniranja trokuta kojima se podudaraju stranice povezan
je s povrsinom geometrijskih likova. Pitanje je ako se trokuti podudaraju u
duljinama svih, dviju ili jedne stranice, znaci li to da imaju jednaku povrsinu,
i obrnuto. U¢enici ¢esto vjeruju da su povrsine jednake ¢ak i prije nego Sto
provjere. Takoder, u¢enici mogu postaviti pitanje: "Ako su neki od parametara
dvaju likova jednaki te imaju jednaku povrsinu, znaci li to da su oni sukladni?"
To pitanje odnosi se na likove opéenito, pa je u svrhu odgovora najbolje zapoceti
s nekim osnovnim likovima, npr. trokutima ili cetverokutima. Vazna je strategija,
prilikom odgovaranja na takva pitanja, pronaéi primjer za koji ne vrijedi izjava
koju je ucenik dao. Tako ¢e ucenik shvatiti da to sto je smatrao istinitim nije
istinito za taj odredeni primjer pa prema tome ni opéenito. Mozemo uputiti
ucenike da izrezu dva trokuta koji se podudaraju u jednoj stranici, kako je
prikazano na Slici i da ih spoje uz tu stranicu. Ukoliko dopustimo okretanje
trokuta, imamo dva moguca rjeSenja koja su prikazana na Slici [6.10] Uzmimo
da je jedna strana papira od kojih ucenici rezu trokute plave boje, a druga zute.

Tako ¢emo lakse prikazati rjeSenja koja ucenici dobiju.

Slika 6.9: Dva trokuta koji se podudaraju u jednoj stranici.
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Na Slici vidimo da smo dobili dva Cetverokuta koji imaju jednaku
povrsinu (buduéi da su i jedan i drugi formirani od dvaju pocetnih trokuta) i
kojima se podudaraju duljine stranica. No, kako se vidi, oni nisu sukladni likovi.

A A

Slika 6.10: Cetverokuti koji su rjesenja zadatka.

Kroz sljedeéi zadatak uCenici promatraju ponasanje pravokutnika i kvadrata

kada su postavljena odredena ogranicenja.

Primjer 6.4.6. Na Slici[0.11] prikazana su dva kvadrata ABCD i tocka E na
stranici AB takva da vrijedi |AE| > |EB|. Na lijevoj slici tocka E smjestena
je tako da tvori unutarnji kvadrat, a na desnoj slici tako da tvori pravokutnik
kojemu je pravac BD os simetrije. Koji unutarngi lik ima veéu povrsinu, kvadrat

ili pravokutnik?

Slika 6.11: Unutarnji kvadrat i pravokutnik.

Buduéi da nisu zadane duljine stranica, ne znamo tocno gdje leZi tocka E.
Imamo samo informaciju da se nalazi izmedu tocaka A i B. Ucenici mogu

izmjeriti udaljenost tocke E od vrhova A i B te dalje raditi s tim dimenzijama,
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no tada je zadatak rijesen samo za taj odredeni poloZaj tocke E. No, mi Zelimo
rijesiti zadatak opcenito. Buduci da je problem generaliziran, ¢ini se da mozemo
donijeti © generaliziran zakljucak. Ucenici mogu pogledati sto bi se dogodilo da
je tocka E poloviste stranice AB. Koji god pristup odabrali, ucenici moraju
pogledati na koji su nacin unutarnji kvadrat i pravokutnik nacrtani. Dakle, morat
ée pogledati i ostale likove koji se pojavljuju unutar kvadrata ABCD te razmisliti
o0 vezi tih likova s unutarnjim kvadratom i pravokutnikom. Cetiri trokuta oko
unutarnjeg kvadrata sukladna su, dok su oko unutarnjeg pravokutnika dva para
sukladnih jednakokracnih trokuta. Ako bi ucenici zamislili da se trokuti oko
pravokutnika i kvadrata smjeste unutar njih na nacin kako je to prikazano na
Slici[6.13, mogli bi zakljuciti nesto o povrsini unutarnjeg kvadrata i pravokutnika.

A E B A E B

Slika 6.12: Unutarnji kvadrat i pravokutnik.

U prvom slucaju (prikazanom na slici lijevo), kada smo rasporedili cetiri
vangjska trokuta u unutarnjem kvadratu, ostao je prazan prostor u unutarnjem
kvadratu, po cemu moZemo zakljuciti da povrsina unutarnjeg kvadrata mora biti
vecda od polovine povrsine velikog kvadrata. U drugom slucaju (prikazanom na
slici desno), trokuti se preklapaju nakon Sto ih smjestimo u unutarnji pravokutnik,
stoga povrsina pravokutnika mora biti manja od polovine povrsine velikog kva-
drata. Dakle, povrsina unutarnjeg pravokutnika manja je od povrsine unutarnjeg
kvadrata.

6.4.3 Izrazavanje i glediste

Nastavnik mora nastojati koristiti ispravne pojmove i pravilno se izrazavati dok
razgovara s ucenicima o geometriji jer je to preduvjet da se i oni izrazavaju na

ispravan nacin te bolje razumiju odredena svojstva i veze medu geometrijskim
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objektima. Na taj ¢e nacéin ucenici napredovati u izrazavanju vezanom uz
geometrijske objekte, svojstva i veze medu njima.

Ucenici nerijetko imaju problem s razumijevanjem matematickog jezika,
i zato u samostalnom izrazavanju o matematickim objektima, pojmovima i
svojstvima objekata imaju poteskoca. Primjerice, rije¢ baza u matematici ima
vise znacenja. Koristimo je u formuli za povrsinu odredenih geometrijskih likova,
kod vektora te u prikazu brojeva. Kada pojam baze koristimo u formuli za
povrsinu trokuta, znacenje te rije¢i ovisi o njezinoj vezi s ne¢im drugim. Cesto u
matematici imamo takve slucajeve, sto zapravo ne iznenaduje jer se u matematici
prvenstveno bavimo vezama medu objektima. Npr. ako kazemo okomit pravac to
samo po sebi ne znaci nista jer mora biti okomit na neki drugi pravac. Takoder,
u formuli za povrsinu trokuta P = %b - h podrazumijeva se da je h odgovarajuca
visina trokuta, tj. ona koja je okomita na bazu. Ucenici mogu imati problem s
navedenom formulom i zbog toga jer pojam baze uglavnom shvac¢aju kao dno
necega, pa bi za lijevi trokut na Slici lako prepoznali par baza-visina, dok

bi Cesto u desnom trokutu na istoj slici imali poteskoca s prepoznavanjem.

h1

Slika 6.13: Par baza-visina.

Cak i jednostavni pojmovi tipa jednak, sukladan, sli¢an ili paralelan moraju
biti dobro objasnjeni i tek se shvacaju kada se uklope u kontekst u kojemu su
izreceni.

Sljededi zadatak moze zainteresirati ucenike te ih potaknuti da sami dodu do

nekih od poucaka o sukladnosti trokuta.

Primjer 6.4.7. Nastavnik je nacrtao trokut i izmjerio duljine svih njegovih
stranica te kutove. Te informacije nije dao ucenicima. Pitanje za ucenike glasi:
koje informacije trebaju od nastavnika da bi nacrtali isti trokut kao i on. Naglasak
u tom primjeru je na vrstama informacija koje ucenici trebaju da bi nacrtali isti

trokut kao nastavnik. Svaki put kada ucenik koristi ravnalo, kutomgjer ili sestar,
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on koristi informaciju. Svaki put nakon sto nastavnik da informaciju ucenicima,
zajedno ce provjeriti imaju i ucenici u tom trenutku dovoljno informacija da
bi nacrtali isti trokut kao Sto je on nacrtao. U jednom trenutku paznja ucenika
prelazi sa specificne informacije na veze medu objektima, kao, primjerice, na
vezu izmedu dviju stranica, ili kut izmedu dviju stranica. Obicno ‘e ucenici
prvo zakljuciti da tm je potrebna duljina dviju susjednih stranica te mjera kuta
kojeg zatvaraju te dvije stranice, pa ce ma taj nacin "otkriti" poucak stranica-
kut-stranica a da toga nisu ni svjesni. Sljedece je Sto bi mogli otkriti poucak
kut-stranica-kut, a nakon toga stranica-stranica-stranica. Obicno bi tim redom

ucenici zakljucivali.

Profesor na pedagoskom fakultetu u Mozambiku, Paulus Gerdes, 1988. godine
opisao je kako mozambikanski farmeri konstruiraju pravokutnu bazu za svoje
kuée ([I3]). Dva uzeta jednake duljine zavezana su na ¢vor u sredini. Stap od
bambusa ¢ija je duljina Zeljena Sirina kuée polegne se na tlo i na njega se prikace
krajevi uzeta. Nakon toga se uzad zategne kako bi se dobila druga dva vrha
pravokutnika (Slika . Tu su metodu koristili i stolari u Europi.

Slika 6.14: Mozambikanska konstrukcija pravokutnika.

Ucenicima ta pri¢a moze biti vrlo zanimljiva i sluziti kao poticaj za bolje
shvacanje svojstava pravokutnika. Mozemo im pri¢u o konstrukciji pravokutnika

upotpuniti sa sljedeéim primjerom.

Primjer 6.4.8. Daje li mozambikanska konstrukcija uvijek pravokutnik? Zasto?
Koja su svojstva pravokutnika koristena?

To je upecatljiv primjer koristenja svojstava likova kako bismo smislili prak-
ticnu konstrukciju. Ilako bi vecina ljudi odmah razmisljala o pravim kutovima
kada razmisljaju o pravokutniku, tom metodom ne konstruiraju se eksplicitno

pravi kutovi. Svojstvo koje se tu koristilo jest da su dijagonale pravokutnika
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jednake duljine te da se raspolavljaju. MoZemo ucenicima predloZiti da, u svrhu
pronalaska odgovora na pitanja u zadatku, istrazZuju mozambikansku konstrukciju
u nekom od programa dinamicke geometrije. Nakon sto se napravi mozambi-
kanska konstrukcija u nekom programu, ako povucemo mezavisne elemente nase
konstrukcije, mijenjat ce se velicina i orijentacija cetverokuta kojega smo dobili.
No, kljucno je to da ée taj cetverokut uvijek biti pravokutnik. Naravno, ono sto
zakljuce trebaju dokazati koristeci poznate cinjenice. Treba pokazati da su kutovi
u cetverokutu koji se dobije mozambikanskom konstrukcijom pravi. Taj zadatak
mogu rjesavati ucenici veé u sedmom razredu osnovne skole jer su upoznali ce-
tverokute (paralelogram, pravokutnik), poucke o sukladnosti i sva druga svojstva

koja su im potrebna za dokaz.

Navedimo sada i formalni dokaz, koristeéi oznake sa Slike [6.15

Slika 6.15: Pravokutnik ABCD.

Znamo da je |AC| = |BD|, |AS| = |CS| i |BS| = |DS|. Trokuti AABS
i ACDS sukladni su prema poucku stranica-kut-stranica, jer je |AS| = |CS|,
|BS| = |DS| i vr$ni su kutovi £CSD i £{ASB jednaki. Iz toga slijedi |AB| =
D).

Trokuti AADS i ABCS sukladni su prema poucku stranica-kut-stranica, jer
je |BS| = |DS|, |AS| = |CS| i vrsni su kutovi {BSC i LASD jednaki. Iz toga
slijedi |AD| = |BC)|.

Iz prethodno navedenog zakljucujemo da je cetverokut ABCD paralelogram.
Za svaki paralelogram vrijedi da su mu nasuprotni kutovi sukladni, a kutovi uz
svaku stranicu suplementarni. Oznacimo kutove u paralelogramu ABCD na
sljedeci nacin: £ BAD = o, {ABC = 3,{BCD =~ i LADC = 6.

Tada vrijedi o = v, 6 =0, + 5 = 180°,v+ § = 180°. Kako je AABS jed-
nakokracan te su trokuti AASD i ABCS sukladni, dobiva se da je oo = § = 90°,
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odakle lako slijedi © da mjera ostalih kutova takoder iznosi 90°. Dakle, cetverokut

ABCD dobiven mozambikanskom konstrukcijom, jest uvijek pravokutnik.

Sljede¢im ¢emo primjerom prikazati jednu moguénost postizanja generalizacije

rezultata u nastavi geometrije.

Primjer 6.4.9. Nacrtaj bilo kakav trokut ABC. Oznaci tocku D na stranici AB
i nacrtaj paralelan pravac sa stranicom BC' koji prolazi tockom D. Tocku koja
je sjeciste tog pravca i stranice AC oznaci s E. Povlacenjem tocke D i vrhova
trokuta u nekom programu dinamicke geometrije istrazi omjere |DE| : |BC|,
|AD| : |AB| i |AE| : |AC|. Objasni nepromjenjivost koju uwocavas. Takoder,
promotri i omjere |AD| : |DB| i |AE| : |[EC].

Trokut koji ucenici trebaju nacrtati prikazan je na Slici[6.16|

Slika 6.16: Paralelne duzine u trokutu.

Za prva tri omjera koja ucenici moraju promotriti potrebno je uociti slicne
trokute ADE i ABC koji ée im omoguéiti da objasne rezultat. Nastavnik moZe u
progamu dinamicke geometrije pokazati ucenicima sto se dogada kada se tocka D
povlaci i kad se vrhovi trokuta povlace. Taj primjer moZe biti odlicna motivacija
za Talesov poucak o proporcionalnosti koji ucenici uce u srednjoj skoli nakon
sto se upoznaju s pojmom slicnosti trokuta. Ucenici ée bolje shvatiti navedeno
ukoliko im to vizualiziramo u programu, za razliku od iznosenja ¢injenica koje
vrijede te zapisivanja na ploci. U jednom ce trenutku vjerojatno zakljuciti da
su zadnja tri omjera koja moraju istraZiti zapravo jednaka, tj. da se bez obzira
na pomicanje tocke D i vrhova trokuta ti omjeri nisu promijenili. Tada se
moZe ucenicima reci da je isto zakljucio i grcki matematicar Tales oko 600.
godine prije Krista. Dakle, ako su duzine DE i BC paralelne, onda vrijedi:
|AD| : |DB| = |AE| : |EC| = |DE| : |BC|. Za prva tri omjera ucenici mogu
dokazati da su jednaki koristenjem slicnosti trokuta ADE i ABC.
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Specijalno bismo mogli pogledati sto bi se dogodilo ako su tocke D i E polovista
stranica AB 1 AC. To bi ucenike odvelo do novih svojstava vezanih za trokut.
Mnogi matematicki zakljucci proizlaze iz pitanja kao sto je, primjerice, "Sto se
dogodi ako...?". Ucenici svih uzrasta napredovat ée u matematici ako se ohrabre

postavljati si takva pitanja.

6.5 Mjerenje

Mjerenje neizostavno ide uz geometriju, no mjerenje mozemo pozvezati i s
drugim aspektima svakodnevnog zivota. Mjerenje nam omogucéuje da opisemo i
usporedimo svojstva koja obiljezavaju predmete ili dogadaje u prostoru i vremenu.
Svojstva koja obiljezavaju neki objekt ili dogadaj ukljucuju duljinu, kut, masu,
kapacitet, temperaturu, vrijeme, prostor, povrsinu, volumen, brzinu i gustoc¢u.
Mjerenje se takoder koristi za rjesavanje problema u stvarnom zivotu kao $to je,
recimo, izgradnja i projektiranje razlicitih objekata.

Ucenici u skolama razvijaju osje¢aj za mjerenje tako Sto ga povezuju s
gore spomenutim svojstvima koja obiljezavaju predmete i dogadaje. Razvijanje
osjec¢aja za mjerenje takoder podrazumijeva da ucenici razumiju strukturu sustava
mjernih jedinica te da bez poteskoca koriste mjerne jedinice prilikom rjesavanja
konkretnih problema i zadataka. Kod ucenja mjernih jedinica temeljna su znanja
iz poznavanja dekadskog sustava te mnozenja i dijeljenja s deset. S obzirom da
mnogi ucenici ¢ine pogreske pri usporedivanju i racunanju s decimanim brojevima,
u visim razredima osnovne skole i u srednjoj skoli potrebno je posvetiti veéu
pozornost i paznju prilikom uéenja pretvaranja jedne mjerne jedinice u drugu,

narocito kada je rije¢ o mjernim jedinicama za povrsinu i volumen.

6.5.1 Konkreti kod ucenja mjerenja

Djeca se s mjerenjem susreéu ve¢ u ranom razdoblju svoga zivota tako Sto
izravno usporeduju predmete. Postavljaju predmete jedan do drugog da bi
vidjeli sto je vece ili manje, krace ili dulje te odmjeravaju masu predmeta kako bi
ustanovili koji je predmet tezi ili laksi. Pri tome cesto rabe neformalne jedinice
kojima mjere, a s vremenom se upoznaju i sa standardnim mjernim jedinicama i
standardnim mjernim alatima.

Odredivanje je duljine obi¢no prvo Sto ucenici uce iz domene mjerenja i tu
se, naravno, na pocetku koriste neformalnim jedinicama radi boljeg shva¢anja i

razumijevanja. Zanimljivi primjeri takvih neformalnih jedinica jesu:
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e konop koji je vrlo prikladan za mjerenje zakrivljenih predmeta, medu

ostalim i mjerenje opsega kruga,

o plasti¢ne slamke koje se rezanjem mogu na brz nacin pretvoriti u manje
jedinice, odnosno na jednostavan im nacin mozemo po volji mijenjati

veli¢inu po kojoj ¢emo mjeriti,
o cackalice i spajalice za papir koje su prikladne za mjerenje manjih duzina.

Koristenje neformalnih jedinica takoder pomaze mladim ucenicima prilikom
odredivanja povrsina razlic¢itih predmeta. Primjer je takvog ucenja prekrivanje
neke povrsine jedini¢nim kvadratima nacinjenim od papira.

Tangram, prikazan na Slici [6.17], jedna je od najstarijih i najpoznatijih
slagalica, a moze na zanimljiv nacin ucenicima osnove skole pribliziti pojam
povrsine. Ta matematicka zagonetka sastoji se od sedam standardnih dijelova,
od kojih se slazu slike razli¢itih objekata. Tangram u ovom sluc¢aju omogucéuje
ucenicima da istrazuju razlic¢ite oblike i veli¢ine te uoce kako razli¢iti oblici mogu

e
A

¥

Slika 6.17: Tangram.

imati istu povrsinu.

7N

A
%

4 N

Neformalne su jedinice nepouzdane i ne mogu se koristiti za sigurnu i preciznu
usporedbu te su zbog toga uvedene standardne mjerne jedinice. Ucenicima treba
pomo¢i da shvate pojam standardnih mjernih jedinica koje nemaju svoju primjenu
samo u matematici ve¢ i u drugim predmetima kao $to su kemija, fizika, ali i
geografija. Iskustvo vezano za procjenu i mjerenje koje ucenici steknu u osnovnoj
skoli pomaze im da razviju osje¢aj za veli¢ine standardnih jedinica te da cijene

vaznost i tocnost pri mjerenju.
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Ucenici bolje razumiju pojam povrsine pravokutnika ako koriste konkretan
materijal koji se sastoji od vise manjih dijelova te sami dodu do formule za
povrsinu pravokutnika preslazuéi manje dijelove od nekog konkretnog materijala.
Tako je i s razumijevanjem volumena kvadra. Vazno je da ucenici sami dodu
do formule za volumen proucavajué¢i kvadar nacinjen od nekog konkretnog
materijala.

Jos je jedan od izazova koji se postavlja pred ucenike u osnovnoj skoli
razumijevanje pojma kuta. Ucenici ¢esto ne uocavaju da se kut pojavljuje u
njihovom svakodnevnom zivotu kod okretanja, naginjanja, kada ulaze autombilom
u zavoj, silaze ili se penju uz brdo, ili kada nekoga usmjeravaju prema odredenom

cilju.

6.5.2 Procjenjivanje i mjerenje
Mjerenje ukljucuje:

o mjerne jedinice koje se koriste za odredena svojstva koja obiljezavaju

objekte ili dogadaje (npr. stupnjevi celzijusa za mjerenje temperature),
« koristenje alata za mjerenje (npr. vaga, stoperica, termometar),

¢ koriStenje odnosa izmedu veé¢ poznatih svojstava da bi se izmjerilo druga

svojstva kao Sto su brzina, volumen, gustoca i opseg.

Ucenike treba prije svega usmjeriti da daju procjenu prije nego Sto zapoc¢nu
nesto mjeriti i racunati. Procjenjivanje koliko necega ima dio je svakodnevnog
zivota pa tako, npr., ¢esto procjenjujemo koliko nam je potrebno vremena da
bismo stigli na neko odrediste. Time mozemo zakljuciti da procjenjivanje ima
vaznu ulogu u zivotima ljudi bez obzira kojim se zanimanjem bavili. Ucenici
trebaju sto vise procjenjivati duljine, mase, kutove, vrijeme, povrsine, volumene i
temperature kako bi dobili potrebno iskustvo za toc¢nost prilikom procjenjivanja
te razvili strategije za davanje procjena. Da bi poboljsali svoju vjestinu pro-
cjenjivanja, trebali bi prikupljati i analizirati podatke svojih procjena. Ucitelji
kod ucenika mogu izostriti vjestinu za tocnim procjenjivanjem, zahtijevaju¢i od
njih da objasnjavanje i opravdavanje strategije i mjerila po kojima su izvrsili
procjenu. Ucenike je takoder potrebno voditi van ucionice kako bi mjerili i
procjenjivali objekte i pojave iz svoje okoline. Vazno je, dakle, da ucenici koriste
alate za mjerenje u svakodnevnom zivotu, a ne samo u ucionici za vrijeme sata
matematike.

Posebnu pozornost treba posvetiti razvoju vjestina za procjenjivanje i mjerenje

velicine kutova. Od velike je koristi da ucenici razvijaju sposobnost uocavanja,
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opisivanja, usporedivanja i uo¢avanja slicnosti medu razli¢itim kutovima koji ih
okruzuju te da uz pomo¢ neformalnih jedinica mogu procijeniti i mjeriti velicine
kutova. Vazno je da ucenici mogu prepoznati i uociti kut od 90° te da razumiju
da takav kut ¢ine dva pravca koja su medusobno okomita. Kut od 45° polovina je
pravog kuta, pa usporedujuéi s kutevima od 90° i 45° ucenici mogu procjenjivati
i ostale kutove koji su veéi, manji ili priblizno jednaki 90°, odnosno 45°. Na
analogan nacin mozemo ucenike nauciti kako procjenjivati kutove vec¢e od 90°.
Ovdje su nam klju¢ni kutovi od 90°,135° i od 180°.

6.5.3 Opseg

Prilikom rjesavanja zadataka otvorenog tipa koji imaju viSe ispravnih rjesenja
ili viSe nacina rjesavanja, a takoder i rjeSavanjem problema iz svakodnevnog
zivota, ucenicima se moze pribliziti pojam opsega geometrijskih likova te kako
se odreduje opseg odredenog geometrijskog lika. Pogledajmo primjer zadatka
otvorenog tipa koji upravo pomaze boljem shava¢anju opsega pravokutnika i

primjene formule za njegov opseg.
Primjer 6.5.1. 1. Nacrtaj tri razlicita pravokutnika opsega 20 cm.

e Nakon toga potrebno je ucenicima postaviti potpitanja i podzadatke
poput, npr., opisi nacin koji si slijedio dok si pokusavao nacrtati

pravokutnik zadanog opsega.

2. Koliko je vremena potrebno da bi se optrcalo oko jednog nogometnog igrali-
sta?

e Ouvdje bi ucenicima bilo zanimljivo kada bi izasli van iz ucionice te
sami mjerili koliko je metara potrebno da bi se igraliste optrcalo te u

kojem je vremenu to moguce.

3. Dobili ste zadatak ograditi prostor u kojemu se vas pas smije kretati te za
to imate na raspolaganju 12 m Zice. Ukoliko imate metar s cjelobrojnim
oznakama, koja je majveca sirina pravokutnog prostora koji moZete ograditi

od dane zice?
Prethodni su primjeri bazirani na izracunu opsega pravokutnika, a na analo-

gan se nacin uéenicima moze pribliziti u¢enje opsega ostalih pravilnih i nepravilnih

mnogokuta.
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6.5.4 Povrsina

Povrsina nekog lika izraZava koliki dio ravnine zauzima (prekriva) neki lik. Kao
i kod drugih pojmova, ucenici najprije moraju shvatiti sto povrsina predstavlja
prije nego ju poc¢nu odredivati.

Najbolje je uc¢enje pojma povrsine zapoceti s usporedivanjem, ali i tu se znaju
dogoditi greske. Naime, ucenici vrlo lako usporede dva kvadrata, dva kruga,
dva pravokutna trokuta ili bilo koja dva predmeta jednakog oblika i mogu s
odredenom sigurnoséu ustvrditi koji ima veéu povrsinu, ali ako im damo krug i
trokut priblizne, ali razlicite povrsine, tesko ¢e moéi ustanoviti ¢ija je povrsina
vec¢a. Takoder, mozemo izraditi predmete razli¢itog oblika, ali iste povrsine i

onda ustanoviti da je njihova povrsina jednaka iako su im oblici razli¢iti.

Primjer 6.5.2. Za svaki par ucenika pripremimo 6 pravokutnika. Ucenici svaki
pravokutnik prerezu po dijagonali. Na taj ée nacin od jednog pravokutnika dobiti
dva identicna pravokutna trokuta. Te pravokutne trokute mogu na razlicite nacine
sloziti jedan do drugoga. Svi novonastali likovi imat ée jednaku povrsinu, a razlicit
oblik od pravokutnika s pocetka vjezbe. Ucenici mogu poslagane likove © zalijepiti

u svoje biljeznice.

Kada zavrse usporedivanje povrsina, ucenici poc¢inju mjeriti. Prvi doticaj s
mjerenjem bit ¢e pomocu prekrivanja povrsine. Ucenicima se izrezu papirnati
kvadrati jednake veli¢ine (stranice od 5 do 10 centimetara) i kaze im se da
najprije izmjere neku pravokutnu povrsinu. Oni ¢ée tu povrsinu prekrivati svojim
papirnatim kvadratima te ¢e na taj nacin shvatiti da im treba odreden broj
kvadrata za neku povrsinu. Nadalje, ucenicima nakon toga treba dati da izmjere
povrsinu nekog nepravilnog lika. Veé kod tog zadatka oni shvadaju da na nacin
na koji rade povrsinu ne mogu izmjeriti u potpunosti tocno i tezit ¢e to¢nijem
rezultatu. Htjet ¢e prekriti male dijelove povrsine pa ¢e shvatiti da im je potreban
nekakav drugaciji oblik od kvadrati¢a. Ve¢ ¢e u trecem ili ¢etvrtom razredu
ucenici uvidjeti da na nekom mjestu moze pristati pola kvadrata, polukrug
ili nekakav drugi oblik, ovisno o obliku povrsine koju mjere. Dobra je vjezba
dati ucenicima nepravilne oblike te ih redom pitati Sto misle koja je povrsina
najmanja, a koja najveca, te im zadati da prekriju nepravilne oblike pomoc¢u
pravokutnika. U toj pocCetnoj fazi uc¢enja nikako ne treba dati uc¢enicima formule
za racunanje povrsine. Ako radimo s uCenicima u grupama, ¢esto ¢e se razlikovati
izmjerena povrsina za isti zadani oblik. Pozeljno je s ucenicima razmisliti o
tim razlikama te vidjeti sto misle, zasto se razlike dogadaju te poticati daljnje

razmisljanje o odgovoru koji je najblizi to¢nom.
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Kako je najbolja strategija ucenja samostalno otkrivanje, vrlo je korisno
da ucenici sami dodu do formula za povrsinu razli¢itih mnogokuta. Pri tome
trebaju koristiti konkretne materijale i dinamicke programe za crtanje mnogokuta.
Recimo, korisno je zadati ucenicima da istraze povrsinu trokuta dobivenog
presavijanjem lista papira pravokutnog oblika ili da preko veé poznate formule
za povrsinu pravokutnika dodu do formule za povrsinu paralelograma.

Pokusavajuéi do¢i do formule, ucenici ¢e bolje razumjeti sadrzaj postavljenog
problema, stvarat ¢e veze medu veé steCenim znanjem i, u konacnici, biti ukljuceni
u proces zdravog matematickog razmisljanja i djelovanja. Ucenici koji razumiju
odakle formula dolazi nece imati potrebu uciti formule napamet, matematika c¢e

im imati puno viSe smisla i samim time bit ¢e im zanimljivija.

Primjer 6.5.3. Slika[6.18 prikazuje nacin na koji ucenici mogu doéi od formule

za povrsinu pravokutnika do formule za povrsinu paralelograma, trokuta i trapeza.

Paralelogram : P = a - v, ;
Uq Vg Va
a a / a

S~ _-
1
Trokut:Pzia-z",
a
c ¢ a
Tr P 1( +c)
apez: P=-(a+c)-v
P gl ¢ v
a a c

Slika 6.18: Povrsine geometrijskih likova.

Primjenjuéi znanje o povrsini pravokutnika, ucenici mogu otkriti formulu za
povrsinu kruga. Prije nego Sto po¢nu s otkrivanjem formule za povrsinu kruga,
ucenici uce da opseg kruga iznosi 2rw, gdje je r polumjer kruga, a upravo ta
¢injenica klju¢na je kod otkrivanja formule za povrsinu kruga. Krug dijelimo
na kruzne isjecke. Slaganjem kruznih isjecaka kao na Slici dobivamo oblik
Ciji je opseg jednak opsegu kruga. Sto veéi broj isje¢aka napravimo, sve se
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viSe priblizavamo obliku pravokutnika. Povrsina kruga tada odgovara povrsini

pravokutnika ¢ija jedna stranica ima duljinu 77, a druga stranica ima duljinu .

A

Slika 6.19: Povrsina kruga.

6.5.5 Volumen

Volumenom se mjeri velicina trodimenzionalnog prostora. Volumen ili obujam
nekog tijela izrazava koliki dio prostora neko tijelo zauzima. Kao i kod povrsine,
prve aktivnosti koje ucenicima prezentiramo za razumijevanje pojma volumena
trebaju biti povezane s usporedivanjem volumena tijela. Ako uéenicima pokazemo
dvije posude razlicitog oblika, ne mozemo ocekivati da ¢e oni modéi procijeniti
koja je posuda veéeg, a koja manjeg volumena. Cak i odrasli s dosta iskustva
mogu pogrijesiti u toj prosudbi. Za bolje razumijevanje pojma volumena mozemo

se posluziti sljede¢om aktivnoséu:

Primjer 6.5.4. Uzmimo dva papira pravokutnog formata jednake velicine ©
napravimo od njih oblik valjka spojivsi im dvije stranice kao na slici. Dva ce se
valjka razlikovati po tome sto éemo prvi napraviti tako da spojimo dulje stranice
pravokutnika, a drugi spajanjem kracih stranica. Postavimo ih uspravno. Koji

valjak ima veéi volumen? Je li njihov volumen jednak?
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To je dobar zadatak © za starije ucenike kojima treba postaviti pitanje © reci
im da se odluce bez uporabe formule za racunanje volumena valjka. Prije nego
im se otkrije Tjesenje, treba zapisati koliko je mjih mislilo da prvi ili drugi valjak
imagju veéi volumen, a koliko njih misli da imaju jednak.

Kao i kod povrsine, za potpuno razumijevanje pojma volumena vazno je
da ucenici sami otkriju formule za volumene geometrijskih tijela poput prizme,
valjka, stoSca i piramide. Volumen prizme i volumen piramide u vezi su s
umnoskom povrsine baze i duljine odgovarajuce visine. Kako bi ucenici mogli
uociti vezu izmedu povrsine baze i duljine visine tih tijela, po¢nimo s volumenom
kocke, tijela kojeg Cesto susre¢u u svom svakodnevnom zivotu. Kako bi ucenici
vidjeli da je volumen kocke jednak umnosku povrSine baze i duljine visine,
mozemo im zadati da istraze koliko malih kockica veli¢ine 1 ¢m? stane u veliku
kocku (Slika . Cilj je da ucenici malim kockicama prvo prekriju dno velike
kocke te nakon toga istraze koliko je jos kockica potrebno da bi se do vrha
napunila velika kocka, tj. u koliko je slojeva potrebno na isti nacin poslagati

kockice u veliku kocku.

lcm

a=5cm

V=5.25=125cm?

Slika 6.20: Volumen kocke.

Iduéi je korak otrivanje odnosa izmedu volumena prizme i piramide s istom
bazom i visinom te isto tako odnos izmedu volumena valjka i stosca s istom
bazom i visinom. Taj odnos uc¢enici mogu istraziti na plasti¢nim ili papirnatim
modelima prizme, piramide, valjka i stoZca. Aktivnost koja se moze predstaviti
ucenicima moze biti u obliku eksperimenta. Prelijevanjem vode, rize ili pijeska
iz piramide u prizmu mogu istraziti koliki je volumen piramide u odnosu na
volumen prizme, a na isti nac¢in mogu otriti i "koliko stozaca moze stati u jedan

valjak". Cilj je otkriti da to¢no tri priramide stanu u prizmu jednake baze i visine.
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Analogno je s valjkom i stoScem. Dakle, volumen piramide jednak je jednoj
treé¢ini volumena prizme, a volumen stosca jednak je jednoj tre¢ini volumena
valjka.

Inzistiranjem da ucenici sami dodu do formula za povrsinu i volumen poma-
zemo im da razviju svoje vjestine zdravog razmisljanja te sposobnosti povezivanja

i rjeSavanja problema u svakodnevnom zivotu.

6.5.6 Mjerne jedinice

Prilikom rjesavanja zadataka vezanih uz povrsinu i volumen, ucenici cesto
¢ine greske pri racunanju s razli¢itim mjernim jedinicama u kojima se nalaze
dimenzije odredenih geometrijskih likova i tijela. Ucenici moraju voditi racuna
u kojim su mjernim jedinicama navedene dimenzije u svakom danom zadatku te
donijeti odluku koju ¢ée mjernu jedinicu koristiti prilikom izracuna i rjesavanja
problema. Ucenici koji ne razumiju dobro pojam povrsine i volumena, koji
nisu pravilno usvojili mjerne jedinice te oni koji imaju problema s mnozenjem
brojeva, takoder imaju problema i s pretvaranjem kvadratnih mjernih jedinica
(kao $to je 40 000 cm? = 4 m?) te kubnih (prostornih) mjernih jedinica. Takvim
je ucenicima potrebno vizualno predociti mjerne jedinice na modelima kako
bi nakon toga shvatili njihovu pretvorbu. Problemski zadaci, koji zahtijevaju
primjenu znanja, takoder mogu biti pokazatelji loSeg razumjevanja samog pojma
povrsine, volumena i mjernih jedinica te oslanjanja na dane formule bez stvarnog
razumjevanja problema i postupaka koji trebaju dovesti do rjeSenja.

Promotrimo sljedeé¢i problem:

Primjer 6.5.5 (Limenke u kutiji). Koliko se limenki soka moZe spremiti u

kutiju, ako znamo da limenke imaju promjer 8 cm, a visoke su 11 em? (Slika

F21)

. i

Slika 6.21: Primjer: limenke u kutiji.

A:m

40cm
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Ucenik koji misli proceduralno uéenik je koji se oslanja na primjenu postupka
umjesto da se oslanja na razumijevanje sadrzaja samog problema. Takav ée
ucenik taj problem rijesiti tako sto ¢e izracunati volumen limenke te volumen
kutije, a potom ¢ée dijeljenjem volumena kutije s volumenom limenke do¢i do
konac¢nog rjesenja. Takav nacin trazenja rjesenja moze navesti ucenika da ¢ini
pogreske te da njegovo konacno rjesenje nema smisla. Uéinkovitiji nacin trazenja
rjesenja tog problema bilo bi prilagodivanje dimenzija kutije promjeru i visini
limenki.

Nekim bi u¢enicima rjesavanje tog problema znatno olaksalo koristenje kon-
kretnih materijala, odnosno kutije i limenke istih volumena i povrsina koje su
zadane u zadatku.

Mnogi ucenici u srednjim skolama imaju poteskoce pri rjeSavanju problemskih

zadataka vezanih uz povrsinu i volumen. Pogledajmo iduéi primjer.
Primjer 6.5.6. U kojem ce se slucaju bazen najbrze napuniti:

1. Bazen puni cijev promjera 60 cm.

2. Bazen pune dvije cijevi promjera 30 cm.

3. Bazen pune tri cijevi promgjera 20 cm.

4. Bazen ce se jednako brzo napuniti v svim trima slucajevima.

Pri rjesavanju takvih problema moze se vidjeti kako ucenici razmisljaju te
njihovo razumijevanje samog problema. Rjesavanjem takvih primjera moze se
ustanoviti da ucenici imaju krivo razmisljanje te su uvjereni da se povrsina
geometrijskih likova i volumen geometrijskih tijela linearno povecava kada se
povecavaju njihove dimenzije (npr. ocekuju da se povrsina pravokutnika poveca
dvostruko ako se stranice pravokutnika povecaju dvostruko). Od iznime je
vaznosti uCenicima uz pomo¢ modela, dijagrama i tablica pokazati da se povrsina i
volumen povecavaju polinomijalno nakon $to se povecaju dimenzije. Prezentiranje
problema na konkretnim modelima pomaze uc¢enicima uociti u kojem su odnosu

i kako se ponasaju volumen i povrsina pri mijenjaju zadanih dimenzija.
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7

DOKAZI BEZ RIJECI

7.1 Vizualizacija

Matematicki koncepti, ideje i metode imaju veliko bogatstvo i povezanost s
vizualizacijom na mnogo razli¢itih nacina. Upotreba vizualnih odnosa pri rje-
Savanju problema vrlo je korisna. Osnove matematike, kao Sto su, na primjer,
udaljenost ili operacije s brojevima, rodile su se iz konkretnih i vidljivih situacija.
Svaki je stru¢njak svjestan kako je korisno povezati konkretne slucajeve kada se
proucavaju odgovarajuci apstraktni objekti. Taj nacin rada, s posebnim nagla-
skom na mogucée konkretne prikaze objekata kojima pojedinac manipulira kako
bi imao Sto djelotvorniji pristup apstraktnijim vezama kojima mora upravljati,
ono je §to nazivamo matematicka vizualizacija. Cinjenica da je vizualizacija
vazan aspekt u matematici i nastavi matematike nesto je sasvim prirodno ako
uzmemo u obzir znacenje matematicke aktivnosti i strukturu ljudskog mozga.
Kroz matematicke aktivnosti ucenici pokusavaju istraziti razlic¢ite realne situacije
koje onda prepoznajemo kao matematicke probleme koje rjesavamo.
Vizualizacija se pokazuje korisnom kod otkrivanja odnosa medu matematickim
objektima i, naravno, u komunikacijskom procesu koji pogoduje matematickoj
aktivnosti. Ljudska je percepcija vrlo vizualna i stoga nije uopée iznenadujuce
$to je vizualna potpora ukljuéena u matematicke zadatke ne samo geometrijskog
tipa ve¢ i u druga podru¢ja matematike gdje to bas nije tako oc¢ito. Cak i u ma-
tematickim aktivnostima koje su apstraktne nasem mozgu matematicari koriste
simbole, vizualne dijagrame i mnoge druge mentalne procese koji ukljucuju vizu-
alizaciju. Povezivanje vizualizacije s misaonim procesima rezultira otkrivanjem
novih spoznaja medu matematickim objektima u komunikacijskom procesu, sto
je dobro za matematicku aktivnost. Zbog toga je ucenike potrebno upoznati s
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procesom vizualizacije u nastavi matematike te ih postupno navikavati na takvo
razmisljanje. To nije lak zadatak ve¢ predstavlja slozen proces koji ukljucuje
kontinuiranu vjezbu i praksu kroz mnogo godina, $to je, naravno, iskustveni
proces za nastavnika. Proces je vizualizacije vrijedno provesti samo ako je
mogudce stvari pribliziti ucenicima na laksi nacin, u¢initi da im proces ucenja
ali ono $to je bitno jest da slika bude shvaéena ili "dekodirana" na pravi nacin i
da ju onaj tko ju proucava razumije na pravi nacin inace ne vrijedi nista.

Tall ([50]) istide: "Kvaliteta koristenja slika pri rjeSavanju problema bez da
im se robuje daje matematicaru prednost, ali mogu uzrokovati mnoge poteskoce
onome koji tek udi."

Vizualizacija treba biti u pratnji logickog misljenja kako ne bi doslo do
pogresaka jer nekada sama slika moze voditi krivim zakljuécima. U nastavi
matematike treba biti svjestan i zamki koje nastaju ako pri rjesavanju problema
koristimo iskljucivo vizualizaciju.

Vizualizacija je dvosmjeran proces izmedu uma osobe i vanjskog medija. S
jedne strane ukljucuje sposobnost tumacenja i razumijevanja prikazanih informa-
cija kao sto su prepoznavanje likova i njihovih karakteristika, tumacenje karata
ili proucavanje grafova funkcija. U svakodnevnom zivotu mozemo vizualizirati
trodimenzionalne objekte i prostorne odnose, npr. mozemo tumaciti sheme za
montazu namjestaja i strojeva, mozemo tumaciti planove i projekte za izgradnju
zgrada, mozemo interpretirati Sablone za Sivanje odjevnih predmeta, koristimo
vizualnu projekciju za kreiranje stilova vizualnih umjetnosti i tumaéimo karte za
putovanje do Zeljenog mjesta. Sve su to izvrsni konteksti za ucenicke aktivnosti.

Teskoce u vizualnoj interpretaciji kod ucenika javljaju se kada ne raspoz-
naju iste detalje geometrijskih likova i tijela kao nastavnik ili drugi ucenici.
Preporucuju se tri nastavne strategije za poboljsanje ucenicke vizualizacije i

geometrijskog zakljucivanja:
e reci Sto vidis,
e Sto je jednako, a Sto razlicito,
« koliko je razlic¢itih.

Kod prve strategije nastavnik, s obzirom na zadanu sliku, proziva svakog ucenika
da kaze sto vidi, a dok svaki ucenik govori sto vidi, ucenik ili nastavnik pokazuju
na tu pojedinost. U toj strategiji sudjeluju svi ucenici i kako bi se dobili
visestruki pogledi na zadanu sliku, a pozornost se usmjerava na detalje za koje

nastavnik moze predvidjeti da ¢e ucenicima biti nejasni te tako nastaviti raspravu
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fokusirajuci se na pojedinosti koje su najvaznije za promatrani problem. Postoje
mnoge situacije u kojima je strategija "Sto je jednako, a Sto razli¢ito" korisna za
razvijanje vizualizacije i geometrijskog zakljuc¢ivanja, npr. uspostavljanje odnosa
izmedu geometrijskih likova ili utvrdivanje sli¢nosti i sukladnosti. Strategija
je "koliko je razli¢itih" takoder korisna za utvrdivanje svojstava geometrijskih
oblika i pojmova sukladnosti. Ucenicima je izazov pronaci razlic¢ite oblike unutar
drugih ili napraviti nove pomo¢u zadanih.

Pravilno je rukovanje predmetima i materijalima vrlo korisno za razvoj
geometrijskih ideja i vizualizacije. U takvim su zadacima ucenici izazvani u
promatranim moguénostima odrediti Sto je jednako, a $to razli¢ito. Nastavnici
trebaju poticati uc¢enike na jasno izrazavanje te razlikovanje i opravdavanje svojih
zakljucaka.

Vizualizacija moze biti mocan i koristan alat za rad s matematickim proble-
mima. Jedna od moguénosti kako vjezbati i poticati vizualizaciju kod ucenika

jest metoda dokazivanja bez rijeci.

7.2 Sto je dokaz bez rijeé¢i?

Za dokaz bez rije¢i mozemo intuicijom zakljuciti da je ideja slikom ili nizom slika
dokazati neku matematicku tvrdnju, odnosno kroz promatranje, vizualizaciju i
misaoni proces shvatiti i otkriti poruku slike. Izraze "dokaz bez rijeci" ili "vizualni
dokaz" koristimo ako govorimo o figuri koja izrazava matematic¢ki dokaz s malo
ili bez objasnjenja. Postavlja se jedno vazno pitanje: Mozemo li takav dokaz
smatrati pravim dokazom? U nekim se primjerima doista radi o vrlo uvjerljivom
dokazu, dok nekada nije tako jer je ponekad analizom slike samo dana ideja i
put dokaza. Na taj nacin slika moze biti putokaz ucenicima kako sami provesti
dokaz. Mada na takav nacin matematicki dokazi nisu precizno napisani, oni
imaju vaznu ulogu u matematickom obrazovanju. StajaliSte o dokazu bez rijeci
mozemo promatrati kroz formalizam i platonizam. Formalizam ustraje na tome
da dokaz moze proizadi koristeci samo formalno logicko zakljucivanje iz postojec¢ih
aksioma. Prema formalizmu, dokaz bez rije¢i nikako se ne moze nazvati pravim
matematickim dokazom jer bez formalne strukture ne mozemo nikako garantirati
istinitost tvrdnji. Matematicari koji se slazu s formalizmom kazu da se cijene
pametne ideje u matematici i lijepo je matematiku predociti slikama, ali to ne
smanjuje njihov skepticizam prema dokazu bez rije¢i. Slike mogu prikazivati
samo jedan odredeni slucaj, ali ne mogu prikazati generalizaciju teorema. Cak
Stovise, mogu nas dovoditi u zabludu. Za formaliste je dokaz bez rije¢i pedagoski

vazan, ali ne dokazuje nista.
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Cesto se stajalista u matematici svode samo na formalizam i strogost te se na
dokaz bez rijeci i ostale slicne didakticke dosjetke gleda sa sumnjom, Sto zavrsi
i potpunim odbacivanjem. To potvrduje i stav dvaju uglednih matematickih
struc¢njaka za obrazovanje, T. Eisenberga i T. Dreyfusa, koji kazu da "vizualni
argumenti imaju malu vrijednost jer postoji samo jedan nac¢in matematicke
komunikacije i dokazi bez rije¢i nisu prihvatljivi". Isto misljenje s njima dijeli i
francuski matematicar Jean Dieudonné koji tvrdi: "Odlucio sam u svoj tekst ne
unositi nijedan crtez.", smatrajuéi pri tome kako je za matematicara kljucno da
argumenti budu neovisni o slici te da moraju funkcionirati i bez nje. Napome-
nimo kako neki matematicari ¢ak smatraju da je dokaz bez rijeci vulgarizacija

matematike.

Suprotnost je tomu platonizam koji je prijateljski naklonjen dokazu bez rijeci
te ga podrzava i smatra ga pravim dokazom. Platonizam se temelji na tome
da matematicka istinitost postoji bez obzira na semantiku, a nas je zadatak
otkriti tu istinitost bilo kojim sredstvima. To ostavlja moguénost da dokaz bez
rije¢i mozemo smatrati pravim dokazom. Slika, iako moze predstavljati samo
jedan odredeni slucaj, pomaze nasem mozgu otkriti generalizaciju, omogucéava
nam bolje shvacanje generalizacije tvrdnje. Buduéi da platonizam omogucéuje
otkrivanje matematicke istinitosti i na druge nacine, bez formalne strukture
kakvu zahtjeva formalizam, dokaze bez rijeci smatramo valjanim dokazima.
Primjer tomu jest George Polya koji svima daje uputu: "Nacrtaj sliku!", stoga
savjetuje da se problem pocne rjesavati vizualizacijom. Njegovi su istomisljenici
Paul Halmos koji izjavljuje kako je preduvjet matematickog uspjeha biti roden s
vizualnom sposobnoséu te Martin Gardner. Gardner naziva dokaze bez rijeci
"look-see dijagramima' i kaze: "Nema ucinkovitije podrske razumijevanju izvjes-
nih algebarskih identiteta od dobrog crteza. Svakako, u svrhu dokaza, treba
znati manipulirati i simbolima, no u mnogim se sluc¢ajevima dosadan dokaz moze
zamijeniti geometrijski analognim, jednostavnim i lijepim tako da nas valjanost

teorema gotovo zaslijepi."

S obzirom da dokaz bez rije¢i mozemo promatrati s tih dvaju stajalista, tesko
je utvrditi je li dokaz bez rijeci zaista dokaz. To moze varirati od matematicara
do matematicara. Medutim, bio to pravi dokaz ili ne, svi se mozemo sloziti da je
dokaz bez rijeci vrijedan alat u matematici, posebice u poucavanju. Za vizualne
dokaze matematickih tvrdnji u kojima u potpunosti izostavljamo opis rijeCima
mozemo rec¢i da su matematicke zagonetke koje poticu ucenicko razmisljanje.
Ispravnim koristenjem dokaza bez rijec¢i na cjelovit nacin uéenici mogu primijeniti
usvojeno znanje i ucinkovito uciti. Primjenom dokaza bez rije¢i u nastavi

matematike potvrduju se i postuju odredena didakticka nacela, poput nacela
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zornosti i apstraktnosti, a vidi se i velika primjena nacela interesa i nacela
trajnosti znanja. MozZemo slobodno reéi kako primjenom dokaza bez rijeci
zadiremo u svako didakticko nacelo. Takvim se nacinom poucavanja ucenike
fokusira na kljuéna mjesta u dokazu te na bitne elemente dokaza, a i ucenici
postizu bolju koncentraciju koja je prilikom klasi¢énog dokazivanja, pri tome
se misli na raspisivanje medukoraka i tehnic¢kih dijelova, smanjena. Prilikom
dokazivanja potrebno je ucenicima ukazati na dijelove dokaza koji mozda iz slike
nisu ociti, odnosno da ucenici trebaju naé¢i namjerno ostavljene "rupe" u dokazu.

Prirodno je da se u nastavi matematike slika stalno koristi kod geometrij-
skih sadrzaja, no i ostali dijelovi gradiva éesto se mogu vizualizirati, odnosno
geometrijski interpretirati.

Takoder je bitno napomenuti da je za uspjeh pri dokazivanju bitna dobra
slika jer je iskustvo pokazalo kako se loSom skicom ucenike moze dovesti do
pogresaka u zakljuc¢ivanju te ih tako uputiti na krivi smjer rjeSavanja problema.
Vazno je ucenike stalno upozoravati na takve pogreske.

Prilikom provodenja dokaza bez rijeci slikovni zapis mozemo provesti po-
mocu ploce i krede ili animacijama na racunalu, Sto nam uvelike poboljSava i
pojednostavljuje nastavu, a ucenik zornije moze vidjeti i shvatiti probleme s

kojima se suocava.

7.3 Dokazi bez rijeci u nastavi matematike

U ovom poglavlju razmotrit ¢emo dokaze bez rijeci koji bi se mogli ukljuciti
u nastavu matematike. Neki od tih dokaza bit ¢e primjereniji za dodatnu
nastavu matematike zbog svoje slozenosti, no nijedan dokaz nije toliko slozen
da ga ne bismo mogli pokazati svim ucenicima kako bismo probudili njihovu
zainteresiranost.

Prikazat ¢emo dokaze koji su pogodni za uzrast ucenika od prvog do cetvrtog
razreda srednje skole, a kod nekih ¢emo dokaza spomenuti za ucenike kojih su
razreda primjereni. Naravno, i ucenicima mozemo dati takve dokaze da ih sami

proanaliziraju i ponude nam svoje objasnjenje.
7.3.1 Zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva
Pocnimo s dokazom algebarskog identiteta
14+3+5+7+-+(2n—1)=n’
U udzbenicima se ¢esto pojavljuje objasnjenje zbroja prvih n prirodnih brojeva,

no ne i zbroja prvih n neparnih prirodnih brojeva, stoga za njih u¢enicima mozemo
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ponuditi sljedeé¢i dokaz bez rijeci, a objasnjenje dokaza mozemo prepustiti i

njima.

[ L[] ]

143+54+7+-+(@2n—1)=n’

Slika 7.1: Zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva.

Na Slici[7.] prikazana su dva razli¢ita dokaza bez rijeci sume prvih n neparnih
prirodnih brojeva. Brojevi su na slici prikazani pomoc¢u jedini¢nih kvadrata pa
tako npr. za broj tri imamo tri jedini¢na kvadrata. Veé prvi pogled na sliku
upucuje na to da ¢e dokaz biti dan preko povrsine kvadrata.

Na lijevoj slici mozemo vidjeti kako slaganjem kvadrati¢a na takav nacin

dobivamo kvadrat sa stranicom duljine n, odnosno mozemo pisati da je
1+3454+7+ - +2n—1)=n-n=n

Na desnoj slici imamo sli¢nu situaciju, samo sto je suma prvih n neparnih
prirodnih brojeva sada prikazana pomoéu "trokuta" kojeg ¢ine jedini¢ni kvadra-
ti¢i. Nadopunjavanjem tog "tokuta' s trima istim takvim "trokutima' na nacin
prikazan na slici, dobivamo kvadrat ¢ija je duljina stranice 2n, stoga iz slike

mozemo uociti

1 1
1+3+5+7—|—-~-+(2n—1):Z(Zn)221-4n2:n2.

7.3.2 Zbroj i razlika kubova

Prisjetimo se formule za zbroj i razliku kubova, koju ucenici neizostavno sreéu

kod algebarskih izraza:

a®+ b3 = (a£b)(a®* Fab+b?), a,beR.

Ovdje ucenicima mozemo ponuditi i dokaz bez rijeci za zbroj i razliku kubova

koristec¢i volumen geometrijskih tijela s kojima se ucenici susre¢u jo$ u osnovnoj
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skoli. Jednostavnom geometrijskom predodzbom ucenicima mozemo vizualno

pojasniti izraze koje ucenici obi¢no uce napamet.

Slika 7.2: Razlika kubova.

Pogledajmo Sliku U kocku volumena a® upisali smo kocku volumena
b3. Ukoliko od volumena a® oduzmemo volumen b, ostat ¢e nam tri kvadra
odredenih volumena. Jedan je kvadar volumena a?(a — b), drugi je volumena

b*(a — b), a treé¢i volumena ab(a — b), pa imamo:

a® — b =a?(a—b) +b*(a — b) + abla — b)
= (a — b)(a® + ab+ b?).

Slika 7.3: Zbroj kubova.

Kod dokaza bez rije¢i zbroja kubova, na kocku volumena a® dodali smo
kocku volumena b (Slika . To geometrijsko tijelo nadopunili smo do kvadra
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volumena a?(a + b). Gledajuéi sliku mozemo zakljuéiti kako od velikog kvadra
moramo oduzeti dva manja kvadra koja smo dobili nadopunjavanjem, kako bismo
dosli do zbroja kubova. Jedan je kvadar volumena b%(a — b), a drugi volumena

ab(a — b), stoga imamo:

a® +b® = a*(a +b) — (b*(a — b) + ab(a — b))
=a*(a+b)—bla—"b)(a+b)
= (a+b)(a® — bla — D))

= (a+b)(a® — ab + b?).

7.3.3 Odnosi medu sredinama

Za aritmeticku, geometrijsku, kvadratnu i harmonijsku sredinu dvaju pozitivnih

realnih brojeva a i b vrijedi sljedeéi odnos:

U osnovnoj se skoli ucenici susreéu s pojmom aritmeticke sredine. Kod prouca-
vanja korijena i operacija koje se s njima mogu izvesti, u¢enike mozemo upoznati
i s pojmom geometrijske sredine te, dodatno, i harmonijske sredine. Pojam
geometrijske sredine javlja se i kod Euklidovog poucka kada se proucava sli¢nost
trokuta, stoga taj sadrzaj ne bi smio predstavljati ve¢e dodatno opterecenje
ucenicima.

Ako bismo ucenicima postavili pitanje u kojem su odnosu aritmeticka, geome-
trijska i harmonijska sredina, do odgovora bi, naravno, mogli do¢i uvrstavanjem
brojeva, sto bi se ucenici vjerojatno odmah i sjetili napraviti. No sljedeéi bi
geometrijski dokaz bez rije¢i odnosa medu sredinama, koji je prikazan na Slici
[7-4] ucenike vise potaknuo na razmisljanje i zanimalo bi ih kako smo dosli do
njega.

Promatrajuéi ovu sliku, dano nam je do znanja da krenemo od konstrukcije
duzina PS i QS. Konstruirajmo duzinu |PS| = a i na njoj odaberimo tocku Q
takvu da je |QS| = b. Zatim konstruirajmo poloviste duzine PQ i ozna¢imo ga
totkom A. Vidimo da je |PQ| = a — b, stoga je

a—b

4P| = 14Q| = =,
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Slika 7.4: Odnosi medu sredinama.

pa je
b+b_a—b+2b_a+b
o 2 o2

.
48] = 14Q] + QS| = 5

Time smo dobili aritmeticku sredinu brojeva a i b.

Konstruiramo 1i kruznicu k sa srediStem u A polumjera |AQ)| te iz tocke S
povucemo tangentu na kruznicu k, pri ¢emu presjek kruznice i tangente oznac¢imo
tockom G, mozemo zakljuciti sljedece:
kako je LAGS = 90°, slijedi da je AAGS pravokutan i vidimo da je |[AG| = aT_b,

pa prema Pitagorinom poucku vrijedi da je

|GS| = V/]|AS|]? — |AG|? = \/(a-lz-lb)2  (a—b)?

4

:\/a2+2ab+b2;a2+2ab—b2 _ Vb,

Sada mozemo zakljuéiti da je |GS| < |AS|, jer je GS kateta trokuta AAGS,

pa je kraéa od hipotenuze AS, $to znadi da je vVab < % pri ¢emu jednakost

2 b
vrijedi ako i samo ako je A = G tj. aT_b = 0, odnosno ako i samo ako je a = b.

Iz tocke G sada spustimo okomicu na PS. Presjek okomice i duzine oznacimo

tockom H. Trokut AGHS koji smo dobili spustanjem okomice pravokutan je
trokut. Kako su trokuti AAGS i AGH S sli¢ni, prema K-K-K poucku o sli¢nosti
(LASG je zajednicki i oba su trokuta pravokutna) moZemo postaviti sljedeéi
omjer:
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|HS’\_|GS|:>‘ |_\GS|2_Lb_ 2ab 2
|GS| — |AS| O JAS] et T a+b 14D
U pravokutnom trokutu AGH S vrijedi da je |HS| < |GS| pa imamo da je
2
2 <va
+ =

1 1
a b

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je G = H, tj. ako i samo ako je a = b.
Sada iz tocke A povucimo okomicu na PS, presjek kruznice i okomice oz-
na¢imo tockom K. Vidimo da je AAKS pravokutan i vrijedi |AK| = “T_b. Pa

prema Pitagorinom poucku slijedi

2 _b)2
“Eb 48] < 18| = AEHTARE — 22 | (=D

_ \/a2+2ab+b2+a2—2ab+b2

4
a4 b?
=/ B

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je A = K, odnosno ako i samo ako je

a=">b.

Time smo objasnili odnose medu matematickim sredinama.

7.3.4 Pitagorin poucak
Prisjetimo se najprije kako ovaj ¢uveni poucak glasi.

Teorem 7.3.1. Kvadrat duljine hipotenuze jednak je zbroju kvadrata duljina
kateta, tj. ako su a © b duljine kateta, a c duljina hipotenuze pravokutnog trokuta,

onda vrijedi jednakost c? = a® + b>.

S Pitagorinim se pouckom ucenici susre¢u na kraju osnovne skole, a od tada
je neprestano prisutan u razli¢itim geometrijskim temama. Postoje brojni dokazi
bez rije¢i Pitagorina poucka, a ovdje ¢emo prikazati dokaz bez rije¢i (Slika
u kojem ¢e ucenici moéi upotrijebiti znanje iz geometrijske teme u kojoj se
proucava sukladnost i sli¢nost.

Konstruirajmo kruznicu k sa sredistem S i promjerom AB, gdje je |AB| = 2c.
Na AB odaberimo to¢ku D tako da je |SD| = a. Tada je |DB| = ¢ — a. U to¢ki
D povuéemo okomicu na AB, a sjeciSte okomice i kruznice oznac¢imo s C.

Prema Talesovom poucku o obodnom kutu nad promjerom kruznice slijedi
da je LAC'B = 90°, pa je AABC pravokutan trokut. Vidimo da su ABDC'i
ADCA sli¢ni i pokazimo to.
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k N

(c+a):b=Db:(c—a)

2 2 2
a”+b"=¢

Slika 7.5: Pitagorin poucak.

Iz D smo povukli okomicu na AB, pa je {ADC = £BDC = 90°. Iz AADC
vidimo kako je LCAD = 90° — LDCA, dok iz AABC mozemo vidjeti da je
LACD + £BCD = 90° pa je £BCD = 90° — L DCA.

Stoga zakljucujemo da je LCAD = LBCD. Kako je {ADC = L BDC = 90°
i £KCAD = £BCD, slijedi da je i £ DCA = £DBC, pa prema K-K-K poucku o
sliénosti imamo da je AADC ~ ACDB. Prema tome, vrijedi sljedeéi omjer:

|AD|  c+a b |CD|

ICD| b  c¢c—a |DB|

odakle je

7.3.5 Heronova formula za povrsinu trokuta

Povrsinu trokuta AABC mozemo odrediti koristenjem Heronove formule

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c),

. . . _ at+b+
gdje su a, b, ¢ duljine stranica tog trokuta, a s poluopseg trokuta, s = *5<.

Tim dokazom dat ¢emo primjer kako se dokazi bez rije¢i mogu kombinirati sa

standardnim dokazima. U svrhu dokaza Heronove formule za povrsinu trokuta
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dokazat ¢emo dvije pomoéne tvrdnje koriste¢i dokaz bez rije¢i: dokaz bez rijeci
za povrsinu trokuta i dokaz bez rije¢i jednog trigonometrijskog identiteta. Nakon
toga ¢Ce iz tih dviju tvrdnji slijediti dokaz Heronove formule. Dokaz koji ¢e biti

prikazan primjeren je za ucenike koji su u potpunosti upoznati s trigonometrijom.

Lema 7.3.2. Poursina trokuta jednaka je umnosku radijusa upisane kruznice i

poluopsega.

Na Slici mozemo vidjeti kako se trokut rastavlja na tri trokuta koji imaju
zajednicki vrh u srediStu trokutu upisane kruznice, a visina je svakog od njih
jednaka radijusu upisane kruznice, odakle direktno slijedi da je povrsina trokuta
jednaka P = %b“ -7 =s-r. U svrhu naseg dokaza, kvadrirat ¢emo navedenu

jednakost pa imamo: P? =12 . s2.

Slika 7.6: Povrsina trokuta preko polumjera upisane kruznice.

Lema 7.3.3. Ako su o, 3,7 > 0 takvi da je o + 3+ = 5, tada je

tgatg S +tgftgy +tgatgy=1.

Dokaz bez rije¢i dan je Slikom [7.7} uz oznake kao na Slici [7.8]

Objasnimo taj dokaz bez rijeci i kako smo dosli do njega. Najprije konstru-
iramo pravokutan trokut AABC sa §iljastim kutom « (Slika , kome je
jedna kateta duljine 1.

Sada iz slike vidimo da je tg o = ¢, odnosno

a=tga.

Isto tako i cosa = %, pa je

cosa
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Slika 7.8: Dokaz bez rije¢i Leme [7.3.3

Nakon toga konstruiramo pravokutni trokut AACD sa Siljastim kutom (i
jednom katetom duljine ﬁ Iz AADC imamo da je

cos
pa je

tg B

cosa

Nadalje, konstruiramo pravokutan trokut ACDE sa siljastim kutom « i
hipotenuzom duljine &2

==, Promatraju¢i ACDFE vidimo da je

e e €cos o
cosa = — =

tg B ’

COs &« tgﬁ
stoga je

t

e = cosa g—ﬁ =tg
cos (v
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itgaz{ztgiﬁpaje
f=tgatgp.

Na kraju konstruiramo pravokutan trokut AADF sa Siljastim kutom - kao sto
je prikazano na Slici [7.7}

Kako je a + 8 + v = 7, dobiveni je geometrijski lik cetverokut kojemu su
nasuprotne stranice jednake duljine te ima jedan pravi kut, prema tome je taj

cetverokut pravokutnik te vrijedi
at+e=h=tga+tgf=nhn

gy 9 9
h tga+tgf
g=tgy(tga+tgp)

te vrijedi da je

frg=1
tgatg f+tgy(tgat+tgh) =1

tgatgf+tgatgy+tgftgy=1.

Time smo dokazali Lema [7.3.3]
Sada smo spremni dokazati Heronovu formulu. Prema prethodnom i iz Leme
[7-3:2] vidimo da je, u oznakama sa Slike [7.6]

l=tgatgf+tgatgy+tgStgy

LT, T T
_r*(p+n+m)
N mnp
s
 mnp
p2
:smnp'

Kakojes=m+n+p=m+a=n-+b=p+c, vrijedi da je
P? = smnp = s(s — a)(s — b)(s — ¢)

te smo time dokazali Heronovu formulu.
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7.3.6 Kosinusov poucak

Kosinusov se poucak najcéesée izrice simbolima. Izrecimo ga ovdje rije¢ima:
kvadrat duljine stranice u trokutu jednak je zbroju kvadrata duljina drugih dviju
stranica, umanjenom za dvostruki umnozak duljina tih stranica i kosinusa kuta

izmedu njih.

a+2b cos(1-8)

c-c=b-b+a-(a+2bcos(m—0))

& =a*+b* — 2abcosl

Slika 7.9: Kosinusov poucak.

Dokaz bez rijeci kosinusovog poucka dan je na Slici za, slucaj kada je
kut 6 tup. Nakon tog dokaza ucCenicima mozemo pokazati i dokaz bez rijeci
kosinusovog poucka gdje je kut 6 siljast. Zanimljivost je tog dokaza u tome sto
ucenici moraju primijeniti teorem koji su uéili ranije. Uvedimo sada na Slici [7.9]

neke oznake.

Slika 7.10: Kosinusov poucak.
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Jednakokraénom trapezu osnovica duljine a i d te krakovima duljine b opisali
smo kruznicu (Slika . Promatrajuéi taj dokaz bez rije¢i uo¢imo jednakosti
koje su zapisane sa strane. Iz njih mozemo isc¢itati da je umnozak duljina
dijagonala jednak zbroju umnozaka duljina nasuprotnih stranica, a sa slike
vidimo kako imamo tetivni ¢etverokut, Sto upucuje na to da é¢e nam kljucéni

odgovor u dokazu bez rije¢i dati Ptolomejev poucak.
Teorem 7.3.4 (Ptolomejev poucak). Ako je cetverokut ABCD tetivni, onda
vrijedi
|AC|-|BD| = |AB| - |CD| + |AD| - |BC],
tj. umnozak duljina dijagonala tetivnog cetverokuta jednak je zbroju umnoZaka

duljina nasuprotnih stranica.

Pogledajmo sada nas dokaz bez rije¢i na Slici [7.10] Uoc¢imo da je {DAB =
LK DC jer su to kutovi uz presjec¢nicu [ paralelnih pravaca e i n, pa je LADC =
180° — L DAB, tj.

£LADC =180° — 6.

Takoder, L ABC = § = £ DCL (kutovi uz presje¢nicu m paralelnih pravaca
ein), paje
£BDC = 180° — L ABC = 180° — 4.

Presjek ortogonalne projekcije iz tocke A i tocke B na pravac e oznacimo
tockama F' i G. Trokuti AADF i ABGC sukladni su ({DFA = {CGB =
90°,b =0 i |AF| = |BG]| visine trapeza) pa je

|DF| = |GC| = =.
Stoga nam je x = bcos(m — 0), pa je stranica d duljine
d=2x+a=2bcos(m —0) + a.

A kako vrijedi da je cos(m — 6) = —cos#, slijedi d = a — 2bcosf. Prema

Ptolomejevom poucku imamo

c-c=b-b+a-(a—2bcosh)
c? = b% + a® + 2abcosb.

7.3.7 Poligonalni brojevi

Poligonalni su brojevi prirodni brojevi koji se mogu prikazati tako da se odgova-
rajuéi broj tockica slozi u poligonalni oblik, poput trokuta koji daju trokutaste

brojeve ili kvadrata koji daju kvadratne brojeve.
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Sljedeé¢i dokaz bez rijeci govori o vezama medu kvadratnim i trokutastim
brojevima te medu peterokutnim i trokutastim brojevima. Poligonalne brojeve
vizualno mozemo predocavati pomoc¢u pravilnih mnogokuta, pa ¢ée i ovaj dokaz

biti uc¢enicima prikazan na taj nacin.

Slika 7.11: Veza izmedu kvadratnih i trokutastih te peterokutnih i trokutastih

brojeva.

Na lijevoj slici dana nam je veza kvadratnih i trokutastih brojeva. Iz slike
mozemo vidjeti kako nam je n-ti kvadratni broj prikazan kao suma n-tog i

(n — 1)-og trokutastog broja, tj.
K, =T, +T,_1.

Na desnoj slici dana nam je veza izmedu peterokutnih i trokutastih brojeva.
Vidimo iz slike kako ¢e nam n-ti peterokutni broj biti prikazan kao suma jednog

n-tog trokutastog broja i dva (n — 1)-va trokutasta broja, tj.

P, =T, +2T,_;.

7.3.8 Zbroj prvih n kvadratnih brojeva

Kvadrati prirodnih brojeva nazivaju se takoder i kvadratni brojevi. Promotrimo
sada prvih n kvadratnih brojeva:

(n+1)(n+2)

144494164 +n2=" 5 ,neN.

U sklopu matematicke teme u kojoj se uce nizovi moze se promatrati primjer
niza kojeg Cine kvadrati prirodnih brojeva. Kao prirodan nastavak te teme, moze

se pomatrati dokaz bez rijeci za sumu prvih n kvadratnih brojeva.
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H}D
B}D
o B}D

- n(n+1)/2

n

2n+1

Slika 7.12: Suma prvih n kvadratnih brojeva.

Za dokaz bez rijeci koristeni su jedini¢ni kvadratié¢i preko kojih je jednostavno
objasnjena suma prvih n kvadratnih brojeva. Sa slike mozemo vidjeti da smo
svaki broj niza predstavili odredenim brojem jedini¢nih kvadrata. S lijeve strane
jednakosti uo¢imo da smo tri puta vizualno predocili sumu prvih n kvadratnih
brojeva. Preslagivanjem jedini¢nih kvadrata dobivamo pravokutnik kojemu su
duljine stranica % i 2n + 1. Odatle je

1
3-(1+4+9+16 2 (;) on 1)
1+4+9+HH~”+nL:Mn+U@n+D
5 )

7.3.9 Suma geometrijskog reda

U sklopu se nastavne teme u kojoj se obraduju nizovi ¢esto obraduje i pojam
geometrijskog reda. Tako mozemo ucenicima predociti i dokaz bez rijec¢i za sumu
geometrijskog reda % + i + é + % + --- Taj dokaz prikazan je Slikom

Ako je stranica kvadrata duljine 1 i taj kvadrat poénemo dijeliti na pola pa
opet polovinu na pola itd., dobit ¢emo upravo tu sumu, stoga mozemo zakljuciti
da ¢e suma tog geometrijskog reda biti jednaka 1, tj.

1+1+1+14r =1
2 4 8 16 o
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Slika 7.13: Suma geometrijskog reda.
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