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Sazetak

U radu su prikazane osnove varijacijskog ra¢una u sluc¢aju kada tra-
zeni ekstrem ovisi samo o jednoj realnoj varijabli te je dan osvrt na nje-
gov povijesni razvoj. Izvedena je Euler-Lagrangeova jednadzba kao
nuZan uvjet optimalnosti, te je pokazano da je ona i dovoljan uvjet
ekstrema u sluc¢aju konveksnog lagrangiana. Teorija je ilustrirana na
povijesno vaznim primjerima najkraceg puta, geodetske krivulje na sferi,
te problema brahistokorne.
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The paper presents the basics of the calculus of variations in case
when the extreme searched for depends only on one real variable, and
gives an overview of its historical development. We derive a necessary
condition for optimality in the form of the Euler-Lagrange equation,
and show that it is also a sufficient condition in the case of a convex La-
grangian. The theory is illustrated by the historically important exam-
ples of the shortest path, geodesics on the sphere, and Brachistohrone pro-
blem.
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1 Uvod i motivacija

Optimizacija kao metoda ima znacajnu ulogu u svijetu u kojem Zivimo.
Razne stvari u zivotu pokusavamo raditi na optimalan nacin, u smislu da
pokuSavamo minimizirati nekakav trosak ili maksimizirati ucinak. Ovdje rijeci
trosak i ucinak shva¢amo u puno Sirem kontekstu od onog materijalnog, koji
je mozda prva asocijacija. Kada pogledamo znanost u cjelini, lako éemo
uociti da ve¢ od davnih pocetaka njenog razvoja znanstvenici pokusavaju
opisati prirodne fenomene sa sto manjim brojem zakona i principa. Dakle
ve( i broj zakona koji pokre¢u svijet pokusavamo minimizirati.

Teza da su neki prirodni fenomeni zapravo posljedica minimizacije neke
veli¢ine (Cesto puta ili vremena) prvi se put pojavljuje u radovima Aristo-
telﬂ Iako je Aristotel naglasavao vaznost logike, nazalost je istovremeno
u potpunosti podcijenio ulogu matematike, te zapravo koristi princip mini-
muma u svojim metafizickim razmatranjima da bi zakljucio kako su rajska
gibanja ona koja traju najkrace, te se stoga odvijaju po kruznici [12]. Prva osoba
koja je ozbiljno razmatrala problem minimizacije sa znanstvenog gledista
najvjerojatnije je bio starogrcki matematicar i fizicar Herorﬂ koji je zivio
u danasnjoj Aleksandriji. Zakljucio je (bez dokaza) da se zraka svijetlosti,
reflektirana od zrcala, krec¢e po najbrZoj mogucoj putanji do promatraceva
oka. Sli¢ni problemi promatrani su i petnaest stoljec¢a kasnije, te je ova He-
ronova slutnja zapravo preteca danas poznatog Fermatovog’|principa u op-
tici po kojem svjetlost putuje izmedu dvije tocke po onome putu za koji joj
treba najmanje vremena da ga prijede.

Na samom pocetku prvoga tisucljeca, a i ranije, kraljevi bi nagradivali
svoje najbolje podanike poklanjajuéi im onoliko zemlje koliko su bili u mo-
gucnosti obujmiti uzoranom brazdom u nekom vremenskom periodu. Upravo
se zato razni perimetricki problemi, poput pronalaska ravninske krivulje una-
prijed zadane duljine koja zatvara lik najveée povrsine, svrstavaju medu
neke od najvaznijih matematickih problema tog vremena. Iako aleksandrij-
ski matematicar Pappusﬁ nije bio prva osoba koja je proucavala probleme
ovoga tipa, u svojoj knjizi Zbirka iz 340. godine sistematizirao je rezultate
raznih znamenitih gré¢kih matematicara o danom problemu. DosSao je do
zakljucka (bez formalnog dokaza) da medu svim ravninskim likovima jed-
nakog opsega, krug ima najvecu povrsinu.

Do sada smo se uvijerili da su se optimizacijski problemi prirodno po-
javljivali ve¢ od samih pocetaka razvoja znanosti i drustva. Matematicki

1 Aristotel (Stagira u Traciji, 384. pr. Kr. — Halkida, 322. pr. Kr.), starogréki filozof i prirodos-
lovac

2Heron (oko 10. - 70.), starogréki matematicar, fizi¢ar i inzenjer

3Pierre de Fermat (17. kolovoza 1601. — 12. sije¢nja 1665.), francuski matemati¢ar i pravnik

4Pappus (oko 290. - 350.), starogreki (aleksandrijski) matematicar
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gledano, optimizacijski problemi svode se na odredivanje (lokalnih) eks-
trema (minimuma ili maksimuma) realnih funkcija. Kada je funkcija ¢ije
ekstreme trazimo funkcija jedne ili viSe realnih varijabli te je dovoljno glatka,
onda njezine (lokalne) ekstreme moZemo relativno jednostavno pronaci
koristenjem diferencijalnog ra¢una. Medutim, postoji potreba i za traze-
njem ekstrema takvih funkcija koje nisu funkcije realnih varijabli.

Jednu takvu klasu optimizacijskih problema ¢ini i varijacijski racun. To
je dio matematicke analize i teorije optimizacije, koji se bavi problemima
egzistencije, jedinstvenosti i odredivanja (lokalnih) ekstrema danog inte-
gralnog funkcionala koji je zadan na nekakvom skupu realnih ili vektorskih
funkcija jedneili viSe realnih varijabli. Preciznije, za danu funkciju L i neka-
kav podskup C (Cesto vektorski ili afin prostor) skupa svih realnih funkcija
realne varijable, zanimaju nas ekstremi (minimum i/ili maksimum) funk-
cionala I : C — R oblika

b
1) = [ Lxy(,y/(x)dx,  yec. M)

Dakle, sada funkcija I ¢ije ekstreme traZzimo nije funkcija realnih varijabli
nego joj je domena nekakav skup funkcija C.

Uoc¢imo da je izgled funkcionala I dosta specifi¢an, te se prirodno pos-
tavlja pitanje zasto traziti ekstreme ba$ takvog funkcionala? Pokazuje se
da se zapravo velik broj stvarnih problema moZe svesti upravo na minimiza-
ciju ili maksimizaciju takvog funkcionala, uz odgovarajuci odabir skupa C
i funkcije L. Promotrimo primjerice sljede¢e probleme:

A. Problem najkraceg puta: pronaéi ravninsku krivulju najmanje duljine
koja spaja dvije zadane tocke.

B. Problem najkraceg puta na sferi (geodetska krivulja na sferi): pronadi naj-
kradi put izmedu dvije tocke na sferi, ili preciznije, pronaci krivulju
najmanje duljine koja leZi na danoj sferi i spaja dvije zadane tocke te
sfere.

C. Problem brahistokrone: naci najbrzi put gibanja, pod utjecajem gravi-
tacijske sile, izmedu dvije tocke u vertikalnoj ravnini. Preciznije, za
dane dvije tocke u vertikalnoj ravnini naéi put koji ih spaja, a koji ¢e
materijalna tocka, pod utjecajem sile gravitacije, prije¢i u najkraéem
mogudem vremenu.

D. Platonov problem: pronaéi rotacijsku plohu najmanje povrsine koja
prolazi kroz dvije zadane tocke. Preciznije, pronadi ravninsku kri-
vulju koja spaja dvije dane tocke xy-ravnine, a ¢ijom rotacijom oko
osi x nastaje ploha najmanje povrsine.
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Svi ti problemi mogu se svesti na pitanja pronalaska ekstrema funkci-
onala oblika (T), kao to éemo kasnije i pokazati. Zapravo, s obzirom na spe-
cifi¢nost funkcionala I, nevjerojatna je koli¢ina prakti¢nih primjena varija-
cijskog ra¢una u raznim podrudjima znanosti. Neki od primjera ukljuc¢uju
konstrukcije raznih materijala sa Zeljenim svojstvima (krutosti, termalne ili
elektri¢ne vodljivosti i sl.) [2]], mekanog slijetanja svemirskih letjelica, kons-
trukcija avionskih krila, prigusivanje neZeljenih vibracija u mehanickim i
gradevinskim konstrukcijama, do raznih primjena u teoriji upravljanja, op-
¢oj teoriji relativnosti i kvantnoj teoriji polja [12]. Primijetite da svi ovi pri-
mjeri imaju fizikalnu pozadinu, Sto ne iznenaduje s obzirom na to da je sam
razvoj varijacijskog rac¢una bio motiviran raznim fizikalnim primjenama. Me-
dutim, varijacijski ra¢un danas nalazimo i u ekonomiji, knjizevnosti, pa ¢ak
iu dizajnu interijera [9].

Gore nabrojeni problemi koriste se danas kao tipi¢ni akademski primjeri
pri poducavanju varijacijskog ra¢una, medutim oni imaju i veliki povijesni
znadaj u razvoju varijacijskog rac¢una.

2 Poceci varijacijskog racuna

Ozbiljniji razvoj varijacijskog rac¢una pocinje u drugoj polovici 17. stoljeca
razvojem infinitezimalnog racuna, a iz samog izgleda funkcionala I u
jasno je da nije ni mogao poceti prije.

Prvi ozbiljan varijacijski problem proucavao je Sir Isaac Newtorﬂu svom
znamenitom djelu Philosophiae naturalis principia mathematica objavljenom
1685. Newton je proucavao gibanje tijela kroz neviskozan i nekompresibi-
lan fluid, odnosno bavio se problemom pronalaZenja rotirajuceg tijela, koje
¢e, gibajudi se kroz fluid konstantnom brzinom, minimizirati otpor fluida
[11]. Pretpostavke koje Newton uzima da bi opisao fluid i gibanje tijela u
njemu prili¢no su gruba aproksimacija stvarnog gibanja, ali se pokazuju
kao dovoljno dobra aproksimacija u nekim situacijama, poput gibanja flu-
ida u rijetkom plinu malom brzinom, zatim gibanja tijela u idealnom fluidu
nadzvucnom brzinom, te za tanka tijela [5,16]. Ovo je prvi problem koji je
bio korektno formuliran i rijeSen, te stoga mnogi uzimaju da njime pocinje
razvoj varijacijskog racuna.

Zanimljivo je da Newton u Principii nije objasnio kako je dosao do rje-
Senja, te je time zbunio tadasnju matematic¢ku javnost koja nije bila u sta-
nju samostalno izvesti njegove zakljucke (¢ini se da je najbliZi tome bio

5Sir Isaac Newton (Woolsthorpe, 25. prosinca 1642. — Kensington, 20. oZzujka 1727.), engleski
fizi¢ar, matematicar i astronom
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Huygensﬁ). Kompletno rjesenje Newton je naposljetku zapisao 1691. go-
dine u privatnoj korespondenciji s profesorom astronomije na Oxfordu Da-
vidom Gregoryjem, koji je to prenio ostatku matematicke zajednice kroz
svoja predavanja [11]].

Nedugo zatim, u svibnju 1696. godine, Johann Bernoullﬂ ¢lan vjero-
jatno najpoznatije matematicke obitelji u povijesti, postavio je svijetu vec¢

spomenuti problem Brachistohorne. 1zazov je objavio u Leibnizovon’ﬁ ca-
sopisu Acta Eruditorum te ga zapocinje tekstom [§]

Ja, Johann Bernoulli pozdravljam najsposobnije matematicare
svijeta. NiSta nije atraktivnije inteligentnim ljudima od poste-
nog izazovnog problema cije ¢e potencijalno rjeSenje donijeti
slavu i trajno ostati zapamdeno. Slijededi primjere Pascala, Fer-
mata, itd. nadam se da ¢u zavrijediti zahvale cijele znanstvene
zajednice stavljajuci pred najbolje matematicare naseg vremena
problem koji ¢e testirati njihove metode i snagu njihova inte-
lekta. Ukoliko mi netko predstavi rjeSenje danog problema,
javno ¢u ga proglasiti hvalevrijednim.

U nastavku, Johann je precizirao problem, te objavio da ima njegovo rje-
Senje, ali je dao ostalim matemati¢arima vremena do kraja godine da poku-
$aju sami doci do istoga. Prema nekim izvorima Johannove namjere i nisu
bile tako plemenite kao Sto bi se dalo naslutiti iz gornjeg teksta. Naime, ¢ini
se da je izazov objavio kako bi izazvao svog starijeg brata ]acobaﬂs kojim je
bio u sukobu [9]], dok je prema nekim izvorima [3] to u¢inio kako bi izazvao
Newtona. Naime, Johann je bio u dobrim odnosima s Leibnizom, te je bio
na njegovoj strani u poznatom sukobu Leibniza i Newtona oko primata u ra-
zvoju infinitezimalnog ra¢una. U svakom slucaju, do kraja godine dobio je
samo Leibnizovo rjeSenje (vjeruje se da je naziv brahistokrona@] nastao do-
govorno od strane Leibniza i Johanna Bernoullija), te je prolongirao rok do
Uskrsa 1697. Ovog puta je poslao i pisma s opisom izazova najpoznatijim
matematicarima tog vremena, te je uskoro dobio rjeSenja i od Newtona, Ja-
coba Bernoullija, te l’H()pitalaE Njih petorica su u to vrijeme zapravo bili
i jedini matematicari koji su dobro vladali infinitezimalnim ra¢unom.

6Christiaan Huygens (Haag, 14. travnja 1629. — Haag, 8. lipnja 1695.), nizozemski astronom,
matematicar i fizi¢ar
7"Johann Bernoulli (Basel, 6. kolovoza 1667. — Basel, 1. sije¢nja 1748.), $vicarski matematicar
8Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 1. srpnja 1646. - Hannover, 14. studenoga 1716.), nje-
macki filozof, matematicar, fizicar i diplomat
9Tacob Bernoulli (Basel, 6. sije¢nja 1655. — Basel, 16. kolovoza 1705.), Svicarski matematicar
10Naziv dolazi od grekih rije¢i Bpdxiotog, najkradi i xpévog, vrijeme
N Guillaume de I"'Hopital (Pariz, 1661. — Pariz, 2. veljace 1704.), francuski matemati¢ar
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Pogledajmo sada kako se gore navedeni problemi mogu svesti na traZe-
nje ekstrema integralnog funkcionala oblika ().

2.1 Problem najkradeg puta

Cilj nam je pronadi glatku krivulju koja predstavlja najkraéi put izmedu
dviju to¢aka ravnine (a, A) i (b, B), gdje je a < b. Iako nam je intuitivno
jasno da ¢e najkraca spojnica dviju to¢aka u ravnini biti duzina odredena
danim tockama, dokaz te slutnje nije trivijalan. Lako se moZe vidjeti da je
ta krivulja nuzno graf nekakve funkcije y : [a,b] — R, zakojujey(a) = Ai
y(b) = B. Duljina luka glatke krivulje jednaka je krivuljnom integralu prve

vrste, te iznosi
b
S(y) = /ds :/\/1+y’(x)2dx.
T, a

Pocetni problem svodi se na trazenje funkcije y za koju je vrijednost inte-
grala S najmanja moguca.

2.2 Geodetska krivulja na sferi

U prethodnom smo se primjeru bavili traZenjem najkracée udaljenosti medu
dvjema tockama u ravnini. Medutim, $to kada se tocke nalaze na sferi
danog radijusa i optimalnu putanju trazimo medu svim krivuljama na toj
sferi, a koje povezuju dane tocke? Za modeliranje ovog problema priklad-
nije su nam sferne kordinate:

x = rsinf cos ¢
y=rsinfsin¢
z =rcosf

pricemusur € R*, 6 € [0, 7], ¢ € [0,27). Diferenciranjem dobivamo

dx = sin 6 cos ¢dr + r cos 6 cos pdf — r sin 6 sin pd g
dy = sin 8 sin ¢dr + r cos 6 sin ¢d6 + r sin 6 cos pd ¢
dz = cos0dr — rsin 6d0,

Trazimo najkradi put na sferi radijusa R > 0 izmedu dviju njenih tocaka
danih u sfernim koordinatama s A = (R,04,94) i B = (R, 0p, ¢p). Koris-
teci gornje izraze, infinitezimalni element duljine luka AB moZemo izraziti
kao

ds = \/dx + dy? +dz? = |/ (Rd)? + (R sin fdg)>
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gdje smo koristili ¢injenicu da za tocke sfere vrijedi r = R, pa posljedi¢no i
dr = 0.

U daljnjem ¢emo tekstu promatrati samo one krivulje koje sijeku svaku
paralelu (sve tocke na sferi koje imaju isti 8) u najvise jednoj tocki. Time
smo zapravo iskljucili samo slucaj kada tocke A i B leZe na istoj paraleli,
$to se moZze razmatrati kao u [4, Ch. 2.3], ili pak adekvatnom promjenom
koordinatnog sustava. Takve krivulje mogu se zadati eksplicitnim izrazom
¢ = ¢(0), pa zaklju¢ujemo da je

ds = Ry/1+ (¢/(6)sin0)2de,

odnosno da je duljina luka krivulje ¢ = ¢(6) izmedu to¢aka A i B na sferi
konstantnog radijusa R dana s

0
5= /ds - R/\/1+(q)’(9) sin 8)2d6.
AB 04

Sada se pocetni problem sveo na traZenje funkcije ¢ = ¢(8), klase C!([84, 65]),
za koju je vrijednost integrala S najmanja moguca [7, Ch 4.1.4].

2.3 Problem brahistokrone

Zadatak nam je odrediti glatku funkciju y : [0, 2] — R, ¢iji ¢e graf predstav-
ljati putanju po kojoj ¢e materijalna tocka mase m ispustena iz ishodista,
pod utjecajem gravitacijske sile i bez trenja, u najkra¢em vremenu sti¢i u
tocku (a, A).

Primijetimo da bi problem, u slu¢aju da zanemarimo gravitacijsku silu,
bio jednak problemu najkraceg puta, jer bi vrijeme i put bili direktno pro-
porcionalni, pri ¢emu bi konstantna brzina predstavljala koeficijent propor-
cionalnosti.

Formulirajmo sada problem matematicki: neka je u vertikalnoj ravnini
dan koordinatni sustav u kojem y-os ima smjer prema dolje, odnosno u
smjeru gravitacijske sile, kao na slici [l Kao nulto vrijeme uzmimo po-
Cetak gibanja, a s T oznac¢imo vrijeme potrebno da bi se gibanje zavrsilo.
Neka je ¢(t) x-koordinata materijalne tocke u trenutku . Kako se ona giba
po grafu funkcije y, onda je poloZaj estice u trenutku + € [0,T]| dan s
7(t) = (¢(t),y(@(t))), te uotimo da je funkcija ¢ : [0,T] — R rastuca.
Tada je vektor brzine Cestice jednak 7 (t) = (¢'(t),y' (¢(t))¢'(t)), odnosno
vrijednost brzine jednaka je

o(t) = \/CP’(f)2 + (' (@(1)¢' (1) = ¢'()\/1+ (V' (9(t))?
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v

v

Slika 1: Ilustracija problema brahistokrone

Prema zakonu sacuvanja energije ukupna suma potencijalne i kineticke
energije u svakom je trenutku jednaka, odnosno

(1)~ mgy(p(t) =0, te(0T],

gdje je m masa materijalne tocke, a g gravitacijska konstanta. Koriste¢i gor-
nji izraz za v, lako dobivamo

(O1+ (002 = \2gy(p(), t€[0,T]

odakle dijeljenjem te integracijom po t € [0, T], uz zamjenu varijabli x =

¢(t) slijedi

T:f¢ ()T wm» /wu—
/ T V22

2gy(¢(t))

Konacéno, problem smo sveli na traZenje funkcije y za koju je gornji integral
T najmanji mogudi.
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3 Pojam varijacije i Euler-Lagrangeova jednadZzba

Za daljnji razvoj varijacijskog rac¢una najznacajniji je Leonhard Eulelﬂ stu-
dent Johanna Bernoullija. Bavio se izoperimetric¢kim problemimﬂ te gore
opisanim problemom pronalaska najkrace spojnice dviju to¢aka na sferi.
Medutim najveci doprinos dao je sistematizirajuéi metode kojima su se do
tada rjesavali problemi ovog tipa u jedan mocan alat. Zahvaljujuéi tome,
sada je bio u moguénosti proucavati veliku klasu problema, te na njih pri-
mjenjivati stecene rezultate. Neki od tih problema su i razni problemi uda-
ljenosti na plohama, generalizacije problema brahistokrone, problemi uvjet-
nih ekstrema s izoperimetrickim uvjetima, te mnogi drugi. Euler je bio
svjestan da je najveca mana njegovih razmatranja bila preveliko oslanjanje
na geometriju, kao Sto je bio slucaj i s njegovim prethodnicima. Medutim,
vec¢ 1755. godine Joseph-Louis Lagrangg'*, devetnaestogodiSnjak iz Torina,
poslao je Euleru pismo koje je sadrzavalo detalje nekih njegovih ideja. U
svom je prvom pismu, Lagrange pokazao Euleru kako da eliminira nez-
grapne geometrijske metode iz svojih rezultata i zamijeni ih jednostavnijim,
analitickim metodama. Dodatno, Lagrange je vrlo brzo razvio zanimljiv
nacin usporedbe dviju funkcija, a zanimljivo je da je Euler, ¢im je proucio
Lagrangeove ideje, odustao od svih svojih dotadasnjih geometrijskih pris-
tupa varijacijskom ra¢unu i zamijenio ih analitickima. Jedna od tih ideja
ukljucivala je koriStenje posebnog linearnog operatora, koji je Lagrange na-
zvao varijacija, te je zbog toga Euler tu problematiku nazvao varijacijski ra-
¢un. Tijekom iduéih nekoliko godina, Euler i Lagrange, uvodenjem pojma
prve varijacije funkcionala, a potom i onoga sto je danas poznato kao Euler-
Lagrangeova jednadZba, postavit ¢e snaZne temelje u razvoju varijacijskog
racuna.

Prisjetimo se da je problem kojim se bavimo nalaZenje (lokalnih) eks-
trema funkcionala

b
1) = [ L(xy(x),y' ()

na skupu C := {y € C([a,b]) : y(a) = A, y(b) = B}, za dane realne

2Leonhard Euler (Basel, 15. travnja 1707. — Sankt Petersburg, 18. rujna 1783.), Svicarski
matematicar, fizicar i astronom

130riginalno, izoperimetri¢ki problem je glasio: Medu svim "oblicima" danog opsega, po-
trebno je pronaci onaj maksimalne povrsine. Kasnije je taj pojam generaliziran na ¢itavu
klasu problema uvjetne optimizacije, kod kojih je uvjet nekog posebnog oblika.

14]oseph—Louis Lagrange (Torino, 25. sije¢nja 1736. - Pariz, 10. travnja 1813.), talijanski mate-
matiar i astronom, krten kao Giuseppe Lodovico Lagrangia, ali je zbog o¢evog francu-
skog porijekla i ¢injenice da je zadnju tre¢inu Zivota proveo u Parizu ostao zapaméen po
frankofoniziranoj varijanti svog imena.
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brojeve a < b, A i B, te podintegralnu funkciju L € C?(IR®) koju nazivamo
lagrangia

Napomena 3.1. Ako malo bolje pogledamo lagrangian u problemu brahis-
tokrone, vidjet ¢emo da nije definiran u svim to¢kama iz IR?, kao ni da skup
funkcija po kojem minimiziramo ne odgovara gornjem skupu C. Medutim,
namjera nam je pokazati osnovnu (Lagrangeovu) ideju varijacijskog ra¢una
bez ulaZzenja u neke tehnicke detalje, pa se stoga ne¢emo ovdje baviti ne-
kim drugim domenama za lagrangian, iako dobiveni rezultati vrijede i u
tim opc€enitijim situacijama.

Pretpostavimo sada da je yp € C minimum funkcionala I na C (za mak-
simum je zaklju¢ivanje analogno). Prema definiciji minimuma, to znaci da
za svaki y € C vrijedi I(yo) < I(y). Ova nejednakost vrijedi posebno i za
funkcije oblika

y(x) = yo(x) +en(x) €C, )

za proizvoljan (fiksni) 7 € D := {u € C'([a,b]) : p(a) = u(b) =0}ie € R.
Dakle, za fiksnu funkciju 7 vrijedi

I(yo) < I(yo+en), €€R,

Sto povlaci da je ¢ = 0 tocka minimuma glatke funkcije R — R dane s

b
e 1(yo+en) = [ L(xyo(x) +en(x), vh(x) + o1/ (x))dx.

a

Sada iz nuZnog uvijeta ekstrema za funkciju jedne varijable slijedi

d
e (I(yo +en))_, =0 ©)

Gornji je izraz Lagrange nazivao varijacija funkcionala I, a danas je uobi-
Cajeni naziv proa varijacija.

Napomena 3.2. Jednakost (3) moZe se lako izvesti i uz slabiju pretpostavku
da je yo tocka lokalnog ekstrema.

15Naziv nosi u ¢ast Joseph-Louisu Lagrangeu
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Deriviranjem te koriStenjem cinjenice da integral glatke funkcije i deri-
vacija komutiraju [14] slijedi

%I(yo +en)_, =
= [ (2L y0(x), 95 () (x) + 5L, o (), v (x)) (x) ) .

Parcijalnom integracijom prvog ¢lana u gornjem integralu dobivamo

b
S +en)y = [ /(8L yo(x), o))t

a

+/32L5y0( ), yo(s))ds 7 (x

/ 7'(3) [ 9L y0(6), v (5)) s dn

Kako vrijedi 77(a) = 1(b) = 0, to drugi ¢lan u gornjoj sumi is¢ezava, pa
postaje

/'7 (355, v0(x), o (x /astyo()yo())d5>dx—0 @

Zbog proizvoljnosti funkcije 7 € D izraz (d) nije dobar alat za pronalaze-
nje funkcija yo koje ga zadovoljavaju. Zato ¢e nam od velike vaznosti biti
sljededi teorem.

Teorem 3.1. Ako za neprekidnu funkciju ¢ : [a,b] — R vrijedi

/h o) (x)dx =

za svaku 17 € C!([a,b]) za koju je 57(a) = n(b) = 0, onda je ¢ konstantna
funkcija.

Dokaz. Oznacimo s c srednju vrijednost funkcije ¢:

b
— [o@ax, ©

11
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te neka je

Uotimo da je 7 € C!([a, b)), te vrijedi (a) = n(b) = 0iy'(x) = ¢(x) —c.
Zbog () je

0—/4) dx—/go —¢)dx

b b
- / p(x)(p(x) — )dx — [ c(p(x) —)dx = [ (g(x) — c)dx,

odakle lako slijedi da je ¢ = c. O

Primjenom gornjeg teorema na jednakost (@) zaklju¢ujemo da je za svaki
x € [a,b]

93L(x, yo(x /azL s,90(s),y5(s))ds =c € R.

Kako je drugi ¢lan u gornjoj razlici funkcija klase C!([a, b]), zaklju¢ujemo
da to mora biti i prvi ¢lan, te kona¢no deriviranjem dobivamo

2L (x, 10 ), () — <AL (5, 0(x), Y (x) = 0.

Gornja obi¢na diferencijalna jednadzba [1] za funkciju yo naziva se Euler-
LagmngeovaFE] jednadzba i nuzan je uvjet da bi funkcija yo € C bila ekstrem
funkcionala I. Svaku funkciju yp € C koja ju zadovoljava nazivamo staci-
onarna funkcija funkcionala I.

Napomena 3.3. Uoc¢imo da je Euler-Lagrangeova jednadZzba obi¢na dife-
rencijalna jednadZzba drugog reda za funkciju yp. Medutim to ne znaci
nuZno da je ekstremalna funkcija yo klase C?([a, b]), jer se primjerice moZze
desiti da drugi ¢lan jednadZbe i8¢ezava (vidi [10 str. 16]). Medutim moZe
se pokazati [[10), str. 17] da y( ima neprekinutu drugu derivaciju u svim to¢-
kama x € [a,b] u kojima je 93, L(x, yo(x), yy(x)) # 0.

16U literaturi (npr. [10]) se éesto naziva i samo Eulerova jednadZba

12
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Napomena 3.4. Prije smo ve¢ napomenuli da je gornji ra¢un moguce pro-
vesti i uz nesto drugacije pretpostavke na lagrangian L i skup C po kojem
minimiziramo. Za izvod Euler-Lagrangeove jednadzbe bitno je da vrijedi
izraz (@) za dovoljno veliku klasu dopustivih funkcija 17, tako da moZemo pri-
mijeniti teorem 3.1} odnosno njegove varijante. Pri tome je dopustiva svaka
funkcija # za koju vrijedi (2) za svaki € iz neke okoline tocke 0.

3.1 Posebni slucajevi Euler-Lagrangeove jednadzbe

Ukoliko je lagrangian L posebnog oblika, Euler-Lagrangeova jednadzba
moZze se dodatno pojednostavniti. To ée nam biti posebno korisno u rje-

Cajevi:

Kada lagrangian L ne ovisi eksplicitnooy’, tadaje 3L = 0 pa Euler-Lagrangeova
jednadzba glasi

9L (x,y(x)) = 0.

U slucaju kada lagrangian L ne ovisi eksplicitno o y, tada je 0oL = 0, pa Euler-
Lagrangeova jednadZzba glasi

% (E)y/L(x,y’(x)> =0,

Sto je pak ekvivalentno s

dyL(x,y'(x)) =c, zanekiceR.

U slu¢aju kada lagrangian L ne ovisi eksplicitno o x, tada je 9;L = 0. Pomno-
Zimo li Euler-Lagrangeovu jednadZbu s y’ dobivamo

oL d JL
e —
Y ay Y dx ay’ ©)
o . o daL .. ... .
Iskoristimo li formulu za sloZeno deriviranje na P slijedi da je
oL dL dL
/I __ T 7y// (7)

oY Tdx oy
Uvrstimo li izraz (7) u jednakost (6) dobivamo

dL_ oL, ,d (3L
ay’

ax oyt Vax

13
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d(aL ) oL, (oL
ax \ay? ) “oay? TV ax \ay )

Kako je
to slijedi

Sto je ekvivalentno s

afl“,(y(x),y’(x))y’(x) =c¢, zanekic € R.

Lly(x), /() 5,

Gornji izraz poznat je pod nazivom Beltramijev identite

4 Dovoljan uvjet ekstrema

Daljnji razvoj varijacijskog ra¢una nastavlja koje desetljece kasnije, francu-
ski matemati¢ar Adrien-Marie Legendre™®| koji je poceo razvijati teoriju
Kklasifikacije ekstrema na minimume i maksimume. Motiviran Taylorovim
teoremom, Legendre uvodenjem pojma druge varijacije, dolazi do nuznih
uvjeta koji ¢e mu omogugiti razlikovanje tipa ekstrema funkcije. Medutim,
unato¢ ¢injenici da je bio na dobrom tragu, nije uspio pokazati da je dobi-
veni rezultat ujedno i nuZzan i dovoljan. Iako idejno dobri, njegovi rezultati
sadrzavali su nekoliko gresaka, koje su mu onemogucavale daljnji napre-
dak. Tek pedesetak godina kasnije, njegovu teoriju nastavio je razvijati Carl
Gustav ]acobfﬂ koji je uspio upotpuniti Legendreove rezultate o nuznim
i dovoljnim uvjetima postojanja ekstrema. Otprilike u isto vrijeme je Ha-
miltor@ objavio dva rada o mehanici u kojima, koriste¢i Lagrangeove ideje,
pokazuje da se gibanje Cestice u polju sile moZe svesti na proucavanje dviju
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Jacobi je upotpunio njegove radove,
te pokazao da je dovoljna samo jedna od tih jednadzbi, danas poznata kao
Hamilton-Jacobijeva jednadZba. Time su udarili temelje onome $to je danas
poznato kao Hamilton-Jacobijeva teorija u klasi¢noj mehanici, te time i uka-
zali na vaznost varijacijskog ra¢una u fizici. Mi ovdje ne¢emo prikazivati

17Eugenio Beltrami (Cremona, 16. studenoga 1835. — Rim, 18. veljace 1900.), talijanski mate-
maticar

18 Adrien-Marie Legendre (Pariz, 18. rujna 1752. — Pariz, 10. sije¢nja 1833.), francuski mate-
maticar

19Carl Gustav Jacobi (Potsdam, 10. prosinca 1804. — Berlin, 18. veljage 1851.), njemacki mate-
maticar

205ir William Rowan Hamilton (Dublin, 3/4 kolovoza 1805. — Dublin, 2. rujna 1865.), irski
matematicar i astronom
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(Legendreove i Jacobijeve) dovoljne uvjete ekstrema, nego ¢emo krenuti u
nesto drugacijem smjeru.

Do sada smo razvili alate za odredivanje kandidata za (lokalni) ekstrem
funkcionala I. Postavlja se pitanje kako provijeriti koje od stacionarnih funk-
cija zaista jesu (lokalni) ekstremi. Pokazuje se da se slicnim razmisljanjem
kao za realne funkcije realne varijable mogu dobiti dovoljni uvjeti (lokal-
nog) ekstrema koji uklju¢uju drugu varijaciju funkcionala I (za viSe vidi
npr. [7,[13]). Medutim, u nekim slu¢ajevima nam nije potrebna druga vari-
jacija za izvodenje zakljucaka o tipu ekstrema. Prisjetimo se da kod mini-
mizacije konveksne realne funkcije jedne varijable svaka stacionarna tocka
te funkcije ujedno je i njen globalni minimum [4} str 41.]. Analogna tvrdnja
vrijedi za konkavne funkcije i globalni maksimum. Sli¢ne tvrdnje mogu se
izvesti i za varijacijske probleme. Prije daljnjeg razmatranja podsjetimo se
osnova konveksne analize (promatrat éemo samo konveksne funkcije, za
konkavne vrijede analogni rezultati).

Za skup M C R" kazemo da je konveksan, ukoliko za svaka njegova
dva elementa x1, x, € M vrijedi da je i njihova spojnica {(1 —t)x; + tx3 :
t € [0,1]} sadrzana u M. Za realnu funkciju f, definiranu na konveksnom
skupu M C R", kaZemo da je konveksna na M ukoliko je

(Vx1,x € M) (Vt € [0, 1]) f((1— t)x1 + txz) <(1- t)f(xl) + tf(.‘)C2) .

Konveksnost funkcije, posebno one vise varijabli, opéenito nije jednos-
tavno provijeriti iz same definicije. Stoga se ¢esto koriste razne karakteriza-
cije koje uklju¢uju (parcijalne) derivacije funkcije.

Teorem 4.1. [4) str 41.] Nekaje M C R? konveksan skup i f € C?(M).
Funkcija f je konveksna na M ako i samo ako za svaki (x,y) € M vrijedi

a1 f(x,y) >0
9 f (x,y) >0
o1 f (%, )05 f (x,y) — (8%, f (x,y))* > 0.

Lema 4.1. [4, str 42.] Ukoliko je f € C'(M) konveksna funkcija definirana na
konveksnom skupu M C R", tada za svaka dva x1, x, € M vrijedi

f(x2) = f(x1) + Vf(x1) - (x2 —x1).

Geometrijska interpretacija nejednakosti iz gornje leme je da se graf funk-
cije f nalazi iznad svake tangencijalne ravnine na taj graf. Uvjeti koji ¢e
nam garantirati da je stacionarna funkcija o funkcionala I ujedno i njegov
minimum bit ée usko vezani za konveksnost tog funkcionala. Medutim,
lako se moze vidjeti da je konveksnost funkcionala I vezana uz konveks-
nost pripadnog lagrangiana L.

15
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Teorem 4.2 (Dovoljan uvjet ekstrema). Ukoliko je lagrangian L funkcion-
ala I klase C2([a, b] x IR?) i konveksan po zadnje dvije varijable (yiy’), onda
je svaka funkcija yg € C koja zadovoljava Euler-Lagrangeovu jednadZbu za
I, ujedno globalni minimum danog funkcionala.

Dokaz. Prema pretpostavci je za svaki x € [a,b] preslikavanje (y,y’) —
L(x,y,y') konveksno na IR? pa za proizvoljne y;,y, € C, prema lemi
vrijedi
L(x,y2(x), y2(x)) = L(x,y1 (x )ryﬁ(x))Jr
+ 0 L(x,y1(x),y
)y

+93L(x, y1 (x (yz(x) —¥1(x)). ®)

Neka je yp € C stacionarna funkcija za I, te neka je y € C proizvoljna
funkcija. Iz (§) i monotonosti integrala zaklju¢ujemo

b b

1(y) = 1(w0) = [ L(xy(x),y/(0)dx = [ Lz, yo(x), yp(x))dx

a a

b b
> /BzL(x,yo,y’o)(y—yo)der /asL(x,yo,yé)(y’—yé)dX-
a a

Parcijalnom integracijom drugog integrala u gornjem izrazu dobivamo

b
I(y) — I(yo) = 93L(x,yo(x),yo(x)) (y(x) — yo(x))

xX=a

b
¥ / (3223031 45006) ~ AL 10, 16(0) ) (9() — ()}

Kako su g,y € C, to prvi ¢lan u gornjoj sumi is¢ezava, a bududi da je yo
stacionarna funkcija za I, to iS¢ezava i drugi ¢lan. Stoga je

I(y) — I(yo) > 0, zasvakiy € C,

odnosno vy je (globalni) minimum funkcionala I. O

16



UvoD U VARIJACIJSKI RACUN I NJEGOVA POVIJEST

Napomena 4.1. Ukoliko langrangian nije definiran na cijelom [a,b] x R?,
Sto izmedu ostalog zna¢i da i funkcije iz skupa C po kojem radimo minimi-
zaciju (ili njihove derivacije) ne mogu poprimiti sve vrijednosti iz IR, kao $to
je slucaj kod problema brahistokrone, onda bi tvrdnja prethodnog teorema
vrijedila uz pretpostavku da je za svaki x € [a, b], skup

My = {(y(x),y'(x)) :y € C}

konveksan, te da je funkcija (y,y’) — L(x,y,y’) konveksna na M, [4, str
45-46].

Napomena 4.2. Ukoliko je lagrangian konveksan po zadnje dvije varijable
onda se koriste¢i linearnost i monotonost integrala lako mozZe provijeriti da
je i funkcional I konveksan.

5 Primjene na ranije promatrane primjere

5.1 Problem najkraéeg puta

Prisjetimo se da smo problem najkraceg puta sveli na traZenje funkcije y € C
za koju je vrijednost integrala

b
S = ./1/1+(y’(x))2dx

najmanja moguca. Pripadni lagrangian danjes L(x,y,y') = /1 + (y/(x))?,
te se Euler-Lagrangeova jednadzba svodi na

Y
=c
/1 + y/2
za proizvoljnu realnu konstantu c. Lako se vidi da je rjeSenje ove diferenci-
jalne jednadzbe dano s y(x) = c1x + ¢p, pri ¢emu su ¢y, ¢, neke realne kons-
tante ¢iju vrijednost lako odredimo iz rubnih uvjeta y(a) = AiY(b) = B:
€] = %, ¢y = A —a4=B . Konatno, jedina stacionarna funkcija je pravac

a—b

kroz tocke (a, A), (b, B), dan jednadZbom

yo) —A=2"2A),

/

Kako je
1
27 _ 2 2
any - 0, ay}//L - 0, ay/y/L - (1 +y/2>3 > 0,

17



KRreSIMIR BUurAZIN, Una Rapojici¢

to je prema teoremu [4.1]lagrangian konveksan po zadnje dvije varijable, pa
iz teorema [4.2] slijedi da je ta stacionarna funkcija ujedno i globalni mini-
mum funkcionala S, odnosno najkraci put izmedu dvije tocke ravnine je
duZzina odredena tim tockama.

5.2 Geodetska krivulja na sferi

Problem pronalaska najkraceg puta na sferi sveli smo na traZenje funkcije
@ = ¢(0), klase C'([04,05]), za koju je vrijednost integrala

0
5= R/ \/1+ (¢/(9) sin6)2de.
04

minimalna.
Kako je lagrangian dan izrazom L(6, ¢, ¢') = /1 +sin?0¢’2, tose p u L
ne pojavljuje eksplicitno, pa se Euler-Lagrangeova jednadzba svodi na
in20 ./
0
- ey ¢ € [0,1), za neku konstantu ¢ € R,
1+ (¢'sin6)?
odakle lako dobivamo
/

c
¢ = ,
sinfv/sin? 0 — 2

te direktnom integracijom zaklju¢ujemo da ¢ zadovoljava

tanc
cos(p+c) = "2 zanekec;, o €R,

tan 0

Sto je pak ekvivalentno s
cos 6 cos ¢ cos c; — cos @ sin ¢ sincy; = tancy sin6.

Ukoliko gornju jednadZbu transformiramo u Kartezijeve koordinate dobi-
vamo da traZena krivulja leZi u ravnini

xcoscy —ysincy = ztancy,

koja prolazi kroz ishodiste, tj. srediSte sfere. Zaklju¢ujemo da se staci-
onarna krivulja nalazi na presjeku sfere i ravnine koja prolazi sredistem
sfere. Drugim rije¢ima, stacionarna krivulja je dio luka glavne kruznice

18



UvoD U VARIJACIJSKI RACUN I NJEGOVA POVIJEST

koja prolazi danim to¢kama. Da se zaista radi o minimalnoj udaljenosti,
slijedit ¢e iz konveksnosti lagrangiana. Naime, iz
2 2 2 Sin2 0
aq,q,LIO, a /L:O, a /L— ZO,
oo 7o 12 gin2 0)3
(1+ ¢?sin"0)

prema teoremu4.1|slijedi da je L konveksan u odnosu na zadnje dvije vari-
jable, pa zaklju¢ujemo da je dani kruzni luk zaista rjeSenje naseg problema.

Slika 2: Najkraca putanja na sferi odvija se po glavnoj kruznici

Primijetimo jo$ da tocke A i B dijele pripadnu kruZnicu na dva luka.
Geometrijski je jasno da je rjesenje onaj luk za cije tocke je kut 6 iz [0 4, 05].

Napomena 5.1. Na sli¢an na¢in moZe se pronaci najkraci put izmedu dvije
tocke na proizvoljnoj plohi.

5.3 Problem brahistokrone

Problem traZenja putanje po kojoj ¢e materijalna tocka u najkra¢em vre-
menu stici iz ishodiSta u tocku (a, A) ekvivalentan je [7, Ch 4.1.2] problemu
traZenja minimuma integrala

/W
vy
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po skupu C := {y € C1([0,a];R") : y(0) = 0,y(a) = A, T(y) < +oo}.

Napomena 5.2. Uo¢imo da je zbog y(0) = 0 gornji integral zapravo ne-
pravi. Medutim moZe se pokazati da zakljucci poglavlja 3 i 4 vrijede i u
ovome slucaju.

Lako se moZe provjeriti da ovdje lagrangian nije konveksan po zadnje dvije
varijable, pa ne moZemo primijeniti teorem Stoga radimo zamjenu

7(x) = /2y(x), te zbog y' = G, slijedi

Ty = 1) = 72 [ i@+ e,
0

pa je problem minimizacije funkcionala T po skupu C ekvivalentan zadaci
minimizacije funkcionala T po € := {§ € C}(]0,a; R") : (0) = 0, #(a) =
V2A,T(7) < +oo} (uokimo da je preslikavanje y — 7 bijekcija C — C).
Lagrangian funkcionala T dan je s

L(x,7,7) = \/§72(x) + 7 (x)?,

paiz
N o P Y !
vy o/ T2 +i2)3 vy 572+ 72(1 + 7252)
2L = 7 2L L — R L= — 250
YT T Gy g

vy g3 (g72 + y~/2)3
prema teoremu[4.1]slijedi da je L konveksna po zadnje dvije varijable, te je
svaka stacionarna funkcija ujedno globalni minimum funkcionala I.
Kako se ulagrangianu varijabla x ne pojavljuje eksplicitno, to Euler-Lagrangeovu
jednadzbu moZemo zamijeniti Beltramijevim identitetom

7(x) 2+ 7 (x)2 — 7 (x) y(x)yz(? ) =¢, zanekice R

Transformacijom gornjeg izraza dolazimo do

P+ P70 = 5,

1
Sto vradanjem y umjesto ¥, uz supstituciju d := 52~ 0, prelazi u

d—
2(y) = y,
y(x) y
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dr\?_ y
dy d—y’

Da bismo rijesili tu diferencijalnu jednadzbu uvodimo novu varijablu 0 i
zamjenu y(0) = 2(1 — cos#) = dsin §. Uotimodaje =0,zay = 0, te da
f raste s y za 6 < 7. Tada gornja diferencijalna jednadzba postaje

odnosno

g o 1+ cosf’

dx z_dj . 291—c0s9
o)

odakle lako dobivamo
d .
x(0) = iE(G —sinf) +e,
gdje je e neka konstanta. Iz pocetnog uvjeta prema kojem tocka krece s

gibanjem iz ishodista, lako slijedi da je ¢ = 0, pa zbog x > 0 konacno
dobivamo parametarsku jednadZbu traZene krivulje

x(0) = = (6 —sinf,) )

y(0) = =(1 —cosb). (10)

NN

Konstanta d ra¢una se iz drugog rubnog uvjeta y(a) = A, a dobivena kri-
vulja dobro nam je poznata cikloida. Pripadni jf je stacionarana tocka funk-
cionala T, a zbog konveksnosti lagrangiana to je ujedno i to¢ka minimuma.
Stoga je cikloida krivulja po kojoj ¢e se tijelo najbrze spustiti.

Slika 3: Brahistokrona je cikloida
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6 Jos par povijesnih ¢injenica

Zavrsit ¢emo ovaj rad spominjanjem doprinosa jo$ nekih matematicara va-
rijacijskom ra¢unu: sredinom 19. stoljeéa mnogi su se matematicari, po-
put Riemanna{z;r]i Dirichleta{zzl bavili rjeSavanjem raznih rubnih i poc¢etno-
rubnih zadaca za parcijalne diferencijalne jednadZbe koje opisuju razne fi-
zikalne pojave. Tu se varijacijski racun Cesto pojavljuje kao prirodna veza
s takvim zada¢ama. Jedan od problema, do Cijeg rjeSenja je Riemann do-
$ao primjenom do tada poznatih principa varijacijskog rac¢una je i ¢uvena
Dirichletova zadaca: treba pronaci glatko rjeSenje Laplaceove™| parcijalne
diferencijalne jednadzbe u nekoj ograni¢enoj domeni, koje je na rubu te
domene jednako danoj funkciji. Medutim, Riemannovo rjeSenje imalo je
konceptualnu gresku, koja se sastoji u tome da je zanemario pitanje pos-
tojanja minimuma integralnog funkcionala, koji se prirodno pojavljuje uz
Dirichletovu zada¢u. Ilustrirajmo Riemannovu gresku: ako pokazemo da
funkcional (1) ima samo jednu stacionarnu funkciju, moZzemo li zakljuciti
da je to (lokalni) minimum (recimo da je iz fizikalnih ili nekih drugih raz-
loga jasno da ne moze biti maksimum)? Odgovor je ne, zato $to ne znamo
da li minimum uop¢e postoji (osim ako funkcional nije konveksan, ili zado-
voljava neke druge uvjete koji osiguravaju postojanje minimuma). Naime
izvod Euler-Lagrangeove jednadZbe, ¢ija su rjeSenja stacionarne funkcije
napravljen je uz pretpostavku da minimum postoji. Stoga, ako je ta pretpos-
tavka kriva, cijela teorija nije nam od neke koristi. Njemacki matematicar
Karl WeierstraseFE] medu prvima je ukazao na tu greSku. Naime, dotadas-
njim rezultatima varijacijskog ra¢una u pravilu je nedostajala matematicka
strogoca koja se pocinje razvijati rek radovima Cauchyja™} te upravo Ri-
emanna i Weierstrassa, i danas je standard u matematici. Weierstrass je,
izmedu ostalog, prvi ukazao na vaznost skupa C po kojem se minimizira,
te je prvi dao u potpunosti korektan dokaz dovoljnih uvjeta minimuma, te je
svojim preciznim rezultatima zaokruZio pri¢u o ranom varijacijskom racunu

[9].

21Georg Friedrich Bernhard Riemann (17. rujna 1826. — 20. srpnja 1866.), njemacki matema-
ticar

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Doren, 13. veljace 1805. — Gottingen, 5. svibnja
1859.), njemacki matematicar

23Pierre-Simon Laplace (Beaumont-en-Auge, Normandija, Francuska, 23. ozujka 1749. — Pa-
riz, 5. ozujka 1827.), francuski matematicar i astronom

24Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 31. listopada 1815. - Berlin, 19. veljade
1897.), njemacki matematicar

25 Augustin Louis Cauchy (Pariz, 21. kolovoza 1789. — Sceaux, 23. svibnja 1857.), francuski
matematicar
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