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PREDGOVOR

Ova je knjiga napisana s namjerom da pomogne studentima Odjela za matema-
tiku Sveucilista u Osijeku pri pripremanju i polaganju ispita iz kolegija Uvod u
teoriju mjere i Uvod u teoriju integracije.

Knjiga je podijeljena u sedam poglavlja: Uvod, Mjera, Izmjerive funkcije, Inte-
gracija izmjerivih funkcija, Produkt prostora mjere, Konvergencija izmjerivih funk-
cija i Dekompozicija mjere. Od citatelja se pretpostavlja znanje iz matematicke
analize. U svim poglavljima teorijski dio ilustriran je mnoStvom primjera. Za
vecinu zadataka dane su detaljne upute. U svakom poglavlju redom su numerirane
definicije, teoremi, leme, propozicije, primjeri i slike.

Autor ¢e biti zahvalan svim ¢itateljima na njihovim primjedbama u svezi s even-
tualnim pogreskama, nepreciznostima ili nedostacima koje ¢e koristiti za novo izda-
nje.

Na kraju, zahvaljujem svima koji su izravno ili na drugi na¢in pomogli da se ova
knjiga tiska i bude $to bolja. To se posebice odnosi na recenzente koji su pazljivo
procitali rukopis i svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge dijelove
teksta.

U Osijeku, rujan 2012. Dragan Jukié¢
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1. Uvod

U osnovnoj i srednjoj Skoli uci se kako izrac¢unati duljinu jednostavnijih podskupova
od R, povrsinu jednostavnijih podskupova od R? i volumen jednostavnijih podsku-
pova od R3. Postavlja se pitanje kada ti pojmovi imaju smisla te kako ih definirati
i za slozenije podskupove. Za ,lijepe” podskupove u tu svrhu koristi se Riemannov
integral, koji se odnosi samo na omedene realne funkcije.

Teorija mjere je matematicka disciplina koja se bavi izu¢avanjem pojmova kao
§to su duljina, povr§ina i volumen, i to pod zajednickim nazivom mjera. Ona nam
omogucava da te pojmove definiramo za veéu familiju podskupova nego li je to
mogucée pomoc¢u Riemannova integrala. Osim toga, ona nam omogucava da se
Riemannov integral prosiri do Lebesgueova integrala, koji je definiran za puno §iru
klasu funkcija od klase omedenih funkcija.

U najapstraktnijem slucaju, objekti mjerenja (izmjerivi skupovi) elementi su
neke unaprijed zadane familije A podskupova od nepraznog skupa X. Osim iz
matematike, ti objekti mogu biti iz trgovine, s trznice, iz fizike, itd. Svakom objektu
A € A mjerenjem se jednoznaéno pridruzuje vrijednost p(A) koju zovemo mjera
skupa A. Mjera u(A) najcesée je nenegativan broj, koji moze predstavljati cijenu
objekta, tezinu, visinu, temperaturu, povrsinu, volumen, itd. U pozadini svakog
mjerenja leze neka jednostavna pravila (svojstva), koja ne ovise o tome $to se mjeri,
niti kako se mjeri; preciznije, ta pravila ne ovise o familiji A, niti o tome kako
je definirana mjera u. Pokazalo se da je za uspjeSsan razvoj teorije mjere bitno
da familija A bude o-algebra, te da mjera u ima samo nekoliko vrlo jednostavnih
svojstava. Vise o tome bit ¢e rije¢i u poglavlju 2. Sada ¢emo ukratko prikazati
neke nedostatke Riemannovog integrala, koji su takoder znacajno utjecali na razvoj
teorije mjere i doveli do apstraktnijeg pojma integrala nego $to je to Riemannov
integral.

1.1. Neki nedostaci Riemannovog integrala

Dobro nam je poznato iz matematicke analize da je svaka omedena i po dijelovima
monotona funkcija na [a, b] integrabilna u smislu Riemanna'. Kratko é¢emo pisati
da je R-integrabilna. Nadalje, prisjetimo se da je prema Riemannovom teoremu
R-integrabilna i svaka neprekidna funkcija f : [a,b] — R, a njezin integral ra¢una
se po Newton-Leibnizovoj formuli:

/ f(z)dz = F(b) - F(a),

gdje je F' : [a,b] — R bilo koja primitivna funkcija funkcije f, tj. F'(z) = f(x) za
svaki x € [a,b]. Pri tome pod derivacijom u rubnim tockama a i b podrazumijevamo
odgovarajuce jednostrane derivacije.

!Bernhard Riemann (1826.-1866.), njemacki matematicar.
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2 Neki nedostaci Riemannovog integrala

Znamo da je R-integrabilna i svaka funkcija koja ima kona¢no mnogo diskonti-
nuiteta. Koristeéi se Lebesgueovom? teorijom integrala, u tocki 4.5. pokazat ¢emo
da je funkcija R-integrabilna onda i samo onda ako je njezin skup tocaka diskonti-
nuiteta skup Lebesgueove mjere nula (teorem 4.53.).

Medu najozbiljnije nedostatke Riemannovog integrala ubrajaju se problemi s
primitivnom funkcijom i loSe ponaSanje integrala prema grani¢nom prijelazu. Ti
problemi, kao i mnogi drugi, znacajno su motivirali Lebesguea da u svojoj doktor-
skoj disertaciji iz 1902. godine razvije apstraktniji pojam integrala.

Problem primitivne funkcije. Prema Newton-Leibnizovoj formuli problem inte-
griranja neprekidne funkcije ekvivalentan je problemu nalazenje primitivne funkcije.
Nazalost, ako funkcija nije neprekidna, ta dva problema nisu ekvivalentna. Ilustrirat
¢emo primjerima: (i) da postoji R-integrabilna funkcija koja nema primitivnu funk-
ciju, (ii) da postoji funkcija koja ima primitivnu funkciju, ali nije R-integrabilna.
Za to ée nam trebati sljedeéi Darbouxov?® teorem:

TEOREM (DARBOUX)
Ako je funkcija f : [a,b] — R derivabilna na segmentu [a,b], onda njezina derivacija
I prima sve meduvrijednosti, tj. ako suay i by bilo koje dvije tocke iz segmenta [a, b]
takve da je a1 < by, onda za svaki t izmedu f'(a1) i f'(b1) postoji tocka c € [ay,b1]
takva da je f'(c) =t.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je f/'(a;) < t < f'(b1). Defi-
nirajmo neprekidnu funkciju ¢ : [a1,b1] — R formulom g(z) = tz — f(x). Tada je
g'(@) =t —f(x) ig'(b1) <0< g'(ar).

Zbog neprekidnosti funkcija g postize svoj maksimum na segmentu [aq, b1]. Kako
je ¢'(a1) > 0, lako je zakljuciti da se taj maksimum ne moze postié¢i u tocki a;.
Zaista, u suprotnom bi za svaki x > a; imali

9(x) — 9(a1)

<0

odakle bi prijelazom na limes x — a;+ dobili da je ¢’(a1) < 0. Sliéno se pokaze

da g svoj maksimum ne moze posti¢i u tocki b;. Dakle, funkcija g svoj maksimum
postize u nekoj tocki ¢ € (ay,b1). Prema Fermatovom teoremu tada je g’(c) = 0, tj.

f(c) =t. n

2Henri Léon Lebesgue(1875.-1941.), francuski matematicar.
3Gaston Darboux (1842.-1917.), francuski matematicar.
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. PRIMJER. Neka je [a,b] segment takav da je a < 0 < b. Funkcija f : [a,b] — R

zadana formulom
—1L,a<z<0

f(x){ Lo<z<b

R-integrabilna je na segmentu [a,b] jer ima prekid samo u tocki x = 0. Bez obzira
sto je formulom F(x) = [T f(t)dt dobro definirana funkcija F : [a,b] — R, prema
prethodnom teoremu funkcija f nema primitivnu funkciju na [a,b].

PRIMJER. Funkcija f :[0,1] = R definirana formulom

@) = 2xsin(1/2%) — 2 cos(1/2?), 0 <z <1
o 0, =0
ima primitivnu funkciju

x?sin(1/2?), 0 <z <1
Py = {7 D20

Buduéi da | nije omedena na [0,1], nije ni R-integrabilna.

Na kraju ovih razmatranja spomenimo i to da je 1881. Volterra? konstruirao
omedenu funkciju koja ima primitivnu funkciju, ali nije R-integrabilna. Uvodenjem
Lebesgueova integrala rijesit ¢e se i taj problem. Preciznije, pokazat ¢e se da je svaka
omedena funkcija koja ima primitivnu funkciju ujedno i Lebesgue integrabilna.

LoSe ponaSanje prema grani¢nom postupku. Riemannov integral lose se
ponasa prema grani¢nom postupku. Npr. ako je (f,) niz R-integrabilnih funk-
cija na segmentu [a, b] koji konvergira prema funkciji f (tj. f(z) = lim,— o0 fr(2),
Vx € [a,b]), onda se prirodno postavljaju sljedeéa pitanja:

(1) Je li f R-integrabilna?

(2) Postoji li limy, 0o f: fo(z)dx?

(3) Ako su odgovori na prva dva pitanja potvrdni, da li je tada nl;rrgo f:fn (z)dx =

f:f(ac) dz?

Iz osnovnog kursa matematicke analize poznato nam je da ¢e odgovor biti potvrdan
na sva tri pitanja ako promatrani niz funkcija uniformno konvergira prema funkciji
f- No uniformna neprekidnost prejak je zahtjev jer u stvari znac¢i da niz

ap, :=sup{|fn(z) — f(@)] :a <2z < b}

konvergira prema nuli. Zato je odgovor na sva tri postavljena pitanja, nazalost,
opéenito negativan. Ilustrirajmo to sljede¢im primjerima.

4Vito Volterra (1860.-1940.), talijanski matematicar.



4 Neki nedostaci Riemannovog integrala

1.4. PRIMIJER.

(1) Poslazimo racionalne brojeve iz skupa [0,1]1NQ u niz q1, g2, qs, - . .. Kako je Q
prebrojiv skup, to je mogude. Sada definirajmo funkcije f,, : [0,1] — R:

(1, akojexe{q1,...,qn}
fn() = {0, inace.

Za svaki n € N funkcija f, je integrabilna jer ima konacno mmnogo prekida.
Pri tome je fol fn(x)dx = 0. Medutim, graniéna funkcija f = lim, f, je tzv.
Dirichletova funkcija

) = 1, ako je x racionalan
10, ako je x iracionalan

koja nije R-integrabilna.

(2) Sve funkcije f, :10,1] = R, n € N, definirane formulom

4ndz, ako je 0 <z < %
fn(z) =< 4n? —4n3z, ako je %in <z <+
0, ako je ;- <z <1

su R-integrabilne i pri tome je fol fn(x)dx = n. Prema tome, u skupu R ne
o 1
postoji limy, o0 [y fn(z)dz.

oan? -+

Slika 1. Graf funkcije f,.

Nije tesko pokazati da je f = lim f, = 0. Kako je lim fol fu(z)dx #
n—o0 n—oo

fol f(x)dz, limes i integral ne ,komutiraju” ni u progirenom skupu realnih
brojeva.

(8) Za svaki n € N neka je formulom

4dnz, ako je 0 < < 5=
fn(x) =< 4n — 4n’x, dko je %%n <z< %
0, ako je -~ <x <1

definirana funkcija na segmentu [0, 1].
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2n —+

Slika 2. Graf funkcije f,.
Nije tesko pokazati, a to je lako zakljuciti i sa slike, da je
1
/ fo(z)dx =1, Vn e N
0

te da niz funkcija (f,) po tockama konvergira prema funkciji f = 0. Zato je

Tim [y fu(@) da # [y f(x)da.

Na kraju ovih razmatranja napomenimo da ¢e Lebesgueov integral, koji uvodimo
u poglavlju 4., znacajno popraviti ponasanje integrala prema grani¢nom postupku.

1.2. Lebesgueov pristup integralu

Riemannov pristup integralu zasnovan je na jednostavnoj ¢injenici da je lako inte-
grirati stepenastu funkciju (po dijelovima konstantna funkcija). Zadana omedena
funkcija f : [a,b] — R aproksimira se sa stepenastim funkcijama tako da se uzme
neka particija domene [a,b], a toj particiji pridruzuju se tzv. donja Darbouxova
suma, gornja Darbouxova suma i integralne sume koje predstavljaju aproksimaciju
integrala funkcije f. Lebesgue je dosao na ideju da umjesto particija domene uzima
particije kodomene funkcije f.

Evo jedne dobre, motivirajuce i ¢esto spominjane analogije za Lebesgueov pris-
tup integraciji: Na stolu su razbacane kovanice u razli¢itim apoenima. Od osoba R, i
L trazi se ukupna vrijednost tih kovanica. Osoba R redom uzima i zbraja vrijednost
kovanica te tako dolazi do ukupne vrijednosti - to bi bio Riemannov pristup. Osoba
L prvo kovanice slaze po apoenima u razli¢ite hrpice, a zatim u svakoj hrpici pobroji
kovanice i pomnozi s odgovarajuéim apoenom, sve to na kraju sumira i tako dobiva
istu ukupnu vrijednost koju je dobila i osoba R - to bi bio Lebesgueov pristup.

Dobro nam je poznato da je problem integracije povezan s problemom ra¢unanja
duljine/povrsine/volumena. Zato, ako se uzimaju particije kodomene kao §to je
predlozio Lebesgue, za svaku particiju kodomene potrebno je znati ,,izmjeriti” onaj
dio domene koji funkcija preslika u pojedini dio particije. Taj problem, kao i mnogi
drugi problemi, vodi nas teoriji mjere koju ¢emo upoznati u poglavlju 2.



6 Lebesgueov pristup integralu

Sada ¢emo malo detaljnije prikazati Lebesgueov pristup i probleme koji se tu
javljaju. Radijednostavnosti, neka je f nenegativna funkcija definirana na segmentu
[a,b] i odozgo strogo omedena s M, tj. 0 < f(z) < M za svaki x € [a,b]. Neka je
{Y0,y1,---,yn} particija segmenta [0, M] na y-osi. Dakle,

O=gyo<y1 <y2<...<Yn-1<yn=M.

Definirajmo skupove (za ilustraciju vidi sliku 3.)

E; = f_l([yi—lvyi)) ={z €la,b]:yi1 < f(2) <ui}, i=1,..n.

vz = M
Y2
By =0
Ey =AUC
E3 =BUD
Y1
vo=0 a—~— - ——b
A B C D

Slika 3. Lebesgueov pristup integralu.

Tada ako je A(F;) ,,duljina skupa E;”, povrsinu ispod grafa funkcije mozemo aprok-
simirati s tzv. Lebesgueovom sumom

YoM E1) + 1A (E2) + -+ + yn—1 A(En).

Na kraju, oc¢ekujemo da povrSina ispod grafa funkcije bude jednaka supremumu
skupa svih takvih suma.

Velika poteskoca kod Lebesgueova pristupa sastoji se u tome $to on zahtijeva
da se izracunaju ,,duljine” podskupova od R. Npr. za sluc¢aj prikazan na slici 3.
potrebno je odrediti ,duljine” skupova Es i F5. Ako je svaki od skupova E; (i =
1,...,n) interval ili unija intervala, onda nema problema. Nazalost, skupovi E;
nisu uvijek tako lijepi pa to vodi velikom problemu. Npr. ako je f = X[4n0
karakteristi¢na funkcija skupa [a, )] NQi0=yo <y1 < ... <y, = M, M > 1, bilo
koja particija segmenta na y-osi, to¢no dva skupa F; bit ¢e neprazna: jedan od njih
je [a,b]NQ, a drugi je [a, b] NI. Postavlja se pitanje kako definirati i kako izra¢unati
,duljinu” takvih skupova?
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1.3. Pripremni materijal

Za razumijevanje teorije mjere potrebno je dobro poznavati algebru skupova, ra-
zumjeti pojam prebrojivosti i dobro poznavati funkcije. Zato ¢emo vrlo ukratko
ponoviti te i jo§ neke druge stvari.

1.3.1. Nesto osnovno o skupovima

Skupove obi¢no oznacavamo velikim slovima A, B, C, itd. Svaki skup odreden je
svojim elementima, koje obi¢no ozna¢avamo malim slovima. Ako element x pripada
skupu A, pisSemo x € A; a ako element x ne pripada skupu A, pisemo x ¢ A. Prazan
skup po definiciji je skup bez ijednog elementa i oznacava se sa ().

Ako je svaki element skupa A ujedno i element skupa B, onda kazemo da je A
podskup skupa B i pisemo A C B. Ako je A C B i ako postoji barem jedan element
b € B koji nije u skupu A, onda kazemo da je A pravi podskup skupa B i piSemo
A C B. Po definiciji, prazan skup je podskup svakog skupa.

Za skupove A i B kazemo da su jednaki ako se sastoje od istih elemenata, tj.
ako je AC Bi B C A. Ako su skupovi A i B jednaki, pisemo A = B.

Osnovne operacije sa skupovima. Prisjetimo se, za skupove A i B definiraju
se sljedeé¢e osnovne operacije:

AUB :={z:2z € Aili x € B} (unija skupova A i B)
ANB:={z:x € Aixec B} (presjek skupova A i B)
A\B = {z:x € Aiz & B} (razlika skupova A i B).

Specijalno, ako je je A C X, onda razliku X\ A nazivamo komplement skupa A u
odnosu na skup X i oznacavamo s A°. Dakle, A° ={z € X : z & A}.

ACB AUB
P y SN
1B<A >> [ A{NB}

~ /,/,,//"/ \\\ /\Z 7 /
ANB A\B

e \/\%{7\\ dl \,,,\A’;\'\'* N

(a4 [ 'B) [ A [ B

N A Y

Slika 4. Osnovne skupovne operacije.
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Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci AAB, je skup

AAB = (A\B) U (B\A).

Slika 5. Simetri¢na razlika AAB.

Partitivni skup skupa X, u oznaci 2% ili P(X), definira se kao skup svih podsku-
pova skupa X, tj.
2X = {A: AC X},

Ako su A i B neprazni skupovi, onda skup svih uredenih parova (a,b) kod kojih
jea € Aib € B oznacavamo sa A x B i zovemo Kartezijev ili direktni produkt skupova
Ai B. Dakle,

AxB:={(a,b):ac Aibe B}.

Uzimanje unije, presjeka i razlike osnovne su operacije medu skupovima. Te
operacije zovu se Boolove operacije. Neka su A, B, C' podskupovi univerzalnog skupa
X. Boolove operacije imaju sljedeéa svojstva:

1. komutativnost: ANB=BNA, AUB=BUA

2. asocijativnost: (ANB)NC =ANn(BnNnC), (AUB)UC=AU(BUCQC)
idempotentnost: ANA=A4, AUA=A

distributivnost: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

involutivnost: (AC)C =A

S

teoremi A. de Morgana: (AN B)°=A°UB°, (AUB)°= A°NB-.

Do sada smo definirali uniju i presjek dvaju skupova. Sli¢no se definira unija
i presjek od bilo koliko skupova. Skup ¢iji su elementi skupovi zovemo familija
skupova. Neka je F neka familija skupova iz skupa X. Tada se unija skupova
familije 7, u oznaci |J A, definira kao najmanji skup koji sadrzi sve elemente svih
AeF
skupova A iz familije 7. Dakle, x € |J A onda i samo onda ako je z element
AeF
barem jednog ¢lana A iz familije F. Sli¢no se definira i presjek [ A skupova
AeF
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familije F kao najveci skup sadrzan u svakom skupu iz familije . Uoc¢imo da je

x € [ A ondaisamo onda ako je z element svakog ¢lana A iz familije 7. Teoremi
AeF
de Morgana vrijede i za familiju skupova, tj.

(N =Ua (Ua-na

AeF AeF AeF AeF

Pri tome se komplementiranje uzima u odnosu na skup X, koji se naziva i univerzalni
skup.

Prebrojivi skupovi. Ve¢ kao mali naucili smo brojati predmete tako da usposta-
vimo bijekciju izmedu prstiju na ruci i predmeta. Tu ideju Cantor je proSirio i na
beskonaéne skupove uvodedi sljedec¢u definiciju: Kazemo da je skup A ekvipotentan
skupu B i piSemo A ~ B ako postoji bar jedna bijekcija f : A — B. Lako je po-
kazati da je ekvipotentnost skupova jedna relacija ekvivalencije, tj. vrijede sljedec¢a
svojstva: (i) refleksivnost: A ~ A, (ii) simetri¢nost: Ako je A ~ B, onda je B ~ A,
(iii) tranzitivnost: Ako je A ~ Bi B ~ C, onda je A ~ C. Klasa ekvivalencije
naziva se kardinalni broj. Za ekvipotentne skupove kaze se jos da su ekvivalentni,
jednakobrojni ili da imaju isti kardinalni broj.

1.5. PRIMJER. Navedimo nekoliko primjera ekvipotentnih skupova:
1' {]" 27 3’ 4} ~ {a7 b’ c? d}’

2. N ~ {2,4,6,...}, tj. skup svih prirodnih brojeva ekvipotentan je sa skupom
svih parnih prirodnih brojeva. Jedna bijekcija sa N na {2,4,6,...} je dana sa
n+— 2n.

3. N~ {1,3,5,...}, tj. skup svih prirodnih brojeva ekvipotentan je sa skupom
svih neparnih prirodnih brojeva. Jedna bijekcija sa N na {1,3,5,...} je dana
san+— 2n—1.

4. N~ 7. Jedna bijekcija sa skupa prirodnih brojeva N na skup cijelih brojeva Z

zadana je sa
—2. ako je n paran
f(n) = { i

"T_l, ako je m neparan.

Ova bijekcija ilustrirana je na sljedecoj slici.

12 8 4 5
T
0 -1 1 -2 2

5. Suvi intervali realnih brojeva medusobno su ekvipotentni. Jedna bijekcija f :
(a,b) = (¢,d) zadana je formulom
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6. Skup R ekvipotentan je sa svakim intervalom (a,b). Zaista, buduéi da je
ekvipotentnost relacija ekvivalencije i da su svaka dva intervala ekvipotentna,
dovoljno je pronaéi jednu bijekciju sa R na (0,1). TraZenu bijekciju f : R —
(0,1) mozemo definirati formulom

Kardinalni broj skupa A oznacava se sa k(A). Kao §to je ilustrirano u pret-
hodnom primjeru, dva beskonaéna skupa mogu imati isti kardinalni broj (tj. biti
ekvipotentni) a da je pri tome jedan od njih pravi podskup drugog skupa.

Kazemo da je skup A kona&an ako je prazan ili postoji n € N takav da je skup
A ekvipotentan sa skupom {1,...,n}. Za skup A kazemo da je beskonatan ako
nije konacan. Skupovi koji su ekvipotentni sa skupom N nazivaju se prebrojivi.
Njihov kardinalni broj oznacava se sa Yo (¢itaj: alef nula. Slovo R pocetno je slovo
hebrejskog alfabeta). Konaéne i prebrojive skupove nazivamo zajednickim imenom
diskretni skupovi.

Primijetimo da je neki skup A prebrojiv onda i samo onda ako se njegovi ¢lanovi
mogu poredati u niz

L1,L2,L3y- -

takav da je A = {z, : n € N}. Naime, ako je a : N — A bijekcija, dovoljno je staviti
da je z, = a(n). Ovu éemo ¢injenicu Cesto koristiti. Njenu korisnost ilustrirat ¢emo
ve¢ u dokazu sljedeCe propozicije.

Prorozicua
Neka je A konacan, a B prebrojiv skup. Tada je skup AU B prebrojiv.

Dokaz. Ako je A = 0, tvrdnja oéigledno vrijedi. Zato nadalje pretpostavimo da je

A={ay,...,a;} # 0. Skup B je prebrojiv pa njegove ¢lanove mozemo poredati u
niz by, ba,bs.... S novim nizom ay,...,ax, b1, bs, bs, ... poredani su ¢lanovi skupa
AU B, pa je taj skup prebrojiv. u

Prorozicua
Kartezijev produkt N x N je prebrojiv.

Dokaz. Tvrdnja se moze pokazati pomocu sljedeceg dijagrama:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
v v v v

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
v v v

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)
v v

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)
v

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
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tako da uredene parove, pocevsi od para (1, 1) pa nadalje, redom izlistavamo (pre-
brajamo) u smjeru prikazanom strelicama:

(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1),(1,5), . .. (1.1)

Buduéi da su ¢lanovi skupa N x N poredani u niz, taj skup je prebrojiv. n

Prorozicuia
Svaki podskup diskretnog skupa je diskretan.

Dokaz. Neka je A pravi podskup diskretnog skupa S. Po definiciji diskretnog skupa
tada je S konacan ili prebrojiv skup. Ako je S konacan skup, onda je i A konacan
skup. Zato nadalje pretpostavimo da je S prebrojiv skup. Tada postoji bijekcija
z:N = S. Uocimo da je S = {z,, : n € N}, gdje je z,, := x(n). Nekajex);: [ — A
restrikcija bijekcije « na skup I := {n € N: z,, € A}. Ta restrikcija je bijekcija pa
je A~1,tj. Ail suekvipotentni skupovi. Zato je dovoljno pokazati da je skup I
konacan ili prebrojiv. Pretpostavimo da I nije konacan, tj. da je beskonacan skup.
Uz pomo¢ principa definicije indukcijom konstruirat ¢emo bijekciju f : N — I, ¢ime
¢emo pokazati da je tada I prebrojiv skup. Neka je f(1) := i1, gdje je 41 := min I.
Kako I nije konacan, to je I\{i1} # 0. Neka je i3 := min I'\{i1}, a zatim definirajmo

f(2) := i2. Kada smo veé definirali brojeve i1, ...,4, i vrijednosti f(1),..., f(n),
onda stavljamo 4,41 := minI\{i1,...,i,} i f(n + 1) := i,41. Ovako definirana
funkcija f : N — I je bijekcija. ™

Sljedeéa propozicija govori nam da je prebrojiva unija prebrojivih [diskretnih]
skupova takoder prebrojiv [diskretan] skup.

Prorozicria

(a) Neka je (A;)ien niz prebrojivih skupova. Tada je |J A; prebrojiv skup.
ieN

(b) Neka je (A;)ien niz diskretnih skupova. Tada je |J A; diskretan skup.
i€N
Dokaz. (a) Kako je prebrojiv svaki skup A;, i € N, njegove elemente mozemo pore-
dati u niz:

i1, 32, A3, A4,y - - -

Prvo uocimo da je J;cy Ai = {aij : (4,7) € Nx N}, a zatim definirajmo funkciju
[+ U A; = N x N na sljedeéi nac¢in: Neka je a;; € |J A;. Tada postoji minimalni
ieN ieN
indeks iy takav da je a;; € A;,. Kako je a;; € A;,, postoji jedinstveni indeks jo
takav da je a;; = asyj,. Stavimo f(asj) := (o, jo)-
Lako je pokazati da je ovako definirana funkcija f injekcija. Zato je |J A; ~
€N
f( U AZ-), pa je dovoljno pokazati da je f( U Ai) prebrojiv skup. Nadalje, kako
€N i€N

109
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je f( U AZ-) C N x N te kako je N x N prebrojiv skup, prema propoziciji 1.8. skup
€N
f( U AZ-) je konacan ili prebrojiv. Lako je zakljuciti da je taj skup prebrojiv jer u
€N
suprotnom bi zbog |J A; ~ f( U AZ-) imali da je konacan svaki skup A;, ¢ € N,
i€N ieN
§to bi bila kontradikcija.
(b) Definirajmo prebrojive skupove B;, i € N, na sljedeé¢i nacin: Ako je A;
prebrojiv skup, stavimo B; := A;, a ako je A; konacan skup, neka je B; := A; UN.

Prema tvrdnji (a) skup |J B; je prebrojiv. Nadalje, kako je |J 4; € | B;, tvrdnja
iE€N i€N i€N
slijedi direktno iz propozicije 1.8. n

KOROLAR
Vrijede sljedece turdnje:

(a) Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.

(b) Neka su A;, i =1,...,n, prebrojivi skupovi. Tada je Kartezijev produkt Ay x
Ag X -+ X A, prebrojiv.

(¢) Unija konacno mnogo prebrojiv skupova je prebrojiv skup.

(d) Neka je A konacan, a B prebrojiv skup. Tada je Kartezijev produkt A x B
prebrojiv skup.

Dokaz. (a) Za svaki n € N neka je Q, = {% :m € Z}. Kako su svi skupovi Q,,,
n € N, prebrojivii Q = |J Qp, trazena tvrdnja slijedi iz propozicije 1.9.
neN

(b) Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da imamo samo dva skupa:
Ai B. Za svaki a € A neka je B, := {(a,b) : b € B}. Kako je B prebrojiv, i skup
B, je prebrojiv. Pomoéu jednakosti Ax B = |J B, koja skup A x B prikazuje kao

a€A

prebrojivu uniju prebrojivih skupova i propozicije 1.9. zaklju¢ujemo da je A x B
prebrojiv skup.

(c) Neka su Ay, ..., A prebrojivi skupovi. Definirajmo skupove Agy; := Aj,

k
i € N. Kako je | A; = U A;, tvrdnja slijedi iz propozicije 1.9.
i=1 i€N
(d) Neka je A = {a1,az2,...,ax}. Definirajmo prebrojive skupove B; := {(a;,b) :

k
be B}, i=1,...,k, zatim uo¢imo da je A x B = |J B; i na kraju iskoristimo
i=1

tvrdnju (c). n

Moze se pokazati da skup realnih brojeva R nije prebrojiv. Za sve skupove
koji su ekvipotentni sa skupom R kazemo da imaju kardinalni broj kontinuuma i
taj kardinalni broj oznacavamo sa c. Na kraju ove tocke napomenimo da se moze
pokazati da je skup iracionalnih brojeva I = R\Q ekvipotentan sa R.



Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 13

1.3.2. Nesto osnovno o funkcijama

U ovoj tocki ponovit ¢emo samo neke osnovne pojmove i oznake o funkcijama koje
¢emo nadalje stalno koristiti.

Neka je f : X — Y funkcija. Slika funkcije f je skup f(X) = {f(z) : x € X}.
Slika skupa A C X u odnosu na funkciju f je skup f(A) = {f(x) : « € A}. Praslikaili
original skupa B C Y u odnosu na funkciju f je skup f~1(B) = {z € X : f(x) € B}.
Ocito je f(A)CY, f7Y(B)C X, f(0)=0i f~1(0) = 0.

Poznato je da se slika funkcije ne ponaga najbolje prema osnovnim skupovnim
operacijama. Naime, ako je f: X — Y funkcijai A, B C X, opcenito je:

f(AUB) = f(A)U f(B),
f(ANB) # f(A) N f(B),
fIA\B) # f(A\f(B).

Ipak, moze se pokazati da vrijedi:

Praslika funkcije lijepo se ponaSa prema osnovnim skupovnim operacijama, tj. ako
suC,D CY, onda je

f7HCcuD) = fHO)u YD),
f7HenD) = fHO)n YD),
f7HC\D) = fTHONH(D).

Nadalje, lako je pokazati da vrijedi:

ACfH(f(A), VACK,
f(fTeyce, vecoy.

Ako je (A;,i € I) bilo koja familija podskupova od X, a (Cj,j € J) bilo koja
familija podskupova od Y, onda vrijedi:

icl i€l
r(N4:) € N ),
el i€l
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2. Mjera

Koja osnovna svojstva trebaju imati izmjerivi skupovi i mjera? Odgovor na ova

familija A izmjerivih skupova treba tvoriti tzv. o-algebru, a od mjere p treba
zahtijevati samo neka vrlo jednostavna svojstva.
Motivacije radi, prvo ¢emo promotriti problem mjere na skupu R.

2.1. Problem mjere na R

Zelja nam je svakom skupu A C R pridruziti neki broj u(A) kao njegovu mjeru. Pri
tome, imajuéi na umu , duljinu” kao mjeru, zeljena svojstva mjere bila bi sljedeca:

(i) (nenegativnost) 0 < u(A) < oo za svaki A C R.

(i) u(0) =0,
(iii) (prebrojiva aditivnost ili o-aditivnost) Za svaki niz (4;);en disjunktnih skupova
Ai iz R,
,LL( U Az) = ZN(Az)a
i=1 i=1

gdje o2 u(A;) oznacava sumu reda.
(iv) (invarijantnost na translacije) Za A C R, x € R,
WA +2) = p(4).

(v) Mjera omedenih intervala [a,b], (a,b],[a,b) i (a,b) jednaka je njihovoj duljini
b—a.

Zahtjevi (1), (ii), (iv) i (v) potpuno su prirodni. Kako bismo ilustrirali opravdanost
zahtjeva o-aditivnosti, podimo od jednakosti

m’”Q(i—il—l’H :(%1}U<%%}UG%}U

kojom je interval (0, 1] prikazan kao unija prebrojivo mnogo disjunktnih intervala.
Lako je pokazati da je

(Q(erl zbzgu((zil H)El-
S u((rr 1)) = (1) = 2 G- )

1
lim (1f ):1.
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Nije tesko vidjeti da iz zahtjeva (i)-(iii) odmah proizlazi monotonost funkcije p,
tj.
ACBCR = u(A) < u(B).
Zaista, kako je B= AU (B\A)UPUDU..., pomocu svojstava (i)-(iii) dobivamo

#(B) = p(A) + p(B\A) + 0+ 0+ - > p(A).

Nazalost, moze se pokazati da ne postoji preslikavanje p sa svojstvima (i) - (v)
koje bi bilo definirano na cijelom partitivnom skupu 2® skupa R, a vrijednosti po-
primalo u prosirenom skupu realnih brojeva R = [—00, oc]. Dokaz ove tvrdnje moze
se naéi npr. u [8, str. 3|, a zainteresiranog ¢itatelja upuéujemo i na primjer 2.52.
u kojemu je odgovarajuéa tvrdnja dokazana na potpuno isti nac¢in. Dakle, treba
odustati od zahtjeva da mjera bude definirana za svaki skup A C R. Stoga za
podruéje definicije mjere p (tj. za familiju izmjerivih skupova) treba uzeti neku
pogodnu familiju podskupova od R. Jasno, prazan skup @ trebao bi biti izmjeriv s
mjerom p(f)) = 0. Nadalje, prisjetimo se da se svaki otvoreni skup u R moze zapi-
sati kao unija najviSe prebrojivo mnogo otvorenih intervala. Buduéi da su otvoreni
skupovi u matematici fundamentalni, pozeljno je da su i oni izmjerivi. Zbog toga
je prirodno zahtijevati da familija izmjerivih skupova bude zatvorena na formiranje
prebrojivih unija, tj. da unija najvise prebrojivo mnogo izmjerivih skupova bude
izmjeriv skup. I zatvoreni skupovi koji se definiraju kao komplementi otvorenih
skupova imaju fundamentalnu ulogu u matematici. Zato je prirodno ocekivati da i
zatvoreni skupovi budu izmjerivi, tj. da familija izmjerivih skupova bude zatvorena
na komplementiranje.

Sumirajmo: (i) prazan skup trebao bi biti izmjeriv, (ii) familija izmjerivih sku-
pova trebala bi biti zatvorena na formiranje prebrojivih unija, (iii) familija izmjeri-
vih skupova trebala bi biti zatvorena na komplementiranje, (iv) intervali bi trebali
biti izmjerivi. Izostavimo li zahtjev (iv) koji ima smisla samo na R, generalizira-
njem gornjih razmatranja dolazimo do motivacije kako definirati o-algebru (vidi
definiciju 2.1.). Kod definicije opéeg pojma mjere na nekom skupu X (za razliku
od mjere na R) zahtijevaju se samo svojstva (i), (ii) i (iii) jer preostala dva svojstva
nemaju smisla (vidi definiciju 2.17.). Postoji mnostvo i drugih dubljih razloga da
se upravo tako definiraju familija izmjerivih skupova i mjera na njoj.

2.2. o-algebra

DEFINICIJA
Familiju A podskupova skupa X mazivamo o-algebra skupova na skupu X ako ona
ima sljedeca svojstva:

(cl) X e A
(02) Ac A= Acc A
(03) Unija prebrojivo mnogo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz

(Ap)nen skupova iz A vriedi | A, € A.
neN
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Za uredeni par (X, A) kaZemo da je izmjeriv prostor. Svaki element od A zove se
izmjeriv skup.

Dakle, o-algebra na skupu X je familija podskupova od X koja sadrzi skup
X, zatvorena je na komplementiranje i na formiranje prebrojivih unija. Korisno
je usporediti definiciju o-algebre na skupu X s definicijom topologije na skupu X.
Prisjetimo se, topoloki prostor je par (X,U) gdje je X neprazan skup, a U familija
podskupova od X sa svojstvima:

(i) 0,X el,
(ii) Unija svake familije skupova iz U je skup iz U,
(iii) Presjek kona¢no mnogo skupova iz U je skup iz U.

Familija U zove se topoloska struktura ili topologija, a njezine ¢lanove zovemo otvo-
renim skupovima.

Neka je A o-algebra na skupu X. Kako je ) = X ¢, svojstvo (62) povlaci f € A
i govori nam da uvjet (01) iz definicije o-algebre mozemo zamijeniti uvjetom

(c1) 0 € A.

Nadalje, takoder zbog (02), umjesto svojstva (03) iz definicije 2.1. moze se
zahtijevati da familija A bude zatvorena na prebrojive presjeke:

(63)" Presjek prebrojivo elemenata iz A je element iz A, tj. za svaki niz (An)nen
skupova iz A vrijedi () A € A.
neN
Ako se u definiciji 2.1. umjesto uvjeta (¢3) zahtijeva da A bude zatvorena na
formiranje konac¢nih unija, dobiva se definicija algebre skupova na skupu X. Ocito
da je svaka o-algebra ujedno i algebra. Obrat ne vrijedi, tj. postoji algebra koja
nije o-algebra (vidi primjer 2.4.).

PRIMJEDBA

Na prvi pogled, koristenje algebri djeluje jednostavnije od koristenja o-algebri. Me-
dutim, upravo o-algebra predstavlja kljucan napredak v matematickoj analizi pocet-
kom 20. stoljeca.

PRIMJER. FEvo nekoliko primjera o-algebri:

1. Neka je X bilo koji neprazan skup, a 2% njegov partitivni skup. Tada su
familije A = 2% i A" = {0, X} istovremeno i o-algebre i topologije na X.
Uoéimo da je A najveéa, a A" najmanja o-algebra na X .

2. Neka je X ={1,2,3}. Familija A={0,X,{1},{2,3}} je o-algebra na X.
Uoc¢imo da je A istovremeno i topologija na X. Skupovi 0, X,{1},{2,3} su
1stovremeno © otvoreni i zatvorent.

Pokazite da je U = {0, X,{2,3}} topologija na skupu X koja nije algebra na
X, pa stoga nije ni o-algebra.
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3. Neka je X = [0,1]. Familija A= {0, X,[0,1/2],(1/2,1]} je o-algebra na X.
4. Neka je X = R. Familija A = {A C R : A diskretan ili A¢ diskretan} je

o-algebra na R: Ocigledno je da A ima svojstva (o1)-(c2). Neka je (An)nen
niz skupova iz A. Ako su svi skupovi A, diskretni, onda je |J,cy An diskre-
tan skup i zato je \,cn An € A. Ako je neki skup A5, =~ diskretan, onda je
(Unen An)” = Nien A8 C AS, odakle slijedi da je skup (U, e An) diskre-
tan i zato je |J, .y An € A.

Sada éemo pokazati da familija A nije zatvorena ma proizvoljne unije, §to ée
znaciti da A nije topologija na R. Svaka toéka x € R je izmjeriv skup. Zato
kada bi familija A bila zatvorena na proizvoljne unije, onda bi svaki podskup
A C R bio izmgjeriv, §to nije toéno.

neN

2.4. PRIMJER. Navedimo nekoliko primjera algebri koje nisu o-algebre:

1. Neka je X bilo koji beskonacan skup. Nije tesko pokazati da familija A =

{A C X : A konacan ili A konacan} predstavlja jednu algebru na skupu X.
Pokazimo da ta algebra nije o-algebra. U tu svrhu prvo odaberimo bilo koji
niz (x,) medusobno razlicitih tocaka iz X. Svi skupovi A, := {xa,—1}, n €N,
pripadagu familiji A. Kako su |J, ey An i (UneN An)c beskonacni skupovi, to
znaci da A nije o-algebra.

. Neka je A familija koja sadrZi () i sve podskupove od R koji se mogu prikazati

kao unija konacno mnogo intervala oblika (a,b], (a,+00) i (—00,b], gdje su
a,beR.

Lako je pokazati da je A algebra. PokazZimo da algebra A nije o-algebra. Neka

su a,b bilo koja dva realna broja takva da je b—a > 1. Tada je (a,b— %] eA

za svaki n € N. Kako je |J (a,b— 1] = (a,b) i (a,b) & A, familija A nema
neN

svojstvo (03 ).

Koristedi se definicijom o-algebre lako je dokazati sljede¢u propoziciju.

2.5. Prorozicuia
Neka je (Ax, A € A) bilo koja familija o-algebri na skupu X. Tada je () Ax takoder

2.6.

AEA

o-algebra na skupu X.

PRIMJEDBA

Tlustrirajmo primgerom da unija o-algebri ne mora biti o-algebra. Neka je X =
{1,2,3}. Tada su A1 = {0,X,{1},{2,3}} ©+ A2 = {0, X,{2},{1,3}} o-algebre na
X. Kako je Ay U Ay = {0, X,{1},{2},{1,3},{2,3}}, a {1} U {2} € A1 U Az, unija

A; U Ay nema svojstvo (03) pa nije o-algebra.

Pomocu propozicije 2.5. lako je dokazati sljedeéi korolar koji je koristan alat za

konstrukciju o-algebri.
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KoRrROLAR
Neka je F bilo koja familija podskupova skupa X. Tada je

o(F):= ﬂ {A: A je o-algebra, F C A} (2.1)

najmanga o-algebra koja sadrzi familiju F. Za o(F) kaZemo da je o-algebra generi-
rana s F.

Prorozicuja
Neka je F bilo koja familija podskupova od X. Tada je

o(F) = o(F°),
gdje je F¢ ={F¢: F € F}.

Dokaz. Kako je o(F) zatvorena na komplementiranje, vrijedi F¢ C o(F), odakle
slijedi o(F¢) C o(F). Postupajuéi analogno, dobiva se o(F) C o(F°). =

2.2.1. Borelova g-algebra

Neka je (X,U) topoloski prostor. Za o-algebru o(U) generiranu topologijom U kaze
se da je Borelova c-algebra na skupu X, i najcesée se oznacava s B(X,U), B(X)
ili Bx. Clanovi od B(X) zovu se Borelovi skupovi. U teoriji mjere od izuzetne je
vaznosti Borelova o-algebra B(R?) generirana familijom otvorenih skupova u R<.

Napomenimo da se ideja o-aditivnosti, koju éemo obraditi u sljedecoj tocki,
pripisuje Borelu® i Lebesgueu.

U najopéenitijem slucaju, vrlo je tesko eksplicitno opisati o-algebru o(F) gene-
riranu familijom F. Za Borelovu o-algebru B(R) vrijedi ovaj teorem:

. TEOREM

Borelova o-algebra B(R) generirana je sa svakom od sljedeéih familija:
(a) F1:={F CR: F zatvoren}
(b) Foi={(—00,b) : b € R}
(c) F3:={[a,00):a € R}

(d) Fy:={(—00,b]: b€ R}
(e) Fs:={(a,0) : a € R}
(f) Fo :={(a,b] : a,b € R}
(9) Fr:={[a,b]:a,beR}

(h) Fs:={(a,b): a,b € R}

5Emil Borel (1871.-1956.), francuski matematicar.
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(i) Fo:={[a,b):a,be R}

Dokaz teorema 2.9. dat ¢emo poslije. Prvo uvedimo pojam d-intervala na R<.
Intervale oblika (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], gdje su a,b € R, a < b, zovemo 1-intervali.
Neka su Iy,...,I; l-intervali. Skup oblika Iy X Iy X ... X Iz zovemo d-interval na
R4,

RS

Slika 6. Intervali na R?, d =1,2,3.

2.10. LEMA
Svaki neprazan otvoren skup U C R? moze se prikazati kao unija najvise prebrojivo
mnogo medusobno disjunktnih d-intervala oblika

{(@1,...,29) eR* 1 27" <2y < (ji + 1)27 %, i =1,...,d}, (2.2)
gdje su ji, ..., Jq neki cijeli brojevi, a k neki prirodan broj.

Dokaz. Zasvakik € N sa Cj, oznacimo familiju svih d-intervala oblika (2.2). Familija
Ck ima sljedeca dva oc¢igledna svojstva:

(a) Ck je particija skupa R?,
(b) Ako je k1 < ko, onda je svaki ¢lan iz Cy, sadrzan u nekom ¢lanu iz Cg, .

Prvo pokazimo da je |J Ci prebrojiv skup. U tu svrhu, svakom d-intervalu oblika
kEN
(2.2) pridruzimo tocku (j1, jo, - - - ,jd, k) € Z¢ x N. Ovako definirano preslikavanje

je bijekcija sa |J Ck na prebrojiv skup Z¢ x N. Dakle, skup |J Ci je prebrojiv.
kEN kEN
Sliéno se pokaze da su svi skupovi Cg, k € N, prebrojivi.

Sada ¢emo pokazati da se U moze prikazati kao konacna ili prebrojiva unija
medusobno disjunktnih d-intervala oblika (2.2). U tu svrhu induktivno ¢emo defi-
nirati familiju D na sljedeé¢i nac¢in: Na pocetku (k = 1) u D stavimo sve d-intervale
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iz Cq koji su sadrzani u skupu U. U k-tom koraku (k = 2,3,...) dodajmo u D sve
d-intervale iz Cy, koji su sadrzani u skupu U i koji su disjunktni sa svim d-intervalima
stavljenim u D u nekom ranijem koraku. Za slu¢aj otvorenog skupa u R? prva dva
koraka, prikazana su na slici 7.

1. korak (k =1) 2. korak (k =2)
Slika 7. Dekompozicija skupa U C R2.

Kako je D C |J Ck, D je konaéna ili prebrojiva familija medusobno disjunktnih
keN

d-intervala oblika (2.2). Nadalje, o¢ito je unija svih ¢lanova iz D sadrzana u skupu

U. Preostaje pokazati da je skup U sadrzan u uniji svih ¢lanova iz D. Neka je

x € U. Kako je U otvoren skup, svaki d-interval iz C; koji sadrzi = bit ¢ée sadrzan

u skupu U ako je k dovoljno velik. Neka je kg najmanji takav k. Tada d-interval iz

Ck, koji sadrzi x pripada familiji D. =

Dokaz teorema 2.9. Prvo ¢emo pokazati da je
BR) =0(F1) 2 0(F) =0(F3) Do(Fa) =0(Fs) 2 0(Fs) 2 o(Fr) 2 o(Fs) 2 o(Fo)

a zatim da je o(Fg) 2 B(R). Time ¢e dokaz biti kompletan.

Prvo uoc¢imo da su jednakosti u gornjem lancu posljedica propozicije 2.8. Na-
dalje ¢emo stalno koristiti ¢injenicu da je svaka o-algebra zatvorena s obzirom na
komplementiranje, formiranje prebrojive unije i formiranje prebrojivog presjeka.
(b) Kako je (—o00,b) = [b,00)¢ € o(F1), te kako je o(F2) najmanja o-algebra koja
sadrzi Fa, to je o(F2) C o(F1).

(d) Kako je (—00,b] = () (~00,b+ 1) = (U b+ 4.00)) € o(Fs), te kako je
neN neN

o(F4) najmanja o-algebra koja sadrzi Fy, dobivamo o(Fy) C o(F3).

f) Dovoljno je provjeriti da vrijedi (a,b] = (a,00) N (—o0,b] = (a,00) N (b,0)° €

o(Fs), odakle zakljuéujuéi na isti na¢in kao u prethodnim slucajevima dobivamo

o(Fg) C o(Fs).
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(g) [a,0] = N (a— %,b] € o(Fg) implicira o(F7) C o(Fs).
neN
[ee]
(h) Pomoéu jednakosti (a,b) = |J [a+ L,b— 1] koja vrijedi za svaki dovoljno velik
n=ngo
prirodan broj ng lako se pokaze da je o(Fs) C o(F7).
(i) Kako je [a,b) = ) (a — %,b) € o(Fg), slijedi o(Fy) C o(Fs).
neN

Preostaje pokazati inkluziju B(R) C o(Fy). Borelova o-algebra B(R) generirana
je s familijom U svih otvorenih skupova na R. Neka je U € U. Prema lemi 2.10. U
se moze prikazati kao konacna ili prebrojiva unija medusobno disjunktnih intervala
oblika [a,b), gdje su a,b € R, a < b. Kako svaki taj interval [a,b) pripada o-algebri
o(Fg), to je U € o(Fy). Dakle, B(R) C o(Fy). [ |

TEOREM
Borelovu a-algebra B(R?) generira svaka od sljedeéih familija:

(a) Familija svih zatvorenih skupova u RY,

(b) Familija svih zatvorenih poluprostora u R® oblika

R x (—o0,b] x R bR,

(c) Familija svih pravokutnika u RY oblika

(al,bl] X (a2,b2] X ... X (ad,bd].

Dokaz. Ovaj se teorem moze dokazati na isti nacin kao i teorem 2.9. Zato izostav-
ljamo detalje. Tvrdnja pod (a) slijedi iz propozicije 2.8. Sa o4, 0p, 0. 0znacimo
o-algebre generirane familijama pod (a), (b) i (c). Kako je svaki ¢lan iz familije
(b) zatvoren skup, on je sadrzan u o, i zato je o, C 0,. Nadalje, svaka pruga
oblika R*~! x (a, b] x R¥~% moze se prikazati kao razlika dva poluprostora iz familije
(b). Zato je ta pruga sadrzana u o,. Kako se svaki pravokutnik iz familije (c)
moze prikazati kao presjek odgovarajucih d pruga, to je i pravokutnik sadrzan u oy,
odakle se lako zakljucuje da je o. C ogp. Dakle, za sada smo pokazali da vrijedi

B(Rd) =04 D 0p D 0.

Dokaz inkluzije B(R?) C o.. provodi se na potpuno isti na¢in kao dokaz odgovarajuée
inkluzije u teoremu 2.9. ™

2.2.2. Monotone klase

Za niz (A;);en podskupova od X kazemo da je monotono rastuéi ako je A; C A;41
za svaki ¢ € N. U tom slucaju, ako je A := Uj; A;, pisemo A, 1T A.

Niz (A;)ien je monotono padajuéi ako je A; D A;4q za svaki ¢ € N. U ovom
slucaju pisemo A, | A, gdje je A := (N2, A;.



2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 23
Prorozicuja
Neka je A algebra na skupu X koja ima barem jedno od sljedeéa dva svojstva:
(a) Za svaki niz rastuéih skupova iz A i njihova unija je clan od A,
(b) Za svaki niz padajuéih skupova iz A i njihov presjek je élan od A.
Tada je A o-algebra.

Dokaz. Treba pokazati da je familija A zatvorena na formiranje prebrojivih unija.
Neka je (A;)ien niz skupova iz A. Treba pokazati da je Uj; A; € A. U tu svrhu
definirajmo rastuéi niz skupova iz A:

Bn = OA“ n € N.

i=1

Uoc¢imo da je

(@

A = fj Bi. (2.3)
=1

i=1
(a) Po pretpostavci je ;= B; € A, odakle pomoc¢u (2.3) dobivamo |J;-, 4; € A.
(b) Kako je (B¢);en padajuéi niz skupova iz algebre A, po pretpostavei je ();—, Bf €
A. Zato je (ﬂf; Bf) = U, Bi € A, azbog (2.3) je Ujo; 4i € A. n

DEFINICLIA
Familija M podskupova od X zove se monotona klasa na skupu X ako ima sljedeéa
dva svojstva:

(i) Za svaki niz rastuéih skupova iz M i njihova unija je célan od M,

(i) Za svaki niz padajucih skupova iz MM i njihov presjek je clan od M.

Svaka o-algebra ocito je monotona klasa.

KOROLAR
Familija A podskupova od X je o-algebra na X onda i samo onda ako je A algebra
1 monotona klasa.

Lako je pokazati da je presjek proizvoljne familije monotonih klasa nad istim
skupom X takoder monotona klasa. Za najmanju monotonu klasu koja sadrzi
familiju £ podskupova od X, tj. za presjek svih monotonih klasa koje sadrze familiju
€ kazemo da je generirana sa £ i oznacavamo je sa M(E).

KOROLAR
Ako je A algebra na X, onda je o(A) = M(A).
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Dokaz. 9M(A) je algebra (vidi zadatak 11., str. 25.) pa iz korolara 2.14. slijedi da
je M(A) ujedno i o-algebra. Kako je A C M(A), to je o(A) C M(A). Preostaje
dokazati da je M(A) C o(A). Zaista, kako je o(A) monotona klasa (korolar 2.14.)
i kako je A C o(A), slijedi M(A) C o(A) jer je M(A) najmanja monotona klasa
koja sadrzi A. m

PRIMJEDBA
Korisnost monotonih klasa zasniva se upravo na prethodnom korolaru. Kako bismo
to vidjeli, pretpostavimo da je svakom podskupu od X (elementu od 2% ) pridruzena
neka turdnja T'. Nadalje, pretpostavimo da je ta tvrdnja toéna za svaki element neke
familije A C 2% . Postavlja se pitanje vrijedi li turdnja T za svaki element iz o(A).
Neka je € skup svih podskupova od X za koje vrijedi tvrdnja T. Po pretpostavci
tada je A C £. Odgovor na postavljeno pitanje je pozitivan onda i samo onda
ako je o(A) C &, a da bi se to pokazalo dovoljno je pokazati da je £ o-algebra.
Medutim, ako je A algebra, dovoljan je i slabiji uvjet na familiju €. Naime, dovoljno
je pokazati da je £ monotona klasa. Zaista, ako je £ monotona klasa, onda je
E =M(E) i zato je A C E = M(E), odakle sligedi M(A) C M(E) = €. Nadalje,
kako je prema prethodnom korolaru o(A) = 9M(A), dobivamo da je o(A) C E.

Zadaci za vjezbu

1. Zadana je o-algebra A na skupu X. Dokazite: (a) A,B € A= A\B € A. (b)
A,Be A= AAB c A

2. Neka je X skup, a B C X. Dokazite: (a) Ako je A o-algebra na X, onda je
BNA={BNA: A€ A} jedna o-algebra na skupu B (vidi propoziciju 4.40.).
(b) Ako je 9t monotona klasa na X, onda je BNIM = {BNM : M € M}
takoder monotona klasa.

3. Neka je f : X — Y funkcija, a (Ax,A € A) familija podskupova od Y.
Dokazite ove tvrdnje: (a) f~1(Uyea Ax) = Usea F7H(AN)- (B) fF7H(Naen A2
= Maea f7HAN).

4. Neka je f : X — Y funkcija, a ¥ neka o-algebra na Y. Dokazite da je
1) ={f1(S): S €%} o-algebra na X.

5. Neka je (X,.A) izmjeriv prostor mjere i f : X — Y funkcija. Dokazite da je
Y :={BCY: f!(B)€ A} jedna o-algebra na Y.

6. Neka je f : X — Y funkcija i A neka o-algebra na skupu X. Pokazite
primjerom da f(A) = {f(A) : A € A} oplenito nije o-algebra na Y.

7. Neka je A o-algebra na X. Za neprazan skup A € A kazemo da je atom
ako nijedan njegov pravi podskup ne pripada o-algebri 54 a) Neka A ima n
atoma. Dokazite da A ima najmanje 2" elemenata. (b) Sto su atomi u B(R)?
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Neka je X = [0,1]. Pronadite o-algebru generiranu sljedeé¢im skupovima i
odredite atome: (a) {(0,1/2)}. (b) {[0,1/4),(3/4,1]}. (¢) {[0,3/4],[1/4,1]}.

Rjesenje: (a) {0, (0,1/2),{0},[1/2,1],[0,1]}, tri atoma: {0}, (0,1/2)1i(0,1/2).
(b) {0,[0,1/4),[1/4,3/4],(3/4,1],[0,3/4], [1/4,1],[0,1/4) U (3/4,1], [0, 1]}, tri
atoma: [0,1/4), [1/4,3/4], (3/4,1].

. Neka je A o-algebra na X iy neki element koji ne pripada skupu X. Odredite

najmanju o-algebru na X U {y} koja sadrzi familiju A i y.
Rjesenje: Trazena o-algebra je AU{AU{y}: A € A}.

(a) Pokazite da u metrickom prostoru X familija otvorenih skupova tvori o-
algebru onda i samo onda ako je X diskretan metricki prostor, tj. ako je
otvoren svaki podskup od X. (b) Neka je (X,U) topoloski prostor. Je li
topologija U ujedno i o-algebra?

Uputa: (a) Neka je U familija otvorenih skupova. Ako je X diskretan metricki
prostor, onda je U = 2X. Obratno, pretpostavimo da je U o-algebra. Neka
jex € X. S K(z,r) oznac¢imo otovrenu kugla oko x radijusa r. Iz jednakosti
{z} = N2 K(x, 1) i zatvorenosti o-algebre U na prebrojive presjeke slijedi
dajex el

Neka je A algebra na X. Pokazite da je D(A) algebra.

Uputa: Kako je X € A te kako je A C M(A) po definiciji, imamo da je
X € M(A). Preostaje pokazati da je monotona klasa 9(A) zatvorena na
komplementiranje i formiranje kona¢nih unija. U tu svrhu prvo definirajte
familiju M; ;= {B C X : B, BUA € M(A) za svaki A € M(A)}, a zatim
pokazite da je 91, monotona klasa koja sadrzi A. Zato je M(A) C My, odakle
slijedi da je 9(A) zatvorena na komplementiranje i na formiranje konaénih
unija.

Pokazite da je Borelova o-algebra B(R?) generirana s familijom K¢ svih kom-
paktnih skupova iz R?.

Uputa: Neka je C? familija svih zatvorenih skupova u R?. Prema teoremu 2.11.
je B(RY) = ¢(C%). Kako je K¢ C C?, imamo o(K?) C o(C?%). S druge strane,
ako je C € C%, onda je za svaki n € N skup

Cp=Cn{xcR:| x| <n}

omeden i zatvoren pa prema tome i kompaktan, tj. C,, € K?. Po konstrukciji
je C' = UpenC, € o(K?), odakle slijedi da je C¢ C o(K?). Zato je o(C%) C
a(K?).

Skup Q primjer je Borelova skupa koji nije otvoren, a nije ni zatvoren. Nave-
dite jos nekoliko primjera takvih Borelovih skupova.

Neka je A € B(RY) Borelov skup i ¢t > 0 realan broj. Dokazite da je tA =
{ta : a € A} Borelov skup.
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Uputa: Tvrdnja o¢ito vrijedi ako je A € Z, gdje je Z familija svih d-intervala.
Neka je B; := {B € B(RY) : tB € B(R%)}. Pokazite da je B; o-algebra, te
uocite da je T C B; C B(R?), odakle slijedi B(R?) = o(Z) C ¢(B;) = B: C
B(R%). To znaci da je B, = B(R?).

Neka je S skup svih brojeva iz segmenta [0, 1] koji u svom decimalnom prikazu
sadrze znamenku 7. Dokazite da je S Borelov skup.

Uputa: Skup S,, svih brojeva koji na n-tom decimalnom mjestu imaju zna-

menku 7 glasi

10n7171

k 7 k 8
= U 5=+ 0 5 1)

Svaki skup iz te unije je Borelov, pa su zato S, i S = J,—; S, Borelovi
skupovi.
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2.3. Mjera na o-algebri

Progireni skup realnih brojeva R (koristi se i oznaka [—00,00]) po definiciji je R =
R U{—00,00}. Uredaj < prosiruje se sa R na R tako da se definira

—00 < x < 00, za svaki x € R.

Zbrajanje i mnozenje prosiruju se sa R na R tako da se definira:

T+ (—00) = (—00) + = —00, reR
z + (00) = (00) + . = o0, reR
x - (—00) = (—00) -z = —o0, x>0
x - (00) = (00) - & = o0, x>0
z-(—0) = (—0) -z = o0, <0
z - (00) = (00) - = —00, <0

00 + 00 = 00
(~00) + (~00) = ~o0
0000 =(—00) - (—0) =00

00 - (—00) = (—00) - 00 = —o0.

Zbrojevi 0o + (—o0) 1 (—o0) + 0o ne definiraju se. U mnogim matematickim disci-
plinama ne definiraju se ni produkti 0 - 0o, 0o - 0, (—00) - 01 0 - (—o00). Medutim, u
teoriji mjere pokazalo se korisnim te produkte definirati kao:

0-c0o=00-0=(-00)-0=0-(—00)=0.
Od sada pa nadalje treba razlikovati simbol za red ), a,, od simbola za njegovu
sumu Y oo an.

DEFINICLIA B
Neka je A o-algebra na skupu X. Mjera na A svako je preslikavanje pp: A — R s
ovim svojstvima:

(ul) (nenegativnost) p(A) > 0 za svaki A € A,

(42) w(0) =0,
(u3) (o-aditivnost ili prebrojiva aditivnost) Za svaki niz (A;)ien disjunkinih skupova

iz A vrijedi

p(J4) = > nl4n). (2.4

i=1

Za u(A) kaze se da je mjera skupa A. Trojka (X, A, 1) zove se prostor mjere.
Kazemo da je mjera p konatna ako je u(X) < oo.
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Mjera p je o-konatna ako se skup X moZe prikazati kao prebrojiva unija nekih
skupova konacne p-mgjere, tj. ako postoji niz (A;)ien skupova iz A takvih da je

X = U 4 ip(Ai) < oo za svaki i € N.

1=
Skup A € A je o-konalan s obzirom na mjeru p ako se moze prikazati kao prebrojiva
unija nekth skupova konacne p-mjere.

Desna strana u (2.4) oznacava sumu reda. Cesto se kaze da je u mjera na X ili
mjera na (X, A).

2.18. PRIMJER.

Navedimo nekoliko primjera mjere:

1. Ako za svaki A € A stavimo p(A) = 0, dobivamo tzv. trivijalnu mjeru.

2. Neka je na skupu X zadana o-algebra A. Definirajmo funkciju p @ A —
[0,00] na sljedeéi nacin: Ako je A € A konacan skup s n elemenata, stavimo
w(A) =n. U suprotnom, tj. ako je A beskonacan skup, stavimo p(A) = oo.
Lako je provjeriti da je p mjera. Ova mjera zove se diskretna mjera ili mjera
prebrojavanja.

8. Neka je A bilo koja o-algebra na skupu X .

(a)

(b)

Funkcija pn: A — [0, 00] definirana formulom

[0, akojeA=10
M(A)'_{oo, ako je A # ()

je mjera.

Funkcija pn: A — [0, 00] definirana formulom

_J0, akoje A=10
'U(A)'_{l, ako je A # ()

nije mjera. Zaista, ako su Ay, As disjunktni neprazni skupovi iz A, onda
je u(A1UAs) = 1, p(A1)+u(A2) = 2, sto nam govori da p nije o-aditivna
funkcija.

Neka je x bilo koja tocka iz skupa X . Funkcija 6, : A — [0, 00] definirana
formulom
1, akojex e A

0x(A4) = {O, akox & A

je mjera. Mjera §, zove se mjera koncentrirana u to€ki x ili Diracova mjera
koncentrirana u tocki x (ili krace Diracova delta mjera ).

Opéenitije, kaZemo da je mgjera p koncentrirana na skupu B C X ako je
w(A) = 0 kad god je AN B =1{. Ako je B € A, to je ekvivalentno sa
w(A) = u(ANB) za svaki A € A, $to je lako provjeriti pomocu jednakosti
A=(ANB)U (AN B°).
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4. Neka je (X, A, u) prostor mjere. Funkcija A\ : A — [0,00], A > 0, je mjera.

5. Neka je X diskretan skup, A bilo koja o-algebra na skupu X i A: X — [0, 00]
funketja. Funkcija p: A — [0, 00] zadana formulom

0, ako je A=)

1(A) =9 S Ax), akoje A#(
z€A

je mjera. Za dokaz o-aditivnosti moZe se upotrijebiti lema 2.30.

Posebno, za A = 1 dobiva se mjera prebrojavanja, a za X := X{,} dobivamo
Diracovu delta mjeru.

2.19. ProroziciJA (OSNOVNA SVOJSTVA MJERE)
Neka je (X, A, p) prostor mjere. Mjera u: A — [0,00] ima ova svojstva:

(i) (monotonost) (VA,B € A) AC B = p(A) < u(B).
Ako je u(A) < oo, onda je u(B\A) = p(B) — p(A).
(ii) (o-subaditivnost) Za svaki niz (A;)ien skupova iz A vrijedi
u( U A;) < ZM(Az‘)-
i=1 i=1
(iii) (neprekidnost na rastuce nizove) Za svaki rastuci niz (A;)ien skupova iz A
vrijeds
n(JAi) = lim pu(4n).
i=1

(iv) (neprekidnost na padajuée nizove) Neka je (A;)ien padajuéi niz skupova iz A.
Ako je u(Ay) < oo, onda je

n((A) = lim pu(4n).
=1

Dokaz. (i) Iz A,B € A slijedi B\A = BN A° € A. Kako je B = AU (B\A) i
AN (B\A) =0, zbog o-aditivnosti i nenegativnosti mjere je

1(B) = p(A) + n(B\A) = u(A).
Ako pretpostavimo da je u(A) < oo, onda dobivamo jos i pu(B\A) = u(B) — u(A).
i1
(ii) Definirajmo pomoéne skupove By := Ay, B; := A;\ U Ax € A, i > 2. Ocito
k=1
je B; C A;, odakle zbog monotonosti mjere dobivamo u(B;) < u(A4;). Skupovi B;

o0 o0
medusobno su disjunktni i |J B; = |J A;. Iz o-aditivnosti mjere p slijedi
i=1 i=1
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(iii) Neka su medusobno disjunktni skupovi B; definirani na isti nac¢in kao u dokazu

tvrdnje (ii). Tada, osim §to je U B; = U A;, zbog pretpostavke A; C Ay C ... je
=1 =1
U B; = A, pa iz o-aditivnosti mjere u slijedi u(A, ( U B, ) S w(B) i
oo oo (oo} n
1( U Ai) =p( U B;) :Z p(Bi)= lim ZM(Bi)Znﬁ_{I;O (An).
i=1 i=1 i=1 i=1

(iv) Skupovi A1\A4; = A1 NAS € A, i € N, tvore rastudi niz. Pri tome je

U= J@na)=4 (U A) =4[ ([)4:) =4\ [ A € A.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Primjenom tvrdnje (iii) dobivamo
(AN () A) = lim p(A1\A,). (2.5)

i=1

Nadalje, kako je [ 4; € A, € Ay i u(Ay) < oo, prema tvrdnji (i) je
1

i desna strana jednakosti (2.5) moze se raspisati kao

p(Ar) (ﬂA) = u(Ar) = Tim_ p(An),

n=1

odakle slijedi (iv). n

PRIMJER. Neka je (X, A, u) prostor mjere. Ako je n(X) = 1, kaZe se da je u
vjerojatnosna mjera ili vjerojatnost, a A zovemo o-algebra dogadaja.
Neka je X konacan skup, a A = 2%. Provjerite da je formulom u(A) = 152:2 é;))

definirana vjerojatnosna mjera p : 2% — R.

Spomenimo da se mjera na (X, B(X)), gdje je B(X) Borelova o-algebra, obi¢no
zove Borelova mjera na skupu X.
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Zadaci za vjezbu

1. Neka je X bilo koji neprazan skup. Pokazite da je funkcija u : 2% — [0, 0]
zadana s

(4) = 0, ako je A diskretan skup
mA) = 00, u suprotnom

mjera na (X, 2%).

6

oo
2. Dokazite da je formulom p = ) =-0,, gdje je d, Diracova delta funkcija,

n=1
zadana vjerojatnosna mjera na (R, B(R)).
3. Neka su p,q € R takvida je 0 < p < 11ip+ q = 1. Dokazite da je funkcija
Br : B(R) — R zadana s
k=

(})stetom.  pesm
0

vjerojatnosna mjera na (R, B(R)).

Uputa: Diracova delta mjera je vjerojatnosna mjera, tj. d;(R) = 1. Zaista,
vrijedi:

k=0 k=0
ﬁn(g A]) = g:o <k>p’“q”k5k(]©1 Aj) = kzn:_o <k,>p’“q" ’“]i&c(flg)
= iZ (Z)p’“q” "o(4y) = iﬂnmn,
it i
Bn(R) = g:o <Z> g F6L(R) = kZ: <k>pkq”_k 1=1.

4. Neka je p mjera na (X, A). (a) Dokazite da za sve A, B € A vrijedi pu(4) +
w(B) = n(AU B) + u(AN B). (b) Neka je u konaéna mjera. Dokazite da za
sve Ay, ..., A, € A vrijedi

-

Az) = zn:(—l)k+1 Z /L(Ail N Ai2 n...N Aik)-

i »y
Uputa: (a) A=(ANB)U (A\B_), B=(A ﬁ_B) U(B\A), AUB=(ANDB)U
(A\B) U (B\A), a skupovi AN B, A\B i B\ A su disjunktni. Zato je
w(A) + u(B) = [WANB) + p(A\B)] + [1(AN B) + u(B\A)]
— (AN B) + [5(A\B) + (AN B) + p(B\A)]
= u(ANB)+ u(AUB).

7
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(b) Dokaz je lako provesti matematickom indukcijom po n sluzeéi se rezulta-
tom pod (a).

. Neka je p mjera na (X,.A). Dokazite da za svaka dva izmjeriva skupa A i B

vrijedi
[1(A) — w(B)| < p(AAB),
gdje je AAB = (A\B) U (B\A) simetri¢na razlika skupova A i B.

Uputa: Iz A C (AAB)UB slijedi p(A) < u(AAB)+u(B), aiz B C (AAB)UA
slijedi u(B) < u(AAB) + u(A).

. Neka su p1, po, ... mjere na (X, A), a a1, a9, ... nenegativni realni brojevi.

Dokazite da je formulom p(A) = 307 | a;pun(A) definirana mjera na A.

. Neka je p mjerana (X, A)i E € A.

(a) Pokazite da je formulom
pp(A) = w(ANE), AcA

definirana nova mjera na (X,.A) koja se zove restrikcija mjere p na skup E.

(b) Neka je Ap := {ANE : A € A}. Pokazite da je (E, Ag,pg) prostor

mjere.

. Neka je (X, A, u) prostor mjere, f : X — Y funkcijai ¥ = {B C Y :

f~Y(B) € A}. Familija X je o-algebra (vidi zadatak 5. na str. 24.). Neka je
w3 — [0, 00] definirana formulom

W(B)=n(f"'(B), Bex.

Dokazite da je ¢/ mjera na (Y;X). Za mjeru u' kazemo da je slika mjere p po
funkciji f.
Uputa: Iskoristite zadatak 3. na str. 24.

. Neka je (X, A, u) prostor mjere. Dokazite: Ako je (A, )nen niz skupova iz A

sa svojstvom p(A,NA,;,) = 0zasve m,n € N, m # n, onda je M(Uff:l An> =

D onet H(An).
Uputa: Neka je By = Ay i By = 0. Za svaki n > 2 definirajte skupove

n—1 n—1 n—1
Eyi= A\ | Amy Bai= Anm( U Am) = | (a4
m=1 m=1 m=1

Tada vrijedi: (i) 4, = E, U B, za svaki n € N. (ii) Skupovi E,, n € N,
medusobno su disjunktni. (iii) u(B,) = 0 za svakin € N (jer je u(A, NA,) =
0, n # m) i zato je pu(A,) = pu(Ey), n > 1.
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10.

11.

12.

Ocito je Uy, By € U, An. Nekajez € (J,2; A,. S ng oznacimo najmanji
prirodan broj takav da je z € A,,. Tada je x € E,, C Uzozl E,,. Dakle,
UZO:1 E, = UZO:1 Ap.

Konacno,
(U a) =n( U B) = 3w = utd)

Mjera p je polukona&na ako za svaki A € A za koji je u(A) = oo postoji B € A
takav da je B C Ai0 < p(B) < co. Svaka o-kona¢na mjera je i polukonaé¢na.
Je li polukonaéna mjera u iz 1. zadatka?

Neka je (X, 2%, 1) prostor mjere. Za mjeru y kazemo da je 0 — 1 mjera na X
ako je u(2%) = {0,1}, u({z}) = 0 za svaki x € X i u(X) = 1. Pokazite da ne
postoji 0 — 1 mjera na N.

Uputa: Kada bi postojala 0 — 1 mjera p na N, onda bi bilo 1 = u(N) =
i1(Ujend) = S nlli}) = Syen0 =0,
Neka je (X, A, ) prostor mjere. Definirajte funkciju p* : A — [0, 0o formu-

lom
pw(A) =sup{u(B): BC A,Be A& u(B) < oco}.

Dokazite: (a) u* je mjera. (b) Ako je u o-konaéna mjera, onda je p* = p. (c)
Pronadite p* za mjeru p : A — [0, 00] definiranu formulom

_J0, akoje A=10
n(A) '_{oo, ako je A # ().

Uputa: (a) Neka je (A, )nen niz disjunktnih skupova iz A. Po definiciji su-
premuma, za svaki ¢ > 0 postoji skup B € A takav da je B C (J, A,,
w(B) < oo i

M(GAQSMQPW-

Tada je (jer su skupovi BN A,, n € N, medusobno disjunktni, BN A4,, C A4,
iu(BNA,) <o)

M*(DAn) S,u(B)—l—Ez,u(Bﬂ(GA,J)—i—Ez,u(

(@

(BmAw>+a
=Y WBNA)+e <Y p(An) +e,

odakle zbog proizvoljnosti broja e slijedi u*(UZOZI An) < S et (Ay).
Dokaz obratne nejednakosti: Fiksirajmo n € N. Tada za svaki ¢ > 0 i
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za sve j = 1,...,n postoji B; € A takav da je B; C A;, u(B;) < oo i
wr(4;) < (B )+5/2j. Zato je

LnJBjGA, O LnJ & u(LnJBj)<oo
j=1 j=1 j=1

j=1

Sada dobivamo
N*( U Aj) > N( LnJ Bj) = ZH(BJ‘) > iu (45) —

odakle zbog proizvoljnosti broja & > 0 slijedi M*(U;‘;l Aj> > 2?21 wr(A;).

Prijelazom na limes n — oo dobivamo obratnu nejednakost.

(b) Neka je A € A. Treba pokazati da je u*(A) = u(A). Ocito, ako je A € A

#(A) < o0, onda iz definicije od p* slijedi p*(A) = p(A). Preostaje razmotriti

slucaj u(A) = co. Zbog o-konaé¢nosti mjere p postoji niz (A4, )nen skupova iz

A takvih da je X = U Aiiu(Ay) < oo, n € N. Zbog toga je u(ANA,) < oo
=1

§to povlagi p* (AN n) = u(ANA,). Sada, kako su p i p* mjere, dobivamo

u*(A):u*(AmX):u*(U (AN Ay) ) Zﬂ (AN Ay)
i (AN A,) = p(A).

(c) p*(A) =0 za svaki A € A.

Neka je (X, A, u) prostor mjere. Dokazite: (a) Akoje A, B € Aiu(AAB) =0,
onda je u(A) = p(B). (b) Definirajte relaciju ~ stavljajuéi A ~ B ako je
uw(AAB) = 0. Pokazite da je ~ relacija ekvivalencije na A. (c) Pretpostavimo
da je u(X) < oo i definirajmo funkciju d : A x A — R formulom

d(A,B) = w(AAB),  A,Be A

A=B=d(A,B)=0,d(A,B)=d(B,A)id(A, B) <d(A,CQC)+ (C,B)._(d)
Neka je A/ ~ skup svih klasa ekvivalencije. Definirajte

Pokazite da je d pseudometrika na A, tj. da ima svojstva: d(4,B) > 0

d([A], [B]) := d(A, B) = u(AAB),  [A],[B] € A/ ~.

Pokazite da je d metrika na A/ ~.
Uputa: (a) Pogledajte rjesenje 2. zadatka sa str. 88.

Pokazite da tvrdnja propozicije 2.19.(iv) opcenito ne vrijedi ako je pu(41) =
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Uputa: Primgjer 1.: Neka je u mjera prebrojavanja na skupu (Z,2%). Defi-
nirajte skupove A4,, = 2"Z, n € N. Tada je (A,)nen padajudi niz skupova,
A=A, =0,0=p(A) #limy, o0 p(Ay) = limy, 0 00 = 0.

Primger 2.: Neka je (X, A) = (R, B(R)), a u neka bude mjera prebrojavanja.
Skupovi oblika (n,00), n € N, tvore padaju¢i niz. O¢ito je (),—;(n,00) = 0 i
wu((n,00)) = oo za svaki n. Zato vrijedi

0=u() = u( ﬁ(n,oo)) # lim p((n,00)) = lim co = oco.

n—oo n—oo

15. Neka je (A )nen niz izmjerivih skupova iz prostora mjere (X, A, ). Dokazati:
(a) u( U=, N, Am) < liminf, u(A,).
(b) Pretpostavimo da je u( Un—, An) < 00. Tada je

u( ﬁ G Am) > limnsupu(An).

n=1m=n

(c) Pretpostavimo da je Y7 | u(A,) < oo. Tada je

[ee] oo
,u( ﬂ U Am> =0.

n=1m=n
Ova je tvrdnja poznata kao Borel-Cantellijeva® lema.
Uputa: (a) Neka je B, = (,°_, Am. Tada je (By)nen rastuéi niz skupova i
Uiozl B, = UZO=1 ﬂ(:nozn Am. Zato je ,u'( UZO=1 ﬂ:f=n Am) = limy, 00 4(Bn) =
liminf,, o u(By) < liminf, u(A,). (b) Neka je Cr,=J,-_, Am. Niz (Cy,)nen
je padajuéii o1 Crn = Moey Un_, Am. Zato je u(ﬂzozl U, Am) =
limy, 00 #(Cy) = limsup,,_, . u(Cp) > limsup,, u(A4,). (c¢) Iz pretpostavke
% u(Ay) < oo slijedi limp o0 S0 i(Ap) = 0. u(ﬂfi’:l U=, Am> =
limy, o0 p(Ap) < limp oo Dome, i(Am) = 0.

6Francesco Paolo Cantelli (1875.-1966.), talijanski matematicar.



2.21.

2.22.

2.23.

36 Vanjska mjera

2.4. Vanjska mjera

DEFINICIIA
Neka je X skup, a 2% njegov partitivni skup. Vanjska mjera na skupu X je svaka

funkcija p* : 2% — [0,00] s ovim svojstvimas:

(w*1) p*(0) =0,

(1*2) (monotonost) A C B C X = p*(A) < u*(B),

(u*3) (o-subaditivnost) Za svaki niz (A;)ien skupova iz X vrijedi
w (U

=1

Zamijetite da ¢e mjera biti ujedno i vanjska mjera onda i samo onda ako je ta
mjera definirana na cijelom partitivnom skupu 2%. Nadalje, vanjska mjera opéenito
nije i mjera. Evo primjera:

PRIMJER. Neka je funkcija p* : 2% — [0, 00] zadana formulom

N [0, akoje A=10
M(A){l, ako je A # ).

Lako je provjeriti da je p* vanjska mjera. Medutim, p* nije o-aditivna funkcija
(vidi primgjer 2.18. pod 3.b) pa nije ni mjera.

PRIMJER. Neka je X skup a p* : 2% — [0, 00] ovako definirana funkcija:

0, ako je skup A konacan ili prebrojiv
1, w suprotnom.

i) =

Tada je p* vanjska mjera, ali nije mjera.

U teoriji mjere od izuzetne je vaznosti Lebesgueova vanjska mjera na R?, kojoj
¢emo posvetiti posebnu paznju. Prvo uvedimo neke pojmove.

Neka je X skup, A o-algebra na X i u: A — [0, 00] mjera. Ako je skup B C X
izmjeriv, tj. B € A, onda je

w(A) = p(AN B) + u(An B°), VA e A

Drugim rije¢ima, izmjeriv skup B razbija svaki drugi izmjeriv skup A na dva di-
sjunktna izmjeriva skupa AN B i AN B¢ ¢ije se mjere zbrajaju na zeljeni nacin.

Vanjska mjera p* : 2% — [0, co] nema to svojstvo. Preciznije, ako je B C X, tj.
B € 2%, zbog o-subaditivnosti vanjske mjere je

W(A) < p*(ANB)+ "(ANBY),  VACX (2.6)

s tim Sto se moze pojaviti stroga nejednakost kao Sto je to slucaj za vanjske mjere
definirane u primjerima 2.22. i 2.23. Zato uvodimo sljedeé¢u definiciju:
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DEFINICLIA
Neka je u* : 2% — [0, o] vangjska mjera na skupu X. Za skup B C X kazemo da je
w*-izmjeriv ako je

W(A) = (AN B) + p* (AN B°),  VACX.

Iz definicije slijedi da su @ i X p*-izmjerivi. Nadalje, ako je skup B p*-izmjeriv,
onda je i B¢ p*-izmjeriv skup.

Zbog nejednakosti (2.6), kako bi se dokazalo da je skup B C X p*-izmjeriv,
dovoljno je pokazati da vrijedi

W(A) > p (AN B) + p*(ANB), VYACX. (2.7)

Ako je p*(A) = oo, onda je ocito ispunjena nejednakost (2.7). Dakle, skup B bit ¢e
p*-izmjeriv ako nejednakost (2.7) vrijedi za svaki A C X takav da je p*(A) < oo.

. PropozICIIA

Neka je u* : 2% — [0, oo vanjska mjera na skupu X . Ako je u*(B) = 0 ili u*(B¢) =
0, onda je B p*-izmjeriv skup.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti da za svaki A C X vrijedi
1(A) = p* (AN B) + (AN B,

Tvrdnja slijedi iz monotonosti vanjske mjere: p*(B) = 0 povlaéi pu*(A N B) +
(AN B < p*(B)+ pu(A) = p*(A). Sliéno, ako je p*(B°) = 0, dobivamo
P (AN B) + p* (AN B¢) < p*(A) + p*(B°) = p* (A). -

Sljedeéi Carathéodoryjev’ teorem kljuéan je za konstrukciju mnogih mjera.

TEOREM (CARATHEODORY)
Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X. Sa M+ oznacimo familiju
svih p*-izmgerivih podskupova od X . Tada vrijedi:

(a) M« je o-algebra na skupu X,
(b) Restrikcija funkcije p* na M« je mjera.

Dokaz. (a) Veé smo zakljuéili da ) i X pripadaju skupu M, te da je komplement
w*-izmjerivog skupa takoder p*-izmjeriv. Preostaje pokazati zatvorenost familije
M+ na formiranje prebrojive unije. Dokaz provodimo u tri koraka: (i) pokazat
¢emo da su unija i presjek dva p*-izmjeriva skupa takoder p*-izmjerivi skupovi, (ii)
pokazat ¢emo da je prebrojiva unija medusobno disjunktnih p*-izmjerivih skupova
takoder p*-izmjeriv skup, (iii) pokazat ¢emo kako se prebrojivu uniju Uj; B; od
p*-izmjerivih skupova B; (ne nuzno disjunktnih) moze zapisati u obliku prebrojive

7Constantin Carathéodory (1873.-1950.), njemacki matematicar grékog porijekla.
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unije nekih novih medusobno disjunktnih p*-izmjerivih skupova. Time ¢e dokaz
tvrdnje (a) biti zavrsen.

(i) Neka su By, By € M. Zbog zatvorenosti familije M+ na komplementiranje,
dovoljno je pokazati da je By U By € M,~. Neka je A C X bilo koji podskup. Zbog
w*-izmjerivosti skupa Bj je
M*(A N (B1 U BQ)) = ‘LL*(A n (Bl U BQ) n Bl) + M*(A N (B1 U BQ) n BT)
= (AN By) + p* (AN Bf N By). (2.8)

Sada redom pomocu te jednakosti, identiteta (B U B)¢ = Bf N B, pretpostavke
By € M« i na kraju pretpostavke By € M+, dobivamo:

wW(AN(B1UB2))+p* (AN (B1UDB)°) = (AN DBy) + (AN Bf N Bs)
+u* (AN BS N BS)
= (ANDBy) + p* (AN BY)
= 1" (4),

¢ime je zavrsen dokaz p*-izmjerivosti skupa B U By. Osim toga, ako su By i Bs
jos 1 disjunktni, onda iz (2.8) slijedi

/_L*(Aﬂ(Bl UBQ)) :M*(AmBl)—i-/_L*(AﬂBg) (29)
(ii) Neka je (B;)ien niz medusobno disjunktnih p*-izmjerivih skupova. Koristeéi
pretpostavku disjunktnosti skupova B;, tvrdnju (i) prema kojoj je unija konacéno
mnogo p-izmjerivih skupova takoder p-izmjeriv skup i jednakost (2.9) koja vrijedi

za bilo koja dva p*-izmjeriva i disjunktna skupa B; i B, lako je pokazati da za
svaki A C X i za svaki n € N vrijedi

i=1 i=1
Zato, zbog p*-izmjerivosti skupa | J;_; B; dobivamo
v = (an(Um) e (an ()
zn: (ANB;) + p* (Am ﬂB°> (2.10)

Nadalje, zbog AN (N, BY) 2 An (N2, BE) = An (U2, Bi)c i monotonosti
vanjske mjere p*, iz (2.10) dobivamo

WA = Y AN B) + w(an(UB)),
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odakle prvo prijelazom na limes n — oo slijedi

oo

1 (A) > Zu*(AﬂBi)—i—u*(Am(UBi)c). (2.11)

i=1 i=1

Sada koristec¢i svojstvo o-subaditivnosti vanjske mjere p* nalazimo

p(A) = Y an B+ (an (U B))

i=1

—

> m(;m(@&)) +u*(Am( Bi)c)

> p(A).

1

2

Time je dokazana p*-izmjerivost skupa (J;-, B;.
(iii) Neka je (B;)ien bilo koji niz p*-izmjerivih skupova. Definirajmo nove skupove

1—1 00
Cy := By, C; := B;\ U By, i > 2. Skupovi C; medusobno su disjunktni i |J C; =
k=1 1

=

J Bi. Kako je
=1

1=

i—1 i—1 i—1
Ci=B\|JBr=B:n(|JB) =Bn([)B),
k=1 k=1 k=1

te kako se prema (i) presijecanjem konaéno mnogo p*-izmjerivih skupova opet do-

o0 o0
biva p*-izmjeriv skup, skupovi C; su p*-izmjerivi. Prema (ii) skup U B; = |J C;
i=1 i=1
je p*-izmjeriv.
reba provjeriti o-aditivnost restrikcija funkcije p* na .. u svrhu neka
b) Treb jeriti o-aditi t restrikcija funkcije p* na M,«. Ut hu nek
je (Bi)ien niz medusobno disjunktnih skupova iz M,,«. Ako u (2.11) skup A zami-
jenimo sa U2, B;, dobivamo

w(UB) = 3w (Bi)+o.

i=1

Suprotna nejednakost slijedi iz o-subaditivnosti vanjske mjere p*. n

Konstrukcija vanjske mjere. Sada ¢emo pokazati kako se pomocéu Carathéo-
doryjeva teorema (teorem 2.26.) mogu konstruirati razni prostori mjere. Krenimo
redom. Prvo ¢emo definirati neke pojmove i dokazati jednu propoziciju.
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DEFINICIIA
Neka je X meprazan skup. Familiju C podskupova od X zovemo o-pokrivat od X
ako ona ima sljedeca dva svojstva:

(i) D ecC,
(ii) Postoji niz (C;)ien ¢lanova iz C takav da je X = J;o, C;.

Prorozicuja
Neka je C neki o-pokrivac nepraznog skupa X, a 7 : C — [0,00] bilo koja funkcija
sa svojstvom 7(0) = 0. Definirajmo funkciju p* : 2% — [0, 0] formulom

u:(A):inf{iT(Ci):CiGC & AC Gc}
=1 =1

gdje se infimum uzima po svim nizovima (C;)ien u C takvim da je A C J;=, C;.
Funkcija pr je vanjska mjera.

Skupovnu funkciju 7 iz propozicije 2.28. zovemo proto-mjera. Uoc¢imo da je neprazan
skup ¢iji se infimum trazi u definicijskoj formuli od px(A). Naime, po definicije o-
pokrivaca C skup X moze se prikazati kao prebrojiva unija ¢lanova iz C, pa je onda
skup A C X ocito sadrzan u uniji tih ¢lanova iz C.

PRIMJEDBA

Kako je 0 € C i 7(0) = 0, moZemo smatrati da se infimum u definicijskoj for-
muli od pr(A) uzima po svim nizovima u C koji pokrivaju skup A, bez obzira
jesu li ti mizovi konacni ili beskonacni. Zaista, ako su Ci,...,C, € C i A C
U, C;, onda konacan niz (Cy,...,Cy) moZemo nadopuniti do beskonacnog niza
(C1,Ch,..) == (Cyy...,Cn,0,0,...) koji ocigledno takoder pokriva skup A. Pri
tome je Y .o, T(Cl) =30 7(Cy).

Ideja vanjske mjere definirane pomoc¢u proto-mjere ilustrirana je na slici 8.

Slika 8. Na ovoj slici o-pokrivaé C je skup svih pravokutnika iz R?, a 7
proto-mjera koja pravokutniku pridruzuje njegovu povrsinu. Na lijevoj strani slike
krug je prekriven s pet, a na desnoj s devet pravokutnika. Prekrivanje s desne
strane daje bolju aproksimaciju povrsine kruga.



2.30.

Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 41

U dokazu propozicije 2.28. koristit ¢emo sljede¢u lemu:

LEMA (VIDI NPR. [7])

Neka je (zik, (1, k) € NxN) bilo koji niz nenegativnih realnih brojeva, a s : N — Nx
N bilo koja bijekcija. Red ) x4y konvergira onda i samo onda ako konvergiraju
svi redovi >, xik, @ € N, te ako je i red >, (Y52, xik) konvergentan. Pri tome
je

Z Ls(n) = Z (Zmz,k)
n=1 i=1 k=1

Dokaz propozicije 2.28. Za prazan skup imamo () C [J;2, 0, odakle iz definicije
funkcije pf dobivamo pf(0) < -2, 7(0) = 0. Kako je otito pf > 0, dobivamo
17 () = 0.

Nadalje, ux je monotona funkcija, tj.

(VA,BC X) ACB= pi(A) < pp(B).

To je stoga jer je svaki pokriva¢ skupa B ujedno i pokriva¢ skupa A.
Preostaje pokazati da je ur o-subaditivna funkcija. Neka je (4;)ien niz podsku-
pova od X. Treba pokazati da je

1 ( U 4;) < ZH:(AO-

Ako je D2, px(A;) = oo, onda sigurno vrijedi trazena nejednakost. Zato nadalje
pretpostavimo da je > o, ui(4;) < oo. Tada je ujedno i pX(4;) < oo za svaki
i € N. Neka je € > 0 proizvoljan. Prema definiciji broja pf(A4;), postoji niz skupova
(Cik)ken iz C takav da je A; C Jpey Cik, da red Y, 7(C; 1) konvergira i da za
njegovu sumu vrijedi

3 (Cin) < uE(A) + =

- 2.12
21 ( )
k=1

Ocito je

Skup N x N je ekvipotentan sa skupom N, pa skupova C;, (i,k) € N x N, ima
prebrojivo mnogo. Neka je s : N — N x N bilo koja bijekcija. Pomocu te bijekcije
niz skupova (C; )i k)enxy moze se preindeksirati u novi niz (Cy) )nen. Pri tome
je

(@

A; C

1 7

o

U Ci,k = U C’s(n)~
n=1

k=1

I
—

K2
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Nadalje, prema lemi 2.30. red ) 7(Cj(,,)) konvergira onda i samo onda ako konver-
girajusviredovi >, 7(Ci k), i € N, kao i odgovarajuéired suma >, (3,2, 7(Cik)).
Pri tome je

Z 7(Csny) = Z (Z T(Ci,k)>~ (2.13)
n=1 =1 k=1

Kako redovi ), 7(Ci k), i € N, konvergiraju, preostaje zakljuciti da konvergira i
red >, >0 7(Cs ). To slijedi iz (2.12) primjenom poredbenog kriterija.
Iz (2.12) i (2.13) dobivamo

> 7(Camy) £ (M?(Ai) + %) =) wi(A) +e,
n=1 =1 i=1

odakle iz definicije funkcije pf slijedi

wr(UJA) <D i)+
3 i=1

i=1
Zbog proizvoljnosti broja e > 0 je p* (U5, 4i) < 352, px(A;). Time smo dokazali
da je pX vanjska mjera. |

Prema Carathéodoryjevom teoremu (teorem 2.26.) M, je o-algebra, a restrik-
cija vanjske mjere p; na M« je mjera. Na taj nacin mozemo konstruirati mnoge
mjere.

Zadaci za vjezbu

1. Neka je X bilo koji neprebrojiv skup, te u*,v* : 2% — [0, 00] vanjske mjere
definirane formulama:

. _ [0, A diskretan
p(A) = { 1, A u suprotnom,

VH(A) = 0, A diskretan

"] oo, A u suprotnom.
Dokazite: (a) Skup A C X je p*-izmjeriv onda i samo onda ako je A ili A€
diskretan skup. (b) Svaki skup A C X je v*-izmjeriv.

Uputa: Opcéenito, ako je skup vanjske mjere 0, onda su on i njegov komplement
izmjerivi (propozicija 2.25.). (a) Neka je jedan od skupova A i A€ diskretan.
Tada je u*(A) = 0 ili p*(A4A°) = 0, pa je A p*-izmjeriv. Ako niti jedan od
skupova A i A nije diskretan, onda je u*(A) = p*(A°) =1. Sadaza B=X
dobivamo 1 = p*(B) < 2 = p*(BNA) + pu* (BN A°). To po definiciji znaci da
A nije p*-izmjeriv. (b) Neka je B bilo koji podskup od X. Ako je B diskretan,
onda su diskretni i skupovi BN A i BN A°. Zato je v*(B) = v*(BNA) =
v*(B N A°€) =0, odakle dobivamo

%) v*(B) =v*(BNA)+ v (Bn A°).
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Ako B nije diskretan skup, onda barem jedan od skupova BN A ili B N A°
nije diskretan, pa stoga opet imamo jednakost (x).

2. Neka je (X, A, u) prostor mjere, a u* : 2% — [0, 0o] vanjska mjera definirana

formulom
pw(A)=inf{u(B): ACB & BeA}

(a) Dokazite da se infimum p*(A) postize na nekom nadskupu B skupa A.
(b) Skup A € A je p*-izmjeriv i p*(A) = pu(A). Dokazite!
Uputa: (a) Prema definiciji infimuma postoji niz (B, )nen izmjerivih skupova
takav da je A C By, i lim,—yoo u(By) = p*(A). Neka je B = ()0, B, € A.
Pokazimo da je u(B) = p*(A): Iz A C B slijedi p*(A) < p(B). Nadalje, iz
B C B, slijedi u(B) < p(By,), odakle prijelazom na limes dobivamo u(B) <
lim, oo (Br) = p*(A). Dakle, u(B) = u*(A). (b) Neka je A € A. Po
definiciji je p*(4) < p(A). Nadalje, za svaki B € A takav da je A C B
imamo p(A4) < p(B). Uzimanjem infimuma po svim takvim skupovima B
dobivamo p(A4) < p*(A). Dakle, u(A) = p*(A). Pokazimo da je A p*-
izmjeriv. U tu svrhu dovoljno je pokazati da za svaki B C X, p*(B) < oo,
vrijedi p*(B) > p*(BNA)+ p* (BN A°). Neka je B* € A takav da je B C B*
i p*(B) = pu(B*). Prema (a) takav skup B* postoji. Sada imamo

p(B) = w(B*) = p(B* NA) + p(B* N A%) > p*(B* N A) + p*(B* N A°)
> p (BNA)+ p (BN A

Prva nejednakost posljedica je toga §to je pu > p* za svaki izmjeriv skup, a
druga vrijedi zbog monotonosti vanjske mjere.

3. Na skupu N vanjska mjera p* definirana je formulom:

—2_ ako A ima n elemenata
* _ ntl’
w(A) { 1, A beskonacan.

Pronadite sve p*-izmjerive skupove.

Uputa: Po definiciji, skup A C N je p*-izmjeriv ako je p*(B) = p*(BN A) +
W (BN A° zasvaki B C N. Za B = N treba biti (x) 1 = p*(A) + p*(A°).
Barem jedan od skupova A ili A¢ je beskonacan, tj. p*(A4) =1 ili u*(A°) = 1.
Sada je pomocu () lako ustanoviti da su jedino N i () p*-izmjerivi skupovi.

4. Neka je p* aditivna vanjska mjera na X, tj. p*(AU B) = u*(A) + p*(B) za
svaka dva disjunktna skupa A, B C X. Dokazite da je p* mjera.
Uputa: Neka su A, B C X. Skupovi AN B i AN B¢ su disjunktni i zato po
pretpostavei imamo p*(A4) = p*(AN B) 4+ p*(A N B°). To znadi da je p*-
izmjeriv svaki skup B C X. Prema Carathéodoryjevu teoremu p* je mjera.

5. Neka je u* vanjska mjera na X. Dokazite da za svaka dva podskupa A i B od
X vrijedi
W (A) = p*(B)| < p*(AAB).

Uputa: Postupite kao kod zadatka 5. sa str. 32.
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6. Neka je pu* vanjska mjera na X i A C X p*-neizmjeriv podskup od X takav

da je p*(A) < oo. Pokazite da postoji skup S C A takav da je p*(S) > 01 da
S nema p*-izmjerivih podskupova pozitivne mjere.

Uputa: Neka je o := sup{u(B) : B C A, B p*-izmjeriv }. Po definiciji su-
premuma, za svaki n € N postoji u*-izmjeriv podskup B, od A takav da je
(%) u(Bpn) > a —1/n. Za svaki takav B, je u(By) = p*(Bn) < p*(A) < oo.
Skup B :=J,—, B, je p*-izmjeriv, B C Ai (%x) u(B) < a. Zbog B, C B je
w(By) < u(B), pa pomocu (x) i (%) dobivamo u(B) = «. Neka je S = A\B.
Kako A = BU(A\B) nije p*-izmjeriv, a B je p*-izmjeriv, skup S = A\ B nije
p*-izmjeriv. Zato je p*(S) > 0 (propozicija 2.25.). Nadalje, pretpostavimo
da je T p*-izmjeriv podskup od S. Tada je BUT p*-izmjeriv podskup od A.
Zbog BNT =0je a > u(BUT) = u(B) + u(T) = a+ p(T), odakle slijedi
w(T) = 0.

. Neka je p* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X, a E, F C X. Dokazite:

(a) Ako je p*(E) = 0, onda je p*(EFU F) = p*(F). (b) Ako je E C F,
w*(F\E) = 01 ako je E p*-izmjeriv, onda je F takoder p-izmjeriv skup i
vrijedi p*(F') = p*(E). (c) Ako je p*(EAF) =0, onda je p*(E) = p*(F) = 0.

Uputa: (a) p*(EUF) < u*(E)+ p*(F), FCEUF = pu*(F) < p*(EUF).
(b) Skup F\E je p*-izmjeriv (propozicija 2.25.). Skup F = E U (F\E) je
unija dva p*-izmjeriva skupa pa je i sam p*-izmjeriv. Nadalje, monotonost
vanjske mjere daje p*(E) < p*(F) < p*(E) + p*(F\E) = p*(E). (c) E\F,
F\E C A = p*(E\F) = p*(F\E) = 0. Sada imamo p*(E) = p*((ENF) U
E\F) < p*(ENF)+ p*(E\F) = p*(ENF) < p*(F). Sliéno se pokaze da je
W (F) < ().

. Neka je pu* : 2% — [0, 00] vanjska mjera na skupu X, A C X i (E,)nen niz

w*-izmjerivih skupova. Pokazite da je pu* ( U,—, (AﬂEn)) =3 W (ANE,).
Uputa: Stavite E := Ey, B:= AN (F1U...UE,). Skup E; je p*-izmjeriv,
pa koristeéi B kao test-skup dobivamo p*(B) = p*(B N Ey) + p* (B N ES), t.

u*(Am(Elu...uEn)) :u*(AﬁEl)Jru*(Aﬁ(EgU...UEn)).

Ako ovaj nacin zaklju¢ivanja ponovimo n — 1 puta tako da u i-tom koraku za
w*-izmjeriv skup uzimamo E;, a za test-skup AN (E; U...U E,,), dobivamo

u* (A N(EU...U En)) = 3" (AN E;). Sada zbog AN (UL, Ei) €
An (U2, E;) imamo

iu*(AﬂEi)=u*(Aﬂ(OEi)) Su*(Am(DEi)),

i=1 i=1

odakle slijedi Y7, p* (AN E;) < p* (U2, (AN Ey)).
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9. Neka se o-pokriva¢ C neprebrojivog beskonacénog skupa X sastoji od (), cijelog

skupa X i svih jednoc¢lanih podskupova od X. Definirajmo funkciju 7 : C —
[0, 00] na sljedeéi nacin: 7(0) = 0, 7({z}) = 01 7(X) = 1. Nadalje, neka je
pr 2% — [0, 00] vanjska mjera iz propozicije 2.28. Dokazite da je ux = u*,
gdje je u* vanjska mjera iz 1. zadatka.
Uputa: Ako je skup A = {ay,...,a,} konacan, zapisimo ga kao prebrojivu
wniju 4 = (Ui {ai}) U (US40 0). Tada je 0 < u(4) < X, r({ai}) +
Yo i1 T(0) = 0, odakle slijedi pf(A) = 0. Ako je skup A C X prebrojiv,
mozemo ga zapisati kao prebrojivu uniju A = [J;2,{a;} njegovih ¢lanova.
Opet se dobiva ur(A) = 0. Sada pretpostavimo da A C X nije diskretan
skup. Ako je A C |J;2, C;, C; € C, tj. ako je A pokriven s prebrojivo mnogo
skupova iz C, onda barem jedan C; mora biti jednak skupu X. Bez smanjenja
opéenitosti, neka je C; = X. Tada je 1 = 7(Cy) < Y22, 7(C;), odakle iz
definicije vanjske mjere u* (kao infimuma) slijedi 1 < px(A). Nadalje, kako je
AC X, toje ur(A) < 7(X) = 1. Time smo pokazali da je pur(A) = 1 za svaki
neprebrojiv skup A C X.
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2.5. Dynkinove klase i 7m-sistemi

Mnoge o-algebre generirane su nekom familijom podskupova. Jedna te ista o-
algebra moze se generirati pomoc¢u razli¢itih familija (vidi npr. teorem 2.9.); uglav-
nom se koriste o-pokrivaci. Isto tako, jedna te ista mjera na o-algebri moze se
konstruirati pomocu razli¢itih o-pokrivaca. Dynkinove klase snazan su alat pomocu
kojega se ¢esto moze utvrditi jednakost mjera.

Za motivaciju, pretpostavimo da su definirane dvije mjere p,v : A — [0, 00] na
o-algebri A podskupova od X, takve da je pu(X) = v(X). Zanima nas kada ¢e one
biti jednake, tj. kada ¢e biti u(A) = v(A) za svaki A € A.

Sada ¢emo potraziti nuzne uvjete za jednakost mjera. U tu svrhu, radi jednos-
tavnosti pretpostavimo da su p, v dvije konacne mjere (tj. da su pu(X),v(X) < 00)
takve da je u(X) = v(X). Neka je

D={AecA:u(A) =v(A)}.

Koriste¢i pretpostavku konacénosti mjera p i v i svojstva mjere (i) i (iii) iz propozi-
cije 2.19., lako je pokazati da familija D ima sljedec¢a svojstva:

(d1) X e D,

(d2) (A, BeD & BCA)= A\BeD,

(d3) Ako je (Ap)nen rastuéi niz skupova iz D, onda je |J;—, A, € D.

DEFINICLIA

Neka je X skup. Familija D podskupova od X sa svojstvima (d1)-d(3) zove se
d-sistem, Dynkinova® klasa ili Dynkinova familija na skupu X.

Navedimo odmah i sljede¢u definiciju:

DEFINICIIA
Neka je X skup. Familiju podskupova od X koja je zatvorena na konacne presjeke
zovemo T-sistem na skupu X.

Svaka algebra na X je m-sistem na X. Svaka o-algebra na X je d-sistem i m-sistem
na X. Obrnuto ne vrijedi, kao $to nam ilustriraju sljede¢a dva primjera:

PRIMJER. Neka je X ={1,2,...,2k — 1,2k}. Lako je provjeriti da je
D ={AC X :|A| je paran broj }

d-sistem na X, ali nije algebra pa nije ni o-algebra. Zaista, familija D nije zatvorena
na prebrojive unije: Neka su A, B € D. Ako je |AN B| nula ili paran broj, onda je
|A U B| paran broj pa je AU B € D. Ako je |AN B| neparan broj, onda je |A U B
neparan broj pa AU B ¢ D. Evo jednostavnog primjera: X = {1,2,3,4,5,6},
A=1{1,2}, B=1{2,3,4,5}, AUB={1,2,3,4,5} ¢ D.

8Eugene Borisovich Dynkin (1924.-), ruski matematicar.
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2.34. PRIMJER. Navedimo nekoliko vaznih primjera w-sistema:

2.3

1. Sljedeée familije su w-sistemi na R:
&1 ={(a,b):a,b e R,a <b}, & = {(a,b]: a,b € R,a < b},
E={la,b) :a,b e R,a < b}, &4 ={[a,b]: a,b € R,a < b}UD.
Uocite da nijedna od ovih familija nije algebra. Njihova unija E1UEUE3UE,
je m-sistem na R.

2. Sljedeée familije su m-sistemi na R%:

& = {(al,bl) X (a2,b2) X ... % (aq,bq) : a;,b; € R a; §bi,i:1,...,d}
& = {(al,bl] X (ag,ba] X ... X (ad,bd]:ai,biGR,aigbi,izl,...,d}
& = {[al,bl) X [ag,ba) X ... X [ad,bd):ai,biGR,aigbi,izl,...,d}
&y = {[al,bl] X |ag, ba] X ... X [ad,bd]:ai,biER,aigbi,izl,...,d}U(Z).

Nijedna od tih familija nije algebra. Njihova unija E4UEUE3UE, je w-sistem
na R?.

Lako je pokazati da je presjek proizvoljno mnogo d-sistema [r-sistemal na skupu
X opet d-sistem [m-sistem] na X. Neka je £ bilo koja familija podskupova od
X. Presjek svih d-sistema [m-sistema] na X koji sadrze £ najmanji je d-sistem
[r-sistem] na X koji sadrzi £, oznacavamo ga s D(E) [odnosno s w(€)] i zovemo
d-sistem generiran s £ [r-sistem generiran s &].

Prorozicua
Neka je € bilo koji w-sistem na X. Tada je D(E) algebra na skupu X .

Dokaz. Kao prvo, uo¢imo da je X € D(€) po definiciji d-sistema. Nadalje, ako je
A € D(€), prema svojstvu (d2) je A° = X\ A € D(£). Preostaje pokazati da je
familija D(E) zatvorena na konacne presjeke. U tu svrhu prvo definirajmo familiju

D1 ={AeDE): ANE € D) zasvaki E € £} C D(E).

Tvrdimo da je £ C D;. Zaista, nekaje A € £. Kakoje & C D(E), toje A € D(E).
Nadalje, kako je £ m-sistem, za svaki E € £ je ANE € £ CD(E). Dakle, A € D;.
Sada ¢emo dokazati jednakost

Kako je D; C D(E), treba dokazati inkluziju D(€) € Dy. U tu svrhu prvo ¢emo
pokazati da familija D; tvori d-sistem na X:

(d1) Kako je X € D(€) te kako za svaki E € & vrijedi X NE = E € £ C D(£),
slijedi da je X € D;.
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(d2) Neka su skupovi A, B € D; takvi da je B C A. Po definiciji familije D; tada
je A, B € D(€). Osim toga, za svaki E € £ je ANE,BNE € D(E).
Treba pokazati da je A\B € Dy, tj. da je AAB € D(f)idaje (A\B)NE €
D(€) za svaki E € £. Kako je A, B € D(&) te kako je D(E) d-sistem, prema
svojstvu (d2) je A\B € D(£). Sada ¢emo pokazati da je (A\B) N E € D(£)
za svaki F € £. Neka je F € £ Zbog B C Aje BNE C AN E. Kako
d-sistem D(&) sadrzi oba skupa AN E i BN E, prema svojstvu (d2) je (AN
E)\(BNE) € D). Iz jednakosti (A\B)NE = (AN E)\(BNE) slijedi da je
(A\B)NE € D(E).

(d3) Pretpostavimo da je (A, )nen rastuéi niz skupova iz D;. Treba pokazati da
je U2, A, € Dy. Neka je E € €. Tada je (A, N E) rastuéi niz skupova iz
D(E). Familija D(E) je d-sistem pa je ;- (A, N E) € D(E). Tvrdnja slijedi

iz jednakosti (U;"lo:1 An) NE=U,_,(A,NE).

Familija £ sadrzana je u d-sistemu D;. Kako je D(£) najmanji d-sistem koji
sadrzi £, to je D(€) C D;. Time smo dokazali jednakost D(€) = D;.
Sada ¢emo definirati drugu familiju:

Dy:={AeDE): ANB e D) zasvaki B D(E)} CD(E).

Uoc¢imo da je familija D- zatvorena na konacne presjeke. Zato, pokazemo li da je
Dy = D(E), to ¢e znactiti da je familija D(E) zatvorena na konaé¢ne presjeke i time
¢e biti kompletiran dokaz da je D(€) algebra na X.

Preostaje pokazati da je Do = D(E). Kako je Dy C D(E), dovoljno je dokazati
inkluziju D(£) C Dy. Kao prvo, lako je pokazati da je Do jedan d-sistem na X.
U tu svrhu dovoljno je oponasati dokaz da je D; d-sistem. Sada ¢emo pokazati da
je £ C Dy: Neka je E € £. Tada je E € D(E) jer je £ C D(E). Nadalje, kako je
D(E) = D1, za svaki B € D(E) po definiciji familije D; je ENB € D(E). Time smo
pokazali da je £ C Dy. Kako je familija £ sadrzana u d-sistemu D te kako je D(E)
najmanji d-sistem koji sadrzi &, to je D(E) C Ds. n

TEOREM
Neka je € bilo koji w-sistem na X. Tada je o(E) = D(E), tj. o-algebra generirana
w-sistemom & jednaka je d-sistemu generiranim s E.

Dokaz. Svaka o-algebra je d-sistem, pa je zato D(E) C o(€). Preostaje pokazati
suprotnu inkluziju (&) C D(E).

Prema propoziciji 2.35. D(E) je algebra na X. Kako je D(£) istovremeno i d-
sistem, familija D(€) zatvorena je na formiranje prebrojivih unija rastuéih skupova.
Zato je D(€) ujedno i o-algebra (propozicija 2.12.). Kako je ¢(€) najmanja o-
algebra koja sadrzi familiju &€, dobivamo (&) C D(E). =

Sljededi teorem moze biti od velike koristi kada se zeli pokazati da se neke dvije
mjere podudaraju na o-algebri.
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. TEOREM

Neka je o-algebra A na skupu X generirana w-sistemom &, tj. A= o(E). Nadalje,
neka su p,v: A — [0,00] dvije mjere na o-algebri A, takve da je

w(E) =v(E), VE e€&. (2.14)
Ako je ispunjen jedan od sljedeca dva uvjeta:

(a) w(X) =v(X) < oo, ili

(b) Postoji rastuci niz (En)nen skupova iz € sa svojstvom

onda je j = . X = Ql E, &  u(Ep),v(E,) <o, VYneN, (2.15)

Dokaz. (a) Neka je
D:={Ac A:u(A)=v(A)}.
Kako je po pretpostavci u(E) = v(E) za svaki E € &, slijedi £ C D. Kao §to
znamo iz uvodnog razmatranja, familija D je d-sistem na X i zato je D(£) C D.
Prema teoremu 2.36. je o(£) = D(E). Zato je A = o(E) = D(E) C D, odakle slijedi
A = V|4
(b) Za svaki n € N definirajmo pomoéne mjere p,, v, na (X,.A):
wn(A) = p(ANE,), vp(4):=v(ANE,), Ae A

Zbog pretpostavki (2.14) i (2.15) je

wn(E) = v (E), VEe€E,

pn(X) = p(Ey) = v(En) = vp(X) < 00,
Prema (a) zato je py, = vn, tj.

wANE,) =v(ANE,), VA € A

Neka je A € A. Kako je

o o
A=anx=an({JE)=UMAnE),
n=1 n=1

te kako je (A N E,) rastudi niz skupova iz A, primjenom tvrdnje (iii) iz propozi-
cije 2.19. dobivamo

(@

w(A) = u( (AN En)> = lim p(ANE,) = lim (AN E,)
= y( U (AﬂEn)> = v(A).
Dakle, p(A) = v(A) za svaki A € A. n

Primjenu teorema 2.37. ilustrirat ¢emo poslije. Pomoc¢u njega dokazat ¢emo da
je npr. Lebesgueova mjera jedina mjera na Borelovoj o-algebri B(R?) koja svakom
d-intervalu pridruzuje njegov volumen (propozicija 2.58.). Cesto ¢emo ga koristiti
kako bismo pokazali da se neke dvije mjere podudaraju na o-algebri (vidi npr.
teorem 2.86.). Nadalje, taj nam teorem moze posluziti da se pokaze kako se jedna
te ista mjera na o-algebri moze konstruirati pomocu razlicitih o-pokrivaca.
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2.6. Lebesgueova vanjska mjera

Lebesgueova vanjska mjera na R. Ovu vanjsku mjeru najjednostavnije je de-
finirati pomoc¢u propozicije 2.28. Neka je C familija svih otvorenih intervala iz
R oblika (a,b), a < b. Kako je prazan skup ) = (a,a) € C, te kako se moze
pisati R = (J;=,(—4%,4), familija C je o-pokriva¢ skupa R. Definirajmo funkciju
7 :C — [0, 00] ovako:

7((a,b)) :=b — a, a <b.

Ocito je 7(0) = 7((a,a)) = 0.
Neka je A podskup od R. Sa C4 ozna¢imo familiju svih nizova (C;)en, C; € C,
koji pokrivaju skup A, tj.

oo
Cy = {((ai,bi),i S N) ca; <b; & AC U(a“bz)}
i=1
Definirajmo (vidi propoziciju 2.28.) funkciju A\* : 2 — [0, co] formulom

o0

A*(A) = inf{ZT(Ci):Ci €C & AC Dc}

1
:inf{

gdje se infimum uzima po svim nizovima iz C4. Funkciju \* zovemo Lebesgueova
vanjska mjera na R.

K2

(bi — ai) : ((ai,bi),i S N) S CA},

0

i=1

PrOPOZICIJA
Lebesgueova vangjska mgjera \* je vanjska mjera.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 2.28. ™

PRIMJEDBA

Kao sto je veé spomenuto u primjedbi 2.29., moZemo smatrati da se infimum u
definicijskoj formuli od A*(A) uzima po svim nizovima u C koji pokrivaju skup A,
bez obzira jesu li ti nizovi konacni ili beskonacni.

U sljedeé¢em primjeru ilustriramo korisnost ove primjedbe.

PRIMJER. Pokazimo da je A\*({a}) =0 za svaki a € R.

Kako je X*({a}) > 0 zbog nenegativnosti vanjske mjere X*, dovoljno je pokazati
da je \*({a}) < 0. Zaista, kako je

€

{a} C (a—%,a—i-E)
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za svaki realan broj e > 0, iz definicije vanjske mjere \* (kao infimuma) dobivamo

X({ah) <7(a=Sa+2) =e,
odakle zbog proizvoljnosti broja e > 0 slijedi \*({a}) = 0.

Ovu tvrdnju moZemo dokazati i na drugi nacin, bez pozivanja na prethodnu pri-
mgjedbu. Uocimo da je svaki jednoélani skup {a} sadrian u uniji otvorenih intervala
oblika (a — 5T, @+ #), 1 €N, e >0, éiji zbroj duljina iznosi 221 5 = €. Zato
je A*({a}) < e, odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi \*({a}) < 0. Kako je
A ({a}) > 0 zbog nenegativnosti vanjske mjere X*, dobivamo da je \*({a}) = 0.

PrOPOZICIIA
Neka su a,b € R, takvi da je a < b. Tada je

() A ([, b)) = b—a,
(i) A*([a,0)) = b—a,
(iii) \*((a,b]) =b—a,
(iv) A*((a,b)) =b—a
Dokaz. (i) Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Otvoreni interval (a — 5,b + 5)
duljine 7((a — §,b+ 5)) = b — a + ¢ prekriva segment [a, b], tj.
[a,b] C (a— %,b—i— %)
Zato je

M ([a,b]) = inf { > (b — @) : ((as,bi),i €N) € c[a,b]}
))=b—a+e¢,

odakle zbog proizvoljnosti broja ¢ > 0 dobivamo A*([a,b]) < b — a. Sada ¢éemo
pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, sto ¢e za posljedicu imati \*([a, b]) = b—a.
Neka je ((ai,b;),i € N) € Cjqp bilo koji niz omedenih otvorenih intervala koji
pokrivaju segment [a,b]. Segment [a,b] je kompaktan skup pa otvoreni pokrivaé¢
((ai, b;),4 € N) ima konacan potpokriva¢. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo
da je [a,b] C U™ (a;,b;). Matematickom indukcijom po n lako je pokazati da je
b—a < Y (b —a;), paje stogab—a < > 2 (b; — a;). Dakle, za svaki niz
((ai, b;),1 € N) € Cpq ) vrijedi

b—a< i(bi —a;),
i=1
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odakle dobivamo
b—a< mf{ (b — az) : ((as,b;),i € N) € c[a,b]} = 3*([a, b]).
i=1
Time je dokazana tvrdnja (i).

(ii) Kako je [a,b) C [a,b], monotonost funkcije \* i (i) povlace
X ([a, b)) < X ([a,b]) =b—a.

Preostaje pokazati da je \*([a,b)) > b—a. U tu svrhu neka je e > 0 bilo koji realan
broj takav da je a < b — e. Tada je [a,b — €] C [a,b), pa zbog monotonosti funkcije
A* imamo A ([a,b—¢]) < A*([a,b)). Nadalje, prema (i) je A*([a,b—¢]) =b—a—e.
Dakle, za svaki dovoljno malen £ > 0 vrijedi b — a — & < A*([a, b)), odakle slijedi
b—a < A*([a,b)).

(iii) i (iv) Postupa se sli¢no kao pod (ii). n

DEFINICIJA
Za skup A C R kaZemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili da je Lebesgueov skup
ako je on \*-izmjeriv.

Prema Carathéodory-evom teoremu (teorem 2.26.) familija My« svih podskupo-
va od R izmjerivih u smislu Lebesguea je o-algebra na R, a restrikcija Lebesgueove
vanjske mjere \* na o-algebru My« je mjera. Tu restrikciju oznacavamo s A i
zovemo Lebesgueova mjera na R. Dakle, za svaki A € My« je A(A) = A*(A).

Prorozicua
Svaki Borelov skup na R izmjeriv je u smislu Lebesguea, tj. B(R) C M.

Dokaz. Kako je My« o-algebra na R, dovoljno je pokazati da je svaki Borelov skup
oblika (—o0,b], b € R, izmjeriv u smislu Lebesguea, tj. (—o0,b] € My.. To ée
implicirati B(R) C M, jer je Borelova o-algebra B(R) najmanja o-algebra koja
sadrzi intervale oblika (—o0, ] (teorem 2.9.).

Pokazimo da je skup B = (—o0,b], b € R, izmjeriv u smislu Lebesguea. U tu
svrhu dovoljno je pokazati da za svaki skup A C R, A*(A) < oo, vrijedi

A (A) > (AN B) + X (AN B°).

Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Tada postoji niz otvorenih intervala ((ai, bi),i €
N) takvih da je A C |U;2, (ai, b;) i

i(bz — ai) < )\*(A) +e. (2.16)
Kako je

AﬂBg (ai,bi)ﬂB & AﬂBcg (ai,bi)ﬂBc,

o

s
Il
-
o
Il
-
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monotonost i o-subaditivnost vanjske mjere A* povlace

N (ANB) + M (AN B°) < Z ((ai, i) N B) + X ((ai, b)) N BY)].  (2.17)

Javlja se samo jedna od sljedec¢ih situacija:
a) (ai,b;) € B = (—00,b], (a;,b;) N B¢ =10,
b) (ai,b;) € B¢ = (b,0), (a;,b;) N B =, ili
¢) (ai,b;) N B = (a;,b], (a;,b;) N B = (b,b;).
Prema propoziciji 2.41., u sva tri slucaja je
A ((a;,b;) N B) + X*((a;,b;) N BS) = b; — a;.

To éete lakse provjeriti ako napravite odgovarajuce slike! Sada iz (2.17) i (2.16)
dobivamo

A (AN B) + A\ (AN B°) Z (bi — a;) < N\(A) +¢,

odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi

A (ANB)+ X (AN B°) <X (A).

2.44. PRIMJER. Izracunajmo Lebesgueovu mjeru nekih jednostavnijih skupova:

(a) Jednoéclani skup {a} C R je Borelov jer je zatvoren. Prema propoziciji 2.43.
on je i Lebesqueov skup, te je A({a}) = \*({a}) = 0 (vidi primjer 2.40.).

(b) Svi omedeni intervali iz R (bez obzira jesu li otvoreni, zatvoreni ili niti otvoreni
niti zatvoreni) su Lebesguovi skupovi jer su Borelovi (vidi teorem 2.9.). Zato
je (vidi propoziciju 2.41.)

(1) Alla,b]) = A*([a,0]) = b —a,

(i) A(la, b)) = A*([a,0)) = b —a,
(i) A((a, b)) = A*((a,0]) = b —a,
(iv) A(a,0)) = A*((a,0)) =b—a,

za sve a,b € R takve da je a < b.
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Lebesgueova vanjska mjera na R?. Prisjetimo se da d-intervalima na R? zovemo
skupove oblika
I=Ty xTy x...x Ty,

gdjesu Ty, ..., Ty 1-intervali oblika (a, b), [a,b), (a,b], [a,b] (a,b € R, a < b). Uocite
da d-interval moze biti otvoren skup, zatvoren skup ili niti otvoren niti zatvoren
skup. Volumen d-intervala I = T; X T X ... X Ty definira se kao produkt duljina

l-intervala T, ..., Ty i oznacava se s vol (I). Uocite da je
d
vol (I) = [ MT),
i=1

gdje je A Lebesqueova mjera na R.

Sada ¢emo opet upotrijebiti konstrukciju opisanu propozicijom 2.28. Neka je C
familija svih otvorenih d-intervala na RY. Kako je prazan skup () € C (uocite da je
npr. § = (a,a) x (=1,1) x (=1,1) x ... x (=1,1)) te kako se cijeli skup R? moze
zapisati kao R? = ;2 (—i,i) X (—4,4) X ... x (—i,i), familija C je o-pokriva¢ skupa
R<. Definirajmo funkciju 7 : C — [0, 0o] ovako:

7(I) := vol(I), lIecC.

Ocito je (@) = 0.

Neka je A podskup od R?. Sa C4 oznacimo familiju svih nizova (I;,i € N)
omedenih i otvorenih d-intervala koji pokrivaju skup A, tj. takvih da je A C Ufil I;.
Funkciju A} : oR" _, [0, 0] definiranu formulom

No(A) = inf { S vol (L) : (LnieN) € cA}

zovemo Lebesgueova vanjska mjera na R%.

PrOPOZICIIA
Lebesgueova vangjska mjera X} je vanjska mjera.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 2.28. n

Radi jednostavnosti, ponekad ¢emo funkciju A} krace oznacavati s \*. Pri tome
¢e iz konteksta biti jasno da se radi o Lebesgueovoj vanjskoj mjeri na R%, a ne o
Lebesgueovoj vanjskoj mjeri na R.

Sada ¢emo navesti neke rezultate koji su analogoni odgovarajuéih rezultata za
Lebesgueovu vanjsku mjeru na R. Stoga citatelju prepustamo da kod dokaza tih
tvrdnji samostalno provede sve tehnicke detalje.

2.46. PRIMJER. Za svaku tocka = (x1,...,24) € R? je N5({z}) = 0.

Zaista, za svaki € > 0 tocka x sadrzana je u otvorenom d-intervalu

d d d d
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volumena vol(ly) = €. Zato je Nj({x}) < vol(ly) = €, odakle zbog proizvoljnosti
broja € > 0 slijedi Xy({x}) < 0. Obratna nejednakost \j({x}) > 0 posljedica je
nenegativnosti vanjske mjere.

Sljedeca je tvrdnja analogon propozicije 2.41.

PROPOZICIJA
Neka je I bilo koji d-interval na R, Tada je \3(I) = vol (I).

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati samo u slucaju kada je I kompaktan d-interval oblika
I=1la1,b1] X ...x [ag,ba]. (2.18)

U svim preostalim slu¢ajevima (kada I nije kompakt) dovoljno je modificirati od-
govarajuce dijelove dokaza propozicije 2.41., sto prepustamo Citatelju.
Neka je I kompaktan d-interval oblika (2.18). Za svaki realan broj ¢ > 0 otvoreni

d-interval c e € €
I = (a1f57b1+§) X ... X (adfg,deri)

pokriva skup I. Volumen tog otvorenog d-intervala Iy iznosi

d
vol(Ip) = ku—ak—i—s
k=1
i zato je
d
1nf{Zv01 Il,zeN)eCI}<vollo T —ar +2),
k=1

odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 dobivamo

b, — ay) = vol (I).

HE@.

Sada ¢emo pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, Sto ¢e za posljedicu imati
Ny(I) = vol (I). Neka je (I;,i € N) € C; bilo koji niz omedenih otvorenih d-intervala
koji pokrivaju skup I. Skup I je kompaktan pa otvoreni pokriva¢ (I;,i € N) ima
konac¢an potpokriva¢. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je I C U I;.
Tada je vol (I) < 37, vol (I;), pa stoga pogotovo vrijedi

vol (I) < Z vol (I,
i=1

odakle dobivamo vol (I) < inf { Yoo voll;: (I;,i € N) € CI} = A5(I). n
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DEFINICIIA

Za skup A C R? kaZemo da je izmjeriv u smislu Lebesguea ili da je Lebesgueov
skup ako je on Nj-izmjeriv. Sa Mys oznacavamo familiju svih podskupova od R
izmgeriwih u smislu Lebesquea.

Prema Carathéodory-evom teoremu (teorem 2.26.) familija M+ svih podskupo-
va od R? izmjerivih u smislu Lebesguea je o-algebra na R?, a restrikcija Lebesgueove
vanjske mjere \j na o-algebru My« je mjera. Tu restrikciju oznacavamo s Ag 1
zovemo Lebesgueova mjera na RY. Dakle, za svaki A € Moy je Aa(A) = Ny (A).

ProproOzZICIIA
Svaki Borelov skup na R izmjeriv je u smislu Lebesguea, tj. B(RY) C M.

Dokaz. Prema teoremu 2.11. Borelova o-algebra B(R?) najmanja je o-algebra koja
sadrzi familiju svih poluprostora u R? oblika

R % (—o0,b] x R¥™", beR.

Zato je dovoljno pokazati da je svaki takav poluprostor izmjeriv u smislu Lebesguea,
tj. da on pripada familiji M, Sto ¢e implicirati B(R%) C M. Taj dio dokaza
prepustamo c¢itatelju, uz napomenu da je u tu svrhu dovoljno modificirati dokaz
propozicije 2.43. ]

Lebesgueova vanjska mjera A% u potpunosti je odredena svojim vrijednostima
na otvorenim skupovima. Preciznije, vrijedi:

. PrRoOPOZICIIA

Neka je d > 1. Za svaki podskup A C R4 vrijedi:

A5(A) =inf{\;(U) : U je otvoren skup i A C U}.

Dokaz. Zbog monotonosti vanjske mjere A}, ako je U otvoren skup i A C U, onda
je Aj(A) < N5(U). Zato je
Ag(A) <inf{A;(U) : U je otvoren skupi A C U}.

Preostaje dokazati suprotnu nejednakost. Ako je A5(A) = oo, onda o¢ito vrijedi
suprotna nejednakost. Zato nadalje pretpostavljamo da je Aj(A) < oco. Neka je
e > 0 bilo koji realan broj. Tada postoji niz (I;,i € N) otvorenih d-intervala takvih
da je

ACUI & Zvol ) < Ay(A) +e.

Skup Up := Ug2, I; je otvoren. o-subaditivnost od A} i propozicija 2.47. povlace

A;(UO):A;(U ) ZA* Zvol ) < A5(A) + €.

i=1
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Zato je
inf{\;(U) : U je otvoren skup i A C U} < N;(Up) < A5(A) + ¢,
odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi
inf{\;(U) : U je otvoren skup i A CU} < N\j(A). -

. PrRoOPOZICIIA

Lebesgueova vanjska mjera A je invarijantna na translacije, tj.
Ni(A+ ) = \5(A), ACRY z e R

Nadalje, skup A C R? je Lebesgueov onda i samo onda ako je skup A+2x Lebesqueov
za svaki x € R?.

Dokaz. Invarijantnost na translacije slijedi iz definicije Lebesgueove vanjske mjere
A; 1 ¢injenice da je volumen d-intervala invarijantan na translacije. Malo detaljnije:
Neka je (I;,4 € N) bilo koji niz otvorenih d-intervala sa svojstvom A C Ufil I;. Tada
otvoreni d-intervali I;+z, i € N, pokrivaju skup A+, tj. A+z C {J;2,(L;+x). Zbog
invarijantnosti volumena na translacije je .o vol (I; + ) = 3.2, vol (I;). Prema
definiciji Lebesgueove vanjske mjere je A5 (A+x) < > o2, vol (I;4+x) = > = vol (I;).
Dakle, za svaki niz (I;,i € N) otvorenih d-intervala koji pokrivaju skup A vrijedi
Ni(A+z) < 352, vol (1), sto povlaéi A5(A + z) < Aj(A). Slitno se pokaze da
vrijedi Aj(A) < N5(A+ x).

Posljednja tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje i ¢injenice da operacije presijecanja i
translacije medusobno ,komutiraju”, tj. (CND)+z = (C +z)N (D + x), za sve
C,D C R% i za svaki x € R%. Zaista, neka je A Lebesgueov skup. Po definiciji tada
je

M(B) = (BNA)+\(BnA°), VBCRY
Ako umjesto B stavimo B — x, dobivamo
M(B-2z)=X(B-z)NnA)+\(B-z)nA°), VBCR?
§to zbog invarijantnosti Lebesgueove vanjske mjere na translacije mozemo pisati kao
X (B) = )\*(((B —z)NA)+ x) + )\*(((B —z)NA%) + x), VB CRY. (2.19)

Iskoristimo li ¢injenicu da operacije presijecanja i translacije ,komutiraju”, te ocitu
jednakost A+ x = (A + )¢, dobivamo

(B—z)NAHz=BnN(A+z), ((B—z)NA°)+z=DBnN(A4z)=BN(A+x),
pa (2.19) prelazi u
M(B)=XNBnN(A+z)+X(BN(A+2)%), VBCR

To znaci da je skup A + z izmjeriv u smislu Lebesguea. ™
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Prema propoziciji 2.49. je B(RY) C Ms, tj. svaki Borelov skup je Lebesgueov.
Prirodno se postavljaju sljedeca dva pitanja: (1) Je i M. C B(RY), tj. je li
svaki Lebesgueov skup ujedno i Borelov? (2) Je li svaki podskup od R? izmjeriv
u smislu Lebesguea? Odgovor je negativan na prvo pitanje (vidi teorem 3.12.).
I na drugo pitanje odgovor je negativan, kao $to ilustrira sljedeéi primjer (vidi i
primjedbu 2.53.).

. PRIMJER. Definirajmo na segmentu [0, 1] relaciju ekvivalencije ~ na sljedeéi nacin:

x ~ vy ako je x —y € Q. Lako je provjeriti da se radi o relaciji ekvivalencije:
refleksivnost: © ~ x, jerx —x =0 € Q.
simetricnost: x~y=x—y€Q=y—zcQ=y~uz.

tranzitivnost: (x ~y &y ~z2) = (z—-y € Q&y—2€ Q) =z -2z =
(z—y)+(y—2)€eQ=z~2z.

Relacijom ~ segment [0,1] raspada se na disjunktne klase. Neka je A C [0,1] skup
koji sadrzi tocno jedan element iz svake klase ekvivalencije. Zermelov aksiom izbora
osigurava nam egzistenciju skupa A.
Skup [—1,1) N Q je prebrojiv. Svrstajmo njegove élanove u niz (¢;)ien, a zatim
definirajmo skupove
Aj:=A+q, i1e€N.

Dokazimo sljedece tvrdnje:
(a) Skupovi A;, i € N, medusobno su disjunktni.
(b) Uz, 4 € [-1,2].
(c) [0,1] CUZ; A

Krenimo redom:

(a) Ako je x € A,NAj = (A+q;)N(A+q;) # 0, onda postoje brojevia,a’ € A C [0,1]
takvi da je x = a+q; = a' +q;. Tada jea—a' =q; —q; € Q, i zato jea ~ a'. Kako
skup A sadrzi samo jednu tocku iz svake klase ekvivalencije, mora biti a = a'. Zato
je i q; = qj, Sto povlaci i = j, pa je A; = Aj;.

(b) Kako Je A C [Oal]; g € [*171]’ to je Az = A+Qi - [*172]; pa je onda
U2, A C[-1,2].

(¢c) Za svaki x € [0,1] postoji toéno jedan a € A takav da je x —a = q € Q.
Ocito je q € [—1,1] jer su z,a € [0,1]. Zato je ¢ = q; za neki i € N, pa je
r=a+q €A+ q=A; CU;Z, Ai. Dakle, [0,1] C U;Z, As.
Zbog invarijantnosti Lebesgueove vanjske mjere na translacije (propozicija 2.51.)
vrijeds
MN(A;) =2 (4), ieN
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Pomoéu monotonosti i o-subaditivnosti vanjske mjere \* iz tvrdnje (c) dobivamo
oo [ee] (e o]
1= X (0.1]) <A (U A) £ oA ) = DN (a),
i=1 i=1 i=1

odakle slijedi \*(A) > 0.

Sada éemo pokazati da skup A nije Lebesgueov, tj. A &€ Mx«. Pretpostavimo
da je A € Mx«. Tada pomocéu propozicije 2.51. dobivamo A; = A+ q; € M,
i € N. Restrikcija Lebesgueove vanjske mjere \* na o-algebru M- je mjera (vidi
teorem 2.26.). Iskoristimo li tu ¢injenicu, pomocu turdnje (b) dobivamo

3=2*(-1,2]) > )\(U Ai) =D X (A) =N,

odakle slijedi \*(A) = 0. To je u suprotnosti s veé dokazanom nejednakoséu X*(A) >
0. Dakle, skup A nije Lebesgueov.

3. PRIMJEDBA

Talijanski matematicar G. Vitali? prvi je 1905. konstruirao podskup od R koji
nije Lebesgue izmjeriv. Njemu u cast taj je skup nazvan Vitalijev skup. I dokaz iz
prethodnog primjera koristi njegovu ideju.

Originalni Vitalijev skup je podskup od (0, %), no oponasa li se njegov dokaz za
bilo koji podskup A C R? pozitivne Lebesqueove vanjske mjere, A5(A) > 0, dobit ce
se podskup V' C A koji nije Lebesgue izmjeriv. Ta tvrdnja poznata je kao Vitalijev
teorem.

Zanimljivo je da u slucaju kada je A Lebesgue izmjeriv skup konacne mjere,
0 < A5(A) < oo, Vitalijev skup V- C A ima sljedeéa dva zanimljiva svojstva: (1)
A5(V) > 014 (2) Xy(A) = N(A\V). Jasno je da (1) mora vrijediti jer kad bi bilo
A5(V) =0, skup V bio bi Lebesgue izmgjeriv. Drugo svojstvo necemo dokazivati.
Intuitivno, (1) nam govori da skup V ima volumen, a s druge strane, (2) nam
govori da V' nema volumen. Zbog toga si Vitalijev skup V. moZemo zamisljati kao
neki ,magloviti” skup.

9Giuseppe Vitali (1875.-1932.), talijanski matematicar.
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2.7. Lebesgueova mjera

Po definiciji, restrikcija Lebesgueove vanjske mjere A} na skup My« je mjera,
oznacavamo je s Ag (ili krade samo A) i zovemo Lebesgueova mjera. Uobicajeno
je i restrikciju Lebesgueove vanjske mjere A; na Borelovu o-algebru B (R9) takoder
zvati Lebesgueova mjera i oznacavati je s A4 (ili krace samo A). Pri tome iz kontek-
sta treba biti jasno radi li se o Lebesgueovoj mjeri na (R9, MAQ) ili o Lebesgueovoj
mjeri na (R%, B(R?)).

Cesto je potrebno Lebesguove skupove aproksimirati s otvorenim ili kompaktnim
skupovima. Pri tome se zeli da ta aproksimaciju bude dobra u smislu da mjera
aproksimirajuceg skupa bude dobra aproksimacija mjere Lebesgueova skupa. Svaki
Lebesgueov skup moze se proizvoljno dobro aproksimirati izvana s otvorenim, a
iznutra s kompaktnim skupom. O tome nam govori sljedeca propozicija.

4. PROPOZICIJA

Neka je A C R? Lebesqueov skup. Tada vrijedi:
(a) (regularnost izvana) A(A) = inf{\(U) : U je otvoren skup i A C U},
(b) (regularnost iznutra) A(A) = sup{\(K) : K je kompaktan skup i K C A},

(c) (kona&nost na kompaktima) A(K) < co za svaki kompaktan skup K C R?.

Uoé¢imo: Kompaktan skup K C R? je zatvoren, pa je i Borelov. Zato je A(K)
definiran.

Dokaz propozicije 2.54. (a) Tvrdnja slijedi iz propozicije 2.50.
(b) Kako monotonost od A povlaéci

AMA) > sup{A(K) : K je kompaktan skup i K C A},

preostaje dokazati suprotnu nejednakost. U tu svrhu definirajmo kompaktne sku-
pove
B; = [—i,i]% = [i,i] X ... x [=i,4], i€N.

Uocimo da je U2, B; = R?*i B, CByC...C B; C Biy1 C ..., 8to povladci

A:AﬁRd:Aﬁ(GBi):G(AmBi)
i=1 i=1

AmB1CAﬂBQC...CAﬁBiCAmBi+1C...

Borelovi skupovi B;, @ € N, izmjerivi su po Lebesgueu (propozicija 2.49.), a
skup A izmjeriv je po pretpostavci. Kako familija svih Lebesgueovih skupova tvori
o-algebru (teorem 2.26.), svi skupovi AN B;, i € N, su Lebesgueovi. Zato prema
tvrdnji (iii) propozicije 2.19. vrijedi

A(A4) = lim A(AN B;). (2.20)

1—00
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Neka je ¢ > 0. Za svaki i € N, primjenom tvrdnje (a) na skup B; N A nalazimo
da postoji otvoren skup U; takav da je
B,NA°CU; & )\(Uz) < )\(Bz N Ac) +e.
Zato, iskoristimo li svojstva konacne aditivnosti i monotonosti mjere A, dobivamo

A(B;) = MB; NA) + X\(B; N A°)
> )\(BIL N A) + )\(Uz) — &
> )\(BIL N A) + )\(BIL N Uz) — &,

odakle je

Uocimo da posljednju nejednakost mozemo zapisati kao
)\(Bi N U;’) > )\(BIL N A) —E. (2.21)

Skup K; := B; N U{ o¢ito je kompaktan. Nadalje, kako iz B; N A¢ C Uj; slijedi
Uf C Bf U A, imamo

K,=B,NnUfCB,N(BfUA)=B;NACA.
Nadalje, kako je kompakt K; sadrzan u skupu A, ocito je
sup{A(K) : K je kompaktan skup i K C A} > A\(K;) = A(B; NUY).
Zbog nejednakosti (2.21) je
sup{A(K) : K je kompaktan skupi K C A} > A\(B; N A) — ¢,
odakle prijelazom na limes 7 — oo i uzimajuéi u obzir (2.20) dobivamo
sup{A(K): K je kompaktan skup i K C A} > \(A) —e.
Zbog proizvoljnosti broja € > 0 je
sup{A\(K) : K je kompaktan skup i K C A} > A(A).
(¢) Za svaku tocku & € K odaberimo otvorenu okolinu U, od z takvu da je A(U,) <

oo. Tada je K C J,cx Us- Kako je K kompaktan, postoji konacno mnogo tocaka
z1,...,x, takvih da je K C |J, U,,, paje

AEK) < A( CJ Ul> < zn:A(U%) < .



[\]
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. DEFINICIJA

Neka je (X,U) Hausdorffov topoloski prostor, a (X, A, u) prostor mjere takav da je
B(X) C A. Za mjeru p kaZemo da je regularna ako vrijedi:

(i) (regularnost izvana) Za svaki skup A € A je
p(A) = inf {u(U) : AC U, U otvoren},

(#) (regularnost iznutra) Za svaki otvoren skup U je

p(U) =sup {u(K) : K C U, K kompaktan},

(#ii) (konaZnost na kompaktima) u(K) < co za svaki kompaktan skup K C X.

Primijetimo da je u(K) definiran. To je zato $to su u svakom Hausdorffovom pros-
toru kompaktni skupovi zatvoreni, pa su i Borelovi.

. PRIMJER. Lebesgueova mjera na (Rd,/\/l&) je reqularna. Isto tako, reqularna je i

Lebesgueova mjera na (R%, B(RY)) (vidi propoziciju 2.54.).

Moze se pokazati da vrijedi (vidi npr. [3, propozicija 1.5.6, str. 40.]):

TEOREM
Svaka konacéna mjera p na (R, B(RY)) je regularna.

. PrRoOPOZICIIA

Lebesgueova mjera \ jedina je mjera na (R, B(R?)) koja svakom d-intervalu pri-
druzugje njegov volumen.

Dokaz. Lebesgueova mjera ima trazeno svojstvo (propozicija 2.47.). Neka je u mjera
na (R, B(R?)) koja svakom d-intervalu pridruzuje njegov volumen. Treba pokazati
daje p = A, tj. da je u(A) = A(A) za svaki A € B(R?). U tu svrhu iskoristit éemo
teorem 2.37.

Familija £ svih d-intervala oblika

(a1,b1) X (az,b2) x ... x (ag,bq), ai, b €Ra; <bj,i=1,...,d
je m-sistem na R?. Pri tome je o(£) = B(R?) (teorem 2.11.). Po pretpostavci je
w(E) = AE), VE € €.
Neka je E, := (—n,n) x (—n,n) x ... x (—n,n), n € N. Niz (E,) je rastuéi niz
skupova iz £ i vrijedi

R? = U E,, w(Ey) = ME,) < co.
n=1

Prema teoremu 2.37. je i = A na o(€) = B(RY) n




Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 63

Zadaci za vjezbu

1. Neka je A C R prebrojiv skup. Pokazite da je A(A) = 0, gdje je A Lebesgueova
mjera na R.
Uputa: Neka je A = {a1,az,...}. Zasvakie > 0je A C U, (ai — 5, a;+ %),
odakle slijedi 0 < A(A) < 3%, & =e.

2. Izracunajte Lebesgueovu mjeru skupova: (a) (0,5)NQ. (b) [0,5]. (¢
(0,5)\Q- (e) ((7,15)U(8,16))NR. () (2, 10]N(R\Q). (g) Unzy [2",
() (U2 [97,97 + $\@) N [81,82]. () (P2, [3,3+ 4],
Rjesenje: (a) 0. (b) 5. (c¢) 0. (d) 5. (e) 9. (f) 8 (g) 1/9. Segmenti

[2” 2" + m_n] su disjunktni. Koristite formulu za sumu geometrijskog reda.

(h) 1/9. (i) (m;’;l [3,3+%}) = Timy o0 L = 0.

3. (a) Neka je A C R? y-0s. Dokazite da je A\(A) = 0, gdje je A Lebesgueova
mjera na R2. (b) Formulirajte i dokazite analognu tvrdnju za R™.
Uputa: Neka jee > 0, a A, := [—52_”,52_”) x [-n,n), n € N. Tada je A C
Uiy Any MA) < 37 MA,) =48>0, 5. Uz oznaku Cp := > 5
imamo A(A) < 4Cpe. Uzmite limes e — 0.

4. Neka je p pravac u ravnini zadan jednadzbom y = ax + b, a # 0. Dokazite da
je p Lebesgueov skup mjere nula.

Uputa: Neka je pr := p N ([k,k + 1] xR), k € Z. Kako je p € Upey P
dovoljno je pokazati da je A(px) = 0. Za svaki n € N definirajte ekvidistantnu
razdiobu z; = k+ %, i=0,1,...,n, segmenta [k, k+1]. Ako je a > 0, onda je
pe C UMy [zim1, @] X [azi—1 + b,az; +b], azaa <0 je pr C Ul [zim1, 2] ¥
laz; + b,az;—1 +b]. U oba slucaja je A(px) < >oi_, lal(zi — zi-1)* = |al/n,
odakle prijelazom na limes n — oo dobivamo A(py) = 0.

5. (a) Neka je U neprazan otvoren skup u R (ili R™). Pokazite da je A(U) > 0.
(b) Konstruirajte otvoren i neomeden skup u R (ili R™) sa strogo pozitivhom
i kona¢nom Lebesgueovom mjerom. (c) Konstruirajte otvoren, neomeden i
putovima povezan skup u R? sa strogo pozitivnom i konaénom Lebesgueovom
mjerom. (d) Postoji li otvoren, neomeden i putovima povezan skup u R sa
strogo pozitivnom i kona¢nom Lebesgueovom mjerom 7

Uputa: Neka je U C R. (a) U skup U moze se upisati interval, a njegova
Lebesgueova mjera veca je od 0. (b) Neka je (&, )nen niz pozitivnih brojeva
takav da je Zf;l €n < 00, npr. &, = 1/2™. Definirajte otvorene skupove
Un = (n—en,n+e,), n € N, istavite U := |J,_, U,. Koristeci o-subaditivnost
mjere A dobiva se

oo

AU) = A (Q ) Z 225n<oo.

n=1
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Zbog (a) je A[U) > 0. (c) Neka su V,, = (—27",27") x (-n,n), n € N,
otvoreni skupovi. Stavite V = Uzozl V... Dalje postupite kao u zadatku 3(a).
Skup V je otvoren i neomeden, a geometrijski je jasno da je povezan putovima.
(d) Ne. Ako je neprazan skup A C R neomeden i povezan, onda on sadrzi
interval oblika (—o0,a) ili (b, 00) ¢ija Lebesgueova mjera iznosi +oo.

. Neka je A Lebesgueova mjera na R? i ¢ > 0 realan broj. Dokazite da je

A(tA) = t?\(A) za svaki Borelov skup 4 C R%.

Uputa: Skup tA je Borelov (zadatak 14. na str. 25.). Definirajmo novu
mjeru p(A) := A(tA). Mjere p i tY\ podudaraju se na Z-familiji svih d-
intervala. Kako je Z mw-sistem, prema teoremu 2.37. te se mjere podudaraju
na o(Z) = B(RY).

. Neka je A C R Lebesgueov skup mjere \(A) > 0. (a) Pokazite da za svaki

a € (0,1) postoji otvoreni interval I, takav da je A(ANI,) > ai(ly). (b)
Pokazite da skup A — A = {& —y : x,y € A} sadrzi otvoren interval oblika
(—a,a), a> 0.

Uputa: (a) Prema definiciji Lebesgueove mjere, za svaki e > 0 postoji niz
otvorenih intervala (I,,)nen takav da je > 07 A(L,) < A(A) +e. Neka je
e < BA(A), B> 0. Tada je

i < (1+B)A( 1+ﬁi MANT,)

Iz ove nejednakosti slijedi da postoji barem jedan n takav da je A(I,) <
(1+B8)ANANT,), tj 1+B)‘( n) SAANL,). Za 8 =1 —1 dobivamo tvrdnju.
(b) Prema (a) pOStOJl interval I = (a,b) takav da je 4)\( ) < AMANTI). Neka
je F:=ANIil:=\I)=>b—a. Prvo ¢emo pokazati da je [0,1/2) C F — F":
Za x € [0,1/2) vrijedi

FU(F+z)clu(l+z) C(a,b+x).

Kada bi bilo z ¢ F — F, zbog F N (F + x) = ) bilo bi

2)\(F):)\(F)+)\(F+x):)\(FU(F+x))§b+x—a:l+x<gl,

Sto bi povlacilo A(F) < 31, tj. A(ANT) < 2X(I). Dakle, pokazali smo da je
[0,1/2) C F — F, odakle 0(:1t0 slijedi (—1/2,1/2) CF-FCcA-A
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2.8. Cantorov skup i Cantorova funkcija

Cantorov!? trijadski skup je neprebrojiv kompaktan skup K C [0,1] Lebesgueove
mjere \(K) = 0. Ima izuzetno vaznu ulogu u teoriji skupova i analizi.
Konstrukciju Cantorova skupa K zapocinjemo s jedini¢nim segmentom Ky :=
[0,1]. Segment K, podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo srednji in-
terval (3, 2). Dobivamo skup Ki := [0, 2] U[2,1]. Sada konstrukciju nastavljamo
indukcijom po n. Skup K,, n > 2, dobiva se iz skupa K, _; tako da svaki segment
od K,,_1 podijelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo srednji interval (vidi

sliku 9).

0 1
Ko ]
I 1/3 2/3 I

Koo } [ )
Ko l 100 14 2/9 o1 } o1 7 s~ 1:1
1/27 2/27 T/27 8/27 19/27 20/27 25/27 26/27

K3
Ka HHHF—"1HHH (HHHHF———AHH]
Ks H—HE— H—HF—AH—HE

Slika 9. Prvih pet koraka konstrukcije Cantorovog skupa.

Cantorov skup K definira se kao presjek

K = ﬁ K,.
n=1

Skup K je neprazan jer rubne tocke svakog podsegmenta od K, pripadaju skupu
K. Ocito je K omeden i zatvoren skup, pa je i kompaktan.

Uocimo da je K, unija od 2™ disjunktnih segmenata duljine (%)n To ima za
posljedicu sljedece:

(a) Cantorov skup K nema unutrasnjih tocaka, tj. Int K = ().

(b) Cantorov skup K potpuno je nepovezan, tj. za svake dvije tocke z,y € K
postoji totka z € K koja lezi izmedu x i y.

(c) Cantorov skup je Lebesgueov skup mjere A\(K) = 0.

Dokazimo te tvrdnje:

(a)-(b) Dovoljno je pokazati da se u skup K ne moze upisati interval. Zaista, kada
bi neki interval bio sadrzan u skupu K, onda bi on bio sadrzan u svim skupovima
K,, n € N. To je nemoguce jer se u skup K, moze upisati interval duljine najvise
(3)". Dakle, Int K = 0.

10Georg Cantor (1845.-1918.), njemacki matematicar.
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(c) Uocimo da su svi skupovi K, n € N, Lebesgueovi skupovi mjere A(K,,) = (%)n
Zato je i skup K kao njihov presjek takoder Lebesgueov skup. Prema tvrdnji (iv)
propozicije 2.19. njegova Lebesgueova mjera iznosi

AMK) = lim A(K,) = lim (;)" —0.

n—oo n—oo

Sada ¢emo pokazati da je Cantorov skup neprebrojiv. Dokaz ove tvrdnje moze se
izostaviti kod prvog ¢itanja. Prije samog dokaza tvrdnje vratimo se na konstrukciju
Cantorova skupa K. Izbacivanjem srednjeg intervala iz skupa K; dobivamo dva
podsegmenta: lijevi Iy i desni I (vidi sliku 9.). O¢cito je

K = U I, =IyUI.
ile{O,l}

U sljede¢em koraku (n = 2) iz skupova Iy, I; izbaci se njihov srednji interval. Izba-
civanjem srednjeg intervala iz Iy dobivamo dva podsegmenta: lijevi Ipg i desni Ip1;
dok izbacivanjem srednjeg intervala iz I; dobivamo lijevi I1g i desni I1; podsegment.
Uocimo da je
Ky= |J T, =1IooUlos Ulig U L.
i1,i2€{0,1}

Daljnju numeraciju nastavljamo indukcijom po n. Za n > 2, podijelimo skup
Liy. iy, i € {0,1}, na tri jednaka podsegmenta, a zatim izbacimo srednji in-
terval. Dobiveni lijevi podsegment oznacavamo s I;, i, .0, & desni s I, 4, ;1.
Lako je provjeriti da vrijedi

Kn = U IiliQ...'L-n'
i1,02,...,in €{0,1}

Za svaki beskonacan niz (i1, . .., i, . ..), ir € {0,1}, moze se promatrati padajuéi
niz segmenata
Iil D Iiliz D Ii1i2i3 DI

Kako se radi o padaju¢em nizu nepraznih zatvorenih skupova, presjek svih ¢lanova
ovog niza je neprazan (vidi [7], teorem 16, str. 238.). Nadalje, buduéi da za dija-
metre vrijedi

diam (Iilig...in) = n e N,

3n’
presjek I;; N I;;, N ... sadrzi jednu jedinu tocku. Ocito, skup svih tako dobivenih
tocaka je Cantorov skup K.

Neka {0, 1} oznaéava skup svih beskonaénih nizova s élanovima iz skupa {0, 1}.
Ako svakom takvom nizu (i1, ..., i, ...) iz {0, 1} pridruzimo jedinu to¢ku iz pre-
sjeka I;, N I;,4, N ..., dobivamo bijekciju izmedu skupa {0, 1}N i Cantorova skupa
K. Zato je

kard (K) = kard ({0, 1}") = 2%,



Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 67

gdje je Ng oznaka za kardinalni broj skupa N. Kako je kardR = 2% (vidi [7]),
Cantorov skup K je neprebrojiv.

Na kraju, napomenimo kako se moze pokazati da je spomenuta bijekcija zadana
formulom

Z‘X’ 2

. . k

(’Ll,...,lk,...)'—> ?
k=1

Cantorova funkcija. U teoriji mjere Cantorova funkcija ¢esto se koristi za kons-
trukciju primjera ili kontraprimjera. Zbog boljeg razumijevanja kako se ona definira,
napravit ¢emo dvije razli¢ite konstrukcije ove funkcije.

Prvo ¢emo se prisjetiti konstrukcije Cantorova skupa. Skup K,,, n > 0, sastoji se
od 2" disjunktnih segmenata (vidi sliku 10.). Neka J* oznacava k-ti interval slijeva
koji ne pripada skupu K,. Takvih intervala ima ukupno 2™ — 1. Zaista, neka je [,
broj takvih intervala. O¢ito je lo =0, 11 =1, 1y = 3, I3 = 7 (vidi sliku 9.). U n-tom
koraku konstrukcije Cantorova skupa svaki od 2" ~! podsegmenata skupa K,,_; daje
jedan interval koji se izbacuje. Zato je I, = 2" ! + [,,_1, odakle teleskopiranjem
dobivamo

ln — 2n—1 T ln—l _ 2n—1 + 2n—2 4 ln—2 —_ 2n—1 + 2n—2 T 2n—3 + Zn—3 —
="l o2y, p=2n oot 2l 4
=" 1.

Nakon n-tog koraka konstrukcije izbaceni su medusobno disjunktni intervali
Jk k=1,2,...,2" -1
i zato je
2n—1
Ki=|J JF, neN
k=1
Uocimo da s lijeve strane od J,’f ima k podsegmenata skupa K,,. Zato u sljede¢em
koraku konstrukcije svaki od tih podsegmenata daje po jedan interval (smjeSten
lijevo od JF) koji ée se izbaciti. To znaéi da ée nakon (n + 1)-og koraka konstrukcije
interval J* postati (brojano slijeva) (2k)-ti po redu interval koji ne pripada skupu
K, +1. Tako smo pokazali da vrijedi
JE=J% neN, k=12...2" -1,

odakle iteriranjem dobivamo

JE=J2"k  pomeN, k=1,2,...2" —1. (2.22)

n n+m»
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0 1
K
o 1
1/3 1 23
Ko } . { )
K> l I3 . J32 J3
L J I
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Ks S35 3% ’s Yy e M Ry
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K4 DDJ4DD J4 DDJ4DD Jy DDJ4DD Ji DDJ4DD
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g3 J3 J ] J2

4 8
Ks o — i

Slika 10. Konstrukcija Cantorove funkcije.

Sada ¢emo pokazati kako se konstruira Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R. U
svrhu boljeg razumijevanja to ¢emo napraviti na dva razli¢ita nacina.

Prvi naéin konstrukcije Cantorove funkcije. Uo¢imo da je

oo co  2"-1

K= () Ka) = [_]le= Uy .

n=1 n=1

a zatim definirajmo funkciju A : K¢ — R:

h(z) = i

o zeJ¥ neN, k=1,2,...2"—1. (2.23)

Prvo treba pokazati da je s (2.23) dobro definirano pridruzivanje, tj. da ¢e se za
svaka dva skupa JK, J$ koja sadrze x dobiti ista vrijednost s/2" = k/2". Zaista,
bez smanjenja opcéenitosti, neka je r = n + m. Tada iz (2.22) dobivamo s = 2™k,
odakle slijedi s/2" = (2™k)/(2"T™) = k/2".

Pokazimo da je h monotono rastuca funkcija na K¢. Neka su z,y € K¢ takvi
da je x < y. Kako je K¢ = UZO:1 K, postoji dovoljno velik prirodan broj n takav
da je z,y € K/. Nadalje, kako je K¢ = izzl JF¥. postoje prirodni brojevi ki i ko,
1 < ki, ko <27 — 1, takvi da je x € J¥ | y € J*2. Broj x nalazi se lijevo od y pa
je zato k; < ko (Brojevi k; i ko govore nam koji su slijeva po redu intervali J* i
JF2). Sada iz (2.23) dobivamo h(z) = ki/2" < ko/2" = h(y). Time smo pokazali
da h monotono raste.

Cantorova funkcija ¢ : [0,1] — R definira se formulom:

(z) = h(z), ako je x € K¢
ar)= sup{h(t) : t € K¢t <z}, akojex € KN(0,1).

Pokazimo da je ¢ monotono rastuéa i uniformno neprekidna na [0, 1].

Prvo ¢emo pokazati da je Cantorova funkcija uniformno neprekidna na segmentu
[0,1], tj. da za svaki e > 0 postoji § > 0 takav da je

le(x) —ce(y)| < e za sve x,y € [0,1] za koje je |z — y| < 0. (2.24)
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Neka je € > 0. Prvo odaberimo prirodan broj ng takav da je Q,—LO < g, a zatim
za & > 0 uzmimo bilo koji realan broj takav da je 6 < 3% Pokazimo da za tako
odabran ¢ > 0 vrijedi (2.24).

Dokaz ¢emo provesti na ,,ng-toj razini”, tj. koristeci konstrukciju skupa K,,. U
tu svrhu, prisjetimo se da skup K, ima 2™ podsegmenata jednake duljine 1/3™0.
Izmedu tih podsegmenata nalaze se intervali J;; , 1 < s < 2™ — 1. Duljina svakog
intervala J; iznosi najmanje 1/3™°.

Neka su z,y € [0, 1], bilo koje dvije tocke takve da je |z —y| < 4. Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo da je x < y i pokazimo da vrijedi (2.24).

(a) Slucaj z = 0. Tada j Jey= |0 —y| <6 < 55, a c(0) = 0. Odaberimo bilo koju
tocku y' € J1 :( 1 ) Dakle, imamo

3n0 7 3n0

1
2m0”

O=zx<y<y & hy)= (2.25)

Pomocéu tih nejednakosti i ¢injenice da funkcija h : K¢ — R monotono raste lako je
pokazati da vrijedi

0= c(0) < e(y) < hy), (2.26)

<
odakle se dobiva Zeljena nejednakost |c(y) — ¢(0)| < h(y') = zno < e. Zaista, ako je
y € K¢, zbog nejednakosti (2.25) je 0 < h(y) < h(y’). Kako je ¢(y) = h(y), imamo
neJednakostl (2.26). Ako je pak y € K, zbog (2.25) je

0=c(0) < c(y) =sup{h(t) : t € K, t <y} < h(y').
(b) Slucaj y = 1. Tada je c( )=1,azbog |1 —z| <6< g jel— g5 <
Odaberimo bilo koju tocku z’ € J,Qm0 1= (1 330 ,1— 3"0) Tada je

2mo0 — 1
om0

r<r<y=1 & ha)= (2.27)

Pokazimo da vrijedi
K@) < ofa) < e(y) = L. (2.28)

odakle ¢e slijediti |c(y) — c(z)| <1—h(2)) = 55 <e.
Ako je x € K¢, onda je ¢(x) = h(x). Nadalje, zbog (2.27) je h(z') < h(z) < 1
Ako je pak x € K, onda je

h(z") <sup{h(t):t € Kt <z} =c(z) < h(y) =
(c) Slucaj z,y € (0,1).

Ako je [z,y] N K, = 0, onda postoji interval J,’jg, 1 < ko <2™ — 1, koji sadrzi
cijeli segment [z,y]. Zato je

ko ko
“l2me  2mo

=0. (2.29)
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Sada pretpostavimo da je [x,y] N K,, # 0. Kako je |z — y| < § < == te kako se

3n0
izmedu svaka dva podsegmenta od K, nalazi najmanje jedan interval J;; (1 <s <
2"0 — 1) duljine barem 3%0, segment [x,y] sijece samo jedan podsegment od K.
Neka je taj jedinstveni podsegment okruzen intervalima J,’jg i J,’jg“.
Neka su 2’ € JKo iy’ € JFo+! bilo koje dvije tocke takve da je 2/ <z iy <y’
Dakle, imamo

_k’o—l—l

h(y') = S (2.30)

r<z<y<y & h@)=—

Sada ¢emo pokazati da je
h(z') < e(z) < ey) < (Y, (2.31)

odakle ce slijediti
1
le(y) — e(x)] < h(y) — h(z)) = — < e.

U tu svrhu iskoristit ¢emo nejednakost (2.30) i ¢injenicu da funkcija A monotono
raste: Ako su z,y € K¢ onda je c(x) = h(x) i c¢(y) = h(y). Nadalje, zbog (2.30)
je h(z') < h(z) < h(y) < h(y'), odakle slijedi (2.31). Sada pretpostavimo da je
x € K,aye K¢ Tada je c¢(y) = h(y), a zbog (2.30) je

ha') < e(x) = sup{h(t) : t € K*,t <z} < h(y) < h(y),
odakle slijedi (2.31). Konaéno, ako su x,y € K, zbog (2.30) je

h(z") < c(z) =sup{h(t) : t € K°t <z} < h(z)
< sup{h(t) : t € K°,t <y} = c(y) < h(y).
Time smo kompletirali dokaz uniformne neprekidnosti Cantorove funkcije. Osim

toga, jednostavno je uociti da iz (2.26), (2.28), (2.29) i (2.31) slijedi da je Cantorova
funkcija monotono rastuca.

Drugi natin konstrukcije Cantorove funkcije. Cantorova funkcija ¢ : [0, 1] — R moze se
dobiti kao limes niza (¢, )nen rastuéih i neprekidnih po dijelovima linearnih funkcija
¢n ¢ [0,1] = R. Konstrukciju zapocinjemo s funkcijom ¢ : [0,1] = R, ¢o(z) = =.
Funkeiju ¢; : [0,1] — R dobivamo tako da ¢g ,,izravnamo” nad segmentom [%, %} na
nacin prikazan na slici 10. Sada funkciju ¢; ,izravnavamo” nad segmentima [%, %}
9’9

ljajuéi taj postupak ,izravnavanja” dobiva se niz (¢, )nen rastuéih i neprekidnih po
dijelovima linearnih funkcija ¢, : [0, 1] — R sa sljedeéim ociglednim svojstvima:

i [7 8} na nacin prikazan na slici 11. Dobiva se funkcija co : [0,1] — R. Nastav-

(i) Svaka funkcija ¢, : [0,1] = R po dijelovima je linearna, rastuéa i neprekidna.
Pri tome je ¢, (0) =1, ¢, (1) = 1.

(ii) ,Ravni dio” funkcije ¢, sadrzi ,ravni dio” funkcije ¢,—1.
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(ili) Za svaki z € [0,1] vrijedi
1
len(z) — cn—1(x)] < o0 néeN (2.32)
co(x)J 01(33)]
- - "= — - = — - Pl
+—-——-——-—-—-=-=-=——- - - - L7
[ ,
| /0
, |
| . |
| e
. |
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0 1 3 3
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Slika 11. Konstrukcija Cantorove funkcije pomocu niza funkcija.
Pomocu (2.32) lako se dobiva sljedeé¢a uniformna ocjena:
1
[entm(z) — cn(x)] < o0 za svaki x € [0,1] i za svaki n € N. (2.33)

Zaista, jednostavnim racunom dobivamo:

entm(@) = ea@)] = | 3 [enrsl@) = cnpn-a(@)] ]| <D lensn
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Nejednakost (2.33) govori nam da je niz (cn(x))neN Cauchyjev, pa je on i ko-
nvergentan. Cantorova funkcija ¢ : [0, 1] — R definira se formulom
c(x) == lim c,(z), z €10,1].
n—oo
Dokazimo da je ¢ neprekidna funkcija. U tu svrhu prvo ¢emo pokazati da niz
neprekidnih funkcija (C”)n N uniformno konvergira prema funkciji c.

Iskoristimo li nejednakost (2.33) tako da u njoj uzmemo limes kada m — oo,
dobivamo:

1
le(z) — cn(z)] < o0 za svaki x € [0,1] 1 za svaki n € N.
Neka je ¢ > 0. Odaberimo ny € N takav da je 1/2"° < . Tada iz posljednje
nejednakost slijedi da je

le(z) — cn(2)] <, za svaki x € [0,1] 1 za svaki n > no,

a to znaci da niz funkcija (cn) uniformno konvergira prema funkciji c.

neN
Kako niz neprekidnih funkcija (cn)

funkcija ¢ je neprekidna.

neN uniformno konvergira prema funkciji c,

Zadaci za vjezbu

1. Neka je 0.aqazas . .. ternarni prikaz realnog broja x € [0, 1], tj.
= a
T = ZS—Z an €{0,1,2}.
n=1

(a) Pokazite da se Cantorov skup K podudara sa skupom svih realnih brojeva
iz segmenta [0, 1] koji u svom ternarnom prikazu nemaju broj 1, tj.

K{Tig—Z:anG{O,Q}zasvakin}.

(b) Iskoristite (a) i pokazite da je K neprebrojiv skup.

Uputa: (a) Ako je x € K4, ondaje z € [0,1/3]ili je z € [2/3,1]. U oba slucaja
postoji a; € {0,2} takav da je

0.a10000... <z <0.a;2222...

Sada se indukcijom lako pokaze da za svaki x € K, postoje jednoznacéno
odredeni brojevi aq, ..., a, € {0,2} takvi da je

0.a1as...a,0000... <z <0.a1a2...a,2222...
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Zato, ako je x € K = ﬂzozl K,, onda se x moze zapisati u obliku x
Soor, % gdje suan € {0,1,2}.
Obratno, neka je z = Y >° | %=, gdje su a, € {0,1,2}. Tada za svaki k € N
vrijedi
k k 1
71
25 = Z 7

+3k,

CO|:

odakle slijedi x € K.

(b) Definirajte preslikavanje h : K — [0, 1] na sljedeéi nacin: Zax = > 7 | %=,
gdje sua, € {0,1,2}, stavite h(xz) = >~ | 5225. Preslikavanje h nije injekcija
(npr. h(1/3) = h(2/3)), ali je surjekcija. To znaci da je neki podskup od K
ekvipotentan sa [0, 1], pa K nije prebrojiv.
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2.9. Lebesgue-Stieltjesova mjera na R

Za definiciju ove mjere upotrijebit ¢emo konstrukciju opisanu propozicijom 2.28.
Neka je C familija svih intervala iz R oblika (a,b], a < b. Kako je prazan skup
0 = (a,a] € C te kako se moze pisati R = (J;=,(—i,4], familija C je o-pokrivaé
skupa R.

Za svaki A C R, s C4 oznac¢imo familiju svih nizova (C;)ien, C; € C, koji
pokrivaju skup A, tj.

Ca = {((ai,bi],iGN)iaiﬁbi & AC G(ai’bi]}'
i=1

Nadalje, neka je F' : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija, tj. neka ima
svojstvo da je u svakoj tocki zg € R limes zdesna F(zo+) := lim F(z) = F(2o).
0

zo<T

. PRIMJEDBA

Zahvaljujuéi rastu funkcije F, lako je pokazati da u svakoj tocki xg € R postoji limes
slijeva F(zo—) = lim F(z) te da je
m<zg

F(zo—) =sup{F(z) : x < x0}. (2.34)

Osim toga, vrijedi
F(xo—) < F(xo) = F(zo+), (2.35)

pri cemu se jednakost javlja onda i samo onda ako je F neprekidna u tocki xg (vidi
zadatak 1., str. 78.).

Definirajmo funkciju 7 : C — [0, oo] ovako:
7((a, b)) := F(b) — F(a), a <b.

Ocito je 7(0) = 7((a, a]) = 0. Funkeiju p% : 2% — [0, 00] definiranu formulom

NE

i(4) = inf {

inf {

zovemo Lebesgue-Stieltjesova

7((as,bi]) : ((ai,bi],i € N) € cA}

.
I

5

[F(b:) — F(as)] : ((ai,bi],i € N) € cA}

2

11 yanjska mjera na R generirana funkcijom F.

PROPOZICIJA
Funkcija % : 2% — [0, 00] je vangska mjera.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 2.28. ™

1 Thomas-Jan Stieltjes (1856.-1894.), nizozemski astronom i matematicar.
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PRIMJEDBA

Kao sto je veé spomenuto u primjedbi 2.29., mozZemo smatrati da se infimum u
definicijskoj formuli od pwi(A) uzima po svim nizovima u C koji pokrivaju skup A,
bez obzira jesu li ti nizovi konacni ili beskonacni.

PRroproZzicriA

pp({a}) = Fla) - Fla=),  a€R.

Dokaz. Kako je {a} C (a —€,a + €] za svaki £ > 0, prema prethodnoj primjedbi
je pr({a}) < F(a+ ¢) — F(a — €), odakle prijelazom na limes ¢ — 0 dobivamo
ui({a}) < F(a) - F(a—).

Preostaje dokazati suprotnu nejednakost: pji({a}) > F(a) — F(a—). Ako je
F(a) = F(a—), suprotna nejednakost glasi u%({a}) > 0 i posljedica je nenegativno-
sti od p}.. Zato nadalje pretpostavimo da je F'(a) # F'(a—). Neka je € > 0. Vanjska
mjera p definira se kao infimum pa zato postoji niz intervala (a;, b;], i € N, takvih
da je {a} C U2, (ai,bi] i

oo

D [F(b:) = Fla)] < pi({a}) +e.

i=1

Bez smanjenja opcenitosti, neka je a € (a1,b1]. Odaberimo strogo rastuéi niz
(Zn)nen takav da je a1 < x, < a za svaki n € N i da lim, ,c z, = a. Tada
je (n,a] C (a1,a] C (a1,b1], pa zbog monotonosti od F imamo F(a) — F(x,) <

F(b1) — F(a1). Zato je

F(a) = F(zn) < F(b1) = F(a) < Y [F(bi) = F(ai)] < pp({a}) +e¢,
i=1

odakle dobivamo

F(a) = F(a—) = lim [F(a) — F(z,)] < pp({a}) +e.

In—a

Zbog proizvoljnosti broja € > 0 je F(a) — F(a—) < px({a}). n

Za lakse pamcenje tvrdnji sljedece propozicije korisno je na umu imati sljedece
mnemotehni¢ko pravilo: Ako je rubna tocka ukljuc¢ena u interval, priblizavamo joj
se izvana; ako nije ukljuc¢ena u interval, priblizavamo joj se iznutra.

Prorozicua
Neka su a,b € R, takvi da je a < b. Tada je

(1) p([a,b]) = F(b) = F(a—),
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(i) yip([a.) = F(b—) — F(a—),
(it}) i ((a.b]) = F(b) — Fla),
(iv) wi((a,b) = F(b-) — F(a).

Dokaz. Neka je € > 0 bilo koji realan broj. Kako je [a,b] C (a — ¢,b], tada je (vidi
primjedbu 2.61.) wi([a,b]) < F(b) — F(a — €), odakle prijelazom na limes ¢ — 0
dobivamo w3 ([a,b]) < F(b) — F(a—).

Sada ¢emo pokazati da vrijedi i obratna nejednakost, sto ¢e za posljedicu imati
wi(la,b]) = F(b) — F(a—). Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Nadalje, neka
je ((ai, bi],i € N) € Clq) bilo koji niz zdesna zatvorenih intervala koji pokrivaju
segment [a,b]. Funkcija F' je neprekidna zdesna u svakoj tocki b;, ¢ € N, pa zato
postoje brojevi ; > 0, i € N| takvi da je

F(b; +6;) — F(bi) < %, ieN. (2.36)

Segment [a, b] je kompaktan skup i zato otvoreni pokrivaéc ((ai, b +d;),i € N) ima
konacan potpokriva¢. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je

n

la,b] € | (@i, b; + 6:).

i=1

Matematickom indukcijom po n lako je pokazati da vrijedi
n
F(b) — F(a—) < Z[F(bi +0;) — F(as)],
i=1

odakle pomo¢u (2.36) dobivamo

n
9

F(b)— F(a—) <Y [F(bi) — F(ai)] + > 5 < > [F(bi) - Flai)] +e.
i=1 i=1 i=1
Kako posljednja nejednakost vrijedi za svaki pokrivac ((as, bi],i € N) € Cpq 4], dobi-
vamo

o0

F(b)— F(a—)—e < inf { Z (F(bi) — F(a;)) : ((ai,b;],i € N) € C[,Lb]} = ¥y ([a,b]).

i=1

Zbog proizvoljnosti broja € je F'(b) — F(a—) < p5([a,b]). Time je dokazana obratna
nejednakost, pa onda i tvrdnja (i).

(i) Neka je € > 0 bilo koji realan broj takav da je a < b—e. Kako je [a,b—¢] C [a, ),
monotonost funkcije p i (i) povlace

pe(la,b)) = pi(la,b—€]) = F(b—¢) — F(a—),

odakle uzimanjem limesa € — 0 dobivamo u%([a,b)) > F(b—) — F(a—).
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Preostaje pokazati da vrijedi i suprotna nejednakost. Neka je ¢ > 0 bilo koji
realan broj. Odaberimo neki strogo rastuéi niz realnih brojeva (b, )nen, takav da je
a < by ilim,_ o b, =b. Tada je

oo

[a.0) € (= 2,0 |J (U ®i-1.0i]).

i=2
odakle zbog monotonosti i o-subaditivnosti vanjske mjere dobivamo
pi([a.0) < Fbr) = Fla—e) + Y [F(bi) = Fbi-)]

i=2

= lim [F(b,) — F(a

n—oo

e)] =F(b—) - F(a—e¢).

Konacno, prijelazom na limes € — 0 dobivamo p}([a, b)) < F(b—) — F(a—).

(iii) i (iv) Postupa se sli¢no kao pod (ii). n

Prema teoremu 2.26. skup M, svih pf-izmjerivih podskupova od R je o-
algebra. Restrikciju vanjske mjere p} na o-algebru M. oznacavat ¢emo s pp ili
dup 1 zvati Lebesgue-Stieltjesova mjera generirana funkcijom F'.

Lako je uociti da se za F(x) = x Lebesgue-Stieltjesova mjera podudara s Lebes-
gueovom mjerom.

PrOPOZICIIA
Svaki Borelov skup na R je pj.-izmjeriv, tj. B(R) € M, .

Dokaz. Lako je modificirati dokaz propozicije 2.43. kako bi se pokazalo da je svaki
beskonacni interval oblika (—o0,b], b € R, pj-izmjeriv, tj. da pripada o-algebri
M,,».. Taj dio dokaza prepustamo Citatelju.

Prema teoremu 2.11. Borelova o-algebra B(R) najmanja je o-algebra koja sadrzi
familiju svih takvih beskonacnih intervala. Zato je B(R) C M, . n

Uocimo da je {a} = (o—,(a — 1, a]. Primjenom tvrdnje (iv) iz propozicije 2.19.

dobivamo kraci dokaz propozicije 2.62.:

;wwm:1m[m@_F@_lﬂ:F@_qu.

n—00 n

Prorozicua
Neka je pp Lebesgue-Stieltjesova mjera na o-algebri M. . Vrijedi:

(i) Mjera pp je o-konaéna.

(i) Mjera up je konacna onda i samo onda ako je funkcija F omedena.
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Dokaz. (i) Neka su (an)nen 1 (bn)nen bilo koja dva niza realnih brojeva, takvi da
(ay) strogo pada i divergira prema —oo, (b,) strogo raste i divergira prema oo, te
da je a; < by. Tada je R = (Jo—(an,by] 1 pr((an,by]) = F(by) — F(ay,). Dakle,
mjera pp je o-konacna.

(ii) Prvo pretpostavimo da je F' omedena funkcija. Neka su (@, )nen 1 (bn)nen bilo
koja dva niza sa svojstvima navedenim pod (i). Odgovarajuéi nizovi funkcijskih
vrijednosti (F(an))nen 1 (F(bn))nen omedeni su i monotoni (uocite da (F'(ay))
pada, a (F(by,)) raste), pa su i konvergentni. Neka F(a,) — F,, a F(b,) — Fp.
Kako je R = (J, 2 (an, by] i ((an, by]) rastuéiniz izmjerivih skupova, pomocu tvrdnje
(iii) iz propozicije 2.19. dobivamo
pr(R) = lim prp((an,by]) = lim [F(bn) — F(an)] =F,— F, < o0.
n—oo n—oo

Time smo pokazali da je mjera pur konacna.

Sada pretpostavimo da je mjera ur konacéna. Treba pokazati da je funkcija
F' omedena i odozgo i odozdo. Kada F' ne bi bila omedena odozgo, lako bi se
konstruirao strogo rastudi niz (b,) takav da F'(b,) — oo. Kako je (0,b,] C R, to je
F(b,) — F(0) < ur(R), odakle bi prijelazom na limes n — oo slijedilo co < pp(R),
S§to bi bilo u suprotnosti s pretpostavkom da je pr kona¢na mjera. Sli¢no se pokaze
da je F' omedena odozdo. n

Proproziciia

Lebesgue-Stieltjesova mjera up jedina je mjera na (R, B(R?)) koja svakom intervalu
(a,b], a < b, pridruzuje broj F(b) — F(a), tj. ur((a,b]) = F(b) — F(a).

Dokaz. Uz potrebne modifikacije dokaz se svodi na dokaz propozicije 2.58. n

Zadaci za vjezbu

1. Dokazati jednakost (2.34) i nejednakost (2.35).

Uputa: Zbog rasta funkcije F', skup {F(z) : ¢ < zp} je odozgo omeden s
F(xzp). Neka je a := sup{F(z) : < 20} < F(xp). Kako je a < F(x),
dovoljno je dokazati samo jednakost (2.34), tj. treba pokazati da za svaki
realan broj e > 0 postoji realan broj § > 0 takav da je |F(z) — a| < € za svaki
x € (xg — d,x0). Zaista, po definiciji supremuma a postoji realan broj § > 0
takav da je a — e < F(xg — 0) < a. Zato i zbog rasta funkcije F, za svaki
x € (xg — 0,20) je F(z) € (a—¢,al.

2. Neka je F': R — R zadana formulom:

0, ako jez < —1
1+z, akoje—-1<2x<0
2+ 2%, akoje0 <z <2

9, ako je x > 2.

F(z) =
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Izracunati mjeru pp sljedeéih skupova: (a) {2}. (b) [-1/2,3). (¢) (—1,0]U

(1,2). (d) [0,1/2) U (1,2]. () {x € R : |z| + 22 > 1}.

Rjesenje: (a) pp({2}) = 3. (b) ur([=1/2,3)) = 75. (¢) ur((=1,0]U (1,2)
5. (d) ur((0,1/2) U (1,2]) = 74 (0) pr(fe € B : o] + 202 > 1)) =
Uputa: {xGR |:E|+2:c >1}*{:L’€R z>1/2 U{reR:z < -1/2
Ur,(1/2,n) UlUs—,(—n,—1/2). Zato je npr. up({z € R:|z| + 22 > 1}
limy, o0 ur(1/2,n)) = limn_mo[F(n—) F(1/2)] =9—21 =62

1=

)
7
=
)
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2.10. Prostor potpune mjere

Neka je 1 : A — [0, 00] mjera na o-algebri A podskupova od X. Prisjetimo se da
uredenu trojku (X, A, ) zovemo prostor mjere, a clanove od A izmjerivi skupovi.

Za skup N C X kazemo da je u-zanemariv ili krace zanemariv ako postoji skup
B € Atakav daje N C B1iu(B) =0. Dakle, zanemarivi skupovi su podskupovi iz-
mjerivih skupova mjere nula. Uocite da je svaki skup mjere nula ujedno i zanemariv,
te da zanemariv skup ne mora biti izmjeriv. Prazan skup ) je zanemariv.

PRIMJER. Neka je X = {1,2,3}, A= {(Z],X,{l}, {2,3}}, a p = 61 Diracova delta
mjera koncentrirana u tocki x = 1. Skup N = {2} nije izmjeriv, ali je zanemariv
jer je {2} € {2,3} i 01({2,3}) = 0.

Neka je NV, skup svih p-zanemarivih skupova. Ako je N, C A, tj. ako o-algebra
A sadrzi sve zanemarive skupove, onda za prostor mjere (X, A, u) kazemo da je
prostor potpune mjere ili potpun prostor, a za mjeru pu da je potpuna mjera.
PRIMJEDBA
Restrikcija vanjske mjere p* : 2% — [0, 00| na o-algebru M, je mjera (teorem 2.26.).
Ta je restrikcija potpuna mjera. Zaista, neka je N C X zanemariv skup. Tada pos-
toji skup B € M+ takav da je N C B i p*(B) = 0, odakle zbog monotonosti
funkcije p* slijedi p*(N) = 0. Prema propoziciji 2.25. je N € M.

Specijalno, Lebesqueova mjera na R je potpuna. NaZalost, restrikcija Lebesgu-
eove mjere na Borelovu o-algebru B(R) nije potpuna mjera (vidi korolar 3.13.).

Neka je
A, ={EUN:Eec AN e N,}.

Kako je E = EUW, za svaki E € A i kako je ) zanemariv, to je A C A,. Pokazat
¢emo da je A, o-algebra. U tu svrhu trebat ¢e nam sljedeca propozicija.

Prorozicua
Skup A C X dclan je familije A, onda i samo onda ako postoje skupovi E,F € A
takvi da je

ECACF & up(F\E)=0. (2.37)

Dokaz. Neka je A= FEUN, gdjesu E € Ai N € N,,. Kako je N € N, postoji
B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Definiramo li F':= E U B € A, dobivamo

ECA=FUNCEUB=F.

Nadalje, kako je F\E = B\E C B i u(B) = 0, monotonost mjere p daje u(F\E) <
w(B) = 0, odakle slijedi u(F\E) = 0.
Neka su E, F € A takvi da vrijedi (2.37). Pokazimo da je A € A,. Iz (2.37)
slijedi
A=FEU(A\F) & A\ECF\E.
Kako je A\E C F\E i u(F\E) = 0, skup A\F je zanemariv. n
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Prorozicuia
Familija A, je o-algebra.

Dokaz. Treba pokazati da familija A, ima svojstva (01)-(03) iz definicije 2.1.
(01) Veé smo pokazali da je A C A,. Specijalno, tada je 0 € A,,.
(02) Neka je A € A,,. Prema propoziciji 2.69. tada postoje skupovi E, F € A takvi
daje ECACFiu(F\FE)=0. Zato je
F°C A°C E°, E°F°cA
Kako je E\F® = E°NF = F\E, to je u(E°\F°) = u(F\FE) = 0, pa iz propozi-
cije 2.69. slijedi A° € A,,.
(03) Neka je (A,)nen niz skupova iz A,. Treba pokazati da je |J,—, A, € A,.

n=1

Prema propoziciji 2.69. za svaki n postoje skupovi E,, F,, € A takvi da je E, C
A, CF,ip(F,\E,) =0. Tada je

o
UE. ¢
n=1

Prema propoziciji 2.69. dovoljno je pokazati da je pu((Une; Fu)\(Urey En)) =
0. Zaista, kako je (UZOZI Fn)\(UZO=1 En) C UsZ,(F,\Ey,), primijenimo li prvo
Svojstvo monotonosti a zatim svojstvo o-subaditivnosti mjere dobivamo

w((URN(U 5)) = (U m) = ) =0

3

o

oo [eS)
A, € | Fa, U E.. | FcA
1 n=1 n=1 n=1

n

= n=

DEFINICIJA

Neka su (X, A1, p1) @ (X, A2, p2) dva prostora mjere na istom skupu X. KaZemo
da je (X, Az, u2) prosirenje od (X, Ay, p1) ako je Ay C Az i p2(A) = pi(A) za svaki
Ae .Al.

Sada ¢emo pokazati kako se mjera p : A — [0,00] moze na prirodan nacin
prosiriti do nove mjere i : A, — [0, 00]. Krenimo intuitivnim razmisljanjem. Neka
je A € A, (skup A ne mora pripadati o-algebri A). Uzmimo bilo koje skupove
E,F € A takve da je

ECACF & p(F\E)=0.
Uocite da iz p(F\E) = 0 slijedi p(F) = p(F). Kako se skup A nalazi u ,sendvicu”

skupova E, F iste mjere u(E) = u(F), te kako se zahtijeva da bude fij4 = p, jasno
je da mora vrijediti

i(A) == p(E) = u(F) (2.38)
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ako postoji prosirenje fi. Odmah se postavlja pitanje ovisi li tako definirana ,,mjera”
o izboru skupova F, F' € A. Pretpostavimo da su F1, F; € A takvi da je

E,CACEH & p(Fi\Ei)=0.

Tada je
ECEUE, CACFNF CF,

pa je
w(E) < p(EU Ey) < p(F 0 F) < p(F),

odakle zbog u(E) = u(F') dobivamo
w(E) = w(EU Ey) = u(F N Fy) = p(F).

Na slican nacin dobiva se (dovoljno je zamijeniti par E, F' s parom Fy, F)
w(Ey) = (B U Ey) = p(F 0 F) = u(Fy).

Dakle, u(E) = p(F) = p(E1) = p(Fy), $to ¢e znaciti da nasa konstrukcija ,,mjere”
[t nece ovisiti o izboru para E, F € A.

Ako je A € A, stavimo E = F = A. Tada je o¢ito E C AC Fi u(F\E) =0,
odakle slijedi ji(A) = pu(A), tj. fia = p- Specijalno je fi(0) = 0.

Proprozicija
Neka je A= EUN, gdje su E € Ai N e€N,. Tada je

Dokaz. Kako je N € N, postoji B € A takav da je N C B i u(B) = 0. Neka je
F:=FEUB. Tada je
EFECA=FUNCFEUB=F.

Nadalje, kako je F\E = B\E C B i u(B) = 0, monotonost mjere p daje u(F\E) <
w(B) = 0, odakle slijedi u(F\E) = 0. Tvrdnja slijedi iz definicijske formule (2.38).
]

Prorozicua
Neka je funkcija fi - A, — [0, 00] definirana formulom (2.38). Tada vrijedi:

(a) Funkcija fi: A, — [0, 00] je mjera koja prosiruje mjeru pn: A — [0, 00].

(b) (X, A, it) je nagmangi prostor potpune mjere koji prosiruje (X, A, ), tj. ako
neki drugi prostor potpune mjere (X, A, i) progiruje (X, A, 1), onda je A, C

A figa, = fi
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Dokaz. (a) Veé¢ smo pokazali da je fij4 = p. Sada ¢emo pokazati da je funkcija ji
mjera na A, tj. da ima svojstva (fi1)-(i13) iz definicije 2.17.

(1) Ocito je fi(®) = 0, jer je jiL =

(f2) Iz definicijske formule (2.38) slijedi da je ji(A) > 0 za svaki A € A,,.

(f23) Neka je (An)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz A,,. Treba pokazati

da je
o0 (o)
AU 4n) =3 i4n).
n=1 n=1
Prema propoziciji 2.69. za svaki n postoje skupovi F,, F,, € A takvi da je
odakle iz definicijske formule (2.38) slijedi
i(An) = p(En), neN.

Nadalje je

8

n=1 1 n=1 n=1 n=1

U dokazu propozicije 2.70. pokazali smo da je u((Up—; Fn)\(Upey En)) = 0.

Kako su po pretpostavci skupovi A4,, disjunktni, a F, C A,, to su i skupovi E,
disjunktni, pa iz definicijske formule (2.38) dobivamo

n

i f_j An) = n( [_j E.) = imm = iﬁ(An»

Time smo pokazali da je i mjera.

(b) Kako je A C A, i fij 4 = p, prostor mjere (X, Ay, fi) je prosirenje od (X, A, ).
Sada ¢emo pokazati da je (X,.A,, i) prostor potpune mjere, tj. da je [ potpuna
mjera. Pretpostavimo da je N C B, B € A, i ji(B) = 0. Treba pokazati da je
N € A,. Kako je fi(B) = 0, postoje skupovi E,F € A takvi da je E C B C F,
W(F\E) =030 = i(B) = u(E) = u(F). Kako je

PCNCF & wF\b)=0,

prema propoziciji 2.69. je N € A,. Osim toga, prema definicijskoj formuli (2.38)
je iil(N) = u(@) = 0. To znadi da je mjera i potpuna.

Sada ¢emo pokazati da je (X, A, fi) najmanji prostor potpune mjere koji pro-
siruje (X, A, p). Pretpostavimo da je (X, A, i) neko drugo prosirenje s potpunom
mjerom fi. Treba pokazati da je A, C Ai a4, = i Neka je A € A,. ZapiSimo ga
u obliku

A=FEUN, EecANEN,.
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Kako je N € N, po definiciji postoji skup B € A takav da je N C B i u(B) = 0.
Kako je (X, A, i) prosirenje od (X, A, ), te kako je E,B € A, to je E,B € Ai
f(B) = u(B) = 0. Kako je i potpuna mjera, to N C B i i(B) = 0 povlaci N € A
ia(N)=0. Sada iz E,N € A slijedi A = EUN € A. Time je pokazano da je
A, C A. Nadalje, iz E C A= EUN € A dobivamo

A(E) < j(A) < ((E) + i(N) = j(E),

odakle slijedi fi(A) = i(E). Kako je F € A, to je i(E) = ( pa je i(A) = u(E).
S druge strane, prema propoziciji 2.72. je i(A) = p(E). Tako smo dokazali da je
A(A) = A(A). .

DEFINICIJA

Prostor (X, A, ft) zove se upotpunjenje prostora (X, A, ). Pri tome za o-algebru
A,, kaZemo da je upotpunjenje o-algebre A, a za mjeru fi : A, — [0,00] da je
upotpunjenje mjere u : A — [0, o0].

PROPOZICIJA
Prostor (R, Moz, Ajim,. ) Je upotpunjenje od (RY, B(RY), \), gdje je A = Ny pra)-
d

Za dokaz ove tvrdnje treba nam sljedeca lema:

LEMA
Neka je A C R? Lebesgueov skup. Tada postoje Borelovi skupovi E,F C R? takvi
da je

ECACF & MF\E)=0.

Dokaz. Neka je A Lebesgueov skup. Tada je ili (a) A(A) < oo ili (b) A(A) = oc.
(a) Neka je n € N. Prema propoziciji 2.54. postoji kompaktan skup K,, takav da je

1
KiCA & MA) =~ < MKn).

Nadalje, prema propoziciji 2.50. postoji otvoren skup U,, takav da je
ACU, & Mmg<mm+%.
Kako je A(A) < oo, prema propoziciji 2.19. je
AMA\K,) = A(A4) = AM(Kn) & AMUNA) = AUyn) — A(A).

Neka je B := oo Kn, F := (.2, U,. Skupovi E i F su Borelovi. O¢ito je
E C A C F. Nadalje, kako je

F\E c Un\K - (Un\A) U (A\Kn) & (Un\A) N (A\Kn) - 0;
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dobivamo
)‘(F\E) < )‘(Un\Kn) = )‘(Un\A) + )‘(A\Kn)
= (A2 = A@) + (MA) = A(K)) <

)

S

odakle uzimajuéi limes n — oo dobivamo A(F\E) = 0.

(b) Pretpostavimo da je A(A) = co. Prema lemi 2.10. postojiniz (I, )nen medusobno
disjunktnih d-intervala takvih da je R? = J°7, I,,. Svaki d-interval I,, je omeden i
Borelov skup. Zato su i skupovi

A,:=ANnIl,, neN

omedeni, medusobno disjunktni i Lebesgueovi. Zbog omedenosti je A(A,,) < oo, n €
N. Zato, prema ve¢ dokazanoj tvrdnji (a), za svaki n € N postoje Borelovi skupovi
E,,F, € A takvi da je E, C A, C F, i n(F,\E,) = 0. Neka je E := |Jo_, Ep,

F:=_, F, Tadaje EC AC Fi\F\FE)=0. (vidi dokaz propozicije 2.70.) m

Dokaz propozicije 2.75. Neka je (Rd,B]Rd,S\) upotpunjenje prostora mjere
(R?, B(R?), A). Treba pokazati da je Bga = Mys i da je A(A) = Nj(A) za svaki
Ae ./\/l)\;.

Kao prvo, prema lemi 2.76. i propoziciji 2.69. je Myy C Bga. Nadalje, kako
je (Rd,MAg,)\;‘MAQ) prostor potpune mjere (vidi primjedbu 2.68.) koji prosiruje
(R4, B(RY), \), prema tvrdnji (b) propozicije 2.73. je

Bra C Mxs & Nj(A)=XA) zasvaki A € Bga.
Zato je My = Bga i A(A) = X5(A) za svaki A € M. [

PRIMJEDBA
Navedimo bez dokaza da je (R,Mu;,uﬁM‘ . ) upotpunjenje od (R, B(R), ur), gdje
‘F

J€ WF = [k |B(R)-

DEFINICIIA
Neka je (X, A, p) bilo koji prostor mjere.

(a) Funkciju p* : 2% — [0,00] definiranu formulom
w(A) =inf{u(B): AC B,B € A} (2.39)
zovemo vanjska mjera generirana mjerom .
(b) Funkciju p, : 2% — [0, 00] definiranu formulom
pr(A) =sup{u(C) : C C A,C € A} (2.40)

zovemo unutarnja mjera generirana mjerom (.
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Ocigledno je p*(0) = 01 (@) = 0. Zbog monotonosti mjere p vrijedi:
(i) funkcije p* i g, su monotone,
(i) pe(A) < p(A) < p*(A) za svaki A C X,
(iii) px(A) = p(A) = p*(A) za svaki A € A.

Prorozicuia
Funkcija p* je vanjska mjera.

Dokaz. Definirajmo: C := A i 7(C) := p(C), C € C. Sada tvrdnja slijedi iz
propozicije 2.28. ]

Prorozicua
Funkcija py : 2% — [0, 00| definirana s (2.40) ima sljedeéa svojstva:

(i) 1+ (0) =0,

(ii) AC B = p.(A) < ps(B),
(iii) Ako su skupovi A; C X, i € N, disjunktni, onda je p, (U;; Ai) = Doy i (As).
Dokaz. Svojstva (i) i (ii) su ocigledna.
(iii) Neka je (A;)ien niz disjunktnih podskupova od X. Ako je za neki ¢ € N,
s (A;) = 0o, onda je zbog (ii) pogotovo pu, ( Uiz, Ai) = 00, pa vrijedi nejednakost
iz (iii). Zato nadalje pretpostavimo da je p.(A;) < oo za svakii € N. Neka jee > 0
proizvoljan. Prema definiciji funkcije puy za svaki i € N postoji skup C; € A takav

da je
€

?.
Neka je C := U=, C; € A. Skupovi C;, i € N, su disjunktni jer su skupovi A;
disjunktni po pretpostavci. Zato je

w(©) = p(J ) =Y nc)
i=1 i=1
Osim toga, kako je C' C [J;2, A4;, to je
u(©) < u(UJ4:)
i=1

Sada pomocu (2.41) dobivamo
> on(A) 37 (uC) + 5) = Do lC) e = p(C) +e < [ Ai) +e,
i=1 i=1 i=1 i=1

odakle zbog proizvoljnosti broja € > 0 slijedi trazena nejednakost. n
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Prorozicuia
Neka je (X, Ay, it) upotpunjenje prostora (X, A, ) i A C X bilo koji skup sa svoj-
stvom p*(A) < oco. Tada je A € A, onda i samo onda ako je p.(A) = p*(A).

Dokaz. Neka je A € A,. Tada postoje skupovi E, F' € A takvi da je (vidi propozi-
ciju 2.69.)
ECACF & u(F\E)=0.

Tada je (vidi definiciju 2.78.)
w(E) < ps(A) < p(A) < p(F).
Kako je u(F) = p(F), dobivamo p(A) = p*(A).

Neka je p,(A) = p*(A) < co. Prema propoziciji 2.69. dovoljno je pokazati da
postoje skupovi E, F' € A sa svojstvom pu(F\E) = 0.

Prvo uoc¢imo da je u(A) < oo jer je py(A) < u(A) < p*(A).

Prema definiciji funkcija puy i p*, za svaki n € N postoje skupovi C,, B, € A
takvi da je

1 N 1
Cn CACB,, ,LL*(A)*E <N(Cn)a ,LL(Bn) <p (A)Jra,

§to zahvaljujudi pretpostavei . (A) = p*(A) za nase potrebe mozemo zapisati kao
1 1
Cn CAC Ba,  p'(A) = — < pu(Cn); p(Ba) < pu(A) + —. (2.42)

Kako je pu(A4) < oo, zbog C,, € A je i u(C,) < o0, pa stoga prema propozi-
ciji 2.19. vrijedi

u(A\Cr) = w(A) = u(Cn) &  p(Bp\A) = p(Bn) — u(A).

Neka je B :=J,_,Cn € A, F:=(_, B, € A. Ocito je E C A C F. Preostaje
pokazati da je u(F\E) = 0. Kako je

F\E C Bn\C - (Bn\A) U (A\Cn) & (Bn\A) N (A\Cn) = Q]a
dobivamo
WIF\E) < p(Bp\Cp) = p(Bn\A) + n(A\Cy)
(n(Ba) = u(4)) + (n(4) - n(C).

Nejednakosti p,(A) < p(A) < p*(A) i (2.42) povlace

(10Ba) — 1(A) + ((4) — w(C)) < (1(Ba) — ia()) + (1 (4) ~ (@) < 2.

Dakle, ;i(F\E) < 2, odakle uzimaju¢i limes n — oo dobivamo pu(F\E) = 0. n
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Zadaci za vjezbu

1. Neka je (X, A, ) prostor mjere. Dokazati da familija N, svih p-zanemarivih
skupova ima sljede¢a svojstva: (a) Ako je N € Ny, a M € Ai M C N, onda
je M € N,,. (b) Ako je (N;)ien niz p-zanemarivih skupova, onda je (J;o; N;
takoder p-zanemariv skup.

2. Neka je (X,.A, ) prostor potpune mjere. Dokazite: Ako je A€ A, BC X i
#(AAB) =0, onda je B € Aip(B) = u(A).

Uputa: Kako je A\B,B\A C AAB = (A\B) U (B\A), potpunost prostora i
pretpostavka pu(AAB) = 0 povlate A\B,B\A € A, u(A\B) = u(B\A) = 0.
Sada iz ANB = A\(A\B) slijedi ANB € A. Zato je B = (B\A)U(ANB) € A.
Konaéno, iz u(B) = u(B\A)+u(BNA) = p(BNA) i p(A) = p(A\B)+p(BN
A) = (BN A) slijedi p(B) = p(A).

3. Neka je (X, A, 1) prostor mjere. Za skup E C X kazemo da je lokalno izmjeriv
ako je EN A € A zasvaki A € A takav da je u(A) < co. Neka je A familija
svih lokalno izmjerivih skupova. O¢ito je A C A. Ukoliko je A = A, za mjeru
u i prostor mjere (X, A, 1) kazemo da su zasi¢eni. a) Dokazite da je A jedna
o-algebra na X. (b) Pokazite da je svaka o-konacna mjera zasi¢ena. (c) Neka
je p o-konaéna mjera. Definirajmo funkciju ji : A — [0, co] formulom

n_ Ju(E), akoje E€ A
AE) = { 0o, akoje E € A\A.

i) prosiruje (X, A, p).

Dokazite: (c1) i je mjerana (X,.A), tj. da prostor (X, A,
3) Dokazite da je prostor

(c2) Ako je mjera p potpuna, onda je i fi potpuna. (c
mjere (X, A, i) zasiéen.
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2.11. Borelova mjera

Neka je (X,U) topoloski prostor. Kao i do sada, s B(X) ili Bx ozna¢avamo Bore-
lovu g-algebru generiranu topologijom U. Mjeru definiranu na Borelovoj o-algebri
zovemo Borelova mjera na X.

DEFINICIIA

Neka je (X,U) topoloski prostor, a (X, A, u) prostor mjere takav da je B(X) C A.
Za mjeru pu kaZemo da je lokalno konacna ako za svaku tocku x € X postoji otvorena
okolina U, € U tocke x sa svojstvima x € U, i u(Uy,) < oo.

PRIMJER. Lebesqueova mjera na R? je lokalno konacéna.

Lebesgueova mjera je specijalan slu¢aj Lebesgue-Stieltjesove mjere. U ovo]j tocki
pokazat ¢emo da je svaka lokalno kona¢na Borelova mjera na R jednaka nekoj
Lebesgue-Stieltjesovoj mjeri pur, gdje je F' : R — R rastuéa i zdesna neprekidna
funkcija na R. Takve funkcije imaju posebno vaznu ulogu u teoriji vjerojatnosti.
Napomenimo samo da se rastuca i zdesna neprekidna funkcija F' : R — [0, 1] takva
da je!? F(—o0) =01 F(o0) = 1 zove funkcija distribucije na R.

LEMA
Neka je u lokalno konacna mjera na X. Ako je K C X kompaktan skup, onda je
je u(K) < oo.

Dokaz. Dokaz je identican dokazu tvrdnje (c) iz propozicije 2.54. n

KoRrROLAR
Neka je p lokalno konacna mjera na R, Ako je M C RY omeden skup, onda je
p(CIM) < oco.

Dokaz. Zatvara¢ C1M skupa M je kompaktan, pa iz korolara 2.85. slijedi da je
u(ClM) < . |

Ako je zadana lokalno konacna Borelova mjera na R, uzmimo bilo koju toc¢ku
co € R i definirajmo funkciju F : R — R formulom

M((CQ,I]), T 2 co
F(z) = { —u((z, col), z < co.

Funkcija F' je realna (korolar 2.85.), a rastuca je zbog monotonosti mjere u. U
dokazu teorema 2.86. bit ¢e pokazano da je F' zdesna neprekidna u svakoj tocki.
Osim toga, vrijedi

u((a,b)) = F(b) - F(a), a<b.

12 F(—00) oznagava limes funkcije F' u —co, a F(0o) limes u oo.
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Obratno, ako je zadana rastuca i zdesna neprekidna realna funkcija F' : R — R,
onda postoji jedinstvena lokalno kona¢na Borelova mjera p na R takva da je

1((a,b]) = F(b) — F(a), a<b.

Sve ovo §to smo sada rekli precizno je iskazano i dokazano u sljede¢a dva teorema.

TEOREM
Neka je p lokalno konacna mjera na skupu R i ¢g € R. Tada postoji jedna jedina
rastuca i zdesna neprekidna funkcija F : R — R sa svojstvima:

(a) F(co) =0,

(b) n = pr na B(R), gdje pp oznacava Lebesgue-Stieltjesovu mjeru generiranu
funkcijom F.

Za bilo koju drugu rastucu i zdesna neprekidnu funkciju G : R — R bit ée pp = g
(na B(R)) onda i samo onda ako se G od F razlikuje za neku konstantu.

Dokaz. Definirajmo funkciju F': R — R formulom:

Flz) = { u((co, z]), ako J:e co <z
—u((x, o)), ako je x < cp.

Funkcija F je realna (korolar 2.85.), a rastuca je zbog monotonosti mjere p.

Sada ¢emo pokazati da je F' neprekidna zdesna u svakoj tocki. Neka je z € R.
Odaberimo niz razlicitih realnih brojeva (z,)nen koji zdesna konvergira prema z.
Ako je ¢p < x, onda je (co,zn], n € N, padajuéi niz intervala pa vrijedi (propozi-
cija 2.19.(iv))

lim F(z,) = Tim pu((co,za]) = pul(co, 2]) = F(x).
n—oo

n—oo
Ako je x < ¢y, onda postoji prirodan broj ng takav da je x, < cg, n > ng. Niz

intervala (co, z,], n > ng, je padajuéi pa vrijedi

lim F(x,) = — lim u((zn,co0]) = —p((x, co]) = F(z).

n—o0 n—oo
Time smo pokazali da je F' zdesna neprekidna u svakoj tocki.
(a) Ocigledno je F(cp) = 0.

(b) Pokazimo da je p = pup na B(R). Za dokaz te tvrdnje upotrijebit ¢emo te-
orem 2.37. Krenimo redom. Familija

C :={(a,b]:a,beR,a <b}

generira Borelovu g-algebru B(R), tj. ¢(C) = B(R). Osim toga, C je w-sistem na R
(sadrzi sve svoje konacne presjeke). Prvo éemo pokazati da je p = pp na C. Neka
je (a,b] € C. Po definiciji Lebesgue-Stieltjesove mjere je pp((a, b)) = F(b) — F(a). S



2.87.

Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 91

druge strane, iz definiciji funkcije F' lako se provjerava da je F'(b) — F'(a) = p((a, ]).
Dakle,
u((a,b]) = pr((a, b)) = F(b) — F(a), v (a,b] € C. (2.43)

Neka su (ap)nen 1 (bn)nen bilo koja dva niza realnih brojeva, takvi da (a,)
strogo pada i divergira prema —oo, (b,) strogo raste i divergira prema oo, te da je
a; < by. Tada je

R = [j (an, bp)-
n=1

Svi skupovi Cy, := (an, bn], n € N, pripadaju familiji C, tvore rastuéi niz i prema
(2.43) vrijedi

R = G Co &  (Cy) = pr(Ch) = F(by) — Flan) < 00, neN. (2.44)

Time smo pokazali da su ispunjene sve pretpostavke (a to su (2.43) i (2.44)) za
primjenu teorema 2.37., pa je zato u = pp na cijeloj o-algebri B(R).

Ako je G neka druga rastucéa i zdesna neprekidna funkcija sa svojstvom pug =
(= pr) na B(R), onda je

G(z) — G(co) = pal(co,2]) = pr((co,2]) = F(z) — Flco), =0

G(co) = G(x) = pa((z, o)) = pr((z,c0]) = Flco) — F(z),  x <co.
Dakle, F' i G razlikuju se za konstantu. Stoga, ako je G(cp) = F(cp), onda je
G=F. ]
TEOREM

Neka je F : R — R rastuca i zdesna neprekidna funkcija na R. Tada postoji jedna
jedina lokalno konacéna Borelova mjera p na R takva da je

1((a,b]) = F(b) — F(a), a<b.

Dokaz. Trazeno svojstvo ima Lebesgue-Stieltjesova mjera pp. Jedinstvenost je po-
kazana u dokazu teorema 2.86. pod (b). n
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3. Izmjerive funkcije

U teoriji mjere izmjerive funkcije imaju jednako vaznu ulogu kao Sto je imaju
neprekidne funkcije u topologiji. U svrhu boljeg razumijevanje prvo ¢emo pono-
viti osnovne pojmove o prosirenom prostoru realnih brojeva R (koristi se i oznaka
[—00, o0]).

3.1. Topologija na R

Za bazu topologije na R uzimaju se svi otvoreni skupovi iz R kao i skupovi oblika
(a,00] := (a,00) U {oo} 1 [—00,b):={—00}U (—00,b).

Dakle, ako je neki skup otvoren u R onda se on moze zapisati u jednom od sljede¢ih
oblika:

U, UU{-o0}, UU{o0o}, UU{—00,00}, gdje je U otvoren u R. (3.1)
Obratno ne mora vrijediti. Tako je, na primjer, skup (a,b) U {co} oblika (3.1) ali
on nije otvoren u R.

Prorozicuja

Neka je B(R) Borelova o-algebra na R. Tada je

B(R)={BUC: B € B(R),C C {—00,00}}.

Dokaz. (a) Prvo ¢emo dokazati inkluziju
{BUC:Be€B(R),CC{-o00,00}} CBR).

U tu svrhu dovoljno je pokazati da je B(R) C B(R) i da su skupovi {—oc}, {0} i
{—00, 0} sadrzani u B(R).

Neka je U familija svih otvorenih skupova u R, a U familija svih otvorenih
skupova u R. Kako je U C B(R) = o(U), to je B(R) = o(U) C B(R).

Skup [—00,00) je otvoren u R i zato je {oc} = R\[—00,0) € B(R). Sli¢no se
zakljuéuje da je {—oo} € B(R). Zato je i {—o0,00} € B(R).
(b) Trivijalno je pokazati da je familija {BUC : B € B(R),C C {—00,00}} jedna
o-algebra na R. Ta familija sadrzi sve otvorene skupove u R, tj.

UC{BUC:BeB(R),CC{-o00,00}}.

Zato je
: B(R)=0o(U)C {BUC:Be€BR),CC{-00,00}}. -
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3.2. Pojam izmjerive funkcije

DEFINICIIA

Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori, A C X skup i f : A = Y funkcija.
Funkcija f je izmjeriva u paru o-algebri A i B ili kraée A-B izmjeriva ako je f~1(B) €
A za svaki B € B.

U prethodnoj definiciji f~!(B) oznacava original skupa B, tj.

f7UB)={reA: f(x) e B} C A.

TEOREM

Neka su (X, A), (Y,B) i (Z,C) izmjerivi prostori, A C X i B CY. Nadalje, neka
je f: A=Y A-B izmjeriva funkcija, a g : B — Z B-C izmjeriva funkcija. Ako je
f(A) C B, onda je kompozicija go f : A — Z A-C izmjeriva funkcija.

Dokaz. Treba pokazati da je (g o f)~1(C) € A za svaki C € C. U tu svrhu prvo
uo¢imo da za svaki D C Z vrijedi:

(9o )T (D) ={zeA:g(f(z)) €D} ={x € A: f(z) eg~' (D)} = (97 (D))

Neka je C' € C. Zbog izmjerivosti funkcije g je g~1(C) € B, a izmjerivost funkcije
f povlaci da je (go f)~1(C) = f~1(g7(0)) € A n

U teoriji integracije zanimat ¢e nas samo one funkcije koje primaju vrijednosti
u skupu R ili R = [~o00,00]. Pri tome se za B uzima Borelova o-algebra B(R),
odnosno B(R).

DEFINICLIA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor i A C X podskup od X .

Za funkcigu f : A — R kaZemo da je A-izmjeriva ili krace izmjeriva ako je
f7Y(B) € A za svaki skup B € B(R).

Za funkciju f : A — R kaZemo da je A-izmjeriva ili krace izmjeriva ako je
f~Y(B) € A za svaki skup B € B(R).

Ako je (X, A) = (R4, B(R?)), onda za izmjerivu funkciju kazemo da je Borelova
ili izmjeriva u smislu Borela.

Ako je (X, A) = (Rd,/\/l,\g), onda za izmjerivu funkciju kaZemo da je Lebesgu-
eova ili izmjeriva u smislu Lebesguea.

. PRIMJER. Neka je (X, A) izmjeriv prostor i A € A. Konstantna funkcija f : A — R

je A-izmjeriva. Zaista, pretpostavimo da je f(x) = yo za svaki x € A. Neka je
B € B(R). Ako je yo € B, onda je f71(B) = A € A. Ako yo € B, onda je
7Y(B)=0e A
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TEOREM

Neka su (X, A) i (Y,B) izmgjerivi prostori, A C X izmjeriv skup i f : A = Y.
Pretpostavimo da je € familija podskupova od Y takva da je B = o(£). Funkcija f
je A-B izmjeriva onda i samo onda ako je f~1(E) € A za svaki E € £.

Dokaz. Ako je f A-B izmjeriva, onda je o¢ito f~1(E) € A za svaki E € B = o(£),
pa je pogotovo f~1(E) € A za svaki E € £.

Dokazimo obrat. Neka je S := {E CY : f~}(E) € A}. Prvo pokazimo da je S
jedna o-algebra na Y: (o1) Kako je f71(Y) =4 € A toje Y € S. (62) Neka je
E € 8. Tadaje f~1(E) = A\f'(E) € A. (03) Neka je (E,)nen niz skupova iz
S. Iz jednakosti f*l(UfLO:l En) = U, fY(E,) slijedi U2, B, € S.

Po pretpostavci je £ C S. Kako je () najmanja o-algebra koja sadrzi familiju
E,toje B=0(E) CS. [ |

KOROLAR

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A izmjeriv skup i f : A =R [ili f: A — RJ.
Nadalje, pretpostavimo da je € familija podskupova od R [odnosno od R] takva da je
B(R) = o (&) [odnosno B(R) = o(E)]. Funkcija f je A-izmjeriva onda i samo onda
ako je f~H(E) € A za svaki E € E.

TEOREM -
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A C X bilo koji podskup od X i f : A — R [ili R]
funkcija. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(a) f je A-izmjeriva.

(b) f~1(V) € A za svaki otvoren skup V u R [odnosno R].

(c) fHC) € A za svaki zatvoren skup C u R [odnosno R].
Dokaz. Neka je Y =R [odnosno R].

(b) = (c). Kao prvo, Y je otvoren skup pa je A= f~1(Y) € A po pretpostavci.
Neka je C zatvoren skup u Y. Tada je komplement Y\C otvoren u Y, pa (b)

povlaéi f~H(Y\C) € A. 1z jednakosti f~1(C) = A\ f~1(Y\CO) slijedi f~(C) € A.

(c) = (b) Y je zatvoren skup pa je A = f~1(Y) € A. Ako je V otvoren skup u

Y, onda je komplement V¢ = Y\V zatvoren u Y. Tada (c) povlaci f~1(V¢) € A.

Zbog jednakosti f~1(V) = A\ f~1(V) je f~1(V) € A.

(a) = (b) Svaki otvoren skup V iz Y ujedno je i Borelov skup, pa je f~1(V) € A.

(b) = (a) Za dokaz ove tvrdnje upotrijebit éemo korolar 3.7. Neka je V familija
svih otvorenih skupova u Y. Ta familija generira Borelovu o-algebru B(Y), tj.
B(Y) = o(V). Iz pretpostavke (b) slijedi A = f~1(Y) € Ai f~1(V) € A za svaki
V € V. Prema korolaru 3.7. funkcija f je A-izmjeriva. n
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. KOROLAR

Neka je (X,B(X)) izmjeriv prostor s Borelovom c-algebrom i neka je A € B(X).
Svaka neprekidna funkcija f : A — R [ili f: A — R] je izmjeriva.

Dokaz. Neka je Y = R [odnosno R]. Zbog neprekidnosti funkcije f za svaki otvoren
skup V u Y postoji otvoren skup U u X takav da je f~1(V) = ANU. Kako je
U e B(X),aAe B(X) po pretpostavci, to je i f~1(V) € B(X). Tvrdnja slijedi iz
teorema 3.8.(b). n

Sljedeé¢i nam teorem govori da se izmjeriva funkcija definirana na izmjerivom
skupu moze definirati na razli¢ite nacine, §to se Cesto koristi u literaturi (vidi npr.
[3, 13]).

TEOREM
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A izmjeriv skup i f : A — [—o00,00]. Sljedece
su tvrdnje ekvivalentne:

(a) f je A-izmjeriva.

(b) {zxeA: f(z) <t} e A VteR.

(c) {zeA: f(z)<t}eA VLeR.

(d) {xreA: f(z) >t} €A VteR.

() {reA: f(z) >t} €A VteR.

Na slici 12. ilustrirano je znacenje tvrdnje (d).

f
JANE

kodomena

Slika 12. Funkcija f je A-izmjeriva ako je zatamnjeno podruéje domene izmjeriv
skup za svaki t € R.
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Dokaz teorema 3.10. Ekvivalentnost tvrdnji (b)-(e) slijedi iz jednakosti

{zeA:f(z) <t}—D{x€A:f(x)§t—%}

{zeA:fl)>t} =A\{zeA: f(z)<t}

oo

{zeA: fx) >t} = U{meA:f(x)ZtJr%}

n=1
{zed: fx) <t} =A\{zeA: f(z)>t}
i svojstava o-algebre.

(a) = (b)-(e). Neka je t € R. Treba pokazati da je {z € A : f(z) < t} € A
Kako je [—00,t] € B(R), 1szer1vost od f povlagi f~ 1([— 1)) € A. Iz jednakosti
[ ([~o0,t]) ={z € A: f(z) <t} slijedi {z € A: f(z <t} cA

(b)-(e) = (a). Familija
S:={BCR:fB)cA

je o-algebra na R. Dokaz je isti kao u dokazu teorema 3.6.

Sada ¢emo pokazati da o-algebra S sadrzi {—oo}, {oo} i Borelovu o-algebru
B(R). Kako je

1({~o0}) = ﬂ{xeAf )<-n}eA

“1({o0}) = ﬂ{xeA f(x) >n} € A,

imamo da je {—oo},{oo} € S. Nadalje, kako je f~'({—oc}) € A i kako je
f~1([~00,t]) € A po pretpostavci (b), iz jednakosti

FH(=00,t]) = fH([=o0, )\ F T ({—00}),  VEER

slijedi da familija S sadrzi sve intervale oblika (—oco, t], t € R. Ti intervali generiraju
Borelovu c-algebru B(R) (teorem 2.9.). Kako je B(R) najmanja o-algebra koja
sadrzi sve takve intervale, slijedi B(R) C S.

Prema propoziciji 3.1. svaki Borelov skup B € B(f) moze se zapisati kao B =
BUC, gdje su B € B(R), C C { 00,00}. Kako je f~1(B) = f~'(B)U f~1(C), a
f~YB), fHC) € A, slijedi f~Y(B )E A, tj. skup f~1(B) je izmjeriv. [ |

3.11. PRIMJER. Sljedeéi primgjeri ilustriraju vaznost teorema 3.10.

1. Neka je (X, A) izmjeriv prostor i B C X. Karakteristi¢na funkcija xp : X — R
skupa B, definirana formulom

(2) = 1, akojex € B
XBT) = 0, ako je x & B,
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izmjeriva je onda i samo onda ako je B € A. Zaista, prema teoremu 3.10.
funkcija xp je A-izmjeriva onda i samo onda ako je {:L' € X :xpx) > t} eA
za svaki t € R, a to je onda i samo onda ako je B € A.

2. Neka je I C R segment ili interval (otvoren ili poluotvoren), a f : I — R
rastuéa funkcija. Tada je {:c el: f(z) < t}, t € R, Borelov skup (pra-
zan skup, jednoclani skup, segment ili interval). To znaci da je f Borelova
funkcija.

3. Stepenasta funkcija na skupu X je svaka funkcija f : X — [—o00, 00] koja prima
samo konacéno mnogo razlic¢itih vrijednosti.

Neka je (X, A) izmgeriv prostor, a f : X — [—00, 00| stepenasta funkcija koja

prima vrijednosti aq, ..., a,. Pomocu teorema 3.10. lako je provjeriti da Ce
f biti A-izmjeriva onda i samo onda ako je {:E eX: flx)= ozz-} € A za svaki
t=1,...,n.

Na str. 58. spomenuli smo da postoji Lebesgueov skup koji nije Borelov. Sada
¢emo dokazati tu tvrdnju.

TEOREM
B(R%) Ms, tj. postoji Lebesgueov skup kogi nije Borelov.

Dokaz. Neka je c: [0,1] — [0,1] Cantorova funkcija (vidi to¢ku 2.8.). Zbog nepre-
kidnosti funkcije ¢, za svaki y € [0, 1] postoji barem jedan z € [0, 1] takav da je
c(x) = y. Zato funkciju g : [0, 1] — [0, 1] mozemo definirati na sljedeéi nacin:

g(y) ==infc ' (y) = inf {z € [0,1] : c(2) = y}.

Moze se pokazati da je g(y) € K, gdje je K Cantorov skup. Koristeéi nepre-
kidnost Cantorove funkcije ¢ sada je lako provjeriti da je ¢(g(y)) = y za svaki
y € [0,1]. To znadi da je g injekcija. Nadalje, kako ¢ monotono raste, iz jednakosti
c(g(y)) =y, y € [0,1], slijedi da i g monotono raste. Zato je g izmjeriva funkcija
(vidi primjer 3.11.(2)). Neka je A C [0,1] neki skup koji nije Lebesgueov. Takav
skup postoji (primjer 2.52.). Neka je B := g(A). Zbog injektivnosti funkcije g je
A = g7 Y(B). Skup B je podskup Cantorova skupa, pa je Lebesgueov. Skup B
nije Borelov. Naime, u suprotnom bismo prema definiciji izmjerive funkcije imali
A =g 1(B) € B(R), pa bi skup A bio Lebesgueov (propozicija 2.43.), $to je kon-
tradikcija. ™

KOROLAR
Postoji podskup Cantorova skupa koji nije Borelov skup.

Dokaz. Takav je skup B iz dokaza teorema. n
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3.3. Svojstva izmjerivih funkcija

TEOREM
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — [—00,00] bilo koje dvije
A-izmgjerive funkcije. Tada vrijedi:

Dokaz. Za dokaz ovih tvrdnji upotrijebit ¢emo teorem 3.10.

(a) Prvo treba uociti da je f(x) < g(x) onda i samo onda ako postoji racionalan
broj ¢ € Q takav da je f(x) < ¢ < g(x). Zbog toga je

{zeA:f(z }7U({16Af y<gin{zeA:q<g(x )})
q€Q
odakle vidimo da se skup {x eA:f ( ) } moze prikazati kao prebrojiva
unija skupova iz A, pa je {z € A: f(z) } e A.

(b) Prema (a) je {z € A: g(z) < f(2)} € A. Sada iz jednakosti

{reA:f(z) <g@)}=A\[reA:g(x) < f(2)}

slijedi {z € A: f(z) < g(z)} € A.
(c) Tvrdnja slijedi iz (a), (b) i jednakosti

{zeA: fx)=g@)}={zcd: f(z (@)}\{zed: fx)<g(x)}. @

. PrRoOPOZICIIA

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A i f: A — [—00,00] bilo koja A-izmjeriva
funkcija. Tada je i funkcija of, a € R, A-izmjeriva.

Dokaz. Ako je a = 0, onda je af = 0 konstanta pa je A-izmjeriva.
Za o # 0 imamo

{zed:af(z) <t} = {:cEA:f(:c)<é}, a>0
{:L'EA af(x <t} {:cEA:f(:c)>é}, a < 0.

Tvrdnja slijedi iz teorema 3.10. ™
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Neka su f,g : A — [—o00,00] dvije funkcije. Iz estetskih razloga funkciju
max{f,g} oznacavamo s f V g, a funkciju min{f,g} s f A g. Dakle, funkcije
fVg, fAg: A— [—00,00] definirane su formulama:

(fVg)(x) =max{f(z),g9(x)}, (fAg)(x)=min{f(z),g(x)}, r € A.

PrOPOZICIIA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g : A — [—00,00] bilo koje dvije
A-izmgerive funkcije. Tada su funkcije fV g i f N\ g izmjerive.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 3.10. i identiteta:

{zed:(fvg) <tf={zcA: fla)<t}n{zecd:g(x) <t}
{zeA:(fAg)z)<t}={zcA: flx)<tju{zecA:g(x) <t} =

Za svaki niz (fy,)nen funkcija f,, : A — [—00, 00] definiraju se funkcije sup,, fn,
inf,, f,, limsup,, f,,liminf, f, : A — [—o0, 00| formulama:

sup fn(x) = sup{fn(x) : n € N}, reA
inf f,,(z) = inf{f,(z) : n € N}, reA
limsup fy,(z) = inf { sup{fe(z) : k > n} :n € N}, reA

liminf f,(z) = sup { inf{fx(z) : k > n} :n € N}, z € A.

Dakle, limsup,, f»(x) je limes superior (najveéa tocka gomilanja) niza (f,(x)), a
liminf,, f,(z) je limes inferior (najmanja tocka gomilanja) niza (f,(z)) (vidi [7, str.
116]).

Primijetimo da je uvijek liminf, f, < limsup, fn. Moze se pokazati da je
liminf,, f,(z) = limsup,, f,(z) onda i samo onda ako postoji lim,, f,(x) 1 vrijedi
lim,, f,(x) = liminf,, f,(z) = limsup,, fn(z). Dakle, domena funkcije lim, f, je
skup {z € A : liminf,, f,(z) = limsup,, fn(x)}.

PROPOZICIJA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i (fn)nen niz A-izmjerivih funkcija
fn i A= [—00,00]. Tada vrijedi:

(a) Funkcije sup,, fn,inf, f, : A = [—00,00] su A-izmjerive,
(b) Funkcije limsup,, fpn,liminf,, f, : A — [—00, 0] su A-izmjerive,

(c) Skup Ao := {x € A : liminf, f,(x) = limsup,, fn(z)} je izmjeriv. Funkcija
lim,, f,, : Ag = [—00, 0] je A-izmjeriva.
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Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi iz teorema 3.10. i identiteta:
{z € A:sup fr(z) <t} = ﬂ {zeA: fu(z) <t}
n
n=1
(o)
{red:inffu(x) >} = (N {zeA:fulz) >t}
n=1

(b) Za svaki k € N definirat ¢emo funkcije gg, hy : A = [—00, 00]:
gk(z) :==sup{fn(z) :n >k}, hi(z):=inf{f.(z):n >k}, x € A

Prema (a) te su funkcije A-izmjerive. Stoga su, isto prema tvrdnji (a), izmjerive i
funkcije inf,, g,,sup,, hn. Sada tvrdnja slijedi iz jednakosti limsup,, f, = inf,, g, i
liminf,, f, = sup,, hn.

(¢) Iz tvrdnje (b) i teorema 3.14.(c) slijedi izmjerivost skupa Ag. Sada iz jednakosti

{:L' € Ag : lim f,(x) < t} =AgN {:E € A :limsup fp(z) < t}

slijedi A-izmjerivost funkcije lim,, f,, : Ag — [—00, 0]. m

Akosu f,g: A — [—00, 00| dvije funkcije, onda zbroj f+g¢ ne mora biti definiran.
To je stoga jer nisu definirani zbrojevi co + (—00) i (—00) + co. Medutim, ako obje
funkcije primaju vrijednosti iz skupa [0, 00), (—o0, 00] ili [—00, 00), onda je definiran
zbroj f + g. U iskazu sljedeée propozicije ograni¢avamo se na skup [0, oc], iako je
iz dokaza jasno da ¢e tvrdnja vrijediti ako se za kodomenu funkcija uzme (—o0, 0]
ili [—o00, 0).
PrOPOZICIIA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g : A — [0,00] bilo koje dvije
A-izmjerive funkcije. Tada je i funkcija f + g A-izmjeriva.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti teorem 3.10. Uocimo da je (f + g)(z) < t onda i

samo onda ako postoji racionalan broj ¢ € Q takav da je f(z) < ¢ig(x) <t —gq.
Zbog toga je

{:EGA:(f+g)(:n)<t}:U[{:cGA:f(:E)<q}ﬁ{x€A:g(:ﬂ)<t7(1}]. (3.2)
qcQ

Skupovi {:L' € A: f(x) < q}, {:E € A:glx) <t-— q}, q € Q, su A-izmjerivi
(teorem 3.10.), pa je i skup {:c cA:(f+9)(z) < t} kao prebrojiva unija njihovih
presjeka takoder A-izmjeriv. m

PROPOZICIJA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f,g: A — R bilo koje dvije realne i
A-izmgjerive funkcije. Tada vrijedi:
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(a) Funkcija oof je A-izmjeriva za svaki realan broj a,

(b) Funkcija f + g je A-izmjeriva,

(¢) Funkcija f — g je A-izmjeriva,

(d) Funkcija |f|* je A-izmjeriva za svaki realan broj a > 0,
(e) Funkcija fg je A-izmjeriva,

(f) Skup Ao := {z € A : g(z) # 0} je izmjeriv. Funkcija

Zmjeriva.

Q [~

SA()%R]'CA-

Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 3.15.

(b) f i g su realne funkcije pa se ne javlja problem sa zbrojevima oco + (—o0) i
—00) + 00. Zato identitet (3.2) vrijedi za svaki x € A.

(
(c) Kako je f —g = f + (—g), tvrdnja slijedi iz (a) i (b).
(d) Uocimo da vrijedi:
zat>0: {zeA:|f(x))*<t}={zecA:—t"* < fz) <t'/}
={zed: -t < fl@)}n{zed: flx) <t}
zat<0: {zeA:|f(x)|* <t} =0
i zato tvrdnja slijedi iz teorema 3.10.
(e) Ova tvrdnja slijedi iz tvrdnji (a)-(d) i jednakosti fg = 1 ((f +¢)* — f? — ¢%).
(f) A-izmjerivost skupa Ay slijedi iz identiteta:
Ap={z€eA:g(z)£0t={z e A:g(x) >0} U{zr e A:g(x) <0}
Kako je
{xeAO:@gt} = ({:UEAO:g(x)>0}ﬂ{x€A0:f(x)§t-g(x)})
U({x €Ag:g(x)<0fn{zeA: f(z) >t g(m)}),
I

iz (a) i teorema 3.14.(b) slijedi A-izmjerivost funkcije . n

Za svaku funkciju f : A — [—o00,00] definiraju se funkcije |f|,fT,f~ : A —
[0, 00] formulama:

[flz) = £ ()], f"(z) =max{f(x),0}, [~ (z)=-min{f(2),0}, €A

Funkcija ft zove se pozitivni dio funkcije f, a f~ zovemo negativni dio funkcije f.
Uocite da vrijedi:

fl=f"+f"  f=f-f
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Slika 13. Funkcije f*1i f~.

Prorozicuja
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f: A — [—00, 00| funkcija. Funkcija
f je A-izmjeriva onda i samo onda ako su funkcije ft i f~ A-izmjerive.

Dokaz. Neka je f A-izmjeriva funkcija. Kako je f* = fVvO0, f~ = (—=f) V0, te kako
je konstanta A-izmjeriva funkcija, prema propoziciji 3.16. obje funkcije f* i f~ su
A-izmjerive.

Obratno, pretpostavimo da su f* i f~ A-izmjerive funkcije. Prema propozi-
ciji 3.15. funkcija —f~ je A-izmjeriva. Iz jednakosti f = f+(—f7) lako se zakljuci
da ni za jedan = € A zbroj f*(z) + (—f~ (2)) nije nedefiniranog oblika co + (—o0)
ili (—o0) + oo. Zato identitet (3.2) vrijedi za svaki x € A i daljnji dio dokaza je u
potpunosti identi¢an s dokazom propozicije 3.18. n

Prorozicua
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—o00,00| funkcija. Tada
vrijedi:

(a) Neka je B C A izmjeriv skup. Ako je funkcija f A-izmjeriva, onda je i
restrikcija fip : B — [—00,00] izmjeriva funkcija.

(b) Neka je (Bp)nen niz skupova iz A takav da je A =, By. Ako je izmjeriva
svaka restrikcija fip, : Bn — [—00,00], n € N, onda je izmjeriva i funkcija f.

Dokaz. Tvrdnje slijede iz sljedeé¢ih jednakosti:

(@) {z€B: figlx) <t}=Bn{zeA: flz) <t}

) {zeA:fx)<th=J{z€Bn: fip (x) <t}. -

n=1




3.22.

3.23.

104 Jednostavne funkcije

3.4. Jednostavne funkcije

U primjeru 3.11. definirali smo stepenastu funkciju i karakteristi¢nu funkciju skupa.
Zbog izuzetne vaznosti tih pojmova u teoriji integracije, ponovit ¢emo definicije.
Stepenasta funkcija na skupu A je svaka funkcija f : A — [—00, 00| koja prima
samo kona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti.
Neka je A C X podskup od X. Karakteristi¢cna funkcija skupa A je realna
funkcija x4 : X — R definirana formulom

1, akojex € A
xa(x) :{ !

0, akojez & A.

Karakteristi¢na funkcija svakog skupa je stepenasta.

Neka je (X,.A) izmjeriv prostor, A C X izmjeriv skup i f : A — [—00, 0]
stepenasta funkcija koja prima vrijednosti a, . . . , a,,. Pomocu teorema 3.10. lako je
provjeriti da ¢e f biti A-izmjeriva onda i samo onda ako je {x € A: f(z) = a;} € A
zasvakit=1,...,n.

Konaénu i izmjerivu stepenastu funkciju zovemo jednostavna funkcija. Preciz-
nije:
DEFINICIIA
Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A C X podskup od X i f: A — R stepenasta i A-
izmjeriwa funkcija. Tada kaZemo da je f jednostavna funkcija s obzirom na izmjeriv
prostor (X, .A) ili krace jednostavna funkcija.

Svaka jednostavna funkcija f : A — R dopusta prikaz u obliku
n
F=> aixa, (3.3)
i=1

gdje su Aq,..., A, C X disjunktni i izmjerivi skupovi takvi da je A = U?:1 A,
a aq,...,q, su razliciti realni brojevi. To se dobiva za {aq,...,an} = f(A) i
Ai = fHo) ={z € A: f(z) = a;} € A Takav prikaz zove se standardni prikaz
jednostavne funkcije.

Sljedeéi teorem govori nam da su jednostavne funkcije ,po tockama guste” u
prostoru svih izmjerivih funkcija.

TEOREM

Neka je (X, A) izmgjeriv prostor, A € A skup i f : A — [0,00] izmjeriva funk-
cija. Tada postofi wiz (fn)nen jednostavnih funkcija fn : A — [0,00) sa sljedeéim
svojstvimas:

(a) 0< f1(z) < fo(z) < ... < f(x) za svaki x € A,
(b) Niz funkcija (fn)nen konvergira po tockama prema funkciji f, tj.

lim f,(z) = f(x) za svaki x € A.
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(c) Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (fn)nen ko-
nvergira uniformno prema funkciji f na cijelom skupu K.

Dokaz. Za svaki prirodan broj n definirajmo izmjerive skupove

k—1 k k—1 k
k._ r—1 _ . _ n
F, = 7' ((n,oq]).
Za svaki n € N skupovi AL, A2 ... A"?" F, medusobno su disjunktni, izmjerivi i

njihova unija daje skup f~! ((0, oo]) Stavimo

G = A\f1((0,00]) = f7(0).

f
&
2n
E—1
27L
Ay
Slika 14. U ovom primjeru skup AX = {z € A : k;nl < flz) < 2%} unija je Sest
intervala.

Neka su f,, : A — [0,00), n € N, jednostavne funkcije definirane formulom

Uocimo:
1. Ako je z € G, onda je f(x) = fn(z) = 0.

2. Ako je z € A¥, onda je
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3. Ako je x € F,,, onda je fn(z) =n < f(z).
Sada ¢emo dokazati tvrdnje teorema:

(a) Pomocu jednakosti

E—1 k % —2 2% —1 % —1 2%k
( on 2_71} :<2n+1 ’ 2n+1} <2n+1 ’2n+1]’

(n,00] = (n,n+ 1] U (n+ 1, 0]

1<k <n2”

dobivamo:

Ako je v € A2 = f1((22, 2k-1]), onda je z € Ak = fU((ERL, £]) i
zato je fo(r) = fat1 () = 5t

Ako je w € A% | = f71 (2, 525 ]), onda je z € AF = f1((ERL, L) i zato
je fulz) =52t < Bt = fapa(2).

Ako je z € f7H((n+1,00]), onda je fo(z) =n <n+1= fri1(x).

Ako je z € f7((n,n+1]), onda je fn(z) =n < foii(z).
Time smo dokazali tvrdnju (a).

(b) Ako je f(z) = oo, onda je x € (oo, F,, i zato fn(z) =n — co = f(z). Ako je
0 < f(x) < oo, onda je x € G ili postoji dovoljno velik ng takav da je 0 < f(z) <n
za svaki n > ng, pa je zato x € Afl za svaki n > ng ineki 1 < k < n2" U oba
slucaja je

0< (@)= fuld) < 50 m20,

odakle slijedi lim, oo f(z) = f(x). Time smo dokazali da niz (f,) konvergira po
tockama prema funkciji f.

(c) Ako je f omedena na skupu K C A, onda postoji dovoljno velik ng takav da je
0 < f(x) < ng za svaki ¢ € K i svaki n > ng. Zakljuéujuéi na potpuno isti naéin
kao pod (b), dobivamo da je

1
ng(l’)*fn(l')§2—n, ZGK;TLZTLO;
odakle slijedi da niz funkcija (f,,) konvergira uniformno prema funkciji f na cijelom
skupu K. n
TEOREM

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—o0, 0] izmjeriva funkcija.
Tada postoji niz (fn)nen jednostavnih funkcija fn, : A — (—o00,00) sa sljededim
svojstvima:

(a) f1(x) < fa(z) < ... < f(x) za svaki x € A,
(b) Niz funkcija (fn)nen konvergira po tockama prema funkciji f, tj.
lim f,(z) = f(x) za svaki x € A.
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(c) Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (fn)nen ko-
nvergira uniformno prema funkciji f na cijelom skupu K.

Dokaz. Dovoljno je modificirati dokaz teorema 3.23. tako da se na samom pocetku
za svaki prirodan broj n dodaju izmjerivi skupovi

Ak f‘l((;—f, 7k+1D:{x€A:;—k i) < Ly 1o e

2” n 271
F_, = f([~o0,n]).
Dalje se zakljucuje na potpuno isti nacin. n
KOROLAR

Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [—o0,00] funkcija. Funk-
cija f je A-izmjeriva onda i samo onda ako postoji niz jednostavnih funkcija koji
konvergira obicéno (po tockama) prema funkciji f na cijelom skupu A.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 3.24. i propozicije 3.17. ™

3.5. Svojstvo ,,skoro svuda”

DEFINICLIA
Neka je (X, A, u) prostor mjere, a T C X podskup od X. Ako neka turdnja ili
svojstvo vrigede za sve x € T osim za x € N, gdje je N C T zanemariv skup, onda
kazemo da ta tvrdnja ili svojstvo vrijedi p-skoro svuda na T ili u-gotovo svuda na 7.
Ako je iz konteksta jasno ma koju mjeru p i na koji skup T mislimo, onda
koristimo krade nazive: skoro svuda ili gotovo svuda.
Za oznacavanje svojstva koje vrijedi skoro svuda koristi se kratica (s.s.).

Prisjetimo se da je skup N C X zanemariv ako postoji izmjeriv skup Z (t;.
Z € A) takav da je N C Z i u(Z) = 0. Dakle, zanemarivi skupovi su podskupovi
izmjerivih skupova mjere nula. Svaki skup mjere nula ujedno je i zanemariv, a
zanemariv skup ne mora biti izmjeriv. Ako je prostor (X,.A, u) potpun, onda je
svaki zanemariv skup ujedno i izmjeriv (vidi tocku 2.10.).

PRIMJER. Sljedeéi primgeri ilustriraju upotrebu izraza skoro svuda i kratice (s.s.):

1. Za funkcije f,g : X — R kaZemo da su jednake skoro svuda i piSemo f =
g (s.8.) ako je skup {x € X : f(x) # g(x)} zanemariv.

2. Kazemo da niz (fn)nen funkcija fr, : X — R konvergira skoro svuda prema
funkcigi f : X — R i piemo lim, f,, = f(s.s.) ako postoji zanemariv skup
N C X takav da niz (fn,(z))nen konvergira i da je lim, o frn(z) = f(z) za
svaki x € X\N.
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TEOREM

Neka je (X, A, p) prostor mjere, A C X podskup od X, (Y,B) izmjeriv prostor i
f: A=Y neka A-B izmjeriva funkcija. Nadalje, neka je g : A — Y bilo koja
druga funkcija takva da je g = f (s.s.). Ako je mjera p potpuna, onda je funkcija g
1Zmjeriva.

Dokaz. Skup N = {x € A : g(z) # f(x)} je zanemariv pa postoji izmjeriv skup
Z € Atakav da je N C Z i u(Z) = 0. Treba pokazati da je g~ 1(B) € A za svaki
BeB.

Neka je B € B. Tada iz jednakosti

g ' (B)y={zcA:glx)eB}={zcZ°NA:g(x) e Byu{zr € ZNA:g(z) € B}
={zreZ°NA: f(zx)e Btu{z e ZnNA:g(x) € B}
=(f'(B)NZ°NA)U (g (B)nZNA)

slijedi g~(B) € A. Naime, kako je g1 (B)NZNA C Z, zbog potpunosti mjere x je

g 1(B)NZNA € A. Nadalje, zbog A-B izmjerivosti funkcije f imamo A, f~1(B) €
Apaje fFY(B)NZ°NAe€ A =

KoRrROLAR

Neka je (X, A, ) prostor mjere, A C X podskup od X i f: A — [—o0, 00| izmjeriva
funkeija. Nadalje, neka je g : A — [—o00,00] bilo koja druga funkcija takva da je
g = f(s.s.). Ako je mjera u potpuna, onda je funkcija g izmjeriva.

KOROLAR

Neka je (X, A, p) prostor mjere, A C X podskup od X i (fn)nen niz izmjerivih
funkcija f, : A — [—00,00] koji konvergira skoro svuda prema funkciji f : A —
[—00,00]. Ako je mjera p potpuna, onda je f izmjeriva funkcija.

Dokaz. Po pretpostavci je lim, f, = f (s.s.) pa je skup
N = {z € A:lim f,(z) ne postoji ili je lim f,(z) # f(z)}
n n

zanemariv. U svakoj drugoj tocki z € A\N je f(z) = lim,, fn(z) = liminf,, f,(z).
Prema propoziciji 3.17. funkcija liminf,, f, : A — [—00, 00] je izmjeriva. Dakle,

f(z) = liminf, f,(z) za svaki x € A\N. Prema teoremu 3.28. funkcija f je

izmjeriva. ]

. PRIMJEDBA

Twrdnge korolara 3.29. (stoga i teorema 3.28.) i korolara 3.30. ne moraju vrijediti
ako mjera u mije potpuna. Evo primjera:

Neka je (X, A, 1) nepotpun prostor mjere, a N zanemariv skup koji nije izmjeriv.
Karakteristicna funkcija xn : X — R je skoro svuda jednaka nul funkciji 0 : X —
R. Nul funkcija je izmjeriva, a xn nije. Time je pokazano da ne vrijedi tvrdnja
korolara 3.29. Ne vrijedi ni tvrdnja korolara 3.30. jer miz funkcija c¢ija je svaka
funkeija jednaka nul funkciji (koja je izmjeriva) konvergira skoro svuda funkciji xn
koja nije izmjeriva.
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TEOREM

Neka je (X, A, ) upotpunjenje prostora mjere (X, A,u), A C X podskup od X
if:A— [—o0,00] funkcija. Funkcija f je A,-izmjeriva onda i samo onda ako
postoje A-izmjerive funkcije fo, f1 : A = [—00, 0] takve da vrijedi:

(i) fo(x) < f(z) < f1(x) za svakix € A,
(ii) fo=fi p-(s.5.).

Dokaz. = Pretpostavimo da postoje A-izmjerive funkcije fo, f1 sa svojstvima (i)
i (ii). Prema (ii) skup N = {x € A : fo(z) # fi(z)} je p-zanemariv pa postoji
p-izmjeriv skup Z € A takav daje N C Ziu(Z)=0. Tadajei i(Z) =0paiz (i) i
(ii) dobivamo f = fo fi-(s.s.). Nadalje, zbog A C A,,, svaka A-izmjeriva funkcija je
i A,-izmjeriva (vidi definiciju 3.4.). Dakle, imamo da je fy A,-izmjeriva funkcija i
f = fo fi-(s.s.). Prema korolaru 3.29. funkcija f je A,-izmjeriva.

< Neka je f A,-izmjeriva funkcija. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka: (a) f je
jednostavna funkcija, (b) opéi slucayj.

(a) Neka je f = >, aixa,, gdje su Ay,..., 4, C X disjunktni i g-izmjerivi
skupovi, a ag,...,q, realni brojevi. Tada postoje skupovi Cy,...,C, C X i
Bi,...,B, C X takvi da je

ClgAngz & M(Bi\Ci):O, i:l,...,n.

Funkcije fo, fi :+ A — (—00,00) definirane formulama fo := > . asxc, 1 f1 =
Yo, aixp; imaju svojstva (i) i (il): Svojstvo (i) je ocigledno. Nadalje, skup N :=
U, (B:\C}) je p-zanemariv i fo(z) = f1(x) za svaki © € A\N, pa vrijedi (ii).

(b) Neka je f, : A = (—o00,00), n € N, niz rastuéih jednostavnih funkcija koji
konvergira prema funkciji f. Prema teoremu 3.24. takav niz postoji. Prema (a) za
svaki n € N mozemo odabrati A-izmjerive funkcije fon, fin : A = (—00,00) takve
da vrijedi:

(*) fon(z) < fn(z) < fin(z) za svaki x € A,

(+4) fon = fin fi-(5:5.)
Funkcije fo := limsup,, fon, 1 f1 := liminf, fi, imaju svojstva (i) i (ii). Zaista, iz
(%) slijedi

fo(z) <limsup f,(z) = 1imninf fu(z) = limninf fn(z) < fi(2) za svaki z € A.

Nadalje, kako je prebrojiva unija zanemarivih skupova takoder zanemariv skup, iz
(%) i (xx) dobivamo

folz) = limnsup fulz) = 1imninf fnlx) = 1imninf ful(x) = fi1(x) (s.s.).
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Zadaci za vjezbu

. Neka je X = {0,1,1, 1}, &= {{0},{3.4},{3}}. Sa A= 0(€) oznacit ¢emo

) 929478
o-algebru generiranu familijom £. Je li funkcija f : X — R, f(x) = 14%1»’
izmjeriva?

. Promatramo izmjeriv prostor (N, 2V). Dokazite da je izmjeriva svaka funkcija

f:N—=>R
Uputa: Za svakit € Rje {n e N: f(n) <t} CN.

. Neka je (X,.A) izmjeriv prostor i D C R gust skup na R. Dokazite da je

f: X = [—00,00] izmjeriva onda i samo onda ako je {x € X : f(z) >d} € A
za svaki d € D.

Uputa: Ako je f izmjeriva, onda je {x € X : f(x) > d} € A za svakid € D
(teorem 3.10.). Obratno, neka je t € R. Skup D je gust na R pa zato za svaki
n € N postoji d, € DN (t,t+ 1/n). Kako je

{zreX:fl@)>t}=J{wreX: fl2) >dn} € A

n=1

funkcija f je izmjeriva.

. Neka je (X, A) izmjeriv prostor, f : X — R funkcija, B(R) Borelova o-algebra

naRi& = {(a,) : a € R}. Dokazite: (a) Akoje f~1(E) € Azasvaki E € &,
onda je f~Y(B) € A za svaki B € B(R), tj. f je izmjeriva funkcija. (b) Neka
su p, v dvije kona¢ne mjere na (R, B(R)) takve da je u(f~1(E)) = v(E) za
svaki £ € €. Tada je u(f~*(B)) = v(B) za svaki B € B(R).

Uputa: (a) Kako je B(R) = ¢(C), tvrdnja slijedi iz korolara 3.7. (b) Familja
£ je m-sistem koji generira B € B(R). Tvrdnja slijedi iz teorema 2.37.

. Neka su (X, .A) i (Y, B) prostori mjere i f: X — Y izmjeriva funkcija u paru

o-algebri (A, B). Tvori li familija svih skupova oblika f(A), A € A, o-algebru
na Y?

Uputa: Opéenito ne. Evo primjera: Neka je X =Y = N. Za o-algebru A
uzmite bilo koju o-algebru razlicitu od {0, N}, a f neka bude konstanta.

. Neka je f : R — R derivabilna funkcija. Dokazite da je njezina derivacija

/' R — R izmjeriva funkcija.

flat1/n)—f(z)
1/n

tvrdnji (c) propozicije 3.17. tada je izmjeriva i funkcija lim,, g, = f.

Uputa: Za svaki n € N funkcija g,(z) = je izmjeriva. Prema

Dokazite da izmjerivost funkcije | f| opéenito ne povlaéi izmjerivost funkeije f.

Uputa: Prema teoremu 3.12. postoji skup B C R koji nije Borelov. Neka
f iR = Rglasi f = xp — xpe. Funkcija |f| je konstanta (|f] = 1) pa je
izmjeriva. Medutim, f nije izmjeriva jer f~1(1) = B nije Borelov skup.
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8.

10.

Dokazati da za sve A, B C X i o, 8 € R vrijedi:

(a) xac =1 —xa. (b) xanB = xa-XxB- (¢) xXauB =Xa+XxB — X4 XB- (d)
axa + Bxs = axas + (@ + B)xanB + Bxp\a- () [xa — xB| = xaap, gdje
je AAB = (A\B) U (B\A) simetri¢na razlika.

. Neka je A=A, U...UA,. Tada je A° = A{N...N A¢. Dokazite:

xa=1-xae=1—(1-xa,) (1—xa,)
Mnozenjem faktora na desnoj strani dobiva se

n

xa=y (1) > XAiy N NAG,

r=1 1<ip<ie<...ir<n
Uputa: Upotrijebite formule iz zadatka 8.

Neka je (Ap)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz A. Pokazite da je
XU, An = 2ne1 XA,
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4. Integracija izmjerivih funkcija

Fundamentalni pojam integrala definira se samo za izmjerive funkcije. Konstrukcija
se radi u tri koraka: Prvo se definira integral za nenegativne jednostavne funkcije.
Zatim se pojam integrala prosiruje na nenegativne izmjerive funkcije. U trecem
koraku pravi se prosirenje na skup svih izmjerivih funkcija.

4.1. Integral nenegativne jednostavne funkcije

Ako se radi o nenegativnoj elementarnoj funkciji f : R — R, integral treba zamisljati
kao povrsinu izmedu grafa krivulje i z-osi. Motivirani time uvodimo opéenitu defi-
niciju:

DEFINICIIA

Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f : X — [0,00) jednostavna nenegativna funkcija
s prikazom

f = Z QX A;s (41)
i=1
gdje su Aq, ..., Ay €3 disjunktni skupovi i aq, ..., ay, nenegationi realni brojevi.
(1) Broj
n
/fdu = aip(A;) (4.2)
i=1
zove se integral funkcije f s obzirom na mjeru u ili krace integral funkcije f.
Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp < co.

(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

/Efd,u = /XEfd,uzgam(AiﬂE) (4.3)

zove se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili krace integral
funkcije f na skupu F.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdu < oco.

Za integral [ fdp koriste se i sljedece oznake:

| s [ @i, [ @i,

Slika 15. ilustrira ideju definicijske formule (4.2).
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Q3 - - - = —1— - - = - - = - - - - - - - —

A A As

Slika 15. U ovom primjeru je f = a1xa, + @axa, + asxa,, gdje su Ay, Ag, As
segmenti na R, a mjera u je Lebesgueova mjera A na R. Integral
[ fdx = Z _1 & A(4;) jednak je zbroju povrsina pravokutnika na slici.

Uocimo sljedece:

1. Prikaz (4.1) i desna strana od (4.2) nece se promijeniti ako izbacimo ¢lanove
gdje je a; = 0. Pojasnimo: Ako je u(A4;) < oo, onda je sve jasno. Ako je
1(A;) = oo, po dogovoru (vidi tocku 2.3.) je «; - pu(A;) = 0.

2. Ocito je 0 < [ fdp < oo.

3. Ocito je [ fdu < oo onda i samo onda ako je p(A;) < co za svaki o; strogo
veci od 0. Kako je

{reX:flx)y>01=J A
=1
a; >0

il € X+ 1(a) > 0)) = (CJ )= 3w,

i=1

7

Q.
o

vidimo da je [ fdu < oo onda i samo onda ako je pu({z € X : f(z) > 0}) < oo.
Drugim rije¢ima, integral je konac¢an (odnosno, funkcija je integrabilna) onda
i samo onda ako funkcija iS¢ezava izvan nekog skupa konaéne mjere.

4. Ocito je [ fdp = 0 onda i samo onda ako je u(A;) = 0 za svaki a; strogo veéi
od 0. Uzme li se unija svih takvih skupova A;, vidimo da je [ fdp = 0 onda
i samo onda ako je pu({z € X : f(z) > 0}) = 0. Drugim rije¢ima, [ fdu =0
onda i samo onda ako je f =0 (s.s.).

Prvo $to treba napraviti je pokazati da integral [ fdu ne ovisi o izboru prikaza
(4.1) funkcije f pomoéu disjunktnih izmjerivih skupova i nenegativnih koeficijenata.



Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 115

U tu svrhu pretpostavimo da je

f= Z BixB;,
j=1

gdje su By,...,B,, € X% disjunktni skupovi i f1,...,8,» > 0, neki drugi prikaz
funkcije f. Iz prikaza (4.1) mozemo eliminirati one skupove A; za koje je a; =0, a
iz drugog prikaza mozemo eliminirati skupove B; za koje je 8; = 0. Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo da je to ve¢ napravljeno u oba prikaza. Tada je

UAi:Usz{xeX:f(:c)>0}.

Zbog toga, ako je A; N B; # 0, onda je o; = ;. Zahvaljujuéi tome i o-aditivnosti
mjere p dobivamo

=3 N wn(AinB) =33 Biu(Ain By)

i=1 j=1 i=1 j=1
= Zﬂj Zu(Ai NBj) = Zﬂjﬂ(Bj ﬂ ( U Aj)) = ZﬂjN(Bj)~
J=1 =1 j=1 =1 j=1

Time smo pokazali da integral [ fdu ne ovisi o izboru prikaza (4.1). Zato na-
dalje, kad god je to potrebno, mozemo smatrati da se radi o standardnom prikazu
(skupovi Ay, ..., A, su disjunktni, a aq,...,a, > 0 razli¢iti realni brojevi).

i=1 j=1

. PRIMJER. Neka je f = xq : R — R tzv. Dirichletova'® funkcija, a za mjeru uzmimo

Lebesgueovu mjeru A.
(a) Kako je [ xgdA=1-AQ)=1-0=0, xq je integrabilna (na R).

(b) Neka je E C R bilo koji izmjeriv skup, npr. segment [a,b]. Tada je

/XQd)\:/XEXQd)\:/XQmEd)\:1~)\((@0E):1~0:0.
E

Dakle, xq je integrabilna na svakom izmjerivom podskupu E C R.

Prisjetimo se da xq nije integrabilna uw smislu Riemanna ni na jednom segmentu.

Neka je (X, X, u) prostor mjere. Skup svih nenegativnih jednostavnih funkcija
definiranih na X oznacavat éemo sa Fy (X, %, u) ili krade sa Fi. Skup Fy nije
vektorski prostor, ali ima sljedeé¢a svojstva:

13Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1869.), njemacki matematicar.
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4.3. PROPOZICIJA
Neka su f,g € F(X, X, 1) i @ > 0 realan broj. Tada vrijedi:

(a) af € FL(X, 5, p).

(b) f+g€F(X,2,p).

(c) f<g=g—feFi(X,5p).
(d) fVg, fAgeEFH(X,E p).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti na dva razli¢ita nacina. Prvi nacin predstavlja pri-
mjenu ve¢ dokazanih tvrdnji, a konstrukciju iz drugog nacina iskoristit ¢emo u
dokazu teorema 4.4.

Prvi naéin. Po pretpostavci su f,g € F4 (X, X, ), tj. nenegativne, realne i
izmjerive funkcije koje primaju samo kona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti. Zbog
toga su i funkcije af, f +g9,9 — f, f Vg i f A g nenegativne, realne i primaju samo
kona¢no mnogo razli¢itih realnih vrijednosti. Izmjerivost funkcija af, f + g,9 —
L, fVgifAgslijedi iz propozicija 3.16. i 3.19. O

Drugi nacin. Neka je

f = Z QXA (44)
=1

gdje su Aq,..., A, € ¥ disjunktni skupovi i a1, ..., a, nenegativni realni brojevi.
Sliéno, neka je
m
9=>_Bixa. (4.5)
i=1
gdje su By, ..., B, € ¥ disjunktni skupovi, a g1, ..., S, nenegativni realni brojevi.

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je X = U?Zl A; = U;nzl B;.
Uocimo da je tada

n

X:XﬂX:(UAi>ﬂ(GBj): U nBy).

i=1 j=1 1<i<n

(a) Iz prikaza aof = Y"1 | aa;xa, lako je zakljuciti da je af € Fi.

(b) - (d). Prvo uocimo da su skupovi 4; N B; medusobno disjunktni. Nadalje, ako
je x € A; N By, onda je otito (f +g)(z) = a; + B4, (9 — f)(z) = B —ay > 0,
(f Vg)(z) =max{a;, 5;} i (f Ag)(x) =min{as, §;}. Zato je

f+g= E (i + Bj)xA:nB; (4.6)
1<i<n
1553m
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g—f= E (Bj — @i)xa,nB;
1<i<n
15j<m

fvg= Y max{o,B;}xans,
1<i<n
1<j<m

frag= Y minfa;, Bi}xans,,

1<i<n
1<j<m

odakle slijede tvrdnje (b) - (d). -

4.4. TEOREM
Neka su f,g € F1(X, X, u) i a > 0 realan broj. Tada vrijedi:

(a) [afdp=a [ fdu (pozitivna homogenost).
(b) [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdu (aditivnost).
(c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).
Dokaz. Neka su f i g zadane s (4.4) i (4.5).
(a) [ afdp = [ (Siy aoixa)du = S0, aauu(A) = a S0 il As) = o [ fdp.

(b) Zahvaljujuéi tome $to integral ne ovisi o prikazu jednostavne funkcije, mozemo
uzeti da je f + g zadana s (4.6). Dobivamo:

/(f +g)dp = Y (i +B)u(AinBy) = aip(Ai N By) + Y Bip(AiN By)

1<i<n 1<i<n 1<i<n
1<j3m 1<j3m 1<j3m
n m m n
=Y @iy ul(ANBy)+> B Y u(AiNBy)
=1 =1 =1 =1
n m
= Z%‘N(Ai N(UjL,B;)) + ZﬁjM(Bj N (Ui 4q))
=1 j=1

= Zai,u(Ai NX)+ Zﬁju(Bj nNX)= ZaiM(Ai) + ZﬁjM(Bj)
i=1 i=1 j=1

j=1
:/fdu+/gdu j

(c) Kako je g — f € F4(X,%,n) (propozicija 4.3.), to je [(g — f)dp > 0. Sada
pomoéu (b) dobivamo: [ gdu = [(f+(9— f))dp = [ fdu+ [(g— dp> [ fdu-m

Sljedeca lema govori nam kako se jednostavno mogu generirati mjere:
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. LEMA

Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f € F(X, X, 1) nenegativna jednostavna funk-
ctja. Funkcija m : 3 — [0,00] zadana formulom

m(B)i= [ jdu= [xofin  EBex

je mjera na 3.

Dokaz. Neka je f zadana s (4.4). Tada je

n n
fXE = ZaiXAiXE = ZaiXAiﬁEa Eck.

=1 i=1

Skupovi A; NE € ¥, i =1,...,n, medusobno su disjunktni i zato je

m(E) =Y aip(Ai N E). (4.7)

=1

Ocito je m nenegativna funkcija i m(0)) = 0. Preostaje pokazati da je m o-aditivna
funkcija. Neka je (E))ren niz disjunktnih skupova iz 3. Pomoéu (4.7) i o-aditivnosti
mjere p dobivamo

m( LJ Ek) = Zazu(Alﬂ ( Q Ek)) = Zalu( LJ (A; ﬁEk))
=Y o Y p(AiNEY) =YY aip(A; N Ey)
i=1 k=1 k=1 i=1
= m(Ex) "
k=1

TEOREM
Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f, fn, € F4(X, X, u), n € N, nenegativne jednos-
tavne funkcije sa sljedeéa dva svojstva:

(1) fn < fat1 za svakin € N,
(i) (frn) konvergira po tockama prema f, tj.

nlim folz) = f(z) za svaki xz € X.

Tada je
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Dokaz. Primjenom teorema 4.4. proizlazi

[hin< [ paus...< [ sdn,

nIgI;O/fndu < /fdu-

Preostaje dokazati obrnutu nejednakost. U tu svrhu dovoljno je dokazati da za

svaki € € [0,1) vrijedi
E/fdué lim /fndu,
n—oo

jer se prijelazom na limes € — 1 dobiva obrnuta nejednakost.
Neka je € € [0,1). Definirajmo skupove

pa vidimo da je

E,={zeX:ef(x) < folx)} €3, n € N.

Niz (fn)nen je monotono rastudi, pa je zato (Fy, )nen rastuéi niz skupova. Sada é¢emo
pokazatida je X = (J,,cyy En. Zato je dovoljno pokazatida je X C |, oy En. Zaista,
kada bi postojao neki 2 € X\ |,y En, onda bi za svaki n € N bilo f,,(x) <ef(z),
odakle bi se prijelazom na limes n — oo dobilo f(z) < ef(x). Zbog e < 1 to bi
znacilo da je f(x) < f(z), sto je kontradikcija.

Neka je m : ¥ — [0,00] mjera iz leme 4.5. Primjenom propozicije 2.19.(iii)
dobivamo nl;rgo m(E,) = m(X), tj.

lim [ fxm,dp = /fdu- (4.8)
Nadalje, iz definicije skupa E,, lako je provjeriti da vrijedi

efxe, < fo,  mel

E/fXEndM < /fndm

odakle prijelazom na limes n — oo i koristenjem (4.8) dobivamo

s/fd,ug lim /fnd,u.
n—oo |

Zato je (teorem 4.4.)

PRIMJEDBA
Teorem 4.6. ne vrijedi ako se izostavi uwvyjet monotonog rasta niza funkcija (fn)nen-
FEvo dva primjera:
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1. Neka je A Lebesgueova mjera na R. Definirajmo nenegativne jednostavne
funkcije: f =0, f, = %X[—n,n]’ n € N. Tada je lim, o fr = f, a ipak je
lim, o0 [ fndX=2#0= [ fd\.

2. Neka je X =R, a p Lebesgueova mjera X. Definirajte: f =0, fu = X[n,nt1]
n € N.

Teorem 4.6. nede vrijediti ako se uvjet monotonog rasta niza funkcija (fn)nen
zamijeni uvjetom monotonog pada. Zaista, neka je X = [0,00), fn(x) = 1/n,
n € N. Tada niz (fn)nen monotono pada i konvergira prema f = 0, a ipak je
limy, o0 [ fnd\ =00 # 0= [ fd\.

4.2. Integral nenegativne izmjerive funkcije

Neka je (X, X, 1) prostor mjere. Svaka X-izmjeriva nenegativna funkcija f : X —
[0, oo] moze se aproksimirati s nenegativnom jednostavnom funkcijom g € F4, g < f
(vidi teorem 3.23.). To nam daje ideju da prosirimo integral na skup svih nenega-
tivnih izmjerivih funkcija. Imamo sljedeé¢u definiciju:

DEFINICIIA
Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f : X — [0, 00| nenegativna X-izmjeriva funkcija.

(1) Broj
/fdutzsup{/gdu:geﬂ,géf} (4.9)
zove se integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili krace integral funkcije f.
Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp < oo.
(II) Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

/Efdu 5:/XEfd,u (4.10)

zove se integral funkcije f na skupu E s obzirom na mjeru p ili kraée integral
funkcije f na skupu F.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdu < oco.

Za integral [ fdp koriste se i sljedece oznake:

| [ @i, [ @i,
PRIMJEDBA

Lako je vidjeti da je definicija 4.8. konzistentna s definicijom 4.1., tj. ako je f € F
jednostavna nenegativna funkcija, onda se vrijednost integrala dobivena po formuli
(4.9) podudara s vrijednoséu iz definicije 4.1.
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Ideja definicijske formule (4.9) ilustrirana je na slici 16.

f
g

0<g<f

Slika 16. Nenegativna Y-izmjeriva funkcija f aproksimirana je s funkcijom
g € Fy. Mjera u je Lebesgueova mjera A na R. Integral [ gd\ (povrsina ispod
grafa funkcije g) aproksimacija je integrala [ fdA.

4.10. PRIMJEDBA

U definiciji 4.8. pretpostavlja se da je funkcija f definirana na cijelom skupu X.
Sada éemo definirati integral nenegativne izmjerive funkcije koja je definirana na
izmjerivom podskupu od X. Prije toga korisno je uvesti neke oznake. Neka je
(X, %, u) prostor mjere, S € X i f: S — [0,00] X-izmjeriva funkcija. Prosirimo
funkeiju f s nulom na cijeli skup X, tj. definiragmo funkciju f : X — [0, 00]
formulom

= | f(x), akojex e S

)= { 0, akoxz e X\S.
Ocito je f = fxs, ali esto je oznaka fxs bolja jer je iz nje odmah vidljivo da ta
funkcija is¢ezava izvan skupa S. Nadalje, kako je

- B f~4(B), ako 0 ¢ B
f(B) = {fl(B) U(X\S), akoje0€ B

za svaki Borelov skup B € Bg, lako je zakljuéiti da je f Y -izmjeriva funkcija. Sada
moZemo govoriti i o integralu funkcije f na izmjerivom skupu E € X, tako da pod
integralom fE f du podrazumijevamo integral fE fdu. Dakle, po definiciji je

/Efdu::/Efdu:/EfXSdu:/foxEdu:/fomEdu-

Za funkciju fXSmE uobicajeno je koristiti oznaku fxsng, tako sama funkcija f
moZda nije definirana izvan skupa S N E pa formalno gledano niti produkt fxsne
nije definiran. Razlog je taj Sto je vrijednost funkcije fxsne u tockama izvan skupa
SNE jednaka nuli, a na skupu SNE podudara se s funkcijom f. To je razlog zasto
oznaka fxsne ne bi smjela dovesti do zabune, a od velike je koristi jer ne moramo
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wvoditi funkciju f . U skladu s tim dogovorom koji éemo nadalje koristiti, imamo da

je
/Efdu=/f><smdu

/Sfdu:/fodu-

Dogovor da umjesto fxsni koristimo oznaku fxsng posebno dolazi do izrazaja
ako je funkcija f zadana formulom. Primjerice, ako je f(x) =+v1—22, S =[-1,1]
i E=10,2], onda u skladu s navedenim dogovorom imamo da je

/[ }\/1m2du/\/1x2 “ X[0,1] dp-
0,2

1 specijalno za E =S,

Definicijom 4.8. dano je prosirenje integrala sa skupa F svih nenegativnih
jednostavnih funkcija na skup svih nenegativnih ¥-izmjerivih funkcija. Uo¢imo da
iz definicije 4.8. slijedi monotonost integrala. Zaista, ako je f < g, onda je

{/ﬁmuheﬁhhﬁf}g{/hw:heﬂqh§ﬂ7

odakle slijedi

/fdu:sup{/hdu:he]ir, hgf}gsup{/hdu:he}]r, hgg}:/gdu.

Sada ¢emo pokazati da to proSirenje integrala ima svojstva iz teorema 4.4. te
da se moze poop¢iti teorem 4.6. Za to nam treba sljedec¢a propozicija, koja nam
zajedno s teoremom 3.23. daje moguénost da se integral nenegativne izmjerive
funkcije definira i na drugi nacin.

PROPOZICIJA
Neka je (X,X, u) prostor mjere. Ako je (fn)nen rastuci wiz funkcija iz Fy koji
konvergira prema X-izmjeriwoj funkciji f : X — [0,00], onda je

/ﬁM:g&/h@.

Dokaz. Po pretpostavci je 0 < f, < fr11, n € N, pa monotonost integrala povlaci

0< /fndu < /fn+1du, neN.

To znaéi da je (ff"d“)neN rastuéi niz pa zato u [0, 00] postoji limy,—yee [ fndpu.
Nadalje, po definiciji 4.8. je

/ Fadps < / fdu, WneN,
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odakle slijedi
i [ fudu< [ s
n—oo

Preostaje dokazati obrnutu nejednakost. U tu svrhu dovoljno je dokazati da za
svaku funkciju g € Fy, g < f, vrijedi

/gdu < lim /fndu-
n—oo

Neka je g € F funkcija takva da je g < f. Tada je gA f,, € Fy (propozicija 4.3.), a
(g A fn)nen je rastuéi niz funkcija iz Fy. Osim toga je lim, o0 (g A frn) = ¢g. Prema

teoremu 4.6. je
/gdu = lim /(gA fn)dp.
n—oo

Kako je g A fn < fn, monotonost integrala povlaci [(g A fn)dp < [ fndu. Dakle,
[ gdp < limyo0 [ frdp. n

TEOREM
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, f,g: X — [0, 00] nenegativne X-izmjerive funkcije
i a > 0 realan broj. Tada vrijedi:

(a) [afdp =« [ fdu (pozitivna homogenost).

(b) [(f+g)dp= [ fdu+ [ gdp (aditivnost).

(¢c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).
Dokaz. Monotonost integrala ve¢ smo dokazali.

(a) - (b). Odaberimo rastuée nizove (fn)nen i (gn)nen funkcija iz Fy takve da
je f = lim, f, i ¢ = lim, g,. Takvi nizovi postoje (vidi teorem 3.23.). Tada su
(afn)nen 1 (fn+ gn)nen rastudi nizovi funkcija iz F4 i pri tome je af = lim, (afy,),
f+g = lim,(fn + gn). Pomoéu propozicije 4.11. te homogenosti i aditivnosti
integrala na F (teorem 4.4.) dobivamo

/afdu: lim /afnd,u:a lim /fnd,u:oz/fd,u
n—oo n—oo

/(f+g)du = nlgr;O/(fn+gn)du:nlggo (/fndu+/gndu) :/fdu+/gd/-

Prorozicua
Neka je (X, X, u) prostor mjere, f,g: X — [0,00] nenegativne i L-izmjerive funk-
cije. Tada vrijedi:

(a) [ fdp=0<+= f=0 (s.s.).
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(b) Ako je f =g (s.s.), onda je [ fdu = [ gdu.
Dokaz. (a) Neka je [ fdu = 0. Treba pokazati da je zanemariv skup A := {z €
X : f(z) # 0}. Kako je A = f71((0,0¢]) € %, to znaéi da treba pokazati da je
p(A) = 0. Definirajmo skupove

Ap={zeX: flx)>=-}, n € N.

S|+

Uocimo da je A =J;2 | Ay.
Zahvaljujuéi nejednakosti % X4, < f, pomoéu teorema 4.12.(c) dobivamo

1 1
_,LL(AH):/_XAndﬂg/fdﬂ:Oa
n n

odakle slijedi (1(A,) = 0. Zato je 0 < u(A) = p(UpZ; An) < 202 pu(An) = 0.

Obratno, neka je f = 0 (s.s.). Odaberimo bilo koji rastuéi niz (f,, )nen funkcija iz
F koji konvergira prema funkciji f. Tada je ocito f, = 0 (s.s.) zasvakin € N. Zato
je [ fadp = 0 za svaki n € N (vidi 4. komentar neposredno nakon definicije 4.1.).
Sada pomocu propozicije 4.11. i teorema 4.6. dobivamo [ fdp = limy, oo [ frdp =
0.

(b) Neka je A :={zx € X : f(x) = g(x)}. Po pretpostavci skup A° je zanemariv.
Osim toga, kako je po teoremu 3.14. c) skup A izmjeriv, izmjeriv je i skup A°.
Buduéi da je A€ zanemariv i izmjeriv, slijedi u(A€) = 0.

Kako je skup A izmjeriv, izmjeriva je i karakteristicna funkcija y 4. Zato su
izmjerive i funkcije fxa i gxa. Osim toga, vrijedi

fxa=gxa.

Nadalje, kako je {x € X : fxac(x) # 0} C A°, A° € ¥ i pu(A°) = 0, slijedi da je
fxae =0 (s.s.). Slicno se pokaze da je i gxae = 0 (s.s.). Zato prema (a) imamo

/fXAcd,U = /ngcdu =0.

Sada pomoéu teorema 4.12. dobivamo
/ fdp = / Fxdy = / Favaedp = / Fea+ xac)dp = / (Fxa + fxas)du
= /fXAdM =/ gxadp =/(9><A + gxac)dp =/ gdp. n

U teoriji integrala od izuzetne je vaznosti tzv. Levijev!'* teorem koji nam go-
vori da na skupu svih nenegativnih i izmjerivih funkcija integral i limes rastuceg
niza funkcija ,komutiraju”. Pri tome je dopusStena promjena grani¢ne funkcije na
zanemarivom skupu. Taj teorem je poznat i pod nazivom Lebesgueov teorem o
monotonoj konvergenciji.

14Beppo Levi (1875.-1961.), talijanski matematicar.



Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 125

4.14. TEOREM (LEVIJEV TEOREM O MONOTONOJ KONVERGENCIJI)
Neka je (X, %, p) prostor mjere, a f : X — [0,00] X-izmjeriva funkcija. Nadalje,
neka je (frn)nen niz L-izmjerivih funkcija fr, : X — [0,00] sa sljededa dva svojstva:

(i) fn < fot1 (s.8.) za svakin € N,
(i) limy o0 fn = f (8.5.).
Tada je

/ fdp = lim / jxm

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka.
(a) Prvo pretpostavimo da je f, < fr41, n € N, te da je lim, o fn = f. Tada je
0<fi<fo<...<f

pa monotonost integrala povlaci

/f1du§/f2du§...§/fdu.

To znaci da je (ffnd,u)neN rastudi niz pa zato postoji lim, oo [ frdp 1 pri tome
je

lim h@é/ﬂ%
n—oo

Preostaje dokazati obratnu nejednakost

/ﬂmsmn/nw.
n—o0

U tu svrhu prvo za svaki n € N odaberimo rastuéi niz (g, )5, nenegativnih jednos-
tavnih funkcija g, 5 : X — [0, 00] koji konvergira funkciji fp, tj. limg— oo gn.kx = fn-
Prema teoremu 3.23. takav niz postoji. Tada vrijedi:

91150125 <1k S Sl g1 << ASS
921 <L G225 < gr< - <gpngn1 << fo<f
61 S g2 < L0k k S S gk S g1 < S < f
: (4.11)
In,1 ggn,2§' Sgn,kgggn,nggn,nJrlggfngf
9m,1 ng,QSng,kgggm,nggm,n—i—lggfmgf
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Sada za svaki n € N definirajmo nenegativnu jednostavnu funkciju h,, formulom

by, = max{gin;92.ns-- - In.n}-
Vrijedi:
1. (hn)nen je rastuéi niz, tj. hy < hpq1 za svakin € N,
2. hy < fno < fzasvakin e Ni
3. f=lim, o0 hp-

Zaista, pazljivim promatranjem niza nejednakosti (4.11) lako je provjeriti prve
dvije tvrdnje. Preostaje pokazati da je f = lim,_ oo hn- Kako je h, < f, to je
limy,—, 00 by, < f. Obrnuto, za svaki (fiksirani) k € N i za svaki n > k je

hn = ma'x{gl,na 92.n,--- 7gn,n} Z 9k,ns

pa je
lim h, > lim g, = f&, keN,
n— o0

n—oo

odakle prijelazom na limes k — oo slijedi obratna nejednakost.
Zahvaljujuéi upravo dokazanim tvdnjama, propoziciji 4.11. i monotonosti inte-

grala dobivamo
[ in=tim [ hodo < i [ fd
n—oo n—o0

§to je trazena obratna nejednakost.

(b) Skupovi Ny := {x € X : lim, fu(z) # f(x)} € i N, :={z € X : fn(x) >
frn+1(z)} € B, n € N, su zanemarivi. Zato je i skup B :=J,_, N, € ¥ kao unija
zanemarivih skupova takoder zanemariv. Kako je B € X, to je u(B) = 0.

Na skupu A := B je limy o0 fn = f 1 fo < fo+1, n € N. Zbog toga ¢e na
cijelom skupu X biti foxa < frnr1xa zasvakin € Nilim, o fnxa = fxa. Prema
(a) je

lim anAdu:/fodu-

Kako je f = fxa (s.8.) 1 fn = faxa (s.s.) za svaki n € N, iz propozicije 4.13.(b)
dobivamo [ fdp = [ fxadui [ fadp= [ faxadw, n € N. -

. PRIMJER. PokaZimo da je

lim V1—22d\=1,
]

n—00 [0,1

gdje je A Lebesqueova mgjera na R. Pri tome, buduci da podintegralne funkcije
x = V1 —22,n €N, nisu definirane na cijelom skupu X = R veé na segmentu S =
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[—1, 1], pod integralom f[o 1 V1 — 22dX podrazumijeva se integral [ /1 — 1’2X[0,1]d>\
(vidi primjedbu 4.10.). Dakle, treba pokazati da je

lim V1—a2xp0qd\ = 1.

n—oo

Za svakin € N definiragmo izmjerivu funkciju fr, : R = R kao f,, = V1 — acQX[O,l],
(@) = V1 — 22, ako je x € ]0,1]
e 0, ako je x € R\[0,1].

Sada éemo pokazati da taj niz funkcija monotono raste na R i da konvergira (na
cijelom skupu R) prema izmjerivoj funkciji f = xpo,1) : R = R. Uocimo da je
dovoljno pokazati da te turdnje vrijede na segmentu [0,1]. Kako je 1 — x? < 1 za
svaki x € [0, 1], lako je zakljuciti da niz (fn)nen monotono raste na [0, 1], .

fo(z) = V1—22< "1 —22= f1(2), Vz € [0,1], ¥n € N.

Nadalje, za svaki x € [0,1] je

lm fo(2) = lim /1-2 = {1’ ako je x € [0,1) _ Xpo,1) (@)
n o0

0, akojex =1

.

Sada pomocéu Levijeva teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

lim V1—22d)\ = /X[0,1)d>\ =1.

n—oo [071]

PRIMJEDBA
Levijev teorem o monotonoj konvergenciji opcenito ne vrijedi za Riemannov integral.
Evo primjera: Neka je X = [0,1]. Poslazimo racionalne brojeve iz skupa [0,1]NQ u
niz q1,q2, qs, - - - - Kako je Q prebrojiv skup, to je moguce. Sada definirajmo funkcije
fn: X = R:

Ful@) = { 1, akojex €{q,...,qn}

0, inace.
Niz (fn)nen monotono raste, lim,, f, = X[0,1)n0- Osim toga, za sve x € [0,1] i za
svakin € N je 0 < f(x) < 1.
Svaka funkcija fy, je R-integrabilna, fol fn(w)dx = 0, ali granicna funkcija X[0,1)nq
nije R-integrabilna.

TEOREM (LEVIJEV TEOREM ZA REDOVE)
Neka je (fn)nen niz L-izmjeriwih funkcija fn : X — [0,00]. Ako red )", fn konver-

gira, onda je . .
J (S m)an=3 [ fud
n=1 n=1
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Dokaz. Primijenite teorem 4.14. na funkcije s, := ZZ=1 fr (n-ta parcijalna suma
reda ) fn)1s:=lim,_o sy (suma reda). -

PRIMJEDBA
Zbog propozicije 4.13.(b) dovoljno je da red ) f, konvergira skoro svuda.

KOROLAR
Neka je f : X — [0,00] izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X,%, ).
Funkcija m : X — [0,00] definirana formulom

m(E)= [ fin= [xesdn.  Ees

je mjera na 2.

Dokaz. Ocito je m nenegativna funkcija. Nadalje,

m(0) =/x«)fdu=/0du=0-

Preostaje pokazati o-aditivnost funkcije m. Neka su E7, Eo, ... disjunktni podsku-
povi iz ¥. Tada red ), xg, f konvergira prema funkciji XU, g, f. Primjenom
teorema 4.17. dobivamo

m(gl E”) :/XU?L‘;1 g, fdu :/ O_ol XE, fdp nioj/XEnfdu ni::l m(Ey,).

n= =1

Za razliku od Riemannovog integrala, integral po mjeri dobro se ponaSa prema
grani¢nom postupku. Pri tome se vise ne moramo ograni¢avati na monotono rastuce
nizove funkcija, kao §to je slu¢aj u Levijevu teoremu. O tome nam govori sljede¢a
tzv. Fatouova!® lema.

TEOREM (FATOUOVA LEMA)
Neka je (X,X,u) prostor mjere, a f : X — [0,00] @ fr, : X — [0,00], n € N,
Y-izmjerive funkcije. Ako je f =liminf, f, (s.s.), onda je

/fdugliminf/fndu.

15Pierre Joseph Louis Fatou (1878.-1929.), francuski matematicar
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Dokaz. Neka je g, = inf{fr : k > n}, n € N. Tada je g, : X — [0,00] 2-
izmjeriva funkcija (propozicija 3.17.), niz (gn)nen je monotono rastuéii g, < fn.
Po pretpostavci je f = liminf, f, = lim, g, (s.s.).

Pomoéu Levijeva teorema dobivamo

/fd,u: lim /gnd,u.
n—oo

Preostaje pokazati da je

lim [ gpdu < liminf/fnd,u = lim inf { /fkd,u k> n}
n n—oo

n—oo

Zaista, kako je g, = inf{fr : kK > n}, to je gn < fr za svaki k > n. Sada zbog
monotonosti integrala imamo

/%ws/nw, Vk >n,

odakle prvo slijedi

[ ond<int { [ fud: = n,

a zatim

lim %@ghme/ﬁmukz@:mmﬁ/h@.
n— o0 n

n—oo

PRIMJER. Sljedeéi primgjeri pokazuju nam da se u Fatouovoj lemi moZe javiti stroga
nejednakost:

(a) Neka je fn = Xinn+1)- Tada je liminf, f, =0, a [ fndX = 1.

(b) Ako je fn =mnX(0,1/m), onda je [ fndX =1, liminf, f, =0.

TEOREM

(Cebisevljeva'® nejednakost) Neka je (X, %, i) prostor mjere, f : X — [0,00]
Y-izmjeriva funkcija i p € (0,00) fiksan broj. Za svaki t > 0 definirajmo X-izmgjeriv
skup Ay = {x € X : f(x) > t}. Tada je

1 1
mmgﬁ/ﬂmwéﬁfﬂm (4.12)

6[TaduyTnii JIoBoBuy YUeboimes (1821.-1894.), ruski matematicar.
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Dokaz. 1z nejednakosti 0 < tPx 4, < fPxa, < fP zahvaljujuc¢i monotonosti integrala
(teorem 4.12.(c)) dobivamo

/tprtdu < /f”xAtdué /f”du-

Kako je [tPxa,dp = tPu(A;), dobiva se tvrdnja teorema. =

4.23. KOROLAR
Neka je (X, X, u) prostor mjere. Ako postoji strogo pozitivna i integrabilna funkcija
f:X — (0,00], mjera pu je o-konacna.
Dokaz. Treba pokazati da postoji niz (Ay)nen skupova iz ¥ takav da je X =
Un—; An i u(Ay,) < 0o za svakin € N.
Neka je A, := {ac eX: f(x) > %}, n € N. Prema Cebisevljevoj nejednakosti

imamo u(A,) <n [ fdu < cc. n

4.3. Integral izmjerive funkcije

4.24. DEFINICIJA
Neka je (X, %, p) prostor mjere, a f : X — [—00,00] L-izmjeriva funkcija.

(I) Ako je barem jedan od brojeva [ fTdu i [ f~du konacan, onda se definira

broj
[ran= [ 5ran- [ rau (1.13)

i zovemo ga integral funkcije f s obzirom na mjeru p ili krace integral funkcije f.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna ako je [ fdp konacan.
(II) Neka je E € % izmjeriv skup. Ako je definiran integral [ xgfdp, onda broj

/Efdu ::/fxEdu (4.14)

zovemo integral funkcije f na skupu E' s obzirom na mjeru p ili kraée integral
funkcije f na skupu E.

Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdu < oco.

Jednostavno se provjerava da je ova definicija konzistentna s definicijom 4.8.

Uoc¢imo da je funkcija f integrabilna onda i samo onda ako su oba integrala
[ fTdp i f~dp konacna.

Za integral [ fdp koriste se i sljedece oznake:

| [ @i, [ @i,
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4.25. PRIMJEDBA
Neka je f: X — [—00, 00] B-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

(i) Integral [ fdu definiran je onda i samo onda ako postoje T-izmjerive funkcije
fi, fo : X = [0,00] takve da je f = f1 — f2 @ da je barem jedan od integrala
J frdp i [ f2dp konaéan.

(ii) Funkcija f integrabilna je onda i samo onda ako postoje L-izmjerive funkcije
fi,f2 + X = [0,00] takve da je f = fi1 — fo i da su oba integrala [ fidu i
[ f2dp konaéna. Stovise, pri tome je

[ rin= [ pidu~ [ faan (4.15)

Dokaz. U obje tvrdnje ocigledan je smjer =.

< Neka je f = f1 — f2, gdje su f1,f2 : X — [0,00] X-izmjerive funkcije. Iz
f=f1— foslijedi f* < fiif~ < fa, pa monotonost integrala daje

[riams [ra & [raus [

(i) Po pretpostavci je barem jedan od integrala [ fidu i [ fodu konacan. 1z gornjih
nejednakosti slijedi da je tada konacan barem jedan od integrala [ ftdu i [ f~du,
Sto znaci da je definiran integral [ fdu.

(ii) Po pretpostavci su konacéna oba integrala [ fidu i [ fadp pa iz gornjih nejedna-
kosti slijedi da su kona¢na oba integrala [ f*du i [ f~du. Dakle, f je integrabilna.
Preostaje dokazati jednakost (4.15). Iz jednakosti f = f; — fo = fT — f~ slijedi

fit =+ fo

Zaista, to je ocigledno ako su sve vrijednosti fi(x), fa(x), f*(z) i f~(z) konaéne.
Nadalje, pazljivijim promatranjem lako je provjeriti da ta jednakost vrijedi i u
slu¢aju kada neki od brojeva fi(z), f2(z), f*(x) ili f~(z) nije kona¢an. Iskoristimo
li svojstvo aditivnosti integrala (teorem 4.12.) dobivamo

[ naws [ £au= [ raus [ tadn.

odakle zbog konac¢nosti svih integrala slijedi

[tin= [ ran- [ £au= [ sidn- [ faan .
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PRIMJEDBA

Integral izmjerive funkcije f : S — [—o00,00] definirane na izmjerivom pravom
podskupu S od X formalno se definira kao u primjedbi 4.10., tj. pod integralom
fEfdu funkcije f na izmjerivom podskupu E podrazumijevamo integral fEfd,u,
gdje je f : X — [—00,00] izmjerivo prodirenje funkcije f s nulom na cijeli X. Kako
je f = fxs, dobivamo

/Efd:u:/EfdM:/EfXSdM:/fXSXEdM:/fXSﬂEdN:/fXSnEdM-

Posljednja jednakost vrijedi zbog dogovora da se funkcija fxsni jednostavnije oznaci
s fXsnE-

LEMA

Neka je (X, %, 1) prostor mjere, a f : X — [—00, 00] B-izmjeriva funkcija. Funkcija
f je integrabilna onda i samo onda ako je funkcija |f| integrabilna, tj. ako je
J1fldp < oo.

Dokaz. Kako je |f| = fT+ f~, imamo f*, f~ <|f|. Nadalje, prema teoremu 4.12.

je
[iflau= [ rraws [ran & [ran [ans [\l

odakle vidimo da je f integrabilna (oba integrala [ fTdu i f~du su kona¢na) onda
i samo onda ako je [ |f|dp < oo. n

Prorozicuja
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [—o00,00] L-izmjeriva funkcija. Ako je
f integrabilna, onda vrijedi:

(a) f(x) €R (s.s.). Preciznije, p({z € X : |f(z)] = o0}) = 0.
(b) Skup {x € X : f(x) # 0} je o-konacan.
Dokaz. Prema lemi 4.27. je [ |f]du < oo.

(a) Neka je B := {x € X : |f(x)] = oo} € 3. Treba pokazati da je u(B) = 0.
Uocimo da za svaki n € N vrijedi nejednakost nxp < |f|, pa monotonost integrala
daje nu(B) = [nxpdp < [|f|du. Dakle,

odakle se dobiva
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(b) Neka je A := {z € X : f(z) # 0} € . Treba pokazati da se skup A moze
prikazati kao prebrojiva unija nekih skupova konaéne mjere. Uocimo skupove A,, :=
{zeX:|f(z)] =1} neN. Iz nejednakosti Ly 4, < |f| dobivamo

1 1
—u(An)=/—XAnduS/|f|du<oo,
n n

odakle slijedi p(A,) < co. Nadalje, kako je A = J;—; An, skup A je o-konacan. g

TEOREM
Neka je (X, 3, u) prostor mjere, a f,g: X — [—o00,00] dvije X-izmjerive funkcije
takve da je f = g (s.s.). Ako je definiran integral [ fdu, onda je definiran i integral

[ gdw i pri tome je
/ fdp = / gdp.

Dokaz. 1z f = g (s.s.) lako slijedi f© = g7 (ss.) i f~ = g~ (s.s.). Prema
propoziciji 4.13. imamo [ ftdu= [gtdpi [ f~du= [ g dpu.

Neka je definiran integral [ fdu, tj. neka je konacan barem jedan od integrala
Jffdp i [ f~dp. Tada je konacan barem jedan od integrala [g¢Tdu i [ g dp.
Dakle, definiran je [ gdu i pri tome je [ fdu = [ gdp. =

TEOREM
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [—00, 00| L-izmjeriva funkcija. Sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:
(a) f=0 (s.s.).
(b) [1fldp= 0.
(¢c) [ fxadu=0 za svaki A € Z.
Dokaz. (b) = (a). Ako je [ |f]du = 0, propozicija 4.13. povlaci |f| = 0 (s.s.), pa je
stogai f =0 (s.s.).
(a) = (c). Akoje f =0 (s.s.), onda je fxa =0 (s.s.) za svaki A € ¥, i zato je
[ fxadu =0 (teorem 4.29.).
(¢) = (b). Pretpostavimo da je [ fxadu = 0 za svaki A € X. Tada specijalno

za A = X dobivamo
/fdu =0.

Nadalje, neka je Ay := f~'([0,00]) € . Tada je po pretpostavci [ fxa,dp = 0.
Kako je f™ = fxa,, imamo

[ #an= [ ragdn=o

Sada iz jednakosti [ fdu = [ ftdu — [ f~du slijedi [f~dp = 0. Zato je
JIfldw= [ frdu+ [ f~dp=0. .
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TEOREM
Neka je (X, %, p) prostor mjere, f : X — [—o00,00] E-izmjeriva funkcija i o € R.
Tada vrijedi:

(a) Ako je definiran integral [ fdu, onda je definiran i integral [ afdu i vrijedi
/afdu:a/fdu. (4.16)

(b) Ako je f integrabilna, onda je i af integrabilna funkcija i pri tome vrijedi
gornja formula.

Dokaz. Slucaj a = 0 je trivijalan. Zato nadalje pretpostavimo da je a # 0.
(a) Neka je definiran integral [ fdu. Tada je [ fTdu < ooili [ f~du < oo.
Akoje 0 < a < 0o, ondaje (af)" = afti(af)” = af . Pomoéu tih jednakosti
i teorema 4.12. dobivamo

Jantau= [artan=a [ srau
J@n-du= [ardu=a [ 1an

odakle zaklju¢ujemo da barem jedan od integrala [(af)"du i [(af)” du mora biti
konacan. Dakle, definiran je integral [« fdu. Nadalje, vrijedi

[atdu= [@nytan- [@pydu=a( [ - [ dn)=a [ ran

Ako je —0o < a < 0, onda je (af)t = —af~ i (af)” = —afT. Da bi se
dokazala tvrdnja i u ovom slu¢aju dovoljno je postupiti na isti nacin kao u slucaju
0<a<oo.

Time je dokazano da je definiran integral [« fdu i da vrijedi (4.16).

(b) Ako je f integrabilna funkcija, onda su konaéna oba integrala [ ftdui [ f~du
pa je prema ve¢ dokazanoj tvrdnji (a) definiran integral [ o fdp i vrijedi jednakost
(4.16). Iz (4.16) slijedi integrabilnost funkcije af. n

TEOREM
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] bilo koje dvije E-izmjerive
funkcije takve da je

{reX: f(x)=00,9(x) = —cc}U{z € X : f(x) = —00,g9(x) =0} =0,

tj. da je definiran i zbroj f + g : X — [—00,00]. Tada vrijedi:
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(a) Ako su definirana oba integrala [ fdu i [ gdp i ako su oni istog predznaka u
sluéaju da su oba beskonacna, onda je definiran i integral [(f+ g)du i vrijedi

/(f+g)du: /fdu+/gdu. (4.17)

(b) Ako su f i g integrabilne, onda je i f + g integrabilna funkcija i pri tome
vrigedi gornja formula.

Dokaz. (a) Po pretpostavci integrali [ fdui [ gdu istog su predznaka u slu¢aju da su
oba beskona¢na. Zahvaljujuéi tome, pazljivim promatranjem vrijednosti integrala
[ frdp, [ f=dup, [gTdui [g~du lako je zakljuciti da se mora pojaviti jedan od
sljedeca dva slucaja:

(i) [fdp<ooi [g du< oo, ili

(i) [frdu<ooi [ghdu < occ.
Zaista, kako je [ fdu definiran, barem jedan od integrala [ f~du i [ fTdu je
konacan. Radi odredenosti pretpostavimo da je konacan integral [ f~du (ana-
logno se tretira slu¢aj kada je [ f*du konacan). Ako je konacan integral [ g~ dpu,
javlja se slucaj (i). Ako je [g~du = oo, javlja se slucaj (ii). Zaista, ako je
[ g7 du = oo, buduéi da je po pretpostavci teorema definiran integral [ gdu, in-
tegral [ ¢g*dp mora biti konacan. Kako je tada [gdu = [gTdu— [¢g dpu=—oc0i
kako su po pretpostavei integrali [ fdu i [ gdu istog predznaka u slucaju da su oba
beskonacna, integral [ f*du mora biti konacan jer bismo u suprotnom imali da je

Jfdu= [ frdp— [ f~du=oc.
Prvo éemo pokazati da je

(f+ot<fr+g" 1 (f+g9  <f +g.
Zaista, iz
f=f=f i g=g"-9g"
lako se dobivaju sljedece dvije nejednakosti:
fro<fT+g" i —(f+9)<f +g .
Zatoje (f+9)t = max{f+g,0} < fT4+gTi(f+g)” = max{—(f+g),0} < [~ +g™.

(i) Razmotrimo prvo slucaj [ f~dp < coi [gdp <oo. Iz (f+9)” < f~+g~
slijedi

/(f+9)_dué/f_du+/g‘du<oo.

Dakle, definiran je integral [(f + g)du.
Nadalje, iz ocigledne jednakosti

f+9T=(f+9 =f+9=0UT+9")-(f +9)
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slijedi
f+9t+f v+ =(+9) +fT+g"

Sada pomocu teorema 4.12. dobivamo

/(f+9)+du+/f*du+/g*du=/(f+g)*dp+/f+dp+/g+dp.

Svi integrali [(f + ¢g)~dp, [ f~du i [ g~ du su kona¢ni pa iz gornje jednakosti
dobivamo

/(f+g)+du*/(f+g)‘du = /f+du*/f_du+/g+du—/g_du

= / fdp+ / gdp,
tj. [(f+g)du= [ fdu+ [ gdu.
(ii) Sluc¢aj [ ftdp < oo i [gTdu < co. Treba postupiti slicno kao pod (i).

(b) Neka su f i g integrabilne funkcija. Tada su oba integrala [ fdu i [ gdu konaéna.
Prema tvrdnji (a) integral [(f + g)du je definiran i vrijedi (4.17). n

TEOREM
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] Z-izmjerive funkcije takve
da je f < g. Ako su definirana oba integrala [ fdu i [ gdp, onda je

/ fdu < / gdp. (4.18)

Dokaz. 1z f < g=g" — g~ < g" slijedi
fr<gt
Sliéno, iz —g < —f = f~ — fT < f~ slijedi
g <f.
Zbog toga vrijedi:

/f*du < /g+du (4.19)

/g*du < /f*du. (4.20)

Barem jedan od integrala [ ftdu i [ f~du mora biti konacan. Isto tako, barem
jedan od integrala [gtdu i [ g~du mora biti konacan. To je stoga jer se pretpos-
tavlja da su definirana oba integrala [ fdu i [ gdu. Uocimo da su moguéa samo
sljedeca dva slucaja:
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(i) [gTdu=oci [ fmdu=ccili
(ii) barem jedan od integrala [g¢Tdu i [ f~du je konacan.

Ako je [gtdu = o001 [ f~du = oo, onda mora biti [ ¢ du < oo i [ frdp < oco.
Tada u (4.18) imamo strogu nejednakost.

Preostaje razmotriti slucaj (ii). Ako je [ f~du < oo, onda iz (4.20) slijedi
[ g7 du < o0o. Dakle, obje strane nejednakosti (4.20) konaéni su brojevi pa zato od
(4.19) smijemo oduzeti (4.20), sto ¢e dati trazenu nejednakost (4.18).

Ako je [gTdu < oo, onda iz (4.19) slijedi fTdu < co. U ovom slucaju prvo
(4.20) pomnozimo s —1, a zatim dodamo (4.19). Opet dobivamo nejednakost (4.18).
To smijemo napraviti jer se s obje strane nejednakosti (4.19) nalaze konaé¢ni bro-
jevi. =

TEOREM
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [—00, 00| L-izmjeriva funkcija. Ako je
definiran integral [ fdp, onda je

[ sau| < [ 171 (1.21)

Dokaz. Pomoc¢u nejednakosti trokuta, koja vrijedi i u slucaju da je jedan od inte-
grala [ fTdu ili [ f~dp beskonacan, dobivamo:

‘/fdu‘ - ‘/f*duf/f*du‘ < ‘/f*du‘+‘/f’du‘
= [#raus [5ran= [+ £rau= [ ifian .

Skup svih funkcija f : X — R integrabilnih s obzirom na prostor mjere (X, 3, i)
oznac¢avamo sa L£1(X, ¥, p). Koristit éemo jo§ i oznake £, £1(X) ili £!(p1). Tako
npr. ako je iz konteksta jasno §to su skup X i g-algebra ¥, dovoljno je koristiti
oznaku £!(11) da ne bi bilo zabune o kojoj mjeri se radi.

Kao direktnu posljedicu teorema 4.31., teorema 4.32. i teorema 4.33. dobivamo
sljedeéi teorem koji nam govori da je £! realan vektorski prostor, a integral linearni
funkcional.

TEOREM
Neka je (X, X, 1) prostor mjere, f,g: X — R integrabilne funkcije i o € R. Tada
su funkcije af 1 f + g integrabilne i pri tome vrijedi:

(a) [afdp=a [dp (homogenost).
(b) [(f+g)du= [ fdu+ [ gdp (aditivnost).
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(c) f<g= [ fdu< [gdu (monotonost).

Sljedeéi teorem, poznat pod nazivom Lebesgueov teorem o dominiranoj konver-
genciji, daje nam koristan kriterij pod kojim integral i limes mogu zamijeniti svoja
mjesta. Kao motivacija za pristup integralu preko teorije mjere, prisjetite se koliko
oprezni moramo biti kod zamjene integrala i limesa u Riemannovom integralu.

TEOREM (LEBESGUEOV TEOREM O DOMINIRANOJ KONVERGENCLII)
Neka su f, fn : X = [—00,00], n € N, Y-izmjerive funkcije i neka je g : X — [0, 00]
integrabilna funkcija. Ako su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

(Z) f = lim,, fn (S.S.),

(i) Funkcije f, dominirane su funkcijom g, tj.

|fnl <g (s.s.) za svakin € N,

onda su sve funkcije f i fn, n € N, integrabilne i vrijedi
/fdu = lim /fndu. (4.22)
n—oo

Dokaz. Sto se tice integrabilnosti funkcija f, fn, n € N, i jednakosti (4.22), za-
hvaljujuéi lemi 4.27. i teoremu 4.29., mozemo pretpostaviti da je f = lim, f, i
|fn] < g, n € N. Uocimo da je tada |f| = |lim, f,| = lim, |f,] < ¢g. Iz tih
nejednakosti dobivamo

/Ifldu, /Ifnlduﬁ/gdu<oo, n e N.

To znaci da su integrabilne sve funkcije f, f,,, n € N (lema 4.27.).
Preostaje dokazati jednakost (4.22). Radi boljeg razumijevanja prvo ¢emo se
prisjetiti da je uvijek liminf, f,, < limsup,, fn, te da je liminf, f, = limsup,, f»

onda i samo onda ako postoji lim,, f, i vrijedi lim,, f,, = liminf,, f, = limsup,, f,.
Nadalje, za svaki niz («y, )nen realnih brojeva vrijedi lim sup,, a;, = — liminf,, (—ay,).
Iz | fn| < g slijedi 0 < g+ fn, g — fn, odakle pomoéu Fatouove leme dobivamo

/ gdu + / fdp < lim inf / (g % fo)dp.

Ove nejednakosti mozemo zapisati kao

/ gdp + / Fdu < / gdu+limninf(j: / fndu>.

Integral [ gdu je konacan pa smijemo kratiti. Dobivamo

+ / fduglimninf(i / fndu),
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odnosno

limsup/fndu < /fd,u Sliminf/fncl,u7
n n
odakle slijedi

lim sup/fndu = /fdu = lim inf/fndu.
Time je dokazana jednakost (4.22). n

PrRIMIER. PokazZimo da je

1
lim —— dA=0.
n—oo [1’10] 1 + nx
Niz funkcija
1
hn(x)zlJrn:c?’ neN

konvergira prema nul funkciji i dominiran je funkcijom g(x) = 1 koja nije Lebesgue
integrabilna. Medutim, niz funkcija

1
Jn = hn X110 = 3 " X[L.100, n €N

14+n
takoder konvergira prema nul funkciji i dominiran je integrabilnom funkcijom g =
1 Xq1,10;- Po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji sve funkcije fp,
n € N, su Lebesque integrabilne i vrijedi

lim fndA:/ lim fnd)\:/OdA:O.
n—oo n—oo

Kako je

lim — Y =t [ faan

n—oo [1,10] 1+ nx2 n—oo

tvrdnja je dokazana.

. PRIMJEDBA

Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji opéenito ne vrijedi za Riemannov
integral. Kao kontraprimjer moze se uzeti niz funkcija (fn)nen konstruiran u pri-
mgedbi 4.16. Taj niz funkcija dominiran je integrabilnom (u smislu Riemanna)
Sfunkcijom g = 1.

TEOREM
Neka su f, fr, : X = [—00,00], n € N, S-izmjerive funkcije. Akoje oo i [|fnldu <
00, onda vrijedi:
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(a) Red, fn konvergira (s.s.).
(b) Ako je f =73, fn (s.5.), onda je

/(an du = /fndu

Dokaz. (a) Neka je g = Y07, |fa] :+ X — [0,00]. Pomoéu teorema 4.17. i pro-
pozicije 4.13. dobivamo [gdp = > .7, [|faldp < co. Zato je g(z) € R (s.s.)
(propozicija 4.28.(a)), odnosno red > 7, f, konvergira apsolutno skoro svuda, pa
konvergira skoro svuda.

(b) Neka je s, = >7_; fe, n € N. Tada je |sp| < g (s:s.) 1limp o8y = f
s.s.). Primjenom teorema 4.36. dobivamo 1w = lim,_ oo [ Sndi, odnosno
Primj 4.36. dobi d li d d

f (Ziozl fn)dﬂ = 23;1 f Jndp. ]

Zadaci za vjezbu

1. Neka je (N, 2N p) prostor s mjerom prebrojavanja, tj. 1(A) je broj elemenata
skupa A C N. Dokazite: (a) Ako je f : N — [0,00], onda je [ fdu =
S, f(n). (b) Za funkciju f(n) = 22 — e=2" izracunajte [ fdu.

Uputa: (a) Ako je f = xa, A C N, onda je [ xadp = p(A) =37, xa(n).
Ako je f = 27;:1 XA, jednostavna funkcija, onda je

[rin=3au [ xadu=3"ar Y xa () S, ) zf
k=1 k=1 n=1

n=1 k=1

f(n), akojen <k
0, akojen>k.
Tada je (gk )ken rastudiniz nenegativnih jednostavnih funkcija, gr. < gp+1 < f,

U opéem slucaju prvo ¢emo definirati funkcije gi(n) := {

i pri tome je limy,_, 00 gx = f. Cak vise, [ grdu = Zizl f(n). Pomocu teorema
o monotonoj konvergenciji dobivamo

/fdu=kli>rgo/gkdu=§f(n)

ffd,u Zn 1 (1n2 67271) = 1n22?=1 an - 23;1 e =2 - 621—1

2. Promotrimo prostor mjere (R, B(R),\), gdje je A Lebesgueova mjera. Za
svaki n € N definirajmo funkciju f, := nx[L 2} Lako je pokazati da je
[ = lim, o fn = 0. Dokazite: (a) [ fdA # lim,_,o0 [ fndA, (b) Zasto ne
smijemo primijeniti Levijev teorem o monotonoj konvergenciji niti Lebesgueov
teorem o dominiranoj konvergenciji?
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3. Neka je (X,X, ) prostor mjere, a (f,)nen niz nenegativnih, ¥-izmjerivih i
monotono opadajuéih funkcija koji konvergira prema funkeiji f : X — [0, oc].
Dokazite: (a) Ako je funkcija fi integrabilna, onda su sve funkcije f,, n € N,

integrabilne i pri tome je
/fdu = lim /fndu.
n—oo

(b) Pokazite primjerom da se opéenito ne smije izostaviti integrabilnost funk-
Cije f1 .

Uputa: (a) Tvrdnja slijedi iz Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergen-
ciji ako se za majorantu (dominirajuéu funkciju) uzme f;. (b) Za svakin € N

definirajte funkciju fn, : R — R formulom f,, = X[n,00), @ za mjeru uzmite
Lebesgueovu mjeru A. Tada je f =lim, f, =0, [ fod\ = oo, [ fd\ = 0.

4. Neka je (R,B(R), A) prostor mjere, gdje je B(R) Borelova o-algebra na R, a
A Lebesgueova mjera. Za svaki n € N definirajmo funkciju fn = nx(0,1/n)-
Stavimo f :=lim, f,, = 0. O¢ito je f(z) =0zasvakiz € R i

. . . 1
nh_{r;O fndX = nl;n;o[n)\((O, 1/n))] = nh—>Holo (n- ﬁ) =1,

dok je [ fdx = [0dX = 0. Uocite da ovaj rezultat nije u kontradikeiji s

Lebesgueovim teoremom o dominiranoj konvergenciji jer niz funkcija (f,,)nen

nije omeden (dominiran) integrabilnom funkcijom.

5. Nekaje f : X — [0, 00| izmjeriva funkcija s obzirom na prostor mjere (X, ¥, u).
Nadalje, neka je Ay = {z € X : f(z) > t}, t > 0. Dokazite:
(a) limyyoo 1(At) = 0. (b) lims oo (tpe(As)) = 0.
Uputa: (a) Iskoristite Cebisevljevu nejednakost (4.12). (b) Iz (4.12) dobi-
vamo tu(A4y) < fAt fdu = m(A;). Prema korolaru 4.19. m je mjera, a po
pretpostavci je m(R) < oo. Pokazimo da je lim;o m(A;) = 0, odakle ée
slijediti tvrdnja. Ako je u > t, onda je m(A4,) < m(A:), i zato je dovoljno
pokazati da niz (m(An))neN konvergira prema 0. Zaista, kako je E, O F, 1
im(Er) <m(R) < oo, prema propoziciji 2.19.(iv) i propoziciji 4.28. je

lim m(FE,) :m( Fj En) =m({zx e X : f(x) =00}) =0.

n—oo

6. Neka je (€2, 3, ) vjerojatnosni prostor, f € LY, X, u), f > 01 [ fdu = 1.
Pokazite da je funkcija P : ¥ — R,

P = [ jdu= [xafdn, A€

vjerojatnosna mjera.
Uputa: Iskoristite korolar 4.19. Ocito je P(2) = 1.
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7. Neka je f € LY(R,%,n). Dokazite da je funkcija F : R — R, F(x) =

f JX(~o0,21dH, neprekidna na R.

Uputa: Pretpostavimo da F' nije neprekidna u tocki xg. Tada postoji € > 0
sa svojstvom da za svaki § > 0 postoji x5 takva da je |zs — x| < die <
|F'(zs) — F(x0)|. Bez smanjenja opcenitosti, neka je z5 < xo. Tada je

F(IO):/fX(foo,azg]d:u :/f [X(foo,mfs] + X(i‘a,i‘o]}du = F(xé) +/ fX(zg,zo]dﬂ
i zato je
e < 1F () = Fao) = | [ Xtorandi] < |5l < [\ s

Specijalno, stavljajuéi za 6 redom brojeve % dobivamo

(*) e< /lf'X[zofl/n,zoJrl/n]d/J/v n € N.

Neka je fo = £ X{eo1/mans1/a] n € N. Niz funkcija (|| — fu)ner jo rastuci
i (s.s.) konvergira prema |f|. Pomocu teorema o monotonoj konvergenciji
dobivamo

st = v [(51= g = [ Vfide~ ti_ [ pudn

Dakle, lim, o | frndp = 0. Prijelazom na limes kada n — oo iz (x) dobiva se
€ <0, sto je kontradikcija.

. Dokazite da uz pretpostavke teorema 4.36. vrijedi lim,, oo [ |fn — fldpu = 0.

Uputa: Za svaki n € N definirajte funkciju h, (z) = sup{|fx(z) — f(z)| : k >
n}. Kako f, — f, to hy, — 0. Uocite da je hp11 < h, za svaki n. Kako je
Ife — f| <29, k > n, to je hy, < 2¢g. Stavite g, = 29 — h,, n € N. Tada
je0<g1 <ga<...<2g1ig,— 29. Zato [gndu — [2gdu. Teorem
o monotonoj konvergenciji povlaci [ hn,du = [2gdu — [ gndp — 0. Sada
iz nejednakosti [ |f, — fldu < [ hndp slijedi [ |fn, — fldp — 0. Stovige, iz
ovog posljednjeg limesa slijedi i dokaz teorema 4.36. Zaista, [ |fn, — fldu —
0= [(fn—fldp — 0, paiz [ foduy = [(fn — f)du + [ fdu dobivamo
J fadp — [ fdp.
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4.4. Integracija na izmjerivom skupu

Postoje dva prirodna nacina kako definirati integrabilnost i integral funkcije f na
skupu A. Prvi naé¢in opisan je definicijom 4.24.(II), koju ponavljamo:

Neka je (X, X, u) prostor mjere, f: X — [—o00,00] izmjeriva funkcija i A € ¥. Ako
je definiran integral [ fxadu, onda broj

/A fdui= [ Pradu

zovemo integral funkcije f na skupu A s obzirom na mjeru p. Funkcija f je inte-
grabilna na skupu A € ¥ ako je fA fdu konacan broj.

Dakle, funkcija f je integrabilna na skupu A € 3 onda i samo onda ako je integra-
bilna funkcija fxa : X — [—o0, 00].
Prije nego $to navedemo drugu ekvivalentnu definiciju uvest ¢emo neke pojmove.

PROPOZICLJA
Neka je (X, %) izmjeriv prostor i A C X bilo koji neprazan podskup od X. Tada je

Ya ::{SﬂAZSEE}
o-algebra na skupu A.

Dokaz. Treba pokazati da familija 3 4 ima svojstva (o1) - (03) iz definicije 2.1.
(c1). Kakoje A= XNA, toje A€ X4

(02). Neka je B € ¥ 4. Tada postoji S € ¥ takav da je B = 5N A. Treba pokazati
da je A\B € ¥ 4. Zaista, kako je X\S € ¥ i A\B = (X\S)N A4, to je A\B € 4.
(63). Neka je (Bp)nen niz skupova iz ¥ 4. Tada postoji niz skupova (S,,) takav da
je B, =5,NA, néeN. Zato je

[}
5=
n=1

(@

(&mA%:(GS@mA.

n=1

DEFINICIIA
Neka je (X,X) izmjeriv prostor i A C X neprazan podskup od X. o-algebru X4 iz
propozicije 4.40. zovemo restrikcija o-algebre 3 na skup A.

Lako se dokaze sljede¢a lema:

LEMmA
Neka je (X, X) izmjeriv prostor i A € ¥ neprazan skup. Tada je

Sa={Sex:5C A}

Sljedeca je tvrdnja ocigledna.
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Prorozicuia
Neka je (X, %, ) prostor mjere i A € ¥ neprazan skup. Funkcija p4 : ¥4 — [0, 00]
definirana formulom

wa(B) = u(B),  Besa

je mjera na (A,X4). Zovemo je restrikcija mjere o na X 4.

Sada ¢emo pokazati da se integrabilnost i integral X-izmjerive funkcije na skupu
A € ¥ mogu definirati i na drugi nac¢in. Problematiku ¢emo smjestiti u prostor
mjere (A,X 4, 4). Kaoido sada, s f|4 oznacavat ¢emo restrikciju funkcije f na
skup A. Dakle, fj4 : A — [-00, 00| definirana je na sljedeci nacin:

ha(@) = f(z), zeA

Lako je pokazati da je funkcija fj4 Y a-izmjeriva: Neka je B € B(R). Funkcija
f je Y-izmjeriva pa je f~1(B) € X. Zato je f‘qu(B) =ANnfYB)eTa.

TEOREM
Neka je (X, %, u) prostor mjere, f : X — [—00, 00| X-izmjeriva funkcija i A € X.
Tada vrijedi:

(a) Integral fA fdu funkcije f na skupu A definiran je onda i samo onda ako je
definiran integral ff\AdMA funkcije fi4 za prostor mjere (A, X a, j14)-

(b) Ako je definiran integral [, fdu, onda je

/A fai= [ fiadua

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u tri koraka:

(i) Neka je f = Y"1 | aixa, nenegativna jednostavna funkcija na skupu X, gdje su
Ay,..., A, € % disjunktni skupovi i aq,...,a, nenegativni realni brojevi. Tada
je fxa =1 aixana. Uotimo da je fla : A — [0,00] zadana istom formulom
kao fxa, tj. fla = >ij aixa,na. Kako je 4;NA € X4, i =1,....n, flaje
nenegativna jednostavna funkcija na skupu A. Osim toga, prema propoziciji 4.43.
je ma(Ai N A) = u(A; N A). Sada tvrdnje teorema slijede iz jednakosti

/fXAdM =Y (AN A) = aipa(Ain A) = /f\Ad,U\A~
=1 =1

(ii) Neka je f : X — [0, 0o] nenegativna Y-izmjeriva funkcija. Tada postoji rastuéi
niz (fn)nen nenegativnih jednostavnih funkcija f, : X — [0, 00] takav da je f =
lim,, f,, (vidi teorem 3.23.). Lako je pokazati da je (fnXxAa)nen rastuéi niz nenega-
tivnih jednostavnih funkcija (definiranih na X) koji konvergira prema fAs : X —
[0,¢]. Prema teoremu 4.14. zato je

/fXAdu: nlggo/anAdﬂ' (4.23)
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Za svaki n € N restrikcija f, 4 : A — [0, 00] zadana je istom formulom kao i
fnxa + X — [0,00]. Zahvaljujuéi tome, lako je zakljuéiti da je f, 4 jednostavna
nenegativna funkcija na skupu A. Nadalje, kako je (f5,)nen rastuéi niz funkcija koji
konvergira prema funkciji f, niz nenegativnih jednostavnih funkcija (fyja)nen je
rastuci i konvergira prema fj4 : A — [0, 00]. Primjenom teorema 4.14. na prostor
mjere (A,¥ 4, p4) dobivamo

nli_{{.lo/fn\AdMA = /flAd,U\A-

Kako je ffn‘Ad,u‘A = [ faxadp (vidi (i)), posljednju jednakost mozemo zapisati
kao

Jim. anAdu=/f|Adu|A- (4.24)

Tvrdnje teorema slijede iz (4.23) i (4.24).

(iii) Neka je f : X — [—00,00] X-izmjeriva funkcija. Lako je provjeriti sljedece
jednakosti:

(fxa)™ =frxa, fla=fa)?
(Fxa)™ =F"xa, = fla=(fla)"

Sada pomocu (ii) dobivamo
/(fm)*dp = /f+><Adu = /fﬁ;,dum - /(f\A)+dN\A
/(fo)’du = /f*XAdu= /f‘;dum = /(fm)’dmm

odakle lako slijede tvrdnje teorema. n

Zahvaljujuéi teoremu 4.44. imamo sljede¢u ekvivalentnu definiciju integrabil-
nosti i integrala X-izmjerive funkcije na skupu A € X.

DEFINICLIA
Neka je (X, 3, u) prostor mjere, f : X — [—00, 00| L-izmjeriva funkcija i A € 3.
Ako je definiran integral ff|Ad,u‘A funkcije fia za prostor mjere (A, X4, pa) onda

broj
[t [ fadia

zovemo integral funkcije f na skupu A s obzirom na mjeru p.
Za funkciju f kaZemo da je integrabilna na skupu A € ¥ ako je fA fdu konacan broj.

Sljedeéi teorem govori nam da je integrabilna funkcija (integrabilna na X') ujedno
integrabilna i na svakom izmjerivom skupu.
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TEOREM
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, f : X — [—o00,00] B-izmjeriva funkcija i A € .
Tada vrijedi:

(a) Ako je definiran integral [ fdu, onda je definiran integral fA fdu za svaki
AeX.

(b) Ako je f integrabilna (na X ), onda je f integrabilna na svakom skupu A € 3.

Dokaz. Na cijelom skupu X je (fxa)" = fTxa < fTi(fxa) =f xa<f . Iz
tih nejednakosti zakljucujemo:
(a) Ako postoji integral [ fdu, ondaje [(fxa)tdu < [ frdp <ooili [(fxa) du <
J f7dp < co. To znaéi da je definiran integral [ fxadpu, odnosno integral [, fdpu.
Time smo dokazali tvrdnju (a).

(b) Ako je f integrabilna na X, ondaje [(fxa)Tdu < [ fTdu <ooi [(fxa) du <
J f~du < co. To znadi da je konacan integral [ fxadpu, odnosno integral [, fdu.m

Sljedeéi teorem necemo dokazivati.

TEOREM
Neka je (X, %, p) prostor mjere i f : X — [—o0,00] B-izmjeriva funkcija. Ako je
definiran integral [ fdu, onda vrijedi:
(a) [, fdp =0 za svaki skup A € ¥ za koji je i(A) = 0.
(b) Neka je (An)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz ¥. Stavimo A :=
(o]
U A,. Tada je
1

- Afduziénfdu-

o)
(c) Neka je (Ap)nen rastucéi niz skupova iz ¥. Stavimo A := |J An. Tada je
1

/fdu: lim/ fdpu.
A n—oo [ 4

(o]
(d) Neka je (Ap)nen padajuéi niz skupova iz 3. Stavimo A := [\ An. Ako je
n=1

‘fAl fdu‘ < 0o, onda je

/fdu: lim fdu.
A n—oo A

n
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Na kraju ove tocke treba spomenuti da zahvaljujuéi teoremu 4.44. svi rezultati
koji vrijede za integral [ fdu funkcije f : X — [—o00, 00| vrijede takoder i za integral
[ 4 fdp funkcije f na izmjerivom skupu A € 3. To se moze vidjeti i tako da se uz
male modifikacije ponove odgovarajuéi dokazi. Za ilustraciju navodimo kako glasi
modifikacija Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergenciji.

TEOREM
Neka su f, fn: X — [—00,00], n € N, S-izmjerive funkcije i neka je g : X — [0, 00]
integrabilna funkcija na skupu A € 3. Ako su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

(i) f=lim, f, (s.s.) na skupu A,
(i) |fn] < g (s.5.) na skupu A za svakin € N,

onda su sve funkcije f i fn, n € N, integrabilne na skupu A i vrijedi

/fdu: lim fndp.
A n—oo A

PRrRIMJER. Koristeci teorem o dominiranoj konvergenciji izracunat é¢emo

lim e~ A,
n—oo [0710]

Neka je fn(x) := e Tada je

lim f,(z) =

n—oo

0, z € (0,10
{ 1,z :E) h - Ix{oy + 0x(0,10)-
Nadalje, uocimo da je fn(z) = e ™" <1 zasvex € A=1[0,10] in € N te da
je 1 € £(]0,10]), tj. f[o 10] 1d)\ = 10. Dakle, ispunjeni su svi uvjeti za primjenu
teorema o dominiranoj konvergenciji. Dobivamo

lim e‘”ﬁ”4d>\:/ ( lim e_"x4)d>\:/ (1x{0} + 0xX(0,10])dA = 0.
n=%0 J10,10] [0,10] ™7 [0,10]

. PRIMJER. Koristeéi teorem o monotonoj konvergenciji izracunat ¢emo

lim V2 — xd.

U ovom sluc¢aju je A = [1,2], fo(x) = /2 —x. Prvo treba pokazati da niz (fn)
monotono raste na [1,2]: Za svaki © € [1,2] je 2 —x < 1, pa je zato V2 —x <
"2 -z

Nadalje, imamo

. 1, zell,2
lim f,(x) = {0 :c:[2 ) = 1xp,2) + Oxyq2y-

n—oo
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Prema teoremu o monotonoj konvergenciji imamo

(1,2]

Zadaci za vjezbu

1. Izragunajte: (a) lim, o0 f[o,w] eoszdX. (b) limy, 0o f[O,l} e’%“’d)\.
Uputa: Upotrijebite teorem o dominiranoj konvergenciji. (a) f,(x) := {/cosz,
|fn(z)] < Tzasven € Niz € [0,7], limy, fn = X[0,x/2)0(x/2,7]- (D) fn(z) :=
e T X0} |fu(z)| <1 zasven € Nix € [0,1].

2. Neka je f:[0,1] — R definirana formulom

0, z€Q
@) = { [1/x], inace,

gdje [t] oznacava cjelobrojni dio od ¢. Dokazite: (a) f je izmjeriva. (b)
[ fdx = .

Uputa: Neka je g = D7 | nX(1/(nt1),1/n]- UoCite da je f(x) # g(x) & = €
[0,1] N Q, Dakle, f = g (s.s.) na [0,1] jer je skup [0,1] N Q -zanemariv. (a) g
je izmjeriva funkcija, a Lebesgueova mjera A je potpuna. Zato tvrdnja slijedi
iz teorema 3.28. (b) Prema propoziciji 4.13. je f[ fdx = f[O,l} gd\. Pomoéu
teorema 4.17. dobivamo

oo [ee]
1
fdx= gdA = /nx n+1),1/n]0A = = o0.
/[0711 0.1 nz::l (e ; ntl

0,1]




Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 149

4.5. Veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji osnovni je teorem integralnog racu-
na. Sada ¢emo pomocu tog teorema pokazati da je Lebesgueov integral prosirenje
Riemannovog integrala, tj. da je svaka R-integrabilna funkcija (integrabilna u smislu
Riemanna) ujedno integrabilna i u smislu Lebesguea i pri tome se Lebesgueov inte-
gral podudara s Riemannovim integralom.

Riemannov integral definira se samo za omedene funkcije definirane na segmentu.
Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Tada postoje m, M € R takvi da je

m < f(z) < M, za svaki = € [a, b].

Prisjetimo se osnovnih pojmova o Riemannovom integralu. Rastav ili dekom-
pozicija D segmenta [a,b] je svaki konacan skup tocaka {xo,z1,...,2,} C [a,]
koji sadrzi par {a,b}. Nadalje ¢emo bez smanjenja opéenitosti smatrati da je
a =290 < 21 < Tg < ... < Tp_1 < xp = b. Dijametar rastava D definira se
kao broj |D| = max{x; —x;—1 : i = 1,...,n}. Sa D([a,b]) ili kra¢e D oznacavat
¢emo skup svih rastava segmenta [a,b]. Ako je D1 C Ds, onda kazemo da rastav
Dy profinjuje rastav D;. Uoc¢imo da D1 U Dy profinjuje D1 i Ds.

Svakom rastavu D = {zg, z1,...,Z,} segmenta [a,b] pripadaju tzv. donja Dar-
bouxova suma s(f; D) i gornja Darbouxova suma S(f; D):

n

s(f;D):Zmi(xi—aci_l), m; = inf f(z), i=1,...,n

x€[wi_1,T4]

i=1
S(f;D):ZMi(ﬂfi*%—ﬂa M; = [Sup ]f(fﬂ)a i=1,...,n
i=1 TE[Ti—1,T;

i beskona¢no mnogo tzv. integralnih suma:

U(f;DaTla ce 7Tn) = Zf('rz)(xz - 1’1’71)7

gdje su 7; € [z;_1, z;] neke tocke. Ocito je
m(b—a) < s(f:D) < o(f: Domi,... m) < S(f:D) < M(b—a).  (4.25)
Ako je Dy C Dy, onda je (vidi [4, 8])
s(f;D1) <s(f;D2) & S(f;D2) < S(f: Dy).

Za bilo koja dva rastava Dy i Dy otito je D1, Ds € D1 U Da. Pomoéu (4.25) i
gornjih nejednakosti dobivamo

To znaci da je skup {s(f; D) : D € D} omeden odozgo sa svakom gornjom Darbo-
uxovom sumom, a skup {S(f; D) : D € D} omeden je odozdo sa svakom donjom
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Darbouxovom sumom. Zato postoje tzv. donji Riemannov integral I, i gornji Ri-
emannov integral I* funkcije f:

I, :=sup{s(f; D) : D € D}, I :=inf{S(f;D): D € D}

i pri tome je uvijek I, < I'*. Funkcija f je R-integrabilna ili integrabilna u smislu
Riemanna ako je I, = I*. Ako je funkcija f R-integrabilna, onda se broj I := I* = I,
zove Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b] i oznacava se jos sa fab f(z)dx.

U daljnjim razmatranjima trebat ¢e nam sljedeéi teorem i korolar ¢iji se dokazi
mogu nadéi u [8, str. 86].

4.51. TEOREM (DARBOUX)
Neka je f : [a,b] = R omedena funkcija. Tada za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav
da za svaki rastav D segmenta [a, b] vrijedi

|ID|< 6= I,—s(f;D)<e¢ & S(f;D)—I"<e.

4.52. KOROLAR
Neka je f : [a,b] = R omedena funkcija, a (Dy)nen niz rastava

Dy = {Zn,0,Tn,1y s Ty,
segmenta [a,b] takav da je limy, o |Dy| = 0. Tada vrijedi:
(a) limy o0 s(f; Dn) = L.
(b) limy, 00 S(f; Dy) = I*.

(c) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je limy,_ oo 0(f; Dy Tnds- v T, ) = 1
za svaki izbor tocaka Tp ;i € [Tni—1,Tn,i]

Sada ¢emo dokazati tzv. Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost:

4.53. TEOREM
Neka je f : a,b] = R omedena funkcija.

(a) Funkcija f je R-integrabilna onda i samo onda ako je ona neprekidna skoro
svuda na [a, b].

(b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je ona integrabilna i u smislu Lebe-
squea i pri tome se Lebesgueov integral f[a b fdX podudara s Riemannovim

integralom f:f(x)dx
Dokaz. Za svaki n € N definirajmo rastav D,, segmenta [a,b] s diobenim tockama

2 i=0,1,...,2"

Tni =0+ o
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Tada za niz rastava (D,,) vrijedi:

D,CDp1, neN & lim |D,| = 0.

n—oo

Definirajmo nizove (hy)nen 1 (gn)nen jednostavnih funkcija na [a, b] na sljedeéi
nacin:

277/

hy = Zmn,iX[:cn,ifl,xn,i) + f(b)X{b}v M, = nf{f(2) : @ € [#n,i—1, Tni]}
=1
o

In =3 My iXizn, om0+ FOX@y  Mai =sup{f(2): 2 € [2ni 1,2}
i=1

Odmah se vidi da niz funkcija (h,,) raste, a niz (g,) pada i da je

hn < f < gn, n € N. (4.27)
Nadalje, imamo
gn
o) hndX = Zmn,i(xn,i - In,i—l) = 3(f§ Dn)
a.b i=1
gn
/[ ]gnd)\ = ZMn,i(xn,i - In,i—l) = S(f7 Dn)
ab i=1

Zbog (4.27) postoje funkcije h := lim,, f,, i g := lim,, h,, 1 vrijedi
h<f<g. (4.28)

Prema tvrdnji (¢) propozicije 3.17. funkcije h i g su A-izmjerive.
Kako je f omedena funkcija, postoji konstanta K takva da je

[hnl, lgn] < K, n € N.

Konstanta K je Lebesgue-integrabilna funkcija na [a, b], f[a b Kd\=K(b—a), pa
iz Lebesgueova teorema o dominiranoj konvergenciji (teorem 4.36.) slijedi da su h
i g integrabilne u smislu Lebesguea i da vrijedi

/ hdX = lim hnd\ = lim s(f;D,)
[a.]

n—oo [a,b] n—oo

/ gd\ = lim gndA = lim S(f;D,).
[a,b] n—oo

n—oo [a,b]
Kako je (korolar 4.52.)

n—oo n—oo



152 Veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog integrala

imamo
/ hdA = lim hndX = lim s(f;D,) = L (4.29)
[a,b] n—oo [a,b] n—oo
/ gd\ = lim gndX\ = lim S(f;D,)=1". (4.30)
[a,b] n—oo [a,b] n—o0
Stoga je
/ (g —h)dr=1" - L, (4.31)
[a,b]

odakle slijedi da je f R-integrabilna onda i samo onda ako je f[a’b} (g — h)dx = 0.
Prema teoremu 4.30. je f[a,b] (g —h)dX\ = 0 onda i samo onda ako je g —h =0 (s.s.)
na [a, b], tj. ako je

h =g (s.s.) na [a,b]. (4.32)

(b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda vrijedi (4.32). Zbog (4.28) je h = f
(s.s.) na [a,b]. Kako je h integrabilna u smislu Lebesguea, prema teoremu 4.29. i
funkcija f je integrabilna u smislu Lebesguea i pri tome je f[a ] fd\ = f[a b hd.

Zbog (4.29) je f[a,b] fd =1, = f; f(z)dz.

(a) Prvo ¢emo pokazati da je funkcija f neprekidna u tocki z¢ € [a,b]\U,~; Dn
onda i samo onda ako je h(zg) = g(xo).

Pretpostavimo da je zo € [a,b]\Us—, Dn i h(zg) = g(zo). Neka je £ > 0.
Kako je h(zg) = limy 00 hn(20) 1 g(z0) = limy,—00 gn (o), postoji n € N takav da
je gn(xO) - hn(xO) < e. Neka je To € (xn,iflaxn,iy Tada je je hn(fﬂo) = Mni,
gn(x0) = My, a za svaki © € (Tp,i—1,Tn,i) je Mn,; < f(x) < M, ;. Zato za svaki
x € (Tn,i—1,Tn,;) dobivamo

|f(ﬂ?) - f(IL'o)| < Mn,i — Mp = gn(:L'O) - hn(ZO) <§g,

§to znaci da je f neprekidna u tocki xg.
Obratno, pretpostavimo da je f neprekidna u tocki zg € [a,b)\ U5~ D;. Neka
je € > 0. Tada postoji § > 0 takav da

|z — 20| <6 = [f(x) — f(z0)] <

Do | M

Zbog lim,,_, o |D,,| = 0 postoji ng € N takav da je |D,| < § za svaki n > ng. Neka
jem > ng. Tada postoji jedinstveni indeks i takav da je xg € (Tn,i—1,Tn,:). Nadalje,
za svaki © € [Tni—1,%nq]) vrijedi | — x| < zp; — @pi—1 < |Dp| < 6§, pa je zato
£@)— f(@o)| < 5. Dakle,
5 3 .
f(zo) — 3 < f(z) < f(xzo) + 3 za svaki & € [Ty i—1,Tn, i,
odakle slijedi

f(zo) — % < Mpi = hn(20) < gnlwo) = Mp i < f(w0) + %
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Zato je gn(xo) — hn(zg) < €. Time smo pokazali da za svaki € > 0 postoji ng € N
takav da je gn(xo) — hn(xo) < €. To znaéi da je lim, o (gn(:co) — hn(mo)) =0,
odakle zbog lim,, g, = ¢ i lim,, h,, = h slijedi jednakost g(zg) = h(xo).

Sada mozemo dokazati tvrdnju (a). Ako je f R-integrabilna, onda vrijedi (4.32),
tj. h =g (s.s.) na [a,b]. To znali da postoji zanemariv skup NO C [a,b] takav da

je h(x) = g(x) za svaki x € [a,b]\Ny. Neka je N = Ny U (U . Skup N kao

prebrojiva unija zanemarivih skupova takoder je zanemariv. Za svakl x € [a,b]\N
je h(z) = g(z), pa je f neprekidna u tocki z. Time je pokazano da je f neprekidna
skoro svuda na [a, b].

Obratno, ako je f skoro svuda neprekidna na [a,b], onda postoji zanemariv
skup Ny C [a,b] takav da je f neprekidna na skupu [a,b]\Ny. Neka je N = Ny U

(U(XL Dn). Pokazimo da je h(z) = g(x) za svaki © € [a,b]\ N, §to ée povladiti

n=1

n= 1

da je h = ¢ (s.s.) na [a,b], pa ée f biti R-integrabilna funkcija. Zaista, ako je
x € [a,b]\N, onda je f neprekidna u tocki z i zato je h(z) = g(x). n

4. PRIMJER. Funkcija f :[0,1] = R definirana formulom

n

)
n

)

_ %, ako je x = = € Q
f(x)—{()’ ako x ¢ Q

neprekidna je u svakoj iracionalnoj tocki i ima prekid u svakoj racionalnoj tocki.
Kako je njezin skup tocaka diskontinuiteta skup Lebesqueove mgere nula, ona je
R-integrabilna.

Teorem 4.53. koristan je alat za racunanje Lebesgueova integrala. Ilustracije
radi, pretpostavimo da treba izracunati Lebesgueov integral [ fd funkcije f: R —
[0,00). Ako je f R-integrabilna na nizu segmenata ([an,bn])nen, gdje a, — —00 i
by, — 00, definirajmo funkcije f, = fX(a, 5, : R — [0,00), n € N. Tada f, — f pa
pomocu Levijeva teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

/ fd\ = lim / FXlay 5, )dA = lim fax = lim f )da = / f(x
n— o0

0 Jlan,bn]

Pri tome za racunanje Riemannova integrala f; f(z)dz mozemo koristiti poznate
tehnike (parcijalna integracija, integracija supstitucijom, itd.).

. PRIMJER. Neka je f:[0,7/2] = R definirana formulom:

sinz, inace.

Flz) = {cosx, ako je x € Q

Lako je pokazati da je f neprekidna jedino u tocki x = w/4, pa stoga prema
turdnji (a) teorema 4.53. ona nije R-integrabilna.
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Sada éemo pokazati da je f integrabilna u smislu Lebesguea te da je

/ fdx = 1.
[0.7/2]

Kao prvo, funkcija x — sinz, x € [0,7/2], je neprekidna na [0,7/2] pa je i R-
integrabilna. Prema turdnji (b) teorema 4.53. ona je integrabilna i u smislu Lebe-

sguea 1 pri tome je
/2
/ sin:cd)\:/ sinzdr = 1.
[0,7/2] 0

Nadalje, kako je skup QN [0,7/2] A-zanemariv, to je f = sin (s.s.). Zbog toga je
(vidi teorem 4.29.) funkcija f integrabilna u smislu Lebesguea i

/2
/ fd)\:/ sin:cd)\:/ sinmdm:fcosﬂgﬂ:l.
(0,7/2] [0,7/2] 0

j. PRIMJER. Izracunajmo: (a) f[lm) Ldx, (b) f[lm) L dA.

(a) Neka je X = [1,00), f: X — [0,00), f(x) = % Nadalje, za svaki n € N neka
je fn = f - Xu,n- Niz nenegativnih izmjerivih funkcija (f,) je monotono rastuci i
na cijelom skupu [0,00) konvergira prema izmjerivoj funkciji f. Pomodéu Levijeva
teoremu o monotonoj konvergenciji i definicije integrala na skupu dobivamo

1 1 1
/ —dX = lim =X[1,n)dA = lim —dA.
(1 z

700) xT n—oo n—oo [17"] €T

Nadalje, kako je funkcija f(x) = L neprekidna na segmentu [1,n], prema teoremu 4.55.
ona je R-integrabilna na tom segmentu i vrijedi

1 "1
/ —d\ = —dx =1nn.
1

,TL] X 1 X

1
/ —d)\ = .
[1,00) T

Uoc¢imo da funkcija f nije integrabilna (u smislu Lebesguea) na [1,00).

(0) Ji1 00y 370X = limnsoo [ o XmdA = limpoo [ e = limn e (1 - 1) = L.
Dakle, funkcija — 25 je integrabilna na [1,00).

Zato je




Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 155

Zadaci za vjezbu

1. Pokazite da je f:[0,1] — R,

ako je x = g, gdje su p # 0 i ¢ relativno prosti brojevi

fz) =

akojex =0
ako je z iracionalan broj,

O = Q=

R-integrabilna funkcija i izra¢unajte fol f(x)dx.

Uputa: Lako je pokazati da f ima prekid u svakoj racionalnoj tocki. Pokazimo
da je f neprekidna u svakoj iracionalnoj tocki: Neka je € > 0. Za iracionalan
xo postoji konacno mnogo racionalnih brojeva p/q € [xo — 1, xo + 1] takvih da
je 1/q > €. Odaberite dovoljno malen § > 0 takav da [xg — 0, xo + J] ne sadrzi
niti jedan takav racionalan broj. Time ¢ete pokazati da je f neprekidna u .
Skup [0,1] N Q je zanemariv, pa je f integrabilna u smislu Riemanna. Kako

je f =0 (s.8.), to je fol f(z)dz = 0.
2. Izracunajte: (a) [, 1 %d)\. ®) Jo 1 Lax.
Uputa: f := fx(1/n,1) — f na (0,1], gdje je f podintegralna funkcija.

L. .. o i 3 _

3. Dokazite da su funkcije (a) f(z) = e ™", a > 0, (b) g(z) = (¥2&)e 7,
a > 0, integrabilne na A = [0, 00) u smislu Lebesguea.
Uputa: Prema Lebesgueovu teoremu o dominiranoj konvergenciji dovoljno je
konstruirati dominirajuéu integrabilnu funkciju na A. (a) Ako je 0 <z < 1,
onda je e=*" < 1. Kako je limy_s o0 (xQe_“'a) = 0, postoji M > 0 takav da je
et < Ml% za svaki x € [1,00). Zato je f(x) < 1x[o,1) + %X[l,oo)- Kako je
S Ixpndr=1<00i [ Xy )dA < oo (primjer 4.56.(b)), konstruirana do-
minirajuéa funkcija je integrabilna na A. (b) Postupite kao pod (a) i pokazite
da postoji konstanta M > 0 takva da je |g| < 1xo,1) + %X[Loo)-

4. Izracunajte limese sljede¢ih Riemannovih integrala:
(a) limp o0 [ (1 + %) e=22dz. (b) limy o0 [) (14 na?)(1 + 22)~"da.

. oo 1
(¢) limp oo o Tz + sin(r”e’)dm'

Uputa: (a) Neka je f, := (1 + %) < €. Tada je lim, o0 fn = €%,

an[o,n]fom konvergira prema e™ % i an[o,n]e’QI < e~ *. Pomocu teorema

o dominiranoj konvergenciji dobivamo

n

Tim (1+5) e~2dz = lim / FaXome 27X = e~dA.
O n— o0

n—oo n [0,00)

S druge strane, pomoc¢u teorema o monotonoj kovergenciji dobivamo

n
/ e %d\ = lim e %d\ = lim e dx =1.
[0,00)

n—oo [O,TL] n—o0 0
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() fn = 1+ nz?)(1 +2?)"" < 1, limy 00 fn = 0. Primjenom teorema o
dominiranoj konvergenciji dobiva se lim,, fol (1+ naz?)(1 + 2?)"dz = 0.
(c) Neka je X = (0,00). Definirajmo funkcije f,, : X — R, n € N, formulom
fulz) = L Kako je |sin(z~'e”)| <1 za svaki z € X, to je

1+z"+ 4= sin(z—1e®) "

1, akoje0<z <1
f(z) = lim f,(z)=< 3, akojexz =1
0, akojex > 1.

Neka je

g(z) =

i akoje0<z<1
22

3
, ako je xz > 1.

Funkcija ¢ je integrabilna na X, fooo g(x)dx =7/3 < 0.
Neka je n > 2. Ako je x > 1, onda iz nejednakosti

1
1 n o -1 _z > n> 2
+x +4nsm(x e’ > x
slijedi f(z) < g(x) za svaki z € X i za svakin > 2. Ako je 0 < z <1, onda
je

1 . | sin(x_lex)| 1 1 3
14"+ — Lery 5 - I = 1 > )
Fat 4 gy sin(ee) n - a1

Dakle, na skupu X je | f,| = fn < g zasvakin > 2. Sada pomoc¢u Lebesgueova
teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

o0 1 o0
lim dr = / fdx =1.
0

1 1
n—oo Jo 14" + 4-sin(z~le?)

. Izracunajte fooo e~ [#ldz, gdje je [x] najvece cijelo od .

Uputa: Pomoéu teorema o monotonoj konvergenciji lako se pokaze da je
I e wdr = f[o 00) e~ld\. Neka je f(z) = e [*]. Definirajmo funkcije
fn =€ "Xn-1,n), n € N. Tada je f = >0 1 fa. Sada pomocu korolara 4.39.
dobivamo

/ e~ [Elgy = Z/e_nX[n—l,n) _ Ze_n __¢© '
[0,00) n=1 n=1 e—1

Dakle, [~ e~llde = <.

e—

6. Dokazite jednakost:
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Uputa: Razvijanjem u red dobivamo (1 — )2 =37 (n+ 1)z", pa je zato
1 2 &
(B S
Funkcije f, := (n + 1)2" In’z, n € N su R-integrabilne. Primjenom koro-

lara 4.39. dobivamo

Vlna \2 = ! 9
/0 (17‘%) dx = Z(n—i—l)/o " In” xdx.
n=0
Pokazite parcijalnom integracijom da je fol 2" In? zde = ﬁ Na kraju,

iskoristite dobro poznatu jednakost Y- # = %2.
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4.6. Konveksne funkcije i nejednakosti

Neka je (a,b) C R interval. Prisjetimo se da je realna funkcija ¢ : (a,b) — R
konveksna ako je

e((1 =Nz +Xy) < (1=Ne(x) +Ap(y),  YAe0,1].

To znaci da se nad svakim segmentom [z, y] graf konveksne funkcije ¢ nalazi iznad
sekante koja prolazi tockama (z, p(z)) 1 (y, ©(y)).
Iz definicije slijedi

o(r2) — p(x1) < o(r3) — (1) < p(r3) — w(xz)7 v <wp<ws (4.33)
To — T1 r3 — 1 r3 — T2

Zaista, neka je A = 2=, Tada je 1 — A = 222 i 2y = (1 — XNz + A3, pa iz
definicije dobivamo ga(img) < (1= Ne(x1) + Acp(ac3). Zato je

p(r2)—p(r1) < Mp(xs)—p(r1)) &  olza)—p(xs) < (1-X)(e(z1)—e(23)).

plra)=p(1)  p(@s)=p(z1) ples)=p(@) - 4/3(1‘3)—4/3(1‘2).

T3—T1 - T3—T2

Prva nejednakost daje , adruga

T2—T1 - T3—T1

p(x3)

p(x1)

e (z2)

Slika 17. Kvocijenti iz (4.33) koeficijenti su smjera pravaca p1,2,p1,3 1 p2,3-

Pomocu (4.33) moze se pokazati da je konveksna funkcija ¢ : (a,b) — R nepre-
kidna na (a,b).

4.57. LEMA
Neka je (a,b) interval, —oo < a < b < 00, ¢ : (a,b) = R konveksna funkcija i
z € (a,b). Tada postoji B € R takav da je

e(y) > ¢(2) + By — 2), y € (a,b).
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Dokaz. Neka je z € (a,b). Za sve 1 € (a,2) i 23 € (2,b), prema (4.33) vrijedi

p(2) — o) _ plas) —oz)

Z— I - xr3 — 2
Neka je
B:= sup{M tx1 € (a,z)}.
zZ— X
Tada je
$2) = o) < B, za svaki z1 € (a, 2) (4.34)
zZ— X
B< w, za svaki x3 € (z,0). (4.35)
5 —

Ako je y < z, iz (4.34) za x1 = y dobivamo ¢(y) > ¢(z) + B(y — z). Ako je z < y,
iz (4.35) za x3 = y dobivamo ¢(y) > ¢(z) + B(y — 2). n

1

Sada ¢emo dokazati Jensenovu!” nejednakost:

. TEOREM (JENSENOVA NEJEDNAKOST)

Neka je ¢ : (a,b) — R konveksna funkcija, gdje je —oo < a < b < co. Nadalje, neka
je u mjera na (X, X)) takva da je u(X) =114 f: X — R integrabilna funkcija. Ako
je f(x) € (a,b) za svaki x € X, onda je

w(/fdu) S/(swf)du-

Dokaz. Neka je z = [ fdu. Kako je a < f < b, imamo

a=au(X) </fdu<bu(X):b.

Dakle, z € (a,b). Prema lemi 4.57. postoji B € R takav da je

o) 2 o [ fau) + BG@ - [ ) =R, veeX. (30

Funkcija ¢ je neprekidna pa je i izmjeriva (korolar 3.9.). Prema teoremu 3.3. kom-
pozicija w o f je izmjeriva funkcija.

Lako je pokazati da je funkcija R integrabilna, pa je zato [R™du < oo i
JRT [dp < oco. Nadalje, iz po f > R slijedi (po f)~ < R~ (vidi dokaz te-
orema 4.33.), pa monotonost integrala (teorem 4.12.(c)) povlaci [(p o f)"du <
J R du < oo. To znaéi da je definiran integral [(¢ o f)du (kao konacan broj
ili +00). Buduéi da su definirana oba integrala [ Rdu i [(p o f)du, pomoéu te-
orema 4.33. iz nejednakosti (4.36) dobivamo [ ¢ o fdu > ([ fdu) m

17Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859.-1925.), danski matematicar.
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Prije nego $to ilustriramo primjenu Jensenove nejednakosti navodimo sljedeéu
definiciju:

4.59. DEFINICIJA

(vidi [9]) Neka su x = (z1,...,2,) ip = (p1,-..,Pn) dane n-torke pozitivnih realnih
brojeva i neka je Z?zlpi = 1. Tada se definira:

Aritmetitka sredina A, (x;p) brojeva x1,...,2, s teZinama p1,...,pn je broj
An(x;p) =przr + ...+ pup.
Geometrijska sredina G, (x; p) brojeva x1, ...,y s teZinama p1,...,py je broj
Gn(z;p) = 2t - abr.

Harmonijska sredina H, (x;p) brojeva x1,...,2, s teZinama p1,...,p, je broj

1

Hy(vip) = 50—
IR

Kvadratna sredina K,,(z;p) brojeva x1,...,x, s teZinama p1,...,p, je broj

K, (z;p) = \/plx% + ...+ pual.

4.60. PRIMJER. Sada éemo dokazati tzv. K-A-G-H nejednakosti:
Kn(w;p) 2 An(x;p) 2 Gn(2;p) 2 Hp(;p). (4.37)

Neka sux = (z1,...,2,) i p= (p1,...,Pn) dane n-torke pozitivnih realnih brojeva
i neka je Yy i p; = 1.
Neka je X = {1,...,n}. Definirajmo mjeru p : 2% — [0,00) formulom

p({it,do, .. ik}) = piy +Dis + ...+ iy

Nadalje, neka je f : X — R funkcija takva da je f(i) = Inz;, i = 1,...,n. Tada
je [ fdu =31 pilnz;. Ako za konveksnu funkciju uzmemo ¢(x) = e*, pomocu
Jensenove nejednakosti dobivamo

ﬁmf = eXimpiinT < /(gaof)du = zn:pm

i=1 i=1
Time smo pokazali A-G nejednakost: A, (x;p) > Gp(z;p).

Primjenom A-G nejednakosti na brojeve 1/x1,...,1/x, dobiva se:

D1 D 1
—t. 2 Pt
T P L 2
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odakle slijedi G-H nejednakost: Gy (x;p) > Hy(x;p).
Do sada smo dokazali sljedeée nejednakosti: Ay (x;p) > Gn(x;p) > Hy(x;p).
Zamjenom p; — ZL i=1,...,n, iz nejednakosti A, (x;p) > Hy(x;p) dobi-

h—1PETE’
vamo
2 2
Pt Pnln 1
n e n = D1 Dn )
Zk=1 PETE Zk=1 PrTE ST PRk +...+ ST PRk

odakle slijedi K,,(x;p) > An(x;p).
Moze se pokazati da se u (4.37) javljaju jednakosti onda i samo onda ako je
1 = ... =Tnp-

PrRIMJER. Neka su x,y bilo koja dva pozitivna realna broja, p > 1 realan broj i
q:= ﬁ > 1. Tada je %Jr% = 1. KaZe se da su p i g konjugirani eksponenti. Za x1 =
2P ko =yd ip = %,pg = % iz A-G nejednakosti (4.37) dobivamo (zP)'/P(y?)'/1 <
%:L’p + %yq, tg. , ,

x

ay< =+ L (4.38)

p q
Gornja jednakost, koja ocito vrijedi i u slucaju ako je x = 0 ili y = 0, poznata je
pod nazivom Youngova'® nejednakost.

19

Sljedeci teorem poznat je pod nazivom Holderova™ nejednakost.

TEOREM (HOLDER)
Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] izmjerive funkcije. Ako su
p i q konjugirani eksponenti i 1 < p < oo, onda vrijedi:

[isstdn < ( [1san) " ( [1gpran)”" (4.39)

Dokaz. Kao prvo, funkcije |f|? : X — [0,00] i |g|P : X — [0,00] su izmjerive
(propozicija 3.19.(d)). Neka je

s ([1sran) ", B ( [rglean) "

Ako je A = 00 ili B = 00, onda ocito vrijedi nejednakost (4.39). Ako je A =0, onda
je f =0 (s.s.), 8to povlaci |fg| = 0 (s.s.). Tada je [|fgldu = 0 (propozicija 4.13.)
pa ocito vrijedi nejednakost (4.39). Sli¢no se pokaze da nejednakost (4.39) vrijedi
ako je B = 0.
Preostaje razmotriti slucaj 0 < A, B < co. Stavimo
|f] lg]
F== G:==.
A B
8William Henry Young (1863.-1942.), engleski matematicar.
190tto Holder (1859.-1937.), njemacki matematicar.




4.63.

4.64.

162 Konveksne funkcije i nejednakosti

Tada je

/W@:/W@:L

1 1
FG < -FP 4+ -GY,
P q

Prema (4.38) vrijedi

odakle integriranjem dobivamo [ FGdu < % + % = 1. Mnozenjem ove nejednakosti
s AB dobivamo (4.39). m

Za p = q¢ = 2 nejednakost (4.39) poznata je pod nazivom Schwarzova?® nejedna-
kost.

PRIMJER. Neka sux = (x1,...,2n) 1y = (Y1, -.,Yn) bilo koje dvije n-torke realnih

brojeva i neka su p,q realni brojevi takvi da je 1 < p < o0 @ % + % = 1. PokaZimo
da tada vrijedi tzv. diskretna Holderova nejednakost:

" " 1/p & 1/q
>l < (D lil?) (D lwal?) (4.40)
i=1 i=1 i=1

Neka je X = {1,...,n}. Definirajmo mjeru p : 2% — [0,00) formulom

pllin i, in}) =
Nadalje, neka su f,g: X — R definirane formulama
f@@) =i, g(i) = yi, i=1,...,n.

Tada je [ |foldp = 5 S0y |willysl, [ 1f1Pdp = 5 S0, |wil? i [ lg|%dp = 5 S50 Jyal -
Sada je lako pokazati da iz (4.39) slijedi (4.40).

Sljedeéi teorem poznat je pod nazivom nejednakost Minkowskog?!.

TEOREM (MINKOWSKI)
Neka je (X, %, 1) prostor mjere, a f,g: X — [—o00, 00| izmjerive funkcije. Ako je
1 < p < o0, onda vrijedi:

([1s+aran) ™ < ([ipaa) ™ ( [lopa)™ @y

20Karl Hermann Schwarz (1843.-1921.), njemacki matematicar.
21Hermann Minkowski (1864.-1909.), njemacki matematicar i fizicar.



4.65.

Dragan Jukié, Mjera i integral, Osijek, 2012. 163

Dokaz. Ako je [|f + g|Pdpu =0, [|f|Pdp = oo ili [|g|Pdp = oo, onda o€ito vrijedi
nejednakost (4.41).

Neka je nadalje [|f + g[Pdp > 0, [|f|Pdp < oo i [|g|Pdp < co. Zap =1
tvrdnja je oc¢igledna. Neka je zato nadalje p > 1.

Zbog konveksnosti funkcije x — |z|P, p > 1, vrijedi

1y L L
YIET N « 2 fp o ZglP
(F55) < g+ 3ol

odakle zbog monotonost integrala dobivamo
Jant+igbrdu <2 [1pan+ 2 [lgpdp < o

Sada ¢emo primijeniti Holderovu nejednakost na oba sumanda s desne strane
jednakosti

11+ 1gD? = LA+ 1ghP =" + 1gl(Lf] + gD~

S0+ 1abean < (f10)"( fasi+ o)
Jistsi+tabr=aw < (1) ( s+ 1ahe-m) "

Zbrojimo li te nejednakosti i uzmemo li u obzir da je (p — 1)q = p, imamo

ot v (fus o) [(f i) (f1r)"

1/q
Podijelimo li gornju nejednakost s (f(|f| + |g|)”> > 0 i uzmemo li u obzir da je
1—-1/q=1/p, dobivamo (4.41). n

Dobivamo

PRIMJER. Neka sux = (21,...,2n) 0y = (Y1,...,yn) bilo koje dvije n-torke realnih
brojeva i neka je 1 < p < co. Tada vrijedi tzv. diskretna nejednakost Minkowskog:

n

(Z |z; + yi|p) v < (z”: |$i|p> v + (zj: |yi|p> Up. (4.42)

= i=

Neka je X = {1,...,n}, a u:2%X —[0,00) mjera zadana formulom

p({i1, 4, - ik }) = o
Definirajmo funkcije f,g: X — R:
f@@) =i, g(i) = yi, i=1,...,n.

Tada je [|f + g|Pdp = 5320, |wi + yil?, [1f|Pdp = 5370, al? i [lgl%du =
LS |yl Iz (4.41) lako se dobiva (4.42).
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Zadaci za vjezbu

1. Pokazite da je funkcija ¢ : (a,b) — R konveksna onda i samo onda ako je za

svaku tocku ¢ € (a,b) funkcija z — % rastuca na (a,b)\{c}.

Uputa: Iskoristite nejednakosti (4.33).

2. (a) Neka je ¢ konveksna na (a,b), a ¥ konveksna i rastuc¢a na ¢((a,b)). Po-
kazati da je kompozicija ¥ o ¢ konveksna na (a,b). (b) Neka je ¢ : (a,b) = R
strogo pozitivna funkcija. Dokazite: Ako je log ¢ konveksna funkcija, onda je
¢ konveksna funkcija.

Uputa: (a) Upotrijebite definiciju konveksne funkcije. (b) Slijedi iz (a).

3. Neka je f izmjeriva funkcija na X, p mjera i

o(p) = / Pda =71 0<p <o

Neka je E := {p: ¢(p) < oo}.
(a) Neka su p1,p2 € E, p1 < pa. Pokazite da je [p1,p2] C E. (b) Pokazite da
je funkcija log ¢ konveksna na interioru skupa E. (c¢) Neka je 0 < r < p < s.
Pokazite da je || f||, < max{| fl~, || flls}, 8to implicira L™ N L® C LP.
Uputa: (a) Svaki p € (p1,p2) moze se zapisati kao p = Ap; + (1 — AN)pa,
A= 2= € (0,1). Tada je |[fPPrA-Ve < \[f]r 4 (1= N)[f[P2, jer je
eksponencijalna funkcija * — a®, a > 0, konveksna. Sada se zahvaljuju¢i
monotonosti integrala lako dobije tvrdnja. (b) Dovoljno je pokazati da je
¢ konveksna funkcija (vidi prethodni zadatak), sto je lako pokazati pomocu
nejednakosti navedene u uputi za (a). (c) Iskoristite nejednakost navedenu u
uputi za (a).

4. Neka je p vjerojatnosna mjera na X, a f,g : X — [0, 00] izmjerive funkcije
takve da je fg > 1 (s.s.). Pokazite da je [ fdu [ gdu > 1.
Uputa: Ocito je [ fdu > 01 [gdp > 0. Pretpostavimo da su oba integrala
konacna, jer u suprotnom dokaz je trivijalan. Prvo iskoritite nejednakost 1 =
w(X) = [1ldu < [ f1/2¢"/2dp, a zatim primijenite Schwarzovu nejednakost
na funkcije f1/2 1 ¢'/2.

5. (Obratna Hélderova nejednakost) Neka je p € (0,1) (¢ = 355 < 0). Dokazite:
Ako je f € EP 10 < [|g|9du < oo, onda vrijedi

/Ifglduz (/|f|pdu)1/p</|g|qdu)l/q,

Uputa: Primijenite Holderovu nejednakost na funkcije |g|7? 1 |fg|? i konjugi-
rane eksponente P =1/pi Q =1/(1 — p).

6. (Obratna nejednakost Minkowskog) Neka je p € (0,1). Ako su f,g € LP, onda

vrijedi [|fllp + llgllp < [[LF1+ lgl llp-
Uputa: Primijenite obratnu Holderovu nejednakost.
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4.7. Prostor LP(X,3, u)

Neka je (X, X, u) prostor mjere i p € [1,00). Sa LP(X, X, 1) oznacavamo skup svih
Y-izmjerivih funkcija f : X — R sa svojstvom da je funkcija |f|? integrabilna.
Ponekad ¢emo koristiti neku od sljedeéih kraéih oznaka: £P, LP(X) ili £P(p). Tako
npr. ako je iz konteksta jasno $to su skup X i o-algebra X, zadovoljit ¢e nas kraca
oznaka £P (1) s kojom istiGemo samo mjeru p.

PROPOZICIJA
LP(X, 3, ) je realan vektorski prostor.

Dokaz. Nekasu f,g € LP(X, X, u) i o € R. Tada su funkcije | f|? i |g|P integrabilne.
Iz
| f P = ol [P
[f+gl” < (IF1+19D)P < 2max{[f[,|g[})" < 2°([f[* + l9]")

slijedi integrabilnost funkcija |af|P i |f + g|P (teorem 4.12.). Dakle, af, f + g €
LP(X, X, ). [

Prisjetimo se definicije norme. Neka je X bilo koji realan vektorski prostor.
Norma je svako preslikavanje X — R koje vektoru x € X pridruzuje realan broj
lz]|, tako da za sve x,y € X i za svaki A € R vrijedi:

(N1) |||l > 0 (pozitivna semidefinitnost)

(N2) ||z]| = 0 < = = 0 (pozitivna definitnost)
(N3) |Az]| = |Al]]z|| (homogenost).

(N4) ||z 4+ y|| < |lz]l + ||y|| (nejednakost trokuta).

Normiran vektorski prostor je vektorski prostor snabdjeven normom.

PROPOZICIIA
Preslikavange || ||, : L2 = R, 1 < p < o0, definirano formulom

151 = ([ 1517am) "

ima svojstva (N1), (N3) i (N4) norme. Osim toga je
[fllp =0 f=0(ss)
Dokaz. Svojstva (N1) i (N3) su ocigledna. Svojstvo (N4) predstavlja nejednakost

Minkowskog, koja vrijedi za 1 < p < co. Daje ||f]l, =0« f =0 (s.s.) slijedi iz
teorema 4.30. ]
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Kako bi se dobio normiran vektorski prostor, u £P(X, ¥, u) uvodi se relacija
ekvivalencije ~. Po definiciji je f ~ g ako je f = g (s.s.). Sa [f] oznacavat ¢emo
klasu ekvivalencije koja sadrzi funkciju f, a s LP(X, %, u) ili krade L? skup svih
klasa. Struktura vektorskog prostora £P(X, 3, ) prenosi se na LP(X, %, u) tako da
se definira:

[f]+1g] = [f + 4]
alf] = [af].

Lako je pokazati da rezultat definiranih operacija ne ovisi o izboru predstavnika
klase. Konaé¢no, u vektorskom prostoru LP norma se definira formulom

1AMl = 11 £ 1l

Formulom
d([f1, lg]) = IIlf1 = lglllp

definira se udaljenost u LP. Dakle, (L, d) je metri¢ki prostor.

Radi jednostavnosti, nadalje éemo cijelu klasu [f] oznacavati krade sa f. Iz
konteksta ¢e biti jasno mislimo li na funkciju ili na klasu.

Prisjetimo se da je metricki prostor (T, d) potpun ako svaki Cauchyjev niz (t, )nen
iz T konvergira prema nekoj tocki to iz T. Potpun normiran vektorski prostor zove
se Banachov?? prostor.

TEOREM ([11, TEOREM 3.11, STR. 67.])
LP, 1 < p < o0, je potpun metricki prostor.

Zadaci za vjezbu

1. (a) Neka je f : R — [—00, 00] zadana formulom f = ﬁX[O,l]- Dokazite da je
feLt(n),ali f & L2\). (b) Nekaje f: R — [—00,00], f(x) = min{1, ||}
Dokazite da je f € L2(\) i f & L1(N).

Uputa: (a) Definirajmo funkciju f:R—=R: f(0)=0, f(z) = f(z) zaz #0.
Tada je f = f (s.s.), pa je zato

1

. 1 1
fdx = /fd)\ = lim —d\ = lim —dx =2,
/ =0 J[1/n,1) VI n=o0 J1/ VT
~ 1 LS|
/f2d>\ = /f2d>\ = lim —d\ = lim —dz = co.
n—oo [1/71,1] €T n—oo 1/71 €T

(b) Postupite sli¢no.

22Gtefan Banach (1892.-1945.), poljski matematicar.
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2. Postoji niz funkcija iz £P koji konvergira obi¢no, ali ne konvergira u £P: Neka
je fn = nQX(O,l/n)a n € N, niz funkcija definiranih na R s Lebesgueovom
mjerom A. Dokazite: (a)lim, f, = 0. (b) f,, € LP, p > 1. (c) limy, || fullp = o0,
p=>1.

3. Postoji niz funkcija u £P* N LP2, 0 < p1,p2 < 00, koji konvergira u £P1, ali
ne konvergira u £P?: Neka je f, = %X(mgn), n € N. Tada je lim, f, = 0.
Uzmemo li Lebesgueovu mjeru na R, dobivamo | f,|l, = n~!TV/?. Ako je
p > 1, onda je lim, o || fnllp = 0, pa fr, = 0 u LP. Ako je p = 1, onda je
lfull =1, pa fr, = 0 u L1,

4. Neka niz (fy)nen izmjerivih funkcija f,, : X — R konvergiraprema f : X — R.
Ako postoji funkcija g € LP takva da je |fn]| < |g| za svaki n € N, onda je

Upnta: [fo — FI7 < (Ifal + 1g)" < (2max{|ful, [g]})" = 27]g]?, |g]” je inte-
grabilna i lim, o |fn — f|P = 0. Tvrdnja slijedi iz Lebesgueova teorema o
dominiranoj konvergenciji.

5. Neka je u(X) < 00i0 < p < g < oo. Dokazite da je L1(X, X, u) C LP(X, 3, 1)

1

te da je || f]l, < w(X)» 7| f|l, za svaku funkciju f € £9(X, S, ).
Uputa: Neka je P = % iQ = %. Tada je p = 0- P+ ¢ - Q. Kako je
P+Q =1, tosul/Pil/Q konjugirani eksponenti. Primjenom Hoélderove

nejednakosti na funkcije |f|%F i |f|7@ te konjugirane eksponente 1/P i 1/Q
dobiva se nejednakost

1= [ireriaeean < ([15%F a)"( [ 17 )
= ([ 1) ([ 1s1ran)” = w0 ([ 1rran)”,

pomocu koje je lako dokazati tvrdnje.

6. Nekaje0 <p<q<r < o00. Tadaje0<%<%<%<ooié:t%+(1—t)%,

gdje je t = }?gj;g. Neka je f € LP(X,X, u) N L7(X, X, n). Dokazite da je
e LiX, 8, ) tedaje | fllg < [f, ILFI-
Uputa: Veé smo pokazali da je f € LY(X, X, u) (str. 164., zadatak 3.). Sada
¢emo dokaz napraviti na drugi nacin te usput dobiti i trazenu nejednakost.
Neka je P = % €(0,1)iQ =1— P. Tada je ¢ = Pp+ Qr. Primjenom
Holderove nejednakosti na funkcije |f|¥P i |f|9" te konjugirane eksponente
1/Pi1/Q dobiva se

Jisian= [1s7rn@an< ( [iran)" (i)

Integral [ |f|%dp je konacan jer su konacna oba integrala [ |f|Pdu i [ |f|"du.
Dakle, f € £9(X, %, u). Iz gornje nejednakosti elementarnim racunom slijedi

Ifllq < [
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Prostor LP(X, %, (1)

7. Nekajel <p<r<oo,aZ =LP(X, X pu)NL(X,% u). Dokazite da je

| | :+ Z — R, definirana formulom ||f|| := || f||, + || f||r, norma na Z i da je
(Z,] - ||) Banachov prostor.

Uputa: Nejednakost trokuta slijedi iz nejednakosti Minkowskog. Koristite
teorem 4.68.

. Neka je 1 <p <r < oco. Definirajmo W = LP+L" = {g+h: g€ LP,h € L"}.

Dokazite da je formulom || f|| := inf{||g|l, + ||k|»: g € LP,h € L™, f = g+ h}
zadana norma na W i da je (W, || - ||) Banachov prostor.

Uputa: Koristite prethodni zadatak.

. Neka je (2, %, ) vjerojatnosni prostor. U teoriji vjerojatnosti izmjeriva funk-

cija X : ¥ — R zove se slutajna varijabla. Nadalje, integral (ako je de-
finiran) F(X) := [ Xdp zove se otekivanje sluajne varijable X. Ako je
X € L%(Q,3, 1), onda se V(X) := E(X?) — E(X)? zove varijanca slu¢ajne
varijable X. Dokazati: (a) X € £L2(Q,%,u) = X € £L1(Q,%, ). (b) Dokazite
PUIX| > VAn}) < & (V(X) + E2(X)), gdje je {IX] > VAn} = {w € Q
X (w)| > V).

Uputa: (a) Vidi zadatak 5. (b) Pomoéu Cebisevljeve nejednakosti (4.12) za
p = 2 dobiva se P({|X| > V4n}) < L E(X?).
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5. Produkt prostora mjere

5.1. Produkt izmjerivih prostora

Radi jednostavnosti ovdje se ogranicavamo na produkt dvaju izmjerivih prostora.
Koristit ¢emo uobicajenu oznaku A x B za Kartezijev (ili direktni) produkt skupova
A1i B. Dakle, A x B={(a,b):a€ A,be B}.

. DEFINICIJA

Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori. Njihov produkt je izmjeriv prostor (X x
Y, A® B), gdje je A® B tzv. produktna o-algebra definirana s

A®B=o(AxB).

Clanove familije A x B zovemo izmjerivim pravokutnicima. Dakle, produktna o-
algebra A ® B generirana je familijom izmjerivih pravokutnika. O¢cito je A x B
jedan 7-sistem na X x Y.

. PrRoOPOZICIIA

Neka su (X, A) i (Y, B) izmjerivi prostori.
(a) Produktna o-algebra A ® B generirana je familijom ,cilindara”
C={AxY:Ac A}U{X x B: B € B}.
(b) Produktna o-algebra A ® B najmanja je o-algebra na X XY sa svojstvom da
su izmjerive obje projekcije
m: X XY =X, mx,y) =z
m: X XY =Y, m(x,y)=y
Dokaz. (a) Ocito je C C A x B, odakle slijedi o(C) C o(A x B) = A® B. Preostaje
dokazati da je A® B C o(C). Neka je A x B € A x B. Iz identiteta
AxB=(AxY)N(X xB)e€a(C)
slijedi A x B C o(C). Zato je A@ B=o0(AxB) Co(a(C)) =c(C).
(b) Neka su A € A, B € B. Kako je
N (A)=AxY, m'(B)=X x B, (5.1)

iz (a) slijedi 7, ' (A) € A® Bin, ' (B) € A® B. To znaci da je 7 izmjeriva u paru
o-algebri (A ® B, A), a ma u paru o-algebri (A ® B, B).

Nadalje, iz (5.1) vidimo da svaka druga o-algebra na X x Y sa svojstvom da su
obje projekcije izmjerive mora sadrzavati cilindre. Prema (a) A ® B je najmanja
o-algebra s tim svojstvom. n
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3. TEOREM

Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori takvi da je A = o(€) i B = o(F). Ako
su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(i) Postoji niz (Ep)nen skupova iz € takav da je \Jo—, B, = X,
(ii) Postoji niz (Fy)nen skupova iz F takav da je | ), F, =Y,

onda je

A B=o0(€xF).

Dokaz. 1z E x F C Ax Bslijedi 0(E X F) Co(Ax B)=A®B.

Neka je E € €. Pomocu jednakosti m; '(E) = E xY = |22, (F x F,) za-
kljuc¢ujemo da je 7 }(E) € o(€ x F). Postupajuéi slicno dobivamo da je 7y *(F) €
o(E x F) za svaki F' € F. Sada pomocéu teorema 3.6. dobivamo da je projekcija
izmjeriva u paru o-algebri o(€ x F) i A, a 72 je izmjeriva u paru o-algebri o (€ x F)
i B. Kona¢no, prema tvrdnji (b) propozicije 5.2. je A®@ B C o(€ x F). n

5.4. PRIMJER. Borelova o-algebra B(R) generirana je familijom € = {(a,b] : a < b}

a
at

(teorem 2.9.), a B(R?) familijom £ x € (teorem 2.11.). Zato je

B(R) ® B(R) = B(R?).

Neka je F C X x Y. Za svaku tocku (z,y) € X x Y definiraju se prerezi
(z-prerez skupa E) E, ={ye€Y :(z,y) € E}
(y-prerez skupa E) EY ={x€ X : (z,y) € E}.

Neka je funkcija f definirana na Kartezijevom produktu X x Y. Za svaku tocku
(z,y) € X x Y definiraju se funkcije f, i f¥ formulama

f=(y) = f(@,y), yeY
fy(I):f($,y), r e X.

Dakle, f, je restrikcija funkcije na prerez {(z,y) : y € Y}, a fY je restrikcija na
prerez {(z,y) : x € X}.

. LEMA
Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori i (x,y) € X x Y. Tada vrijedi:

(a) Ako je E C A® B, onda je E, € B i EY € A.

(b) Ako je f: X XY — [—o00,00] bilo koja A ® B-izmjeriva funkcija, onda je f,
B-izmjeriva a fy je A-izmjeriva funkcija.
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Dokaz. (a) Pokazimo da je E, € B. Uoc¢imo da je u tu svrhu dovoljno pokazati da
familija
F={FCXXY:F,eB}
sadrzi o-algebru A ® B.
Familija F je o-algebra na skupu X x Y. Zaista, oCito je X x Y € F. Nadalje,

pomo¢u identiteta (F¢), = (F,)° i (Uzozl Fn) =Ur—,(Fn), lako je zakljuciti da
je familija F zatvorena na komplementiranje i na prebrojive unije.

Sada ¢emo pokazati da familija F sadrzi sve izmjerive pravokutnike, tj. Ax B C
F. Neka je Ax B€ Ax B. Tadaje (Ax B), =B € Bilije (AxB), =0¢€B.
Dakle, A x B C F.

Kako je A ® B najmanja c-algebra koja sadrzi A x B, zbog A x B C F je
A@B=0c(AxB)CF.

Na slican nacin moze se pokazati da je EY € A.

(b) Prvo uoc¢imo da za svaki B € B(R) vrijedi
() B) = (f'(B), & (M)'B)=(B)"

Nadalje, po pretpostavci je f~1(B) € A® B. Sada iz (a) slijedi (f’l(B))x eBi
(f74B))” € A. Dakle, za svaki B € B(R) je (f.)"*(B) € Bi (fY)"'(B)e A. n

5.2. Produktna mjera

Neka su (X, A, p) i (Y,B,v) o-konaéni prostori mjere. Pokazat ¢emo da postoji
jedinstvena mjera p ® v na produktu (X x Y, A ® B), takva da je

(p®v)(A x B) =u(A)v(B), AxBeAxB.

Za dokaz ove tvrdnje trebat ¢e nam sljedeca lema:

). LEMA

Neka su (X, A,n) i (Y,B,v) dva prostora o-konaéne mjere i E € A® B. Tada
vrijedi:

(a) Funkcija x — v(E,) je A-izmjeriva.

(b) Funkcija y — p(EY) je B-izmjeriva.

Dokaz. Kao prvo, prema lemi 5.5. je E, € Bi EY € Aistoga su funkcije z — v(E,)
iy+— p(EY) dobro definirane.

(a) Dokaz ¢emo provesti u dva koraka: (i) slucaj kada je mjera v konacna. (ii)
slucaj kada je v o-konacna mjera.

(i) Neka je

F:={F CA®B: funkcija z — v(F;) je A-izmjeriva} C A® B.
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Dovoljno je pokazati da je A® B C F.
Prvo ¢emo pokazati da je A x B C F. Neka je A x B € A x B. Tada je

| B, akojexc A
(AXB)“:{(Z), akox & A,

odakle dobivamo v((A x B),) = v(B)xa(x). Karakteristi¢na funkcija x4 je izmje-
riva, pa je zato A x B € F.
Uoéimo:

1. Akosu E,F € A® B takvi da je E C F, onda je

V((F\E):) = v(Fy) — v(Eq).

2. Ako je (Ep)nen rastudi niz skupova iz A ® B, onda je

o0
y(( U En)x) = Tim v((En)a).
n=1
Drugim rije¢ima, familija F je d-sistem (zatvorena je na prave razlike i na unije
rastué¢ih skupova). Nadalje, familija A x B je m-sistem (zatvorena je na konacne
presjeke). Prema teoremu 2.36. je

A®B=o0(AxB)=D(A x B).

Kako d-sistem F sadrzi m-sistem A x B, a po definiciji je D(A X B) najmanji d-sistem
koji sadrzi A x B, to je D(A x B) C F. Dakle, A@ BC F.

(ii) Mjera v je o-kona¢na. Tada postoji niz (Y, )nen disjunktnih skupova iz B takav
dajeY =2, Y, iv(Y,) < cozasvakin € N. Za svakin € N definirajmo konaénu
mjeru v, na B formulom v,(B) = v(BNY,). Skupovi Y, n € N, medusobno su
disjunktni pa je zato

V(E,) = v(E, NY) = y( U (&, ﬂYn)) =S uENY) =Y va(E).

Prema (i) sve funkcije  — v, (E,), n € N, su A-izmjerive. Prema propoziciji 3.19.
izmjerive su funkcije z — >, vk(E;), n € N. Sada iz propozicije 3.17. slijedi da
je A-izmjeriva i funkcija

n

- lim > vk(By) =Y vn(Br) = v(Ex).

k=1 n=1

(b) Postupa se kao pod (a). n
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. TEOREM

Neka su (X, A,u) i (Y,B,v) prostori o-konacne mgjere. Tada postoji jedinstvena
mjera p @ v na A® B takva da je

(u®V)(Ax B) = u(Aw(B), AxBeAxB. (5.2)

Nadalje, za svaki E € AR B je

(4 ® v)(E) = /X v(Ey) du(z) = /Y H(EY) du(y). (5.3)

. DEFINICIJA

Mjeru p ® v iz teorema 5.7. zovemo produktna mjera ili produkt mjera p i v.

Dokaz teorema 5.7. Neka je £ € A® B. Prema lemi 5.6. funkcije x — v(E,)
iy~ p(EY) suizmjerive. Zato na A ® B mozemo definirati skupovne funkcije
(L®v)1 i (p®v)s formulama:

(1 ® V)1(E) = /Y WEY) dv(y),  (n®v)a(E) = /X WEs)dp(z).  (5.4)

Pokazimo da su (p®v)1 1 (4 ® )2 mjere na A® B. Dovoljno je napraviti dokaz
za skupovnu funkciju (u ® v)1, jer za funkciju (1 ® v)s dokaz je analogan. O¢cito
e (p®v)(0) = 0. Neka je (Fy)nen niz disjunktnih skupova iz A ® B. Stavimo
E =, E,. Akojey €Y, onda je (EY)nen niz disjunktnih skupova iz A i pri
tome je EY = |J)_ | EY. Zato je u(EY) = > o7, u(EY). Pomoéu Levijeva teorema
za redove (teorem 4.17.) dobivamo

(,u®1/)1(E):/Y (BY) du(y Z/ (EY) du(y =ZN® (B,

§to znaci da je (u ® v); prebrojivo aditivna funkcija. Time smo pokazali da je
(b ® v); mjera na A® B. Kao $to smo veé¢ spomenuli, na slican na¢in moze se
pokazati da je i (4 ® v)2 mjera na A® B.

U dokazu leme 5.5. pokazali smo da je v((AXx B),) = v(B)xa(z). Sli¢cno se moze
pokazati da je u((A x B)Y) = u(A)xs(y). Pomocu tih jednakosti lako je pokazati
da za sve A x B € A x B vrijedi

(1@ v)1(A x B) = p(A)w(B) = (1 ® v)a(A x B). (5.5)

Prema tome, mjere (4 ® )1 i (1 ® )2 podudaraju se na w-sistemu .4 x B. Kako je
A® B = o(A x B), prema teoremu 2.37. mjere (1 ® v); i (1 ® V)2 jednake su na
cijeloj o-algebri A ® B.

Neka je py@v:=(p®@v); = (L®v)s. Iz (5.4) i (5.5) dobivamo (5.2) 1 (5.3). W

. KOROLAR

Neka je X Lebesgueova mjera na B(R), a Ay Lebesqueova mjera na B(R?). Tada je
Ao =AR A
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Dokaz. Borelova o-algebra B(R) generirana je familijom & = {(a,b] : a < b} (te-
orem 2.9.), a B(R?) familijom & x £ (teorem 2.11.). Prema teoremu 5.3. je

B(R)® B(R) = (€ x &) = B(R?).
Mjere A2 i Ay ® A} podudaraju se na w-sistemu € x £. Naime, svakom pravokutniku

(a,b] x (¢,d] € € x & istu vrijednost (b— a)(d — ¢) pridruzuju obje mjere Ay i A\; ® Ay.
Prema teoremuu 2.37. je A2 = A; ® A1 na cijeloj o-algebri o(€ x &). n

5.3. Fubinijev teorem

Sljedeé¢a dva teorema (Tonellijev?® i Fubinijev®*) govore nam kako se integral po
produktnoj mjeri moze svesti na dva uzastopna integrala po mjerama faktora.

TEOREM (TONELLI)
Neka su (X, A,pn) i (Y,B,v) prostori o-konacne mjere, a f : X xY — [0, 00]
A ® B-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

(a) Funkcija x — [, fodv je A-izmjeriva.

(b) Funkcija y — fX fYdu je B-izmjeriva.

(c)
/nyfd(M@V / /fyd“ d’/ / /fzdl/ du(z (5.6)

Dokaz. Dokaz ¢emo rastaviti na tri dijela.

(i) Pretpostavimo da je f karakteristi¢na funkcija skupa E € A® B. Tada je

fe = XE,, a [Y = xpv, odakle slijedi [, fodv = v/( i [y fYdp = p(EY). Sada
tvrdnje (a) - (c) slijede iz leme 5.6. i teorema 5.7.

(ii) Zahvaljujuéi aditivnosti i homogenosti integrala sada je lako provjeriti da tvrdnje
(a) - (c) vrijede za nenegativnu jednostavnu A ® B-izmjerivu funkciju.

(iii) Konacno, neka je f bilo koja nenegativna A ® B-izmjeriva funkcija. Prema
teoremu 3.23. tada postoji rastudi niz (fy,)nen jednostavnih, nenegativnih i A ® B-
izmjerivih funkcija koji konvergira (po to¢kama) prema funkciji f. Prema (i) za
svaki n € N funkcija z — [, (fn)edv je A-izmjeriva, y — [y (fn)?dp je B-izmjeriva
i vrijedi

@ [ rdwen = [ ([ sraam = [ ([ ).

23Leonida Tonelli (1885.-1946.), talijanski matematicar.
24Ghirin Guido Fubini (1879.-1943.), talijanski matematicar.
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Ka'koje lim,, fn = fa to je hmn(fn)m = fa: lhmn(fn)y = fy Na'da'ljea niz (fn)nGN
je rastudi pa su stoga rastuéi i nizovi ((fn)z)nen 1 ((fn)¥)nen. Prema teoremu o
monotonoj konvergenicji (teorem 4.14.) je

/fmdl/: lim (fn)ggdl/, /fde: lim (fn)yd,uv
v v X n—00 [y

n—oo
pa tvrdnje (a) i (b) slijede iz propozicije 3.17.
Zahvaljujuéi tome §to su (fp)nen, (fX(fn)ydu)neN i (fy(fn)zdl/)neN mono-

tono rastudi nizovi izmjerivih funkcija koji redom konvergiraju prema izmjerivim
funkcijama f, fX fYdup i fY fzdv, uzimanjem limesa kada n — oo u (x) i pomoéu
teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo jednakosti (5.6). ™

Uoc¢imo da jednakosti (5.6) vrijede za svaku nenegativiu A ® B-izmjerivu funk-
ciju f, bez obzira je li ona integrabilna ili nije; uzastopni integrali su jednaki, tj.
redoslijed integracije moze se zamijeniti. Zahvaljuju¢i lemi 4.27. ta nam Cinjenica
moze posluziti za ispitivanje integrabilnost funkcije f (ne nuzno nenegativne) s ob-
zirom na produktnu mjeru u ® v. Evo primjera:

PRIMJER. Neka je X XY = [0, M]x[0,00). PokaZimo da je funkcija f : X XY — R
zadana formulom

flz,y) =e ¥sinzx
integrabilna s obzirom na Lebesgueova mjeru Aa na [0, M] x [0, 00).

Kao prvo, prema korolaru 5.9. je \a = A ® A, gdje je A Lebesueova mjera na
R. Nadalje, funkcija f je neprekidna pa je stoga i A ® A\-izmjeriva (teorem 3.8.).
Pokazat éemo da je

/ (@, 9)ld(r ® ) < oo,
[0,00)X[O,M]

odakle ¢ée prema lemi 4.27. slijediti integrabilnost funkcije f.
Pomoéu nejednakosti

|f (@, y)| = [we™|

monotonosti integrala i Tonellijeva teorema dobivamo

/ Fay)ldA®N) < / gz, 9)d(A ® N)
[0,M]x[0,00)

[0,M]x][0,00)

_ /[O,M] ( /[O7oo)g(m,y)d)\(y))d)\(:c) - /O " ( /O - gge—l‘ydy)dm

M
:/ ldx = M < oo.
0

sinx

TE e =gey), (@) € 0.M) x [0,%),

Kod ovog racuna koristili smo ¢injenicu da su podintegralne funkcije Riemann-
integrabilne, zbog cega su odgovarajuci Lebesqueovi integrali jednaki Riemannovim
integralima.
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TEOREM (FUBINI)

Neka su (X, A, pn) i (Y,B,v) prostori o-konaéne mjere, a f : X XY — [—00, 0]
funkcija koja je A® B-izmjeriva i integrabilna s obzirom na produktnu mjeru pQ v.
Tada vrijedi:

(al) Postoji skup Nx C X mjere nula, u(Nx) = 0, sa svojstvom da je za svaki
x € X\Nx funkcija f, integrabilna s obzirom na mjeru v.

(a2) Funkcija g : X — R definirana formulom

(z) = [y fedv, ako je x € X\Nx
= 0, ako je x € Nx

integrabilna je s obzirom na mjeru p.

(b1) Postoji skup Ny C 'Y mjere nula, v(Ny) = 0, sa svojstvom da je za svaki
y € Y\Ny funkcija fY integrabilna s obzirom na mjeru p.

(b2) Funkcija h: Y — R definirana formulom

hy) = Jx fYdu, ako jey € Y\Ny
y 0, ako je y € Ny

integrabilna je s obzirom na mjeru v.

(c)

/Xxy fd(M®l/)=/Y(/Xfyd,u>dV(y)=/X (/fodV>dM($)- (5.7)

Dokaz. Prema lemi 5.5. funkcija f, je B-izmjeriva. Zato su prema propoziciji 3.20.
B-izmjerive obje funkcije (fz)* i (fz)~. Uotimo da je

f) =)o (o) = (e (5.8)

Nadalje, po pretpostavci je f integrabilna s obzirom na produktnu mjeru p® v. To
madi da je [y fTd(p@v) <ooi [y, f7d(p®v) < oco. Prema teoremu 5.10.
funkcije # — [, (fz)Tdv iz — [, (fz)”dv su A-izmjerive i vrijedi

/X(/Y(fz)"‘dl/)du(l‘) :/)(ny+d(u®l/)<00
/}((/Y(fx)fdu)du(x) :/Xxyffd(ﬂ®y)<oo.

Iz ovih nejednakosti slijedi da su funkcije @ — [, (fz)Tdv i @ — [, (fz)”dv inte-
grabilne s obzirom na mjeru u, pa zbog toga prema propoziciji 4.28. postoji skup
Nx C X p-mjere nula sa svojstvom da su te funkcije konaéne na X\Nx, tj. in-
tegrali [, (fT)zdv i [y, (f7)edv konatni su za svaki x € X\Nx. To znaéi da je za
svaki € X\ Nx funkcija f, integrabilna s obzirom na mjeru v, §to je tvrdnja (al).
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Sada ¢emo dokazati tvrdnju (a2). Kako su funkcije  — [ (fz)Tdv i z —
fy( f«)”dv integrabilne s obzirom na mjeru p, integrabilna je i njihova razlika

Ga) = [ (poy*av = [ (g av = [ foav

Kako je G = g (s.s.), prema teoremu 4.29. funkcija g je integrabilna (s obzirom na
mjeru p) i pri tome je

/ngu:/XGdu:/X</Yfmdz/)du. (5.9)

Pomodu teorema 5.10., (5.8), teorema 4.29. i (5.9) dobivamo:

[ giwen = [ pawen- [ raws)
= [ ([ rd)auta) ~ [ ([ (et
- /X (/Y(fz)erz/)du(x)f/X (/Y(fz)‘dV)du(w)
:/}(G(x)duz/}((/yfxdy)d,u.

Na slican nac¢in mogu se dokazati tvrdnje (b1) i (b2) te jednakost

/Xxyfd(u@)z/):/y(/xfydu)du

5.13. PRIMJER. Neka je A= {(z,y) eR?2:0<z<o00,0<y<1}if:A—R funkcija
zadana formulom

flz,y) =ysinxe Y.
Pokazimo da je f integrabilna na A s obzirom na produktnu mjeru A @ A, te da se
primjenom Fubinijeva teorema dobiva

[ee] : —
/ sm:c(l—e fe*””)d:nzlan.
0 T T 2
Kao prvo, funkcija f je B(R) ® B(R)-izmjeriva: Kako je f neprekidna, ona je
B(R?)-izmjeriva. Tvrdnja slijedi iz jednakosti B(R?) = B(R) ® B(R).
Uocimo da je |f(z,y)| < g(x,y), gdje je g(x,y) = ye~™¥. Funkcija g je nepre-
kidna, pa je B(R) ® B(R)-izmjeriva. Pomodu monotonosti integrala i Tonellijeva
teorema dobivamo

[1seioen < [ senanen = [ ([ vevar)ay

1
:/ ldy = 1.
0
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Dakle, f je integrabilna na A s obzirom na mjeru A @ A. Kod gornjeg racuna is-
koristili smo c¢injenicu da su podintegralne funkcije Riemann-integrabilne, zbog ¢ega
su odgovarajuéi Lebesgueovi integrali jednaki Riemannovim integralima. Nadalje,
druga jednakost lako se dobiva parcijalnom integracijom.

Prema Fubinijevom teoremu je

/Af(:c,y)d(A(X))\) = /01 (/Oooysin:cexyd:c)dy = /OOO (/Olysin:cezydy)d:c.

Parcijalnom integracijom dobiva se:

e s} 1 . —
1 . x
ysinze Ydx = L4 , ysinze “Ydy = S € 7).
0 y?+1 0 x x

1 oo .+ _
1— x
/ 2y dy = / Slnl’( © — eix)dl‘,
o y°+1 0 T T

11n2 = /OO sinx(l —e” —e_x>dac.
2 0 T T

Zato je

.

PRIMJER. Neka je X =Y =10,1], f: X XY = R funkcija definirana formulom

2 .2
f(%y):ﬁ-

Ova je funkcija neomedena u okolini nule pa nije Riemann-integrabilna. Sada
cemo pokazati da ona nije integrabilna niti s obzirom na Lebesgueovu mjeru Ao na
[0,1] x [0, 1].

Za prvi uzastopni integral iz (5.6) dobivamo:

/Y(/Xf(:c,y)dx(x))dA(y) /Y(/Ol%dx)dx(y):/y(_ﬁww)

1
1
:7/ 2dz:fﬁ.

Zamjenom redoslijeda integracije dobiva se fX (fyf(:c,y)d)\(y))d)\(z) = T. Dakle,
Iy (fo(:E,y)d)\(x))d)\(y) # [y (fyf(:c,y)d)\(y))d)\(:c) i prema tome funkcija f

nije integrabilna s obzirom na produktnu mjeru Ao = A @ .
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Zadaci za vjezbu

1. Nekasu (X, A, u) i (Y, B,v) dva prostora o-konaénih mjera takva da je A # 2%
i da B ima neprazan skup mjere nula. Dokazite da produkt (X x Y, A ®
B, ;1 ® v) nije prostor potpune mjere. Specijalno, (R2?, B(R?), \2), gdje je Az
Lebesgueova mjera na B(R?), nije potpun prostor.

Uputa: Neka je Z € 2X\ A, a N € B neprazan skup v-mjere nula, v(N) = 0.
Prema teoremu 5.7. tada je (u ®@ v)(X x N) =0. Kakoje Zx N C X x N,
skup Z x N je (p ® v)-zanemariv.

Neka je y € N. Tada je Z = (Z x N)¥. Ako je produkt (X xY, AQ B, u®v)
potpun, onda je Z x N € A® B. Tada bi iz leme 5.5. slijedilo da je Z =
(Z x N)Y € A, sto je kontradikcija. Dakle, produkt (X x Y, A® B, u® v) nije
prostor potpune mjere.

2. Neka je A Lebesgueova mjera na (R, B(R)), u mjera prebrojavanjana (R, B(R))
i f: R? — R karakteristi¢na funkcija skupa A = {(z,y) € R? : y = z}.
Pokazite da je

[ ([ i) # [ ([ fei) i)

Zasto to nije u kontradikciji s Tonellijevim teoremom?

Uputa: Racunanjem dobivamo

/Hg(Af(x,y)du(y)>dA(x) = /]R (/Rx{z}du(y))d)\(m) _ /Rld)‘ =
[ ey foo-s

Mjera p nije o-konacna. To je razlog zasto nemamo kontradikciju s Tonellije-
vim teoremom.

3. Neka je 0 < a < b. Dokazite:

oo ,—ax _ ,—bx
/ £ "° de= In(b/a).
0 xz

Uputa: Neka je f : [0,00) X [a,b] — R zadana formulom f(z,y) = e™*V.
Funkcija f je nenegativna i B(R) ® B(R)-izmjeriva (jer je neprekidna). Prema
Tonellijevom teoremu je

/000 (/:f(x,y)dy)dx — /ab (/OOO f(m,y)dx)dy,

. o0 gmer_g—be b
tj. Jy —Fo—dz = [, Ldy =1n(b/a).

a
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4. Izracunajte f[o S]x[1.2] 22y dzdy.
5. Dokazite jednakost:
M .
[0, T
M—o0 [ x 2

Uputa: Kako je % = fooo e~ "¥dy, pomoc¢u Fubinijeva teorema dobivamo

M . M 0o 00 M
/ Y e :/ (/ e ™ sinxdy)dx :/ (/ e ™ sinacdac)dy
0 Z 0 0 0 0

oo

1

N / Tz —ye Msin M —em M cos M)dy,
0 ()

odakle se prijelazom na limes kada M — oo dobiva trazena jednakost. Inte-
grabilnost funkcije f(z,y) = e *¥sinx pokazana je u primjeru 5.11.
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6. Konvergencija izmjerivih funkcija

Radi jednostavnosti u ovoj ¢emo tocki proucavati razne tipove konvergencije realnih
izmjerivih funkcija. Svi rezultati mogu se poopéiti i na izmjerive funkcije koje
primaju vrijednosti u [—o0, oo] tako da na [—o0, c0] gledamo kao na (s.s.) R.

6.1. DEFINICIJA

Neka je (X, X, p) prostor mjere, (fn)nen niz X-izmjerivih realnih funkcija defini-
ranth na X i f : X — R X-izmjeriva funkcija. Za niz funkcija (fn)nen kaZemo

da:
(a) konvergira skoro svuda prema funkciji f ako postoji p-zanemariv skup N C X
takav da je
ILm fn(x) = f(2), Vo € X\N.
Pisemo lim, 00 fr(z) = f(z) (1-s.5.), im0 fu(z) = f(x) (s.s.) ili
e

(b) konvergira skoro uniformno prema funkciji f ako za svaki € > 0 postoji skup
E € X takav da je u(E) = 0 i da niz (f,) konvergira uniformno prema f na
skupu E€, tj. ako za svaki e > 0 postoji skup E € ¥ takav da je u(E) =0 i

lim sup |fn(x) — f(x)] =0.

n—oo CEGEL

Pisemo fnZ5f.

(c) konvergira po mjeri u prema funkciji f ako za svaki e > 0 vrijedi
lim p({z € X :|fu(z) — f(x)| > €}) =0.
n—o0

Pisemo fn—f.

(d) konvergirau LP (1 < p < o0) prema funkciji f ako su f, f,, € LP = LP(X, X, ),
n € N, i ako je

i [ |fue) ~ (@) de =0,

n—oo

. P
Pisemo f,—f.

Sljedeéi primjeri pokazuju nam da konvergencija skoro svuda i konvergencija po
mjeri ne moraju povlaciti niti jednu od preostale tri konvergencije; skoro uniformna
konvergencija ne mora povlaciti konvergenciju u £LP; konvergencija u £P ne mora
povlaciti konvergenciju skoro svuda niti skoro uniformnu konvergenciju.

6.2. PRIMJER. Promotrimo prostor mjere (R, B(R), \).

5.8 . 5. U . L
a) Neka je fn = X[nn+1], » € N. Tada f, — 0, 23380, ali f, 250, fnﬁ}»(), fng»().
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b) Niz funkcija f,, = %X[O,n]’ n € N konvergira uniformno prema nul-funkciji na
R. Osim toga, =30, f,=%0, fni>0, ali fnSiO.

¢) Neka je f, = nx(L zp, n € N. Lako je pokazati da f, — 0, f,230, f,2%0,
£.20, ali f,5%0.

d) Svakin € N zapisimo u obliku n = 2F 41, gdje suk € Ng 10 <1i < 2%, a zatim

definirajmo funkciju f, : X — R formulom f, = X[, it1]- Moze se pokazati

i
2k 7 2k

da fnl>0 i fn£—>0. Kako lim, o fn(z) ne postoji niti za jedan x € [0,1],
Fa =50 i fn 0.

6.3. TEOREM
Neka je (X, %, u) prostor mjere, (fn)nen niz X-izmjerivih realnih funkcija definira-
nith na X i f: X — R Y-izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:
(a) Ako je (X)) < oo i ako f=5f, onda fr,—f.
(b) [Egorovljev?® teorem| Ako je ju(X) < oo i ako fn-3f, onda f, =5 f

(c) [Rieszov?® teorem| Ako fnts £, onda postoji podniz (fny) koji konvergira skoro
svuda prema f, fnks'—s}f.

(d) Ako f.25F, onda fol5f i futof.
(e) Ako foZsf, onda fotsf.
Dokaz. (a) Neka je zadan € > 0. Prvo definirajmo izmjerive skupove
Api={z € Xt |ful@) - f(@)] > e},

a zatim pomoc¢u njih niz padajuéih izmjerivih skupova
oo
B, = U Ag, n € N.
k=n

Ocito je (o~ Bn C {z € X : fu(z) » f(z)} i zato postoji skup Z € ¥ mjere nula
takav da je (o, B, C Z. Kakoje (.o, By, izmjeriv skup, slijedi u( Moy Bn) = 0.

Nadalje, buduéi da je mjera p konaé¢na, neprekidna je na padajuée nizove (propo-
zicija 2.19.) pa dobivamo

0= u( Fj Bn) = lim u(B,).

n—oo

25 Tumutpuit Penoposuu Eropos (1869.-1931.), ruski matematicar.
26Frigyes Riesz (1880.-1956.), madarski matematicar.
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Zbog toga, kako je A,, C B,, slijedi lim,,— o 1(A,) = 0, tj.
lim p({z € X :|fu(z) — f(x)| > €}) =0.
n—o0
(b) Neka je e > 0. Za svaki n € N definirajmo
gn = Sup |fz - fl
i>n
Kako po pretpostavei f, =2 f, lako je zakljuéiti da g,~30. Po tvrdnji (a) zato

gn—=0. Kako gni>0, za svaki k € N mozemo odabrati prirodan broj nj takav da
je

1 €
n({r € X s gny (@) > 23) < o
Neka je A := |y~ Ak, gdje je
1
A= {reXigu@)> 1}, keN.

Tada je
oo oo (oo} e
n(A) = u( U Ak) <Y Ay < ZQ—k =e.
k=1 k=1 k=1

Sada ¢emo pokazati da niz (f,,) na skupu A€ uniformno konvergira prema f. Neka
je 0 > 0. Odaberimo prirodan broj k takav da je 1/k < §. Tada je

sup |fi(x) — f(z)| = gn,(z) < % za svaki z € A°.

Zato je
|[fu(z) — f(z)| < O za svaki © € A° i za svaki n > ny.

To znaci da niz funkcija (f,,) konvergira uniformno prema funkciji f na skupu A°.
(c) Po pretpostavci je limp o0 p({z € X ¢ |fu(z) — f(x)| > €}) = 0 za svaki ¢ > 0.
Zato za svaki k € N po definiciji limesa niza realnih brojeva postoji prirodan broj
N, ,8 takav da je

u(fr € X 1) — f@)] > 1)) 0 < 5p, 0> N}

Uocite da smo prvo za e uzeli %, a zatim iskoristili definiciju limesa niza realnih
brojeva. Neka je

k
ng = Z Nio, keN.
i=1
Ovako definiran niz (ny) je strogo rastuéi niz prirodnih brojeva i vrijedi

w({z € X : |fu (@) — f(2)] > %}) < 2ik vk € N.



6.4.

184 Konvergencija izmjerivih funkcija

Definirajmo skupove:
1
Ay = {:c € X |fu(2) — fla)] > E}’ ke N.
Ako z & N2, Uk ; Ak, onda postoji indeks i takav da = & (J;—, Ax 1 zato je

| fun (@) — f(z)| < £ zasve k =4,i+1,.... To znati da na skupu X\nz:IUk:zAk
podniz (f,,) konvergira prema funkciji f Kako je

N(k@iAk) ZMAk Sgik =

za svaki ¢ € N, to je

(|

7

e ) < Suno < 3 - 5

za svaki ¢ € N i zato je u(ﬂf; UZ; Ak) =0.

Il
-

DX
WCz

(d) Neka je e > 0. Kako niz (f,) konvergira skoro uniformno prema f, postoje
Z €%, u(Z) =0, i prirodan broj ng takvi da je

|fn(x) — f(z)| <e, zasven>ngizasvexe X\Z.
To znaéi da f,~3 f. Preostaje pokazati da f,—— f. Kako je
{reX:|fu(x) - f®)| 2} CZ,  n=>no,
dobivamo p{z € X : |fa(z) — f(z)| > €} = 0, odakle slijedi da f,—f.
(e) Neka je € > 0. Po Cebisevljevoj nejednakosti je

(e € X5 |fula) = S@)] 2 1) < 5 [ 1 1P di

Kako je po pretpostavi lim,, o [ |fn — f|P dp = 0, iz gornje nejednakosti dobivamo
lim oo p({z € X ¢ | ful) — f(@)] = £}) = 0. .

Sljedeéi teorem govori nam da su limes po mjeri i limes u £P skoro svuda jedins-
tveni, tj. da se podudaraju do na zanemariv skup.

TEOREM
Neka je (X, %, u) prostor mjere, (fn)nen niz X-izmjerivih realnih funkcija definira-
nith na X i f,g: X — R Y-izmjerive funkcija. Tada vrijedi:
(a) Ako su sve funkcije f,g, fn iz LP = LP(X, 2, 1), 1 < p < o0, te ako fnc—T))f i
fnip)g, onda je f =g (s.s.).
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(b) Ako foLof i futog, onda je f =g (s.s.).

Dokaz. (a) Po pretpostavcije lim (f|fffn|pdu)1/p: 0i lim ([|g—fnlPdp) Yr_ g
n— o0 n—00

pa iz nejednakosti Minkowskog

([1e=gvan)” < ([17=span) "+ ( [1o-s.pan)”

slijedi ([ |f — g|Pdp) P _ 0. Odatle je [|f — g[Pdu = 0 pa prema teoremu 4.30.
slijedi |f — g|P =0 (s.s.), a to je onda i samo onda ako je f = g (s.s.).

(b) Neka je € > 0. Po pretpostavci je limy, o0 p{z € X : [f(z) — fu(2)| > 5} =01
lim,, o0 p{z € X : |g(x) — fu(z)| > §} = 0. Uocimo da je
{zeX:|f(z) —g(2)| > e}
c{rex:1f@) - fu@l > 5 U{z e X lg(@) - ful@)] >

jer u suprotnom bi bilo |f(z) — g(x)| < e. Zato je p({r € X :|f(x) — g(z)] >

e}) < u({w € X+ |f(2) — ful@)] > 5}) + n({z € X : |g(@) = ful@)] > 5}),
odakle prijelazom na limes kada n — oo slijedi u({z € X : |f(z) — g(z)| > }) = 0.
Specijalno, zbog proizvoljnosti broja € > 0, vrijedi

u({:ﬂGX f (@) — g(x)| > %}) —0, WneNl.
Iz jednakosti {z € X : f(z) # g(2)} = U,—, {x € X :|f(x) —glx)| > %} slijedi

) =
u{s € X : f(2) # gl < S5, w({w € X £ [£(2) — g(x)] > L}) =0, pa je zato
p{z e X : f(z) # g(x)}) = 0. To znadi da je f =g (s.8.). n

Zadaci za vjezbu

1. Neka je A Lebesgueova mjera na (R, B(R)), a (f5)nen niz funkcija sa R u R

definiranih formulom f,(z) = ne~"*|. Dokazite: (a) fn/\—5>50 (b) fn£:/—>0

(€) fa—20.
Uputa: (a) lim,o0 fn(z) = 0 za svaki 2 € R. (b) [pne "®ld\(z) =
2 nemHlde = 2 [Fnede = 2. (c) {z € R : |fu(x)] > &} = {a
R: |z < lonshney — (_anlne tan-ln) 75 p > e, Zato je limp—oo p({2

R: |fu(@)] > €}) = limy oo 225225 = 0,

m m

2. Neka je A Lebesgueova mJera na (R, B(R)) i (fn)nen niz funkcija f, : R - R
definiranih sa f,(x) = _X (n Qn)(x) (a) Da li niz (fn)nen konvergira u LP,
p <1< o00? (b) Konvergira li niz (f,)nen po mjeri A?
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Upnte: [[fall2 = [ 1fal?dA = [ x(namdh = n?A((n, 20)) = n1=7. Zap >
1 je limy, o0 || fullh = 0 pa, definiramo li f = 0, slijedi limy, e || fn — f|5 =0,

odnosno fnﬁ—p> f = 0. Iz konvergencije u £P, p > 1, slijedi konvergencija u
mjeri A (vidi teorem 6.3.). Preostaje razmotriti slucaj p = 1. Pretpostavimo

da fn£>g. Tada fngg (vidi teorem 6.3.), a zbog (s.s.) jedinstvenosti
limesa po mjeri slijedi da je g = 0 (A\-s.s.). To bi znacilo da je lim,, o || fn]|1 =
limy, 00 || fn—gll1 = 0, 8to bi bila kontradikcija s veé pokazanim da je || f, |1 =
1 za svaki n € N. Dakle, niz (f,,) ne konvergira u £!.

. Neka je (fn)nen niz izmjerivih funkcija koji konvergira po mjeri prema funkeciji

f. Dokazite da tada svaki podniz (fp, )ren konvergira po mjeri prema f.

. Neka je (fn)nen niz izmjerivih funkcija definiranih na izmjerivom skupu E

kona¢ne mjere. Dokazite: (a) f,—+f (f : E — R) onda i samo onda ako
svaki podniz (fy,)ken ima podniz koji konvergira po mjeri prema f. (b)
fn5f (f - E— R) onda i samo onda ako svaki podniz (fny )ken ima podniz
koji konvergira skoro svuda prema f.

Uputa: (a) Ako f,—=f, onda i svaki njegov podniz (f,, )ren konvergira po
mjeri prema f. Obratno, ako f,,~ f, onda postoji ¢ > 0 takav da niz (an)nen,
an = pu({zx € E : |fu(z) — f(x)] < €}), ne konvergira prema 0. To znaci da
postoji § > 0 takav da za svaki k € N postoji prirodan broj ny > n takav da
je an, = p({x € E : |fu,(x) — f(z)| < e}) > §. Lako je postiéi da (ng)ken
bude strogo rastuéi niz prirodnih brojeva. To bi znagcilo da podniz (fn, )ken
kao niti jedan njegov podniz ne konvergiraju po mjeri prema f.

(b) Ako f,-25f, ondai f,, —f pa po Rieszovom teoremu (f,, )ren ima pod-
niz koji konvergira skoro svuda prema f. Obratno, ako svaki podniz (fp, )ken
ima podniz ( fnkj )jen koji konvergira skoro svuda prema f, onda po tvrdnji
a) teorema 6.3. (fnkj )jen konvergira po mjeri prema f. Prema veé¢ dokazanoj

tvrdnji (a) tada f,—=f.

. Neka je (X, X, ) prostor mjere. Niz (f,) izmjerivih funkcija f, : X — R je

Cauchyjev niz u mjeri p ako za svaka dva realna broja €, > 0 postoji prirodan
broj ng = ne(e,0) takav da je

pfz € X |fo(x) = fm(2)| > €}) <6, Vm,n > mne.

Dokazite: Ako je (fy) Cauchyjev niz u mjeri u, onda postoji funkcija f : X —
R prema kojoj taj niz konvergira po mjeri p.

Uputa: Indukcijom je lako dobiti strogo rastudi niz (ny)ken prirodnih brojeva
takav da je p({z € X : |fn, (%) — fopa (2)] > 27%}) < 27F. Neka je By :=
{2 € X |fap(2) = frpp, (@) > 275}, Fiy = Uy, Bx- Tada je

o0
1
n()VEa) < (U Br) < D n(Br) < 5. VR EN,
neN k>n k=n
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odakle prijelazom na limes n — oo slijedi u(ﬂneN Fn) = 0. Neka je F :=
Mpen Frn- Ako je € F°, onda postoji ng € N takav da = ¢ F,,. Zato je
(@) |fon(@) = frpsy (@) < 27% za sve @ € F° i za sve k > ng, $to povladi
() |frn () = frp(@)] < 275 za sve 2 € F¢iza sve m > k > ng. Zbog
(a) red D i (faryy — fni) konvergira p-s.s. mnekoj funkeiji g : X — R.
Neka je f = g+ fn,,- Kako k-ta parcijalna suma reda glasi fn, — fn,,, 12
(b) slijedi da niz (fn, )k>n, konvergira skoro uniformno prema f i zato po
tvrdnji d) teorema 6.3. on konvergira i po mjeri u prema f. Pokazimo da je
limy, oo p({z € X : |fn(x) — f(x)] > €}) = 0 za svaki € > 0, Sto ¢e znaciti da
fn—tsf. Neka je § > 0 bilo koji realan broj. Kako je (f,) Cauchyjev niz u
mjeri u, postoji N1 € N takav da je u({z € X : |fn(x) — fr(x)] > €/2}) < 6/2
za sve n,r > Nj. Nadalje, kako niz (fn, )x>n, konvergira po mjeri prema f,
postoji No > ng takav da je u({z € X : |fn, (z) — f(2)| > €/2}) < §/2 za sve
k > Ns. Neka je N := max{Ny, No}. Kako je {x € X : |fn(z) — f(x)] > e} C
{z e X |fu(2) = fu(2)] > e/2} U{z € X : [fn,(z) — f(z)] > &/2}, slijedi
u{z e X 1 |fo(x) — f(z)| > €}) < d za svaki n > N. Time smo pokazali da
je lim oo u({z € X : |ful) — f(2)] > 2}) = 0.
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7. Dekompozicija mjere

U ovom poglavlju obradit ¢emo Hanhovu dekompoziciju, Jordanovu dekompoziciju,
te Radon-Nikodymov i Lebesgueov teorem o dekompoziciji mjere s predznakom. Ti
rezultati spadaju medu vaznije u teoriji mjere.

7.1. Mjera s predznakom

DEFINICIIA
Neka je (X,X) izmjeriv prostor. Mjera s predznakom je svaka funkcija p: A —
[—00, 0] sa svojstvimas:

(i) u@®) =0,

(ii) (o-aditivnost) Za svaki niz (A;)ien disjunktnih skupova iz ¥ vrijedi

p(J4) = > nl4n). (1)

PRIMJEDBA
a) Uocite da na lijevoj strana od (7.1) nije bitan raspored veé samo prisutnost
skupova A;. To znaci da permutiranje élanova polaznog reda s desne strane
ne utjece na konvergenciju niti na sumu reda. Zato je polazni red > p(A;)
3

apsolutno konvergentan u [—oo, o0].

b) Pokazimo da mjera s predznakom ne moZe primiti obje vrijednosti —oo i co.
U tu svrhu prvo wocimo da zbog o-aditivnosti za svaki A € ¥ mora vrijediti

1(X) = p(A) + p(A°).

Posebno, to znaci da suma s desne strane mora biti definirana, tj. ne smije
biti oblika (+00) + (—o0) ili (—00) + (+00). Zato, ako je u(A) = oo, onda
mora biti pu(X) = oco; ako je u(A) = —oo, onda mora biti u(X) = —oco. Zbog
toga . moze primiti najvise samo jednu od vrijednosti oo © —oo. Nadalje, ako
su A, B €Y takvi da je A C B i u(B) € R, koristenjem jednakosti

1(B) = p(A) + n(B\A)

i postupajudi slicno lako se pokaZe da je u(A) € R.

7.3. DEFINICIJA

Za mjeru s predznakom p kaZemo da je konatna ako je p(A) € R za svaki A € 3.
Konacnu mjeru s predznakom zovemo realna mjera.
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7.4. PRIMJER.

(a) Neka je (X,X,u) prostor mjere i f : X — [—o00,00] integrabilna funkcija.
Funkcija v definirana formulom

v(A) ::/Afdu, AeX

je realna mjera.

Ovu éemo turdnju lako dokazati pomocu Lebesgueova teorema o dominiranoj
konvergenciji (LTDK). Po pretpostavci f je integrabilna, pa je zato integra-
bilna i funkcija |f| (lema 4.27.). Neka je A € ¥. Kako je je |fxa|l < |f|,
prema LTDK funkcija fxa je integrabilna, tj. v(A) = [ fxadp € R. Pre-
ostaje pokazati da je v o-aditivna funkcija. U tu svrhu neka je (A;)ien
niz disjunktnih skupova iz ¥.. Kako je ‘fXU?:lAm < |f| za svakin € N i
limy, 00 fXUP_, 4; = fXU , A,, prema LTDK je

/qugilAi dp = lim /qug:lAi dp.
n—oo

Iskoristimo li i jednakost fxur_ a, = Yo fxa,, dobivamo

V(U2 A) = /fXU‘;ilAq, dp = lim /fXU;LzlAi dp = lim Z/foi dp
n— o0 n—oo &=

Kako je f = f+ — f~, uocimo da je

o) = [ 1rau= [ 5.

vt(A) v=(4)
Sto nam govori da se realna mjera v moZe zapisati kao razlika dviju mjera.
(b) Ako su p1 i pe dvije mjere na (X,X) od kojih je barem jedna konacna, onda
je razlika p = ps — @1 mjera s predznakom.

Zaista, radi odredenosti neka je p1 konacna mjera, tj. p1(X) < co. Tada je
1(A4) < (X)) < 00 za svaki A € X i zato je dobro definirana funkcija .
Ocito je p(0) = 0, a lako je provjeriti i svojstvo o-aditivnosti funkcije p.

7.5. DEFINICIJA
Neka je v realna mjera na izmjerivom prostoru (X,X). Za skup A € X kaZemo da

je:
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(a) pozitivan skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je v(AN E) > 0 za svaki
Eeck,

(b) negativan skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je V(AN E) < 0 za svaki
EeX,

(b) nul-skup (u odnosu na v, za mjeru v) ako je v(ANE) =0 za svaki E € X.

7.6. PROPOZICLIA
Neka je v mjera s redpznakom na izmjerivom prostoru (X,%). Vrijedi:

(i) Skup A € ¥ je pozitivan [negativan] onda i samo onda ako je v(E) > 0
[V(E) < 0] za svaki izmjeriv podskup E od A.

(i) A € X je nul-skup onda i samo onda ako je v(E) = 0 za svaki izmjeriv podskup
E od A.

(#ii) Svaki izmjeriv podskup pozitivnog [negativnog, nul-] skupa je pozitivan [nega-
tivan, nul-] skup.

(iv) Prebrojiva unija pozitivnih [negativnih, nul-| skupova je pozitivan [negativan,
nul-| skup.

Dokaz. Lako je provijeriti prve tri tvrdnje. Tvrdnju (iv) dokazat ¢emo samo za
pozitivne skupove. Neka je (4;)ien niz pozitivnih skupova. Definirajmo pomoéne
izmjerive skupove:
i—1
B1 = Al,Bi :AZ\UAk; 222
k=1

Ocito je B; C A;. Nadalje, skupovi B; su disjunktni i vrijedi ;= B; = o, 4.
Neka je E' € ¥ bilo koji podskup od Uj; A;. Kako je tada

p=rn(Ua)=20(Un)=Uzns)

te kako su skupovi E' N B; disjunktni, zbog o-aditivnost od v je

n

v(E) =Y v(ENB).

=1

Nadalje, kako je A; pozitivan skup i ENB; C A;, prema tvrdnji (iii) je v(ENDB;) > 0.
Zato je v(E) > 0.




7.7.

7.8.

192 Hahnova dekompozicija

7.2. Hahnova dekompozicja

Pozitivni i negativni skupovi imaju vaznu ulogu u iskazu Hahnova®” teorema. Taj
teorem daje standardnu dekompoziciju mjere s predznakom. Za njegov dokaz treba
nam sljedeéa lema.

LEMmA

Neka je p mjera s preznakom na izmjerivom prostoru (X,3). Tada vrijedi:

(i) (neprekidnost na rastuée nizove) Za svaki rastuéi niz (A;)ien skupova iz %

vrijedi
n(JAi) = lim u(4,)
i=1

(ii) (neprekidnost na padajuée nizove) Neka je (A;)ien padajuéi niz skupova iz X.
Ako je u(Ai,) € R za nekiig, onda je

o0

o m A;) = lim p(Ay).

! n— oo
i=1

Dokaz. Dovoljno je oponasati dokaz odgovarajuéih tvrdnji iz propozicije 2.19. n

TEOREM (HAHNOVA DEKOMPOZICIJA)
Neka je v mjera s predznakom na izmgjerivom prostoru (X,X). Tada postoji par
(P, N) izmgerivih skupova takvih da je:

(i) P pozitivan, a N negativan skup,
(ii) PN N =0,
(iii)) PUN = X.
Par (P,N) s ovim svojstvima zove se Hahnova dekompozicija funkcije p.

Dokaz. Buduéi da mjera s predznakom ne moze primiti obje vrijednosti co i —oo,
radi odredenosti pretpostavimo da p ne prima vrijednost —oo. To znaci da je
u(E) > —oo za svaki F € X. Neka je

L:=inf{u(E): E €%, u(E) <0}

Tada postoji niz (E,,n € N) izmjerivih skupova E,,, u(FE,) < 0, takvih da je

L= nlgrgo w(Ey).
Za svaki n € N neka je &, algebra generirana skupovima F,..., E,. Ocito je

E1C&C...CE, C...

2"Hans Hahn (1879.-1934.), austrijski matematicar.
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Algebra &, ima kona¢no mnogo ¢lanova. Zato postoji C,, € &, takav da je
w(Crn) =inf {u(E) : E € &,}.
Kako je E, € &, vrijedi
L < p(Cr) < p(En).
Sada ¢emo pokazati da za sve i,n € N takve da je ¢ > n vrijedi

w(en U @) <o (7.2)

n<k<i

Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Zato pretpostavimo da je (Ci\ Un§k<i C’k) >
0. Iskoristimo li o-aditivnost od pu, dobivamo da bi tada bilo

=@ Y e)eulen U e =u(en( U o))

n<k<i

Kako je C; N (Un§k<i Ck> € &;, to bi bila kontradikcija s izborom skupa C;.
Zahvaljujuéi (7.2) lako je pokazati da je

w(J Ci) < u(Cn).
i>n
U tu svrhu prvo uo¢imo da vrijedi
Ue=-aU(Ulen U o))
i>n >n n<k<i
i da su medusobno disjunktni skupovi

Co,C\ |J Cro i>n

n<k<i

Sada c-aditivnost i (7.2) povlace

wJ ) =nen+u(U (e U ) =nc+du(cn U &)

i>n i>n n<k<i i>n n<k<i

< u(Chn).

Neka je

N::ﬂ(UC’i).

neN  i>n

Pokazimo da je
w(N) = L.
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Prema lemi 7.7. je u(N) = limnﬂmu(UiZn C’i). Kako je L < u(U

w(Cp) < p(Ey) ilimy, oo p(Ey) = L, slijedi u(N) = L.

Pokazimo da je N trazeni skup. Za svaki B C N je u(B) < 0 jer bismo u
suprotnom imali L = u(N) = u(B) + u(N\B) > p(N\B), §to bi bila kontradikcija
s definicijom infimuma L. Sli¢no se zakljuc¢i da je u(B) > 0 za svaki B C N¢. g

Ci) <

i>n

Hahnova dekompozicija nije jedinstvena. Na primjer, neka je X = [-2,1], ¥ =
B([-2,1]) i p(A) = [, xzdX, gdje je A Lebesgueova mjera. Tada su (Pp,Ny) =
([0,1],[—2,0)) i (P2, N2) = ((0, 1], [—2,0]) dvije razlicite Hahnove dekompozicije.

Opcenito, ako su (P1,N1) i (P2, N2) Hahnove dekompozicije, onda su skupovi
Py N Ny, P, N N; i pozitivni 1 negativni. Zato im mjera mora biti nula, tj. u(Py N
N3) = p(P2 N Nyp) = 0, odakle se lako dobiva:

p(P\P,) = %(Pz\Pl) =0, p(Ni\Ng) = %(Nz\Nl) =0.

Svaka mjera s predznakom moze se zapisati kao razlika dviju pozitivnih mjera
od kojih je barem jedna konacna. O tome nam govori sljedeéi teorem.

TEOREM (JORDANOVA DEKOMPOZICIJA MJERE S PREDZNAKOM)
Neka je v mjera s predznakom na izmgjerivom prostoru (X,X). Tada postoje pozi-
tivne mjere ut, u~ 3 — [0, 00] takve da je

p=pt—p” (7.3)
i pri tome je barem jedna od mjera ut, u~ konacna.

Dokaz. Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija za p. Definirajmo funkcije g™, p= :
¥ — [0, o0] formulama

WH(E) = w(ENP),  p(E)= —u(ENN).
Kakoje X = PUN i PNN =0, za svaki E € ¥ vrijedi
W) = w(ENP)+ w(ENN) = i (BN P) -y~ (BN N).

Time smo pokazali da je p = u™ — p~. Buduéi da p ne moze primiti obje vrijednosti
—00 i 00, barem jedna od mjera pt, u~ je konaéna. n

Neka je p = p+ — pu~, gdje su p* i p~ definirane u dokazu prethodnog teorema.
Fiksirajmo A € . Za svaki B € X takav da je B C A vrijedi

w(B) = u* (B) — u~ (B)
p~(B) — u*(B)
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Uotite da posljednje nejednakosti vrijede jer su u™ i = mjere. Kako je ANP C A,
w(ANP)=put(A) i —p(ANP)=p (A4), lako je pokazati da je

p(A) =sup{u(B) : BeX,BC A},

p (A) =sup{ —pu(B) : BEX,BC A}
To nam govori da u™ i 4~ ne ovise o izboru Hahnove dekompozicije (P, N). Za
mjeru uT kazemo da je pozitivni dio, a za pu~ da je negativni dio od u. Prikaz
p = put —p~ zovemo Jordanova®® dekompozicija od p. Mjeru |u| := u* +p~ zovemo
varijacija od u. Lako je provjeriti da vrijedi

lW(E)| < [ul(E), VEeX.
Sljededa propozicija govori nam da je varijacija || najmanja mjera s tim svojstvom.
Prorozicuja
Neka je v mjera a p mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X,X). Ako je
W(E) <v(B), VEEes,

onda je
Hl(E) <v(E), VEE.

Dokaz. Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija od p. Po pretpostavci, za svaki
E € ¥ vrijedi

v(ENP) > |W(ENP)| =ut(E),
v(ENN) > |w(ENN)| =u (E).
Kakoje (ENP)N(ENN)=0i(ENP)U(ENN)=E, vrijedi
W(E) = W(EAP) 4 (EAN) > g (E) + i~ () = |ul(E). .

PRIMJER. Neka je v realna mjera iz primjera 7.4. PokaZimo da je varijacija od v
zadana formulom

V|(E) = /E flde, Eex.

Neka je P:={z e X : f(x) >0} i N:={r € X : f(x) <0}. Tada je X = PUN
i PN N = 0. Nadalje, za svaki E € ¥ je

wep) = [ ra= [ gaus [ rrae=o,
En{zeX:f(z)>0}
V(EﬂN):/Eand,u: / fdu=— /f dp < 0.

En{zeX:f(z)<0}

28Camille Jordan (1838.-1932.), francuski matematicar.
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To znaci da je P pozitivan, a N negativan skup za v. Prema tome, (P,N) je
Hahnova dekompozicija od v. Sada po definiciji od vt v~ i |v| dobivamo:

1/+(E):1/(E0P):/f+du20,
v (E) = —V(EﬂN):/ fdu >0,

wI(B) = v (B)+ v (B) = [ raus [ rau= [ 1w

Vrijednost |u|(X) oznacavamo s ||u|| 1 zovemo totalna varijacija od p. Uotite da
je p realna mjera onda i samo onda ako je ||p|| < oco.

7.3. Radon-Nikodymov teorem

Radon?’-Nikodymov?3® teorem nalazi vazne primjene u teoriji vjerojatnosti. Primje-
rice, koristi se za dokazivanje egzistencije uvjetnog ocekivanja.

Neka je (X, X, ) prostor mjere, a f : X — [0, 0o] bilo koja Y-izmjeriva funkcija.
Prema korolaru 4.19. funkcija v : ¥ — [0, o] definirana formulom v(E) = [, f du
je mjera. Pomocu propozicije 4.13. lako je zakljuciti da

(VE € X)) u(E)=0= v(E) =0.

Zaista, ako je u(E) = 0, onda je fxg = 0 (u-s.s.) pa prema tvrdnji (a) propozi-
cije 4.13. slijedi [ fxgdu = 0. Zato je v(E) = [, fdu= [ fxedu=0.
Ovo opazanje motivira nas za uvodenje sljedeée definicije.

7.12. DEFINICLJA
Neka je 1 mjera a v mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X, %). KaZemo
da je v apsolutno neprekidna u odnosu na p ¢ pisemo v < p ako vrijedi

(VE €X) u(E)=0= v(E) =0.

Sljede¢a propozicija djelomi¢no opravdava terminologiju iz prethodne definicije.

7.13. PrROPOZICLIA
Neka su p i v mjere na izmjerivom prostoru (X,X), takve da je v konacna. Mjera
v je apsolutno neprekidna u odnosu na p, v < p, onda i samo onda ako vrijedi

(Ve >0)(F0=46(c) >0)(VE € X) u(F) <0 = v(E) <e.

29 Johann Radon (1887.-1956.), austrijski matematicar.
300tton Martin Nikodym (1887.-1974.), ameri¢ki matematicar poljskog porijekla.
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Dokaz. Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji odgovarajuéi § > 0 i pokazimo da
je tada v < p. Neka je E € X takav da je u(E) = 0. Po pretpostavci tada je
v(E) < € za svaki € > 0, odakle slijedi v(E) = 0.

Neka je v < u. Treba pokazati da za svaki € > 0 postoji odgovarajuéi § > 0.
Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Pretpostavimo da postoji € > 0 takav da za
svaki & > 0 postoji Es € ¥ takav da je u(Es) < 6 i v(Es) > . Uzmajudi za 6 redom
1/2%, € N, dolazimo do skupova Ej € ¥ takvih da je u(Ep) < 5, a v(Ey) > €.

Neka je
o0 o0
E=)JEex
k=n

n=1

Tada za svaki n € N vrijedi

pE) < p( U B) <350 = o
k=n k=n

odakle slijedi u(E) = 0. S druge strane, mjera v je konacna pa neprekidnost na
padajucée nizove daje

v(E) = nh_}n;@ 1/( U Ek) > nh_}n;@ v(Ay) > nh_}n;@s =e.
k=n
Dakle, u(E) =01iv(FE) > ¢, §to je kontradikcija s pretpostavkom v < p. n

TEOREM (RADON-NIKODYMOV TEOREM)
Neka su p i v dvije mjere na izmjerivom prostoru (X,X) takve da je p o-konaéna
i v < p. Tada postoji L-izmjeriva funkcija f : X — [0, 00] takva da je

v(E) = /E fdu  za svaki E € X. (7.4)

Osim toga, ako je i v o-konaéna mjera, onda se moZe posti¢i da [ bude konacna 1
wu-skoro svuda jedinstvena funkcija.

Funkciju f zovemo gustoa ili Radon-Nikodymova derivacija mjere v po mjeri p 4
cesto pisemo dv = fdu ili f = g—;.
Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da postoji niz (X )ken izmjerivih i medusobno disjun-
ktnih skupova takvih da je

[e.e]
X=JXe, nXp) <o
k=1

Pri tome, ako je o-kona¢na i mjera v, onda mozemo smatrati da su svi skupovi Xy,
i v-kona¢ne mjere, tj. v(Xj) < oo. Zaista, kako je p o-konatna mjera, postoji niz
(Ai)ien izmjerivih skupova takvih da je X = [J;2, A;, u(A4;) < oo. Pri tome bez
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smanjenja opéenitosti mozemo smatrati da su skupovi A; medusobno disjunktni, jer
u suprotnom mozemo A; zamijeniti sa skupom A := A;\ Uk 1 4i. Ako mjera v nije
o-konag¢na, dovoljno je staviti X = Ay. Ako je o-konacna i mjera v, onda postoji
niz (B))ien izmjerivih i medusobno disjunktnih skupova takvih da je X = {J;2, By,
v(B;) < oo. Tada je X = Uz‘,leN A; N By i svaki skup A; N B; je istovremeno i
p-konacan i v-konacan. Kako izmjerivih skupova A; N B; ima prebrojivo mnogo,
mozemo ih poredati u niz (X )ken.

Sto se tice egzistencije trazene funkcije f, dokaz teorema bit ée kompletiran ako
pokazemo da za svaki k € N postoji X-izmjeriva funkcija fr : X — [0, 00] koja
is¢ezava na X\ Xy, ne prima vrijednost co ako je v o-konaéna mjera, i za koju
vrijedi

W(EN Xy) = / fodp,  VEES. (7.5)
E
Zaista, stavimo li da je
n o0
fo=Jm Y fe=> i,
k=1 k=1
funkcija f primat ¢ée vrijednosti u skupu [0,00) ako je v o-kona¢na mjera i bit

¢e Y-izmjeriva jer je jednaka limesu niza Y-izmjerivih funkcija, a kako se taj niz
(ZZ=1 fx)nen sastoji od rastuéih nenegativnih funkcija, prema teoremu o monoto-

noj konvergenciji je
n
lim / fkdu:/ fdu.
Jm ), 2 g
Konaécno, kako je E = (J,o,(E N X}), tada ¢e biti

il/Eka = lim Z (ENXg) = lim

h=1 n—09 Hoo/szdﬂ /fdu

Na kraju ¢emo dokazati da je funkcija f u-skoro svuda jedinstvena ako je mjera v
o-kona¢na.

Fiksirajmo k& € N i pokazimo da postoji funkcija fr s trazenim svojstvima. U
tu svrhu promatrajmo izmjeriv prostor (X, %), gdje je Xx := ¥ N Xi. Zbog
konac¢nosti mjere pu na Xy za svaki racionalan broj ¢ > 0 formulom

fg =V — qp

dobro je definirana mjera s predznakom pug : Xy — [0,00]. Neka je (P;, N,) od-
govarajuéa Hahnova dekompozicija za 4. Prisjetimo se, P, je pozitivan skup, N,
negativan skup, X, = P, U Ny i P, N Ny = 0. Uzmimo da je (Py, No) = (X, 0) po
definiciji. Tada vrijedi:

(Vp,q € Q,0 < p < g) = (N, \N,) = 0. (7.6)
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Zaista, kako je Np\N, = N, N Py, po tvrdnji (iii) iz propozicije 7.6. skup N,\Ny je
negativan u odnosu na p, i pozitivan u odnosu na fig, tj.

(v —pu)(Np\Ng) <0 < (v — qu)(Np\Nyg),

odakle direktno slijedi u(N,\N,) < 0. Kako je u(Np\N;) > 0, dobivamo da je
1(Np\Ng) =0
Sada ¢emo pokazati da nadalje bez smanjenja opéenitosti mozemo smatrati da
vrijedi:
(Vp,ge Q,0<p<g)= N, CN,. (7.7)

U tu svrhu, neka je

U MA\N.
P,q€Q
0<p<gq

Uocite da je u(N) = 0, a kako je v < p slijedi i da je v(N) = 0. Zato za svaki
racionalan broj ¢ > 0 vrijedi

pg(N) =v(N) — qu(N) = 0.
Nadalje, za svaki racionalan broj ¢ > 0 definirajmo
N,:=N,UN, P,:=X\N,=P,\N.

Nije tesko pokazati da za sve racionalne brojeve p i ¢ takve da je 0 < p < ¢
vrijedi Np\Nq = @, odakle slijedi N C N Osim toga, lako je pokazati da je

N negativan, a Pq pozitivan skup u odnosu na pg4. Zato, ako je potrebno, svaku
Hahnovu dekompozicju (P,, N,) mozemo zamijeniti s (P, Nq) i na taj ¢emo nacin
dobiti trazeno svojstvo (7.7).

Kao 3to smo to opravdali, nadalje smatramo da vrijedi svojstvo (7.7). Defini-

rajmo funkciju fx : X — [0, 0c] na sljedeéi naéin:

fo() = inf{q: ¢ > O racionalan broj i z € Ny}, ako je x € X},
LA 0, ako je x € X\ X,

pri ¢emu po definiciji smatramo da je inf ) = co. Uocimo da funkcija fj ima sljedeé¢a
svojstva:

1. Ako je z € Ny, onda je fr(x) <gq.
2. Ako z ¢ Ny, onda x ¢ N, za svaki p < ¢ i zato je fr(z) > ¢.

3. Uocimo da je

{zeX: fu(z) =00} C (P

q€Q
q>0
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4. Ako je mjera v o-konacna, onda je skup
{r e X : fr(x) = oo}

p-zanemariv. Dokaz ove tvrdnje je jednostavan. Radi jednostavnijeg zapisa
neka je A := ﬂqig P,. Kako je {z € X : fi(z) = oo} C A, dovoljno je
pokazati da je ,u(qA) = 0. Pretpostavimo da je p(A) > 0. Za svaki racionalan
broj ¢ > 0 je A C P,, a kako je P, pozitivan skup za pq = v — g, bilo bi
v(A) — qu(A) > 0. Specijalno, za svaki n € N bi imali v(A4) > nu(A), odakle
bismo prijelazom na limes n — co dobili ¥(A) = oo, $to bi bila kontradikcija
s ¢injenicom da je mjera v konac¢na na Xjy.

Pokazimo da je fi izmjeriva funkcija. Treba pokazati da je za svaki t € R izmjeriv
skup
{zeX: frlx) <t}

Kako je taj skup prazan za t < 0, nadalje pretpostavimo da je ¢ > 0. Tada je
{reX: filz) <t} ={ze Xi: fulz) <t}U(X\Xy)

i zato je dovoljno pokazati da je skup {x € X : fr(x) < ¢t} E-izmjeriv. U tu svrhu
odaberimo niz (g,) strogo rastuéih racionalnih brojeva takvih da je 0 < ¢, < ¢ i
limy, o g, = t. Dovoljno je pokazati da je

{weXi: fulz) <t} = J N

n=1

To je lako napraviti pomoc¢u (7.7) i gore navedena dva svojstva funkcije fi. Zaista,
ako je x € X}, takav da je fr(x) < t, onda je fr(x) < ¢, za neki nizato je x € Ny, .
Obrnuto, ako je x € N, , onda je f(z) < g, < t.

Sada ¢emo dokazati jednakost (7.5). Neka je E € 3. Za svakin € N, (N%)ieN
je rastuéi niz zanemarivih skupova. Zato i kako je Ny = 0 po definiciji, imamo

N

0 %

= N7,+1\N,

2
n n

o
(@

i 0

pa E N X mozemo zapisati kao

.. ozna¢imo s F
oznaCimo s E; . o

o0 e S
EnXy=JEn (N%\N%) U (E\UN%)
i=0 =0

Zbog disjunktnosti skupova iz gornjeg prikaza dobivamo

V(ENXy) =v(Ex) + Y _v(Ei),

i=1
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Kako je
E.

n
=
At
=

na skupu E; vrijedi

i zato je

tj.

Pokazimo da je

Eoo

Na skupu E. funkcija fj prima vrijednost co. Ako je p(Es) > 0, buduéi da je
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(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(v — Lp)(Ex) > 0 za svaki i € N, slijedi v(Esx) = 0o. Ako je p(Es) = 0, zbog

v < uje v(Ex) =0. U oba slucaja vrijedi jednakost.

Dodavajuéi jednakost (7.11) u (7.10) i zbrajajuéi po svim ¢ € N dobiva se

1 1
V(EﬁXk) — E[LL(EQX]C) < / fredp < I/(EﬂXk) + EM(EQX]C).
E

slijedi

I/(EﬂXk):/ frdu.
E

(7.12)
Kako je p(E N Xy) < p(Xy) < 00, to je lim, oo u(E N Xg) = 0 i zato iz (7.12)

Time smo pokazali da postoji X-izmjeriva funkcija f : X — [0,00] za koju vri-
jedi (7.4).

Kako bismo kompletirali dokaz teorema, pretpostavimo da je mjera v o-konacna

i dokazimo sljedece dvije tvrdnje:
(a) Mozemo smatrati da je f = >~ fi konacna funkcija, tj. da je

fHo0) ={z € X : f(z) = 00} = 0.



202 Radon-Nikodymov teorem

(b) Funkcija f je jedinstvena do na p-(s.s.) svojstvo.

(a) Za svaki k € N skup {z € X : fr(x) = oo} je p-zanemariv kao $to smo pokazali
ranije. Kako je

{reX: f@)=o00}=|J{reX: filx) =oc},
k=1

a prebrojiva unija zanemarivih skupova je takoder zanemariv skup, pokazali smo
daje {x € X : f(x) = oo} p-zanemariv skup. Buduéi da je f izmjeriva funkcija, taj
je skup ¥-izmjeriv i mjere nula. Zbog toga je f = fxj-1(s) (s.5.) takoder izmjeriva
funkcija i prema propoziciji 4.13. je [, fdp = [, [Xf-1(00) dit za svaki E € X.
Zato, ako je {x € X : f(z) = oo} # 0, mozemo funkciju f : X — [0, c0] zamijeniti s
realnom funkcijom fxf-1(o0) : X — [0,00)

(b) Neka su f,g: X — [0,00) dvije X-izmjerive funkcije takve da je

I/(E):/Efdu:/Egdu, VE € 3.

Treba pokazati da je skup {x € X : f(z) # g(x)} p-zanemariv. Neka je (Xj)ren
niz izmjerivih i medusobno disjunktnih skupova takvih da je

o0
X = U X, v(Xp) < o0,
k=1

Kako je

{reX:f(a)#g(@) = Jlz € Xp: fla) # gl)}

k=1

i kako je prebrojiva unija zanemarivih skupova zanemariv skup, dovoljno je pokazati
da su svi skupovi {z € Xj, : f(z) # g(z)} p-zanemarivi, tj. da je (9 — f)xx, =0
(u-s.s.). Neka je k € N. Po pretpostavci za svaki skup E € ¥ vrijedi

v(XxNE) = /fomE dp = /QXX;COE dp < .
Prema teoremu 4.32. zato je definiran integral [(g — f)xx,ng du i vrijedi
/(9 — Pxxnpdp = /gxxknE dp — /fxkaE dp = 0.

Drugim rije¢ima, za svaki E € ¥ je [,(9 — f)xx, du = 0. Prema teoremu 4.30.
tada je (g — f)xx, =0 (p-s.s.). n




7.16.

7.17.

7.18.
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7.4. Lebesgueova dekompozicija

. DEFINICLJA

Neka su p,v dvije mjere s predznakom na izmgerivom prostoru (X,¥). KaZemo da
su i 1 v medusobno okomite ili singularne i pisemo plv ako postoji A € 3 takav da
je A nul-skup za p, a A nul-skup za v.

Ako su i i v medusobno singularne mjere s predznakom i A skup iz prethodne
definicije, onda za svaki E € ¥ vrijedi

v(E)=v(ENA)+v(ENA°) =v(ENA),
w(E) = w(ENA) +u(ENA°) =v(ENA°.

Zato kazemo da je v koncentrirana na skupu A, a p koncentrirana na skupu A°.

PRIMJEDBA
Lako je pokazati da ée mjere p,v : ¥ — [0, 00| biti singularne onda i samo onda ako
postoji skup A € 3 takav da je u(A) =0 i v(A°) = 0.

PRIMJER. Neka je p mjera s predznakom na izmjerivom prostoru (X,%). Tada su
mjere ut i u= medusobno singularne. Zaista, neka je (P, N) Hahnova dekompozi-
cija od pr. Tada je PON =0, X = PUN i za svaki E € ¥ vrijedi

wH(E) = w(ENP),  p(E)=—p(ENN).

Zato je p*(N) = p(NNP) = p(0) =0 p~(P) = —p(PNN) = —p(®) = 0.

LEMA
(a) Neka su na izmjerivom prostoru (X,X) zadane realne mjere vi,ve i u takve
da je vy Ly i velp. Tada je (v2 —vq)Llp.

(b) Neka je p mjera, a v mjera s predznakom na izmgjerivom prostoru (X,3). Ako
jev L uivlyu, onda je v=0.

Dokaz. (a) Po pretpostavci postoje skupovi A1, A € ¥ takvi da je A nul-skup za
vy, Af nul-skup za p, Ay nul-skup za ve i AS nul-skup za u. Neka je A := A; N As.
Po tvrdnji (iii) iz propozicije 7.6. skup A je nul-skup i za v4 i za va, pa je A nul-skup
i za vy — 1. Nadalje, po tvrdnji (iv) iste propozicije skup A° = A§ U A§ je nul-skup
za, [.

(b) Kako je po pretpostavei vy, postoji skup A € ¥ takav da je on nul-skup
za p, a njegov komplement A° nul-skup za v. Treba pokazati da je v(E) = 0 za
svaki E € . Kako je u(E N A) = 0, pretpostavka v < u povlaci v(E N A) = 0.
Ocito je v(E N A°) = 0 jer je A° nul-skup za v i EN A° C A°. Zato je v(E) =
v(ENA)+v(ENAS) =0. n
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TEOREM (LEBESGUEOVA DEKOMPOZICIJA MJERE)
Neka su p,v : X — [0,00] dvije mjere na izmjerivom prostoru (X,%). Ako je v
o-konacna mjera, onda postoje i jedinstvene su mjere v, i vs na (X,X) takve da je

(i) v=v,+ vs,
(ZZ) Vg << /L;
(i) vsLp.

Mjeru v, nazivamo apsolutno neprekidni dio, a v, singularni dio mjere v u odnosu na
mjeru L.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je v kona¢na mjera. Neka je
N, ={AecX:pulA) =0}

Po pretpostavci mjera v je konacna pa skup {v(A4) : A € N,} ima supremum.
Odaberimo niz (A, )nen skupova iz N, takav da je

lim v(A,) =sup{r(4): AeN,}.

n—oo

Neka je
[ee]
N := U A,.
n=1

Koristeéi svojstvo o-subaditivnosti mjere p lako je pokazati da je u(N) = 0. Zato
je v(N) <sup{v(A): AeN,}i

v(An) <v(N) <sup{r(4): AeN,}, Vn € N,
odakle prijelazom na limes n — oo dobivamo
v(N) =sup{r(A) : A e N,}.
Definirajmo mjere v, i vs; formulama

vs(E) :=v(ENN), Ee€X
ve(E) :=v(ENN°), FEeX.
Tada je ocito v = v, + v,. Kako je u(N) =01 vs(N®) =0, to je vsLu. Sada éemo

pokazati da je v, < u. Neka je E € ¥ takav da je u(E) = 0. Treba pokazati da je
ve(E) = v(E N N°) = 0. Zaista je tako jer bismo u suprotnom imali

v(INU(ENN€))=v(N)+v(ENN° > v(N),

Sto bi bila kontradikcija.
Preostaje pokazati jedinstvenost Lebesgueove dekompozicije. Neka je v = v/, +v/,
rastav mjere v takav da je v, < piv,Lu. Tada je ocito (v, — v)) < u, a tvrdnja
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(a) leme 7.18. povlaci (vs — V) Lu. Sad ¢emo pokazati da je v, = V). Kako je
Vg — V), = Vs — VL, imamo (v, —v),) < pi (vg —v,)Lp. Po tvrdnji (b) iz leme 7.18.
je vg — v, = 0. Sli¢no se pokaze da je vs — v, = 0.

Slucaj kada je v o-konatna mjera svodi se na prethodna razmatranja. Neka je

o0
= U X,
n=1

pri ¢emu su skupovi X medusobno disjunktni i izmjerivi. Za svaki k € N neka je
Yp:={F € X :FE C Xy}, avgip restrikcije mjera v i p na izmjeriv prostor
(Xk, 2k). Primjenom gornje konstrukciju na vy i pg dobivamo niz (Ny)ren skupova
takvih da je Ny C Xj i u(Ng) = 0. Neka je N := U;il Ni. Tada mjere v,
i vy definriane formulama v,(E) = v(E N N°¢), vs(E) = v(E N N) daju trazenu
Lebesgueovu dekompoziciju. -

Zadaci za vjezbu

1. Neka su p; i po dvije realne mjere na izmjerivom prostoru (X,X), a A\; i Ay
bilo koja dva realna broja. Dokazite: (a) Ai1p1 + Aape je realna mjera. (b)
[Ad1p1] = |A1]|p1]- Uputa: (a) Za svaki niz (F,) izmjerivih skupova vrijedi

(A + dopz) (| En) = Mg ( U ) + Aapia( U E,)
n=1 n=1 n=1
=\ Zﬂl(En)+)\2ZM2( n Z A (En) + Aape(Ey))
n=1 n=1 n=1

= Z()qul + Aopi2)(Ep).

(b) Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija od p1. Ako je A; > 0, onda je
(P, N) Hahnova dekompozicija i od A1 pa je zato |Aipu1|(E) = (A1) (E) +
(>\1M1) (E) = (Ap)(ENP) = (Apa)(ENN) = Ay (ENP) = Apa (ENN) =
Mt (B) + Mpy (E) = [M|pa|(E). Ako je A1 < 0, onda je (N, P) Hahnova
dekompozicija od Auy pa je zato [Api|(E) = (Ap1) ™ (E) + Ap1) (E) =
(AMp)(ENN) = (Apn)(ENP) = A (ENN) = Ay (ENP) = A (pa (BN
P) —m(ENN)) = [Mil(uf (B) + py (E) = [ Al | (B

2. Neka su p; i p2 dvije realne mjere na izmjerivom prostoru (X, X). Dokazite:
(a) da postoji najveca realna mjera uy A o koja je manja i od pq iod pa. (b)
da postoji najmanja realna mjera 1 V pe koja je veéa i od py i od ps.
Uputa: (a) Definirajte (u1 A p2)(E) := min{u1(E), p2(E)} = (1 (E) +
2(E)— |1 (E)— s (E)]). (b) Definirajte (s Vyaz)(E) = max (s (E}. s (E)} =
3 (11 (B) + p2(E) + |1 (E) — p2(E))).
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3. Neka su A, v i p o-konaéne mjere na izmjerivom prostoru (X, ). Dokazite:

(a) Ako je v < p i ako je f nenegativna izmjeriva funkcija, onda je [ fdv =
v . . o d(Atv v

fffil—ud,u. (b) Ako je A < piv < p, onda je (d—j) = 3—2—1—3—#. (c) Ako
je v < A < p, onda je 9 :%Z_ﬁ' (d) Ako je v < p i p < v, onda je
dv _ (d_u)*l

dp — \dv '

Uputa: (a) Ako je p = 31" | o X, nenegativna jednostavna funkcija sa stan-
dardnim prikazom, onda je [@dv = Y1 v (E;) = Y1 a; [, Z—Zdu =
>, OéiXEig—ZdM = fgag—Zdu. Neka je (¢n)nen Tastuéi niz nenegativnih
jednostavnih funkcija koji po tockama konvergira prema funkciji f. Tada je
[ fdv =1lim, e [ @ndr = lim, o fgonfil—Zdu = ffg—;du. (b) Prvo uotimo
daje A+ v < p. Zasvaki E € ¥ je v(E) = [, j—;du 1AE) = [, Z—zdu. Zato
je A+v)(E) = [ (% + g—;)du. (c) Za svaki E € ¥ je v(E) = [, %&d\ =
I %g—ﬁdu. Uocite da zadnja jednakost slijedi iz tvrdnje (a). (d) Prema (c)

je % = j—;%ﬁ. Kako je % =1, slijedi tvrdnja.

. Neka su p i v mjere na izmjerivom prostoru takve da je v(E) = fE fdp zaneku

izmjerivu funkeiju f : X — [0,00]. U uvodnom razmatranju kod tocke 7.3.
pokazali smo da je mjera v apsolutno neprekidna u odnosu na p. (a) Dokazite
da je mjera v singularna s u ako i samo ako je f =0 (p-s.s.). (b) Dokazite da
za svaku izmjerivu funkciju g : X — [0, 00] vrijedi [gdv = [gf dp.

Uputa: (a) Ako se postupi sliéno kao u uvodnom razmatranju kod tocke 7.3.,
pomocu propozicije 4.13. lako je zakljuciti:

ply <=  FAe X v(A) =pu(A%) =0

pwgé&lg' f=0(u-ss.) na A& pu(A° =0
<— [f=0(pss.) naX.

(b) Postupite sli¢no kao u prethodnom zadatku pod (a).

. Neka su na izmjerivom prostoru (X, ¥) zadane realne mjere v1, v2 i p. Dokazite:

(a) Ako je v1 L i vely, onda je (cvy + cave) Ly za sve ¢1,co € R. (b) Ako
je 1 € pivy <, onda je (c1v1 + cave) K p za sve ¢1,c0 € R
Uputa: (a) Oponasajte dokaz tvrdnje (a) iz leme 7.18. (b) Ako je u(E) =0,
onda je 11 (E) = 01 vo(E) = 0 pa je zato (civ1 + care)(E) = 0.

. Nustrirajmo primjerom da Radon-Nikodymov teorem ne mora vrijediti ako

mjera p nije o-konacéna. Neka je X = [0, 1], a za o-algebru ¥ uzmimo familiju
svih Lebesgueovih skupova iz [0, 1]. Nadalje, neka v bude Lebesgueova mjera
A, a 1 mjera prebrojavanja (p nije o-konac¢nal!). Tada je v konaéna mjera i
apsolutno neprekidna u odnosu na u. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom.
Pretpostavimo da postoji X-izmjeriva funkcija f : X — [0,00] takva da je
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v(E) = fE fdup za svaki E € 3. Specijalno, tada bismo imali

1=v(X)= /deu (7.13)

i zato ¢e dokaz biti kompletiran ako pokazemo da je f = 0, jer tada ne
moze vrijediti (7.13). Preostaje pokazati da je f = 0 ili ekvivalentno da je
Ey:={z e X : f(z) # 0} = (. Kako je v kona¢na mjera, f je integrabilna po
mjeri p, tj. v(X) = fX fdu < co. Zbog toga je skup Ey o-konacan s obzirom
na mjeru prebrojavanja u (vidi propoziciju 4.28.), odakle lako slijedi da je Ey
najvise prebrojiv skup i zato je v(Ep) = 0. Nadalje, kako je 0 = v(Ey) =
on fdp = [ fxe, du, tvrdnja (a) iz propozicije 4.13. povladi fxg, = 0 (u-
s.s.), tj. {x € Ep : f(x) # 0} je u-zanemariv, a kako je 1 mjera prebrojavanja,
to znaci da je Ey = 0.

7. Neka je (X,%) = (R, B(R)), §, Diracova mjera koncentrirana u tocki z, a A
Lebesgueova mjera. Pokazite da je §, L.

Uputa: Iskoristite primjedbu 7.16.
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Integralna suma, 149

Izmjerivi pravokutnici, 169

Jensen, J., 159
Jordan, C., 195

Konvergencija
po mjeri, 181
skoro svuda, s.s., 181
skoro uniformno, s.u., 181
u LP, 181

Lebesgue, H.L., 2
Levi, B., 124

Minkowski, H., 162
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Mjera Ocekivanje sluc¢ajne varijable, 168
0 — 1 mjera, 33
o-kona¢na, 28 Produkt izmjerivih prostora, 169

apsolutno neprekidna, 196

Borelova, 30, 89
Diracova, 28
diskretna, 28
konac¢na, 27

Lebesgue-Stieltjesova, 77

Lebesgueova, 52, 56
lokalno konaé¢na, 89
na o-algebri, 27
negativni dio, 195
polukonacna, 33
potpuna, 80
pozitivni dio, 195
prebrojavanja, 28
realna, 189
regularna, 62

regularna iznutra, 60, 62

regularna izvana, 60, 62
s predznakom, 189
singularne mjere, 203
skupa, 27

unutarnja, 85

vanjska, 36

Lebesgue-Stieltjesova, 74
Lebesgueova na R%, 54

Lebesgueova na R, 50
vjerojatnosna, 30
zasi¢ena, 88

Monotona klasa, 23

Nejednakost
Cebisevljeva, 129
Holderova, 161
Jensenova, 159
K-A-G-H, 160
Minkowskog, 162
Schwarzova, 162
Youngova, 161

Nikodym, O.M., 196

Niz skupova
monotono padajuéi, 22
monotono rastuéi, 22

Produktna o-algebra, 169
Produktna mjera, 173
Prostor
Banachov, 166
izmjeriv, 17
metricki, 166
mjere, 27
normiran, 165
potpun, 166
potpune mjere, 80
topoloski, 17
Prostor mjere
zasi¢en, 88
Proto-mjera, 40

Radon, J., 196

Rastav segmenta, 149
Restrikcija o-algebre, 143
Restrikcija mjere, 32, 144
Riemann, B.; 1

Riesz, F., 182

Schwarz, H. A., 162
Skup
wr-izmjeriv, 37
Borelov, 19
Cantorov, 65
izmjeriv, 17
Lebesgueov, 52, 56
lokalno izmjeriv, 88
negativan, 191
nul-skup, 191
otvoren, 17
pozitivan, 191
Vitalijev, 59
zanemariv, 80
Slika mjere, 32
Slucajna varijabla, 168
Sredina
aritmeticka, 160
geometrijska, 160
harmonijska, 160



kvadratna, 160
Stieltjes, T.J., 74

Teorem
o dominiranoj konvergenciji, 138
o monotonoj konvergenciji, 125
Tonelli, L., 174
Topologija, 17
Totalna varijacija, 196

Upotpunjenje
o-algebre, 84
mjere, 84
prostora, 84

Varijacija mjere, 195

Varijanca slucajne varijable, 168
Vitali, G., 59

Volterra, V., 3

Young, W.H., 161
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