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PREDGOVOR

Sadržaj ovog udžbenika izvodio se posljednjih nekoliko godina u okviru ko-
legija Grupiranje podataka i primjene u 8. semestru sveučilišnog nastavničkog
studija Matematike i informatike i u 2. semestru sveučilišnog diplomskog
studija Matematika, smjer Matematika i računarstvo i izbornog predmeta
Grupiranje podataka: pristupi, metode i primjene u 2. semestru sveučilišnog
diplomskog studija Matematika, smjer Financijska matematika i statistika
na Odjelu za matematiku Sveučilišta u Osijeku (30 sati predavanja i 30 sati
seminara, 6 ECTS bodova).

Tekst je pisan tako da podrazumijeva poznavanje osnova matematičke
analize, linearne algebre, numeričke matematike i programiranja, a namije-
njen je studentima diplomskih studijskih programa u STEM područjima.

Brojni ilustrativni primjeri doprinose razumijevanju izložene materije.
Osim toga, u okviru svakog poglavlja nalaze se brojni zadaci: od sasvim
jednostavnih, do onih koji mogu poslužiti kao teme seminarskih i sličnih
radova. Izrada većeg broja zadataka povezana je s mogućnošću korištenja
programskih sustava Mathematica ili Matlab.

Sadržaj naveden u ovom udžbeniku, kao i priloženi Mathematica-progra-
mi, mogu poslužiti i u nekim praktičnim istraživanjima. Za sve metode
navedene u udžbeniku izrađeni su odgovarajući moduli, a Mathematica-
kodovi slobodno su dostupni na adresi: https://www.mathos.unios.hr/images/

homepages/scitowsk/Clustering.rar.
Opsežna recentna literatura navedena na kraju udžbenika, koja obuhvaća

brojne knjige i odgovarajuće članke iz renomiranih međunarodnih znanstve-
nih časopisa, daje neophodan pregled najvažnijih spoznaja, a također može
poslužiti i za nastavak samostalnog rada u ovom znanstvenom području.

U ovom udžbeniku razmatra se problem grupiranja konačnog skupa to-

 https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar
 https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar
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čaka a = (a1, . . . , an) ∈ Rn. Kako Rn možemo promatrati i kao realni vek-
torski prostor, njegove elemente označavat ćemo s a = (a1, . . . , an)T ∈ Rn
te ih ponekad zvati točkama, a ponekad vektorima u ovisnosti o kontekstu.
Pri tome to nećemo uvijek posebno naglašavati.

Zbog specifičnih zahtjeva matematičkog teksta i sličnih zahtjeva u pro-
gramskim sustavima Mathematica, Matlab, i FORTRAN, cijeli dio od deci-
malnog dijela decimalnog broja odvajan je decimalnom točkom (.), a ne
decimalnim zarezom (,).

Svi teoremi, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjeri i zadaci u
tekstu imaju svoju jedinstvenu oznaku i na taj način pozivaju se u cijelom
tekstu. Zbog toga su pisani velikim početnim slovom1.

Zahvaljujemo recenzentima Robertu Mangeru, Ivanu Slapničaru i Snje-
žani Majstorović te lektorici Ivanki Ferčec, koji su svojim primjedbama i
prijedlozima značajno pomogli da ovaj tekst bude bolji. Također zahva-
ljujemo kolegi Ivanu Soldi koji je u tehničkom smislu pomogao podizanju
kvalitete ovog udžbenika.

Osijek, 10. siječnja 2020. Rudolf Scitovski
Kristian Sabo

1Za pregledavanje ovog udžbenika Adobe Readerom možete koristiti sljedeće pogodnosti:
• klikom na naslov nekog poglavlja u Sadržaju dolazite na to poglavlje. Povratak (na

isto mjesto odakle ste krenuli) je držanjem tipke Alt pa nakon toga pritisnuti tipku
< ;

• klikom na oznaku nekog teorema, leme, definicije, slike, tablice, primjedbe, primjera
ili zadatka u tekstu odlazite na taj objekt. Povratak je na prethodno opisani način;

• klikom na oznaku neke reference u tekstu odlazite na tu referencu u Literaturi na
kraju knjige. Povratak je na prethodno opisani način;

• klikom na oznaku stranice u Indeksu na kraju knjige odlazite na taj pojam u knjizi.
Povratak je na prethodno opisani način.
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Poglavlje 1

Uvod

Namjena ovog udžbenika je upoznati studente s najnovijim spoznajama u
području grupiranja podataka i mogućnostima primjena. Različite moguć-
nosti grupiranja podataka koriste se u brojnim znanstvenim disciplinama.
Navedimo neke od njih.
Primjer 1.1. Na Slici 1.1a točkicama su prikazane geografske lokacije u ši-
rem području Republike Hrvatske na kojima se od 1900. godine dogodio potres
magnitude ≥ 3. Ovi podaci slobodno su dostupni na U.S. Geological Survey
http: // earthquake. usgs. gov/ u obliku: Godina/Mjesec/Dan/Sat/Min./Sec./Latituda
(ϕ)/Longituda (λ)/Dubina/Magnituda/. Iz ovih podataka definiramo skup

A = {ai = (λi, ϕi) ∈ R2 : Lλ ≤ λi ≤ Uλ, Lϕ ≤ ϕi ≤ Uϕ},
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Slika 1.1: Određivanje zona seizmičkih aktivnosti

koji sadrži lokacije potresa određene longitudom λi i latitudom ϕi u pravo-
kutniku [Lλ, Uλ] × [Lϕ, Uϕ] koji definira šire područje Republike Hrvatske.

1

http://earthquake.usgs.gov/


2 Uvod

Nadalje, svakoj točki ai pridružuje se težina wi > 0 definirana kao magni-
tuda Mi potresa u točki ai. U našem je slučaju A ⊂ [12.5, 21]× [41.5, 47.5], a
broj podataka je |A| = 8 744. Budući da je ovo relativno maleno geografsko
područje, neće biti potrebna transformacija u Gauss-Krügerov koordinatni
sustav. U svrhu određivanje zona seizmičkih aktivnosti koristit će se 5 324
podataka magnitude ≥ 3, između kojih se nalazi 4 051 podataka magnitude
< 4, 1 124 podataka magnitude između 4 i 5, i 149 podataka magnitude ≥ 5.

Primjenom Mahalanobis inkrementalnog algoritma (točka 6, str. 99) i
Mahalanobis k-means algoritma (točka 6.4.1, str. 111) uz korištenje Mahala-
nobis indeksa (točka 6.5, str. 114) za izbor particije s najprikladnijim brojem
elipsoidnih klastera, određene su dominantne zone seizmičkih aktivnosti u ši-
rem području Republike Hrvatske (elipsoidna područja na Slici 1.1a): Slove-
nija i sjeverozapadna Italija (Z1), sjeverna Hrvatska (Z2), istočno područje
Italije (Z3), Jadransko more i Dalmacija (Z4), Dinara i Bosna i Hercego-
vina (Z5), područje Ston–Metković, južno jadransko područje i južna Bosna
i Hercegovina (Z6) i Dubrovnik i Crna Gora (Z7).

Slični podaci prikazani su za Pirenejski poluotok od 1978. godine na
Slici 1.1b. Težine podataka definirane su također kao magnitude potresa.
Geografske pozicije potresa grupirane su u zone seizmičkih aktivnosti, koje
su u formi elipsi također prikazane na Slici 1.1.

Detaljan opis problema, način izračunavanja i diskusija rezultata dani
su u [62, 98].

(a) Osijek: 1985.-2014.
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Slika 1.2: Prosječne dnevne temperature klastera toplih dana u Osijeku od 1985.
do 2014. i detaljnija analiza za 2014. godinu

Primjer 1.2. U cilju istraživanja klimatskih promjena u Osijeku promatrani
su podaci o prosječnim dnevnim temperaturama od 1985. godine (vidi Burnov
dijagram na Slici 1.2a). Specijalno, na Slici 1.2b prikazane su prosječne
dnevne temperature izražene u ◦C od 21. ožujka 2014. do 21. ožujka 2015.
godine (Sunčeva godina), a na Slici 1.2c primjenom Burnovog dijagrama
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(vidi točku 2.4.2, str. 31) prikazani su klasteri toplih dana iste godine.
Uočava se da je 2014. godina imala jedno dugo, toplo i stabilno razdob-

lje koje je trajalo od 21. svibnja do 21. rujna. Prvih 43 dana do 2. srpnja
prosječna dnevna temperatura bila je 20.2◦C, a nakon toga čak 80 dana pro-
sječna dnevna temperatura bila je 20.6◦C. Najviša prosječna dnevna tempe-
ratura 2014. godine zabilježena je već 11. lipnja i iznosila je 27.4◦C.

U ovom istraživanju radi se o periodičnim podacima pa ih je prikladno
promatrati kao podatke na kružnici (vidi točku 2.4, str. 28). Detaljan opis
problema, način izračunavanja i diskusija rezultata dani su u [86].

Primjer 1.3. Na Slici 1.3a prikazan je histogram visokog vodostaja Drave
kod Donjeg Miholjca od 1900. godine, a na Slici 1.3b odgovarajući Burnov
dijagram.
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-400 -200 200 400

-400

-200

200

400

(b) Burnov dijagram

9. lipnja
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zimaproljeće

ljeto jesen

Slika 1.3: Vodostaj Drave kod D.Miholjca od 1900. godine

Točke na Burnovom dijagramu prikazuju godišnje trenutke visokog vo-
dostaja i njihove vrijednosti kao mjeru udaljenosti točke do ishodišta. Točke
na Burnovom dijagramu grupirane su u dva klastera primjenom specijalne
kvazimetričke funkcije za periodične podatke (vidi točku 2.4, str. 28). Primi-
jetite da se najviši vodostaj Drave kod D. Miholjca može očekivati početkom
lipnja i krajem listopada (centri klastera!).

U ovom istraživanju korištena je jedna modifikacija Metode najbližih
susjeda. Detaljan opis problema, način izračunavanja i diskusija rezultata
dani su u [88].

Primjer 1.4. Na Slici 1.4 prikazano je nekoliko tipičnih medicinskih slika:
crno-bijela slika ljudskog mozga1 (Slika 1.4a), slika glave ljudskog embrija
nakon 28 tjedana (Slika 1.4b (vidi [37, 76]), slika prostate (Slika 1.4c) i

1Sliku pripremio dr. Salha Tamer, KBC Osijek, Klinički zavod za dijagnosticku i inter-
vencijsku radiologiju.
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tkivo raka dojke (Slika 1.4d). Primjenom klaster analize cilj je prepoznati
anomalije i tendencije njihovih povećanja ili smanjivanja. U ovom slučaju
radi se o prepoznavanju jedne ili više elipsi na slici.

(a) Ljudska glava (b) Glava fetusa (c) Prostata (d) Rak dojke

Slika 1.4: Prepoznavanje objekata na medicinskim slikama

Nešto jednostavniji primjeri prepoznavanja više elipsi na slici iz realnog
svijeta prikazani su na Slici 1.5.

(a) Original (b) Canny filter (c) Prepoznavanje

(d) Original (e) Canny filter (f) Prepoznavanje

Slika 1.5: Prepoznavanje elipsi na slikama iz realnog svijeta

Za svaku od navedenih slika najprije je potrebno provesti postupak predo-
brade slike primjenom nekog od poznatih filtera, kao što je primjerice Canny
filter (vidi [18]). Na taj način nastoji se izdvojiti važnije obrise na slici (vidi
primjerice Sliku 1.5b ili Sliku 1.5e).

Nakon toga, na ovako pripremljenu sliku može se primijeniti metoda2
navedena u točki 8.9, str. 165 ili u točki 8.10, str. 170. Za slike prikazane
na Slici 1.5 rezultati su prikazani na Slici 1.5c, odnosno na Slici 1.5f.

2Za navenu metodu student Odjela za matematiku, Sveučilišta u Osijeku Patrick Nikić
izradio je demo verziju programa koja je javno dostupna na http://cs.mathos.unios.
hr/~pnikic/ells/.

http://cs.mathos.unios.hr/~pnikic/ells/
http://cs.mathos.unios.hr/~pnikic/ells/
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Primjer 1.5. Tipični oblik generalizirane kružnice, čije je središte segment,
imaju Enterobacter cloacae i Enterobacter aerogenes, koje možemo naći u
ljudskom gastrointestinalnom traktu, i Escherichia coli (vidi Sliku 1.6a). De-
tekcija ovakvih bića može se provesti primjenom grupiranja podataka u klas-
tere čiji su centri generalizirane kružnice. Detaljan opis problema, način
izračunavanja i diskusija rezultata dani su u [96].

(a) Escherichia Coli (b) Polje kukuruza

Slika 1.6: Slika Escherichia coli potječe iz National Institutes of Health, agencije
United States Department of Health and Human Services, a slika polja kukuruza
je iz rada [113]

Primjer 1.6. Procesi sadnje, gnojidbe i zaštite te konačno žetva plodova,
najvažniji su procesi u poljoprivrednoj proizvodnji koji mogu biti automati-
zirani. Prilikom bilo kojeg od navedenih procesa poljoprivredne proizvodnje
čovjek mora upravljati strojem (npr. traktorom) s visokom preciznošću te
ponavljati istu radnju više sati, što može biti jako zamorno. Prihvatljivo
točno i u realnom vremenu detekcijom redova zasijanih biljaka (primjerice
redove kukuruza na Slici 1.6b) moguće je automatizirati strojni rad pomoću
kojeg se obavljaju za čovjeka zamorni, a nekada i suviše zahtjevni, dijelovi
proizvodnje.

Postupkom koji je sličan postupku opisanom u Primjeru 1.4 najprije je
potrebno provesti postupak predobrade primjenom Canny filtera, a nakon
toga primjenom neke od metoda prepoznavanja više pravaca na slici koje su
navedene u točki 8.5, str. 145 u što kraćem vremenu što preciznije odrediti
redove zasijanih biljaka.

Primjer 1.7. Prethodno spomenuti problem detekcije više pravaca na slici
također se često javlja u građevinarstvu prilikom određivanja glavnih pra-
vaca neke zgrade (Slika 1.7a), prilikom određivanja smjera kretanja ceste
(Slika 1.7b) itd.
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(a) Pravci zgrade (b) Pravci ceste

Slika 1.7: Pravci

Primjer 1.8. Problem optimalnog definiranja izbornih jedinica u nekoj zem-
lji općenito je težak optimizacijski problem, pogotovo u državama s velikim
brojem teritorijalnih jedinica. Iz tog je razloga ovaj problem i dalje popu-
laran u znanstvenoj i stručnoj literaturi gdje se mogu pronaći algoritmi
za generiranje raspodjele izbornih jedinica utemeljeni na raznim pristupima
[17, 26, 41, 71, 72]. Postoji mnoštvo primjera u kojima su političke stranke
pristrano generirale izborne jedinice u skladu sa svojim političkim intere-
sima. Najpoznatiji takav primjer dogodio se 1812. godine kada je država
Massachusetts pristrano podijeljena u neprirodne izborne jedinice. Prema
tadašnjem guverneru Massachusettsa Elbridgu Gerryju, ovakvo prekrajanje
izbornih jedinica poznato je u literaturi kao Gerrymandering (vidi primerice
[17, 26]). Prema trenutno važećim zakonima u Republici Hrvatskoj, izborne
jednice trebale bi se sastojati od približno jednakog broja birača (do na 5%),
koje povezuje zajednički interes kroz ekonomsku, prometnu, povijesnu i drugu
povezanost. Ovakav problem moguće je rješavati kao problem grupiranja po-
dataka. Tako se primjerice u radu [79] primjenjuje metoda koja kombinira
elemente klaster analize i metode kvadratne optimizacije. U tom radu pro-
matra se područje Republike Hrvatske organizirano u m = 556 teritorijalnih
jedinica (gradova ili općina), koje su određene svojim geografskim položa-
jem u tzv. Gauss–Krügerovom koordinatnom sustavu točkama ai = (xi, yi),
i = 1, . . . ,m. Nadalje, pretpostavlja se da teritorijalna jedinica ai ima qi
birača i da je ukupni broj birača Q određen sa

∑m
i=1 qi = Q. Teritorij Repu-

blike Hrvatske želimo podijeliti u k, (1 < k < m), izbornih jednica (klastera)
π1, . . . , πk, tako da

(i) opću izbornu jednicu sačinjavaju teritorijalne jednice (gradovi i općine)
koje su u nekom razdaljinskom smislu međusobno bliske,

(ii) je zadovoljen uvjet da se broj birača u izbornim jedinicama ne smije
razlikovati više od ±5%.
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Odgovarajuća kriterijska funkcija kao i rezultati dobiveni temeljem podataka
iz 2007. godine dani su u [79].

Spomenimo još da je ovaj problem moguće promatrati i tako da izborne
jedinice ne budu jednake veličine te da imaju različiti broj zastupnika, kao
što je to napravljeno u radu [56] (jedno od mogućih rješenja na primjeru
Republike Hrvatske prikazano je na Slici 1.8a).

(a) Izborne jedinice

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
6

7

8

9

10

(b) Klasteri projekata

Slika 1.8: Neke primjene grupiranja podataka u društvenim znanostima

Primjer 1.9. U radu [114] razmatra se problem grupiranja i rangiranja is-
traživačkih projekata prijavljenih na raspisani natječaj. Projekti se grupiraju
u klastere na temelju ocjena dobivenih u recenzentskom postupku uz primjenu
adaptivne Mahalanobis kvazimetričke funkcije. Posebno se analizira klaster
najbolje ocijenjenih projekata. Navedeno je nekoliko mogućnosti korištenja
podataka dobivenih recenzentskim postupkom, a predložena metoda ilustri-
rana je na primjeru internih istraživačkih projekata na Sveučilištu u Osijeku.
Na Slici 1.8b prikazana je jedna mogućnost razvrstavanja projekata.

(a) Originalna fotografija (b) Reprezentacija s 2 nijanse (c) Reprezentacija s 8 nijansi

Slika 1.9: Segmentacija crno-bijele slike „Elaine”

Primjer 1.10. Grupiranje podataka može se primijeniti u svrhu segmen-
tacije slike [85]. Na Slici 1.9a prikazana je „crno-bijela” 512 × 512 slika
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„Elaine” i njena segmentacija u 2 (Slika 1.9b) i 8 (Slika 1.9c) klastera (ni-
jansi). U ovom slučaju podaci A = {ai ∈ R : i = 1, . . . , 262 144} imaju samo
jedan atribut (gray level). Redni broj (indeks) podatka ai definira njegovu
poziciju na slici.

Metoda grupiranja podataka također se često koristi u robotici [23, 24],
u računalnoj simulaciji [2, 37], prilikom upravljanja energetskim resursima
[82, 119, 120], u bioinformatici i analizi velikih skupova podataka (engl.: big
data analysis) [83, 106], kod segmentacije astronomskih i geoloških oblika, za
kontrolu kvalitete vina [73], za detektiranje predmeta i oblika [37], u svrhu
detekcije instalacija pod zemljom i u zidu, za klasifikaciju i obradu teksta
[28], itd.

Programska podrška
Postoje različiti izvori programske podrške za traženje i grafičko prikazivanje
grupiranja podataka. Navedimo neke koji su korišteni u ovom udžbeniku:

• Programski sustav Mathematica: naredba FindClusters s kvazime-
tričkim funkcijama:
DistanceFunction→ SquaredEuclideanDistance (default),
DistanceFunction→ManhattanDistance, . . .

• Mathematica-moduli uz ovaj udžbenik:
https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar

https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Clustering.rar


Poglavlje 2

Reprezentant

Često je u primijenjenim istraživanjima potrebno dani skup podataka repre-
zentirati jednim podatkom koji na neki način obuhvaća većinu svojstava pro-
matranog skupa. Najčešće korištena veličina u tom smislu je dobro poznata
aritmetička sredina podataka. Primjerice, prosječna ocjena svih položenih
kolegija nekog studenta može se izraziti aritmetičkom sredinom, ali stopu
ekonomskog rasta tijekom nekoliko godina ne bi bilo dobro predstaviti na
takav način (vidi [87]). U ovom poglavlju razmotrit ćemo dva najčešće ko-
rištena reprezentanta nekog skupa podataka: aritmetičku sredinu i medijan
skupa.

2.1 Reprezentant podataka s jednim obilježjem

Skup podataka s jednim obilježjem obično interpretiramo kao konačan pod-
skup A = {a1, . . . , am} ⊂ R skupa realnih brojeva1. U cilju određivanja
realnog broja c? ∈ R koji će što bolje reprezentirati skup podataka A
(reprezentant skupa A) najprije je potrebno definirati neku mjeru među-
sobne udaljenosti elemenata skupa A. Naravno, to može biti neka od poz-
natih metričkih funkcija, ali raznovrsne primjene pokazuju da je kao mjeru
udaljenosti korisnije uvesti funkciju koja će imati samo svojstvo pozitivne
definitnosti.

1U cijelom tekstu elementi ai ∈ Rn skupa A ⊂ Rn označavaju se gornjim indeksom jer
je donji indeks rezerviran za komponente elementa ai.

9
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Definicija 2.1. [105] Funkciju d : R×R→ R+, R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, koja
ima svojstvo pozitivne definitnosti:

(i) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ R,
(ii) d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

zovemo kvazimetrička funkcija.
Dvije najčešće korištene kvazimetričke funkcije na R su kvazimetrička

funkcija najmanjih kvadrata (engl.: least squares distance like function) i
`1-metrička funkcija koja se u literaturi (vidi primjerice [30, 33, 49, 81])
često naziva Manhattan metrička funkcija:

dLS(x, y) = (x− y)2 [least squares (LS) kvazimetrička funkcija]
d1(x, y) = |x− y| [`1-metrička funkcija (Manhattan metrika)]

Zadatak 2.1. Provjerite vrijedi li na skupu realnih brojeva:

d1(x, y) = d2(x, y) = d∞(x, y) = dp(x, y), p ≥ 1, ∀x, y ∈ R,

gdje je dp metrika na R (vidi primjerice [53, 106]).

Zadatak 2.2. Pokažite da funkcija dLS iz prethodnog primjera nije metrika
na R, a da je funkcija d1 metrika na R.

Definicija 2.2. Neka je d : R × R → R+ kvazimetrička funkcija. Najbolji
reprezentant skupa podataka A = {a1, . . . , am} ⊂ R u odnosu na kvazime-
tričku funkciju d je točka c? ∈ R u kojoj se postiže globalni minimum funkcije
F : R→ R+,

F (x) =
m∑
i=1

d(x, ai), (2.1)

što formalno zapisujemo na sljedeći način:

c? ∈ argmin
x∈R

m∑
i=1

d(x, ai). (2.2)

Primijetite da za točku globalnog minimuma c? ∈ R i za svaki x ∈ R vrijedi

F (x) =
m∑
i=1

d(x, ai) ≥
m∑
i=1

d(c?, ai) = F (c?), (2.3)

pri čemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x = c?. Zapis (2.2)
sugerira da može postojati više točaka u kojima se postiže globalni minimum
funkcije F .
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2.1.1 Najbolji LS-reprezentant

Funkcija (2.1) u slučaju LS-kvazimetričke funkcije

FLS(x) :=
m∑
i=1

(x− ai)2 (2.4)

postiže jedinstveni globalni minimum za

c?LS = argmin
x∈R

m∑
i=1

dLS(x, ai) = 1
m

m∑
i=1

ai, (2.5)

jer je FLS konveksna funkcija te vrijedi F ′LS(c?LS) = 0 i F ′′LS(x) = 2m > 0,
∀x ∈ R. Dakle, najbolji LS-reprezentant skupa podataka A ⊂ R je obična
aritmetička sredina2, koja ima svojstvo da je suma kvadrata odstupanja do
svih podataka minimalna:

m∑
i=1

(x− ai)2 ≥
m∑
i=1

(c?LS − ai)2, (2.6)

pri čemu jednakost vrijedi za x = c?LS .
Kao mjera raspršenosti skupa podataka A oko aritmetičke sredine c?LS u

statističkoj literaturi [12] koristi se varijanca podataka (prosječno kvadratno
odstupanje):

s2
m = 1

m−1

m∑
i=1

(c?LS − ai)2. (2.7)

Broj sm zovemo standardna devijacija.

Primjer 2.1. Zadan je skup podataka A = {2, 1.5, 2, 2.5, 5}. Njegova arit-
metička sredina je c?LS = 2.6.

Na Slici 2.1a vidljivi su podaci i aritmetička sredina c?LS , na Slici 2.1b tzv.
„reziduali” podataka (brojevi c?LS−ai), a na Slici 2.1c graf funkcija FLS . Primijetite
da je njezin graf parabola i da je FLS(c?LS) = 7.7. Kolika je varijanca, a kolika
standardna devijacija ovog skupa?

2Problem traženja najboljeg LS-reprezentanta skupa podataka pojavljuje se u literaturi
kao poznati princip najmanjih kvadrata, koji je 1795. godine postavio njemački matematičar
Carl Friedrich Gauss (1777.–1855.) prilikom izučavanja kretanja nebeskih tijela, što je
objavio 1809. godine u radu Teoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus Conicis
Solem Ambientium, Perthes and Besser, Hamburg. Treba također napomenuti da je 1805.
godine francuski matematičar Adrien-Marie Legendre (1752.-1833.) prvi objavio algebarski
postupak metode najmanjih kvadrata.
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(c) Funkcija FLS

Slika 2.1: Aritmetička sredina skupa A = {2, 1.5, 2, 2.5, 5}

Što bi se dogodilo ako bi se među podacima pojavio barem jedan „outlier” (jako
stršeći podatak)? Kako bi se u tom slučaju promijenio najbolji LS-reprezentant
(aritmetička sredina) skupa A? Koji biste rezultat biste dobili ako bi umjesto
podatka 5 stajao broj 10?
Zadatak 2.3. Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R skup podataka, a c?LS njegova
aritmetička sredina. Pokažite da tada vrijedi:

m∑
i=1

(c?LS − ai) = 0.

Provjerite ovo svojstvo na podacima iz Primjera 2.1.

Zadatak 2.4. Neka su A = {a1, . . . , ap}, B = {b1, . . . , bq} ⊂ R disjunk-
tni skupovi, a a?LS i b?LS njihove aritmetičke sredine. Pokažite da je tada
aritmetička sredina skupa C = A

⋃
B:

c?LS = p
p+qa

?
LS + q

p+q b
?
LS .

Provjerite formulu na nekoliko primjera. Kako bi glasila generalizacija ove
formule za n skupova podataka A1, . . . ,An s po p1, . . . , pn elemenata?

2.1.2 Najbolji `1-reprezentant

Najprije ćemo razmotriti jednostavniji slučaj kada skup A sadrži međusobno
različite brojeve. Slučaj kada među podacima može biti i jednakih razma-
tramo u točki 2.1.3, str. 15.

Kao što pokazuje sljedeća lema, funkcija (2.1) u slučaju `1-metričke funk-
cije

F1(x) :=
m∑
i=1
|x− ai|, (2.8)

postiže svoj globalni minimum na medijanu skupa A (vidi primjerice [12,
77, 106]).
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Lema 2.1. Neka je A = {ai ∈ R : i = 1, . . . ,m} skup međusobno različitih
podataka. Funkcija F1 zadana s (2.8) postiže svoj globalni minimum na
medijanu skupa A.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, a bez smanjenja općenitosti, možemo pretpos-
taviti da je a1 < a2 < · · · < am. Primijetite da je funkcija F1 konveksna
po dijelovima linearna funkcija (vidi Sliku 2.2c) pa zato globalni minimum
može postići u jednoj točki iz A ili u svakoj točki intervala između dviju
točaka iz A.

Pretpostavimo da je x ∈ (ak, ak+1). Tada vrijedi

F1(x) =
k∑
i=1

(x− ai)−
m∑

i=k+1
(x− ai) = (2k −m)x−

k∑
i=1

ai +
m∑

i=k+1
ai,

F ′1(x) = 2k −m.
Prema tome, funkcija F1 opada na intervalu (ak, ak+1) ako je k < m

2 , od-
nosno raste ako je k > m

2 .
Zato moramo razmotriti dva slučaja:
• Ako je m neparan, tj. m = 2p + 1, funkcija F1 postiže svoj globalni
minimum na srednjem podatku ap,

• Ako je m paran, tj. m = 2p, funkcija F1 postiže minimum u svakoj
točki intervala [ap, ap+1].

Dakle, najbolji `1-reprezentant skupa A ⊂ R je medijan skupa A.

Primijetite da medijan skupa Amože biti skup (segment realnih brojeva)
ili samo jedan realni broj. Ako je medijan skupa A skup, označavat ćemo
ga s MedA, a njegove elemente s medA. medA je broj koji ima svojstvo
da je suma apsolutnih odstupanja do svih podataka minimalna.3

m∑
i=1
|x− ai| ≥

m∑
i=1
|medA− ai|, (2.9)

3Problem traženja najboljeg `1-reprezentanta skupa podataka pojavljuje se u literaturi
kao poznati princip najmanje sume apsolutnih odstupanja i pripisuje se hrvatskom znans-
tveniku Josipu Ruđeru Boškoviću (1711.–1787.), koji je ovaj princip iznio još 1757. godine
u radu [16]. Dugo je vremena ovaj princip zbog složenosti računskih procesa zapostav-
ljan u odnosu na Gaussov princip najmanjih kvadrata. Tek dolaskom modernih računala
ovaj princip ponovo je zauzeo važno mjesto u znanstvenim istraživanjima, posebno zbog
svojstva svoje robusnosti: ovaj princip, za razliku od Gaussovog principa najmanjih kva-
drata, u značajnoj mjeri ignorira jako stršeće podatke („outliers”) u skupu podataka.
U švicarskom gradu Neuchâtelu još uvijek se redovito održavaju znanstvene konferencije
posvećene `1 metodama i primjenama, a na naslovnici zbornika radova nalazi se slika
hrvatske novčanice s likom Josipa Ruđera Boškovića [29].



14 Reprezentant

pri čemu vrijedi jednakost za x = medA.
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Slika 2.2: Medijan skupa A = {2, 1.5, 2, 2.5, 5}

Primjer 2.2. Zadan je skup podataka A = {2, 1.5, 2, 2.5, 5}. Njegov je me-
dijan medA = 2. Koliko je prosječno apsolutno odstupanje?

Na Slici 2.2a vidljivi su podaci i medijan c?1, na Slici 2.2b prikazani su reziduali
podataka (brojevi c?1 − ai), a na Slici 2.2c prikazan je graf funkcije F1. Primijetite
da je F1 konveksna po dijelovima linearna funkcija i da je F1(c?1) = 4.

Koliki bi bio medijan ovog skupa kada bi se među podacima pojavio jedan
outlier? Koliki bi bio medijan ovog skupa kada bi umjesto podatka 5 stajao broj
10, a koliki da umjesto podatka 5 stoji broj 100? Usporedite ove rezultate s onima
iz Primjera 2.1.

Medijan skupa A dobije se tako da se njegovi elementi najprije sortiraju.
Tada, ako skup A ima neparan broj elemenata, medijan je srednji element,
a ako skup A ima paran broj elemenata, medijan je bilo koji broj između
dva srednja elementa. Primjerice4,

Med{3, 1, 4, 5, 9} = {4},
Med{−1, 1,−2, 2,−5, 5,−9, 9} = [−1, 1],

ali med{3, 1, 4, 5, 9} = 4 i med{−1, 1,−2, 2,−5, 5,−9, 9} ∈ [−1, 1].
Primjedba 2.1. Primijetite da se medijan skupa podataka A uvijek može
izabrati iz samog skupa A. To znači da medijan kao reprezentant skupa
ujedno može biti i element tog skupa, što nije slučaj kod aritmetičke sredine
kao najboljeg LS-reprezentanta. Ova činjenica može biti korisna u nekim
primjenama.

Primijetite također da se po 50% elemenata skupa A nalazi lijevo, od-
nosno desno od medijana skupa A.

Kao mjera raspršenosti skupa podataka A oko medijana u statističkoj
literaturi [74, 75] koristi se Medijan apsolutnog odstupanja od medijana (engl.

4Medijan skupa Amože se izračunati primjenom Mathematica–naredbe: Median[]. Pri
tome, ako je medijan podataka interval, naredba Median[] daje polovište tog intervala.
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Median of Absolute Deviations from Median (MAD)):

MADA = 1.483 med
i=1,...,m

|ai − med
j=1,...,m

aj |. (2.10)

Primjer 2.3. Relativnu veličinu elemenata skupa

A = {9.05, 2.83, 3.00, 3.16, 4.12, 3.00, 3.50}

možemo bolje usporediti ako skup preslikamo na jedinični interval [0, 1] po-
moću linearnog preslikavanja

ϕ(x) = x−a
b−a , gdje je a = minA, b = maxA. (2.11)

Dobivamo ϕ(A) = {1., 0., 0.027, 0.053, 0.207, 0.027, 0.108}. Vidi se da je
a1 ∈ A značajno najveći element u skupu A.

Prema [74], to egzaktnije možemo ustanoviti tako da prema (2.10) naj-
prije odredimo MAD = 0.489 i novi skup

Ã ={ãi = |ai − med
j=1,...,m

aj |/MAD : a ∈ A}

={12.04, 0.67, 0.33, 0, 1.96, 0.33, 0.69}.

Tada element ai ∈ A za koji je ãi > 2.5 smatramo „jako stršećim podatkom”
(outlier). Dakle, u ovom je slučaju samo prvi element a1 = 9.05 outlier u
skupu A.

U statističkoj literaturi [12] uz pojam medijana vežu se i pojmovi donjeg
kvartila (element skupa A koji se nalazi na mjestu 1/4 sortiranih podataka)
i gornjeg kvartila (element skupa A koji se nalazi na mjestu 3/4 sortiranih
podataka). Koliki bi bio donji i gornji kvartil skupa podataka iz prethodnog
primjera?

2.1.3 Najbolji reprezentant težinskih podataka

Ponekad je u praktičnim primjenama podacima potrebno dodijeliti težine
(pondere). Na taj način svakom podatku pridružujemo faktor utjecaja ili
učestalost njegova pojavljivanja. Primjerice u Primjeru 3.8 [86, str. 30],
u kojemu se analizira problem pojave visokog vodostaja rijeke Drave na
mjernom mjestu Donji Miholjac, težine podataka su visine vodostaja.

Definicija 2.3. Neka je d : R×R→ R+ kvazimetrička funkcija. Najbolji re-
prezentant skupa podataka A = {a1, . . . , am} ⊂ R s odgovarajućim težinama
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w1, . . . , wm > 0 u odnosu na kvazimetričku funkciju d je točka c? ∈ R u kojoj
se postiže globalni minimum funkcije F : R→ R+,

F (x) =
m∑
i=1

wid(x, ai), (2.12)

što formalno zapisujemo na sljedeći način:

c? ∈ argmin
x∈R

m∑
i=1

wid(x, ai). (2.13)

Primijetite da za točku globalnog minimuma c? ∈ R vrijedi:

F (x) =
m∑
i=1

wid(x, ai) ≥
m∑
i=1

wid(c?, ai) = F (c?), (2.14)

pri čemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x = c?.
Slično kao u slučaju podataka bez težina, može se pokazati da funkcija

FLS(x) =
m∑
i=1

wi(x− ai)2.

postiže jedinstveni globalni minimum u točki

c?LS = argmin
x∈R

m∑
i=1

widLS(x, ai) = 1
W

m∑
i=1

wia
i, W =

m∑
i=1

wi,

koju zovemo težinska aritmetička sredina [77].
U slučaju `1-metričke funkcije, funkcija (2.12) glasi:

F1(x) =
m∑
i=1

wi|x− ai|, (2.15)

i postiže svoj globalni minimum na težinskom medijanu Med
i

(wi, ai) skupa
A, kao što pokazuje sljedeća lema.
Lema 2.2. [77] Neka je I = {1, . . . ,m} skup indeksa, a a1 < · · · < am skup
podataka s težinama w1, . . . , wm > 0. Označimo

J := {ν ∈ I :
ν∑
i=1

wi ≤
m∑

i=ν+1
wi},

a za J 6= ∅, označimo ν0 = max J . Tada vrijedi:
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(i) Ako je J = ∅, (tj. w1 >
∑m
i=2wi), minimum funkcije F1 postiže se u

točki α? = a1.

(ii) Ako je J 6= ∅ i
∑ν0
i=1wi <

∑m
i=ν0+1wi, minimum funkcije F1 postiže

se u točki α? = aν0+1.

(iii) Ako je J 6= ∅ i
∑ν0
i=1wi =

∑m
i=ν0+1wi, minimum funkcije F1 postiže

se u svakoj točki α? iz segmenta [aν0 , aν0+1].

Dokaz. Primijetite da je na svakom od intervala

(−∞, a1), [a1, a2), . . . , [am−1, am), [am,∞)

funkcija F1 linearna funkcija s koeficijentima smjera redom dν , ν = 0, . . . ,m,
gdje je

d0 = −
m∑
i=1

wi,

dν =
ν∑
i=1

wi −
∑m
i=ν+1wi = dν−1 + wν + wν+1, ν = 1, . . . ,m− 1,

dm =
m∑
i=1

wi.

Ako je J = ∅, onda za svaki ν = 1, . . . ,m,
ν∑
i=1

wi −
∑m
i=ν+1wi > 0 i

d0 < 0 < dν . To znači da je funkcija F1 strogo padajuća na (−∞, a1) i strogo
rastuća na (a1,∞) i da svoj globalni minimum postiže u točki α? = a1.

Ako je J 6= ∅, primijetite da je ν0 = max{ν ∈ I : dν ≤ 0}. Budući da je
dν+1 − dν = wν+1 +wν+2 > 0 i d0 < 0 i dm > 0, niz (dν) je rastući i vrijedi:

d0 < d1 . . . < dν0 ≤ 0 < dν0+1 < . . . < dm. (2.16)

Ako je dν0 < 0, tj.
∑ν0
i=1wi <

∑m
i=ν0+1wi, iz (2.16) zaključujemo da je

funkcija F1 strogo padajuća na intervalu (−∞, aν0+1) i strogo rastuća na
intervalu (aν0+1,∞), pa zato svoj globalni minimum postiže u točki α? =
aν0+1.

Ako je dν0 = 0, tj.
∑ν0
i=1wi =

∑m
i=ν0+1wi, iz (2.16) zaključujemo da je

funkcija F1 strogo padajuća na (−∞, aν0), konstantna na [aν0 , aν0+1] i strogo
rastuća na (aν0+1,∞). Zato se minimum funkcije F1 u ovom slučaju postiže
u svakoj točki α? iz segmenta [aν0 , aν0+1].
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Dakle, najbolji `1-reprezentant skupa podataka s težinama je težinski
medijan Med

i
(wi, ai). Primijetite da težinski medijan također može biti

skup (segment realnih brojeva) ili samo jedan realni broj. Težinski me-
dijan med

i
(wi, ai) je broj koji ima svojstvo da je suma težinskih apsolutnih

odstupanja do svih podataka minimalna:

m∑
i=1

wi|x− ai| ≥
m∑
i=1

wi|med
i

(wi, ai)− ai|, (2.17)

pri čemu vrijedi jednakost za x = med
i

(wi, ai).
Sljedeći korolar pokazuje da je Lema 2.1 specijalni slučaj Leme 2.2.

Korolar 2.1. Neka je a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ am, m > 1, skup podataka s težinama
w1 = · · · = wm = 1. Tada:

(i) Ako je m neparan broj (m = 2k + 1), minimum funkcije F1 postiže se
u točki α? = ak+1,

(ii) Ako je m paran broj (m = 2k), minimum funkcije F1 postiže se u
svakoj točki α? iz segmenta [ak, ak+1].

Dokaz. Najprije primijetite da je u ovom slučaju skup J iz Leme 2.2 uvijek
neprazan.

Ako je m = 2k + 1, prema Lemi 2.2 (ii) je

ν0 = max{ν ∈ I : 2ν −m ≤ 0} = max{ν ∈ I : ν ≤ k + 1
2} = k,

dν0 = dk = 2k −m = 2k − 2k − 1 < 0,

što znači da se minimum funkcije F1 postiže u točki α? = ak+1.
Ako je m = 2k, prema Lemi 2.2 (iii) je

ν0 = max{ν ∈ I : 2ν −m ≤ 0} = max{ν ∈ I : ν = k} = k,

dν0 = dk = 2k −m = 2k − 2k = 0,

što znači da se minimum funkcije F1 postiže u svakoj točki α? iz segmenta
[ak, ak+1].

Određivanje težinskog medijana u općem slučaju vrlo je složeni numerički
postupak [39, 77]. U stručnoj literaturi postoje brojni algoritmi za njegovo
određivanje [39].
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Primjer 2.4. Težinski medijan skupa A ⊂ R s težinama w1, . . . , wm > 0, u
slučaju kada su težine wi cijeli brojevi, određuje se slično kao medijan skupa
podataka bez težina. Medijan ovakvog skupa dobije se tako da najprije sorti-
ramo elemente skupa A s odgovarajućom frekvencijom pojavljivanja i nakon
toga odredimo srednji element. Primjerice, medijan skupa A = {3, 1, 4, 5, 9}
s težinama 3, 1, 3, 2, 2 srednji je element u nizu

1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 9, 9.

U ovom slučaju, medA = 4. Koliki su donji i gornji kvartil skupa A?

2.2 Reprezentant podataka s dva obilježja

Skup podataka s dva obilježja obično interpretiramo kao konačan podskup
A = {a1 = (xi, yi)T : i = 1, . . . , am} ⊂ R2, a geometrijski ga možemo proma-
trati kao skup točaka u ravnini. U sljedećoj točki dat ćemo kratki povijesni
pregled traženja najboljeg reprezentanta skupa podataka s dva obilježja i
moguće primjene.

2.2.1 Fermat–Torricelli–Weberov problem

Neka su A,B,C ∈ R2 tri nekolinearne točke u ravnini (vidi Sliku 2.3).

c?LS

c?2
c?1

A

B

C

Slika 2.3: Fermatov problem

Problem određivanja točke c?2 ∈ R2, za koju je suma euklidskih udalje-
nosti do vrhova trokuta 4ABC minimalna, u stručnoj literaturi naziva se
Fermatov problem.

Točka c?2 naziva se geometrijski medijan točaka A,B,C i može se dobiti
[60] na presjeku tzv. Torricellijevih kružnica (vidi Sliku 2.4a) ili na presjeku
tzv. Simpsonovih pravaca (vidi Sliku 2.4b). Problem se također može proma-
trati za različite kvazimetričke funkcije, i to u fizikalnom smislu (Torricellijev
problem) ili u ekonometrijskom smislu (Weberov problem) [30].

Specijalno, točka c?LS ∈ R2 (vidi Sliku 2.3), za koju je suma LS-udaljenosti
(suma kvadrata euklidskih udaljenosti) do vrhova trokuta minimalna zove se
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centroid ili Steinerova točka (povezano s pojmom centra masa u fizici). Ge-
ometrijski gledano, to je težište trokuta koje se dobije na presjeku težišnica
trokuta (spojnice vrhova trokuta s polovištima nasuprotnih stranica).

Točka c?1 ∈ R2 (vidi Sliku 2.3), za koju je suma `1 udaljenosti do vrhova
trokuta A,B,C minimalna, zove se medijan skupa točaka {A,B,C}.

(a) Torricellijeve kružnice

c?2

A

B

C

K1

K2

K3

(b) Simpsonovi pravci

c?2

A

B

C

A1

B1

C1

Slika 2.4: Fermatov problem

Općenito, može se promatrati konačni skup točaka iz Rn i proizvoljna
kvazimetrička funkcija d. Problem određivanja najboljeg d-reprezentanta
ima brojne primjene u najrazličitijim područjima: telekomunikacije (pro-
blem optimalnog antenskog pokrivanja, problem diskretne mreže), javni
sektor (problem optimalnog pokrivanja), ekonomija (optimalna lokacija po-
trošačkih centara), problem lokacije hubova, robotika, problem optimalne
asignacije, problem satne prognoze potrošnje energenata, itd. [30, 82].

2.2.2 Centroid skupa točaka u ravnini

Neka je A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} ⊂ R2 skup točaka u ravnini.
Centroid c?LS skupa A rješenje je optimizacijskog problema

argmin
c∈R2

m∑
i=1

dLS(c, ai), (2.18)



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 21

gdje je5 dLS(a, b) = d2
2(a, b) = ‖a−b‖22. Točka c?LS točka je u kojoj se postiže

globalni minimum funkcije

FLS(x, y) =
m∑
i=1
‖c− ai‖22 =

m∑
i=1

[(x− xi)2 + (y − yi)2], c = (x, y)T .

Funkcija FLS predstavlja sumu kvadrata euklidskih `2 udaljenosti točaka
ai ∈ A do neke točke c = (x, y)T u ravnini R2. Prema (2.6), str. 11 vrijedi:

FLS(x, y) =
m∑
i=1

[(x− xi)2 + (y − yi)2] ≥
m∑
i=1

(x̄− xi)2 +
m∑
i=1

(ȳ − yi)2, (2.19)

gdje je

x̄ = 1
m

m∑
i=1

xi, ȳ = 1
m

m∑
i=1

yi,

pri čemu jednakost u (2.19) vrijedi onda i samo onda ako je x = x̄ i y = ȳ.
Zato je rješenje globalno optimizacijskog problema (2.18) centroid skupa
točaka A koji se može eksplicitno zapisati s c?LS = (x̄, ȳ)T .

Dakle, centroid skupa točaka A u ravnini je točka čija je apscisa aritme-
tička sredina svih apscisa točaka iz A, a ordinata aritmetička sredina svih
ordinata točaka iz A.

Primjer 2.5. Zadane su tri točke: a1 = (0, 0)T , a2 = (1, 3.5)T i a3 =
(14, 2.5)T . Centroid skupa {a1, a2, a3} je točka c?LS = (5, 2). Provjerite!

2.2.3 Medijan skupa točaka u ravnini

Medijan skupa točaka A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} ⊂ R2 rješenje je
optimizacijskog problema

argmin
c∈R2

m∑
i=1

d1(c, ai). (2.20)

To je svaka točka u kojoj se postiže globalni minimum funkcije

F1(x, y) =
m∑
i=1
‖c− ai‖1 =

m∑
i=1

(|x− xi|+ |y − yi|), c = (x, y)T .

5Budući da se u cijelom tekstu najviše koristi euklidska norma ‖ · ‖2, nadalje, ako ne
postoji mogućnost nesporazuma, u tom slučaju jednostavno ćemo pisati ‖ · ‖.
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Funkcija F1 predstavlja sumu `1 udaljenosti točaka ai ∈ A do neke točke
c = (x, y)T u ravnini R2. Prema (2.8), vrijedi:

F1(x, y) =
m∑
i=1

(|x−xi|+|y−yi|) ≥
m∑
i=1
|med

k
xk−xi|+

m∑
i=1
|med

k
yk−yi|, (2.21)

pri čemu jednakost u (2.21) vrijedi onda i samo onda ako je x = med
k
xk

i y = med
k
yk. Zato je rješenje globalno optimizacijskog problema (2.20)

medijan skupa točaka A koji se može eksplicitno zapisati s

(med
k
xk,med

k
yk)T . (2.22)

Dakle, medijan skupa točaka A u ravnini je točka čija je apscisa medijan
svih apscisa točaka iz A, a ordinata medijan svih ordinata točaka iz A.
Primijetite da medijan skupa A može biti jedna točka, segment ili čitavi
pravokutnik.

Primjer 2.6. Zadane su tri točke: A1 = (0, 0)T , A2 = (1, 3.5)T i A3 =
(14, 2.5)T . Medijan skupa {A1, A2, A3} je točka c?1 = (1, 2.5)T . Provjerite!

Primjer 2.7. Medijan skupa A = {(1, 1)T , (1, 3)T , (2, 2)T , (3, 1)T , (3, 4)T ,
(4, 3)T } u ravnini je bilo koja točka iz kvadrata [2, 3]×[2, 3] (vidi Sliku 2.5) jer
je medijan apscisa podataka med{1, 1, 2, 3, 3, 4} ∈ [2, 3], a medijan ordinata
podataka med{1, 3, 2, 1, 4, 3} ∈ [2, 3].

1 2 3 4

1

2

3

4

Slika 2.5: Medijan skupa A = {(1, 1)T , (1, 3)T , (2, 2)T , (3, 1)T , (3, 4)T , (4, 3)T }

Zadatak 2.5. Promijenite poziciju položaja samo jedne točke tako da me-
dijan skupa točaka A iz prethodnog primjera bude točka, segment ili pravo-
kutnik.
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2.2.4 Geometrijski medijan skupa točaka u ravnini

Geometrijski medijan c? skupa A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} ⊂ R2

rješenje je optimizacijskog problema

c? = argmin
c∈R2

m∑
i=1

d2(c, ai). (2.23)

Točka c? točka je u kojoj se postiže globalni minimum funkcije

F2(x, y) =
m∑
i=1
‖c− ai‖2 =

m∑
i=1

√
(x− xi)2 + (y − yi)2, c = (x, y)T . (2.24)

Funkcija F2 predstavlja sumu euklidskih `2 udaljenosti točaka ai ∈ A do
neke točke c = (x, y)T u ravnini R2 i ne može se separirati po varijablama x
i y kao u prethodnim slučajevima. Zato se rješenje globalno optimizacijskog
problema (2.23) ne može eksplicitno zapisati.

Primjer 2.8. Zadane su tri točke a1 = (0, 0)T , a2 = (1, 3.5)T i a3 =
(14, 2.5)T . U cilju pronalaženja geometrijskog medijana treba riješiti slje-
deći optimizacijski problem:

argmin
(x,y)T∈R2

F2(x, y),

F2(x, y) =
√
x2 + y2 +

√
(x− 1)2 + (y − 3.5)2 +

√
(x− 14)2 + (y − 2.5)2.

Ovaj optimizacijski problem možemo riješiti primjenom programskog sustava
Mathematica. Najprije definiramo funkciju

In[1]:= F2[x_, y_]:= Sqrt[x^2 + y^2] + Sqrt[(x-1)^2 + (y-3.5)^2]
+ Sqrt[(x-14)^2 + (y-2.5)^2]

Problem možemo pokušati riješiti kao problem globalne optimizacije pozivanjem
Mathematica-modula

In[2]:= NMinimize[F2[x, y], {x, y}]

Prema [116], modul NMinimize[] neki puta može pronaći samo lokalni minimum.
U tom slučaju problem možemo pokušati riješiti kao problem lokalne optimizacije,
i to pozivanjem Mathematica-modula

In[2]:= FindMinimum[F2[x, y], {x, 1}, {y, 2}]

uz primjenu dobre početne aproksimacije bliske rješenju. U ovom primjeru dobi-
vamo c?2 = (1.51827, 2.5876)T .
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Primjedba 2.2. Najpoznatiji algoritam za traženje geometrijskog medijana
rješavanjem optimizacijskog problema (2.23) je tzv. Weiszfeldov algoritam
(vidi primjerice [44, 97]). To je iterativni postupak koji je nastao kao speci-
jalni slučaj metode jednostavnih iteracija za rješavanje sustava nelinearnih
jednadžbi.

Odredimo najprije obje parcijalne derivacije funkcije (2.24) i izjednačimo
ih s nulom:

∂F2
∂x

=
m∑
i=1

x− xi
‖c− ai‖2

= x
m∑
i=1

1
‖c− ai‖2

−
m∑
i=1

xi
‖c− ai‖2

= 0,

∂F2
∂y

=
m∑
i=1

y − yi
‖c− ai‖2

= y
m∑
i=1

1
‖c− ai‖2

−
m∑
i=1

yi
‖c− ai‖2

= 0,

što možemo zapisati kao:

x = Φ(x, y), y = Ψ(x, y), (2.25)

gdje je:

Φ(x, y) =

m∑
i=1

xi
‖c−ai‖2

m∑
i=1

1
‖c−ai‖2

, Ψ(x, y) =

m∑
i=1

yi
‖c−ai‖2

m∑
i=1

1
‖c−ai‖2

. (2.26)

Ako izaberemo neku početnu aproksimaciju (x0, y0) ∈ conv(A) iz konvek-
sne ljuske skupa A, onda sustav (2.25) možemo rješavati metodom sukcesiv-
nih iteracija

xk+1 = Φ(xk, yk), yk+1 = Ψ(xk, yk), k = 0, 1, . . . (2.27)

Analogno Definiciji 2.3, str. 15 u slučaju podataka iz R2 također se mogu
definirati težinska aritmetička sredina, težinski medijan i težinski geometrij-
ski medijan skupa podataka A (vidi [77, 81]).
Primjer 2.9. Skup podataka A ⊂ R2 u ravnini definiran je na sljedeći način:

In[1]:= SeedRandom[13]
sig = 1.5; m1 = 50; cen = {4,5};
podT = Table[cen + RandomReal[NormalDistribution[0, sig], {2}],

{i, m1}];
podW = RandomReal[{0, 1}, m1];

Svakom podatku prikazanom na Slici 2.6 pridružena je težina proporci-
onalna veličini kružića. Na Slici 2.6 zelenom zvjezdicom označen je centroid,
crvenom medijan, a plavom geometrijski medijan podataka.
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Slika 2.6: Težinski reprezentanti skupa A

Zadatak 2.6. Zadan je skup A = {(xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . , 10}, gdje je

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 9 6 8 1 1 4 4 3 9 10
yi 5 5 5 2 5 8 1 8 8 4

Nacrtajte skup A u koordinatnoj ravnini i odredite centroid, medijan i ge-
ometrijski medijan ovog skupa.
Uputa: Poslužite se niže navedenim Mathematica-programom.
In[1]:= SeedRandom[2]

A = RandomInteger[{1, 10}, {10, 2}]
ListPlot[A, ImageSize -> Small]
Print["Centroid = ", Mean[A]]
Print["Medijan = ", Median[A]]
Psi[x_, y_] := Sum[Norm[{x, y} - A[[i]]], {i, Length[A]}]
Print["Geometrijski medijan:"]
NMinimize[Psi[x, y], {x, y}]

Rješenje: c?LS = (5.5, 5.1)T , c?1 = (5, 5)T , c?2 = (6, 5)T .

2.3 Reprezentant podataka s više obilježja
U praktičnim primjenama podaci mogu imati veći broj obilježja kao što
je spomenuto na početku Uvoda, str. 1, gdje je i navedeno nekoliko takvih
primjera. Budući da broj obilježja podataka predstavlja njihovu dimenziju
n ≥ 1, bit će potrebno znati odrediti reprezentant i za podatke proizvoljno
visoke dimenzije.

Pretpostavimo da je zadan skup točaka A = {ai = (ai1, . . . , ain)T ∈
Rn : i = 1, . . . ,m}. Treba odrediti točku koja će što bolje reprezentirati taj
skup.
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Definicija 2.4. Neka je d : Rn ×Rn → R+ kvazimetrička funkcija. Najbolji
reprezentant (centar c? ∈ Rn) skupa A ⊂ Rn u odnosu na kvazimetričku
funkciju d je

c? ∈ argmin
c∈Rn

m∑
i=1

d(c, ai). (2.28)

Točka c? ∈ Rn točka je globalnog minimuma funkcije F : Rn → R+ zadane s

F (c) =
m∑
i=1

d(c, ai). (2.29)

Specijalno,

(a) u slučaju LS-kvazimetričke funkcije, najbolji reprezentant skupa A je
centroid (težište) skupa

c?LS = argmin
c∈Rn

m∑
i=1

dLS(c, ai) = argmin
c∈Rn

m∑
i=1
‖c− ai‖22 = 1

m

m∑
i=1

ai,

a odgovarajuća minimizirajuća funkcija glasi:

FLS(c) =
m∑
i=1
‖c− ai‖22;

(b) u slučaju `1-metričke funkcije, najbolji reprezentant skupaA jemedijan
skupa

c1 = med
i
ai =

(
med
i
ai1, . . . ,med

i
ain
)T ∈ MedA = argmin

c∈Rn

m∑
i=1
‖c−ai‖1,

a odgovarajuća minimizirajuća funkcija glasi:

F1(c) =
m∑
i=1
‖c− ai‖1.
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2.3.1 Reprezentant težinskih podataka

Definicija 2.5. Neka je d : Rn × Rn → R+ kvazimetrička funkcija. Naj-
bolji reprezentant skupa A ⊂ Rn s težinama w1, . . . , wm > 0 u odnosu na
kvazimetričku funkciju d je

c? ∈ argmin
c∈Rn

m∑
i=1

wid(c, ai). (2.30)

Točka c? ∈ Rn točka je globalnog minimuma funkcije F : Rn → R+ zadane s

F (c) =
m∑
i=1

wid(c, ai). (2.31)

(a) Specijalno, ako je d LS-kvazimetrička funkcija, najbolji reprezentant
skupa A s težinama w1, . . . , wm > 0 je težinski centroid (težište) skupa

c?LS = argmin
c∈Rn

m∑
i=1

widLS(c, ai) = argmin
c∈Rn

m∑
i=1

wi‖c− ai‖22 = 1
W

m∑
i=1

wia
i, tj.

c?LS =
(

1
W

m∑
i=1

wia
i
1, . . . ,

1
W

m∑
i=1

wia
i
n

)T
[po koordinatama], (2.32)

gdje je W =
m∑
i=1

wi, a odgovarajuća minimizirajuća funkcija glasi:

FLS(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖22; (2.33)

(b) Ako je d, `1-metrička funkcija, najbolji reprezentant skupa A s teži-
nama w1, . . . , wm > 0 je težinski medijan skupa

c?1 = med
i

(wi, ai) =
(

med
i

(wi, ai1), . . . ,med
i

(wi, ain)
)T ∈ MedA

= argmin
c∈Rn

m∑
i=1

wi‖c− ai‖1, (2.34)

a odgovarajuća minimizirajuća funkcija glasi:

F1(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖1. (2.35)
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Naime, vrijedi:

F1(c) =
m∑
i=1

wi‖c− ai‖1 =
m∑
i=1

wi
( n∑
k=1
|ck − aik|

)
=

n∑
k=1

( m∑
i=1

wi|ck − aik|
)

=
n∑
k=1

m∑
i=1

wi|ck − aik|

≥
n∑
k=1

m∑
i=1

wi|med
j

(wj , ajk)− a
i
k| =

m∑
i=1

n∑
k=1

wi|med
j

(wj , ajk)− a
i
k|

=
m∑
i=1

wi‖c?1 − ai‖1 = F (c?1),

gdje je med
j

(wj , ajk) težinski medijan podataka {a1
k, . . . , a

m
k } s težinama

w1, . . . , wm > 0.

Zadatak 2.7. Slično kao što je pokazano za težinski medijan, pokažite da
funkcija FLS zadana s (2.33) postiže svoj globalni minimum na težinskom
centroidu c?LS zadanom s (2.32).

2.4 Reprezentant periodičnih podataka
Problem određivanja najboljeg reprezentanta skupa podataka u slučaju po-
java koje pokazuju periodičnost u ponašanju također je često prisutan u
literaturi [62]. Temperatura zraka na nekom mjernom mjestu tijekom go-
dine, vodostaj rijeke na nekom mjernom mjestu, seizmičke aktivnosti tijekom
više godina na nekom području, količina svjetla tijekom dana, itd. primjeri
su takvih pojava. Matematički gledano, treba promatrati skup točaka A
na kružnici. Naime, ako bismo takav skup podataka prikazali kao ranije na
brojevnom pravcu, onda bi primjerice podaci s početka i kraja iste godine
bili međusobno daleko, a zapravo pripadaju istom godišnjem dobu. I za ta-
kav skup treba definirati kvazimetričku funkciju i odrediti centar podataka.

Primjer 2.10. Neka točke ti ∈ A predstavljaju pozicije male kazaljke na
satu s 12 oznaka (vidi Sliku 2.7a). Funkciju koja će pokazivati udaljenost na
ovom skupu definirat ćemo kao proteklo vrijeme od trenutka t1 do trenutka
t2:

d(t1, t2) =
{
t2 − t1, ako t1 ≤ t2
12 + (t2 − t1), ako t1 > t2

.
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Udaljenost d(t1, t2) predstavlja proteklo vrijeme na satu od trenutka
“t1” do trenutka “t2”. Primjerice: d(2, 7) = 5, ali d(7, 2) = 12 + (−5) = 7.
Primijetite da ova funkcija nema svojstvo simetričnosti.

(a) Sat
12

3

6

9

(b) Jedinična kružnica

A1(t1)

A2(t2)
A3(t3)

t1

t2

t3

Slika 2.7: Skup podataka na kružnici

Primjer 2.11. Neka točke ti ∈ A predstavljaju pozicije male kazaljke na
satu s 12 oznaka (vidi Sliku 2.7a). Funkciju koja će pokazivati udaljenost
na ovom skupu definirat ćemo kao duljinu vremenskog intervala od trenutka
t1 do trenutka t2:

d(t1, t2) =
{
|t2 − t1|, ako |t2 − t1| ≤ 6
12− |t2 − t1|, ako |t2 − t1| > 6

.

Udaljenost d(t1, t2) predstavlja duljinu vremenskog intervala na satu s 12
oznaka od trenutka “t1” do trenutka “t2”. Primjerice, d(2, 9) = 12 − 7 = 5
i d(2, 7) = 7 − 2 = 5. Provjerite je li ovako definirana funkcija metrika na
skupu A.

2.4.1 Reprezentant podataka na jediničnoj kružnici

Općenito, neka je zadan skup podataka (Ti, wi), i = 1, . . . ,m, gdje je Ti,
trenutak unutar M ≥ 1 sukcesivnih godina u kojemu se promatrana pojava
dogodila, a wi > 0 neka je intenzitet te pojave u trenutku Ti. Vremenski
trenuci Ti mogu biti dani (primjerice, kod podataka o vodostaju neke rijeke
na nekom mjestu), sati (temperature zraka na nekom mjestu) ili sekunde
(trenuci potresa). Želimo identificirati moment u godini u kojemu je ta
pojava najprisutnija.

Ako se trenuci T1, . . . , Tm promatraju kao obični vremenski niz, onda
bi primjerice podaci s početka i kraja iste godine bili međusobno daleko,
a zapravo pripadaju istom godišnjem dobu. Zato najprije svakoj godini
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pridružujemo interval duljine 2π, a nizu od M sukcesivnih godina interval
[0, 2πM ]. Na taj način niz T1, . . . , Tm prelazi u niz T ′1, . . . , T ′m ∈ [0, 2πM ].

Budući da je u našem razmatranju važan samo trenutak u godini, a ne i
godina u kojoj se pojavljuje podatak, onda ćemo umjesto niza (T ′i ) definirati
novi niz ti ∈ [0, 2π], i = 1, . . . ,m, gdje je:

ti = 2πT ′i (mod 2π), i = 1, . . . ,m, (2.36)

(ostatak pri dijeljenju broja 2πT ′i s 2π). Broj ti ∈ [0, 2π] predstavlja trenutak
u godini koji je od 1. siječnja „udaljen” ti

2π dijela godine.
Pomoću niza (2.36) definiramo skup podataka

A = {a(ti) = (cos ti, sin ti)T ∈ R2 : ti ∈ [0, 2π], i = 1, . . . ,m} ⊂ K, (2.37)

gdje je K = {(x, y)T ∈ R2 : x2 + y2 = 1} jedinična kružnica sa središtem u
ishodištu pravokutnog koordinatnog sustava.

U sljedećoj lemi definirana je metrika na jediničnoj kružnici i dana su
njena osnovna svojstva (vidi također [45, 54]).
Lema 2.3. Neka je K = {a(t) = (cos t, sin t)T ∈ R2 : t ∈ [0, 2π]} jedinična
kružnica sa središtem u ishodištu koordinatnog sustava. Funkcija dK : K ×
K → R+ zadana s:

dK(a(t1), a(t2)) =
{
|t1 − t2|, ako |t1 − t2| < π,

2π − |t1 − t2|, ako |t1 − t2| > π,
(2.38)

metrika je na K i može se također zapisati na sljedeći način:

dK(a(t1), a(t2)) = π − ||t1 − t2| − π| , t1, t2 ∈ [0, 2π]. (2.39)

Dokaz. Direktnom provjerom lako je vidjeti da su (2.38), odnosno (2.39),
ekvivalentni oblici funkcije dK . Pokažimo da je dK metrika na K.

Najprije pokažimo da je dK(a(t1), a(t2)) ≥ 0, za sve t1, t2 ∈ [0, 2π]. Neka
je t1, t2 ∈ [0, 2π]. Vrijedi:

0 ≤ |t1 − t2| ≤ 2π ⇒ −π ≤ |t1 − t2| − π ≤ π ⇒ ||t1 − t2| − π| ≤ π
⇒ dK(a(t1), a(t2)) = π − ||t1 − t2| − π| ≥ 0.

Također vrijedi dK(a(t1), a(t2)) = 0 ⇔ t1 = t2. Naime, iz t1 = t2 slijedi
dK(a(t1), a(t2)) = 0. Obrnuto, ako je dK(a(t1), a(t2)) = 0, vrijedi

π = ||t1 − t2| − π| . (2.40)
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Ako je |t1− t2| −π ≤ 0, onda iz (2.40) slijedi π = π− |t1− t2|, odakle slijedi
t1 = t2. Ako je |t1 − t2| − π ≥ 0, onda iz (2.40) slijedi π = |t1 − t2| − π, iz
čega slijedi 2π = |t1 − t2|, a to je moguće onda i samo onda ako t1 = t2.

Konačno, vrijedi dK(a(t1), a(t2)) ≤ dK(a(t1), a(t3)) + dK(a(t3), a(t2)) za
sve t1, t2, t3 ∈ K. Pri tome, ako a(t3) leži na luku između a(t1) i a(t2),
vrijedi jednakost. U suprotnom vrijedi stroga nejednakost.

Koristeći metriku (2.38) tj. (2.39), možemo definirati najbolji reprezentant
skupa A na jediničnoj kružnici.
Definicija 2.6. Najbolji reprezentant skupa A = {a(ti) ∈ K : ti ∈ [0, 2π], i =
1, . . . ,m} s težinama w1, . . . , wm > 0 u odnosu na metriku dK definiranu s
(2.38), odnosno (2.39), je točka c?(t?) = (cos t?, sin t?)T ∈ K, gdje je:

t? = argmin
τ∈[0,2π]

m∑
i=1

widK(a(τ), a(ti)), a(τ) = (cos τ, sin τ)T ∈ K, (2.41)

tj. t? ∈ [0, 2π] točka je u kojoj funkcija Φ: [0, 2π]→ R+ zadana s:

Φ(τ) =
m∑
i=1

widK(a(τ), a(ti)) (2.42)

postiže svoj globalni minimum.
Primijetite da funkcija Φ nije konveksna ni diferencijabilna i općenito

može imati više lokalnih minimuma. Za rješavanje GOP (2.41) možemo
primijeniti optimizacijski algoritam DIRECT [38, 46, 85].
Primjer 2.12. Neka je t1, . . . , tm konačni niz slučajnih brojeva iz N (4, 1.2).
Definirajmo skup podataka A = {a(ti) = (cos ti, sin ti)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m}
s težinama wi > 0, i = 1, . . . ,m. Skup A označen je crnim točkicama na
Slici 2.8a, a funkcija τ 7→ dK(a(τ), a(t1)) i odgovarajuća funkcija Φ prika-
zane su na Slici 2.8b i Slici 2.8c.

2.4.2 Burnov dijagram

Za grafičko prikazivanje periodičnih pojava zgodno je koristiti tzv. Bur-
nov dijagram (vidi primjerice [98]). Neka točka T na Burnovom dijagramu
prikazana je kao T = r(cos t, sin t)T , gdje je t mjera kuta u radijanima kojeg
zatvara radij vektor točke T s pozitivnim smjerom apscise, a r udaljenost
točke T do ishodišta koordinatnog sustava.
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Slika 2.8: Podaci i udaljenost na jediničnoj kružnici

Primjer 2.13. Na Slici 2.9a prikazane su lokacije potresa u okolici Osijeka
od 1880. godine. Točke na Burnovom dijagramu (Slika 2.9b) identificiraju
pojedine potrese, tako da udaljenost od ishodišta odgovara godini kad se po-
tres dogodio, pozicija na kružnici trenutak u godini, a veličina točke odgo-
vara magnitudi. Na Slici 2.9 vidi se da se posljednji jači potres u neposred-
noj okolici Osijeka dogodio krajem zime 1922. godine na geografskoj poziciji
(18.8, 45.7) (u blizini mjesta Lug, dvadesetak kilometara sjeveroistočno od
Osijeka) i da je imao magnitudu 5.1.
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a) Lokacije potresa
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Slika 2.9: Potresi u okolici Osijeka od 1880. godine



Poglavlje 3

Grupiranje podataka

Definicija 3.1. Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup koji sadrži
m ≥ 2 elemenata. Rastav skupa A na 1 ≤ k ≤ m disjunktnih nepraznih
podskupova π1, . . . , πk, takvih da je

k⋃
j=1

πj = A, πr ∩ πs = ∅, r 6= s, |πj | ≥ 1, j = 1, . . . , k, (3.1)

zovemo k-particija skupa A i označavamo s Π = {π1, . . . , πk}. Elemente
particije zovemo klasteri, a skup svih particija skupa A sastavljenih od k
klastera koje zadovoljavaju (3.1) označavamo s P(A; k).

Nadalje, kad god budemo govorili o particiji skupa A, podrazumijevat
ćemo da je ona sastavljena od ovakvih podskupova skupa A. Sljedeći teorem
daje broj svih particija skupa A iz Definicije 3.1.
Teorem 3.1. Broj svih particija skupa A sastavljenih od k klastera jednak
je Stirlingovom broju druge vrste

|P(A, k)| = 1
k!

k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jm. (3.2)

U dokazu Teorema 3.1 koristit ćemo poznatu formulu uključivanja isklju-
čivanja zapisanu u sljedećoj lemi.
Lema 3.1. (Formula uključivanja isključivanja) Neka su X1, . . . , Xk podsku-
povi konačnog skupa X. Broj elemenata od X koji ne pripadaju niti jednom
od podskupova X1, . . . , Xk jednak je∣∣∣ k⋂
i=1

Xi

∣∣∣ = |X| −
∑

1≤i≤k
|Xi|+

∑
1≤i<j≤k

|Xi ∩Xj |+ · · ·+ (−1)k|X1 ∩ · · · ∩Xk|.

33
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Umjesto dokaza Leme 3.1 pokažimo sljedeću ilustraciju. Promatramo
skup X sa 16 elemenata i tri njegova podskupa: X1 (7 elemenata u crvenoj
kružnici), X2 (7 elemenata u plavoj kružnici) i X3 (8 elemenata u zelenoj
kružnici) prikazane na Slici 3.1a. Presjeci X1 ∩ X2 i X1 ∩ X3 imaju po 4
elementa, a presjekX2∩X3 ima 5 elemenata (vidi Slike 3.1b, c, d). Konačno,
presjek X1 ∩X2 ∩X3 ima 3 elementa (vidi Sliku 3.1a). Zato je

|X1 ∩X2 ∩X3| = |X| − (|X1|+ |X2|+ |X3|) + (|X1 ∩X2|+ |X1 ∩X3|+ |X2 ∩X3|)
− |X1 ∩X2 ∩X3|

= 16− (7 + 7 + 8) + (4 + 4 + 5)− 3 = 4.
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(a) X; X1, X2, X3
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Slika 3.1: Broj elemenata skupa X koji ne pripadaju niti jednom od podskupova
X1, X2, X3

Dokaz. (Teorema 3.1) Zbog jednostavnosti, a bez gubitka općenitosti, pret-
postavimo da je A = {1, . . . ,m}, a njegova k-particija Π(k) = {π1, . . . , πk},
gdje su πj ⊂ A neprazni disjunktni podskupovi skupa A. Označimo broj
svih ovakvih particija skupa A s |P(A; k)| i definirajmo funkcije f : A → J ,
J = {1, . . . , k}, formulom

f(x) = j, ako je x ∈ πj .

Ovakvih funkcija ima |P(A; k)|, a permutiramo li ovih k skupova π1, . . . , πk,
dobivamo ukupni broj svih surjekcija iz A na J :

k! |P(A; k)|. (3.3)

Broj svih surjekcija iz A na J možemo izračunati i na drugi način tako
da od broja svih funkcija iz A u J oduzmemo broj funkcija iz A u J koje
nisu surjekcije.

Neka je X skup svih funkcija iz A u J . Broj |X| jednak je broju svih
varijacija s ponavljanjem k-tog razreda od m elemenata: km.

Funkcija iz A u J nije surjekcija ako:
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1. u slici nema jednog od elemenata iz J . Skup Xi svih takvih funkcija,
koje u slici nemaju element i ∈ J ima (k−1)m (broj svih varijacija s
ponavljanjem od m elemenata (k−1)-og razreda). Skup svih takvih
funkcija

⋃
1≤i≤kXi ima

(k
1
)
(k−1)m elemenata,

2. u slici nema jednog od parova međusobno različitih elemenata iz J .
Skup

⋃
1≤i<j≤k(Xi∩Xj) svih takvih funkcija ima

(k
2
)
(k−2)m elemenata

(broj svih varijacija s ponavljanjem od m elemenata (k−2)-og razreda
za svaki od međusobno različitih parova elemenata skupa J),

itd.

Funkcija iz X je surjekcija ako i samo ako ne leži niti u jednom od

skupova X1, . . . , Xk, odnosno onda i samo onda ako pripada skupu
k⋂
i=1

X̄i.

Koristeći Lemu 3.1 dobivamo broj svih surjekcija skupa A na J :

∣∣∣ k⋂
i=1

Xi

∣∣∣ = |X| −
∑

1≤i≤k
|Xi|+

∑
1≤i<j≤k

|Xi ∩Xj |+ · · ·+ (−1)k|X1 ∩ · · · ∩Xk|

= km −
(
k

1

)
(k − 1)m +

(
k

2

)
(k − 2)m + · · ·+ (−1)k

(
k

k

)
(k − k)m

=
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(k − j)m [s := k − j]

=
0∑
s=k

(−1)k−s
(

k

k − s

)
sm [za s = 0, sm = 0]

=
k∑
s=1

(−1)k−s
(

k

k − s

)
sm [prema

(
n

r

)
=
(

n

n− r

)
]

=
k∑
s=1

(−1)k−s
(
k

s

)
sm

[j:=s]=
k∑
j=1

(−1)k−j
(
k

j

)
jm.

Izjednačavajući ovu formulu s (3.3), dobivamo traženu formulu (3.2).

Specijalno, iz Teorema 3.1 dobivamo:

za k = 2: |P(A; 2)| = 1
2(2m − 2) = 2m−1 − 1,

za k = 3: |P(A; 3)| = 1
2

(
1− 2m + 3m−1

)
.
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Primjer 3.1. Broj svih k-particija skupa A koje zadovoljavaju Definiciju 3.1
može biti ogroman. Za m = 5, 10, 50, 1200, 106 i k = 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 pri-
bližni broj svih k-particija skupa A prikazan je u Tablici 3.1.

≈ |P(A; k)| k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 8 k = 10

m = 5 15 25 10 1 – – –
m = 10 511 9330 34105 42525 22827 750 1
m = 50 1015 1023 1029 1033 1036 1041 1044

m = 1200 10361 10572 10721 10837 10931 101079 101193

m = 106 10301030 10477120 10602058 10698968 10778148 10903085 10106

Tablica 3.1: Približni broj k-particija u ovisnosti o broju m elemenata skupa A i
broju k klastera

Primjer 3.2. Zadan je skup A ⊂ R2 prikazan na Slici 4.6a, str. 78, koji
sadržava m = 1200 elemenata. U Tablici 3.1 može se vidjeti približan broj
svih njegovih k-particija s k = 2, 3, 4, 5, 6, 8 i 10 klastera.

Ako uvedemo kriterij da je bolja particija ona čiji su klasteri kompakt-
niji i bolje razdvojeni, onda bismo mogli postaviti pitanje globalno optimalne
(najbolje) particije.

3.1 Optimalna k-particija

Kad bismo uveli neku kvazimetričku funkciju d : Rn×Rn → R+, onda bismo
mjeru kompaktnosti i dobre razdvojenosti klastera u nekoj particiji Π s k
klastera π1, . . . , πk mogli definirati na sljedeći način:

1. U svakom klasteru πj odredimo centar cj ∈ argmin
x∈Rn

∑
ai∈πj

d(x, ai),

2. Za svaki klaster πj odredimo ukupno „rasipanje” (suma udaljenosti
točaka klastera πj do centra cj) F(πj) =

∑
ai∈πj

d(cj , ai),

3. Zbroj svih vrijednosti F(πj) po svim klasterima daje mjeru kompak-
tnosti i dobre razdvojenosti klastera u particiji i predstavlja funkciju
cilja u ovom optimizacijskom problemu (vidi (3.5)).

Na Slici 4.6, str. 78, možemo vidjeti po jednu particiju s k = 2, 3, 4, 5, 6, 7
i 8 klastera i odgovarajuće vrijednosti LS-funkcije cilja. Primijetimo da se
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povećanjem broja klastera smanjuje vrijednost funkcije cilja. Primjerice, na
Slici 4.6c prikazana je jedna od mnogobrojnih (vidi Tablicu 3.1) 3-particija
skupa A. Na njoj funkcija cilja FLS postiže vrijednost 19860. Opravdano
je postaviti pitanje je li to i najbolja 3-particija, tj. može li se pronaći neka
druga 3-particija s nižom vrijednosti funkcije cilja?

Općenito bismo mogli postaviti barem nekoliko sljedećih pitanja:
1. Je li navedena funkcija cilja najprikladnija za ovaj primjer?

2. Koliki je najprikladniji broj klastera u particiji?

3. Imaju li particije prikazane na Slici 4.6, str. 78 najniže vrijednosti
funkcije cilja od svih mogućih particija s tim brojem klastera?

Iz navedenog primjera vidi se da odgovori na postavljena pitanja neće
biti jednostavni. Pitanje izbora funkcije cilja kao i pitanje najprikladnijeg
broja klastera u particiji zadire u prethodnu statističku analizu podataka.
U ovom ćemo udžbeniku za definiranje funkcije cilja uglavnom koristiti LS-
kvazimetričku funkciju i `1-metričku funkciju. Izborom najprikladnije par-
ticije sa sferičnim klasterima bavit ćemo se u točki 5, str. 87, izborom naj-
prikladnije particije s elipsoidnim klasterima u točki 6.5, str. 114, a izborom
najprikladnije fuzzy-particije u točki 7.4.

Odmah treba reći da problem traženja optimalne particije spada u NP-
teške probleme [59] nekonveksne optimizacije općenito nediferencijabilne
funkcije više varijabli, koja najčešće posjeduje značajan broj stacionarnih
točaka. Traženje optimalne particije općenito neće biti moguće provesti
pretraživanjem čitavog skupa P(A; k). U ovom udžbeniku bavit ćemo se
traženjem optimalne particije sa sferičnim klasterima u točki 4, str. 67, tra-
ženjem optimalne particije s elipsoidnim klasterima u točki 6.4, str. 108 i
traženjem optimalne fuzzy-particije u točki 7, str. 117.

Općenito, ako je d : Rn × Rn → R+, R+ = [0,+∞〉 neka kvazimetrička
funkcija (vidi točku 2, str. 9), onda svakom klasteru πj ∈ Π možemo pridru-
žiti njegov centar

cj ∈ argmin
x∈Rn

∑
a∈πj

d(x, a). (3.4)

Kvaliteta particije određena je vrijednošću funkcije cilja F : P(A; k)→ R+,
koja se obično definira kao suma udaljenosti do centra klastera po svim
klasterima. U tom smislu, globalno optimalnom k-particijom (k-GOPart) sma-
tramo rješenje sljedećeg globalno optimizacijskog problema (GOP):

argmin
Π∈P(A;k)

F(Π), F(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

d(cj , a). (3.5)
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Teorem 3.2. Povećanjem broja klastera u particiji vrijednost funkcije cilja
F se ne povećava.

Dokaz teorema vidi na str. 65.

3.1.1 Princip minimalnih udaljenosti i Voronoijev dijagram

Princip minimalnih udaljenosti (vidi Algoritam 3.1, str. 39 ili (3.39), str. 58)
usko je povezan s tzv. Voronoijevim dijagramom ili Dirichletovom teselacijom
(vidi primjerice [3, 66, 116]).

Neka je d obična euklidska udaljenost u ravnini. Pogledajmo najprije
slučaj k = 2 klastera s centrima c1, c2 u ravnini R2. Svi elementi a ∈ A ⊂ R2

koji leže na simetrali σ(c1, c2) segmenta c1c2 jednako su udaljeni od centara
c1, c2 ∈ R2. Simetrala σ(c1, c2) okomita je na segment c1c2 dijeli ravninu R2

na dvije poluravnine – Voronoijeva područja:

V R(c1) = {x ∈ R2 : d(c1, x) < d(c2, x)},
V R(c2) = {x ∈ R2 : d(c1, x) > d(c2, x)}.

Simetrala σ predstavlja Voronoijev dijagram skupa centara {c1, c2} (vidi
Sliku 3.2a).

(a) k = 2

c1 c2

(b) k = 3

c1

c2

c3

(c) k = 6

Slika 3.2: Princip minimalnih udaljenosti i Voronoijev dijagram

U slučaju k = 3 klastera s centrima c1, c2, c3 u ravnini R2 simetrala
σ(c1, c2) segmenta c1c2 definira dvije poluravnine M(c1, c2), M(c2, c1), si-
metrala σ(c1, c3) segmenta c1c3 definira poluravnine M(c1, c3), M(c3, c1),
a simetrala σ(c2, c3) segmenta c2c3 definira dvije poluravnine M(c2, c3),
M(c3, c2). Voronoijeva područja s centrima c1, c2, c3 definirana su s:

V R(c1) =M(c1, c2) ∩M(c1, c3),
V R(c2) =M(c2, c1) ∩M(c2, c3),
V R(c3) =M(c3, c1) ∩M(c3, c2),
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a Voronoijev dijagram centara c1, c2, c3 (vidi Sliku 3.2b) s:

V (c1, c2, c3) =
(
V R(c1)∩V R(c2)

)
∪
(
V R(c1)∩V R(c3)

)
∪
(
V R(c2)∩V R(c3)

)
Općenito, u slučaju k klastera s centrima c1, . . . , ck, Voronoijeva podru-

čja definirana su kao:

V R(cj) =
⋂
s 6=j

M(cj , cs), j = 1, . . . , k,

dok je Voronoijev dijagram definiran kao unija presjeka zatvarača svih pa-
rova Voronoijevih područja:

V (c1, . . . , ck) =
⋃
s6=j

V R(cj) ∩ V R(cs).

Primijetite da se klaster π(cj) dobiven principom minimalnih udaljenosti
(3.39) nalazi u Voronoijevom području V R(cj) ograničenom Voronoijevim
dijagramom.

Slično se definira i Voronoijevo područje i Voronoijev dijagram za k > 3
(vidi Sliku 3.2c dobivenu korištenjem programskog sustava Mathematica).
Zadatak 3.1. Definirajte i nacrtajte Voronoijeve dijagrame za slučaj `1 i
`∞ metričkih funkcija.

Zadatak 3.2. Odredite Voronoijev dijagram u slučaju k = 3 razmatrajući
trokutu 4(c1, c2, c3) opisanu kružnicu. Može li se ovakvo razmišljanje pri-
mijeniti i u slučaju k > 3?

3.1.2 k-means algoritam I

Ne postoji metoda koja bi uspješno riješila GOP (3.5). Ipak, postoji dobro
poznati k-means algoritam koji daje lokalno optimalno rješenje koje jako
ovisi o izboru početne aproksimacije. Za izabranu početnu particiju Π(0),
k-means algoritam u konačno mnogo koraka pronalazi lokalno optimalnu
particiju. Algoritam se obično zadaje u dva koraka koji se iterativno suk-
cesivno ponavljaju, a završava kada više nema razlike između prethodne i
aktualne particije.

Algoritam 3.1. [k-means algoritam I]
Korak A: Pridruživanje (assignment step). Za dani skup točaka z1, . . . , zk ∈

Rn principom minimalnih udaljenosti odrediti klastere πj, j =
1, . . . , k, particije Π = {π1, . . . , πk},

πj := πj(zj) = {a ∈ A : d(zj , a) ≤ d(zs, a) ∀s = 1, . . . , k}.
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Korak B: Korekcija (update step). Za danu particiju Π = {π1, . . . , πk} odre-
diti centre klastera cj ∈ argmin

x∈Rn

∑
a∈πj

d(x, a), j = 1, . . . , k i izraču-

nati vrijednost funkcije cilja F(Π) prema (3.5);
Staviti zj = cj, j = 1, . . . , k;

Primjedba 3.1. U Koraku A može se dogoditi da se neki element a ∈ A
pojavi na granici između dva ili više klastera. Odluka o svrstavanju tog
elementa u neki klaster može u značajnoj mjeri predodrediti daljni tijek ite-
rativnog procesa (vidi [92]). Jedan primjer ovakve situacije pojavljuje se
kod problema optimalnog definiranja izbornih jedinica u nekoj zemlji (vidi
Primjer 1.8, str. 6). Pri tome se gotovo uvijek pojavljuje potreba dijeljenja
glasača nekog grada u dvije ili više izbornih jedinica (u Republici Hrvatskoj
to je slučaj s gradom Zagrebom). Ovakav problem razmatrat ćemo kod fuzzy
grupiranja podataka u točki 7, str. 117.

Kod običnog grupiranja podataka podatak koji se pojavi na granici dva
ili više klastera najčešće se konvencionalno smješta u prvi po redu od ovih
klastera.

Primjer 3.3. Primjenom k-means algoritma pronađimo LS-optimalnu 3-
particiju skupa A = {0, 2, 4, 8, 9, 10, 12, 16} krenuvši od početne particije
Π(0) = {{0, 2, 4}, {8, 9}, {10, 12, 16}}.

Iteracija π1 π2 π3 c1 c2 c3 FLS(Π)

0 {0, 2, 4} {8, 9} {10, 12, 16} 2 8.5 12.67 27.17
1 {0, 2, 4} {8, 9, 10} {12, 16} 2 9 14 18
2 {0, 2, 4} {8, 9, 10} {12, 16} 2 9 14 18

Tablica 3.2: Traženje LS-optimalne 3-particije skupa A = {0, 2, 4, 8, 9, 10, 12, 16}.
Plavo su označeni rezultati Koraka A:, a crveno rezultati Koraka B:

✶ ✶ ✶
0 2 4 8 9 10 12 16

Iteracija 0: FLS(Π(0)) = 27.17

✶ ✶ ✶
0 2 4 8 9 10 12 16

Iteracija 1 FLS(Π(1))) = 18

Slika 3.3: Traženje LS-optimalne 3-particije skupa A = {0, 2, 4, 8, 9, 10, 12, 16}

Zadatak 3.3. Primjenom k-means algoritma pronađite `1-optimalnu 3-particiju
skupa A iz Primjera 3.3 krenuvši od iste početne particije.
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Sljedeći teorem pokazuje da niz funkcijskih vrijednosti dobiven k-means
algoritmom ima svojstvo monotonog pada (vidi također Teorem 4.1, str.4.1).
Teorem 3.3. Neka je A ⊂ Rn skup, d : Rn ×Rn → R+ kvazimetrička funk-
cija i F funkcija cilja zadana s (3.5). Primjenom k-means algoritma funk-
cija cilja F neće se povećati.

Dokaz. Neka je Π(t) = {π(t)
1 , . . . , π

(t)
k } particija s centrima c(t) = {c(t)

1 , . . . , c
(t)
k }

i F(Π(t)) odgovarajuća vrijednost funkcije cilja.
Ako na skup A primijenimo Korak A (princip minimalnih udaljenosti s

centrima c(t)), dobivamo novu particiju Π(t+1) = {π(t+1)
1 , . . . , π

(t+1)
k } za koju

vrijedi:

F(Π(t)) =
k∑
j=1

∑
a∈π(t)

j

d(c(t)
j , a)

(A)
≥

k∑
j=1

∑
a∈π(t+1)

j

d(c(t)
j , a).

Nadalje, ako u svakom klasteru π(t+1)
j primijenimo Korak B (odredimo novi

reprezentant c(t+1)
j ), dobivamo:

F(Π(t)) =
k∑
j=1

∑
a∈π(t)

j

d(c(t)
j , a)

(A)
≥

k∑
j=1

∑
a∈π(t+1)

j

d(c(t)
j , a)

(B)
≥

k∑
j=1

∑
a∈π(t+1)

j

d(c(t+1)
j , a).

Dakle, F(Π(t)) ≥ F(Π(t+1)).

Primjer 3.4. Treba pronaći LS-optimalnu 2-particiju skupa A = {0, 2, 3}
primjenom k-means algoritma uz početnu particiju Π(0) = {{0, 2}, {3}}.

Iteracija π1 π2 c1 c2 FLS(Π)

1 {0,2} {3} 1 3 2
2 {0,2} {3} 1 3 2

Tablica 3.3: Traženje LS-optimalne 2-particije skupa A = {0, 2, 3}

Kao što se vidi iz Tablice 3.3, k-means algoritam uz primjenu LS-kvazimetri-
čke funkcije ne može pronaći bolju particiju od početne. Međutim, bolja particija
u ovom je slučaju particija Π? = {{0}, {2, 3}} jer je FLS(Π?) = 0.5. Na ovom
jednostavnom primjeru pokazano je da k-means algoritam daje lokalno optimalnu
particiju. Izborom neke druge početne particije možda bismo dobili k-GOPart.
Pokušajte!
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Uz spomenuti nedostatak k-means algoritma da jako ovisi o početnoj
particiji i da kao rezultat daje neku lokalno optimalnu particiju kao u Pri-
mjeru 3.4, treba spomenuti još jedan nedostatak: tijekom iterativnog pos-
tupka može se dogoditi da neki od klastera postanu prazni skupovi, tj. može
se dogoditi da se broj klastera u particiji smanji.

3.2 Grupiranje podataka s jednim obilježjem
Neka je A = {a1, . . . , am} ⊂ R skup realnih brojeva koje treba grupirati u k
klastera π1, . . . , πk, u skladu s Definicijom3.1, str. 33. Primjerice, dane u go-
dini možemo grupirati u tri klastera prema prosječnoj dnevnoj temperaturi
izraženoj u ◦C: klaster hladnih dana, klaster dana s umjerenom tempera-
turom i klaster toplih dana. Svaki element a ∈ A temeljem tog obilježja
reprezentirat ćemo jednim realnim brojem kojeg ćemo također označavati s
a. Zato ćemo nadalje pretpostavljati da je skup A = {a1, . . . , am} multiskup
podataka-realnih brojeva, tj. neki elementi u A mogu se pojaviti više puta.

Ako je zadana neka kvazimetrička funkcija d : R×R→ R+, onda svakom
klasteru πj ∈ Π možemo pridružiti njegov centar cj na sljedeći način:

cj ∈ argmin
x∈R

∑
a∈πj

d(x, a), j = 1, . . . , k. (3.6)

Nadalje, ako na skupu svih particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k
klastera definiramo funkciju cilja F : P(A; k)→ R+,

F(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

d(cj , a), (3.7)

onda optimalnu k-GOPart tražimo rješavanjem sljedećeg optimizacijskog pro-
blema:

argmin
Π∈P(A;k)

F(Π). (3.8)

Primijetite da na taj način k-GOPart ima svojstvo da je suma „rasipanja”
(suma odstupanja) elemenata klastera oko njegovog centra minimalna. Na
taj način nastojimo postići što bolju unutrašnju kompaktnost i međusobnu
razdvojenost (separiranost) klastera.
Primjedba 3.2. Broj svih k-particija skupa A s m elemenata može biti
jako velik (vidi Tablicu 3.1). Međutim, u slučaju podataka s jednim obiljež-
jem (A ⊂ R), očigledno je da se optimalna particija može očekivati između
particija čiji se klasteri međusobno nastavljaju jedan na drugoga. To znači
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da se svi elementi klastera π2 nalaze desno od klastera π1, svi elementi klas-
tera π3 nalaze se desno od klastera π2, itd. (vidi [80], str. 161). Broj svih
takvih particija znatno je manji i daje ga sljedeća propozicija (vidi također i
Tablicu 3.4).

(
m−1
k−1

)
k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 8 k = 10

m = 10 9 36 84 126 126 36 1
m = 30 29 406 3 654 23 751 118 755 1 560 780 10 015 005
m = 50 49 1 176 18 424 211 876 1 906 884 85 900 584 2 054 455 634

Tablica 3.4: Broj k-particija skupa A ⊂ R čiji se klasteri nastavljaju jedan na drugoga

Propozicija 3.1. Neka je A = {ai ∈ R : i = 1, . . . ,m}. Broj svih k-particija
skupa A čiji se klasteri π1, . . . , πk međusobno nastavljaju jedan na drugi
iznosi (

m−1
k−1

)
. (3.9)

Dokaz. Zbog jednostavnosti, a bez smanjenja općenitosti, pretpostavimo da
je A = {1, . . . ,m}.

π1 π2 πk−1 πk

1 r1 r2 rk−2 rk−1 m

Očigledno najmanji element klastera π1 mora biti 1 ∈ A, a najveći ele-
ment klastera πk mora biti m ∈ A. S r1, . . . , rk−1 označimo redom najveće
elemente klastera π1, . . . , πk−1. Za njih vrijedi 1≤ r1<r2< · · ·< rk−1<m.
Primijetite da ako bi bilo rk−1 = m, klaster πk bio bi prazan pa to više
ne bi bila k-particija. Zato se pitanje broja svih k-particija skupa A čiji se
klasteri π1, . . . , πk međusobno nastavljaju jedan na drugi svodi na pitanje
broja elemenata skupa

S = {(r1, . . . , rk−1) ∈ Ak−1 : 1 ≤ r1 < r2 < · · · < rk−1 < m},

odnosno broja svih podskupova skupa {1, . . . ,m−1} s (k−1) članova. To je
broj svih (k−1)-kombinacija skupa od m−1 elemenata.
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3.2.1 Primjena LS-kvazimetričke funkcije

Neka je A ⊂ R skup, a Π = {π1, . . . , πk} neka njegova k-particija. Ako je
dLS : R × R → R+, dLS(x, y) = (x − y)2, LS-kvazimetrička funkcija, centri
klastera π1, . . . , πk nazivaju se centroidi i određuju se na sljedeći način:

cj = argmin
x∈R

∑
a∈πj

(x− a)2 = 1
|πj |

∑
a∈πj

a, j = 1, . . . , k, (3.10)

a funkcija cilja (3.7) definirana je s

FLS(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

(cj − a)2. (3.11)

Primjer 3.5. Zadan je skup A = {2, 4, 8, 10, 16}. Treba pronaći sve njegove
3-particije koje zadovoljavaju Definiciju 3.1 i koje se međusobno nastavljaju
jedna na drugu. Za njih treba odrediti pripadne centroide i vrijednosti funk-
cije cilja FLS.

π1 π2 π3 c1 c2 c3 FLS(Π) G(Π)
{2} {4} {8,10,16} 2 4 11.33 0+0+34.67=34.67 36+16+33.33=85.33
{2} {4,8} {10,16} 2 6 13 0+8+18=26 36+8+50=94
{2} {4,8,10} {16} 2 7.33 16 0+18.67+0=18.67 36+1.33+64=101.33
{2,4} {8} {10,16} 3 8 13 2+0+18=20 50+0+50=100

{2,4} {8,10} {16} 3 9 16 2+2+0=4 50+2+64=116

{2,4,8} {10} {16} 4.67 10 16 18.67+0+0=18.67 33.33+4+64=101.33

Tablica 3.5: Sve 3-particije skupa A = {2, 4, 8, 10, 16}

Prema Stirlingovoj formuli (3.2), str. 33, broj svih 3-particija skupa A je 25.
Međutim, broj 3-particija istog skupa koje se nastavljaju jedna na drugu prema
(3.9) iznosi samo

(5−1
3−1
)

= 4!
2!·2! = 6 (vidi Tablicu 3.5). Kao što se vidi iz Tablice 3.5,

LS-optimalna 3-particija u ovom slučaju je Π? = {{2, 4}, {8, 10}, {16}} jer na njoj
funkcija cilja FLS zadana s (3.11) postiže najmanju vrijednost (globalni minimum).
Dakle, particija Π? je LS 3-GOPart.
Zadatak 3.4. Zadan je skup A = {1, 4, 5, 8, 10, 12, 15}. Koliko ovaj skup
ima 3-particija, a koliko 3-particija čiji se klasteri međusobno nastavljaju?
Ispišite sve 3-particije skupa A čiji se klasteri međusobno nastavljaju i među
njima pronađite LS-optimalnu 3-particiju.
Rješenje: Broj svih particija je 301, a broj svih particija čiji se klasteri međusobno
nastavljaju je 15. LS-optimalna 3-particija je Π? = {{1, 4, 5}, {8, 10}, {12, 15}}.
F(Π?) = 91

6 = 15.1667.
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3.2.2 Dualni problem

Sljedeća lema pokazuje da je u slučaju primjene LS-kvazimetričke funkcije
„rasipanje” skupa A oko njegovog centra c jednako zbroju „rasipanja” klas-
tera πj , j = 1, . . . , k oko njihovih centara cj , j = 1, . . . , k i težinske sume
kvadrata odstupanja centra c od centara cj , pri čemu su težine određene
veličinom skupova πj .

Lema 3.2. Neka je A = {a1, . . . , am} skup podataka, a Π = {π1, . . . , πk}
neka njegova k-particija s klasterima π1, . . . , πk. Neka je nadalje

c = 1
m

m∑
i=1

ai, cj = 1
|πj |

∑
a∈πj

a, j = 1, . . . , k. (3.12)

Tada vrijedi:
m∑
i=1

(c− ai)2 = FLS(Π) + G(Π), (3.13)

gdje je:

FLS(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

(cj − a)2, (3.14)

G(Π) =
k∑
j=1
|πj |(cj − c)2. (3.15)

Dokaz. Primijetimo najprije da za cj vrijedi
∑

ai∈πj
(cj − ai) = 0. Koristeći

ovaj identitet za proizvoljni x ∈ R dobivamo:∑
ai∈πj

(x− ai)2 =
∑
ai∈πj

((x− cj) + (cj − ai))2

=
∑
ai∈πj

(x− cj)2 + 2
∑
ai∈πj

(x− cj)(cj − ai) +
∑
ai∈πj

(cj − ai)2

= |πj |(x− cj)2 +
∑
ai∈πj

(cj − ai)2,

odnosno:∑
ai∈πj

(x− ai)2 =
∑
ai∈πj

(cj − ai)2 + |πj |(cj − x)2, j = 1, . . . , k. (3.16)
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Ako u (3.16) umjesto x stavimo c = 1
m

m∑
i=1

ai i zbrojimo sve jednakosti,

dobivamo (3.13).

U izrazu (3.13) prirodno se pojavila funkcija cilja FLS . Izraz (3.13)
pokazuje da se ukupno rasipanje elemenata skupa A oko njegovog centroida
c može prikazati kao zbroj dviju funkcija cilja FLS i G.

Specijalno, LS-optimalna 3-particija skupa A iz Primjera 3.5 postiže se
na particiji Π? = {{2, 4}, {8, 10}, {16}}, za koju je F(Π?) = 4 (vidi Ta-
blicu 3.5). Postavlja se pitanje: što je u tom slučaju G(Π?)?

Kako bismo odgovorili na to pitanje, najprije dopunimo Tablicu 3.5 vri-
jednostima koje funkcija G prima na pojedinim particijama (plavi dio ta-
blice). Primijetite da je zbroj FLS(Π) + G(Π) uvijek konstantan i jednak
m∑
i=1

(c−ai)2 = 120, što je u skladu s (3.13), a da se najveća vrijednost funkcije

G postiže baš na LS-optimalnoj 3-particiji Π?, na kojoj je funkcija cilja FLS
primila najmanju vrijednost.
Je li to slučajno?
Kako bismo odgovorili na ovo pitanje, pokušajmo najprije riješiti sljedeći
zadatak, gdje se razmatra sličan problem. Za rješavanje ovog zadatka bit će
nam potrebno predznanje osnova matematičke analize (vidi primjerice [47]).
Primjer 3.6. Neka su ϕ,ψ ∈ C2(R) dvije funkcije za koje vrijedi ϕ(x) +
ψ(x) = κ, κ ∈ R. Funkcija ϕ postiže lokalni minimum u točki x0 ∈ R onda i
samo onda ako funkcija ψ u točki x0 ∈ R postiže lokalni maksimum i vrijedi:

min
x∈R

ϕ(x) = κ−max
x∈R

ψ(x), odnosno ϕ(x0) = κ− ψ(x0).

Ako je ϕ′(x0) = 0, onda je ψ′(x0) = 0, i obratno. Također, ako je ϕ′′(x0) > 0,
onda je ψ′′(x0) < 0, i obratno. Zato vrijedi

� x0 ∈ argmin
x∈R

ϕ(x) onda i samo onda ako je x0 ∈ argmax
x∈R

ψ(x);

� min
x∈R

ϕ(x) = κ−max
x∈R

ψ(x), odnosno ϕ(x0) = κ− ψ(x0).

Provjerite imaju li funkcije ϕ(x) = x2−1 i ψ(x) = −x2+3 navedena svojstva. Nacr-
tajte njihove grafove u jednom koordinatnom sustavu. Pokušajte sami konstruirati
još jedan primjer para funkcija ϕ,ψ koje zadovoljavaju navedena svojstva.

Iz Leme 3.2 neposredno slijedi tvrdnja sljedećeg teorema [103].
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Teorem 3.4. Uz oznake kao u Lemi 3.2 postoji Π? ∈ P(A; k) takva da je

(i) Π? ∈ argmin
Π∈P(A;k)

FLS(Π) = argmax
Π∈P(A;k)

G(Π),

(ii) min
Π∈P(A;k)

FLS(Π) = FLS(Π?) & max
Π∈P(A;k)

G(Π) = G(Π?),

pri čemu je G(Π?) =
m∑
i=1

(c− ai)2 −FLS(Π?).

To znači da u cilju pronalaženja LS-optimalne particije, umjesto mini-
mizacije funkcije FLS zadane s (3.11), možemo maksimizirati funkciju G

argmax
Π∈P(A;k)

G(Π), G(Π) =
k∑
j=1
|πj |(cj − c)2. (3.17)

Optimizacijski problem (3.17) zovemo dualni problem u odnosu na opti-
mizacijski problem argmin

Π∈P(A;k)
FLS(Π).

Možemo reći da LS-optimalna particija ima svojstvo da je suma „rasi-
panja elemenata klastera” (suma LS-udaljenosti elemenata klastera do svog
centroida) minimalna, a da su pri tome centroidi klastera međusobno maksi-
malno razdvojeni. Na taj način postižemo najbolju unutrašnju kompaktnost
i međusobnu razdvojenost (separiranost) klastera.

3.2.3 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja

Neka je A ⊂ R skup, a Π = {π1, . . . , πk} neka njegova k-particija. Ako je
d1 : R × R → R+, d1(x, y) = |x − y| , `1-metrička funkcija, centri c1, . . . , ck
klastera π1, . . . , πk određeni su s:

cj = med(πj) ∈ Med(πj) = argmin
x∈R

∑
a∈πj
|x− a| = med(πj), j = 1, . . . , k,

(3.18)
a funkcija cilja (3.7) s

F1(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj
|cj − a|. (3.19)

Ako pri tome iskoristimo (3.20) iz Zadatka 3.6, onda za izračunavanje funk-
cije cilja (3.19) nije potrebno poznavati centre klastera (3.18), što može
značajno ubrzati proces izračunavanja.

Primjer 3.7. Zadan je skup A = {2, 4, 8, 10, 16} kao u Primjeru 3.5, str. 44.
Treba pronaći sve njegove tročlane particije koje zadovoljavaju Definiciju 3.1
i čiji se klasteri nastavljaju jedan na drugoga.
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π1 π2 π3 c1 c2 c3 F1(Π)
{2} {4} {8,10,16} 2 4 10 0+0+8=8
{2} {4,8} {10,16} 2 6 13 0+4+6=10
{2} {4,8,10} {16} 2 8 16 0+6+0=6
{2,4} {8} {10,16} 3 8 13 2+0+6=8

{2,4} {8,10} {16} 3 9 16 2+2+0=4

{2,4,8} {10} {16} 4 10 16 6+0+0=6

Tablica 3.6: Particije skupa A čiji se klasteri međusobno nastavljaju

Za ove particije odredimo pripadne centre i vrijednosti funkcije cilja F1
uz primjenu `1-metričke funkcije, a zatim pronađimo globalno `1-optimalnu
3-particiju.

Broj svih tročlanih particija čiji se klasteri međusobno nastavljaju je(m−1
k−1

)
= 6, a kao što se vidi iz Tablice 3.6, `1-optimalna 3-particija je

{{2, 4}, {8, 10}, {16}} jer na njoj funkcija cilja F1 zadana s (3.19) postiže
najmanju vrijednost (globalni minimum). Dakle, particija Π? je `1-GOPart.
Zadatak 3.5. Između svih particija skupa A = {1, 4, 5, 8, 10, 12, 15} iz Za-
datka 3.4, str. 44, pronađite `1-optimalnu 3-particiju.

Zadatak 3.6. Neka je A = {a1, . . . , am} konačan rastući niz realnih brojeva.
Pokažite da vrijedi:

m∑
i=1
|ai −med(A)| =

dm2 e∑
i=1

(
am−i+1 − ai

)
, (3.20)

gdje je1 dxe jednak x ako je x cijeli broj, a dxe je najmanji cijeli broj veći
od x ako x nije cijeli broj. Primjerice, d20e = 20, ali d20.3e = 21.

3.2.4 Grupiranje podataka s težinama

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {a1, . . . , am} ⊂ R na pravcu,
pri čemu je svakom podatku ai pridružena odgovarajuća težina wi > 0. Pri-
mjerice u Primjeru 3.8 [86, str. 30], u kojemu se analizira problem pojave
visokog vodostaja rijeke Drave na mjernom mjestu Donji Miholjac, težine

1U programskom sustavu Mathematica veličina dxe dobiva se kao Ceiling[x], a veli-
čina bxc kao Floor[x].
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podataka su veličine vodostaja. Funkcija cilja (3.7) u slučaju težinskih po-
dataka postaje:

F(Π) =
k∑
j=1

∑
ai∈πj

wid(cj , ai), (3.21)

gdje je:
cj ∈ argmin

x∈R

∑
ai∈πj

wid(x, ai), j = 1, . . . , k. (3.22)

Specijalno, kod primjene LS-kvazimetričke funkcije centri cj klastera πj te-
žinske su aritmetičke sredine podataka iz klastera πj :

cj = 1
κj

∑
ai∈πj

wia
i, κj =

∑
ai∈πj

wi, (3.23)

a kod primjene `1-metričke funkcije centri cj klastera πj težinski su medijani
podataka koji pripadaju klasteru πj [77, 109]:

cj = med
ai∈πj

(wi, ai) ∈ Med(w,A). (3.24)

Primjer 3.8. Promatrajmo ponovno skup A = {1, 4, 5, 8, 10, 12, 15} iz Za-
datka 3.4, str. 44. Svim podacima, osim posljednjeg, pridružimo težinu 1,
a posljednjem podatku pridružimo težinu 3. Sada LS-optimalna 3-particija
postaje Π? = {{1, 4, 5}, {8, 10, 12}, {15}} s centroidima: 10

3 , 10, 15 i vrijed-
nosti funkcije cilja F(Π?) = 50

3 = 16.667.
U slučaju primjene `1-metričke funkcije za određivanje centara klastera

treba znati izračunati težinski medijan podataka. Kao što smo naveli u
točki 2.1.3, str. 15, to može biti složen postupak. Ako su težine cijeli brojevi,
problem se može svesti na određivanje običnog medijana podataka (vidi
Primjer 2.4, str. 19). Ako težine nisu cijeli brojevi, množenjem nekim brojem
i zaokruživanjem one se mogu svesti na cijele brojeve.
Zadatak 3.7. Pronađite `1-optimalnu 3-particiju skupa A iz prethodnog pri-
mjera u slučaju kada su sve težine jednake 1 i u slučaju kada su podacima
pridružene težine kao u prethodnom primjeru.

Zadatak 3.8. Napišite formule za centroid skupa A i funkcije cilja F i G
za slučaj skupa podataka A s težinama w1, . . . , wm > 0.

Rješenje: G(Π) =
k∑
j=1

(∑
πj
ws
)
(cj − c)2.
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3.3 Grupiranje podataka s dva ili više obilježja
Neka je A = {ai = (ai1, . . . , ain)T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup, koji u smislu
Definicije 3.1 treba grupirati u 1 ≤ k ≤ m nepraznih disjunktnih klastera.
Primjerice, skup A ⊂ R2 iz Primjera 3.2, str. 36, ima dva obilježja (apscise
i ordinate točaka), a možemo ga grupirati u 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ili više klastera
(vidi Sliku 4.6, str. 78).

Neka je Π ∈ P(A; k) neka particija skupa A. Ako je zadana neka kvazi-
metrička funkcija d : Rn ×Rn → R+, onda svakom klasteru πj ∈ Π možemo
pridružiti njegov centar cj na sljedeći način:

cj ∈ argmin
x∈Rn

∑
a∈πj

d(x, a), j = 1, . . . , k. (3.25)

Nadalje, potpuno analogno kao u prethodnom slučaju, ako na skupu svih
particija P(A; k) skupa A sastavljenih od k klastera definiramo funkciju cilja
F : P(A; k)→ R+,

F(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

d(cj , a), (3.26)

onda optimalnu k-particiju tražimo rješavanjem sljedećeg GOP:

argmin
Π∈P(A;k)

F(Π). (3.27)

Primijetite da na taj način optimalna k-particija ima svojstvo da je suma
„rasipanja” (suma d-udaljenosti elemenata klastera do svog centra) mini-
malna. Na taj način nastojimo postići što bolju unutrašnju kompaktnost
klastera.

3.3.1 Princip najmanjih kvadrata
Neka je A = {ai = (ai1, . . . , ain)T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup, a Π =
{π1, . . . , πk} neka njegova particija. Ako je dLS : Rn×Rn → R+, dLS(a, b) =
‖a− b‖22, LS-kvazimetrička funkcija, centri c1, . . . , ck klastera π1, . . . , πk na-
zivaju se centroidi i određuju se na sljedeći način:

cj = argmin
x∈Rn

∑
a∈πj

‖x− a‖22 = 1
|πj |

∑
a∈πj

a =
(

1
|πj |

∑
a∈πj

a1, . . . ,
1
|πj |

∑
a∈πj

an

)T
, (3.28)

j = 1, . . . , k,

pri čemu
∑
a∈πj

a1 označava sumu prvih komponenti svih elemenata klastera

πj , a
∑
a∈πj

an sumu n-tih komponenti svih elemenata klastera πj . Funkcija
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cilja (3.26) u ovom slučaju zadana je s

FLS(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj
‖cj − a‖22. (3.29)

Primjer 3.9. Neka je A = {a1 = (1, 1)T , a2 = (3, 1)T , a3 = (3, 2)T , a4 =
(2, 2)T } skup točaka u ravnini. Broj svih njegovih 2-particija je P(A; 2) =
24−1−1 = 7, a prikazane su u Tablici 3.7. Između svih 2-particija skupa A
potražimo LS-optimalnu.

Skup A sastoji se od elemenata s dva obilježja (koordinate), pa se jednos-
tavnije može zapisati kao A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . , 4} i grafički
prikazati u ravnini (vidi Sliku 3.4).

1 2 3 4

1

2

3

Slika 3.4: Skup A ⊂ R2

Prema (3.2), skup A ima 7 različitih 2-particija. Neka je Π = {π1, π2}
bilo koja od njih. Centroidi njenih klastera zadani su s:

c1 = 1
|π1|

∑
a∈π1

a, c2 = 1
|π2|

∑
a∈π2

a,

a odgovarajuća LS-funkcija cilja je:

FLS(Π) =
∑
a∈π1

‖c1 − a‖22 +
∑
a∈π2

‖c2 − a‖22.

U ovom slučaju vrijednost funkcije FLS predstavlja sumu „sume kva-
drata udaljenosti” točaka klastera π1 do njegovog centroida c1 i sumu „sume
kvadrata udaljenosti” točaka klastera π2 do njegovog centroida c2.
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π1 π2 c1 c2 FLS(Π) G(Π)

{(1, 1)T } {(2, 2)T , (3, 1T , (3, 2)T } (1, 1)T (2.67, 1.67)T 0+1.33=1.33 1.82+0.60=2.42
{(3, 1)T } {(1, 1)T , (2, 2)T , (3, 2)T } (3, 1)T (2., 1.67)T 0+2.67=2.67 0.81+0.27=1.08
{(3, 2)T } {(1, 1)T , (2, 2)T , (3, 1)T } (3, 2)T (2., 1.3)T 0+2.67=2.67 0.81+0.27=1.08
{(2, 2)T } {(1, 1)T , (3, 1)T , (3, 2)T } (2, 2)T (2.3, 1.3)T 0+3.33=3.33 0.31+0.10=0.42

{(1, 1)T , (3, 1)T } {(2, 2)T , (3, 2)T } (2, 1)T (2.5, 2.)T 2+0.5=2.5 0.625+0.625=1.25
{(1, 1)T , (3, 2)T } {(2, 2)T , (3, 1)T } (2, 1.5)T (2.5, 1.5)T 2.5+1.=3.5 0.125+0.125=0.25
{(1, 1)T , (2, 2)T } {(3, 1)T , (3, 2)T } (1.5, 1.5)T (3., 1.5)T 1+0.5=1.5 1.125+1.125=2.25

Tablica 3.7: Particije, centri i funkcije cilja FLS i G iz Primjera 3.9

U Tablici 3.7 navedene su sve particije s centroidima odgovarajućih klas-
tera i vrijednostima funkcije cilja FLS . Kao što se vidi iz Tablice 3.7, parti-
cija {{(1, 1)T }, {(2, 2)T , (3, 1)T , (3, 2)T }} je LS-optimalna jer na njoj funkcija
cilja FLS postiže globalni minimum (vidi također Sliku 3.4).

3.3.2 Dualni problem

Sljedeća lema pokazuje da je u slučaju primjene LS-kvazimetričke funkcije
„rasipanje” skupa A oko njegovog centra c jednako zbroju „rasipanja” klas-
tera πj , j = 1, . . . , k oko njihovih centara cj , j = 1, . . . , k i težinske sume
kvadrata odstupanja centra c od centara cj , pri čemu su težine određene
veličinom skupova πj .

Lema 3.3. Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup podataka, a Π =
{π1, . . . , πk} neka njegova k-particija s klasterima π1, . . . , πk. Neka su na-
dalje

c = 1
m

m∑
i=1

ai, cj = 1
|πj |

∑
ai∈πj

ai, j = 1, . . . , k (3.30)

redom centroid čitavog skupa A i centroidi klastera π1, . . . , πk. Tada vrijedi
m∑
i=1
‖c− ai‖2 = FLS(Π) + G(Π), (3.31)

gdje je:

FLS(Π) =
k∑
j=1

∑
ai∈πj

‖cj − ai‖2, (3.32)

G(Π) =
k∑
j=1
|πj |‖cj − c‖2. (3.33)
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Dokaz. Primijetimo najprije da za cj vrijedi svojstvo aritmetičke sredine:∑
ai∈πj

(cj − ai) = 0. (3.34)

Za proizvoljni x ∈ Rn računamo:∑
ai∈πj

‖x− ai‖2 =
∑
ai∈πj

‖(x− cj) + (cj − ai)‖2

=
∑
ai∈πj

‖x− cj‖2 + 2
∑
ai∈πj

〈x− cj , cj − ai〉+
∑
ai∈πj

‖cj − ai‖2.

Kako je
∑

ai∈πj
〈x−cj , cj−ai〉 = 〈x−cj ,

∑
ai∈πj

(cj−ai)〉
(3.34)= 0, iz prethodne

jednakosti dobivamo:∑
ai∈πj

‖x− ai‖2 =
∑
ai∈πj

‖cj − ai‖2 + |πj |‖cj − x‖2, j = 1, . . . , k. (3.35)

Ako u (3.35) umjesto x stavimo c = 1
m

m∑
i=1

ai i zbrojimo sve jednakosti,

dobivamo (3.31).

U izrazu (3.31) prirodno se pojavila funkcija cilja FLS . Izraz (3.31)
pokazuje da se ukupno rasipanje elemenata skupa A oko njegovog centroida
c može prikazati kao zbroj dviju funkcija cilja FLS i G.

Analogno, kao u točki 3.2.2, str. 45, korištenjem Leme 3.3 može se poka-
zati da vrijedi sljedeći teorem [27, 103].
Teorem 3.5. Uz oznake kao u Lemi 3.3 postoji Π? ∈ P(A; k), takav da je

(i) Π? ∈ argmin
Π∈P(A;k)

FLS(Π) = argmax
Π∈P(A;k)

G(Π),

(ii) min
Π∈P(A;k)

FLS(Π) = FLS(Π?) & max
Π∈P(A;k)

G(Π) = G(Π?),

pri čemu je G(Π?) =
m∑
i=1
‖c− ai‖2 −FLS(Π?).

To znači da u cilju pronalaženja LS-optimalne particije, umjesto minimi-
zacije funkcije FLS zadane s (3.32), možemo rješavati problem maksimuma
za funkciju G

argmax
Π∈P(A;k)

G(Π), G(Π) =
k∑
j=1
|πj |‖cj − c‖2. (3.36)
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Optimizacijski problem (3.36) zovemo dualni problem u odnosu na opti-
mizacijski problem argmin

Π∈P(A;k)
FLS(Π).

Možemo reći da LS-optimalna particija ima svojstvo da je suma „rasi-
panja elemenata klastra” (suma LS-udaljenosti elemenata klastera do svog
centroida) minimalna, a da su pri tome centroidi klastera međusobno maksi-
malno razdvojeni. Na taj način postižemo najbolju unutrašnju kompaktnost
i međusobnu razdvojenost (separiranost) klastera.
Primjer 3.10. Kod Primjera 3.9, str. 51, može se razmatrati i odgovarajući
dualni problem.

Specijalno, u ovom slučaju jednakost (3.31) glasi:

m∑
i=1
‖c− ai‖22 =

( ∑
a∈π1

‖c1 − a‖22 +
∑
a∈π2

‖c2 − a‖22
)

+
(
m1‖c1 − c‖22 +m2‖c2 − c‖22

)
,

a dualni optimizacijski problem (3.36) postaje:

argmax
Π∈P(A;k)

G(Π), G(Π) = m1‖c1 − c‖22 +m2‖c2 − c‖22.

Za svaku 2-particiju u Tablici 3.7, str. 52, plavom bojom prikazane su vrijednosti
dualne funkcije cilja G. Kao što se vidi, funkcija G prima maksimalnu vrijednost
na 2-particiji {{(1, 1)T }, {(2, 2)T , (3, 1)T , (3, 2)T }} na kojoj je funkcija FLS zadana
s (3.29) primila minimalnu vrijednost.
Primjer 3.11. Skup A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . , 8} ⊂ R2 zadan je s:

i 1 2 3 4 5 6 7 8

xi 1 4 4 4 7 8 8 10
yi 3 5 7 9 1 6 10 8

Uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije za 2-particije:

Π1 = {{a1, a2, a5}, {a3, a4, a6, a7, a8}},
Π2 = {{a1, a2, a3, a5}, {a4, a6, a7, a8}},

prikazane na Slici 3.5, čiji su klasteri označeni plavom odnosno crvenom
bojom, treba odrediti centroide i odgovarajuće vrijednosti funkcija cilja FLS
i G te na osnovi toga ustanoviti koja je particija bliža optimalnoj.
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Slika 3.5: Dvije particije skupa A iz Primjera 3.11

Za particiju Π1 dobivamo: c1 = (4, 3)T , c2 = (6.8, 8)T , FLS = 26 + 38.8 =
64.8 i G = 61.575, a za particiju Π2: c1 = (4, 4)T , c2 = (7.5, 8.25)T ,
FLS = 38 + 27.75 = 65.75 i G = 60.625. Dakle, 2-particija Π1 bliža je
LS-optimalnoj. Primjenom Mathematica-modula WKMeans[] provjerite je li
to ujedno i globalno LS-optimalna 2-particija. Primijetite (formula (3.2))
da u ovom slučaju ukupno postoji 27 − 1 = 127 različitih 2-particija.
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Slika 3.6: Usporedba dviju particija iz Zadatka 3.9

Zadatak 3.9. Zadan je skup A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} prikazan
na Slici 3.6, gdje je:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xi 1 2 4 4 5 6 7 8 8 8 9 10
yi 3 1 5 9 7 1 5 2 6 10 4 8

Treba ustanoviti na kojoj od dviju 3-particija prikazanih na Slici 3.6 LS-
funkcija cilja FLS zadana s (3.29) prima manju vrijednost.
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Rješenje:

Π1 = {{a1, a2, a3}, {a4, a5, a9, a10, a12}, {a6, a7, a8, a11}} . . . Slika 3.6a
Π2 = {{a1, a2, a3}, {a4, a5, a7, a9, a10, a12}, {a6, a8, a11}} . . . Slika 3.6b
Π1 : c1 = (2.33, 3)T , c2 = (7, 8)T , c3 = (7.5, 3)T ;
FLS = 12.67 + 34 + 15 = 61.67; G = 127.25,

Π2 : c1 = (2.33, 3)T , c2 = (7, 7.5)T , c3 = (7.67, 2.33)T ;
FLS = 12.67+41.5+9.33=63.5; G = 125.42.

Dakle, manja vrijednost LS-funkcije cilja FLS (i veća vrijednost dualne funk-
cije G) postiže se na 3-particiji Π1 pa nju smatramo bliže LS-optimalnoj. Pri-
mjenom Mathematica-modula WKMeans[] uz izbor različitih početnih parti-
cija pokušajte pronaći bolju 3-particiju.

3.3.3 Princip najmanjih apsolutnih odstupanja

Neka je A ⊂ Rn skup, a Π = {π1, . . . , πk} neka njegova k-particija. Ako
je d1 : Rn × Rn → R+, d1(x, y) = ‖x − y‖1, `1-metrička funkcija, centri
c1, . . . , ck klastera π1, . . . , πk određeni su s

cj = med(πj) =
(

med
a∈πj

a1, . . . ,med
a∈πj

an
)T (3.37)

∈Med(πj) =
(

Med
a∈πj

a1, . . . ,Med
a∈πj

an
)T = argmin

x∈Rn

∑
a∈πj
‖x− a‖1

pri čemu med
a∈πj

a1 označava medijan prvih komponenti svih elemenata klastera
πj , a med

a∈πj
an medijan n-tih komponenti svih elemenata klastera πj . `1-

funkcija cilja (3.26) u ovom je slučaju zadana s

F1(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj
‖cj − a‖1 (3.38)

Zadatak 3.10. Pokažite da je uz primjenu `1-metričke funkcije globalno
optimalna 2-particija iz Primjera 3.9: {{(1, 1)T , (3, 2)T }, {(2, 2)T , (3, 1)T }}
s centrima klastera c1 = (2, 1.5)T , c2 = (2.5, 1.5)T i vrijednosti funkcije cilja
F1 = 3 + 2 = 5.

Zadatak 3.11. Na particije iz Zadatka 3.9, str. 55, primijenite princip naj-
manjih apsolutnih odstupanja.
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Primjer 3.12. Zadan je skup A = {ai = (xi, yi) ∈ R2 : i = 1, . . . , 10}, gdje
je:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 2 3 4 4 5 6 6 8 8 9
yi 9 3 5 7 8 2 6 4 6 5

Treba ustanoviti na kojoj od dviju niže navedenih 3-particija `1-funkcija
cilja (3.38) prima manju vrijednost.

Π1 = {{a2, a3, a6}, {a1, a4, a5}, {a7, a8, a9, a10}} . . . Slika 3.7a,
Π2 = {{a2, a6}, {a1, a3, a4, a5, a7}, {a8, a9, a10}} . . . Slika 3.7b.
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Slika 3.7: Usporedba dviju particija

Niže su izračunati `1-centri pojedinih klastera u objema particijama i
vrijednost funkcije cilja na objema particijama. Vidi se da je Π1 „bolja”
particija jer se na njoj postiže niža vrijednost funkcije cilja.

c1 c2 c3 F1

Π1 (4, 3)T (4, 8)T (8, 5.5)T (1+2+3)+(3+1+1)+(2.5+1.5+.5+1.5) =17
Π2 (4.5, 2.5)T (4, 7)T (8, 5)T (2+2)+(4+2+0+2+3)+(1+1+1) =18

Primjedba 3.3. Kao što smo u točki 3.2.4, str. 48, razmatrali problem gru-
piranja jednodimenzionalnih težinskih podataka, slično bismo mogli postupiti
i u slučaju grupiranja težinskih dvodimenzionalnih i višedimenzionalnih po-
dataka.
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3.4 Funkcija cilja F (c1, . . . , ck) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

d(cj, ai)

Funkcija cilja iz GOP (3.5) nije prikladna za primjenu standardnih optimi-
zacijskih metoda jer je nezavisna varijabla particija. Zato ćemo GOP (3.5)
preformulirati tako da funkcija cilja postane obična funkcija više realnih
varijabli. Pregled najpopularnijih metoda za traženje optimalnih particija
može se vidjeti u [106].

Kao što je naznačeno u k-means algoritmu na str. 39, za dani skup
centara c1, . . . , ck ∈ Rn, skup A razdijelit ćemo u k klastera π(c1), . . . , π(ck)2
tako da u klaster πj dođu oni elementi skupa A koji su najbliži centru cj ,
tj. tako da za svaki ai ∈ A bude

ai ∈ πj(cj)⇐⇒ d(cj , ai) ≤ d(cs, ai), ∀s = 1, . . . , k. (3.39)

Pri tome treba voditi računa da svaki element skupa A pripadne samo jed-
nom klasteru. Ovaj princip, koji nazivamo principom minimalnih udaljenosti,
daje particiju Π = {π1, . . . , πk} s klasterima π1, . . . , πk.

Zbog toga se problem traženja optimalne particije skupa A može svesti
na sljedeći GOP (vidi također [103]):

argmin
c∈Rn×k

F (c), F (c) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

d(cj , ai), (3.40)

gdje je c ∈ Rn×k konkatenacija vektora c1, . . . , ck. Funkcija F je nenega-
tivna, simetrična, nediferencijabilna, nekonveksna, ali Lipschitz neprekidna
funkcija.

Sljedeći teorem pokazuje da je funkcija F zadana s (3.40) Lipschitz ne-
prekidna u slučaju primjene LS-kvazimetričke funkcije. U [81] slično je poka-
zano da je ova funkcija Lipschitz neprekidna i u slučaju primjene `1-metričke
funkcije. Ovo je važno svojstvo funkcije F jer omogućava primjenu globalno
optimizacijskog algoritma DIRECT [38, 46, 69, 85].
Teorem 3.6. Zadan je skup A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} ⊂ ∆, gdje je
∆ = {x ∈ Rn : αi ≤ xi ≤ βi} i α = (α1, . . . , αn)T , β = (β1, . . . , βn)T ∈ Rn.
Funkcija F : ∆k → R+,

F (c) =
m∑
i=1

min
j=1,...,k

‖cj − ai‖2,

je Lipschitz neprekidna na ∆k.
2Primijetite da klaster π(cj) ovisi i o susjednim klasterima, a oznaka π(cj) ukazuje na

to da je klaster π(cj) pridružen centru cj .
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U svrhu dokaza ovog teorema minimizirajuću funkciju F do na pro-
izvoljni ε > 0 aproksimirat ćemo diferencijabilnom (glatkom) funkcijom Fε.
Prije toga bit će potrebna niže navedene teorijska priprema (vidi [50]).
Lema 3.4. Funkcija ψ : Rn → R, ψ(x) = ln(ex1 + · · · + exn) je konveksna
funkcija.

Dokaz. Treba pokazati da za sve x, y ∈ Rn vrijedi:

ψ(λx+ (1− λ)y) ≤ λψ(x) + (1− λ)ψ(y), ∀λ ∈ [0, 1], (3.41)

odnosno
ψ(αx+ βy) ≤ αψ(x) + βψ(y), (3.42)

gdje su α, β > 0, takvi da je α+ β = 1.
Definirajmo p := 1

α , q := 1
β za koje vrijedi 1

p + 1
q = 1. Primijetite da

zbog α + β = 1 jedan od brojeva α, β mora biti manji od 1, iz čega slijedi
da jedan od brojeva p, q mora biti veći od 1. Neka su x = (x1, . . . , xn)T ,
y = (y1, . . . , yn)T ∈ Rn. Na vektore

a = (eαx1 , . . . , eαxn)T , b = (eβy1 , . . . , eβyn)T ∈ Rn,

primijenimo Hölderovu nejednakost3 (vidi [53]) i dobivamo:

|〈a, b〉| ≤
( n∑
i=1

(eαxi)p
)1/p( n∑

i=1
(eβyi)q

)1/q
,

odnosno
n∑
i=1

eαxi+βyi ≤
( n∑
i=1

exi
)α( n∑

i=1
eyi
)β
.

Odavde logaritmiranjem neposredno slijedi tražena nejednakost (3.42).

Korolar 3.1. Neka je A ∈ Rn×n kvadratna matrica, b ∈ Rn vektor i funkcija
ψ : Rn → R, zadana s ψ(x) = ln(ex1 + · · ·+ exn). Tada je funkcija Φ(x) =
ψ(Ax+ b) konveksna.

3 Za vektore a, b ∈ Rn i realne brojeve p, q, takve da je 1
p

+ 1
q

= 1, p > 1, vrijedi

Hölderova nejednakost
n∑
i=1
|aibi| ≤ ‖a‖p‖b‖q, odnosno

n∑
i=1

|aibi| ≤
( n∑
i=1

|ai|p
)1/p( n∑

i=1

|bi|q
)1/q

.

Specijalno, za p = q = 2 ovo postaje poznata Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost
(vidi [89]).
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Dokaz. Slično kao u dokazu Leme 3.4 dovoljno je pokazati da za proizvoljne
x, y ∈ Rn i α, β > 0, takve da je α+ β = 1 vrijedi:

Φ(αx+ βy) ≤ αΦ(x) + βΦ(y).

Kako je

Φ(αx+ βy) =ψ(A(αx+ βy) + b) = ψ(αAx+ βAy + b)
=ψ(αAx+ αb+ βAy + βb− (α+ β)b+ b)
=ψ(α(Ax+ b) + β(Ay + b))
≤αΦ(x) + βΦ(y),

slijedi traženo.

Zadatak 3.12. Pokažite da je ψ : Rn+ → R, ψ(x) = ln( 1
x1

+ · · · + 1
xn

)
konveksna funkcija.

Lema 3.5. Za svaki ε > 0 funkcija ψε : R→ R+,

ψε(x) = ε ln
(
e−

x
ε + e

x
ε

)
= ε ln

(
2 ch x

ε

)
. (3.43)

konveksna je funkcija klase C∞(R) za koju vrijedi:

0 < ψε(x)− |x| ≤ ε ln 2, ∀x ∈ R, (3.44)

ψ′ε(x) = th x
ε , ψ′′ε (x) = 1

ε ch2 x
ε

, argmin
x∈R

ψε(x) = 0, (3.45)

pri čemu jednakost u (3.44) vrijedi onda i samo onda ako je x = 0.
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Slika 3.8: Glatka aproksimacija funkcije x 7→ |x|

Dokaz. Ako stavimo n = 2, x1 = −x
ε , x2 = x

ε , konveksnost funkcije ψε direk-
tno slijedi iz Leme 3.4. U svrhu dokaza tvrdnje (3.44) primijetimo da:

ψε(x)− |x| = ε ln
(
2 ch x

ε

)
− ε |x|ε

= ε
(

ln
(
2 ch x

ε

)
− ln exp |x|ε

)
= ε ln

2 ch x
ε

exp |x|ε
.
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Budući da za svaki u ∈ R vrijedi (vidi Zadatak 3.13): 1 < 2 chu
exp |u| ≤ 2, zbog

monotonosti logaritamske funkcije iz prethodne jednakosti slijedi (3.44):

ε ln 1 < ψε(x)− |x| ≤ ε ln 2.

Formule u (3.45) dobivaju se izravno.

Zadatak 3.13. Dokažite da za svaki u ∈ R vrijedi (vidi Sliku 3.8b)

1 < 2 ch u
e|u|

≤ 2.

Sukladno (3.44), primijetite da funkciju x 7→ |x| za x ∈ R možemo
aproksimirati funkcijom ψε (vidi Sliku 3.8a).

Općenito, nediferencijabilnu funkciju f : Rk → R, f(z) = max
j=1,...,k

zj mo-
žemo aproksimirati diferencijabilnom funkcijom

ψε(z) = ψε(z1, . . . , zk) = ε ln
k∑
j=1

exp
( zj
ε

)
. (3.46)

Naime,

ψε(z)− f(z) = ε ln
k∑
j=1

exp
( zj
ε

)
− ε

max
i=1,...,k

zi

ε

= ε
(

ln
k∑
j=1

exp
( zj
ε

)
− ln exp max zi

ε

)

= ε ln

k∑
j=1

exp
( zj
ε

)
exp max zi

ε

= ε ln
k∑
j=1

exp zj−max zi
ε ≤ ε ln

k∑
j=1

e0 = ε ln k.

Nadalje, kako je min
j=1,...,k

zj = − max
j=1,...,k

(−zj), ovaj rezultat možemo isko-

ristiti da funkciju F (c1, . . . , ck) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

d(cj , ai) aproksimiramo funkci-
jom

Fε(c1, . . . , ck) = −ε
m∑
i=1

ln
k∑
j=1

exp
(
− d(cj ,ai)

ε

)
. (3.47)

Sada smo u mogućnosti provesti dokaz Teorema 3.6, str. 58.
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Dokaz. (Teorema 3.6, str. 58) Ako sukladno (3.47) definiramo pomoćnu funk-
ciju Fε : ∆k → R+,

Fε(u) = −ε
m∑
i=1

ln
k∑
j=1

exp
(
− ‖cj−a

i‖2
ε

)
,

onda prema [50], imamo

0 ≤ F (u)− Fε(u) ≤ εm ln k,

i zbog toga

|F (u)− F (v)| = |(F (u)− Fε(u)) + (Fε(v)− F (v)) + (Fε(u)− Fε(v))|
≤ |F (u)− Fε(u)|+ |Fε(v)− F (v)|+ |Fε(u)− Fε(v)|
≤ 2εm ln k + |Fε(u)− Fε(v)|. (3.48)

Kako je

∂Fε(x)
∂xp

= 2
m∑
i=1

(xp−ai) exp
(
−
‖xp−ai‖2

ε

)
∑k

j=1 exp
(
−
‖xj−ai‖2

ε

) ,
slijedi

∥∥∥∂Fε(x)
∂xp

∥∥∥ ≤ 2
m∑
i=1
‖xp − ai‖ ≤ 2

m∑
i=1

max
j=1,...,m

‖ai − aj‖

≤ 2m max
i,j∈{1,...,m}

‖ai − aj‖, p = 1, . . . , k,

tj. gradijent ∇Fε(x) je neprekidan i ograničen na ∆k. Koristeći Lagrangeov
teorem o srednjoj vrijednosti za funkciju Fε na ∆k, zaključujemo da postoji
L > 0 (neovisan o ε) takav da je

|Fε(u)− Fε(v)| ≤ L‖u− v‖, u, v ∈ ∆k.

Konačno, ako ε→ 0+, iz (3.48) slijedi |F (u)− F (v)| ≤ L‖u− v‖.

Sljedeća lema i korolar daju vezu između funkcije cilja F zadane s (3.5)
i funkcije cilja F zadane s (3.40).
Lema 3.6. Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} konačan skup u Rn,
z1, . . . , zk ∈ Rn skup međusobno različitih točaka, a d : Rn × Rn → R+
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kvazimetrička funkcija. Neka je nadalje, Π = {π1(z1), . . . , πk(zk)} par-
ticija čiji su klasteri dobiveni principom minimalnih udaljenosti a cj ∈
argmin
x∈Rn

∑
a∈πj

d(x, a), j = 1, . . . , k centri tih klastera. Tada vrijedi:

F (z1, . . . , zk)
(?)
≥ F(Π)

(??)
≥ F (c1, . . . , ck), (3.49)

pri čemu jednakost u (?) i (??) vrijedi onda i samo onda ako je zj = cj za
svaki j = 1, . . . , k.

Dokaz. U svrhu dokaza nejednakosti (?) sumu
m∑
i=1

rastavit ćemo na k suma
k∑
j=1

∑
a∈πj

.

F (z1, . . . , zk) =
m∑
i=1

min{d(z1, a
i), . . . , d(zk, ai)}

=
k∑
j=1

∑
ai∈πj

min{d(z1, a
i), . . . , d(zk, ai)}

=
k∑
j=1

∑
ai∈πj

d(zj , ai)

(?)
≥

k∑
j=1

∑
ai∈πj

d(cj , ai) = F({π1, . . . , πk}).

U svrhu dokaza jednakosti (??) najprije primijetite da za svaki a ∈ πj
vrijedi:

d(cj , a) ≥ min{d(c1, a), . . . , d(ck, a)}.
Zato vrijedi:

F({π1, . . . , πk}) =
k∑
j=1

∑
ai∈πj

d(cj , ai)

≥
k∑
j=1

∑
ai∈πj

min{d(c1, a
i), . . . , d(ck, ai)}

=
m∑
i=1

min{d(c1, a
i), . . . , d(ck, ai)} = F (c1, . . . , ck),

iz čega slijedi tražena nejednakost.
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Teorem 3.7. Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} ⊂ Rn. Tada:

(i) c? = (c?1, . . . , c?k)T ∈ argmin
c1,...,ck∈Rn

F (c1, . . . , ck) onda i samo onda ako

Π? = {π?1(c?1), . . . , π?k(c?k)} ∈ argmin
Π∈P(A;k)

F(Π),

(ii) min
c1,...,ck∈Rn

F (c1, . . . , ck) = min
Π∈P(A;k)

F(Π).

Dokaz. (a) Neka je c? = (c?1, . . . , c?k)T ∈ argmin
c1,...,ck∈Rn

F (c1, . . . , ck). S π?j oz-

načimo odgovarajuće klastere dobivene principom minimalnih udaljenosti i
Π? = {π?1, . . . , π?k}. Prema Lemi 3.6 je

F (c?) = F(Π?). (3.50)

Tvrdimo da je
Π? ∈ argmin

Π∈P(A;k)
F(Π). (3.51)

Naime, ksd bi postojala particija N ? = {ν?1 , . . . , ν?k} ∈ P(A; k) s centrima
klastera ζ? = (ζ?1 , . . . , ζ?k)T takva da je F(N ?) < F(Π?), onda bi bilo

F (ζ?) (Lema 3.6)= F(N ?) < F(Π?) (Lema 3.6)= F (c?),

a to nije moguće jer je c? ∈ argmin
c∈Rn×k

F (c).

(b) Neka je Π? = {π?1, . . . , π?k} ∈ argmin
Π∈P(A;k)

F(Π). S c? = (c?1, . . . , c?k)T

označimo centre klastera π?1, . . . , π?k. Prema Lemi 3.6 je

F (c?) = F(Π?). (3.52)

Tvrdimo da je
c? ∈ argmin

c∈Rn×k
F (c). (3.53)

Naime, kad bi postojao ζ? = (ζ?1 , . . . , ζ?k)T takav da je F (ζ?) < F (c?), onda
bi za particiju N ?(ζ?) vrijedilo

F(Π?) (Lema 3.6)= F (c?) > F (ζ?) (Lema 3.6)= F(N ?),

a to nije moguće jer je Π? ∈ argmin
Π∈P(A;k)

F(Π).
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Primjer 3.13. Zadan je skup A = {1, 3, 4, 8} s m = 4 podatka. U Ta-
blici 3.8 navedene su neke vrijednosti funkcija cilja FLS i FLS iz kojih se
potvrđuje tvrdnja Leme 3.6 i Teorema 3.7. Jednakost u (?) postiže se na op-
timalnoj particiji pri čemu se z1, z2 podudaraju s centrima klastera (četvrti
redak).

z1 z2 FLS(z1, z2) π1 π2 c1 c2 FLS FLS(c1, c2)

1. 1 4 17 {1} {3,4,8} 1 5 14 14
2. 1 5 14 {1,3} {4,8} 2 6 10 10
3. 3 7 6 {1,3,4} {8} 8

3 8 14
3

14
3

4. 8
3 8 14

3 {1,3,4} {8} 8
3 8 14

3
14
3

Tablica 3.8: Usporedba vrijednosti funkcije cilja FLS i FLS za A = {1, 3, 4, 8}

Primjer 3.14. Zadan je skup A = {16, 11, 2, 9, 2, 8, 15, 19, 8, 17} s m = 10
podataka. U Tablici 3.9 navedene su neke vrijednosti funkcija cilja F1 i F1 iz
kojih se potvrđuje tvrdnja Leme 3.6 i Teorema 3.7. Posebno obratite pažnju
na treći redak koji pokazuje strogu nejednakost u (??).

z1 z2 F1(z1, z2) π1 π2 (c1, c2) F1 F1(c1, c2)

1. 2 6 55 {2,2} {8,8,9,11,15,16,17,19} {2,13} 31 31
2. 2 13 31 {2,2} {8,8,9,11,15,16,17,19} {2,13} 31 31
3. 3 15 29 {2,2,8,8,9} {11,15,16,17,19} {8,16} 23 21
4. 6 16 25 {2,2,8,8,9,11} {15,16,17,19} {8, 33

2 } 21 21
5. 8 16 21 {2,2,8,8,9,11} {15,16,17,19} {8, 33

2 } 21 21

Tablica 3.9: Usporedba vrijednosti funkcije cilja F1 i F1

Zadatak 3.14. Sličnu provjeru kao u Primjeru 3.13 provedite uz primjenu
`1-metričke funkcije. Također, sličnu provjeru kao u Primjeru 3.14 provedite
za slučaj LS-kvazimetričke funkcije.

Koristeći Teorem 3.7 sada smo u mogućnosti provesti dokaz Teorema 3.2,
str. 38, prema kojemu se povećanjem broja klastera u particiji ne povećava
vrijednost funkcije cilja F .

Dokaz. (Teorema 3.2, str. 38) Neka su ĉ = (ĉ1, . . . , ĉk−1)T centri optimalne
(k − 1)-particije Π(k−1), a c? = (c?1, . . . , c?k)T centri optimalne k-particije
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Π(k). Izaberimo ζ ∈ Rn \ {ĉ1, . . . , ĉk−1} i označimo

δik−1 := min
1≤s≤k−1

d(ĉs, ai), i = 1, . . . ,m.

Vrijedi:

F(Π(k−1)) (Teorem 3.7)= F (ĉ) =
m∑
i=1

min{d(ĉ1, a
i), . . . , d(ĉk−1, a

i)} =
m∑
i=1

δik−1

≥
m∑
i=1

min{δik−1, d(ζ, ai)}

(opt.part. Π(k))
≥

m∑
i=1

min{d(c?1, ai), . . . , d(c?k, ai)}

=F (c?) (Teorem 3.7)= F(Π(k)),

što potvrđuje da povećanjem broja klastera optimalne particije vrijednost
funkcije cilja ne raste.

Primjedba 3.4. U dokazu je implicitno pokazano da i funkcija F ima svoj-
stvo monotonosti.

Lema 3.6 i Teorem 3.7 motivacija su za uvođenje sljedeće definicije.
Definicija 3.2. Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} konačan skup u Rn,
d : Rn × Rn → R+ kvazimetrička funkcija i Π̂ = {π̂1, . . . , π̂k} particija čiji
su klaster-centri ĉ1, . . . , ĉk komponente vektora na kojemu se postiže lokalni
minimum funkcije F . Particiju Π̂ zvat ćemo lokalno optimalnom k-particijom
(LOPart) skupa A ako vrijedi:

F(Π̂) = F (ĉ1, . . . , ĉk). (3.54)



Poglavlje 4

Traženje optimalne particije

Ako je A ⊂ Rn konačan skup, onda je k-GOPart rješenje GOP (3.5), str. 37
ili ekvivalentnog problema (3.40), str. 58. Ne postoji metoda kojom bi se
pouzdano pronašla k-GOPart. Primjena globalno optimizacijskog algoritma
DIRECT na rješavanje problema (3.40) bila bi numerički vrlo neučinkovita jer
minimizacijska funkcija obično ima veliki broj nezavisnih varijabli složenih u
k vektora, a budući da je funkcija cilja simetrična u tih k vektora, algoritam
DIRECT tražio bi svih k! rješenja.

U slučaju podataka s jednim obilježjem postoje određene modifikacije i
prilagođavanja algoritma DIRECT koja daju k-GOPart (vidi primjerice [38, 68–
70, 85, 100]).

U općem slučaju algoritam DIRECT možemo upotrijebiti samo za traženje
dobre početne aproksimacije, a onda primijeniti neku od poznatih lokalno
optimizacijskih metoda (vidi primjerice [93, 94]). Najpoznatija lokalno op-
timizacijska metoda koja se u tu svrhu koristi je k-means algoritam kao i
njegove brojne modifikacije. Na taj način možemo pronaći tek neku LOPart.

Kao početnu aproksimaciju za k-means algoritam u literaturi se predlažu
i razne varijante inkrementalnog algoritma (vidi primjerice [6, 10, 62, 98]).

4.1 Transformacija podataka

Promatramo skup podataka A = {ai = (ai1, . . . , ain)T : i = 1, . . . ,m} ⊂
∆ ⊂ Rn, gdje je ∆ = [α1, β1] × · · · × [αn, βn]. Ako komponente ai1, . . . , ain
podataka ai ∈ A nisu jednakog ranga, tj. ako se duljine intervala [αj , βj ]
međusobno značajnije razlikuju, treba ih normalizirati. To znači da skup
A treba transformirati u skup B = {T (ai) ∈ [0, 1]n : ai ∈ A} ⊂ [0, 1]n

67
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primjenom preslikavanja T : ∆→ [0, 1]n (vidi [38, 97], gdje je

T (x) = D(x− α), D = diag
(

1
β1−α1

, . . . , 1
βn−αn

)
. (4.1)

Nakon završenog postupka grupiranja skupa B, dobivene rezultate treba
vratiti nazad u skup ∆ primjenom preslikavanja T −1 : [0, 1]n → ∆, gdje je:

T −1(x) = D−1x+ α. (4.2)

Zato nadalje možemo pretpostavljati da je cijeli skup podataka A sadržan
u hiperkocki [0, 1]n.

4.2 k-means algoritam II

4.2.1 Zapis funkcije cilja F pomoću matrice pripadnosti

Neka je d : Rn×Rn → R+ kvazimetrička funkcija, A ⊂ Rn, |A| = m, konačan
skup i Π = {π1, . . . , πk} k-particija s centrima klastera cj ∈ argmin

c∈Rn

∑
a∈πj

d(c, a),

j = 1, . . . , k. Tada se funkcija cilja F iz (3.40) definira s:

F(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

d(cj , a).

Funkcija F može se zapisati na drugi način, tj. uvođenjem tzv. matrice pri-
padnosti U ∈ {0, 1}m×k s elementima:

uij =
{

1, if ai ∈ πj
0, if ai /∈ πj

, i = 1, . . .m, j = 1, . . . , k. (4.3)

Uvjet (4.3) znači da svaki element ai ∈ A mora pripasti točno jednom
klasteru, a funkciju F možemo zapisati kao [13, 14, 106]:

F(Π) = Φ(c, U) =
k∑
j=1

m∑
i=1

uijd(cj , ai), (4.4)

gdje je Φ: Rn×k × {0, 1}m×k → R+.
Primjer 4.1. Jedna 3-optimalna LS-particija skupa A = {2, 4, 8, 10, 16} je:

Π = {{2, 4}, {8, 10}, {16}}.
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Odgovarajuća matrica pripadnosti je:

U =


1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

.
Primjedba 4.1. Primijetite da za elemente matrice U vrijedi:

k∑
j=1

uij = 1, i = 1, . . . ,m, (4.5)

1 ≤
m∑
i=1

uij ≤ m, j = 1, . . . , k. (4.6)

Jednakosti (4.5) znače da svaki element ai ∈ A mora pripasti barem jednom
klasteru, a nejednakosti (4.6) znače da svaki klaster ima najmanje jedan, a
najviše m elemenata.

Zadatak 4.1. Koliko ima matrica U ∈ {0, 1}m×k koje zadovoljavaju uvjete
(4.5) i (4.6)? U kakvoj je vezi broj svih ovakvih matrica s brojem (3.2),
str. 33 svih k-particija skupa A s m elemenata?

U cilju optimizacije izračunavanja, funkcija (4.4) piše se u obliku:

Φ(c, U) =
m∑
i=1

k∑
j=1

uijd(cj , ai), (4.7)

a traženje globalno optimalne k-particije može se zapisati kao sljedeći GOP:

argmin
c∈Rn×k, U∈{0,1}m×k

Φ(c, U). (4.8)

4.2.2 Standardni k-means algoritam

Promatramo globalni optimizacijski problem (4.8). Optimizacijska funkcija
Φ je nelinearna nekonveksna funkcija s ogromnim brojem varijabli: n× k+
m × k. Primjerice, funkcija Φ iz Primjera 4.1 sa samo m = 5 podataka
ima 1 × 3 + 5 × 3 = 18 nezavisnih varijabli. Samo u vrlo specijalnom
slučaju kada je broj atributa n = 1 i kada broj klastera k nije prevelik,
može se provesti direktna minimizacija nekom od specijaliziranih globalno
optimizacijskih metoda za simetričnu Lipschitz neprekidnu funkciju (vidi
[38, 69, 85] koje daju dovoljno točno rješenje.
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U općem slučaju ne postoji optimizacijska metoda kojom bi se riješio GOP
(4.8). Umjesto toga, u literaturi se mogu pronaći brojne metode koje pro-
nalaze stacionarnu točku ili u najboljem slučaju, lokalni minimum. Na taj
način dobiva se particija za koju obično ne znamo koliko je blizu optimalnoj.

Najpopularniji algoritam ovakvog tipa dobro je poznati k-means algo-
ritam koji smo već ranije spominjali na str. 39. Sada ćemo konstruirati
k-means algoritam koristeći zapis (4.7) funkcije cilja Φ pomoću matrice pri-
padnosti uz korištenje opće optimizacijske metode (vidi primjerice [67]): po-
čevši od nekog c(0) ∈ Rk×n sukcesivno ponavljamo sljedeća dva koraka:

Korak A: Uz fiksni c(0) definiramo klastere π1, . . . , πk principom mi-
nimalnih udaljenosti (3.39). Na taj način s (4.3) određena
je matrica U (1);

Korak B: Uz fiksnu matricu U (1) pronađemo optimalni c(1) rješava-
njem k optimizacijskih problema:

c
(1)
1 ∈ argmin

c1∈Rn

m∑
i=1

u
(1)
i1 d(c1, a

i), . . . , c(1)
k ∈ argmin

ck∈Rn

m∑
i=1

u
(1)
ik d(ck, ai),

i izračunamo Φ(c(1), U (1)) prema (4.7);

Na taj način sukcesivnom primjenom Koraka A i Koraka B dobivamo niz
(c(1), U (1)), (c(2), U (2)), . . . . Budući da za izbor matrice U imamo konačno
mnogo mogućnosti, algoritam se u nekom momentu počinje ponavljati i tada
smo dobili lokalno optimalnu particiju. Po konstrukciji, niz odgovarajućih
funkcijskih vrijednosti Φ(c(1), U (1)) ≥ Φ(c(2), U (2)) ≥ · · · monotono je pada-
jući i konačan.

Zbog toga se k-means algoritam formalno zapisuje s dva koraka koji se
sukcesivno izmjenjuju. Algoritam se može zaustaviti kada relativna vrijed-
nost funkcije cilja padne ispod nekog unaprijed zadanog pozitivnog realnog
broja εKM > 0:

Φr+1−Φr
Φr < εKM > 0. (4.9)

Algoritam 4.1. [k-means algoritam II]
Korak A: Pridruživanje (assignment step). Za dani skup z1, . . . , zk ∈ Rn među-

sobno različitih točaka principom minimalnih udaljenosti odrediti klastere
π1, . . . , πk (odnosno matricu pripadnosti U ∈ {0, 1}m×k),

Korak B: Korekcija (update step). Za danu particiju Π = {π1, . . . , πk} (odnosno
matricu pripadnosti U ∈ {0, 1}m×k) odrediti odgovarajuće klaster-centre
c1, . . . , ck ∈ Rn;
Staviti zj := cj, j = 1, . . . , k.
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Dobivene rezultate sumirajmo u sljedećem teoremu (usporedite s Teore-
mom 3.3, str. 41).
Teorem 4.1. k-means algoritam 4.1 u konačno (T ) koraka pronalazi LOPart,
a pri tome je niz funkcijskih vrijednosti (F(Π(t))), t = 0, 1, . . . , T monotono
padajući.

Dokaz. Već ranije zaključili smo da je niz funkcijskih vrijednosti (F(Π(t)))
dobiven k-means algoritmommonotono padajući te da nakon konačno mnogo
koraka postaje stacionaran. Prema Lemi 3.6 i Teoremu 3.7, str. 62 za neki
T > 0 vrijedi F(Π(T )) = F (c1, . . . , ck), gdje su cj centri klastera particije
Π(T ). Zbog navedenog svojstva, sukladno Definiciji 3.2, str. 66, particija
Π(T ) je k-LOPart.

Kao što smo već ranije naveli na str. 39, rješenje dobiveno k-means al-
goritmom jako ovisi o izboru početne aproksimacije (početnih centara ili
početne particije) pa za način izbora početne aproksimacije u literaturi pos-
toje brojne heurističke metode (vidi primjerice [5, 10, 52, 98]).
Primjedba 4.2. Poznato je da se prilikom izvođenja k-means algoritma
može dogoditi:

• da rješenje bude samo lokalno optimalna particija,

• da neki od klastera postanu prazni skupovi (vidi Primjer 3.4, str. 41),

• da se neki element a ∈ A može pojaviti na granici dva ili više klastera
(vidi Primjer 4.4 i detaljnije u [92]).

Primjer 4.2. Neka je A = {1, 2, 3, 8, 9, 10, 25}. Potražimo optimalnu 2-
particiju uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije. Uz početnu particiju Π(1) =
{{1, 2, 3}, {8, 9, 10, 25}} k-means algoritam kao 2-optimalnu particiju prepoz-
naje baš tu particiju (vidi Sliku 4.1a).

Uz početnu particiju Π(1) = {{1, 2, 3, 8}, {9, 10, 25}} k-means algoritam
kao 2-optimalnu particiju prepoznaje particiju Π? prikazanu na Slici 4.1b.

Mathematica-programom K-Means-IniPar-IniCen1 lako se može pro-
vjeriti da je Π? globalno optimalna 2-particija, a da je Π(1) jedina lokalno
optimalna 2-particija.

Uz vrijednosti kriterijskih funkcija cilja u niže navedenoj tablici prika-
zane su i odgovarajuće vrijednosti CH i DB indeksa (vidi točku 5, str. 87).

1https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/K-Means-IniPar-IniCen.nb

https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/K-Means-IniPar-IniCen.nb
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Primijetite da se vrijednosti funkcija cilja FLS i FLS podudaraju na opti-
malnim particijama, a veličina CH (odnosno DB) indeksa veća je (odnosno
manja) na globalno optimalnoj particiji.

Particije G FLS FLS CH DB

Π(1) 207.429 196 196 5.29 0.71
Π? 325.929 77.5 77.5 21.03 0.18

✶ ✶
1 2 3 8 9 10 25

(a) Π(1): FLS(Π(1)) = 196

✶ ✶
1 2 3 8 9 10 25

(b) Π? : FLS(Π?) = 77.5

Slika 4.1: Lokalno i globalno optimalne 2-particije skupa A = {1, 2, 3, 8, 9, 10, 25}

Zadatak 4.2. Za skup iz Primjera 4.2 korištenjem istog Mathematica pro-
grama odredite 2-optimalne particije uz primjenu `1-metričke funkcije. Pos-
toje li i u ovom slučaju različite lokalno i globalno optimalne particije?

Primjer 4.3. Zadan je skup A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . , 8}, gdje je:

i 1 2 3 4 5 6 7 8

xi 2 3 5 6 7 8 9 10
yi 3 6 8 5 7 1 5 3

Potražimo optimalnu 2-particiju uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije. Po-
četnu particiju Π(1) prikazanu na Slici 4.2a k-means algoritam prepoznaje
baš kao 2-optimalnu particiju.

Uz početnu particiju Π(0) prikazanu na Slici 4.2b, k-means algoritam kao
2-optimalnu particiju prepoznaje particiju Π? prikazanu na Slici 4.2c.

Mathematica-programom K-Means-IniPar-IniCen lako se može provje-
riti da je Π? globalno optimalna 2-particija, a da je Π(1) jedina lokalno op-
timalna 2-particija.

Uz vrijednosti kriterijskih funkcija cilja, u niže navedenoj tablici prika-
zane su i odgovarajuće vrijednosti CH i DB indeksa. Primijetite da se vri-
jednosti funkcija cilja FLS i FLS podudaraju na optimalnim particijama, a
veličina CH (odnosno DB) indeksa veća je (odnosno manja) na globalno opti-
malnoj particiji.

Particije G FLS FLS CH DB

Π(1) 37.67 55.33 55.33 4.08 .89
Π? 51 42 42 7.28 .83
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Slika 4.2: Lokalno (Π(1)) i globalno (Π?) optimalna 2-particije skupa A ⊂ R2

Zadatak 4.3. Za skup iz Primjera 4.3 korištenjem istog Mathematica pro-
grama odredite 2-optimalne particije uz primjenu `1-metričke funkcije. Pos-
toje li i u ovom slučaju različite lokalno i globalno optimalne particije?

Sljedeći primjer pokazuje kako samo jedna točka može utjecati na dobi-
vanje različitih lokalno optimalnih k-particija.
Primjer 4.4. [92] Skup podataka A definiran je na sljedeći način. Najprije
je određena točka a0 ∈ R2 i pet različitih točaka z1, . . . , z5 ∈ R2 slučajno
odabranih na kružnici sa središtem u a0 ∈ R2. U okolini svake točke zj
generirane su pseudoslučajne točke iz binormalne distribucije s očekivanjem
0 ∈ R2 i jediničnom kovarijacijskom matricom.

1 2 3 4

1

2

3

4

(a) a0 ∈
⋂
πj

F0 = 25.1288

a0
π1

π2π3

π4

π5
0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

(b) a0 99K π5
F5 = 24.9024

a0

π1

π2
π3

π4

π5
0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

(c) a0 99K π3
F3 = 25.3500

a0
π1

π2
π3

π4

π5

Slika 4.3: Traženje optimalne pozicije točke a0

Pomoću točaka z1, . . . , z5 primjenom principa minimalnih udaljenosti de-
finirani su klasteri πj = π(zj), j = 1, . . . , 5. Pri tome točka a0 leži na
zajedničkom rubu svih pet klastera (Slika 4.3a).

Na Slici. 4.3b prikazana je lokalno optimalna particija, kod koje je točka
a0 pridružena klasteru π5. Slično, na Slici. 4.3c prikazana je druga lokalno
optimalna particija, pri čemu je točka a0 pridružena klasteru π3.
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4.2.3 k-means algoritam s višestrukim pokretanjem

Problem izbora dobre početne aproksimacije prilikom traženja optimalne k-
particije može se pokušati zaobići tako da se standardni k-means algoritam
pokrene više puta s novim slučajno izabranim početnim centrima, i da se
zadrži trenutno najbolja particija (vidi [52]). Ovaj princip opisan je u niže
navedenom Algoritmu 1.

Algoritam 1 : (k-means algoritam s višestrukim pokretanjem)

Input: A ⊂ ∆ ⊂ Rn {Skup podataka}; k ≥ 2, It > 1;
1: Odredi c(0) ∈ ∆k slučajno;
2: Primijeni k-means algoritam na skup A s početnim centrom c(0), rješenje

označi s ĉ = ĉ(0) i stavi F0 = F (ĉ);
3: for i = 1 to It do
4: Odredi c(i) ∈ ∆k slučajno;
5: Primijeni k-means algoritam na skup A, s početnim centrom c(i),

rješenje označi s ĉ(i) i stavi F1 = F (ĉ(i));
6: if F1 ≤ F0 then
7: Stavi ĉ = ĉ(i) i stavi F0 = F1;
8: end if
9: end for
Output: {ĉ, F (ĉ)}.

Primjedba 4.3. Primijetite da linija 5 uključuje mogućnost da k-means
algoritam smanji broj klastera. U tom slučaju, vrijednost funkcije F poraste,
pa ta particija više nije kandidat za optimalnu k-particiju.

4.3 Inkrementalni algoritam

Pretpostavimo sada da najprikladniji broj klastera nije unaprijed poznat.
Na temelju metode razvijene u radovima [5–7, 9–11, 62, 98], konstruirat
ćemo inkrementalni algoritam koji će sukcesivno tražiti optimalne particije
s 2, 3, . . . klastera. Kako bismo ustanovili koja je od ovih particija najprik-
ladnija u točki 5, str. 87, primijenit ćemo više različitih indeksa.
Primjer 4.5. Zadana su tri centra c?1 = 0.2, c?2 = 0.4, c?3 = 0.8 i u njihovoj
okolini po 10 normalno distribuiranih slučajnih brojeva, koji čine skup A
(vidi Sliku 4.5a, odnosno Sliku 4.5d). Primjenom inkrementalnog algoritma
pokušat ćemo rekonstruirati centre od kojih je nastao skup A.
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Najprije izaberimo c1 = mean(A), odredimo φ1 =
∑
a∈A

(c1 − a)2 i definirajmo

funkciju (vidi Sliku 4.4a):

φ1(x) =
m∑
i=1

min{(c1 − ai)2, (x− ai)2}.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

a) Funkcija x 7→ φ1(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

b) Funkcija x 7→ φ2(x)

Slika 4.4: Traženje prvog i drugog centra

Primjenom Mathematica-modula NMinimize[] riješimo problem globalne opti-
mizacije argmin

x∈[0,1]
φ1(x) i rješenje označimo s c2 (Slika 4.5b).

✶ ✶ ✶(a)
c?1 c?2 c?3

✶ ✶ ✶(d)
c?1 c?2 c?3

✶ ✶(b)
c1 c2

✶ ✶✶(e)
ĉ1 c3 ĉ2

✶ ✶(c)
ĉ1 ĉ2

✶ ✶✶(f)
c?1 c?3 c?2

Slika 4.5: Traženje sljedećeg centra

Nakon toga, na skup A primijenimo k-means algoritam s početnim centrima
c1, c2. Tako dobivamo optimalnu 2-particiju skupa A s centrima ĉ1, ĉ2 (Slika 4.5c).
Odredimo φ2 = φ(ĉ1, ĉ2).

U cilju pronalaženja optimalne 3-particije skupa A definirajmo pomoćnu funk-
ciju (vidi Sliku 4.4b):

φ2(x) =
m∑
i=1

min{(ĉ1 − ai)2, (ĉ2 − ai)2, (x− ai)2}.

Primjenom Mathematica-modula NMinimize[] riješimo problem globalne optimi-
zacije argmin

x∈[0,1]
φ2(x) i rješenje označimo s c3 (Slika 4.5e).

Nakon toga, na skup A primijenimo k-means algoritam s početnim centrima
(ĉ1, ĉ2, c3). Tako dobivamo optimalnu 3-particiju skupa A s centrima c?1, c?2, c?3 (koji
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se u ovom slučaju vrlo dobro podudaraju s originalnim centrima - vidi Sliku 4.5f).
Odredimo φ3 = φ(c?1, c?2, c?3).

Odluku o zaustavljannju iterativnog procesa donosimo na osnovi kriterija (vidi
primjerice [10]) φk−φk−1

φ1
< ε za neki maleni ε > 0 (recimo 0.05). U našem je

primjeru φ3−φ2
φ1

= 0.04.

Zadatak 4.4. Provedite sljedeći korak, odredite φ4 i izračunajte φ4−φ3
φ1

.

Konstruirajte i provedite inkrementalni algoritam na skupu A iz Pri-
mjera 4.5 uz primjenu `1-metričke funkcije.

Općenito, neka je A ⊂ Rn. Inkrementalni algoritam započinje izborom
početnog centra c1 ∈ Rn. Primjerice, to može biti centroid ili medijan skupa
A. Sljedeći centar c2 dobit ćemo kao rješenje GOP za funkciju Φ: Rn → R:

c2 ∈ argmin
x∈Rn

Φ(x), Φ(x) :=
m∑
i=1

min{‖c1 − ai‖22, ‖x− ai‖22}. (4.10)

Nakon toga, na centre c1, c2 primijenimo k-means algoritam i time do-
bivamo centre c?1, c?2 lokalno optimalne 2-particije Π(2).

Općenito, poznavajući k centara c1, . . . , ck, aproksimaciju sljedećeg cen-
tra odredit ćemo rješavanjem GOP:

ck+1 ∈ argmin
x∈Rn

Φ(x), Φ(x) :=
m∑
i=1

min{δik, ‖x− ai‖22}, (4.11)

gdje je δik = min
1≤s≤k

‖cs − ai‖2. Nakon toga, primjenom k-means algoritma

dobivamo centre {c?1, . . . , c?k, c?k+1} optimalne (k + 1)-particije Π(k+1).

U Koraku 1 i Koraku 4 Algoritma 2 dovoljno je provesti samo nekoliko
iteracija (recimo 10) optimizacijskog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno
dobru početnu aproksimaciju za k-means algoritam koji nakon toga daje
LOPart.
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Algoritam 2 : Inkrementalni algoritam

Input: A ⊂ Rn {Skup podataka}; ε > 0;
1: Izabrati c1 ∈ Rn, izračunati F1 = F (c1), riješiti GOP (4.10) i rješenje

označiti s c2;
2: Primijeniti k-means algoritam na centre ĉ1, ĉ2, rješenje označiti s
c? = {c?1, c?2}, a odgovarajuću vrijednost funkcije cilja s F2 := F (c?);

3: Staviti c1 = c?1; c2 = c?2; k = 2; Fk =: F2;
4: Za centre c1, . . . , ck riješi GOP argmin

x∈Rn
Φ(x), gdje je:

Φ(x) :=
m∑
i=1

min{δik, ‖x− ai‖22}, δik = min
1≤s≤k

‖cs − ai‖22, (4.12)

i rješenje označiti s ck+1;
5: Primijeniti k-means algoritam na centre c1, . . . , ck, ck+1, rješenje ozna-

čiti s c? = {c?1, . . . , c?k, c?k+1}, a odgovarajuću vrijednost funkcije cilja s
Fk+1 := F (c?);

6: if 1
F1

(Fk − Fk+1) > ε then
7: c1 = c?1, . . . , ck+1 = c?k+1; Fk = Fk+1; k = k+ 1 i prijeći na Korak 4;
8: end if
Output: {c?1, . . . , c?k, c?k+1}

Primjedba 4.4. Primijetite da smo Algoritam 2 slično mogli pokrenuti i s
više od jednog početnog centra.

Primjer 4.6. Skup podataka A ⊂ R2 definirat ćemo na sljedeći način:

In[1]:= SeedRandom[1213];
c={{-8,-6},{-3,-8},{-1,-1},{8,4},{6,9},{-1,8}}; m=200;
kov = 1.5 {{1,0},{0,1}};
podaci = Table[RandomReal[

MultinormalDistribution[c[[i]], kov], m], {i,Length[c]}
]];

A = Flatten[podaci, 1];

Skup A sadrži m = 1200 podataka prikazanih na Slici 4.6a. Na ovaj skup
primijenili smo inkrementalni algoritam i odredili LOPart s 2, . . . , 8 klastera, što je
prikazano na Slici 4.6. U zaglavlju slike navedene su vrijednosti odgovarajuće funk-
cije cilja. Naravno, ostaje otvoreno pitanje koja od dobivenih optimalnih particija
ima najprikladniji broj klastera.
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Slika 4.6: Inkrementalni algoritam

4.4 Aglomerativni hijerarhijski algoritmi
Jedna mogućnost traženja optimalne particije su tzv. aglomerativni hijerar-
hijski algoritmi. Ovi algoritmi najviše se primjenjuju u području društvenih
znanosti, biologije, medicine, arheologije, ali i u računarskim znanostima
[49, 61, 104, 106].

4.4.1 Uvod i motivacija

Osnovna ideja aglomerativnih hijerarhijskih algoritama sastoji se u tome
da se polazeći od poznate particije Π(k) = {π1, . . . , πk} skupa A = {ai ∈
Rn : i = 1, . . . ,m} sastavljene od 1 < k ≤ m klastera konstruira particija
Π(r) s r klastera tako da se barem dva klastera particije Π(k) spoje u jedan
(r < k) ili tako da se jedan klaster particije Π(k) rastavi u barem dva klastera
(r > k). U tom smislu uvodimo sljedeću definiciju.
Definicija 4.1. Kažemo da je particija Π(k) ugniježdena (engl.: nested) u
particiju Π(r) i pišemo Π(k)

< Π(r) ako vrijedi:

(i) r < k,

(ii) svaki klaster iz Π(k) podskup je nekog klastera iz Π(r).

Na Slici 4.7 prikazana je particija Π(3) koja je ugniježđena u parti-
ciju Π(2). Nadalje ćemo razmatrati samo aglomerativne hijerarhijske al-
goritme koji u svakom koraku povezuju najviše po dva klastera promatrane



Klaster analiza i prepoznavanje geometrijskih objekata 79

☺ ☺




☹☹

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

☺

☺

☺





0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

Π(2)Π(3)

Slika 4.7: Particija Π(3) ugniježđena je u particiju Π(2) (Π(3)
< Π(2))

k-particije Π(k) = {π1, . . . , πk}. Ta dva klastera odabrat ćemo tako da raz-
motrimo sve moguće parove klastera. Ukupan broj ovih parova jednak je
broju svih kombinacija bez ponavljanja od k elemenata drugog razreda:(

k

2

)
= k!

2!(k − 2)! = k(k − 1)
2 .

✶

✶

B

A

Dc

Dmin

Dmax

Slika 4.8: Različite mjere udaljenosti skupova A i B

Ako uvedemo neku kvazimetričku funkciju d : Rn × Rn → R+ (kao u
točki 2, str. 9), onda kao mjeru sličnosti (odnosno različitosti) dva klastera
možemo promatrati različite mjere njihove međusobne udaljenosti [50, 105,
106]. Općenito, udaljenost skupa A do skupa B možemo definirati na sljedeći
način:

Dc(A,B) = d(cA, cB), [udaljenost centara cA, cB skupova] (4.13)
Dmin(A,B) = min

a∈A,b∈B
d(a, b) [minimalna udaljenost] (4.14)

Dmax(A,B) = max
a∈A,b∈B

d(a, b) [maksimalna udaljenost] (4.15)

Davg(A,B) = 1
|A||B|

∑
a∈A

∑
b∈B

d(a, b) [prosječna udaljenost] (4.16)

HD(A,B) = max{max
a∈A

min
b∈B

d(a, b),max
b∈B

min
a∈A

d(a, b)}

[Hausdorffova udaljenost] (4.17)
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Zadatak 4.5. Što je Hausdorffova udaljenost skupova A i B na Slici 4.8?

Primjer 4.7. Na Slici 4.9 prikazan je skup A (3 crvene točkice) i skup
B (4 plave zvjezdice) u različitim međusobnim položajima, a u Tablici 4.1
navedene su odgovarajuće Dc, Dmin i Hausdorffove HD udaljenosti za LS-
kvazimetričku i `1-metričku funkciju za navedena tri slučaja.
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(c) Razdvojeni skupovi

Slika 4.9: Udaljenost skupa A (crvene točke) od skupa B (plave zvjezdice)

Vrlo bliski Bliski Razdvojeni
skupovi skupovi skupovi

Dc uz `1-metričku funkciju 2 5 9
Dc uz LS-kvazimetričku funkciju 2.05 18 31.4
Dmin uz `1-metričku funkciju 2 2 4
Dmin uz LS-kvazimetričku funkciju 2 2 8
HD uz `1-metričku funkciju 4 7 11
HD uz LS-kvazimetričku funkciju 8 25 61

Tablica 4.1: Različite mjere udaljenosti dva skupa

U nastavku teksta detaljnije ćemo razmotriti primjenu mjere sličnosti
(udaljenosti) klastera definiranu s (4.13) koristeći ranije spomenute kvazi-
metričke funkcije.

Neka je A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} zadani skup. Aglomerativni
hijerarhijski algoritam može započeti od neke particije Π(µ) koja sadržava µ
klastera (1 < µ ≤ m) i završiti s particijom Π(k) koja sadržava k klastera
(1 ≤ k < µ ≤ m). Mi ćemo algoritam najčešće pokretati od particije s m
klastera

Π(m) = {{a1}, {a2}, . . . , {am}},
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tj. od particije u kojoj je svaki element skupa A za sebe poseban klaster.
Udaljenost između klastera definirat ćemo kao udaljenost njihovih centara
uz primjenu LS-kvazimetričke ili `1-metričke funkcija.

Primijetite da je vrijednost kriterijske funkcije cilja F na particiji Π(m)

jednaka nuli. U prvom koraku biramo dva najsličnija klastera, tj. dva naj-
bliža elementa skupa A. Njih ćemo spojiti u jedan klaster. Primijetite da se
sukladno Teoremu 3.2, str. 38, na taj način povećava vrijednost kriterijske
funkcije cilja F .

Algoritam se može zaustaviti na particiji s unaprijed zadanim brojem
klastera, a moguće je razmotriti i problem određivanja particije s najprik-
ladnijim brojem klastera [49, 110], što ćemo detaljnije razmatrati u Poglav-
lju 5.

Algoritam 3 (Agglomerative Nesting (AGNES))
Input: A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m}, 1 < k < m, µ = 0;
1: Definirati početnu particiju Π(m) = {π1, . . . , πm}, πj = {aj};
2: Za particiju Π(m−µ) konstruirati matricu sličnosti
Rm−µ ∈ R(m−µ)×(m−µ), rij = D(πi, πj);

3: Riješiti optimizacijski problem {i0, j0} ⊆ argmin
1<i<j≤m

ri,j ;

4: Konstruirati novu particiju
Π(m−µ−1) = (Π(m−µ) \ {πi0 , πj0})

⋃
{πi0

⋃
πj0};

5: if µ < m− k, then
6: µ := µ+ 1 i prijeći na Korak 2;
7: else
8: STOP;
9: end if
Output: {Π(k)}.

U Koraku 3 traži se pozicija {i0, j0} najmanjeg elementa u gornjem tro-
kutu matrice sličnosti Rm−µ. U Koraku 4 konstruira se nova particija tako
da se klasteri πi0 , πj0 spoje u jedan klaster. U Koraku 5 provjerava se
kriterij zaustavljanja algoritma.

Koristan ilustrativni prikaz Algoritma 3 može se napraviti pomoću tzv.
dendrograma, koji pokazuje svaki korak algoritma i daje razinu sličnosti.
Algoritam ćemo ilustrirati na sljedećem jednostavnom primjeru.

Primjer 4.8. Na skupu A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . , 8} zadanim s:
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i 1 2 3 4 5 6 7 8

xi 2 3 4 6 7 8 9 9
yi 7 9 8 6 5 2 1 3

(vidi Sliku 4.10a), polazeći od particije Π(m) = {{a1}, . . . , {am}} pokre-
nut ćemo Algoritam AGNES koristeći mjeru sličnosti (4.13) uz primjenu `1-
metričke funkcije (vidi Sliku 4.8):

D1(A,B) = ‖cA − cB‖1, cA = med
a∈A

a cB = med
b∈B

b.

2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

(a) Skup A

{2, 7} {3, 9} {4, 8} {9, 1} {9, 3} {8, 2} {6, 6} {7, 5}

(b) Dendrogram

Slika 4.10: Skup A i odgovarajući dendrogram uz primjenu `1-metričke funkcije

Sve particije skupa A mogu se dobiti programskim sustavom Mathematica (vidi
Sliku 4.10b).

In[1]:= Needs["HierarchicalClustering‘"]
In[2]:= DendrogramPlot[A, Linkage->"Median", HighlightLevel->2, LeafLabels->(# &)]

Pokazat ćemo kako se to može dobiti primjenom Algoritam AGNES2. U prvom
prolazu kroz Algoritam AGNES krećemo od 8-particije Π(8) i najprije odredimo centre
klastera (u ovom slučaju to su sami elementi skupa A) i gornji trokut matrice
sličnosti R8. U njoj potražimo najmanji element (ako ima više jednakih najmanjih
elemenata, izaberemo bilo koji), koji određuje dva najsličnija klastera. U našem
slučaju izabrani su jednočlani klasteri

{(3, 9)T }, {(4, 8)T }.

Oni se izbacuju iz particije, a dodaje se novi dvočlani klaster {(3, 9)T , (4, 8)T }. Tako
dobivamo optimalnu 7-particiju Π(7) prikazanu na Slici 4.11.

2https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Agglomerative_Nesting.nb

https://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/Agglomerative_Nesting.nb
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Ponavljajući postupak redom dobivamo ostale optimalne particije: Π(6),Π(5),Π(4),
Π(3),Π(2),Π(1).

R8 =


3 3 5 7 11 13 11

2 6 8 12 14 12
4 6 10 12 10

2 6 8 6
4 6 4

2 2
2

 ; R7 =


5 7 11 13 11 3

2 6 8 6 5
4 6 4 7

2 2 11
2 13

11

 ; R6 =

11 13 11 3 6
2 2 11 5

2 13 7
11 5

6

 ;

R5 =

[
11 3 6 12

11 5 2
6 12

6

]
; R4 =

[
3 6 12

6 12
6

]
; R3 =

[
6 6

12

]
;
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Slika 4.11: Optimalne k-particije. Zvjezdice označavaju centre klastera.
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Slika 4.12: Optimalne k-particije. Zvjezdice označavaju centre klastera.

Zadatak 4.6. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeći od particije Π(m) =
{{a1}, . . . , {am}} provedite Algoritam AGNES koristeći mjeru sličnosti (4.13)
uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije.

Zadatak 4.7. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeći od particije Π(m) =
{{a1}, . . . , {am}} provedite Algoritam AGNES koristeći mjeru sličnosti (4.14)
uz primjenu `1-metričke funkcije.
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Zadatak 4.8. Na skupu A iz Primjera 4.8 polazeći od particije Π(m) =
{{a1}, . . . , {am}} provedite Algoritam AGNES koristeći mjeru sličnosti (4.14)
uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije.

4.4.2 Primjena principa najmanjih kvadrata

Neka je Π(k) = {π1, . . . , πk} neka k-particija konačnog skupa A ⊂ Rn. Uz
primjenu LS-kvazimetričke funkcije, sličnost (udaljenost) klastera πr, πs ∈
Π(k) definirat ćemo kao udaljenost njihovih centroida:

DLS(A,B) = ‖cr − cs‖22, cr = mean πr, cs = mean πs. (4.18)

Tvrdnja sljedećeg zadatka pomoći će nam kod dokaza Teorema 4.2 koji
daje eksplicitne formule za centroid unije dva klastera i za vrijednost funkcije
cilja na toj uniji.
Zadatak 4.9. Slično kako kod dokaza Leme 3.2, str. 45, dokažite da za skup
A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . , p} i njegov centroid cA = meanA vrijedi:

p∑
i=1

(ai − cA) = 0, (4.19)

p∑
i=1
‖ai − x‖22 =

p∑
i=1
‖ai − cA‖22 + p‖x− cA‖22, ∀x ∈ Rn. (4.20)

Teorem 4.2. Ako je skup A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} sastavljen od dva
disjunktna neprazna klastera A = A ∪B,

A = {a1, . . . , ap}, |A| = p, cA = 1
p

p∑
i=1

ai;

B = {b1, . . . , bq}, |B| = q, cB = 1
q

q∑
j=1

bj ,

tada je centroid skupa A = A ∪B zadan s:

c = c(A) = p
p+q cA + q

p+q cB, (4.21)

i vrijedi:

FLS(A ∪B) = FLS(A) + FLS(B) + p‖cA − c‖22 + q‖cB − c‖22, (4.22)

gdje je FLS LS-funkcija cilja (vidi točku 3, str. 33).
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Dokaz. Jednakost (4.21) neposredno slijedi iz:

c = c(A ∪B) = 1
p+q

( p∑
i=1

ai +
q∑
j=1

bj
)

= p
p+q

1
p

p∑
i=1

ai + q
p+q

1
q

q∑
j=1

bj .

Korištenjem Zadatka 4.9 dobivamo:

FLS(A ∪B) =
p∑
i=1
‖ai − c‖22 +

q∑
j=1
‖bj − c‖22

=
p∑
i=1
‖ai − cA‖22 + p‖c− cA‖22 +

q∑
j=1
‖bj − cB‖22 + q‖c− cB‖22

=FLS(A) + FLS(B) + p‖cA − c‖22 + q‖cB − c‖22.

Izraz ∆ := p‖cA − c‖22 + q‖cB − c‖22 iz (4.22) može se pojednostaviti kao
u sljedećem korolaru.
Korolar 4.1. Ako je skup A = {ai ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} s centroidom c =
1
m

m∑
i=1

ai unija od dva klastera A = A ∪B,

A = {a1, . . . , ap}, |A| = p, cA = 1
p

p∑
i=1

ai;

B = {b1, . . . , bq}, |B| = q, cB = 1
q

q∑
j=1

bj ,

tada je

∆ := p‖cA − c‖22 + q‖cB − c‖22 = pq
p+q‖cA − cB‖

2
2. (4.23)

Dokaz. Kako je prema (4.21)

p‖cA − c‖22 = p‖ p
p+q cA + q

p+q cB − cA‖
2
2 = pq2

(p+q)2 ‖cA − cB‖22,

q‖cB − c‖22 = q‖ p
p+q cA + q

p+q cB − cB‖
2
2 = p2q

(p+q)2 ‖cA − cB‖22,

vrijedi:

∆ = pq2

(p+q)2 ‖cA − cB‖22 + p2q
(p+q)2 ‖cA − cB‖22,

iz čega neposredno slijedi (4.23).
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Zbog toga se kao mjera sličnosti dva klastera A i B umjesto (4.18) može
koristiti tzv. Wardova udaljenost [115]:

DW (A,B) = |A||B|
|A|+|B|‖cA − cB‖

2
2, (4.24)

gdje je |A| broj elemenata klastera A, a |B| broj elemenata klastera B. Kao
što se može vidjeti iz Teorema 6.1 i Korolara 4.1, ako kao mjeru sličnosti dva
klastera koristimo Wardovu udaljenost (4.24), onda će spajanjem klastera A
i B vrijednost funkcije cilja porasti upravo za DW (A,B). Može se pokazati
[106] da ovaj izbor osigurava najmanji mogući porast funkcije cilja FLS .



Poglavlje 5

Indeksi

5.1 Izbor particije s najprikladnijim brojem klas-
tera

Možemo postaviti sljedeće pitanje:

U koliko bi klastera bilo najprihvatljivije grupirati promatrani
skup podataka A, odnosno kako za promatrani skup podataka
A odabrati particiju s najprikladnijim brojem klastera (engl.: Most
Appropriate Partition (MAPart))?

Odgovor na ovo pitanje jedan je od najsloženijih problema klaster ana-
lize. O tome postoji brojna stručna literatura [14, 20, 25, 33, 49, 50, 78,
80, 90, 103, 106, 110], a obično se rješava ispitivanjem različitih pokazatelja
koje jednostavno nazivamo indeksi.

U nekim jednostavnim slučajevima broj klastera u particiji određen je
samom prirodom problema. Primjerice, prirodno je studente grupirati u
k = 5 klastera prema postignutom uspjehu na studiju, ali nije lako dati
odgovor na pitanje u koliko bi klastera bilo najprihvatljivije grupirati skup
svih kukaca ili u koliko skupina treba grupirati privredne subjekte neke
administrativne jedinice.

Ako broj klastera u koji treba grupirati skup A nije unaprijed poznat,
prirodno bi bilo potražiti particiju koja se sastoji od klastera koji su in-
terno što kompaktniji, a eksterno što bolje međusobno razdvojeni. Za takvu
particiju reći ćemo da ima najprikladniji broj klastera – to će biti MAPart.

Razmotrit ćemo primjenu samo nekoliko najpoznatijih indeksa, koji pret-
postavljaju korištenje LS-kvazimetričke funkcije.
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5.1.1 Calinski–Harabasz indeks

Ovaj indeks predložili su T. Calinski i J. Harabasz u svom radu „A dendrite
method for cluster analysis” objavljenom 1974. godine u časopisu Commu-
nications in Statistics. Nakon toga Calinski–Harabasz (CH) indeks doživio je
brojna usavršavanja i prilagođavanja (vidi primjerice [14, 90, 110]).

CH-indeks definira se tako da interno kompaktnija particija čiji su klasteri
dobro međusobno razdvojeni ima veću CH vrijednost.

Najprije primijetimo (vidi Teorem 3.2, str. 38) da vrijednost funkcije
cilja ne raste povećanjem broja klastera u particiji, tj. da je niz funkcijskih
vrijednosti na optimalnim particijama monotono padajući.

Ako prilikom određivanja optimalne k-particije Π? = {π?1, . . . , π?k} koris-
timo LS-kvazimetričku funkciju, onda odgovarajuću funkciju cilja F možemo
zapisati kao:

FLS(Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj
‖cj − a‖22. (5.1)

Vrijednost funkcija FLS na optimalnoj particiji Π? pokazuje ukupno „ra-
sipanje” elemenata svih klastera π?1, . . . , π?k te particije do njihovih centroida
c?1, . . . , c

?
k. Kao što smo ranije primijetili, što je vrijednost funkcije FLS ma-

nja, time je „rasipanje” manje, što znači da su klasteri interno kompaktniji.
Zato ćemo pretpostaviti da je CH-indeks optimalne particije Π? obrnuto

proporcionalan vrijednosti funkcije cilja FLS(Π?).
Kao što smo primijetili ranije u Poglavlju 3.2.2, str. 45, odnosno str. 52,

prilikom traženja optimalne particije, osim minimizacije funkcije FLS , mo-
žemo potražiti maksimum odgovarajuće dualne funkcije:

G(Π) =
k∑
j=1

mj‖cj − c‖22, mj = |πj |, (5.2)

pri čemu je c = argmin
x∈Rn

m∑
i=1
‖x− ai‖22 = 1

m

m∑
i=1

ai centroid čitavog skupa A.

Vrijednost funkcija G na particiji Π? pokazuje ukupnu težinsku razdvo-
jenost centroida c?1, . . . , c?k klastera π?1, . . . , π?k. Što je vrijednost funkcije G
veća, time su i LS-udaljenosti centroida c?j do centroida čitavog skupa c?
veće, pri čemu udaljenosti ponderiramo s brojem elemenata u pojedinom
klasteru. To znači da su i centroidi c?j međusobno maksimalno moguće raz-
dvojeni.

Zato ćemo pretpostaviti da je CH-indeks optimalne particije Π? proporci-
onalan vrijednosti funkcije cilja G(Π?).
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Uzevši u obzir još i statističke razloge povezane s brojem m elemenata
skupa A i brojem k klastera u particiji Π?, mjera interne kompaktnosti i
eksterne razdvojenosti klastera optimalne particije Π? u slučaju primjene
LS-kvazimetričke funkcije definirana je brojem [20, 110]:

CH(k) =
1

k−1G(Π?)
1

m−kFLS(Π?)
, (5.3)

koji nazivamo CH-indeks particije Π?. Particiju s najvećim CH-indeksom
smatramo MAPart.

Primjer 5.1. Promatrajmo skup A = {2, 4, 8, 10, 16} iz Primjera 3.5, str. 44.
Dobivenu LS-optimalnu 3-particiju Π?

3 = {{2, 4}, {8, 10}, {16}} usporedimo s
LS-optimalnom 2-particijom. Optimalne particije možemo potražiti pomoću
k-means algoritma ili pomoću Inkrementalnog algoritma.

2 4 8 10 16

(a) LS-optimalna 2-particija

2 4 8 10 16

(b) LS-optimalna 3-particija

Slika 5.1: Izbor particije s prikladnijim brojem klastera

LS-optimalna 2-particija je Π?
2 = {{2, 4}, {8, 10, 16}} (Slika 5.1 a) za koju je

FLS(Π?
2) = 36.67, G(Π?

2) = 83.33.

Za LS-optimalnu 3-particiju Π?
3 (Slika 5.1 b) dobili smo

FLS(Π?
3) = 4, G(Π?

3) = 116.

Primijetite da sukladno teoriji vrijedi FLS(Π?
2) ≥ FLS(Π?

3) i također G(Π?
2) ≤

G(Π?
3).
Odgovarajući CH-indeksi su

CH(2) = 83.33/1
36.67/3 = 6.82, CH(3) = 116/2

4/2 = 29.

Budući da je CH(3)>CH(2), particija Π?
3 particija je s prihvatljivijim (prikladni-

jim) brojem klastera.

Sljedeća propozicija pokazuje da se najveća vrijednost CH-indeksa k-
particije postiže na globalno optimalnoj k-particiji.
Propozicija 5.1. Neka je A ⊂ Rn konačan skup i neka su Π1 i Π2 dvije
različite k-particije skupa A. Tada vrijedi:

CH(Π1) ≥ CH(Π2) ⇔ FLS(Π1) ≤ FLS(Π2). (5.4)
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Dokaz. Neka je m = |A| i c = mean(A). Označimo κ :=
m∑
i=1
‖c− ai‖22. Tada

prema (3.31), str. 52, vrijedi:

G(Π1) = κ−FLS(Π1) i G(Π2) = κ−FLS(Π2).

Zato vrijedi:

CH(Π1) ≥ CH(Π2)⇔ m−k
k−1

G(Π1)
FLS(Π1) ≥

m−k
k−1

G(Π2)
FLS(Π2)

⇔ κ−FLS(Π1)
FLS(Π1) ≥ κ−FLS(Π2)

FLS(Π2)

⇔ κ
FLS(Π1) − 1 ≥ κ

FLS(Π2) − 1⇔ FLS(Π1) ≤ FLS(Π2).

5.1.2 Davies–Bouldin indeks

Ovaj indeks predložili su D. Davies i D. Bouldin u svom radu „A cluster
separation measure” objavljenom 1979. godine u časopisu IEEE Transactions
on Pattern Analysis and Machine Intelligence. I ovaj indeks kasnije je doživio
brojne prilagodbe i usavršavanja (vidi primjerice [14, 90, 110, 111, 113]).

DB-indeks definira se tako da interno kompaktnija particija čiji su klasteri
međusobno bolje razdvojeni ima manju DB vrijednost.

Niže navedeni koncept preuzet je iz [111]. Neka je c ∈ R2 točka u
ravnini oko koje je primjenom Gaussove normalne distribucije s varijancom
σ2 generirano m slučajnih točaka ai. Ovaj skup točaka čini sferičan skup
podataka kojeg ćemo označiti s A.

Iz statističke literature [12] poznato je da se u krugu K(c, σ) sa središtem
u točki c i radijusom σ (standardna devijacija) nalazi oko 68% točaka skupa
A. Ovaj krug zvat ćemo glavni krug skupa podataka A.

Pretpostavimo da su za dvije različite točke c1, c2 ∈ R2 i dvije različite
varijance σ2

1, σ
2
2 na prethodno opisan način generirana dva sferična skupa

podataka A1,A2 i da su K1(c1, σ1), K2(c2, σ2) njihovi odgovarajući glavni
krugovi. Radijus σ1 prvog kruga standardna je devijacija skupaA1, a radijus
drugog kruga σ2 standardna je devijacija skupa A2.

Mogući odnosi skupova A1 i A2 s obzirom na međusobni položaj nji-
hovih glavnih krugova K1(c1, σ1) i K2(c2, σ2) prikazani su na Slici 5.2. Na
Slici 5.2 a prikazani su skupovi A1 i A2 čiji se glavni krugovi ne sijeku i za
koje vrijedi ‖c1− c2‖2 > σ1 +σ2, na Slici 5.2 b prikazani su skupovi A1 i A2
čiji se glavni krugovi dodiruju i za koje vrijedi ‖c1 − c2‖2 = σ1 + σ2, itd.
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(a) ‖c1 − c2‖2 > σ1 + σ2 (b) ‖c1 − c2‖2 = σ1 + σ2

(c) ‖c1 − c2‖2 < σ1 + σ2 < 2‖c1 − c2‖2 (d) σ1 + σ2 > 2‖c1 − c2‖2

Slika 5.2: Međusobno različiti odnosi dva sferična skupa podataka

Dakle, možemo reći da se glavni krugovi K1(c1, σ1), K2(c2, σ2) skupova
A1,A2 presijecaju (imaju neprazan presjek) ako vrijedi [111]:

‖c1 − c2‖2 ≤ σ1 + σ2, (5.5)

odnosno možemo reći da su glavni krugovi skupova A1,A2 razdvojeni ako
vrijedi:

σ1 + σ2
‖c1 − c2‖2

< 1.

Promatrajmo sada optimalnu particiju Π? skupaA s klasterima π?1, . . . , π?k
i njihovim centroidima c?1, . . . , c?k. Uočimo jedan od klastera π?j i razmotrimo
njegov odnos prema ostalim klasterima. Primijetite da je veličinom

Dj := max
s 6=j

σj + σs
‖c?j − c?s‖2

, σ2
j := 1

|π?j |
∑
a∈π?j

‖c?j − a‖22, (5.6)

zadano najveće moguće preklapanje klastera π?j s nekim drugim klasterom.
Veličina

1
k (D1 + · · ·+Dk) (5.7)

prosjek je brojeva (5.6), a predstavlja još jednu mjeru interne kompaktnosti
i eksterne razdvojenosti klastera u particiji. Jasno je da što je broj (5.7)
manji, klasteri su kompaktniji i bolje razdvojeni. Zato se DB-indeks opti-
malne particije Π? skupa A s klasterima π?1, . . . , π?k i njihovim centroidima
c?1, . . . , c

?
k definira na sljedeći način [14, 25, 80, 90, 110, 111]

DB(k) = 1
k

k∑
j=1

max
s 6=j

σj + σs
‖c?j − c?s‖2

, σ2
j = 1

|π?j |
∑
a∈π?j

‖c?j − a‖22. (5.8)



92 Indeksi

Particiju s najmanjim DB-indeksom smatramo MAPart.
Primjer 5.2. Promatrajmo ponovo skup A = {2, 4, 8, 10, 16} iz Primjera 5.1.
Primjenom DB-indeksa odredimo particiju s najprikladnijim brojem klastera.

LS-optimalna 2-particija je Π?
2 = {{2, 4}, {8, 10, 16}}. Centri njenih klastera

su: c?1 = 3, c?2 = 11.33, a odgovarajuće standardne devijacije: σ1 = 1, σ2 = 3.4.
Odgovarajući DB-indeks je

DB(2) = 1
2

(
σ1+σ2
‖c?1−c?2‖2

+ σ2+σ1
‖c?2−c?1‖2

)
= 0.58788.

LS-optimalna 3-particija je Π?
3 = {{2, 4}, {8, 10}, {16}}. Centri njenih klastera

su: c?1 = 3, c?2 = 9, c?3 = 16, a odgovarajuće standardne devijacije: σ1 = 1, σ2 = 1,
σ3 = 0. Odgovarajući DB-indeks je

DB(3) = 1
3

(
max

{
σ1+σ2
‖c?1−c?2‖2

, σ1+σ3
‖c?1−c?3‖2

}
+ max

{
σ2+σ1
‖c?2−c?1‖2

, σ2+σ3
‖c?2−c?3‖2

}
+ max

{
σ3+σ1
‖c?3−c?1‖2

, σ3+σ2
‖c?3−c?2‖2

})
= 0.26984.

Budući da je DB(3)<DB(2), particija Π?
3 je particija s prihvatljivijim (priklad-

nijim) brojem klastera što je u suglasju s ranije dobivenim zaključkom pomoću
CH-indeksa.
Primjer 5.3. Potražimo particiju skupa A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . , 12}
s najprikladnijim brojem klastera, pri čemu je

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xi 1 2 3 2 2 3 4 3 6 8 7 7
yi 5 4 6 7 1 2 1 1 5 5 4 6
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Slika 5.3: Izbor LS-optimalne particije s najprikladnijim brojem klastera

Za optimalne LS-particije Π?
2, . . . ,Π?

6 s 2, 3, . . . , 6 klastera izračunat ćemo vrijed-
nost funkcije cilja FLS , vrijednost CH-indeksa i vrijednost DB-indeksa. Na Slici 5.3
prikazane su LS-optimalna 2-particija, 3-particija i 4-particija, a na Slici 5.4 grafovi
koji prikazuju vrijednost spomenutih indeksa za LS-optimalne particije.
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Slika 5.4: Izbor particije s najprikladnijim brojem klastera

Kao što se može vidjeti, CH-indeks prima najveću, a DB-indeks najmanju vri-
jednost na istoj particiji. To znači da s visokom sigurnošću možemo tvrditi da
je particija s najprikladnijim brojem klastera upravo 3-particija, što je i vizualno
očekivano (vidi Sliku 5.3).
Zadatak 5.1. Neka je A ⊂ Rn konačan skup i neka su Π1 i Π2 dvije različite
k-particije skupa A. Vrijedi li:

DB(Π1) ≤ DB(Π2) ⇔ FLS(Π1) ≤ FLS(Π2)? (5.9)

Primjedba 5.1. U Primjeru 4.2 za skup s jednim obilježjem izračunate su
vrijednosti CH i DB-indeksa za lokalno i globalno optimalnu particiju. Slično
je urađeno u Primjeru 4.3 za skup s dva obilježja. Pokazuje se da je veli-
čina CH (odnosno DB) indeksa veća (odnosno manja) na globalno optimalnoj
particiji.

Primjer 5.4. Ako na skupu A iz Primjera 4.8 (vidi Sliku 4.10a, str. 81)
polazeći od particije Π(m) = {{a1}, . . . , {am}} provedemo Algoritam AGNES
koristeći mjeru sličnosti (4.13) uz primjenu LS-kvazimetričke funkcije

D2(A,B) = ‖cA − cB‖22, cA = mean
a∈A

a, cB = mean
b∈B

b,

dobit ćemo sličan rezultat kao u Primjeru 4.8, ali u ovom slučaju možemo
odrediti i odgovarajuće vrijednosti CH i DB-indeksa (vidi Tablicu 5.1).

Indeksi Π(2) Π(3) Π(4) Π(5) Π(6) Π(7)

CH 17.76 33.65 30.34 26.97 21.78 18.31
DB 0.50 0.42 0.36 0.38 0.25 0.18

Tablica 5.1: CH i DB-indeksi LS-optimalnih particija

Dok CH-indeks jasno pokazuje da je Π(3) particija s najprikladnijim brojem
klastera, DB-indeks ne daje jasan odgovor.
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Općenito, treba reći da navedeni indeksi daju prihvatljive zaključke ako
su podaci takvi da se uklapaju u pretpostavke na osnovi kojih su indeksi
konstruirani. Pri tome, kao što pokazuju i prethodno navedeni primjeri,
zaključivanje o najprikladnijem broju klastera na skupu s relativno male-
nim brojem podataka neće biti dovoljno pouzdano. Štoviše, zaključivanje o
najprikladnijem broju klastera u particiji temeljem navedenih indeksa nije
uvijek jednoznačno.

5.1.3 Kriterij širine siluete

Kriterij širine siluete (engl. Silhouette Width Criterion (SWC)) vrlo je popu-
laran u klaster analizi i primjenama [49, 106, 110]. Za k-LOPart Π? =
{π?1, . . . , π?k} SWC se definira na sljedeći način: Za svaki ai ∈ A∩π?r računaju
se brojevi

αir = 1
|π?r |

∑
b∈π?r

d(ai, b), βir = min
q 6=r

1
|π?q |

∑
b∈π?q

d(ai, b), (5.10)

a odgovarajuci SWC indeks definiran je s

SWC(k) = 1
m

m∑
i=1

βir−αir
max{αir,βir} . (5.11)

Kompaktniji i bolje separirani klasteri u particiji daju veći SWC broj. Parti-
ciju s najvećim SWC indeksom smatramo MAPart.

Zbog složene numeričkog postupka SWC-indeksa, obično se koristi Pojed-
nostavljeni kriterij širine siluete (engl. Simplified Silhouette Width Criterion
(SSC)) koji umjesto prosječne vrijednosti (5.10) koristi udaljenost od ele-
menta ai ∈ A ∩ π?r do centara c?1, . . . , c?k:

αir = d(ai, c?r), βir = min
q 6=r

d(ai, c?q), SSC(k) = 1
m

m∑
i=1

βir−αir
max{αir,βir} . (5.12)

Prema ovom kriteriju, particiju s najvećim SSC-indeksom smatramo MAPart.
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Slika 5.5: Indeksi

Primjer 5.5. Promatrajmo ponovo skup A iz Primjera 4.6, str. 77. Poku-
šajmo odrediti najprikladniji broj klastera primjenom prethodno spomenutih
CH, DB i SSC-indeksa.

Vrijednosti svih indeksa za optimalne particije Π?
2, . . . ,Π?

8 navedene su u Ta-
blici 5.2 (indeksi najprikladnije particije označeni su bold), a grafički su prikazani
na Slici 5.5. Sva tri indeksa ukazuju na to da je Π?

6 particija s najprihvatljivijem
brojem klastera.

(k = 2) (k = 3) (k = 4) (k = 5) (k = 6) (k = 7) (k = 8)

DB 0.201 0.253 0.215 0.176 0.165 0.352 0.516
CH 2979 2621 3471 3946 6001 5384 4940
SSWC 0.868 0.835 0.867 0.885 0.901 0.862 0.817

Tablica 5.2: Vrijednosti indeksa k-optimalnih particije iz Primjera 5.5

5.2 Usporedba particija

Problem usporedbe dviju različitih particija Π(1) = {π(1)
1 , . . . , π

(1)
k } i Π(2) =

{π(2)
1 , . . . , π

(2)
` } pojavljuje se u različitim situacijama kao primjerice ako že-

limo usporediti particiju dobivenu nekom metodom s originalnom particijom
na kojoj smo testirali metodu. Pokazat ćemo kako se to može napraviti pri-
mjenom tzv. Rand ili Jaccard indeksa ovih particija ili tako da odredimo
udaljenost skupa centara klastera originalne particije i skupa centara klas-
tera izračunate particije.

5.2.1 Rand indeks dviju particija

Pojam Rand indeksa uvest ćemo prema [43]. Neka su Π(1) = {π(1)
1 , . . . , π

(1)
k }

i Π(2) = {π(2)
1 , . . . , π

(2)
` } dvije particije skupa A s razdvojenim klasterima.
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Definicija 5.1. Neka je C = {(ai, aj) ∈ A × A : 1 ≤ i < j ≤ m} ⊂ Rn×n.
Kažemo da su elementi para (a, b) ∈ C spareni (paired) u Π(1) ako pripadaju
istom klasteru u Π(1), tj. ako postoji π(1)

s ∈ Π(1), tako da je a, b ∈ π
(1)
s .

Analogno se definira i sparenost u particiji Π(2).
Primijetite da je skup C skup svih kombinacija bez ponavljanja drugog

razreda od m elemenata skupa A pa je |C| =
(m

2
)

= m(m−1)
2 .

Definicija 5.2. Definiramo sljedeće podskupove skupa C:

C1 : svi parovi (a, b) ∈ C spareni u Π(1) i spareni u Π(2),

C2 : svi parovi (a, b) ∈ C koji su spareni u Π(1), ali nisu spareni u Π(2),

C3 : svi parovi (a, b) ∈ C koji nisu spareni u Π(1), ali su spareni u Π(2),

C4 : svi parovi (a, b) ∈ C koji nisu spareni ni u Π(1) ni u Π(2).

Primjedba 5.2. Skup {C1, C2, C3, C4} jedna je particija skupa C. Ako uve-
demo oznake: a := |C1|, b := |C2|, c := |C3|, d := |C4|, onda vrijedi:

m(m−1)
2 = |C| = a+ b+ c+ d.

Kažemo da su parovi iz skupa C1 ∪ C4 sukladni parovi (concordant pairs) jer
imaju isti status u obje particije, dok za parove iz skupa C2 ∪ C3 kažemo da
nisu sukladni jer nemaju isti status u obje particije.

Rand indeks definira se na sljedeći način:

R(Π(1),Π(2)) := a+ d

a+ b+ c+ d
. (5.13)

Očigledno je R(Π(1),Π(2)) ∈ [0, 1], a particije su sličnije što je vrijednost
Rand indeksa bliža 1. Primijetite da bi se u ovom slučaju Rand indeks
mogao izračunati kao R(Π(1),Π(2)) = a+d

|C| , gdje je |C| =
(m

2
)

= m(m−1)
2 .

U cilju izbjegavanja simetričnosti stukture kod Rand indeksa, definira se
Jaccard indeks:

J(Π(1),Π(2)) := a

a+ b+ c
(5.14)

Zadatak 5.2. Pokažite da je DR(Π(1),Π(2)) = 1−R(Π(1),Π(2)) metrika na
C.
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U svrhu usporedbe particija Π(1) i Π(2) može se definirati i tzv. matrica
prijelaza1:

S(Π(1),Π(2)) = (sij), (5.15)

gdje je sij broj elemenata klastera π(1)
i koji se pojavljuju u klasteru π(2)

j (vidi
[106]). Ova matrica na finiji način pokazuje stupanj podudaranja particija
Π(1) i Π(2).
Zadatak 5.3. Neka je A ⊂ Rn. Ako je U (1) matrica pripadnosti k-particije
Π(1), a U (2) matrica pripadnosti `-particije Π(2), pokažite da se matrica pri-
jelaza može dobiti kao

S(Π(1),Π(2)) =
(
U (1))T · U (2).

Primjer 5.6. Neka je A = {ai : i = 1, . . . , 9}. Promatramo dvije particije:

Π(1) = {{a1, a2, a3}, {a4, a5, a6}, {a7, a8, a9}},
Π(2) = {{a1, a2}, {a3, a4, a5, a6}, {a7, a8}, {a9}}.

Napišimo pripadne matrice pripadnosti (Membership Matrices). Tada se
lako vidi da je:

a = 5 = |C1| = |{(a1, a2), (a4, a5), (a4, a6), (a5, a6), (a7, a8)}|

b = 4 = |C2| = |{(a1, a3), (a2, a3), (a7, a9), (a8, a9)}|

c = 3 = |C3| = |{(a3, a4), (a3, a5), (a3, a6)}|

d = 24 = |C4| = |{(a1, a4), (a1, a5), (a1, a6), (a1, a7), (a1, a8), (a1, a9), (a2, a4), (a2, a5), (a2, a6),

(a2, a7), (a2, a8), (a2, a9), (a3, a7), (a3, a8), (a3, a9), (a4, a7), (a4, a8), (a4, a9),

(a5, a7), (a5, a8), (a5, a9), (a6, a7), (a6, a8), (a6, a9), }|

R(Π(1),Π(2)) = 29
36 = 0.805556.

Primjer 5.7. Promatramo podatke A iz Primjera 4.6, str. 77. Vrijed-
nosti Rand odnosno Jaccard indeksa između originalne 6-particije Π i k-
LOPart Π?(2), . . . ,Π?(8) dobivenih inkrementalnim algoritmom i prikazanih
na Slici 4.6, str. 78 navedeni su u Tablici 5.3.

1Bez obzira što se u engleskoj literaturi može naći pod nazivom „confusion matrix”,
mislimo da je primjereniji naziv „matrica prijelaza”.
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Indeksi Π?(2) Π?(3) Π?(4) Π?(5) Π?(6) Π?(7) Π?(8)

Rand 0.111 0.238 0.482 0.661 0.924 0.918 0.853
Jaccard 0.111 0.206 0.393 0.561 0.880 0.870 0.778

Tablica 5.3: Rand i Jaccard indeksi za k-LOPart, k = 2, . . . , 8

Kao što se i očekivalo, najveće vrijednosti Rand i Jaccard indeksa dobivaju se
za 6-LOPart Π?(6). Pri tome matrica prijelaza (5.15) pokazuje vrlo dobro prepoz-
navanje elemenata klastera

S6 =


197 3 0 0 0 0
5 195 0 0 0 0
2 8 190 0 0 0
0 0 1 178 21 0
0 0 0 0 200 0
0 0 0 0 0 200


5.2.2 Primjena Hausdorffove udaljenosti

Dvije particije Π(1) = {π(1)
1 , . . . , π

(1)
k } i Π(2) = {π(2)

1 , . . . , π
(2)
` } možemo uspo-

rediti i tako da odredimo udaljenost skupa centara c1, . . . , ck klastera parti-
cije Π(1) i skupa centara z1, . . . , z` klastera particije Π(2). U tu svrhu iskoris-
tit ćemo poznatu Hausdorffovu metričku funkciju [90] koju ćemo primijeniti
na skupove centara.
Definicija 5.3. Hausdorffova udaljenost dvaju skupova A and B definira se
kao

dH(A,B) = max{max
x∈A

min
y∈B

d(x, y),max
y∈B

min
x∈A

d(x, y)}. (5.16)

Primjer 5.8. Zadana su dva skupa točaka A = {(4, 9)T , (5, 6)T , (8, 6)T , (9, 9)T }
i B = {(3, 4)T , (5, 2)T , (6, 5)T } koja su prikazana plavim i crvenim točkama na
Slici 5.6. Hausdorffova udaljenost između njih je dH(A,B) = 6.
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7

Slika 5.6: Hausdorffova udaljenost dvaju skupova točaka



Poglavlje 6

Mahalanobis grupiranje
podataka

U prethodnom poglavlju razmatrali smo problem grupiranja podataka u
sferične klastere. Korak prema realnim problemima napravit ćemo u ovom
poglavlju promatrajući problem grupiranja podataka u elipsoidalne klastere.
Priroda problema ili geometrijski razlozi često ukazuju na potrebu traženja
particije s elipsoidnim klasterima (vidi Primjer 1.1, str. 1.1, Primjer 1.4,
str. 1.4, Primjer 1.9, str. 1.9).

Inicijalno, problem ćemo promatrati u ravnini, gdje ključnu ulogu ima
TLS-pravac. Nakon toga bit će lako napraviti poopćenje na Rn.

6.1 TLS-pravac u ravnini

Razmotrimo poznati problem određivanja najboljeg pravca u ravnini u smislu
potpunih najmanjih kvadrata (Total Least Squares (TLS))1 (vidi [22, 48, 64]).
Za dani skup podataka A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} treba odre-
diti parametre pravca

ax+ by + c = 0, (6.1)

tako da suma kvadrata ortogonalnih udaljenosti točaka ai do pravca (6.1)
bude minimalna. Kako bi jednadžba (6.1) određivala neki pravac, na para-
metre a, b, c postavlja se zahtjev a2 + b2 6= 0, koji osigurava da barem jedan
od parametara a ili b bude različit od nule. Ako jednadžbu (6.1) podijelimo

1U znanstvenoj literaturi ovaj problem može se pronaći još i korištenjem ključne riječi
„Errors-in-variables”.
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s
√
a2 + b2 i uvedemo oznake: α := a√

a2+b2 , β := b√
a2+b2 , γ := c√

a2+b2 , zah-
tjev a2 + b2 6= 0 prelazi u α2 + β2 = 1, a problem određivanja optimalnih
parametara traženog pravca možemo postaviti kao sljedeći GOP u R3:

argmin
α,β,γ∈R

m∑
i=1

(αxi + βyi + γ)2, uz uvjet α2 + β2 = 1. (6.2)

Sljedeća lema omogućit će nam redukciju dimenzije ovog GOP na R2.
Lema 6.1. Zadan je skup podataka A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m}
s težinama wi > 0. TLS-pravac prolazi centroidom podataka (x̄, ȳ)T , gdje je:

x̄ = 1
W

m∑
i=1

wixi, ȳ = 1
W

m∑
i=1

wiyi, W =
m∑
i=1

wi.

Dokaz. Primijetimo najprije da ako normalni pravac αx+ βy+ γ = 0, α2 +
β2 = 1, prolazi centroidom podataka (x̄, ȳ)T , onda njegova jednadžba glasi:

α(x− x̄) + β(y − ȳ) = 0, uz uvjet α2 + β2 = 1. (6.3)

Koristeći svojstvo (2.6), str.11 i linearnost aritmetičke sredine, dobivamo:

m∑
i=1

wi(αxi + βyi − (−γ))2

≥
m∑
i=1

wi(αxi + βyi − (αx̄+ βȳ))2 =
m∑
i=1

wi (α(xi − x̄) + β(yi − ȳ))2 ,

pri čemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako je γ = −αx̄−βȳ. To znači
da između svih normalnih pravaca αxi + βyi + γ = 0, α2 + β2 = 1, pravac
(6.3) koji prolazi centroidom podataka ima najmanju moguću težinsku sumu
kvadrata ortogonalnih odstupanja.

Sukladno Lemi 6.1, TLS-pravac tražit ćemo u obliku (6.3) tako da umjesto
rješavanja GOP (6.2), rješavamo GOP

argmin
α,β∈R

F (α, β), uz uvjet α2 + β2 = 1, gdje je

F (α, β) =
m∑
i=1

wi [α(xi − x̄) + β(yi − ȳ)]2 . (6.4)
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Uz oznake:

B :=

 x1 − x̄ y1 − ȳ
...

...
xm − x̄ ym − ȳ

 , D = diag(w1, . . . , wm), t =
[
α
β

]
,

funkcija F može se zapisati u obliku:

F (α, β) = ‖
√
DBt‖22, ‖t‖2 = 1. (6.5)

Naime, ‖
√
DBt‖22 = (

√
DBt)T (

√
DBt) = tTBTDBt, a kako je

BTDB =
[
x1 − x̄ · · · xm − x̄
y1 − ȳ · · · ym − ȳ

]
·

 w1(x1 − x̄) w1(y1 − ȳ)
· · · · · ·

wm(xm − x̄) wm(ym − ȳ)



=


m∑
i=1

wi(xi − x̄)2
m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ)
m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ)
m∑
i=1

wi(yi − ȳ)2

 ,
dobivamo

[α, β](BTDB)
[
α
β

]
= [α, β]

α
m∑
i=1

wi(xi − x̄)2 + β
m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ)

α
m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ) + β
m∑
i=1

wi(yi − ȳ)2


=α2

m∑
i=1

wi(xi − x̄)2 + 2αβ
m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ) + β2
m∑
i=1

wi(yi − ȳ)2

=
m∑
i=1

wi
[
α(xi − x̄) + β(yi − ȳ)

]2 = F (α, β).

Zadatak 6.1. Pokažite da je matrica BTDB pozitivno definitna onda i
samo onda ako točke (xi, yi)T , i = 1, . . . ,m ne leže na pravcu.

Sukladno [64], vrijedi sljedeći teorem. Potrebni korišteni pojmovi mogu
se pronaći u [22, 108].
Teorem 6.1. Funkcija F zadan u (6.4) postiže svoj globalni minimum na
jediničnom svojstvenom vektoru t = (α, β)T koji odgovara manjoj svojstvenoj
vrijednosti simetrične pozitivno definitne matrice BTDB.

Dokaz. Primijetimo da je BTDB ∈ R2×2 simetrična matrica. Prema te-
oremu o dijagonalizaciji simetrične matrice [108], postoji ortogonalna ma-
trica V i dijagonalna matrica ∆ = diag(λ1, λ2) takva da je BTDB = V∆V T .
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Pri tome su λ1 i λ2 pozitivne svojstvene vrijednosti, a stupci matrice V od-
govarajući svojstveni vektori matrice BTDB.

Za proizvoljni jedinični vektor t ∈ R2 vrijedi:

‖
√
DBt‖22 = (

√
DBt)T (

√
DBt) = tTBTDBt = tTV∆V T t = sT∆s,

gdje je s = V T t. Pri tome, zbog ortogonalnosti matrice V T , vrijedi ‖s‖2 = 1.
Zato je

‖
√
DBt‖22 = sT∆s =

2∑
i=1

λis
2
i ≥ λmin(BTDB).

Posljednja nejednakost posljedica je činjenice da se minimum konveksne
kombinacije postiže na najmanjem broju. Nije teško vidjeti da se jedna-
kost postiže upravo kada je t jednak jediničnom svojstvenom vektoru koji je
pridružen najmanjoj (manjoj) svojstvenoj vrijednosti matrice BTDB.

Zadatak 6.2. Odredite eksplicitne formule za svojstvene vrijednosti matrice
BTDB.
Primjer 6.1. Zadani su podaci

wi 1 1 1 1 1
xi 1 2 3 4 5
yi 1 3 4 2 3

Centroid podataka je u točki c̄ = (3, 13
5 )T , a matrice B, D i BTDB u ovom

slučaju su:

B =


−2 −8/5
−1 2/5
0 7/5
1 −3/5
2 2/5

 , D = diag(1, 1, 1, 1, 1), BTDB =
[

10 3
3 26/5

]
.

Svojstvene vrijednosti matrice BTDB su λ1 = 11.442, λ2 = 3.758, a jedinični
svojstveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je t = (−0.43, 0.90)T .
Zato jednadžba najboljeg TLS-pravca glasi −0.433 (x − 3) + 0.901 (y − 13

5 ) = 0,
odnosno −0.433x+ 0.901y + 3.643 = 0. Graf ovog pravca prikazan je na Slici 6.1a.

Ako težinu w5 = 1 zamijenimo s w5 = 6, centroid podataka postaje točka
c̄ = (4, 14

5 )T , a matrice B, D i BTDB u ovom slučaju su:

B =


−3 −9/5
−2 1/5
−1 6/5
0 −4/5
1 1/5

 , D = diag(1, 1, 1, 1, 6), BTDB =
[

20 5
5 28/5

]
.
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Slika 6.1: Najbolji TLS i OD pravac

Svojstvene vrijednosti matrice BTDB postaju λ1 = 21.566 i λ2 = 4.034, a
jedinični svojstveni vektor koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti je t =
(−0.299, 0.954)T . Zato jednadžba TLS-pravca glasi −0.299 (x−4)+0.954 (y− 14

5 ) =
0, odnosno−0.299x+0.954y+3.867 = 0. Graf ovog pravca prikazan je na Slici 6.1b.

? ? ? ? ?

Matrica Σ = 1
WBTDB, uz neke uvjete na skup podatakaA (vidi Lemu 6.2),

pozitivno je definitna simetrična matrica. Njezine svojstvene vrijednosti su
realni brojevi, a odgovarajući svojstveni vektori međusobno su okomiti. U
smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara većoj svojstvenoj vrijednosti, us-
mjeren je TLS-pravac. Jedinični svojstveni vektor koji odgovara manjoj svoj-
stvenoj vrijednosti ove matrice je jedinični vektor normale na TLS-pravac
~n0 = ξ~i+ η~j, a budući da TLS-pravac mora proći centroidom (x̄, ȳ)T skupa
A, njegova jednadžba glasi:

ξ(x− x̄) + η(x− ȳ) = 0.

U statističkoj literaturi matrica Σ naziva se kovarijacijska matrica (engl.:
covariance matrix) slučajnih varijabli X,Y , a smjerovi svojstvenih vektora
nazivaju se glavni smjerovi (engl.: principal components). U smjeru svoj-
stvenog vektora, koji odgovara većoj svojstvenoj vrijednosti, varijanca po-
dataka je veća, a u smjeru svojstvenog vektora, koji odgovara manjoj svoj-
stvenoj vrijednosti, varijanca podataka je manja.

6.2 Mahalanobis kvazimetrička funkcija u ravnini
Neka je S : X0 → X0 linearni operator kontrakcije/dilatacije kojemu u bazi
e = {e1, e2} pripada dijagonalna matrica

Σ(e) =
[
α 0
0 β

]
, α, β > 0.
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Operator S jediničnu kružnicu (uz primjenu l2-udaljenosti) sa središtem u
ishodištu

K = {x ∈ R2 : ‖x‖22 = 1} = {(x1, x2)T ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = 1}

preslikava na elipsu s poluosima α, β:

E = {ξ = (ξ1, ξ2)T ∈ R2 : ξ2
1
α2 + ξ2

2
β2 = 1}.

Naime, neki vektor x = x1e1 + x2e2 ∈ K operator S preslikava u vektor
ξ = ξ1e1 + ξ2e2 pa jednakost S(x) = ξ daje:

αx1e1 + βx2e2 =: ξ1e1 + ξ2e2.

Zato je veza između komponenti vektora x i ξ zadana s:

x1 = ξ1
α , x2 = ξ2

β ,

pa kružnica K prelazi u elipsu E.
Definirajmo takvu kvazimetričku funkciju dm : R2 × R2 → R+ primje-

nom koje će točke na elipsi E biti jednako udaljene od ishodišta O, odnosno
primjenom koje će elipsa E postati jedinična kružnica u prostoru snabdje-
venom kvazimetričkom funkcijom dm. To ćemo postići tako da udaljenosti
u smjeru svojstvenih vektora uzimamo obrnuto proporcionalno veličini od-
govarajuće svojstvene vrijednosti operatora S. Upravo takvo djelovanje ima
inverzni linearni operator S−1.

Zato kvazimetričku funkciju dm : R2 × R2 → R+ definiramo s:

dm(x, y; Σ) := ‖Σ−1/2(x− y)‖22 = (x− y)TΣ−1(x− y). (6.6)

Kvazimetrička funkcija dm naziva se Mahalanobis kvazimetrička funkcija, a
udaljenost dm(x, y; Σ) naziva se Mahalanobis udaljenost (M-udaljenost) to-
čaka x, y ∈ R2. Na taj način elipsa E postaje jedinična Mahalanobis kružnica
(M-kružnica):

M(O; Σ) = {x ∈ R2 : dm(O, x; Σ) = 1}.

Primjer 6.2. Linearni operator S : X0 → X0 u bazi e = {e1, e2} zadan je

matricom Σ(e) =
[
3 0
0 1

2

]
. Jedinična M-kružnica u ovom slučaju je:

ξ2

(
√

3)2 + η2

(1/
√

2)2 = 1,

a geometrijski predstavlja elipsu s glavnom poluosi
√

3 i sporednom poluosi
1√
2 .Primijetite da točke A = (

√
3, 0) i B = (0, 1√

2) leže na jediničnoj M-
kružnici.
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Slika 6.2: Usporedba LS-udaljenosti i M-udaljenosti

6.3 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom to-
čaka iz ravnine

Zbog jednostavnosti, problem promatramo na R2. Za dani skup podataka
A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} s težinama w1, . . . , wm > 0 potražit
ćemo glavne smjerove izduženja. U tu svrhu promatramo kovarijacijsku
matricu

Σ= 1
W BTDB=


1
W

m∑
i=1

wi(xi − x̄)2 1
W

m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ)

1
W

m∑
i=1

wi(xi − x̄)(yi − ȳ) 1
W

m∑
i=1

wi(yi − ȳ)2

 , (6.7)

gdje je ā = (x̄, ȳ)T centroid skupa A

x̄ = 1
W

m∑
i=1

wixi, ȳ = 1
W

m∑
i=1

wiyi, W =
m∑
i=1

wi.

Kao što smo već primijetili, smjer TLS-pravca, a onda i glavnog smjera poda-
taka (first principal component) u smjeru je svojstvenog vektora koji pripada
većoj svojstvenoj vrijednosti matrice Σ. Sporedni smjer (second principal
component) uzima se okomito na prvi, dakle, u smjeru svojstvenog vektora
koji odgovara manjoj svojstvenoj vrijednosti iste matrice. Zbog toga ćemo
glavne smjerove u skupu A tražiti u smjeru svojstvenih vektora matrice Σ.
Primjedba 6.1. Kovarijacijsku matricu Σ skupa podataka A s centroidom
ā = mean(A) možemo zapisati pomoću Kroneckerovog produkta:

Σ = 1
W

m∑
i=1

wi(ā− ai)(ā− ai)T . (6.8)

Sljedeća lema pokazuje da će kovarijacijska matrica Σ zadana s (6.7)
biti pozitivno definitna ako skup podataka A ⊂ R2 ne leži na pravcu kroz
centroid (usporedi sa Zadatkom 6.1, str. 101).
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Lema 6.2. Neka je A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} skup točaka u
ravnini s centroidom ā = (x̄, ȳ)T .

Tada je kovarijacijska matrica Σ zadana s (6.7) simetrična pozitivno
definitna matrica onda i samo onda ako su vektori (x1 − x̄, . . . , xm − x̄)T ,
(y1 − ȳ, . . . , ym − ȳ)T linearno nezavisni.

Dokaz. Simetričnost matrice Σ je očigledna, a pozitivna definitnost slijedi
iz Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve nejednakosti.

Zadatak 6.3. Neka su u, v ∈ R proizvoljni realni brojevi i a = (x1, . . . , xm)T ,
b = (y1, . . . , ym)T ∈ Rm vektori.

a) Ako su vektori a, b ∈ Rm linearno nezavisni (zavisni), moraju li i
vektori (x1−u, . . . , xm−u)T , (y1− v, . . . , ym− v)T ∈ Rm biti linearno
nezavisni (zavisni) ?

b) Ako su vektori (x1 − u, . . . , xm − u)T , (y1 − v, . . . , ym − v)T ∈ Rm
linearno nezavisni (zavisni), moraju li i vektori a, b ∈ Rm biti linearno
nezavisni (zavisni) ?

Primjer 6.3. Svojstvene vrijednosti simetrične matrice Σ =
[
2 1
1 2

]
su λ1 =

3, λ2 = 1, a odgovarajući jedinični svojstveni vektori u1 =
√

2
2 (1, 1)T , u2 =

√
2

2 (−1, 1)T . Pomoću ove matrice u okolini ishodišta O = (0, 0)T generirat
ćemo skup A s m = 500 slučajnih točaka naredbom (vidi Sliku 6.3)

(a) LS-udaljenost

A1A2

(b) M-udaljenost

A1A2

Slika 6.3: Skup točaka generiran kovarijacijskom matricom S

In[1]:= SeedRandom[23];
m=500; O={0,0}; cov={{2,1},{1,2}};
RandomReal[MultinormalDistribution[O, cov],m];
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Centroid ā = (x̄, ȳ)T i kovarijacijska matrica prema (6.7) je

ā =
[

0.015
−0.051

]
, Cov =

[
1.960 0.975
0.975 1.933

]
.

Svojstvene vrijednosti matrice Cov su λ1 = 2.921, λ2 = 0.972, a odgovara-
jući svojstveni vektori u1 = (−0.712,−0.702)T (glavni smjer - first principal
component) i u2 = (0.702,−0.712)T (sporedni smjer - second principal com-
ponent).

Izaberimo točkuA1 = (1.3, 1.3)T na glavnom smjeru. Njena LS-udaljenost
do ishodišta O je dLS(A1, O) = 3.38, a njena M-udaljenost do ishodišta je
dm(A1, O) = 1.16 (Slika 6.3a). Točku A2 = (−.7, .7)T izaberimo na spored-
nom smjeru. Njena LS-udaljenost do ishodišta je dLS(A2, O) = 0.98, a njena
M-udaljenost do ishodišta je dm(A2, O) = 1.008 (Slika 6.3b).

Kao što se može vidjeti u ravnini snabdjevenoj LS-kvazimetričkom funk-
cijom točka A1 daleko je od jedinične kružnice, a točka A2 blizu jedinične
kružnice. U ravnini snabdjevenoj M-kvazimetričkom funkcijom obje točke
A1, A2 blizu su jedinične M-kružnice.
Teorem 6.2. Neka je A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} skup točaka u
ravnini s odgovarajućim težinama wi > 0, a Σ ∈ R2×2 simetrična pozitivno
definitna matrica. Tada se centroid skupa A podudara s M-centroidom skupa
A.

Dokaz. U skladu s Definicijom 2.2, M-centroid skupa A je vektor

c?m = argmin
x∈R2

m∑
i=1

widm(x, ai) = argmin
x∈R2

m∑
i=1

wi(x− ai)TΣ−1(x− ai),

na kojemu se postiže minimum funkcije

Fm(x) =
m∑
i=1

widm(x, ai) =
m∑
i=1

wi(x− ai)TΣ−1(x− ai).

Stacionarna točka c?m funkcije Fm određena je s:

F ′m(c?m) = 2
m∑
i=1

wiΣ−1(c?m − ai) = 0.

Kako je Hessian HFm = 2WΣ−1 > 0 funkcije Fm pozitivno definitan, na
vektoru

c?m := 1
W

m∑
i=1

wia
i, W =

m∑
i=1

wi,

postiže se globalni minimum funkcije Fm. Dakle, M-centroid skupa A po-
dudara se s običnim centroidom skupa A.
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6.3.1 Mahalanobis udaljenost inducirana skupom točaka iz
Rn

Općenito, neka je A = {ai = (ai1, . . . , ain)T ∈ Rn : i = 1, . . . ,m} skup poda-
taka s težinama w1, . . . , wm > 0. Tada vrijedi:

(i) Centroid skupa A zadan je s:

ā = argmin
x∈Rn

m∑
i=1

widm(x, ai) = 1
W

m∑
i=1

wia
i, W =

m∑
i=1

wi.

(ii) Neka je

B =

 ā1 − a1
1 · · · ān − a1

n
... . . . ...

ā1 − am1 · · · ān − amn

 , D = diag(w1, . . . , wm).

Tada je kovarijacijska matrica Σ = 1
WBTDB zadana s:

Σ = 1
W


∑

wi(ā1 − ai1)2 · · ·
∑

wi(ā1 − a1
1)(ān − ain)∑

wi(ā2 − ai2)(ā1 − ai1) · · ·
∑

wi(ā2 − a1
2)(ān − ain)

...
. . .

...∑
wi(ān − ain)(ā1 − ai1) · · ·

∑
wi(ān − ain)2

 ,
što možemo pisati pomoću Kroneckerovog produkta (vidi također
Primjedbu 6.1, str. 105):

Σ = 1
W

m∑
i=1

wi(ā− ai)(ā− ai)T .

(iii) Mahalanobis kvazimetrička funkcija definira se s: dm : Rn×Rn → R+,

dm(x, y; Σ) = (x− y)TΣ−1(x− y).

6.4 Metode za traženje optimalne particije s elip-
soidnim klasterima

Promatramo skup A ⊂ ∆ ⊂ Rn s m = |A| elemenata, koji treba grupi-
rati u k klastera. Za traženje optimalnih particija skupa A s elipsoidnim
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klasterima konstruirat ćemo odgovarajuće modifikacije k-means algoritma i
Inkrementalnog algoritma.

Neka je Π = {π1, . . . , πk} particija skupa A gdje je za svaki klaster πj
određen njegov centroid cj = mean(πj) i pripadna kovarijacijska matrica
Σj = 1

|πj |
∑
a∈πj

(cj − a)(cj − a)T . Ako se svojstvene vrijednosti kovarijacijske

matrice međusobno bitnije razlikuju, to je svakako razlog da particije skupa
A potražimo u formi elipsoidnih klastera.

U cilju osiguranja monotonog pada vrijednosti funkcije cilja kod imple-
mentacije Mahalanobis k-means Algoritma 6.1 definirat ćemo (vidi [62, 103])
normaliziranu Mahalanobis kvazimetričku funkciju dM : R2 × R2 → R+:

dM (u, v; Σ) := n
√

det Σ (u− v)TΣ−1(u− v) = ‖u− v‖2Σ. (6.9)

Definicija 6.1. Neka je Σ ∈ Rn×n pozitivno definitna simetrična matrica i
u ∈ Rn.

• Skup M(u; Σ) = {x ∈ Rn : (x − u)TΣ−1(x − u) = 1} zovemo Mahala-
nobis kružnica (M -kružnica),

• Skup MN (u; Σ) = {x ∈ Rn : n
√

det Σ(x − u)TΣ−1(x − u) = 1} zovemo
normalizirana Mahalanobis kružnica (MN -kružnica).

Lema 6.3. Neka je Σ ∈ Rn×n pozitivno definitna simetrična matrica sa
svojstvenim vrijednostima λ1 ≥ · · · ≥ λn > 0. Tada:

(i) M -kružnica M(u; Σ) je hiperelipsoid s centrom u točki u ∈ Rn i glav-
nim poluosima duljine

√
λ1 ≥ · · · ≥

√
λn > 0 u smjeru svojstvenih

vektora matrice Σ,

(ii) NormaliziranaM -kružnicaMN (u; Σ) je hiperelipsoid s centrom u točki
u ∈ Rn i glavnim poluosima duljine

√
λ1

2n√det Σ
≥ · · · ≥

√
λn

2n√det Σ
> 0 u

smjeru svojstvenih vektora matrice Σ. Normalizirajući faktor n
√

det Σ
osigurava konstantnost volumena hiperelipsoida:

n∏
i=1

√
λi

2n√det Σ
= 1.

Dokaz. Dokaz tvrdnje (i) slijedi iz prethodnih razmatranja (vidi također
[57]).

U svrhu dokaza tvrdnje (ii) primijetite da jednadžba MN -kružnice može
biti zapisana kao

(x− u)T
( 1
n√det ΣΣ

)−1(x− u) = 1,
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iz čega korištenjem (i) za svojstvene vrijednosti λi
n√det Σ dobivamo traženu

tvrdnju (ii).

Primjer 6.4. Neka je

Σ =
[13

2
5
2

5
2

11
2

]
= Q

[
32 0
0 22

]
QT , gdje je Q =

√2
2 −

√
2

2
√

2
2

√
2

2


dekompozicija na svojstvene vrijednosti pozitivno definitne simetrične ma-
trice Σ ∈ R2×2.

M-kružnica M((3, 3)T ; Σ) elipsa je s centrom u točki u = (3, 3)T i polu-
osima duljine ξ = 3 i η = 2 u smjeru svojstvenih vektora (stupci ortogonalne
matrice Q) (plava elipsa na Slici 6.4).

Budući da je 4√detS =
√

6, normalizirana M -kružnica MN ((3, 3)T ;S)
elipsa je s centrom u točki u = (3, 3)T i poluosima duljine ξ′ = 3√

6 i η′ = 2√
6

u smjeru svojstvenih vektora (stupci ortogonalne matrice Q) (crvene elipse
na Slici 6.4). Primijetite da je ξ′ · η′ = 1.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4
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6

ξ
η

ξ′η′

u

M
MN

Slika 6.4: M -kružnica i normalizirana MN -kružnica

Funkciju cilja tada također možemo definirati na jedan od sljedeća dva
načina:

FM (Π) =
k∑
j=1

∑
a∈πj

d
(j)
M (cj , a,Σj); (6.10)

FM (c1, . . . , ck) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

d
(j)
M (cj , ai,Σj). (6.11)

Ako je kovarijacijska matrica Σj ≈ I (sve svojstvene vrijednosti su ≈ 1),
onda klaster πj ima približno sferičan oblik, a ako je λ(j)

max � λ
(j)
min, onda

klaster πj ima vrlo izdužen elipsoidni oblik u smjeru svojstvenog vektora
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koji pripada najvećoj svojstvenoj vrijednosti. Kako treba postupiti kada je
cond (Sj) = λ

(j)
max/λ

(j)
min veliki broj (primjerice, 1020) može se vidjeti u [4].

Za traženje optimalne k-particije s elipsoidnim klasterima pokazat ćemo
Mahalanobis k-means algoritam i Mahalanobis inkrementalni algoritam (vidi
[62]).

6.4.1 Mahalanobis k-means algoritam

Mahalanobis k-means algoritam započet će inicijalizacijom u Koraku~0, a
nakon toga će se sukcesivno izmjenjivati Korak~A i Korak~B.
Algoritam 6.1. [Mahalanobis k-means algoritam]
Korak 0: Za dani skup z1, . . . , zk ∈ Rn međusobno različitih točaka za svaki j =

1, . . . , k odrediti:
Klastere: πj; [princip minimalnih udaljenosti];
Centroide: cj := mean[πj ];
Kovarijacijske matrice: Σj := 1

m

∑
a∈πj

(cj − a)(cj − a)T ;

M-kvazimetričke funkcije: d(j)
M (x, y,Σj) := n

√
det Σj(x− y)TΣ−1

j (x− y).

Korak A: Pridruživanje. Za dane centroide cj ∈ Rn, kovarijacijske matrice Σj i
M-kvazimetričke funkcije: d(j)

M (x, y,Σj) principom minimalnih udaljenosti
odrediti nove klastere
πj = {ai ∈ A : d(j)

M (cj , ai, Sj) ≤ d(s)
M (cs, ai, Ss), ∀s ∈ J}, j = 1, . . . , k;

Korak B: Korekcija. Za danu particiju Π = {π1, . . . , πk} odrediti:
Centroide: cj := mean[πj ];
Kovarijacijske matrice: Σj := 1

m

∑
a∈πj

(cj − a)(cj − a)T ;

M-kvazimetričke funkcije: d(j)
M (x, y,Σj) := n

√
det Σj(x− y)TΣ−1

j (x− y).

Budući da niz funkcijskih vrijednosti dobiven u svakoj iteraciji mono-
tono opada (vidi [103]), kriterij zaustavljanja Algoritma 6.1 može biti kao
u standardnom slučaju (4.9). Analogno, kao u Teoremu 4.1, str.71 može se
pokazati da Algoritma 6.1 daje LOPart.
Primjer 6.5. Sintetički skup podataka konstruirat ćemo slično kao u [106].
Izaberimo dvije točke C1 = (3, 2)T , C2 = (8, 6)T ∈ ∆ = [0, 10]2. U oko-
lini točke C1, odnosno C2, generiramo po 100 slučajnih točaka iz binor-
malne distibucije s očekivanjem 0 ∈ R2 i kovarijacijskom matricom Σ1 =
1
2

[
2 −1
−1 .9

]
, odnosno kovarijacijskom matricom Σ2 = 1

3

[
2 1
1 1

]
. Osim toga iz-

aberimo tri segmenta u ravnini `1 = [(1, 9)T , (6, 9)T ], `2 = [(3, 5)T , (5, 9)T ],
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`3 = [(3, 6)T , (7, 2)T ] i u okolini svakog od njih generiramo po 100 nor-
malno distribuiranih slučajnih točaka (vidi Sliku 6.5a). Nakon transforma-
cije podataka na kvadrat [0, 1]2 dobivamo particiju Π(0) = {π1, . . . , π5} i skup
A = ∪πj ⊂ [0, 1]2 s m = 500 točaka.
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Slika 6.5: Mahalanobis k-means algoritam

Korištenjem Mahalanobis k-means Algoritma 6.1 potražit ćemo optimalnu 5-
particiju. Najprije sukladno Koraku~0 izaberemo 5 inicijalnih centara (narančaste
točke na Slici 6.5b) i principom minimalnih udaljenosti odredimo inicijalne klastere
π1, . . . , π5 (Voronoijev dijagram na Slici 6.5b), njihove centroide, pripadne kovarija-
cijske matrice i M-kvazimetričke funkcije. Prva iteracija Algoritma 6.1 prikazana je
na Slici 6.5c, a M-optimalna 5-particija Π? dobivena nakon 4 iteracije na Slici 6.5d.
Elipse na slikama obuhvaćaju 95% točaka pojedinog klastera.

Rand indeks (0.863), Jaccard indeks (0.803) kao i matrica prijelaza

S(Π0,Π?) =

100 0 0 0 0
0 100 0 0 0
0 0 97 3 0
0 0 12 87 1
0 1 0 13 86


definirani u točki 5.2.1, str.95 pokazuju visoki stupanj podudaranja originalne i
izračunate particije jer je njezina struktura skoro dijagonalna.
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Slika 6.6: Izbor početnih centara

Primjer 6.6. Mahalanobis k-means Algoritam 6.1 mogli smo pokrenuti i
s manje ili više početnih centara. Na Slici 6.6 prikazani su Voronoijevi
dijagrami skupa A iz Primjera 6.5 za dva, tri, četiri i šest izabranih početnih
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centara, a na Slici 6.7 za te centre prikazane su dobivene Mahalanobis k-
LOPart za k = 2, 3, 4, 6. Elipse na slikama obuhvaćaju 95% točaka pojedinog
klastera.
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Slika 6.7: Rezultati Mahalanobis k-means algoritma

Može se postaviti pitanje nalazi li se između ovih Mahalanobis k-LOPart također
i Mahalanobis MAPart i koja je to particija.
Primjedba 6.2. Može se pokazati da se Mahalanobis k-means Algoritam 6.1
značajno podudara s Generalized Mixture Decomposition Algorithmic Sc-
heme [106] kao specijalan slučaj Expectation Maximization algoritma (vidi
[118, str. 31]), ali je učinkovitost Algoritma 6.1, mjerena potrebnim CPU-
vremenom, značajno bolja.

Zadatak 6.4. Konstruirajte Algoritam 6.1 za podatake s težinama wi > 0.

6.4.2 Mahalanobis inkrementalni algoritam

Drugi algoritam za traženje Mahalanobis k-LOPart koji ćemo navesti je
Mahalanobis inkrementalni algoritam. Neka je A ⊂ Rn. Inkremen-
talni algoritam započinje izborom početnog centra c1 ∈ Rn. Primjerice, to
može biti centroid skupa A. Sljedeći centar c2 dobit ćemo kao rješenje GOP
za funkciju Φ: Rn → R:

c2 ∈ argmin
x∈Rn

Φ(x), Φ(x) :=
m∑
i=1

min{‖c1 − ai‖2, ‖x− ai‖2}.

Nakon toga, na centre c1, c2 primijenimo Mahalanobis k-means Algori-
tam 6.1 i time dobivamo centre c?1, c?2 2-LOPart Π(2).

Općenito, poznavajući k centara c?1, . . . , c?k, sljedeći centar ck+1 potražit
ćemo kao rješenje GOP za funkciju Φ: Rn → R:

ck+1 ∈ argmin
x∈Rn

Φ(x), Φ(x) :=
m∑
i=1

min{δik, ‖x− ai‖2}, (6.12)
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gdje je δik = min
1≤s≤k

‖c?s−ai‖2. Ovdje možemo primijeniti nekoliko (primjerice
10) iteracija algoritma DIRECT.

Nakon toga, primjenom Mahalanobis k-means Algoritma 6.1, dobivamo
centre (c?1, . . . , c?k+1) (k + 1)-LOPart Π(k+1).
Primjedba 6.3. Primijetite da smo Algoritam 2 slično mogli pokrenuti i s
više od jednog početnog centra.

Primjer 6.7. Mahalanobis inkrementalni algoritam pokrenut ćemo na skupu
podataka A iz Primjera 6.5 počevši s centroidom skupa A.
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Slika 6.8: Inkrementalni Mahalanobis algoritam

Na Slici 6.8 prikazani su dobiveni Mahalanobis k-LOPart za k = 2, 3, 4, 5, 6
s odgovarajućim vrijednostima funkcije cilja. Elipse na slikama obuhvaćaju 95%
točaka pojedinog klastera.

Primijetite da za svaki k nisu dobivene ni iste particije niti iste vrijednosti
funkcije cilja kao kod primjene k-means algoritma u Primjeru 6.6. Također se može
postaviti pitanje nalazi li se između ovih Mahalanobis k-particija i Mahalanobis
MAPart i koja je to.

6.5 Izbor particije s najprikladnijim brojem elip-
soidnih klastera

Slično kao i u slučaju sferičnih klastera (vidi točku 5, str.87) možemo pos-
taviti sljedeće pitanje:

U koliko bi elipsoidnih klastera bilo najprihvatljivije grupirati
promatrani skup podataka A, odnosno kako za promatrani skup
podataka A odabrati Mahalanobis particiju s najprikladnijim
brojem klastera (Mahalanobis MAPart)?

U tu svrhu definirat ćemo poopćene indekse navedene u točki 5, str.87
(vidi [62]). Neka je Π = {π1, . . . , πk} particija skupaA ⊂ ∆ sm = |A| eleme-
nata, gdje je za svaki klaster πj određen njegov centroid cj = mean(πj), pri-
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padna kovarijacijska matrica Σj = 1
|πj |

∑
a∈πj

(cj−a)(cj−a)T i M-kvazimetrička

funkcija d(j)
M zadana s (6.9).

• Mahalanobis Calinski-Harabasz indeks definirat ćemo kao:

MCH[k] =

1
k−1

k∑
j=1

d
(j)
M

(c,cj ,Σj)

1
m−k

k∑
j=1

∑
a∈πj

d
(j)
M

(cj ,a,Σj)
, c = mean[A]; (6.13)

• Mahalanobis Davies-Bouldin indeks definirat ćemo kao:

MDB[k]= 1
k

k∑
j=1

max
s6=j

V (πj)+V (πs)
d

(j)
M (cj , cs,Σj+Σs)

, V (πj)=
∑
as∈πj

d
(j)
M (cj , as,Σj); (6.14)

• Mahalanobis pojednostavljeni kriterij širine silhouette (MSSC) definirat
ćemo tako da najprije za svaki ai ∈ A ∩ πr izračunamo brojeve:

αir = d
(r)
M (c?r , ai, S?r ), βir = min

s6=r
d

(s)
M (c?s, ai, S?s ), si = βir − αir

max{αir, βir}
,

a nakon toga MSSC-indeks definiramo kao prosjek:

MSSC[k] = 1
m

m∑
i=1

si. (6.15)

Particiju s najvećim MCH-indeksom, odnosno particiju s najmanjim MDB-
indeksom, odnosno particiju s najvećim MSSC-indeksom zvat ćemo Mahala-
nobis particija s najprihvatljivijim brojem klastera (Mahalanobis MAPart).

Indeks Π(2) Π(3) Π(4) Π(5) Π(6)

MCH 1166 1117 2266 4742 3029
MDB 0.300 0.222 0.189 0.126 0.277
MSSC 0.851 0.865 0.861 0.879 0.862

Tablica 6.1: Vrijednosti Mahalanobis indeksa na particijama iz Primjera 6.7

Primjer 6.8. Za particije iz Primjera 6.7 s podacima definiranim u Pri-
mjeru 6.5 u Tablici 6.1 navedene su vrijednosti MCH, MDB i MSSC-indeksa.
Svi indeksi ukazuju na 5-particiju kao najprihvatljiviju particiju (Mahalano-
bis MAPart).



116 Mahalanobis grupiranje podataka

1 2 3 4 5 6 7

2000

3000

4000

5000

1 2 3 4 5 6 7

0.1

0.2

0.3

0.4

1 2 3 4 5 6 7

0.8

0.85

0.9
MCH MDB MSSC

Slika 6.9: Sva tri Mahalanobis indeksa ukazuju na 5-particiju iz Primjera 6.7 kao
Mahalanobis MAPart

Na Slici 6.9 prikazani su odgovarajući grafovi korištenih indeksa iz kojih
se također lijepo vidi da svi indeksi ukazuju na 5-particiju kao Mahalanobis
MAPart.



Poglavlje 7

Fuzzy grupiranje podataka

Ako se može očekivati da neki od elemenata skupa A prirodno mogu dje-
lomično pripadati u dva ili više klastera, treba primijeniti fuzzy grupiranje
(neizrazito grupiranje). U znanstvenoj literaturi fuzzy grupiranje smatra se
jednim od oblika tzv. mekog grupiranja podataka (engl.: soft clustering).
Fuzzy grupiranje primjenjuje se kod analize slike i signala, medicinske di-
jagnostike, tomografije, astronomije, kod prepoznavanja govora, u znanosti
o okolišu, itd. (vidi primjerice [14, 99, 106]). Kao što smo već spomenuli u
t. 3, str. 40, ovakav problem također se pojavljuje i prilikom definiranja iz-
bornih jedinica u nekoj zemlji zbog potrebe smještanja dijela glasača nekog
područja ili grada u dvije ili više izbornih jedinica (u Republici Hrvatskoj
to je slučaj s gradom Zagrebom).

Ako pretpostavimo da elementi skupa podataka A mogu djelomično pri-
padati različitim klasterima, onda elementi uij matrice pripadnosti U u funk-
ciji (4.7) trebaju biti uij ∈ [0, 1]. Prema [13, 14, 106], stupanj pripadnosti
elementa ai u klasteru πj određen je funkcijom pripadnosti q 7→ uqij , q > 1.
Veličina q naziva se fuzzifier, a funkcija cilja (4.7) uz poznavanje kvazime-
tričke funkcije d : Rn × Rn → R+ postaje:

Φ(c, U) =
m∑
i=1

k∑
j=1

uqij(c) d(cj , ai), (7.1)

uz uvjete:
k∑
j=1

uij = 1, i = 1, . . . ,m, (7.2)

1 ≤
m∑
i=1

uij ≤ m, j = 1, . . . , k. (7.3)

117
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Primijetite da se praktično može dogoditi da svi elementi skupa A pri-
padnu jednom klasteru, ali s manjim ili većim stupnjem pripadnosti. To
znači da granice klastera nisu jasno određene pa se u literaturi ovaj pristup
često naziva meko grupiranje (soft clustering).

7.1 Fuzzy c-means algoritam

Algoritam za traženje fuzzy-LOPart analogan k-means algoritmu koji smo
analizirali u točki 4.2, str. 68 naziva se Fuzzy c-means algoritam. Kao što
smo u točki 3.1.2, str. 39 pokazali, za konstrukciju algoritma potrebno je
sukcesivno provoditi sljedeća dva koraka.

Korak A: Za fiksni c(0) principom minimalnih udaljenosti treba odrediti
klastere π1, . . . , πk i na taj način definirati matricu pripadnosti
U (1).

Korak B: Za fiksnu matricu pripadnosti U (1) treba pronaći optimalne cen-
tre c(1)

1 , . . . , c
(1)
k rješavanjem k optimizacijskih problema:

c
(1)
1 ∈ argmin

c1∈Rn

m∑
i=1

u
(1)
i1 d(c1, ai), . . . , c(1)

k ∈ argmin
ck∈Rn

m∑
i=1

u
(1)
ik d(ck, ai),

i izračunati vrijednost funkcije cilja Φ(c(1), U (1)) prema (7.1).

7.1.1 Određivanja matrice pripadnosti

U cilju određivanja matrice pripadnosti u Koraku A FCM-algoritma treba
odrediti funkcije pripadnosti uij . U tu svrhu definirajmo Lagrangeovu funk-
ciju [106]

J (c, U, λ) =
m∑
i=1

k∑
j=1

uqij(c)d(cj , ai) +
m∑
i=1

λi
( k∑
j=1

uij(c)− 1
)
. (7.4)

Ako parcijalnu derivaciju funkcije J po urs

∂J (c, U, λ)
∂urs

= quq−1
rs d(cs, ar)− λr (7.5)

izjednačimo s nulom, dobivamo:

urs =
( λr
qd(cs, ar)

) 1
q−1

, s = 1, . . . , k. (7.6)
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Uvrštavajući (7.6) u (7.2) dobivamo:
k∑
j=1

( λr
qd(cj , ar)

) 1
q−1 = 1,

iz čega dobivamo parametar λr:

λr = q( k∑
j=1

( 1
d(cj ,ar)

) 1
q−1

)q−1
, (7.7)

a uvrštavajući (7.7) u (7.6) konačno dobivamo

urs = 1
k∑
j=1

(
d(cs,ar)
d(cj ,ar)

)1/(q−1)
. (7.8)

Primjedba 7.1. Preciznije, funkcija pripadnosti uij : A → [0, 1] definira se
kao (vidi [42]):

uij(c) =



1
k∑
s=1

(
d(cj ,ai)
d(cs,ai)

)1/(q−1) = d(cj ,ai)1/(1−q)

k∑
s=1

d(cs,ai)1/(1−q)
, ako Ii = ∅

1
|Ii| , ako Ii 6= ∅ & j ∈ Ii
0, ako Ii 6= ∅ & j /∈ Ii

,

(7.9)
gdje je Ii = {j ∈ {1, . . . , k} : cj = ai}.

Traženje optimalne vrijednosti parametra q za koji funkcija cilja (7.1) uz
uvjet (7.2) postiže svoj globalni minimum složeni je problem globalne opti-
mizacije (vidi primjerice [83]). Zbog toga se u primijenjenim istraživanjima
najčešće koristi q ∈ [1.5, 2.5].

7.1.2 Određivanja centara klastera

Poznavajući matricu pripadnosti, centar cj klastera πj dobit ćemo tako da
parcijalnu derivaciju funkcije J po cj izjednačimo s nulom:

∂J (c, U, λ)
∂cj

=
m∑
i=1

uqij(c)
∂d(cj , ai)
∂cj

= 0. (7.10)

Specijalno, za LS-kvazimetričku funkciju d(cj , ai) := (cj − ai)T (cj − ai),
(7.10) postaje:

2
m∑
i=1

uqij(c)(cj − a
i) = 0,
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iz čega dobivamo centar cj klastera πj

cj = 1
m∑
i=1

uqij(c)

m∑
i=1

uqij(c)a
i. (7.11)

Slično, u slučaju `1-kvazimetričke funkcije d(cj , ai) := |cj − ai| odgova-
rajući centar težinski je medijan [77]

cj = med
i=1,...,m

(uqij(c), a
i). (7.12)

Primjer 7.1. Kao u [99], zadane su točke (2, 2)T , (1, 8)T , (4, 5)T , (8, 4)T ,
(8, 1)T ∈ [0, 10]2. U okolini svake točke generirano je po 100 točaka iz
Gaussove binormalne distribucije. Na taj način određena je originalna 5-
particija Π = {π1, . . . , π5} i skup A = ∪πj s 500 točaka.
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Slika 7.1: Originalna 5-particija Π

Bez obzira na izbor 5 različitih početnih centara iz [0, 10]2 FCM-algoritam pro-
nalazi optimalnu 5 particiju Π? vrlo sličnu originalnoj, što se vidi po postotnoj
strukturi matrice prijelaza:

S(Π,Π?)(%) =


79.9 4.4 8.1 3.5 4.2
3.7 81.5 10.6 2.5 1.7
9.7 6.7 69.9 9.1 4.5
2.7 1.6 8.6 74.3 12.8
3.2 1.3 5.6 12.2 77.7

.

7.2 Gustafson-Kessel fuzzy c-means algoritam
Za traženje fuzzy optimalne particije s unaprijed poznatim brojem klastera
elipsoidnog oblika konstruiran je dobro poznati Gustafson-Kessel fuzzy c-
means (GK) algoritam (vidi [40, 106]).
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Slično kao u slučaju običnog FCM-algoritma opisanog u točki 7.1 i Gustafson-
Kessel fuzzy c-means algoritam provodi se sukcesivnom primjenom spome-
nuta dva koraka.

U Koraku A, uz poznavanje međusobno različitih točaka c1 . . . , ck ∈ Rn,
korištenjem (7.8), odnosno (7.9), treba odrediti matricu pripadnosti U ∈
[0, 1]k×m sa svojstvima (7.2)-(7.3), a nakon toga kovarijacijske matrice:

Σj = 1
m∑
i=1

uqij(c)

m∑
i=1

uqij(c)(cj − a
i)(cj − ai)T , j = 1, . . . , k, (7.13)

i Mahalanobis kvazimetričke funkcije:

d
(j)
M (x, y; Σj) := n

√
det Σj (x− y)TΣ−1

j (x− y), j = 1, . . . , k. (7.14)

U Koraku B, uz poznavanje matrice pripadnosti U ∈ [0, 1]k×m sa svoj-
stvima (7.2)-(7.3), korištenjem (7.11) treba definirati centre c1, . . . , ck ∈ Rn.

GK-algoritam započinje izborom početne aproksimacije c(0)
1 , . . . , c

(0)
k ∈

Rn, a nakon toga, sljedeća dva koraka sukcesivno se izmjenjuju1.

Korak A Za dani skup međusobno različitih točaka c1 . . . , ck ∈ Rn treba
odrediti odgovarajuću matricu pripadnosti U ∈ [0, 1]m×k, kovari-
jacijske matrice Σj i Mahalanobis kvazimetričke funkcije d(j)

M (x, y; Σj):

uij =
( k∑
s=1

(
dM (cj ,ai;Sj)
dM (cs,ai;Ss)

)1/(q−1) )−1
,

Σj =
( m∑
i=1

uqij(c)
)−1

m∑
i=1

uqij(c)(cj − a
i)(cj − ai)T , j = 1, . . . , k;

d
(j)
M (x, y; Σj) = n

√
det Σj (x− y)TΣ−1

j (x− y), j = 1, . . . , k.

Korak B Za danu matricu pripadnosti U ∈ [0, 1]m×k treba definirati odgo-
varajuće centre c1, . . . , ck ∈ Rn

cj = 1
m∑
i=1

uqij(c)

m∑
i=1

uqij(c)a
i, j = 1, . . . , k.

Alogoritam se zaustavlja kada je ‖U (j) − U (j−1)‖ < ε za neki unaprijed
zadani maleni ε > 0.

1Gustafson-Kessel c-means algoritam i odgovarajući Matlab kod dostupni su u [4].
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Primjer 7.2. Skup podataka A ⊂ [0, 10]2 definiran je na sljedeći način. Naj-
prije odaberimo pet različitih točaka Cj, pet parova glavnih poluosi {ξj , ηj}
i pet kutova rotacije ϑj. Na osnovi ovih podataka definirajmo kovarijacijske
matrice Σj kao u Primjeru 6.4, str. 110. Nadalje, svakoj točki Cj pridru-
žimo slučajni cijeli broj mj ∈ [160, 240]. Skup podataka A tada generiramo
korištenjem pet Gaussvih multinormalnih slučajnih generatora N (Cj , Sj).

Na taj način, dobivena je originalna particija Π = {π1, . . . , π5} s m =∑5
j=1mj = 1000 podataka (vidi Sliku 7.2a). Crvene točke na slici označavaju

centre cj klastera πj, a crvene elipse su odgovarajuće MN -kružnice.
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(a) Originalna particija
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8
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(b) GK fuzzy optimalna particija

Slika 7.2: Originalna particija Π i GK fuzzy optimalna particija Π?

Optimalnu particiju Π? skupa A potražit ćemo primjenom GK-algoritma. Na
Slici 7.2b prikazani su centri c?j (zelene točke), originalne MN -kružnice (crvene
elipse) i rekonstruirane MN -kružnice (sive elipse).

Kao ilustraciju kvalitete rekonstrukcije pogledajmo Sliku 7.3 na kojoj je prika-
zano rasipanje elemenata klastera originalne particije Π po klasterima particije Π?.
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Slika 7.3: Rasipanje elemenata klastera originalne particije Π po klasterima particije Π?

Matricu prijelaza S(Π,Π?) možemo odrediti primjenom Zadatka 5.3, str. 97.
Ona kvalitetnije pokazuje mjeru rasipanje elemenata klastera originalne particije Π
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po klasterima particije Π?

S(Π,Π?)(%) =


94.6 1.4 1.8 0.4 1.9
4.8 65.4 7.0 12.4 10.3
7.6 5.2 77.4 4.3 5.6
1.8 2.6 9.4 85.5 0.8
2.8 5.8 4.3 0.9 86.2

.

7.3 Fuzzy inkrementalni algoritam

Pretpostavimo sada da broj klastera u particiji nije unaprijed poznat. Slično
kao što smo u točki 4.3, str. 74 konstruirali Inkrementalni algoritam 2 za
sferične klastere, a u točki 6.4.2, str. 113 Mahalanobis inkrementalni al-
goritam za elipsoidne klastere, možemo konstruirati i fuzzy varijantu ovih
algoritama. Konstrukcija algoritma uglavnom se podudara s Inkremental-
nim algoritmom 2 s tim da u slučaju primjene LS-kvazimetričke funkcije
u Koraku 5 primijenimo FCM-algoritam, a u slučaju primjene Mahalanobis
kvazimetričke funkcije u Koraku 5 primijenimo GK-algoritam. Na taj način
dobit ćemo fuzzy-optimalne particije s 2, 3, . . . klastera.
Primjer 7.3. Za skup podataka A iz Primjera 7.2 i ε = .05 provest ćemo
Algoritam 2 počevši s centrom ĉ1 = mean(A) = (4.6, 4.2).
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Slika 7.4: Fuzzy inkrementalni algoritam

Nakon što smo odredili centar ĉ2, primjenom nekoliko iteracija DIRECT-algoritma
i GK-algoritma dobivamo dva centra c?1, c?2 i njihoveMN -circles prikazane na Slici 7.4a.
Na istoj slici crvenom točkom označen je i novi (treći) centar ĉ3 dobiven primjenom
DIRECT algoritma. Primjenom GK-algoritma dobivamo fuzzy optimalnu 3-particiju
prikazanu na Slici 7.4b, itd. Povećanjem broja klastera vrijednost funkcije cilja
opada, kao što je naznačeno na Slici 7.4, a za postizanje kriterija zaustavljanja
algoritma bilo je potrebno šest iteracija.

Naravno, još ostaje problem izbora najprikladnije particije.
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7.4 Izbor particije s najprikladnijim brojem klas-
tera

Kako bismo mogli zaključiti koja je od dobivenih particija najprihvatljivija,
koristit ćemo uobičajeni postupak primjene različitih indeksa. Neki indeksi
nastali su prilagođavanjem već korištenih indeksa, a neki su originalno kons-
truirani za slučaj traženja najprihvatljivije fuzzy optimale particije (vidi
[14, 110, 117]).

Neka je Π? = {π?1, . . . , π?k} k-optimalna fuzzy particija s matricom pri-
padnosti U? i odgovarajućim klaster-centrima c?1, . . . , c

?
k. Za slučaj fuzzy

sferičnih klastera spomenimo sljedeće indekse:

• Prema Shannonovoj teoriji informacija [101], Klasifikacijska entropija
definira se kao:

CE(k) = − 1
m

m∑
i=1

k∑
j=1

u?ij ln u?ij , (7.15)

a najmanja CE-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju [117];

• Xie-Beni fuzzy indeks definira se kao (vidi primjerice [99, 117]):

XB(k) = 1
m min

i 6=j
‖c?i − c?j‖2

m∑
i=1

k∑
j=1

u?qij ‖c
?
j − ai‖2, (7.16)

a najmanja XB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

• Davies – Bouldin fuzzy indeks definira se kao (vidi primjerice [99, 121])

FDB(k) = 1
k

k∑
j=1

max
s6=j

V (π?j ) + V (π?s )
‖c?j − c?s‖2

, V (π?j ) = 1
m∑
i=1

u?q
ij

m∑
i=1

u?qij ‖c
?
j − ai‖2,

(7.17)
a najmanja FDB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

• Chalinski-Harabasz fuzzy indeks može se definirati kao (vidi primjerice
[99, 117, 121]):

FCH(k) =

k∑
j=1

κ?j‖cA − c?j‖2

Φ(c?, U?)/(m− k) , cA = 1
m

m∑
i=1

ai, κ?j =
m∑
i=1

u?ij , (7.18)

a najveća FCH-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;
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U slučaju fuzzy elipsoidnih klastera Klasifikacijska entropija ostaje nepro-
mijenjena, a drugi indeksi trebaju se prilagoditi korištenjem kovarijacijskih
matrica Σ?

j definiranih s (7.13) i Mahalanobis kvazimetričkih funkcija defi-
niranih s (7.14) (vidi primjerice [14, 99, 117, 121]).

• Xie-Beni fuzzy indeks definira se kao:

XB(k) = 1
m min

i 6=j
dM (c?i , c?j ; Σ?i + Σ?j )

m∑
i=1

k∑
j=1

u?qij dM (c?j , ai,Σ?j ), (7.19)

a najmanja XB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

• Davies – Bouldin fuzzy indeks definira se kao:

FDB(k)= 1
k

k∑
j=1

max
s6=j

V (π?j ) + V (π?s )
dM (c?j , c?s; Σ?j+Σ?s)

, V (π?j )= 1
m∑
i=1

u?q
ij

m∑
i=1

u?qij dM (c?j , ai; Σ?j ),

(7.20)
a najmanja FDB-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

• Hipervolumni fuzzy indeks definira se kao:

FHV(k) =
k∑
j=1

√
det Σ?j , (7.21)

a najmanja FHV-vrijednost indicira najprihvatljiviju particiju;

• Chalinski-Harabasz fuzzy indeks može se definirati kao:

FCH(k) =

k∑
j=1

κ?jdM (cA, c?j ,Σ?j + Σ)

FM (c?, U?)/(m− k) , Σ = 1
m

m∑
i=1

(cA−ai)(cA−ai)T , (7.22)

gdje je cA = 1
m

m∑
i=1

ai, κ?j =
m∑
i=1

u?ij , a najveća FCH-vrijednost indicira
najprihvatljiviju particiju.

Primjer 7.4. Za skup podataka A iz Primjera 7.2 i za fuzzy optimalne
particije s 2, . . . , 6 klastera navedenih u Primjeru 7.3 izračunat ćemo odgo-
varajuće vrijednosti spomenutih indeksa. U Tablici 7.1 i na Slici 7.5 vidi se
da je po svim indeksima 5-particija najprihvatljivija fuzzy particija.



126 Fuzzy grupiranje podataka

(k = 2) (k = 3) (k = 4) (k = 5) (k = 6)

FCE 0.306 0.469 0.584 0.569 0.713
FXB 0.096 0.089 0.091 0.059 0.172
FDB 0.236 0.215 0.268 0.175 0.333
FHV 0.00032 0.00026 0.00025 0.0002 0.00022
FCH 1272 2073 2600 3007 2889

Tablica 7.1: Vrijednosti indeksa optimalnih fuzzy particija iz Primjera 7.3. Vrijednosti
indeksa najprihvatljivije particije posebno su istaknute
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Slika 7.5: Vrijednosti indeksa optimalnih fuzzy particija iz Primjera 7.3

7.4.1 Fuzzy varijanta Rand indeksa

Neka su Π(1) = {π(1)
1 , . . . , π

(1)
k } i Π(2) = {π(2)

1 , . . . , π
(2)
` } dvije fuzzy particije

skupa A. Ako promatramo matricu pripadnosti U u slučaju tvrdog gru-
piranja (vidi primjerice Primjer 5.6), vidimo da je neki par (ar, as) sparen
(paired) ako je skalarni produkt U(r) · U(s) pripadnih redaka matrice U
jednak 1, a nije sparen ako je U(r) · U(s) = 0. Vodeći se tom analogijom i
u slučaju fuzzy grupiranja za matricu U , čiji su elementi urs zadani s (7.6),
može se definirati fuzzy Rand indeks (5.13), gdje je (vidi [21, 36, 43]):

a =
∑

(ar,as)∈C
ψ(1)(ar, as)ψ(2)(ar, as),

b =
∑

(ar,as)∈C
ψ(1)(ar, as)(1− ψ(2)(ar, as)),

c =
∑

(ar,as)∈C
(1− ψ(1)(ar, as))ψ(2)(ar, as),

d =
∑

(ar,as)∈C
(1− ψ(1)(ar, as))(1− ψ(2)(ar, as)),

gdje je:
ψ(κ)(ar, as) =

∑
(ar,as)∈C

U (κ)(ar)U (κ)(as), κ = 1, 2.

Ovdje U (κ)(ar) predstavlja redak matrice pripadnosti U (κ) particije Π(κ)

pridružen elementu ar ∈ A. Preciznije, ako s U (κ)(r) označimo r-ti redak
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matrice pripadnosti U (κ) koji pokazuje “rasipanje” elementa ar po klaste-
rima particije Π(κ), onda možemo pisati:

ψ(κ)(ar, as) =
m−1∑
r=1

m∑
s=r+1

U (κ)(r) · U (κ)(s), κ = 1, 2, (7.23)

gdje je U (κ)(r) ·U (κ)(s) uobičajeni skalarni produkt redaka U (κ)(r) i U (κ)(s)
matrice U (κ).

Naravno, sve je moguće primijeniti i na Jaccard index (5.14).
Zadatak 7.1. Na jednostavnom primjeru pokazite da u fuzzy slučaju funk-
cija DR iz Zadatka 5.2 nije metrika (vidi primjerice [43]).

Primjer 7.5. Za originalnu Π i 5-optimalnu fuzzy particiju Π? iz Pri-
mjera 7.2 fuzzy Rand indeks (0.869) i fuzzy Jaccard indeks (0.508) ukazuju
na to da je dobivena 5-optimalna particija vrlo slična originalnoj.
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Poglavlje 8

Prepoznavanje geometrijskih
objekata u ravnini

U ovom poglavlju promatrat ćemo problem prepoznavanja više unaprijed
nepoznatih istovrsnih geometrijskih objekata u ravnini kao što su:

• više pravaca u ravnini:

pj(uj , vj , zj) : ujx+ vjy + zj = 0, j = 1, . . . , k, (8.1)

• više kružnica u ravnini:

Kj(pj , qj , rj) :
[
x(t)
y(t)

]
=
[
pj
qj

]
+ rj

[
cos t
sin t

]
, t ∈ [0, 2π], j = 1, . . . , k, (8.2)

gdje su Sj = (pj , qj) središta, a rj > 0 radijusi tih kružnica,

• više elipsi u ravnini:

Ej(pj , qj , ξj , ηj , ϑj) :
[
x(t)
y(t)

]
=
[
pj
qj

]
+ U(ϑ)

[
ξj cos t
ηj sin t

]
, t ∈ [0, 2π], (8.3)

za j = 1, . . . , k gdje su Sj = (pj , qj)T centri, ξj , ηj > 0 poluosi i ϑj
kutevi zakreta tih elipsi, a U(ϑ) =

[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

]
pripadna matrica

rotacije, itd.

Primijetite da svaki pravac iz (8.1) ima 3 parametra, svaka kružnica
iz (8.2) ima 3 parametra, svaka elipsa iz (8.3) ima 5 parametara, itd. U
literaturi se također pojavlju i problemi s više generaliziranih kružnica [107],
više segmenata [19], više kružnih lukova, itd.

129
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Neka je ∆ = [a, b] × [c, d] ⊂ R2, a < b, c < d pravokutnik u ravnini, a
A = {ai = (xi, yi)T ∈ ∆: i = 1, . . . ,m} skup podataka koji potječe od više
unaprijed nepoznatih istovrsnih geometrijskih objekata u ravnini koje treba
prepoznati ili rekonstruirati. Nepoznati su geometrijski objekti, odnosno
njihovi parametri, ali i njihov broj.

Nadalje, pretpostavljamo da podaci koji dolaze od nekog geometrijskog
objekta zadovoljavaju „svojstvo homogenosti”, tj. pretpostavljamo da su
podaci pretežno „homogeno rasuti” oko tog geometrijskog objekta. U tom
smislu uvedimo sljedeću definiciju.
Definicija 8.1. Neka je π(γ) klaster koji potječe od geometrijskog objekta
γ duljine |γ| u pravokutniku ∆. Broj ρ(π) = |π(γ)|

|γ| zovemo lokalna gustoća
klastera π.

8.1 Broj geometrijskih objekata unaprijed je poz-
nat

Promatrajmo problem prepoznavanja poznatog broja k istovrsnih geome-
trijskih objekata u ravnini od kojih svaki ima po n parametara, a koje je na
temelju skupa podataka A potrebno rekonstruirati ili detektirati. Ovaj pro-
blem skraćeno ćemo označiti kao MGD-problem (Multiple Geometric Object
Detection problem).

Geometrijski objekt označimo s γj(tj), gdje je tj ∈ Rn vektor parame-
tara. Rješavanje ovog problema promatrat ćemo kao jedan problem grupira-
nja gdje su centri klastera spomenuti geometrijski objekti (G-klaster-centri).

Najprije treba dobro definirati udaljnost D točke a ∈ A do geometrijskog
objekta γj . Problem traženja optimalne k-particije Π = {π1, . . . , πk}, čiji
su klaster-centri geometrijski objekti γ1(t1), . . . , γk(tk), možemo postaviti na
jedan od sljedeća dva načina:

argmin
Π
F(Π), F(Π) =

k∑
j=1

∑
ai∈πj

D(ai, γj(tj)), (8.4)

argmin
t∈Rkn

F (t), F (t) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

D(ai, γj(tj)), t = (t1, . . . , tk)T . (8.5)
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8.1.1 Metoda za traženje k-LOPart s G-klaster-centrima

Za navedene primjere funkcija cilja definirana u (8.5) je Lipschitz-neprekidna
funkcija [93], ali ipak direktno rješavanje GOP (8.5) primjenom globalno opti-
mizacijskog algoritma DIRECT nije prihvatljivo jer se radi o simetričnoj funk-
ciji s nk varijabli složenih u k vektor-parametara t1, . . . , tk ∈ Rn, a koja zbog
toga ima barem k! različitih točaka u kojima postiže globalni minimum. Na-
ime, algoritam DIRECT tražio bi sve točke globalnog minimuma.

Zato se za rješavanje GOP (8.5) može primijeniti sljedeća metoda [93] koju
ukratko možemo opisati u dva koraka:

Korak 1: Primjenom algoritma DIRECT pronaći dovoljno dobru početnu aprok-
simaciju G-klaster-centara ili primjenom algoritma DBSCAN pronaći
dovoljno dobru početnu particiju;

Korak 2: Primjenom k-means algoritma modificiranog tako da centri klas-
tera budu naši geometrijski objekti pronaći optimalno rješenje.

Naravno, ovakvim pristupom možemo očekivati pronalaženje k-LOPart.
Pored navedenog pristupa, k-LOPart možemo potražiti primjenom k-means
algoritma uz odgovarajući izbor početne aproksimacije ili primjenom nekih
drugih pristupa (vidi primjerice točku 8.10, str. 170).

8.1.2 Traženje početne aproksimacije

Početnu aproksimaciju za MGD problem (8.5) potražit ćemo tako da proma-
tramo problem traženja optimalne particije čiji su klaster-centri neki jednos-
tavniji geometrijski objekti γ̃(t̃j) koji nalikuju našim geometrijskim objek-
tima i po mogućnosti imaju manji broj ñ ≤ n parametara. GOP bi za ovu
situaciju trebao biti što jednostavniji kako bi algoritam DIRECT brzo mogao
dati prihvatljivo rješenje.

Kako bismo mogli primijeniti algorithm DIRECT na GOP (8.5), funkciju
cilja F treba transformirati u funkciju f : [0, 1]kñ → R, f(x) = (F ◦T−1)(x),
gdje je: T : [α1, β1]k × · · · × [αñ, βñ]k → [0, 1]kñ, a [αj , βj ] segment u kojemu
se može očekivati vrijednost parametra t̃j . Nakon manjeg broja iteracija
algoritma DIRECT (recimo 10-20) dobivamo vektor x̂, a početna aproksimacija
za GOP (8.5) tada je zadana s T−1(x̂). Na taj način pokušat ćemo barem
dobro pozicionirati tražene geometrijske objekte.
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8.1.3 Modifikacija k-means algoritma za G-klaster centre

Ako raspolažemo dobrom početnom aproksimacijom (početni G-klaster-centri
ili početna particija), za traženje k-GOPart možemo iskoristiti dobro poznati
k-means algoritam modificiran za slučaj G-klaster-centara. Algoritam se
slično kao u točki 4.2.2, str. 69 može opisati u dva koraka koji se sukcesivno
ponavljaju.

Algoritam 8.1. (Modifikacija k-means algoritma za G-klaster centre (KCG))

Korak A: (Pridruživanje) Za dani skup međusobno različitih geometrijskih
objekata γ1(t1), . . . , γk(tk), skup podataka A treba razdijeliti na k
disjunktnih nepraznih klastera π1, . . . , πk korištenjem principa mi-
nimalnih udaljenosti za j = 1, . . . , k

πj := {a ∈ A : D(a, γj(tj)) ≤ D(a, γs(ts)), ∀s 6= j}; (8.6)

Korak B: (Korekcija) Za danu particiju Π = {π1, . . . , πk} skupa A, treba
odrediti odgovarajuće G-klaster-centre γ̂j(t̂j), j = 1, . . . , k kao rje-
šenja sljedećih GOP:

γ̂j(t̂j) ∈ argmin
t∈Rn

∑
a∈πj

D(γj(t), a), ∀j = 1, . . . , k. (8.7)

Slično kao u slučaju običnih sferičnih ili elipsoidalnih klastera (vidi Te-
orem 4.1, str. 71) može se pokazati da vrijedi sljedeći teorem.
Teorem 8.1. KCG-algoritam u konačno mnogo koraka pronalazi lokalno op-
timalnu particiju, a pri tome je niz funkcijskih vrijednosti definiranih s (8.4)
monotono padajući.

Budući da niz funkcijskih vrijednosti (Fn) monotono opada, KCG-algoritam
možemo zaustaviti kada je

Fn−1−Fn
Fn

< εKCG, (8.8)

za neki maleni εKCG > 0 (primjerice .005).
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8.2 Broj geometrijskih objekata nije unaprijed poz-
nat

8.2.1 Inkrementalni algoritam za G-klaster-centre

Ako broj klastera u particiji nije unaprijed poznat, možemo potražiti opti-
malne particije s k = 1, 2, . . . , kmax klastera i nakon toga u cilju prepoznava-
nja najprihvatljivije particije pokušati primijeniti neki od poznatih indeksa
prilagođenih za slučaj G-klaster-centara. U tu svrhu možemo na odgova-
rajući način modificirati poznati inkrementalni algoritam (vidi primjerice
[8, 98, 113]).

Inkrementalni algoritam za rješavanje MGD problema može započeti odre-
đivanjem najboljeg reprezentanta skupa A

γ̂1(t̂1) ∈ argmin
t∈Rn

∑
a∈A

D(a, γ(t)), (8.9)

ali može započeti i s nekim drugim početnim objektom.
Nadalje, ako su poznati G-klaster-centri γ̂1, . . . , γ̂k, sljedeći centar γ̂k+1

odredit ćemo rješavanjem sljedećeg GOP

argmin
t∈Rn

Φ(t), Φ(t) =
m∑
i=1

min{δ(i)
k ,D(ai, γ(t))}, (8.10)

gdje je: δ(i)
k = min{D(ai, γ̂1), . . . ,D(ai, γ̂k)}.

Nakon toga, primjenom KCG-algoritma dobivamo optimirane G-klaster
centre γ?1 , . . . , γ?k , γ?k+1 lokalno optimalne (k + 1)-particije Π(k+1). Budući
da KCG-algoritam daje k-LOPart (vidi Teorem 8.1, str. 132), na taj način
inkrementalni algoritam generira niz k-LOPart.

U općem slučaju, inkrementalni algoritam možemo zaustaviti (vidi [8])
kada je za neki k relativna vrijednost funkcije cilja (8.4) manja od nekog
unaprijed zadanog broja εB > 0 (primjerice, .005):

Fk−Fk−1
F1

< εB. (8.11)

Motivacija za ovakav kriterij zaustavljanja procesa leži u činjenici da
povećanjem broja klastera u particiji vrijednost funkcije cilja opada (Te-
orem 3.2, str. 38).
Primjedba 8.1. Primijetite da smo opisani algoritam analogno mogli po-
krenuti i s više od jednog početnog geometrijskog objekta.
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Pokazalo se da se u slučaju rješavanja MGD problema, kriterij zaustav-
ljanja inkrementalnog algoritma može bolje definirati korištenjem poznate
metode koja se koristi u algoritmu DBSCAN (vidi primjerice [32, 95]) za pro-
cjenu lokalne gustoće skupa podataka A.
Definicija 8.2. Neka je MinPts > 2 i neka je za svaki a ∈ A određen
radijus εa > 0 najmanjeg kruga sa središtem u a koji sadrži barem MinPts
elemenata skupa A. Tada ε-gustoću skupa A definiramo kao 99% kvantil
skupa R(A) = {εa : a ∈ A} i označavamo s ε(A). Pri tome pod p% kvantilom
[čitaj: p postotnim kvantilom] skupa R(A) podrazumijevamo broj q > 0 sa
svojstvom da je p% elemenata skupa R(A) manje od q.

Primjedba 8.2. Parametar MinPts možemo definirati kao MinPts =
blog |A|c (vidi [95]).

Primijetite također da za skoro sve točke a ∈ A odgovarajući krug s
centrom u a i radijusom ε(A) sadrži barem MinPts elemenata skupa A.

Primjer 8.1. Za skup podataka A prikazan na Slici 8.11a odredit ćemo ε-
gustoću ε(A). Parametar MinPts određen je s MinPts = blog |A|c = 6.
Na Slici 8.1 prikazan je skup točaka {(i, εai) : i = 1, . . . , |A|} i pravci koji
definiraju 50%, 70%, 90% i 99% kvantil skupa R(A).

0 500 1000 1500
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0.5

50% kvantil
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90% kvantil

ε(A) (99% kvantil)

Slika 8.1: ε-gustoća skupa A prikazanog na Slici 8.11a: ε(A) = 0.349

Prijeđimo na definiranje kriterija zaustavljanja inkrementalnog algoritma.
Neka je u k-tom koraku inkrementalnog algoritma dobivena k-LOPart Π =
{π1, . . . , πk}. Za svaki klaster πj ∈ Π s G-klaster-centrom γj definirajmo
skup

Dj := {D1(a, γj) : a ∈ πj},

gdje je D1(a, γj) ortogonalna udaljenost točke a do G-klaster-centra γj . Pri-
mjerice, za slučaj pravaca ova udaljenost dana je s (8.26) u Lemi 8.1, str. 140,
za slučaj kružnica s (8.60), str. 161, a za slučaj elipsi s (8.77), str. 169. S
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QD[πj] označimo 90% kvantil skupa Dj i definirajmo

QD[Π] = max
π∈Π

QD[π]. (8.12)

Očekujemo da je k-particija Π blizu k-LOPart ako vrijedi:

QD[Π] < ε(A). (8.13)

Zato kriterij zaustavljanja (8.11) inkrementalnog algoritma možemo zami-
jeniti boljim uvjetom (8.13).

Primijetite da će uvjet (8.13) biti lakše ispuniti ako QD[πj ] definiramo kao
p% (p < 90) kvantil skupa Dj . Na taj način možemo utjecati na broj geome-
trijskih objekata koji će se pojaviti u izlaznim rezultatima inkrementalnog
algoritma.

8.3 Traženje MAPart i prepoznavanje geometrijskih
objekata

Inkrementalni algoritam, ali i neki drugi pristupi (vidi primjerice točku 8.10,
str. 170), u pravilu proizvode više k-LOPart s različitim brojem klastera.
Najvažnije pitanje kod rješavanja MGD problema je sljedeće: postoji li među
dobivenim k-GOPart i ona čiji se G-klaster-centri podudaraju s originalnim
geometrijskim objektima (na osnovi kojih su nastali podaci) i ako postoji,
kako je identificirati? Ovu k-LOPart zvat ćemo najprihvatljivija particija (Most
Appropriate Partition (MAPart)). Posebnu pažnju posvetit ćemo upravo de-
finiranju kriterija za prepoznavanje MAPart.

8.3.1 Modifikacija klasičnih indeksa

Budući da MGD problem rješavamo koristeći grupiranje podataka, spomenuti
problem prepoznavanja MAPart mogli bismo pokušati riješiti modifikacijom
nekih od poznatih indeksa iz točke 5, str. 87.

Navedimo modifikaciju CH-indeksa i DB-indeksa. Neka je m = |A|,
Π? = {π?1, . . . , π?κ} dana κ-GOPart s G-klaster-centrima γ?1 , . . . , γ

?
κ i neka
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je γ? reprezentant cijelog skupa A. Tada je (vidi [37, 90])

CHG(κ) =

1
κ−1

κ∑
j=1
|π?j |dH(γ?j , γ?)

1
m−κ

κ∑
j=1

∑
a∈π?j

D(a, γ?j )
, (8.14)

DBG(κ) = 1
κ

κ∑
j=1

max
s6=j

σj + σs
dH(γ?j , γ?s ) , gdje je σ2

j = 1
|π?j |

∑
a∈π?j

D(a, γ?j ), (8.15)

gdje je D kvazimetrička funkcija kojom je definirana udaljenost točke a ∈ A
do krivulje γ?j , dH(γ?j , γ?) udaljenost G-klaster-centra γ?j do reprezentanta
γ? čitavog skupa A, a dH(γ?j , γ?s ) udaljenost dva G-klaster-centra.

Primijetite da u nekim slučajevima neće biti jednostavno definirati uda-
ljenost dviju krivulja. U takvim slučajevima na svakoj krivulji odredimo
diskretni skup točaka, a udaljenost između krivulja definiramo kao Hausdor-
ffovu udaljenost pripadnih skupova. Iz tog razloga koristimo oznaku dH .

8.3.2 Novi indeks za MGD probleme

Budući da su originalni indeksi primarno konstruirani za sferične ili elip-
soidalne klastere, pokazalo se da je u ovom slučaju ipak bolje iskoristiti
specijalnu strukturu MGD problema.

U tom smislu, u [91] definiran je novi indeks specijaliziran za MGD pro-
blem. Kratko ćemo ga opisati. Za svaki klaster π?j sukladno Definiciji 8.1
najprije treba odrediti lokalnu gustoću ρj = |π?j |

|γ?j |
. Primijetite da će klaster,

čiji je G-klaster-centar blizak nekoj od krivulja od koje potječu podaci, imati
relativno veću gustoću.

Nadalje, za skup ρ = {ρ1, . . . , ρκ} određuje se varijanca

Var(ρ) = 1
κ−1

κ∑
j=1

(ρj − ρ̄)2, ρ̄ = 1
κ

κ∑
j=1

ρj , κ ≥ 2, (8.16)

i definira Geometrical Objects-indeks (GO) za κ-LOPart s G-klaster-centrima

GO(κ) :=
{

Var(ρ1, . . . , ρκ), ako κ ≥ 2,
F, ako κ = 1,

(8.17)

gdje je F vrijednost funkcije cilja iz (8.5). Manja vrijednost GO-indeksa
pripada prikladnijoj particiji.
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Budući da je inkrementalni algoritam lokalnog karaktera, u pravilu će
proizvesti više krivulja γ nego što se može očekivati obzirom na konfigura-
ciju skupa A (kao što se može vidjeti na primjerima pravaca na Slici 8.11,
str. 151), ali se između njih ne moraju pojaviti i oni od kojih su nastali
podaci. To znači da se između dobivenih particija često ne nalazi i MAPart
pa korištenjem modifikacije klasičnih indeksa ne možemo uvijek očekivati
detekciju MAPart.

8.3.3 Novi pristup

U nastavku ćemo pokazati pristup koji koristi specifičnost promatranog pro-
blema i koji se u primjenama pokazao efikasnijim.

Neka je Π = {π1, . . . , πk} originalna k-particija skupa A. Budući da
za svaki a ∈ A odgovarajući kružić radijusa ε(A) sadrži barem MinPts
elemenata skupa A, donja granica lokalne gustoće za svaki klaster π ∈ Π
može se procijeniti s (vidi Primjedbu 8.2):

ρ(π) ≥ MinPts
2ε(A) . (8.18)

Zbog toga, za svaki klaster π? ∈ Π? za koji ne vrijedi (8.18), pripadne G-
klaster-centre treba ispustiti. Pomoću preostalih G-klaster-centara γ?1 , . . . , γ?r
definiramo rezidual (ostatak):

R(r) = A \
r⋃
j=1

Γj , Γj = {a ∈ A : D1(a, γ?j ) < ε(A)}. (8.19)

Ako je |R(r)| ≤ MinPts, r-LOPart dobivena primjenom KCG-algoritma
na G-klaster-centre γ?1 , . . . , γ?r je MAPart (vidi Primjer 8.5, Primjer 8.13 i
Primjer 8.14).

Ako je |R(r)| > MinPts, r-LOPart dobivena primjenom KCG-algoritma
na G-klaster-centre γ?1 , . . . , γ?r nije MAPart (vidi Primjer 8.6).

Sada smo u mogućnosti definirati nužne uvjete da lokalno optimalna
particija r-LOPart Π? = {π?1, . . . , π?r} bude ujedno i MAPart:

A0: QD[Π?] < ε(A),

A1: ρ(π?j ) ≥ MinPts
2ε(A) za sve klastere π?j ∈ Π?,

A2: |R(r)| ≤MinPts.
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8.4 Pravac kao reprezentant skupa podataka iz R2

Pretpostavimo da je zadan skup podataka A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i =
1, . . . ,m} ⊂ ∆ koji potječe od jednog unaprijed nepoznatog pravca p za-
danog u eksplicitnom obliku y = αx + β i da su pogreške u izmjerenim
vrijednostima nezavisne varijable xi zanemarive, a pogreške u izmjerenim
vrijednostima zavisne varijable yi normalno distribuirane nezavisne slučajne
varijable s očekivanjem 0 i varijancom σ2, tj. da je za svaki i = 1, . . . ,m,

yi = αxi + β + εi, εi ∈ N (0, σ2).

Tada parametre α, β pravca p možemo potražiti rješavanjem GOP

argmin
α,β∈R

F (α, β), F (α, β) =
m∑
i=1

(yi − αxi − β)2. (8.20)

Ovo je jednostavni linearni problem najmanjih kvadrata [77, 84]. Pripadni
sustav normalnih jednadžbi možemo riješiti primjenom QR-dekompozicije
ili dekompozicijom na singularne vrijednosti (vidi [84, 108]).

Ako se značajne pogreške mogu očekivati u izmjerenim vrijednostima
nezavisne varijable xi i u izmjerenim vrijednostima zavisne varijable yi, tj.
ako je za svaki i = 1, . . . ,m,

yi = α(xi + δi) + β + εi, δi, εi ∈ N (0, σ2),

onda pravac p možemo potražiti rješavanjem sljedećeg TLS-problema:

argmin
α,β∈R, δ∈Rm

T (α, β, δ), T (α, β, δ) =
m∑
i=1

(
(yi−α(xi+δi)−β)2 +δ2

i

)
, (8.21)

gdje je δ = (δ1, . . . , δm)T ∈ Rm (vidi [48]). GOP (8.21) nelinearni je globalno
optimizacijski problem s m + 2 varijable. Postoje specijalne, ali numerički
zahtjevne metode za rješavanje ovakvih problema (vidi primjerice [15]). U
ovom slučaju radi se o najjednostavnijem TLS-problemu koji smo već raz-
matrali u t 6.1, str. 99.

U sljedećoj točki navest ćemo neke osnovne činjenice i svojstva vezana uz
pravac u ravnini koje će nam pomoći kod rješavanja problema prepoznavanja
više pravaca u ravnini.

8.4.1 Pravac u ravnini

Općenito, pravac u ravnini zadajemo u implicitnom obliku:

αx+ βy + γ = 0, α2 + β2 6= 0. (8.22)
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Skup svih pravaca u ravnini označit ćemo s L. Dokažimo najprije sljedeće
pomoćne rezultate.

Propozicija 8.1. Neka je (O; (~i,~j)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini
u kojemu je jednadžbom (8.22) zadan pravac p u toj ravnini. Tada:

(i) ~n = α~i+ β~j vektor je normale na pravac p,

(ii) Vektori ~u1 = β~i− α~j, odnosno ~u2 = −β~i+ α~j, određuju smjer pravca
p,

(iii) Ako je P0 = (x0, y0)T točka na pravcu p, onda je γ = −αx0 − βy0.

Dokaz. (i) Neka su P1 = (x1, y1)T , P2 = (x2, y2)T dvije različite točke koje
leže na pravcu p. To znači da je

αxs + βys + γ = 0, s = 1, 2.

Oduzimanjem ovih jednadžbi dobivamo:

α(x2 − x1) + β(y2 − y1) = 0, (8.23)

što pokazuje da su vektori ~n = α~i+ β~j i −−−→P1P2 okomiti, tj. da je ~n normala
na pravac p.

(ii) Direktnom provjerom može se vidjeti da su vektori ~u1, ~u2 okomiti na
vektor ~n pa time određuju smjer pravca p.

(iii) Ako je P0 = (x0, y0)T točka na pravcu p, onda vrijedi α(x − x0) +
β(y − y0) = 0, odnosno αx+ βy + γ = 0, gdje je γ = −αx0 − βy0.

8.4.2 Normalna jednadžba pravca u ravnini

Nadalje, bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je pravac (8.22)
zadan uz uvjet α2 + β2 = 1. Naime, u protivnom dijeljenjem jednadžbe
(8.22) s

√
α2 + β2 dobivamo

α̂x+ β̂y + γ̂ = 0, α̂2 + β̂2 = 1. (8.24)

Jednadžbu (8.24) zvat ćemo normalna jednadžba pravca u ravnini. Analogno
Propoziciji 8.1 vrijedi:
Propozicija 8.2. Neka je (O; (~i,~j)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini
u kojemu je normalnom jednadžbom (8.24) zadan pravac p u toj ravnini.
Tada:
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(i) ~n0 = α̂~i+ β̂~j jedinični je vektor normale na pravac p,

(ii) Jedinični vektori ~u1 = β̂~i−α̂~j, odnosno ~u2 = −β̂~i+α̂~j, određuju smjer
pravca p,

(iii) Ako je P0 = (x0, y0)T točka na pravcu p zadanom s (8.24), onda je
γ̂ = −α̂x0 − β̂y0, a jednadžba (8.24) postaje

α̂(x− x0) + β̂(y − y0) = 0, α̂2 + β̂2 = 1. (8.25)

Pri tome parametar γ̂ do na predznak određuje udaljenost ishodišta O
do pravca p.

Dokaz Propozicije 8.2 može se provesti slično dokazu Propozicije 8.1.
Posebno dokažimo samo tvrdnju (iii). Ako je P0 = (x0, y0)T točka na pravcu
p, onda je γ̂ = −α̂x0− β̂y0. Ako s ~r0 označimo radij-vektor točke P0, onda je
γ̂ negativna vrijednost skalarnog produkta vektora ~r0 i ~n0, tj. γ̂ = −〈~r0, ~n0〉,
odakle slijedi tvrdnja (iii) Propozicije 8.2.

Sljedeća lema daje eksplicitne formule za udaljenost točke do pravca i za
ortogonalnu projekciju točke na pravac zadan s (8.24).
Lema 8.1. Neka je (O; (~i,~j)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini, neka
je αx + βy + γ = 0, α2 + β2 = 1 normalna jednadžba pravca p u ravnini i
neka je ai = (xi, yi)T ∈ R2 proizvoljna točka u ravnini. Tada vrijedi:

(i) Udaljenost točke ai do pravca p zadana je formulom:

d(ai, p) = |αxi + βyi + γ|, (8.26)

(ii) Ortogonalna projekcija aip točke ai na pravac p zadana je radij vekto-
rom:

~aip = 〈~ai, ~u0〉~u0 − γ~n0, (8.27)

gdje je ~ai = xi~i + yi~j radij vektor točke ai, ~n0 = α~i + β~j jedinični
vektor normale, a ~u0 = β~i− α~j jedinični vektor u smjeru pravca p.

Dokaz. (i) Neka je P0 = (x0, y0)T točka na pravcu p i

(
−−→
P0a

i)~n = 〈
−−→
P0a

i · ~n0〉~n0

ortogonalna projekcije vektora
−−→
P0a

i = (xi − x0)~i + (yi − y0)~j na normalu
pravca p zadanu jediničnim vektorom ~n0 = α~i+ β~j (vidi Sliku 8.2).
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~n0 ~u0

~r0 ~ai

~aip

~ai − ~r0

O

aip

P0
ai = (xi, yi)

p

Slika 8.2: Udaljenost točke do pravca i projekcija točke na pravac

Udaljenost točke ai do pravca p tada je:

d(ai, p) =‖〈
−−→
P0a

i · ~n0〉~n0‖ = |〈
−−→
P0a

i · ~n0〉|
=|α(xi − x0) + β(yi − y0)| = |αxi + βyi − αx0 − βy0|.

Kako je prema Propoziciji 8.2, γ = −αx0 − βy0, slijedi tražena tvrdnja.

(ii) Ako s ~r0 označimo radij vektor točke P0, onda je
−−→
P0a

i = ~ai − ~r0, a
radij-vektor projekcije aip točke ai na pravac p zadan je s (vidi Sliku 8.2):

~aip =~r0 + 〈~ai − ~r0, ~u0〉~u0

=〈~ai, ~u0〉~u0 + ~r0 − 〈~r0, ~u0〉~u0. (8.28)

Kako su ~u0, ~n0 dva međusobno okomita jedinična vektora, vrijedi:

~r0 = 〈~r0, ~u0〉~u0 + 〈~r0, ~n0〉~n0,

iz čega slijedi ~r0 − 〈~r0, ~u0〉~u0 = 〈~r0, ~n0〉~n0, što uvršteno u (8.28) daje

~aip = 〈~ai, ~u0〉~u0 + 〈~ai, ~n0〉~n0. (8.29)

Kako je prema Propoziciji 8.2, γ = −〈~r0, ~n0〉, iz (8.29) slijedi (8.27).

Primjer 8.2. Na Slici 8.3 prikazano je nekoliko karakterističnih slučajeva
za koje je određena ortogonalna projekcija i udaljenost točke ai do pravca p.



142 Prepoznavanje geometrijskih objekata u ravnini

-2 2 4 6

-2

-1

1

2

3

4

a) 0.780869x+ 0.624695y − 3.12348 = 0
ai = (5, 2)T , aip = (3.4, 0.7)T , d(ai, p) = 2.0
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c) 0.371391x− 0.928477y + 0.928477 = 0
ai = (5, 1)T , aip = (4.3, 2.7)T , d(ai, p) = 1.9
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d) 0.371391x− 0.928477y + 0.928477 = 0
ai = (3, 4)T , aip = (3.6, 2.5)T , d(ai, p) = 1.7

−γ̂~n0

~n0
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Slika 8.3: Ortogonalna projekcija i udaljenost točke ai do pravca p

Zadatak 8.1. Nađite formulu za ortogonalnu projekciju točke ai ∈ R2 na
pravac p zadan u eksplicitnom obliku y = kx+ l i dokažite da je udaljenost
točke ai do tog pravca zadana s:

d(ai, p) = |kxi+l−yi|√
k2+1 .

Udaljenost dvaju pravaca u ravnini može se definirati na više načina
[113]. Jednu mogućnost navodimo u sljedećoj definiciji.
Definicija 8.3. Neka su p1: α1x + β1y + γ1 = 0, p2: α2x + β2y + γ2 = 0
jednadžbe dvaju pravaca zadanih u normalnom obliku, a ~n1 = α1~i + β1~j i
~n2 = α2~i + β2~j odgovarajući jedinični vektori normala. Tada je njihova
međusobna udaljenost određena kvazimetričkom funkcijom d : L2 → [0, 1],

d(p1, p2) =

1− |〈~n1, ~n2〉|, ako |〈~n1, ~n2〉| < 1,
|γ1−γ2|

1+|γ1−γ2| , ako |〈~n1, ~n2〉| = 1.
(8.30)
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Ako pravci nisu paralelni (|〈~n1, ~n2〉| < 1), udaljenost između njih odre-
đuje se pomoću kuta između njihovih normala, a ako su pravci paralelni
(|〈~n1, ~n2〉| = 1), udaljenost između njih definira se pomoću njihovih slobod-
nih koeficijenata γ1, γ2. Tu se koristi svojstvo (iii) iz Propozicije 8.2.

8.4.3 Hesseov normalni oblik jednadžbe pravca

Neka je (O; (~i,~j)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Pravac p u rav-
nini možemo zadati jednom njegovom točkom P0 i jediničnim vektorom nor-
male ~n0 = cosϑ~i + sinϑ~j na pravac p koji ima smjer od ishodišta O prema
pravcu p, a s pozitivnim smjerom osi x zatvara kut ϑ (vidi Slika 8.4).

p
O

P0

P~n0

~r0

~r

ϑ

Slika 8.4: Hesseov normalni oblik jednadžbe pravca u ravnini

S ~r = x~i + y~j označimo radij vektor proizvoljne točke P = (x, y)T koja
leži na pravcu p, a s ~r0 radij vektor točke P0. Vektor −−→P0P = ~r − ~r0 okomit
je na normalu ~n0, pa vrijedi:

〈~r − ~r0, ~n0〉 = 0. (8.31)

Tako dobivamo Hesseov normalni oblik jednadžbe pravca:

x cosϑ+ y sinϑ− δ = 0, (8.32)

gdje je:
δ := 〈~r0, ~n0〉 = (r0)n0 > 0

udaljenost ishodišta O do pravca p.
Uočite vezu između Hesseovog normalnog oblika (8.32) i normalnog

oblika (8.24).
Udaljenost točke ai = (xi, yi)T do pravca p određena je s:

d(ai, p) = |xi cosϑ+ yi sinϑ− δ|. (8.33)

Ako je poznata neka točka P0 = (x0, y0)T koja leži na pravcu p, onda
(8.32) postaje:

(x− x0) cosϑ+ (y − y0) sinϑ = 0, (8.34)
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a udaljenost (8.33) točke ai do pravca p postaje:

d(ai, p) = |(xi − x0) cosϑ+ (yi − y0) sinϑ− δ|. (8.35)

8.4.4 Traženje TLS-pravca u Hesseovom normalnom obliku

Umjesto rješavanja problema (6.4), str. 6.4 TLS-pravac možemo tražiti u
Hesseovom normalnom obliku tako da rješavamo sljedeći GOP:

argmin
ϑ∈[0,π]

Φ(ϑ), Φ(ϑ) =
m∑
i=1

wi [(xi − x̄) cosϑ+ (yi − ȳ) sinϑ]2 . (8.36)

Primijetite da koristeći zapis (6.5) funkciju Φ iz (8.36) možemo zapisati
kao:

Φ(ϑ) = ‖
√
DB[cosϑ, sinϑ]T ‖22. (8.37)

Na taj način problem traženja najboljeg TLS-pravca sveli smo na rješavanje
GOP samo s jednom nezavisnom varijablom ϑ ∈ [0, π], što će nam biti posebno
važno kod konstrukcije inkrementalnog algoritma za rješavanje MLD problema
u točki 8.5.3, str. 148.
Primjer 8.3. Potražimo TLS-pravac u Hesseovom normalnom obliku za po-
datke iz Primjera 6.1.

Minimizirajuća funkcija Φ zadana s (8.36) za ovaj primjer prikazana je na
Slici 8.5a i postiže svoj minimum za ϑ? = 2.019, čime je određen TLS-pravac:
(x− 3) cosϑ? + (x− 13

5 ) sinϑ? = 0. Primijetite da smo na ovaj način dobili traženi
TLS-pravac u normalnom obliku: −0.433x+ 0.901y − 1.044 = 0.
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(b) ϑ 7→ Φ(ϑ) (težinski)

Slika 8.5: Minimizirajuća funkcija (8.36)

U slučaju težinskih podataka s w5 = 6 minimizirajuća funkcija Φ prikazana je
na Slici 8.5b i postiže svoj minimum za ϑ? = 1.8743, čime je određen TLS-pravac:
(x− 4) cosϑ? + (x− 14

5 ) sinϑ? = 0, odnosno: −0.299x+ 0.954y − 1.477 = 0.
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8.4.5 OD-pravac

Pravac kao reprezentant skupa podataka A ⊂ R2 može se odrediti također
i kao najbolji Orthogonal Distance (OD) pravac: [77]

argmin
α,β,γ∈R

m∑
i=1

|αxi+βyi+γ|√
α2+β2

, (8.38)

ili u Hesseovom normalnom obliku rješavajući GOP:

argmin
ϑ∈[0,π], δ∈[0,M ]

m∑
i=1
|xi cosϑ+ yi sinϑ− δ|, (8.39)

gdje je M = max
i=1,...,m

‖ai‖2.
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Slika 8.6: Najbolji OD-pravac iz Primjera 6.1, str. 102

U ovom slučaju ne vrijedi lema analogna Lemi 6.1, str. 100 pa se ne
može smanjiti broj nezavisni varijabli. Međutim, može se pokazati [77] da
najbolji OD-pravac prolazi kroz barem dvije točke podataka (vidi Sliku 8.6).

8.5 Prepoznavanje više pravaca u ravnini

Za problem prepoznavanja više pravaca u ravnini (Multiple Line Detection
Problem (MLD)) u literaturi se može pronaći više pristupa. Najpoznatija je
primjena Houghovih transformacija [31, 34, 63]. U [102] prvi je put primi-
jenjen „center-based clustering pristup”. Specijalno, u radu [8] primjenjuje
se inkrementalni algoritam, a u [111] jedna kombinacija grupiranja i TLS-
pristupa u cilju rješavanja problema prepoznavanja redova zasijanja u po-
ljoprivredi (vidi također [51, 112]). Detaljnije ćemo razmotriti metode koje
se zasnivaju na grupiranju podataka.

Ako s U = {p = (ξ, η, ζ)T ∈ R3 : ξ2 + η2 = 1} označimo skup vektora-
parametara, onda se svaki pravac ` ∈ L može zapisati u obliku `(ξ, η, ζ) ≡
ξx+ ηy+ ζ = 0, (ξ, η, ζ)T ∈ U. Očigledno, postoji bijekcija između skupova
L i U.
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Ako udaljenost točke ai = (xi, yi)T ∈ A do pravca ` ∈ L kojemu je
pridružen vektor-parametara p = (ξ, η, ζ)T ∈ U, definiramo koristeći (8.26)
iz Leme 8.1, str. 140

D(ai, `(p)) = (ξ xi + η yi + ζ)2, `(p) ≡ ξx+ ηy + ζ = 0, (8.40)

onda se skup A ⊂ Rn može grupirati u k klastera π1, . . . , πk čiji su centri
pravci `j(pj) s vektorima parametara pj određenim s:

pj ∈ argmin
p∈U

∑
ai∈πj

D(ai, `(p)). (8.41)

Zato ćemo klaster s pravcem-centrom `j(pj) označavati s π(pj) ili jednos-
tavno s πj .

Primijetite da je rješenje GOP (8.41) TLS-pravac skupa πj (vidi točku 6.1,
str. 99). Zato se traženje globalno optimalne k-particije (k-GOPart) skupa
A može promatrati kao traženje rješenja sljedećeg GOP (vidi [8, 102, 113]):

argmin
Π∈P(A;k)

F(Π), F(Π) =
k∑
j=1

∑
ai∈πj

D(ai, `j), (8.42)

gdje je P(A; k) skup svih k-particija skupa A.
Poznato je (vidi [98, 103]) da se problem traženja k-GOPart (8.42) može

zamijeniti rješavanjem sljedećeg GOP:

argmin
pj∈U

F (p1 . . . , pk), F (p1 . . . , pk) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

D(ai, `j(pj)), (8.43)

jer se njihova rješenja podudaraju.
Općenito, funkcija iz (8.43) nekonveksna je i nediferencijabilna, ali slično

kao u [93], može se pokazati da je Lipschitz-neprekidna.

8.5.1 Generiranje podataka koji potječu od više pravaca u
ravnini

Razmatrani problem detekcije više pravaca u ravnini ilustirat ćemo na umjet-
nom skupu podataka A ⊂ ∆ = [0, 10]×[0, 10] koji potječe od k ≤ 10 pravaca
u ravnini.

Najprije izaberemo broj k ∈ U(2, 10). Nakon toga k puta slučajno iza-
beremo dvije točke Aj , Bj ∈ ∂∆ na rubu pravokutnika ∆ koje ne leže na
istoj stranici pravokutnika ∆, ali tako da za njihovu Hausdorffovu udaljenost
vrijedi dH({Ar, Br}, {As, Bs}) ≥ 1 za r 6= s.

Parovima točaka (Aj , Bj), j = 1, . . . , k određeno je k pravaca koji sijeku
pravokutnik [0, 10]× [0, 10] (vidi Sliku 8.7).
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Slika 8.7: Pet izabranih primjera s 2, 3, 4, 5 i 10 pravaca

Kako bismo osigurali homogenost podataka u okolini pravaca vidljivih u
pravokutniku ∆, na svakom pravcu `j generirat ćemo približno jednak broj
uniformno distribuiranih točaka lokalne gustoće ρ = |πj |

|`j | = 21, gdje je |`j |
duljina vidljivog dijela pravca `j u pravokutniku ∆, a |πj | broj generira-
nih točaka. Nakon toga, svakoj tako izabranoj točki na pravcu dodajemo
slučajnu pogrešku iz binormalne distribucije s očekivanjem 0 ∈ R2 i kovari-
jacijskom matricom σ2I, σ2 = .01, gdje je I jedinična matrica drugog reda.
Tako smo definirali skup podataka A i njegovu particiju Π = {π1, . . . , πk},
gdje je πj skup podataka koji potječe od pravca `j (vidi Sliku 8.7). Primije-
tite da pravac `j ne mora biti centar klastera πj . Na taj način za svaki par
(k, σ2) definirat ćemo po 100 skupova ovakvih pravaca i pripadnih podataka
na kojima će se testirati naša metoda.

8.5.2 Algoritam k-najbližih pravaca (KCL)

Najpoznatija metoda za traženje k-GOPart u slučaju poznatog broja k pra-
vaca je KCG-algoritam (točka 8.1, str. 132) pri čemu su u ovom slučaju G-
klaster-centri pravci pa ćemo i algoritam zvati Algoritam k-najbližih pravaca
(k-closest line (KCL)) (vidi također [8, 102, 113]).

KCL-algoritam može započeti početnim centar-pravcima ili početnom
particijom. Posebnu pozornost treba posvetiti izboru početne aproksima-
cije za KCL-algoritam.

Jedna mogućnost izbora početne aproksimacije u slučaju poznatog broja
k, kao što je navedeno u točki 8.1.1, str. 131, je primjenom algoritma DIRECT
pronaći dovoljno dobre početne centar-pravce. Pri tome te pravce nije do-
bro tražiti u eksplicitnom ili implicitnom zapisu jer bi u tom slučaju bilo
teško odrediti prihvatljivu konačnu domenu parametara koja je potrebna za
algoritam DIRECT.

Zato ćemo početne pravce tražiti u Hesseovom normalnom obliku

pj(ϑj , δj) ≡ x cosϑj + y sinϑj − δj , j = 1, . . . , k.

Kako je u ovom slučaju LS-udaljenost točke ai = (xi, yi)T ∈ A do pravca
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`j(ϑj , δj) zadana s:

D(pj(ϑj , δj), ai) = (x cosϑj + y sinϑj − δj)2,

početnu aproksimaciju potražit ćemo rješavanjem GOP (usporedi (8.43))

argmin
ϑ∈[0,π]k,
δ∈[0,M ]k

G(ϑ, δ), G(ϑ, δ) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

(xi cosϑj + yi sinϑj − δj)2 (8.44)

uz primjenu algoritma DIRECT. Domena parametra ϑj je [0, π], a domenu
parametra δj možemo definirati s [0,M ], M := max

i=1,...,m
‖ai‖2. Rješenje ovog

problema je k pravaca `j(ϑ̂j , δ̂j) ≡ cos ϑ̂jx + sin ϑ̂jy − δ̂j = 0, koje ćemo
iskoristiti kao početnu aproksimaciju u KCL-algoritmu.
Primjer 8.4. Za primjer s 4 pravca prikazana na Slici 8.7 pomoću algo-
ritma DIRECT pronađena je početna aproksimacija s k = 2, 3, 4, 5 pravaca u
Hesseovom normalnom obliku. S ovim aproksimacijama KCL algoritam dao
je rezultate prikazane na Slici 8.8. Ostaje pitanje kako između ovih rješenja
detektirati particiju s najprihvatljivijim brojem klastera.
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Slika 8.8: Optimalne k-particije (k = 2, 3, 4, 5) dobivene KCL-algoritmom uz po-
četnu aproksimaciju dobivenu primjenom 20 iteracija algoritma DIRECT na rješava-
nje GOP (8.44)

8.5.3 Inkrementalni algoritam

Ako broj klastera u particiji nije unaprijed poznat, možemo potražiti opti-
malne particije s k = 1, 2, . . . , kmax klastera i nakon toga u cilju prepoznava-
nja najprihvatljivije particije pokušati primijeniti neki od poznatih indeksa
prilagođenih za slučaj pravaca-centara. U tu svrhu u literaturi se također
može pronaći nekoliko modifikacija dobro poznatog inkrementalnog algo-
ritma prilagođenog za slučaj centara-pravaca (vidi primjerice [8, 102, 113]).
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Inkrementalni algoritam za rješavanje MLD problema započinje određiva-
njem najboljeg TLS-pravca ˜̀1 skupa A sukladno točki 6.1, str. 99.

Nadalje, ako su pravci ˜̀1, . . . , ˜̀
k poznati, sljedeći pravac ˜̀

k+1 odredit
ćemo rješavanjem sljedećeg GOP:

argmin
p∈U

φ(p), φ(p) =
m∑
i=1

min{d(i)
k ,D(ai, `(p))}, (8.45)

gdje je: d(i)
k = min{D(ai, ˜̀1), . . . ,D(ai, ˜̀

k)}.
Slično kao u točki 8.5.2, str. 147 zbog zahtjeva algoritma DIRECT za ko-

načnom domenom parametara, sljedeći pravac ˜̀
k+1 tražit ćemo u Hesseovom

normalnom obliku rješavajući sljedeći GOP:

argmin
ϑ∈[0,π],
δ∈[0,M ]

Φ(ϑ, δ), Φ(ϑ, δ) =
m∑
i=1

min{d(i)
k ,DH(ai, `(ϑ, δ))}, (8.46)

gdje je: DH(ai, `(ϑ, δ))} = (xi cosϑ+ yi sinϑ− δ)2 i M = max
i=1,...,m

‖ai‖.

Na skup pravaca {˜̀1, . . . , ˜̀
k, ˜̀

k+1} nakon toga treba primijeniti KCL-
algoritam.

Inkrementalni algoritam možemo zaustaviti korištenjem kriterija (8.13)
pri čemu je D1-udaljenost točke ai = (xi, yi) do pravca `(p) definirana s
D1(ai, `(p)) = |ξxi + ηyi + ζ| (Lema 8.1, str. 140), a ε-gustoća ε(A) skupa
A određena je u skladu s Definicijom 8.2.

Algoritam 3 (Inkrementalni algoritam za prepoznavanje pravaca)

Input: A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} ⊂ ∆ ⊂ R2;
1: Stavi εB = .005 i odredi MinPts i ε(A) sukladno Definiciji 8.2;
2: Odredi TLS-pravac `1 skupa A, sljedeći pravac `2 prema (8.46) i stavi k = 2;
3: Na centar-pravce `1, `2 primijeni KCL-algoritam i dobivenu particiju označi s

Π̂(2) = {π̂1(ˆ̀1), π̂2(ˆ̀2)};
4: Odredi QD[π̂j ], j = 1, 2 kao 90% kvantil skupa V (π̂j) i QD[Π̂(2)];
5: while QD[Π̂(k)] > ε do
6: Prema (8.46), odredi sljedeći centar-pravac `k+1
7: Na pravce ˆ̀1, . . . , ˆ̀

k, `k+1 primijeni KCL-algoritam i dobivenu particiju oz-
nači s Π̂(k+1) = {π̂1(ˆ̀1), . . . , π̂k+1(ˆ̀

k+1)}, a pravce s L̂ = {ˆ̀1, . . . , ˆ̀
k+1};

8: Odredi QD[Π̂(k+1)] i stavi k := k + 1;
9: end while
Output: {ˆ̀1, . . . , ˆ̀

k}.
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Primjer 8.5. Inkrementalni algoritam primijenjen je na primjer s pet pra-
vaca prikazanih na Slici 8.7. Rezultati izvođenja prvih 6 iteracija prikazani
su na Slici 8.9.

Budući da je ε-gustoća ε(A) = 0.319, algoritam se zaustavlja na particiji
Π(6) za koju vrijedi QD[π] < 0.319 za svaki π ∈ Π(6).

Vektor gustoće za ovu particiju je:

ρ(Π(6)) = (20.71, 2.21, 21.04, 20.98, 20.22, 19.82)T .

Kako je ρ2 = 2.21 < MinPts
2ε(A) = 9.39, ovaj pravac se ispušta i ostaje kao

rješenje 5-particija.
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Slika 8.9: Rezultati izvođenja prvih 6 iteracija inkrementalnog algoritma na pri-
mjeru s pet pravaca iz Slike 8.7

ContourPlot minimizirajuće funkcije iz (8.46) prilikom traženja drugog
i trećeg pravca prikazan na Slici 8.10 pokazuje da problem (8.46) može imati
više točaka lokalnog i globalnog minimuma.
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Slika 8.10: ContourPlot funkcije iz (8.46) za MLD problem iz Primjera 8.5
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Particija π1 π2 π3 π4 π5 π6 QD[Π]

Π(2) 2.84 1.91 — — — — 2.84
Π(3) 1.32 1.61 1.50 — — — 1.61
Π(4) 0.64 0.92 0.17 0.87 — — 0.92
Π(5) 0.23 0.56 0.18 0.43 0.72 — 0.56
Π(6) 0.16 0.12 0.17 0.14 0.17 0.15 0.17

Tablica 8.1: Vrijednosti QD iz Primjera 8.5

Primjer 8.6. Algoritam 3 ilustrirat ćemo na nekoliko primjera podataka
koji potječu od po 10 pravaca. Na Slici 8.11 prikazani su rezultati izvođenja
Inkrementalnog algoritam 3 (crvene linije).
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Slika 8.11: Rezultati implementacija Inkrementalnog algoritma 3

Output Inkrementalnog algoritma 3 u slučaju skupa podataka koji po-
tječe od 10 pravaca vidljivih na Slici 8.11a sastoji se od 11 pravaca. Pri
tome, 10 pravaca podudara se s originalnim pravcima od kojih su nastali
podaci, a jedanaesti pravac nastao je slučajno.

Slično, output Inkrementalnog algoritma 3 u slučaju skupa podataka
koji potječe od 10 pravaca vidljivih na Slici 8.11b sastoji se od 14 pravaca.
Pri tome, 10 pravaca podudara se s originalnim pravcima od kojih su nastali
podaci, a ostali su nastali slučajno.

Output Inkrementalnog algoritma 3 u slučaju skupa podataka koji po-
tječe od 10 pravaca prikazanih na Slici 8.11c, odnosno na Slici 8.11d, sastoji
se od po 13 pravaca među kojima se ne nalazi svih 10 pravaca od kojih su
podaci nastali.

8.5.4 Traženje MAPart i prepoznavanje pravaca

Budući da je Inkrementalni algoritam 3 lokalnog karaktera, u pravilu će
proizvesti više pravaca nego što se može očekivati s obzirom na konfiguraciju
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skupa A (kao što se može vidjeti u Primjeru 8.6 pa se između dobivenih
particija često ne nalazi i MAPart. To ukazuje na potrebu eliminacije nekih
centar-pravaca iz ove particije.

Direktna primjena modificiranog CH ili DB-indeksa (vidi točku 8.3, str.135)
pokazuje se neučinkovitom kao što pokazuje sljedeći primjer.
Primjer 8.7. Na primjeru k-LOPart dobivenih KCL-algoritmom prikazanih
na Slici 8.8 i k-LOPart dobivenih Inkrementalnim algoritmom 3 prikazanih
na Slici 8.9 usporedit ćemo DBG-indeks s GO-indeksom. Pri tome, udaljenost
d(`j , `s) određujemo sukladno Definiciji 8.30, str. 142. U Tablici 8.2 može
se primijetiti da je GO-indeks znatno pouzdaniji od DBG-indeksa.

Indeks Primjer iz Slike 8.8 Primjer iz Slike 8.9
Π(2) Π(3) Π(4) Π(5) Π(2) Π(3) Π(4) Π(5)

DBG 2.28 2.49 2.40 ≈ 105 2.28 2.37 2.18 1.97
GO 24.89 54.28 0.15 34.41 24.89 69.66 0.15 78.19

Tablica 8.2: Usporedba DBG i GO-indeksa na k-LOPart dobivenih KCL-algoritmom
i Inkrementalnim algoritmom 3

GO index za izbor MAPart testiran je u [91] na 100 različitih skupova
podataka iz ∆ = [0, 10] × [0, 10] generiranih kao u točki 8.5.1, str. 146,
a koji potječu od 2 do 5 pravaca. Za svih 100 skupova podataka stupanj
prepoznavanja bio je 50%, a prosječno CPU-vrijeme 11.6 sec, od čega je 9.7 sec
bilo je potrebno za DIRECT, a 1.5 sec za KCL-algoritam.

Primjena novog pristupa

U nastavku ćemo pokazati primjenu novog pristupa opisanog u točki 8.3.3,
str. 137. U primjeru prikazanom na Slici 8.11a nakon provjere uvjeta A1 i
ispuštanja jednog pravca koji ne ispunjavaju taj uvjet, dobivamo MAPart s
10 pravaca. Slično, i u primjeru prikazanom na Slici 8.11b nakon provjere
uvjeta A1 i ispuštanja četiri pravca koji ne ispunjavaju taj uvjet, dobivamo
MAPart s 10 pravaca.

Output Algoritma 3 u slučaju skupa podataka koji potječe od 10 pravaca
vidljivih na Slici 8.11c particija je s 13 pravaca. Nakon provjere uvjeta A1,
ostaje 9 pravaca (vidi Sliku 8.12a), a dodatnom provjerom uvjeta A0 ostaje
7 pravaca (vidi Sliku 8.12b).

Slično, output Algoritma 3 u slučaju skupa podataka koji potječe od
10 pravaca vidljivih na Slici 8.11d je particija s 13 pravaca. Nakon provjere
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Slika 8.12: Eliminacija neprihvatljivih centar-pravaca korištenjem uvjeta A1 i A0

uvjeta A1, ostaje 9 pravaca (vidi Sliku 8.12c), a dodatnom provjerom uvjeta
A0 ostaje 6 pravaca (vidi Sliku 8.12d).
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Slika 8.13: Ponovno pokretanje Algoritma 3 na ostatku skupa i konačno rješenje

Na ostatku skupa podataka koji se pojavio na Slici 8.12b i Slici 8.12d
ponovo treba provesti Algoritam 3. Kako to izgleda na ostatku skupa iz
Slike 8.12b prikazano je na Slici 8.13a-c. Na taj način i u ovom slučaju
potpuno smo rekonstruirali svih deset pravaca (Slika 8.13d). Slično se može
postupiti i u primjeru prikazanom na Slici 8.11d nakon eliminacija prikaza-
nih na Slici 8.12c i Slici 8.12d.

8.6 Kružnica kao reprezentant skupa podataka
Kao što smo naveli na početku ovog poglavlja, kružnicu sa središtem u točki
S = (p, q)T radijusa r možemo definirati na sljedeće načine

(i)K(S, r) = {(x, y)T ∈ R2 : (x− p)2 + (y − q)2 = r2},
(ii)K(S, r) = {S + r(cos t, sin t)T : t ∈ [0, 2π]}.

Skup A, smješten u pravokutnik ∆ = [a, b] × [c, d] ⊂ R2, koji potječe
od kružnice K(S, r) sa središtem u točki S = (p, q)T radijusa r > 0 mo-
žemo konstruirati na sljedeći način. Najprije na segmentu [0, 2π] odredimo
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m > 2 uniformno distribuiranih brojeva ti ∈ [0, 2π]. Nakon toga, svakoj
točki Ti = S + r(cos ti, sin ti)T na kružnici dodajemo slučajnu pogrešku iz
binormalne distribucije s očekivanjem 0 ∈ R2 i kovarijacijskom matricom
σ2I, σ2 = .01, gdje je I jedinična matrica drugog reda. Na taj način osi-
gurali smo da podaci koji dolaze od neke kružnice zadovoljavaju „svojstvo
homogenosti”, tj. podaci su pretežno homogeno rasuti oko te kružnice. Suk-
ladno Definiciji 8.1, str. 130 skup A ima lokalnu gustoću ρ(A) = m

2rπ .

Primjer 8.8. U kvadratu [0, 10]2 ⊂ R2 izabrana je kružnica K(S, r) sa sredi-
štem u točki S = (2.5, 2.5)T radijusa r = 2. U okolini kružnice K, generirat
ćemo m = 200 slučajnih točaka na prethodno opisan način (vidi Sliku 8.14).
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Slika 8.14: Podaci koji potječu od kružnice

In[1]:= A ={}; S = {2.5,2.5}; r = 2; m = 200; sigma = .01;
Do[
t = RandomReal[{0, 2 Pi}];
T = S + r {Cos[t], Sin[t]};
A=Append[A,RandomReal[

MultinormalDistribution[T, sigma IdentityMatrix[2]], {1}][[1]]
];

,{ii,m}]

Može se postaviti inverzni problem, tj. problem prepoznavanja kružnice
na osnovi poznavanja skupa podataka A. U cilju rješavanja ovog problema
možemo razmatrati problem traženje kružnice-centra kao najboljeg repre-
zentanta skupa podataka A.

Najprije treba dobro definirati neku kvazimetričku funkciju koja će dati
udaljenost točke a ∈ A do kružnice K(S, r). Za to u literaturi postoje
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sljedeći pristupi [22, 55, 65, 90]:

D2(a,K) = |
√

(xi − p)2 + (yi − q)2 − r|2 [Total Least Squares] (8.47)

D1(a,K) = |
√

(xi − p)2 + (yi − q)2 − r| [Orthogonal Distances] (8.48)

D(a,K) =
(
(xi − p)2 + (yi − q)2 − r2)2 [Algebraic Criterion] (8.49)

Upravo ova posljednja mogućnost (algebarska udaljenost) najviše je pri-
sutna u literaturi i primjenama. Razlog za to treba tražiti u činjenici da je
funkcija D derivabilna po svim svojim varijablama.

Traženje najboljeg reprezentanta skupa A kao kružnice-centra može se
provesti rješavanjem sljedećeg GOP:

argmin
(p,q)T∈∆, r∈[0,R]

F (p, q, r), F (p, q, r) =
m∑
i=1

D(ai,K((p, q)T , r)), (8.50)

gdje za Rmožemo uzeti R = 1
2 max{b−a, d−c}. Za rješavanje ovog problema

može se primijeniti algoritam DIRECT za globalnu optimizaciju [46, 97].
U slučaju primjene algebarske D udaljenosti može se primijeniti i Newto-

nova ili kvazi-Newtonova metoda ili metoda jednostavnih iteracija, ali tada
moramo imati dobru početnu aproksimaciju K̂(Ŝ, r̂) tražene kružnice, što je
u ovom slučaju lako postići. Naime, za Ŝ možemo izabrati centroid skupa
podataka A, a r̂ tada možemo dobiti korištenjem svojstva aritmetičke sre-
dine:

m∑
i=1

(
‖Ŝ − ai‖2 − r2)2 ≥ m∑

i=1

(
‖Ŝ − ai‖2 − 1

m

m∑
i=1
‖Ŝ − ai‖2

)2
. (8.51)

Na taj način odredili smo početnu aproksimaciju K̂(Ŝ, r̂) tražene kružnice:

r̂2 = 1
m

m∑
i=1
‖Ŝ − ai‖2, Ŝ = 1

m

m∑
i=1

ai. (8.52)

Primijetite da početnu aproksimaciju K̂(Ŝ, r̂) možemo zapisati kao:

r̂2 = mean[{‖Ŝ − ai‖2 : i = 1, . . . ,m}].

Zadatak 8.2. Provjerite da je dobra aproksimacija radijusa ove kružnice
zadana s r̂ ≈

√
Tr(Cov(A)).
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Primjer 8.9. Kružnica u R sa središtem u točki c ∈ R radijusa r > 0
definirana je s:

K(c, r) = {x ∈ R : |c− x| = r} = {c− r, c+ r},

i kao što se vidi, sastoji se samo od dviju točaka.
Skup A od m = 40 podataka koji potječe od ovakve kružnice K(5, 2) =

{3, 7} može se odrediti na sljedeći način (crvene i plave točkice na Slici 8.15):

c c+ rc− r

Slika 8.15: Skup podataka A koji potječe od kružnice K(c, r) ⊂ R

In[1]:= broj=20; a1=3; a2=7; sigma=.5; SeedRandom[13]
pod1=RandomReal[NormalDistribution[a1, sigma], broj];
pod2=RandomReal[NormalDistribution[a2, sigma], broj];
A=Join[pod1,pod2]

U ovom je slučaju GOP (8.50) optimizacijski problem u R2 (dvije neza-
visne varijable), a u slučaju primjene algebarske D udaljenosti ContourPlot
minimizacijske funkcije prikazan je na Slici 8.14
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Slika 8.16: ContourPlot minimizacijske funkcije (8.50) iz Primjera 8.9

Primjenom Mathematica-naredbe NMinimize dobivamo c? = 4.92314,
r? = 2.17341, pri čemu je odgovarajuća vrijednost minimizacijske funkcije
(8.50), F (c?, r?) = 211.303.
Primjer 8.10. Na osnovi kružnice K(S(p, q), r), S = (2.5, 2.5)T , r = 2 u
Primjeru 8.8 konstruirali smo skup A s m = 200 podataka koji potječe od
ove kružnice (vidi također Sliku 8.14, str. 154).
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Na osnovi skupa podataka A algoritmom DIRECT [97] možemo pronaći
rješenje GOP (8.50). Dobivamo (p?, q?, r?) = (2.510, 2.509, 1.999) i vrijednost
funkcije cilja F (p?, q?, r?) = 28.16.

Primjenom neke lokalno optimizacijske metode (primjerice Newtonove
ili Nelder-Meadove) također možemo dobiti rješenje jer raspolažemo s kva-
litetnom početnom aproksimacijom. Uz početnu aproksimaciju:

Ŝ = (2.603, 2.626)T , r̂ = 2.012, F̂ = 74.026

primjenom Mathematica-modula FindMinimum[] dobivamo:

(p?, q?, r?) = (2.496, 2.502, 2.012), F ? = 28.16.

Zadatak 8.3. Zadan je skup podataka iz Primjera 8.8. Korištenjem To-
tal Least Squares kvazimetričke funkcije (8.47) točke a ∈ A do kružnice
K(S, r) rekonstruirajte kružnicu primjenom neke lokalno optimizacijske me-
tode. Kako u ovom slučaju možete odabrati kvalitetnu početnu aproksimaciju
za centar Ŝ i radijus r̂ kružnice? Provjerite je li ova kvazimetrička funkcija
osjetljiva na prisutnost “outliersa” među podacima.
Uputa: U programskom sustavu Mathematica možete koristiti FindMinimum,
gdje možete izabrati Newtonovu metodu, Quasi-Newtonovu metodu ili neku
drugu metodu.

Zadatak 8.4. Skup podataka iz Primjera 8.8 dopunite s 10% outliers. Ko-
rištenjem Orthogonal Distances udaljenosti (8.48) točke a ∈ A do kružnice
K(S, r) rekonstruirajte kružnicu primjenom neke lokalno optimizacijske me-
tode. Kako u ovom slučaju možete odabrati kvalitetnu početnu aproksimaciju
za centar Ŝ i radijus r̂ kružnice?
Uputa: U programskom sustavu Mathematica možete koristiti FindMinimum
s odgovarajućim izborom metode.

Primjedba 8.3. Za metode prepoznavanja jednog ili više kružnih lukova u
ravnini bit će važno znati projekciju točke na kružnicu (vidi Sliku 8.17) i
projekciju točaka kružnice na segment.

• Radij-vektor projekcije P točke T ∈ R2 na kružnicu K zadan je s:

~rP = (1− λT )~rS + λT~rT , (8.53)

gdje je λT = r
‖~rT−~rS‖2 . Formula (8.53) slijedi iz ~rP −~rS = λT (~rT −~rS);



158 Prepoznavanje geometrijskih objekata u ravnini

• Neka su aip = (ui, vi)T projekcije točaka ai ∈ A na kružnicu-centar
K(S, r). Točke ai0 preslikavamo na segment [0, 2π] formulom:

ti =
{

arctan vi−q
ui−p , ako (ui ≥ p& vi ≥ q) ili (ui ≤ p& vi ≥ q)

arctan vi−q
ui−p + π, ako (ui ≤ p& vi ≤ q) ili (ui ≥ p& vi ≤ q)

. (8.54)

1 2 3 4

1

2

3

4

S

T

Tp

~rS

~rT

~rP

Slika 8.17: Projekcija točke T na kružnicu K(S, r)

8.7 Prepoznavanje više kružnica u ravnini
Neka je A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} ⊂ ∆, ∆ = [a, b]× [c, d] skup
podataka koji potječe od više unaprijed nepoznatih kružnica u ravnini, a koje
treba prepoznati ili rekonstruirati. Podaci se mogu umjetno konstruirati na
način opisan za podatke koji potječu od jedne kružnice. Pretpostavljamo da
podaci koji dolaze od neke kružnice zadovoljavaju „svojstvo homogenosti”,
tj. pretpostavljamo da su podaci pretežno homogeno rasuti oko te kružnice
(vidi Definiciju 8.1).

U literaturi se mogu pronaći metode za rješavanje ovog problema uz
primjenu Houghovih transformacija [31]. U [90] ovaj problem promatra se
kao problem grupiranja, pri čemu su centri klastera kružnice.

Traženje k-GOPart Π? = {π?1, . . . , π?k}, gdje je centar klastera π?j kruž-
nica K?

j (S?j , r?j ) sa središtem u točki S?j i radijusom r?j , svodi se na traženje
optimalnih parametara (p?j , q?j , r?j ), j = 1, . . . , k, koji su rješenje sljedećeg
GOP (usporedi s (3.40)):

argmin
(p,q)T∈∆2k, r∈[0,R]k

F (p, q, r), F (p, q, r)=
m∑
i=1

min
1≤j≤k

D(ai,Kj(pj , qj , rj)), (8.55)

gdje je R = 1
2 min{b−a, d− c}, a D(ai,Kj(pj , qj , rj)) predstavlja udaljenost

točke ai do kružnice Kj . O načinu definiranja metričke funkcije D pisali smo
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u točki 8.6, str. 153. Kao što smo tamo spomenuli, koristit ćemo algebarsku
udaljenost

D(ai,K(S, r)) = (‖S − ai‖2 − r2)2. (8.56)

8.7.1 Prilagođavanje k-means algoritma na slučaj
kružnica-centara

Problem traženja k-GOPart s kružnicama kao klaster-centrima u slučaju poz-
natog broja k kružnica možemo rješavati primjenom KCG-algoritma (točka 8.1,
str. 132) pri čemu su u ovom slučaju G-klaster-centri kružnice pa ćemo i al-
goritam zvati algoritam k-najbližih kružnica (KCC) (vidi [55, 90]).

Algoritam može započeti početnim centar-kružnicama ili početnom par-
ticijom. Posebnu pozornost treba obratiti izboru početne aproksimacije za
KCC-algoritam.

U slučaju poznatog broja k, algoritam ćemo započeti Korakom A tako
da primjenom manjeg broja iteracija DIRECT algoritma potražimo aproksi-
maciju k-optimalne particije skupa A

argmin
(p,q)T∈∆2k

Φ(p, q), Φ(p, q) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

‖ai − (pj , qj)T ‖22, (8.57)

a nakon toga početne kružnice definiramo kao jedinične kružnice sa sredi-
štima u dobivenim centrima.

Najbolje kružnice-reprezentante u Koraku B možemo tražit nekom lo-
kalno optimizacijskom metodom (Quasi-Newton, Nelder-Meade) jer raspo-
lažemo dobrom početnom aproksimacijom (8.52).
Primjer 8.11. Na Slici 8.18 prikazani su podaci koji potječu od dviju, triju,
četiriju i pet kružnica. Za svaki skup podataka određene su odgovarajuće
jedinične kružnice kao početne aproksimacije za KCC-algoritam. Rezultati
izvođenja KCC algoritma prikazani su na Slici 8.19.
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Slika 8.18: Početne aproksimacije dobivene algoritmom DIRECT.

2 3 4 5 6

3

4

5

6

7

k = 2, |A| = 570

3 4 5 6 7 8 9

2

3

4

5

6

7

8

k = 3, |A| = 917

3 4 5 6 7 8 9

2

4

6

8

k = 4, |A| = 1190

2 4 6 8

2

4

6

8

10

k = 5, |A| = 1523

Slika 8.19: Optimalne particije dobivene KCC-algoritmom

8.7.2 Prilagođavanje inkrementalnog algoritma na slučaj
kružnica-centara

Ako broj kružnica od kojih potječu podaci nije unaprijed poznat, potražit
ćemo optimalne particije s k = 2, 3, . . . , κ klastera prilagođavanjem inkre-
mentalnog algoritma i između njih pokušati odrediti MAPart.

Algoritam započinje izborom početne kružnice-centra K̂1(Ŝ1, r̂1). Aprok-
simacija sljedeće kružnice-centra K̂2(Ŝ2, r̂2) dobiva se rješavanjem GOP:

argmin
(p,q)T∈[α,β], r∈[0,R]

m∑
i=1

min{D(ai, K̂1(S1, r1)),D(ai,K(S(p, q), r))}. (8.58)

Nakon toga na kružnice-centre K̂1, K̂2 primjenjuje se KCC-algoritam i
time se dobiva lokalno optimalna 2-particija Π(2). Primijetite da je prilikom
rješavanja problema (8.58) dovoljno izvesti manji broj koraka optimizacij-
skog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno dobru početnu aproksimaciju
za KCC-algoritam koji nakon toga daje lokalno optimalnu 2-particiju Π(2) s
kružnicama-centrima (K?

1 ,K
?
2 ).
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Općenito, poznavajući k kružnica-centara K̂1, . . . , K̂k, sljedeću kružnicu-
centar Kk+1 potražit ćemo rješavanjem sljedećeg GOP

argmin
(p,q)T∈[α,β], r∈[0,R]

m∑
i=1

min{δik,D(ai,K(S(p, q), r))}, (8.59)

gdje je δik = min
1≤s≤k

D(ai,K(Ss, rs). Nakon toga, primjenom KCC-algoritma
dobivamo k-LOPart Π? = {π?1, . . . , π?k+1} s kružnicama-centrimaK?

1 , . . . ,K
?
k+1.

Inkrementalni algoritam zaustavlja se korištenjem kriterija (8.13), pri
čemu jeD1-udaljenost točke a ∈ π?j do odgovarajuće kružnice-centraK?

j (S?j , r?j )
dana s:

D1(a,K?
j (S?j , r?j )) = |‖S?j − a‖ − r?j |. (8.60)

Primjer 8.12. Neka je A skup podataka zadan kao na Slici 8.20. Pri-
mjenom inkrementalnog algoritma pronađimo lokalno optimalne 2, 3, 4, 5-
particije.

Inkrementalni algoritam pokrenut ćemo jediničnom kružnicom K̂1(Ŝ1, 1),
gdje je Ŝ1 = Mean[A]. Tijek inkrementalnog algoritma prikazan je na sli-
kama 8.20a-d. Sukladno nužnim uvjetima iz točke 8.3.3, str. 137 dobivena
5-LOPart je MAPart.
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Slika 8.20: Particije skupa A dobivene inkrementalnim algoritmom

8.7.3 Traženje MAPart i prepoznavanje kružnica

Ako raspolažemo s više k-LOPart s kružnicama kao klaster-centrima, mo-
žemo pokušati između njih potražiti MAPart primjenom modificiranog CH ili
DB-indeksa (točka 8.3, str. 135). U tu svrhu potrebno je dobro definirati
udaljenost dviju kružnica, a tu možemo iskoristiti eksplicitnu formulu za
Hausdorffovu udaljenost dH(K1,K2) dviju kružnica K1(S1, r1), K2(S2, r2)
(vidi [90]):

dH(K1,K2) = ‖S1 − S2‖+ |r1 − r2|. (8.61)
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Zadatak 8.5. Dokažite da je Hausdorffova udaljenost dH(K1,K2) dviju
kružnica K1(S1, r1), K2(S2, r2) zadana s (8.61).

Kao što smo već spomenuli, budući da su klasični indeksi konstruirani
za sferične ili elipsoidne klastere, pokazalo se da je u ovom slučaju ipak
bolje iskoristiti specijalnu strukturu MCD problema. Naime, na k-LOPart
Π? = {π?1, . . . , π?k} možemo primijeniti GO-indeks, str. 136, ili iskoristiti
nužne uvjete, str. 137, da k-particija Π? bude ujedno i MAPart (vidi također
točku 8.3):

A0: QD[Π?] < ε(A);

A1: ρ(π?) ≥ MinPts
2εA) za sve klastere π? ∈ Π?.

Primjer 8.13. Na primjeru skupa A prikazanog na Slici 8.21 provedeno je
prvih 5 iteracija inkrementalnog algoritma.
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Slika 8.21: Inkrementalni algoritam i izbor MAPart

DBG-indeks pogrešno ukazuje na 4-particiju kao MAPart, dok GO-indeks ispravno
ukazuje na 5-particiju kao MAPart.

Budući da je za MinPts = blog |A|c = 6, ε-gustoća skupa A je ε(A) = 0.314
pa inkrementalni algoritam treba zaustaviti kada QD < ε. To se prvi put do-
godilo za k = 5. Kako je MinPts

2ε(A) = 9.55, a gustoće svih klastera 5-particije
(23.23, 23.63, 24.16, 23.78, 23.47) veće su od MinPts

2ε(A) , QD ispravno ukazuje na 5-particiju
kao MAPart. Također, sukladno nužnim uvjetima iz točke 8.3.3, str. 137, kada bi
iz 6-LOPart eliminirali kružnicu-centar K((5.614, 7.607), 1.569) s klasterom lokalne
gustoće ρ = 6.59, nakon provedbe KCC-algoritma dobili bismo MAPart.
Primjer 8.14. Na primjeru skupa A prikazanog na Slici 8.22 provedeno je
prvih 5 iteracija inkrementalnog algoritma.

DBG-indeks ukazuje na 5-particiju kao MAPart, ali vidi se da nisu sve kružnice
prepoznate. Dakle, to nije MAPart!

GO-indeks slično ukazuje na 5-particiju kao MAPart, iako jedna od kružnica nije
prepoznata. Dakle, to nije MAPart!.
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Slika 8.22: Inkrementalni algoritam i izbor MAPart

Budući da za MinPts = blog |A|c = 6, ε-gustoća skupa A iznosi ε(A) = .314,
inkrementalni algoritam treba zaustaviti kada je QD < ε. To se prvi put dogodilo
za k = 6. Gustoće svih klastera 6-particije su

(20.76, 23.82, 22.29, 23.22, 7.71, 25.99).

Kako je MinPts
2ε(A) = 9.96, uvjet A1 ukazuje da klasteru π?5 tu nije mjesto. Kada

se ispusti klaster π?5 s njegovom centar-kružnicom i elemente klastera π?5 razdijeli
ostalim klasterima po principu minimalnih udaljenosti dobivamo MAPart, a sve
kružnice su prepoznate!!!

8.8 Elipsa kao reprezentant skupa podataka

8.8.1 Elipsa kao Mahalanobis kružnica

Mahalanobis kvazimetrička funkcija dm : R2 × R2 → R+ (vidi [62, 103])
definirana je s (6.6), str. 104:

dm(u, v; Σ) = (u− v)TΣ−1(u− v) = ‖u− v‖2Σ,

a za danu kovarijacijsku matricu Σ > 0, „jedinična” M-kružnica sa središtem
u točki S:

E = {x ∈ R2 : dm(S, x; Σ) = 1}, (8.62)

predstavlja elipsu s poluosima ξ, η koje odgovaraju drugim korijenima svoj-
stvenih vrijednosti matrice Σ.
Zadatak 8.6. Pokažite da se elipsa (8.3) može zapisati kao „jedinična” M-
kružnica, odnosno kao:

[(x− p) cosϑ+ (y − q) sinϑ]2

ξ2 + [(x− p) sinϑ− (y − q) cosϑ]2

η2 = 1.
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Normalizirana Mahalanobis kvazimetrička funkcija dM : R2 × R2 → R+
(vidi [62, 103]) definirana je s (6.9), str. 109:

dM (u, v; Σ) :=
√

det Σ (u− v)TΣ−1(u− v) = ‖u− v‖2Σ. (8.63)

i za nju vrijedi sljedeća lema.
Lema 8.2. Elipsa E(S, ξ, η, ϑ) zadana s (8.3) može se prikazati kao M-
kružnica [58]:

E(S, r,Σ) = {u ∈ R2 : dM (S, u; Σ) = r2}, Σ =
[
σ11 σ12
σ21 σ22

]
, (8.64)

gdje je r2 =
√

det Σ = ξη.
Obratno, M-kružnica E(S, r,Σ) odgovara ellipsi E(S, ξ, η, ϑ), gdje su po-

luosi ξ, η određene dekompozicijom na svojstvene vrijednosti:

diag(ξ2, η2) = U
(

r2
√

det ΣΣ
)
UT , U =

[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

]
, (8.65)

a kut ϑ zadan je s:

ϑ = 1
2 arctan 2σ12

σ11−σ22
∈


[0, π/4), σ12 ≥ 0 & σ11 > σ22

[π/4, π/2), σ12 > 0 & σ11 ≤ σ22

[π/2, 3π/4), σ12 ≤ 0 & σ11 < σ22

[3π/4, π), σ12 < 0 & σ11 ≥ σ22

. (8.66)

Dokaz. Prva tvrdnja dokazuje se direktnom provjerom.
U cilju dokaza druge tvrdnje, ellipse E(S, r,Σ) napišemo u obliku:

1
r2dM (S, u; Σ) = 1 ⇒

√
det Σ
r2 (S − u)TΣ−1(S − u) = 1

⇒ (S − u)T
(

r2
√

det ΣΣ
)−1(S − u) = 1.

Dekompozicijom na svojstvene vrijednosti matrice
(

r2
√

det ΣΣ
)
dobivamo tra-

ženu tvrdnju.

Skup {u ∈ R2 : dM (u, S; Σ) = r} predstavlja normaliziranu elipsu s cen-
trom u S i poluosima ξ′, η′ čiji je produkt ξ′η′ = 1.

Primijetite također da je normalizirajući faktor
√

det Σ proporcionalan
površini elipse (ξηπ), a veličina ovako definiranog „radijusa” r geometrijska
je sredina poluosi ξ, η elipse (vidi Primjer 6.4, str. 110).
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Problem traženja najboljeg reprezentanta skupa A u formi elipse (M-
kružnice) može se definirati kao sljedeći GOP:

argmin
S∈R2, r∈R,Σ∈R2×2

∑
a∈A

D(a,E(S, r,Σ)), (8.67)

gdje je:
D(a,E) = D(a,E(S, r,Σ)) = (‖S − a‖2Σ − r2)2 (8.68)

takozvana algebarska udaljenost točke a ∈ A do elipse E. Slično kao kod
obične kružnice, i u ovom slučaju može se definirati TLS-udaljenost ili OD-
udaljenost (str. 155).

Rješenje GOP (8.67) može se potražiti korištenjem neke lokalno optimi-
zacijske metode (Nelder-Meade, Quasi-Newton), budući da smo u moguć-
nosti pronaći vrlo dobru početnu aproksimaciju parametara S, r,Σ. Naime,
kao aproksimaciju središta možemo izabrati centroid Ŝ skupa A (vidi Te-
orem 6.2), kao aproksimaciju kovarijacijske matrice možemo izabrati Σ̂ =
1
m

∑
a∈A

(Ŝ − a)(Ŝ − a)T , a dobra početna aproksimacija za radijus određena
je s:

r̂2 = 1
m

∑
a∈A
‖Ŝ − a‖2Σ̂, (8.69)

jer, korištenjem svojstva aritmetičke sredine, vrijedi:∑
a∈A

(
‖Ŝ − a‖2Σ̂ − r

2)2 ≥∑
a∈A

(
‖Ŝ − a‖2Σ̂ −

1
m

∑
a∈A
‖Ŝ − a‖2Σ̂

)2
.

8.9 Prepoznavanje više elipsi u ravnini
Postoje brojne primjene problema prepoznavanja više elipsi u različitim po-
dručjima: računalni vid, medicina, biologija, poljoprivreda, astronomija itd.
U literaturi se može pronaći više metoda za prepoznavanje elipsi uz primjenu
Houghovih transformacija [31, 63]. U [2] navodi se metoda EDCircles koja
prepoznaje više elipsi u realnom vremenu.

Mi promatramo problem prepoznavanja više elipsi na osnovi skupa po-
dataka A ⊂ R2 (Multiple Ellipse Detection (MED)). Neka je A = {ai =
(xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} ⊂ ∆ skup podataka koji potječe od više una-
prijed nepoznatih elipsi u ravnini, koje treba prepoznati ili rekonstruirati.
Podaci se mogu umjetno konstruirati na sličan način kao za podatke koji po-
tječu od više kružnica. U ovom slučaju procedura je znatno složenija i može
se vidjeti u [37]. Pretpostavljamo da podaci koji dolaze od neke elipse zado-
voljavaju „svojstvo homogenosti”, tj. pretpostavljamo da su podaci pretežno
homogeno rasuti oko te elipse (vidi Definiciju 8.1).
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Za rješavanje ovog problema u [37] navedene su dvije metode: jedna, ma-
nje učinkovita, ovaj problem rješava kao center-based klastering problem pri
čemu su centri klastera elipse, a druga, znatno učinkovitija, koristi RANSAC
metodu (vidi primjerice [37]).

Traženje optimalne particije Π? = {π?1, . . . , π?k} gdje je centar klastera π?j
elipsa, odnosno M-kružnica Ej(Sj , rj ,Σj) s centrom Sj = (pj , qj)T i kovari-

jacijskom matricom Σj =
[
uj vj
vj tj

]
vodi na traženje optimalnih parametara

(p?j , q?j , r?j , u?j , v?j , t?j ), j = 1, . . . , k, koji su rješenje GOP (usporedi s (3.40)):

argmin
pj ,qj∈∆, rj∈[0,R],Σj∈M2

m∑
i=1

min
1≤j≤k

{D(ai, Ej(Sj , rj ,Σj))}, (8.70)

gdje je R = 1
2 min{b − a, d − c}, M2 skup simetričnih pozitivno definitnih

matrica drugog reda, aD(ai, Ej(Sj , rj ,Σj)) predstavlja udaljenost točke ai ∈
A do M-kružnice Ej(Sj , rj ,Σj).

O načinu definiranja metričke funkcije D pisali smo u točki 8.6, str. 153.
Iz sličnih razloga, i u ovom slučaju koristit ćemo algebarsku udaljenost točke
ai do M-kružnice E(S, r,Σ):

D(ai, E(S, r,Σ)) = (‖S − ai‖2Σ − r2)2. (8.71)

Primijetite da je optimizacijski problem (8.70) GOP s 6k nezavisnih varija-
bli. Ako na ovaj GOP primijenimo globalno optimizacijski algoritam DIRECT,
vidjet ćemo da će potrebno CPU-vrijeme biti nerazumno veliko jer će algo-
ritam pronalaziti svih k! rješenja. Zato se rješenje ovog GOP može potražiti
na sljedeći način:

1. Pronaći dobru početnu aproksimaciju za GOP (8.70);

2. Na ovu početnu aproksimaciju primijeniti modifikaciju k-means algo-
ritma za M-kružnice-centre.

U slučaju poznatog broja elipsi od kojih su nastali podaci, početnu aprok-
simaciju za GOP (8.70) potražit ćemo tako da promatramo problem traženja
optimalne particije s običnim kružnicama-centrima malenog fiksnog radijusa
r0 > 0. Na taj način umjesto rješavanja GOP (8.70) promatramo GOP s 2k
nezavisnih varijabli:

argmin
p,q∈∆k

F (p, q), F (p, q) =
m∑
i=1

min
1≤j≤k

{D(ai, Sj , r0, I))}, (8.72)
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gdje je I ∈ R2×2 jedinična matrica, a Sj = (pj , qj)T .
Budući da je funkcija iz (8.72) Lipschitz-neprekidna [81], primjenom ma-

njeg broja iteracija (recimo 10-20) algoritma DIRECT na GOP (8.72) dobit
ćemo dobru početnu aproksimaciju za GOP (8.70). Na taj način dobro smo
pozicionirali centre traženih elipsi.

8.9.1 Generiranje podataka koji potječu od više elipsi u rav-
nini

Skup podataka A koji potječe od k elipsi definirat ćemo na sljedeći način.
Najprije izaberemo k centara S1, . . . , Sk ∈ [1.5, 8.5]2 koji su međusobno uda-
ljeni za barem 2.5. Poluosi ξj , ηj svake elipse uzet ćemo iz U(0.5, 2.5), a kut
rotacje ϑj ∈ U(−π

2 ,
π
2 ). Tako dobivamo k elipsi Ej(Sj , ξj , ηj , ϑj), j = 1, . . . , k

zadanih parametarski s (8.3).
Kako bismo osigurali homogenost podataka u okolini elipse Ej , najprije

ćemo na njoj generirati |πj | uniformno distribuiranih točaka (vidi [37]) lo-
kalne gustoće ρ = |πj |

|Ej | = 21, gdje je |Ej | duljina elipse Ej .
Primjedba 8.4. Duljina (opseg) elipse Ej određena je s:

|Ej | = 4
π/2∫
0

√
ξ2
j cos2 t+ η2

j sin2 t dt. (8.73)

Ovo je eliptički integral drugog reda i ne može se riješiti elementarno, ali za
naše potrebe možemo iskoristiti dobro poznatu Ramanujan aproksimaciju

|Ej | ≈ π(ξj + ηj)
(
1 + 3h

10+
√

4−3h
)
, h = (ξj−ηj)2

(ξj+ηj)2 . (8.74)

Nakon toga, svakoj tako izabranoj točki na elipsi u smjeru normale do-
damo slučajnu pogrešku iz binormalne distibucije s očekivanjem 0 ∈ R2 i
kovarijacijskom matricom σ2I, gdje je σ2 = 0.05 (vidi [1, 37]). Tako smo
definirali skup podataka A i njegovu particiju Π = {π1, . . . , πk}, gdje je πj
skup podataka koji potječe od elipse Ej .
Primjer 8.15. Na prethodno opisani način konstruirani su skupovi podataka
s k = 2, 3, 4, 5 elipsi prikazanih na Slici 8.23.
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Slika 8.23: Podaci koji potječu od k ∈ {2, 3, 4, 5} elipsi

8.9.2 Prilagođavanje k-means algoritma na slučaj M-kružnica
centara

U slučaju poznatog broja k elipsi k-LOPart tražit ćemo prilagođenim KCG-
algoritmom za slučaj elipsi (M-kružnica-centara) [37, 58] pa ćemo i algoritam
zvati algoritam k-najbližih elipsi (KCE). Pri tome, važno je koristiti normali-
ziranu Mahalanobis kvazimetričku funkciju (8.63) jer će na taj način biti
osigurano svojstvo monotonog pada funkcije cilja (vidi [62, 103]).

Algoritam može započeti početnim M-kružnicama-centrima ili početnom
particijom. Posebnu pozornost treba posvetiti izboru početne aproksimacije
za KCE-algoritam.
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Slika 8.24: Optimalne k-particije dobivene KCE-algoritmom

Primjer 8.16. Promatramo skup podataka A koji je nastao od 4 elipse (vidi
Sliku 8.23c). Na skup A primijenit ćemo KCE-algoritam uz k = 2, 3, 4, 5
početnih M-kružnica centara dobivenih primjenom po 10 iteracija algoritma
DIRECT.

Svi korišteni kriteriji (DBE-indeks, GO-indeks, nužni uvjeti iz točke 8.3.3, str. 137)
ukazuju da je 4-LOPart (vidi Sliku 8.24) ujedno i MAPart, dok ostale LOPart na slici
to nisu. Zašto?
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8.9.3 Prilagođavanje inkrementalnog algoritma na slučaj
M-kružnica-centara

Ako broj elipsi od kojih potječu podaci nije unaprijed poznat, potražit ćemo
optimalne particije s k = 2, 3, . . . , κ klastera prilagođavanjem inkremental-
nog algoritma i među njima pokušati odrediti MAPart.

Algoritam započinje izborom početne M-kružnice-centra Ê1(Ŝ1, r̂1, Σ̂1).
Aproksimaciju sljedeće M-kružnice-centar potražit ćemo kao običnu kružnicu
Ê2(Ŝ2, r̂2, I2) rješavajući sljedeći GOP:

argmin
(p,q)T∈∆, r∈[0,R]

m∑
i=1

min{D(ai, Ê1(Ŝ1, r̂1, Σ̂1)),D(ai, E(S(p, q), r, I2)}. (8.75)

Nakon toga, na M-kružnice-centre Ê1, Ê2 primjenjuje se KCE-algoritam i
time se dobiva lokalno optimalna 2-particija Π(2). Primijetite da je prilikom
rješavanja problema (8.75) dovoljno izvesti manji broj koraka optimizacij-
skog algoritma DIRECT i tako dobiti dovoljno dobru početnu aproksimaciju
za KCE-algoritam koji nakon toga daje lokalno optimalnu 2-particiju Π(2) s
M-kružnicama-centrima (E?1 , E?2).

Općenito, poznavajući k M-kružnica-centara Ê1, . . . , Êk, aproksimaciju
sljedeće M-kružnice-centra potražit ćemo u formi obične kružnice E(S, r, I2)
rješavajući sljedeći GOP:

argmin
(p,q)T∈∆, r∈[0,R]

m∑
i=1

min{δ(i)
k ,D(ai, E(S(p, q), r, I2)}, (8.76)

gdje je δ(i)
k = min{D(ai, Ê1(Ŝ1, r̂1, Σ̂1)), . . . ,D(ai, Êk(Ŝk, r̂k, Σ̂k))}.

Nakon toga, primjenom KCE-algoritma, dobivamo (k + 1)-GOPart Π? =
{π?1, . . . , π?k+1} s M-kružnicama-centrima E?1 , . . . , E?k+1.

Inkrementalni algoritam zaustavlja se korištenjem kriterija (8.13) pri
čemu je D1-udaljenost točke a ∈ π?j do odgovarajuće M-kružnice-centar E?j
dana s:

D1(ai, E?j (S?j , r?j ,Σ?
j )) = |‖S?j − ai‖Σ?j − r

?
j |. (8.77)

Primjer 8.17. Neka je A skup podataka zadan kao na Slici 8.25. Pri-
mjenom inkrementalnog algoritma pronađimo lokalno optimalne 2, 3, 4, 5-
particije.

Na osnovi skupa podataka A izračunat je broj MinPts = blog |A|c = 6 i ε-
gustoća ε(A) = .289. Inkrementalni algoritam pokrenut ćemo s dvije crveno ozna-
čene jedinične kružnice. Tijek inkrementalnog algoritma prikazan je na Slici 8.25.
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Slika 8.25: Inkrementalni algoritam

Kao što se vidi u zaglavljima slika, kriterij (8.13) ispunio se u trenutku kada
je algoritam pronašao 5 elipsi koje se podudaraju s originalnim, dakle, kada je
detektirana MAPart.

Također, kada bi iz 6-LOPart eliminirali M-kružnicu-centar

E
(
(−2.00, 2.73)T , 1.66,

[
1.87 0.01
0.01 1.27

])
s klasterom lokalne gustoće ρ = 8.22, nakon provedbe KCE-algoritma dobili bismo

MAPart.

8.10 Rješavanje MGD problema primjenom RANSAC i
DBSCAN metode uz korištenje KCG-algoritma

Za rješavanje općeg MGD problema (8.5) (točka 8.5, str. 130) može se primije-
niti RANSAC (RANdom SAmple Consensus) metoda (vidi [35, 37]) uz već ranije
spomenute elemente DBSCAN metode i odgovarajuće modifikacije k-means
algoritma.

Kao i ranije, pretpostavljamo da je u pravokutniku ∆ = [a, b] × [c, d] ⊂
R2, a < b, c < d zadan skup podataka A = {ai = (xi, yi)T : i = 1, . . . ,m} ⊂
∆, koji potječe od više unaprijed nepoznatih istovrsnih geometrijskih obje-
kata u ravnini koje treba prepoznati ili rekonstruirati. Pri tome pretpostav-
ljamo da podaci koji dolaze od nekog geometrijskog objekta γ zadovoljavaju
svojstvo „homogenosti”, tj. pretpostavljamo da je skup podataka π koji po-
tječe od tog geometrijskog objekta pretežno homogeno rasut oko γ i da ima
lokalnu gustoću ρ = |π(γ)|

|γ| (vidi Definiciju 8.1, str. 130). Također, za zadani
MinPts = blog |A|c odredit ćemo ε-gustoću ε(A) skupa A kao 99.5% kvantil
skupa {εa : a ∈ A} (vidi Definiciju 8.2, str. 134).

Ako je γ određen s n parametara, slučajnim odabirom n točaka iz skupa
A odredimo krivulju γ. Ako je γ ⊂ ∆, smatrat ćemo da je to prihvatljivi
kandidat za jedan od traženih geometrijskih objekata. Točke a ∈ A koje
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se nalaze u području širine 2ε oko γ čine podskup π(γ) ⊂ A. Postupak
ponovimo N puta i zadržimo onaj par (γ1, π1) za koji je pripadni podskup
točaka najveći. Podskup π1 izdvojimo iz A i s ostatkom Complement(A, π1)
ponavljamo postupak tako dugo dok raspoloživi broj točaka ne padne ispod
nekog unaprijed zadanog broja (primjerice, 12MinPts).

Nakon toga principom minimalnih udaljenosti skup A razdijelimo na do-
bivene podskupove πj tako da svaki a ∈ A pripadne najbližem γj i ispustimo
sve parove (γs, πs) za koje nije ispunjen uvjet:

A1 : ρ(πs) ≥ MinPts
2ε(A) .

Na preostale parove (γr, πr) primijenimo KCG-algoritam.
Sljedeća propozicija ukazuje na potreban broj pokušaja izbora po n to-

čaka izA kako bismo između prihvatljivih krivulja-kandidata mogli očekivati
barem jednu blisku nekoj od originalnih krivulja.
Propozicija 8.3. Neka je Π = {π1, . . . , πk} k-particija skupa A. Vjerojat-
nost da će slučajnim odabirom n elemenata iz skupa A svi izabrani elementi
biti iz jednog klastera particije dana je s:

P (n) =
(|π1|
n

)
+ · · ·+

(|πk|
n

)(|A|
n

) . (8.78)

Osim toga, vrijedi P (r + 1) < P (r) za svaki r = n, . . . , min
1≤j≤k

|πj | pri

čemu niz (P (r)) brzo opada.
Propozicija pokazuje da možemo očekivati da ćemo u N = d 1

P (n)e poku-
šaja slučajnih izbora po n točaka iz skupa A dobiti barem jedan skup od n
točaka iz jednog klastera.

Krivulja γ mogla bi se principom najmanjih kvadrata preciznije odrediti
korištenjem više od n točaka, ali kao što pokazuje Propozicija 8.3 za to bi
bilo potrebno znatno više slučajnih pokušaja izbora točaka.

Opisani postupak detaljnije ćemo obraditi u sljedećem odlomku na pri-
mjeru MCD problema. Drugi razmatrani problemi rješavali bi se na sličan
način.

8.10.1 Rješavanje MCD problema primjenom RANSAC i DBSCAN
metode uz korištenje KCC-algoritma

Pretpostavimo da je zadan skup A = {ai = (xi, yi)T ∈ R2 : i = 1, . . . ,m} ⊂
∆, koji potječe od više unaprijed nepoznatih kružnica u ravnini koje treba
prepoznati ili rekonstruirati. Nadalje, pretpostavimo da podaci koji dolaze
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od neke kružnice K(S, r) zadovoljavaju svojstvo „homogenosti” s lokalnom
gustoćom ρ, a čitav skup A ima ε-gustoću ε(A) dobivenu uz MinPts =
blog |A|c.

Kružnica K(S(p, q), r) s parametrima p, q, r određena je s 3 različite
točke a1 = (x1, y1)T , a2 = (x2, y2)T , a3 = (x3, y3)T ∈ A koje ne leže na
nekom pravcu, tj. za koje vrijedi:

D = det(a1, a2, a3) =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (8.79)

Uz ovaj uvjet parametri p, q, r dobivaju se eksplicitno kao što se može vidjeti
u Algoritmu 4.

Ako pretpostavimo da skup podataka A dolazi od kružnica koje su pot-
puno sadržane u ∆ i čiji radijusi nisu manji od 2ε, onda je prihvatljiva
kružnica-kandidat Kj(Sj , rj) ona za koju vrijedi:

Kj(Sj , rj) ⊂ ∆ & rj > 2ε, (8.80)

a dobiva se Algoritmom 4.

Algoritam 4 (Izbor prihvatljive kružnice)
Input: A ⊂ ∆, ε > 0, µ > 0, np = 3
1: Izaberi a1 = (x1, y1)T , a2 = (x2, y2)T , a3 = (x3, y3)T ∈ A;
2: if D = det(a1, a2, a3) 6= 0, then
3: p = 1

2D

(
x2

3(y1 − y2) + (x2
1 + (y1 − y2)(y1 − y3))(y2 − y3) + x2

2(−y1 + y3)
)
;

4: q = 1
2D

(
−x2

2x3+x2
1(−x2+x3)+x3(y1−y2)(y1+y2)+x1(x2

2−x
2
3+y2

2−y
2
3)+x2(x2

3−y
2
1+y2

3)
)
;

5: r2 = mean{‖as − (p, q)‖2, s = 1, 2, 3};
6: S = (p, q)T ;
7: end if
8: if |D| < µ ∨ r < 2ε ∨K(S, r) \∆ 6= ∅, then
9: GoTo Step 1;
10: end if
Output: {K(S(p, q), r)}

Kao što pokazuje sljedeći primjer, slučajan izbor 3 točke iz A ne dovodi
nužno do prihvatljive kružnice.
Primjer 8.18. Pretpostavimo da je A ⊂ ∆ = [0, 10]2. Slučajnim izborom 3
točke iz A može se dogoditi da:
• točke leže na pravcu pa nije moguće odrediti kružnicu (Slika 8.26a),
• dobivena kružnica nije potpuno sadržana u ∆ (Slika 8.26 b i c),
• su točke preblizu jedna drugoj pa dobivena kružnica ima premaleni radijus.
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Slika 8.26: Biranje prihvatljive kružnice-kandidata

Primjenom Algoritma 4 odredit ćemoN prihvatljivih kružnica-kandidata
Kj(Sj , rj), j = 1, . . . , N i svakoj od njih pridružiti odgovarajući klaster

πj = {a ∈ A : D(a,Kj) < ε},

gdje je D algebarska udaljenost točke do kružnice zadana s (8.56). Kružnicu
koja pripada najbrojnijem klasteru označit ćemo s K̃, a odgovarajući klaster
s π̃. Par (K̃, π̃) može se korigirati rješavanjem optimizacijskog problema

argmin
p,q,r

∑
ãi∈π̃

(
‖(p, q)T − ãi‖2 − r2)2, (8.81)

uz primjenu neke lokalno optimizacijske metode koristeći mean[π̃] kao po-
četnu aproksimaciju za središte kružnice i (8.52), str. 155 kao početnu aprok-
simaciju za radijus kružnice. Na taj način odredili smo prvu kružnicu i njen
klaster {K̂, π̂}.

Algoritam 5 (Traženje jedne kružnice-centra)
Input: A ⊂ ∆, ε, N
1: Primjenom Algoritma 1 odrediti N prihvatljivih kružnica-kandidata Kj(Sj , rj);
2: Svakom Kj pridružiti skup πj ⊂ A svih točaka koje su do na ε blizu Kj ;
3: Odrediti jmax ∈ argmax

1≤j≤N
ρj , gdje je ρj = |πj |

2rjπ ; Odgovarajuću kružnicu označiti

s K̃, a odgovarajući klaster s π̃;
4: Prema (8.81), odrediti korekciju K̂(Ŝ, r̂) i definirati π̂ := {a ∈ A : (a, K̂) < ε}
Output: {π̂, Ŝ, r̂}

Nadalje, iz skupa A izvučemo klaster π̂ i na preostalom skupu točaka
B = A\ π̂ ponovimo Algoritam 5 s nešto smanjenim (ali ne manjim od 1

2N)
brojem pokušaja kako predviđa Propozicija 8.3. Ovaj postupak ponavlja se
tako dugo dok broj točaka skupa B ne padne ispod nekog unaprijed zadanog
broja - tu su preostali tragovi podataka iz prethodnih iteracija.
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Algoritam 6 (Rješavanje MCD problema korištenjem RANSAC metode)
Input: A ⊂ ∆, MinPts, ε, N
1: Stavi B = A, Nk = N , trag = 12MinPts, Cir = {};
2: while |B| > trag, do
3: Pozovi Algoritam5 [A, ε,Nk] i dobiveni rezultat označi s {π̂, K̂(Ŝ, r̂)};
4: Skupu Cir dodaj K̂(Ŝ, r̂);
5: Stavi B = B \ π̂; Nk = max{ 4

5Nk,
1
2N};

6: end while
7: U skupu Cir zadrži one kružnice koje ispunjavaju uvjet A1;
8: Na skup A primijeni KCC-algoritam s početnim kružnicama iz prethodnog ko-

raka i dobivene kružnice označi s K?
j , j = 1, . . . , k;

Output: {K?
j (S?j , r?j ), j = 1, . . . , k}

Na ovako dobiven skup parova klaster-kružnica {{π̂j , K̂j}, j = 1, . . . , r}
provjeravamo uvjet A1 iz nužnih uvjeta iz točke 8.3.3, str. 137, i ispustimo
sve parove {π̂j , K̂j} za koje nije ispunjen ovaj uvjet.

Budući da preostali klasteri ne obuhvačaju čitav polazni skup podataka
A, a preostale kružnice ne zauzimaju optimalne pozicije, na skup A primi-
jenit ćemo KCC-algoritam s preostalim kružnicama.

Tako dobivamo rekonstruirane kružnice K?
j , j = 1, . . . , k. Cijeli postu-

pak detaljnije je napisan u Algoritmu 6.
Primjer 8.19. Opisani postupak ilustrirat ćemo na skupu podataka A pri-
kazanom na Slici 8.27a. U ovom primjeru je MinPts = 6, ε(A) = 0.335,
MinPts

2ε(A) = 11.937, a N = 18 u skladu s Propozicijom 8.3. Djelovanje Algo-
ritma 6 prikazano je na ostalim slikama.
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Slika 8.27: Algoritam 6 sukcesivno poziva Algoritam 5

Rezultat djelovanja Algoritma 6 prije Koraka 7 prikazan je na Slici 8.28a.
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Slika 8.28: Završni koraci Algoritma 6

Dobiveni klasteri imaju lokalne gustoće:

ρi ∈ {22.705, 23.888, 21.500, 8.918, 16.220, 13.392},

što znači da će se sukladno uvjetu A1 iz nužnih uvjeta iz točke 8.3.3, str. 137
eliminirati samo kružnica čiji klaster ima lokalnu gustoću 8.918. Konačni
rezultat dobiven KCC-algoritmom prikazan je na Slici 8.28b. Treba naglasiti
visoku učinkovitost opisanog postupka: potrebno CPU-vrijeme za prepozna-
vanje 5 kružnica kreće se od 0.8−1.5 sec, od čega je nešto manje od polovine
vremena potrebno KCC-algoritmu.
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111
o odnosu funkcija F i F , 63
o prolasku TLS-pravca centroidom, 102
o vezi elipse i M-kružnice, 166

Mahalanobis
kružnica, 165
normalizirana kružnica, 111
udaljenost u R2, 107
udaljenost u Rn, 110

Matrica
kovarijacijska, 105, 107

fuzzy, 123
zapisana Kroneckerovim produktom,

110
prijelaza, 98, 114, 125
pripadnosti, 70
pripadnosti, fuzzy, 120
sličnosti, 84

Medijan skupa, 12
geometrijski, 23

Simpsonovi pravci, 20
Torricellijeve kružnice, 20

s dva obilježja, 21, 25
s jednim obilježjem, 48
s više obilježja, 26, 57
težinski, 16, 27, 50

Particija
fuzzy MAPart, 126
Mahalanobis MAPart, 116, 117
MAPart, 89, 137

s najvećim CH-indeksom, 91
s najvećim DB-indeksom, 94
s najvećim SSC-indeksom, 96
s najvećim SWC-indeksom, 96
za više kružnica, 163
za više M-kružnica-centara, 171
za više pravaca, 153

Pravac u ravnini, 140
Hesseov normalni oblik, 145
kao centar skupa podataka, 140, 155
normalna jednadžba, 141
projekcija točke na pravac, 142
TLS-pravac, 101
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udaljenost točke do pravca, 142
Prepoznavanje

generaliziranih kružnica, 5
geometrijskih objekata (MGD), 131
redova zasijanja, 5
više elipsi, 167
više kružnica, 160
više pravaca, 147

Primjena
biologija, 5
građevinarstvo, 5
iz realnog svijeta, 4
izborne jedinice, 6
klimatske promjene, 2
medicinske slike, 3
poljoprivreda, 5
rangiranje projekata, 7
segmentacija slike, 7
seizmogeno zoniranje, 1, 32
vodostaj rijeka, 3

Princip minimalnih udaljenosti, 38, 40, 41,
59

uz Mahalanobis kvazimetričku funkciju,
113

Princip najmanjih apsolutnih odstupanja, 12,
16, 21, 26, 48

Princip najmanjih kvadrata, 11, 15, 20, 26,
44, 86

Problem
dualni, 45, 54
Fermat-Torricelli-Weberov, 19
globalne optimizacije (GOP)

konstrukcija početne aproksimacije,
133

prepoznavanja geometrijskih objekata,
132

prepoznavanja jedne elipse, 166
prepoznavanja jedne kružnice, 157
prepoznavanja više elipsi, 168
prepoznavanja više kružnica, 160
prepoznavanja više pravaca, 148
traženja globalno optimalne k-particije,

38
gubitka klastera u k-means algoritmu,

42
pojave elementa na granici klastera, 75

Propozicija
o vezi funkcije FLS i CH-indeksa, 91

Reprezentant skupa, 9
`1-reprezentant, 12, 26
LS-reprezentant, 11, 25
na jediničnoj kružnici, 29
periodičnih podataka, 28
težinskih podataka, 15, 27

Skup podataka
na kružnici, 28
s dva obilježja, 19
s jednim obilježjem, 9
s više obilježja, 25
sintetički

s dva obilježja, 113
koji potječe od više elipsi, 169
koji potječe od više pravaca, 148

svojstvo homogenosti, 132, 149, 155,
160, 167, 172

transformirani, 69
Stirlingov broj druge vrste, 33

Teorem
o broju svih k-particija, 33
o centroidu unije dva klastera, 86
o dualnoj funkciji, 47, 54
o Lipschitz neprekidnosti funkcije F ,

59, 62
o monotonosti i konvergenciji k-means

algoritma, 73, 134
o neopadanju vrijednosti funkcije cilja,

38, 41, 66
o podudaranju funkcija F i F na opti-

malnoj particiji, 64
o podudaranju M-centroida s centro-

idom, 109
o TLS-pravcu, 103

Udaljenost
dva skupa, 81

Hausdorffova, 82
maksimalna, 82
minimalna, 82
prosječna, 82
udaljenost centara, 82
Wardova, 88

dvije kružnice, 163
Hausdorffova

za kružnice, 163
točke do elipse, 167
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točke do kružnice, 157
algebarska udaljenost, 157
ortogonalna udaljenost, 157
TLS-udaljenost, 157

točke do M-kružnice, 168
točke do pravca, 142, 147

Usporedba particija, 97
Jaccard fuzzy indeks, 129
Jaccard indeks, 98, 114
primjena Hausdorffove udaljenosti, 100
Rand fuzzy indeks, 128
Rand indeks, 98, 114

Voronoijev dijagram, 38
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