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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namijenjen je u prvom redu studentima Odjela za matematiku
Sveucilista u Osijeku za potrebe kolegija Realna analiza.

Materija je podijeljena u devet poglavlja: Topologija na euklidskom prostoru
R™, Konvergencija nizova, Konvergencija nizova funkcija, Potpuni metricki pros-
tori, Kompaktnost, Neprekidna preslikavanja, Banachov teorem o fiksnoj tocki,
Povezani prostori i povezanost putevima te Limes funkcije. Na kraju udzbenika
nalaze se popis literature i kazalo pojmova. U svim poglavljima teorijski dio ilustri-
ran je mnostvom primjera. Na kraju svakog poglavlja dani su zadaci za utvrdivanje
izlozenog gradiva i prosirivanje znanja. Za veéinu tih zadataka dane su detaljne
upute. U svakom su poglavlju redom numerirane definicije, teoremi, korolari, leme,
propozicije i primjeri.

Na kraju, zahvaljujem svima koji su izravno ili na drugi na¢in pomogli da se
ovaj udzbenik tiska i bude §to bolji. Posebno zahvaljujem recenzentima prof. dr. sc.
Kresimiru Burazinu i prof. dr. sc. Tiboru Pogény koji su pazljivo procitali rukopis i
svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge dijelove teksta.

Unaprijed zahvaljujem svima koji mi ukazu na neku pogresku ili propust i
predloze ispravak ili poboljsanje.

U Osijeku, rujan 2020. Dragan Jukié






1. Topologija na euklidskom prostoru R"

Euklidski prostor R™ okruzenje je u kojem ¢emo izucavati realnu analizu. Kao skup
R"™ se sastoji od svih uredenih n-torki realnih brojeva:

Rn:{(xlv'-';xn):Il,---,-InER}.

Skup R"™ snabdjeven je strukturom realnog vektorskog prostora. Osim vektor-
ske strukture, za matematicku analizu vazne su metricka i iz nje izvedena topoloska
struktura prostora R™. Te strukture ¢e nam omoguciti da se mnogi osnovni poj-
movi matematicke analize (npr. limes niza, neprekidnost funkeije i limes funkcije)
jednostavnije definiraju i dalje izucavaju.

1.1. Unitarni prostori

U ovoj ¢emo tocki definirati operaciju mnozenja dvaju vektora, uz pomo¢ koje ¢emo
obogatiti strukturu u vektorskom prostoru. Koristeci tu bogatiju strukturu, moguce
je uvesti nove pojmove i razviti sadrzajniju teoriju u narednim poglavljima.

1.1.1. Euklidski prostor R"

Skup R™ zajedno sa sljede¢im dvjema operacijama:

(i) zbrajanje + : R™ x R™ — R" definirano formulom
(xlu'-'uxn)'i_ (yla"'7yn) = (:EI +y17"'7xn+yn)7

(ii) mnozZenje realnim brojevima - : R x R™ — R™ definirano formulom

A (x1ye oy xn) = (A1, .o, Axy)

realan je vektorski prostor. Kratko ga oznac¢avamo s (R™, 4+, ).

U vektorskom prostoru (R™, 4, -) (ili krade: prostoru R™) imamo tzv. standardni
ili euklidski skalarni produkt koji se definira kao funkcija (+|-) : R™ x R™ — R zadana
formulom

n
(xly) == Zﬂfiyu
i=1

gdjesu x = (x1,...,2,) 1y = (y1,-..,yn). Prostor R” sa standardnim skalarnim
produktom zove se n-dimenzionalni euklidski prostor.

Euklidski skalarni produkt na vektorskom prostoru R™ ima sljedeca svojstva:
(U1) (x|x) > 0 (nenegativnost),

(U2) (x|x) =0« x = 0 (strogost, definitnost),
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(U3) (x|y) = (y|x) (simetri¢nost),
(U4) (x+ylz) = (x|z) + (y|z) (aditivnost u odnosu na prvu varijablu) i

(U5) (Mx|y) = A(x]y) (homogenost u odnosu na prvu varijablu).

1.1.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru

Gore navedena svojstva standardnog skalarnog produkta na R™ uzimaju se za defi-
niciju unitarnog prostora:

DEFINICIIA

Neka je (X, +,-) bilo koji realan vektorski prostor. Skalarni produkt na X svaka je
funkcija (-|-) : X x X — R koja ima svojstva (U1)-(U5). Uredeni par (X, (:|-)) zove
se unitarni prostor.

Navedimo nekoliko primjera unitarnih prostora.

PRIMJIER. X =R" aq,...,q, > 0 évrsti brojevi. Za vektore x = (21,...,2,),y =
(Y1, .-+, Yn) € R™ stavimo

n
(xly) :== Z QXY
i=1

Lako se provjere gore spomenuti uvjeti (U1)-(U5) skalarnog produkta. Prema tome,
takav je nacin mnozenja vektora zaista skalarni produkt. Zovemo ga teZinski skalarni
produkt na R”.

PRIMJER (PROSTOR NEPREKIDNIH FUNKCIJA). Neka je X = C([a,b],R), gdje je
C(la,b],R) :={f : [a,b] = R | f neprekidna}.
Uz zbrajanje i mnozenje realnim brojevima po tockama dobivamo beskonac¢no di-

menzionalni vektorski prostor.
Za f,g € C([a,b],R) definirajmo:

b
(f|g)=/f(:c)g(:c)dx.

Lako je provjeriti da je (-|-) skalarni produkt na C(a, b], R).
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1.2. Normirani prostori

U ovoj ¢emo tocki proucavati isklju¢ivo realne vektorske prostore. Pri tome ne
postavljamo ograni¢enja na dimenziju prostora.

1.2.1. FEuklidska norma na R"

Neka je (+|-) euklidski skalarni produkt. Svakom vektoru x = (x1,...,2z,) € R”
mozemo pridruziti nenegativan realan broj

x| := v/ (x]x) =

Tako definirana funkcija || - || : R™ — R zove se euklidska norma na R™ i ima ova
svojstva:

(N1) [|x]| > 0 (nenegativnost),

(N2) [|x|| =0 < x = 0 (strogost, definitnost),
(N3) [|Ax|| = |\ ||x]| (homogenost) i

(N4) ||x +y|l < |Ix]| + |ly|l (nejednakost trokuta).

Lako je provjeriti svojstva (N1) - (N3). Nadalje, pomoéu Cauchy-Schwarz-
Buniakowskyjeve (CSB) nejednakosti lako je dokazati nejednakost trokuta (N4).
Dokaz ostavljamo cCitatelju za vjezbu. Prisjetimo se, CSB nejednakost glasi:

Za bilo koja dva vektora x = (x1,...,2n) 1y = (Y1,.-.,Yn) vrijedi

n n n
DIETENDSERN DI
1=1 =1 =1

Pri tome jednakost vrijedi onda © samo onda ako su vektori x iy kolinearni.

PRIMJEDBA
CSB nejednakost moze se dokazati na vise nacina (vidi i zadatak 5). Navedimo dva
vrlo jednostavna i elegantna nacina:

1. Uvedimo oznake:
a=a, b=y, c= wy
i=1 i=1 i=1
i uoc¢imo da je
0< (\/Exi——yi) :ab—202+c2=ab—cz,
2 Mg

odakle korjenovanjem dobivamo CSB nejednakost.
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2. Koristenjem jednakosti

n n n

fo Zy? - (szyz)2 = % > (wiyy — zw),

i=1 i=1 =1 1,j=1

slijedi CSB nejednakost. Provjerite!

1.2.2. Norma na vektorskom prostoru

Gore navedena svojstva euklidske norme uzimaju se za definiciju op¢eg pojma norme
na vektorskom prostoru:

. DEFINICIJA

Neka je (X, +,-) bilo koji realan vektorski prostor. Norma na X svako je presli-
kavanje || - || : X — R koje zadovoljava svojstva (N1)-(N4). Uredeni par (X, | - ||)

nazivamo normirani prostor.

PRIMJEDBA
Neka je (X, ||-]]) normiran prostor. Uoc¢imo da iz svojstava (N2)-(N4) slijedi svojstvo
(N1). Zaista, pomoc¢u (N2)-(N4) za svaki x € X dobivamo

0= [0f = [l + (=) < [lx]l + I = [ = 2[]x]l,

odakle slijedi svojstvo (N1).

PRIMJER (PROSTOR OMEDENIH FUNKCLJA). Skup B(S,R) svih omedenih realnih
funkcija definiranih na skupu S uz uobicajeno zbrajanje funkcija i uobic¢ajeno mnozenje
funkcije skalarom realan je vektorski prostor. Funkcija || - ||oo : B(S,R) — R defini-
rana s

[[fllec = sup | f ()]
rzes

norma je na B(S,R) (provjerite!). Normu || - ||cc zovemo uniformna norma ili norma
supremuma (krace: sup-norma).

Opravdanje naziva uniformna norma moze se naci u tocki 3.2.; gdje se obraduje
uniformna konvergencija nizova funkcija.

PrIMJER. Na skupu C(]a, b], R) svih neprekidnih realnih funkcija na [a, b] formulom

b
11 :/ (@) da

definirana je norma (provjerite svojstva norme!).
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1.2.3. Inducirana norma

Neka je (X, (:|-)) unitaran vektorski prostor. Koriste¢i svojstva skalarnog produkta
lako je pokazati da funkcija || - || : X — R definirana formulom

x| = v(xlx), xeX

predstavlja normu na X. Za tu normu kazemo da je inducirana skalarnim produk-
tom.

1.9. PRIMJEDBA
Uocite da je euklidska norma na R™ inducirana euklidskim skalarnim produktom.

1.10. PrRIMJER. Formulom

b
12 = /f2<a:>da:, f € C((a, B, R)

definirana je norma na C([a, b],R) koja je inducirana skalarnim produktom iz pri-
mjera 1.3.

1.11. PRIMJEDBA
U svakom unitarnom vektorskom prostoru X vrijedi Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva
nejednakost:
(< Ix[-llyll,  vxyeX,

pri ¢emu jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori x i y kolinearni.
Za dokaz te tvrdnje vidi zadatak 5.

1.2.4. Razlicite norme na R"

Na R”™ u uporabi je najcesce euklidska norma, dok je nesto opéenitija tzv. p-norma
(1< p < o0) definirana izrazom

n 1/p
Ixll, = (Zw) .
=1

Lako je provjeriti da se radi o normi na R”, tj. da funkcija ||-||, : R* — R definirana
gornjim izrazom ima svojstva (N1)-(N4). Zaista, svojstva (N1)-(N3) ocigledna su,
a nejednakost trokuta nije nista drugo negoli tzv. nejednakost Minkowskog koja
glasi:

Neka sux=(x1,...,Zn), Yy = (Y1,---,Yn) € R™. Za p > 1 vrijedi

n 1/p n n 1/p
(Stovul) < (Shar) + ()
=1 =1 =1

1/p



1.12.

1.13.

1.14.

6 Topologija na euklidskom prostoru R™

Ako je 0 < p < 1, onda vrijedi suprotna nejednakost. U obama slucajevima jednakost
nastupa onda i samo onda ako sux iy kolinearni vektori (vidi npr. [3]).
Uocite da specijalno za p = 2 dobivamo euklidsku normu, dok za p = 1 dobivamo

tzv. normu jedan:
n
Il =" .
i=1

Lako je provjeriti da i funkcija || - ||oo : R™ — R, zadana formulom
[x[loo = max{|aal, ... [znl},

ima svojstva norme (N1)-(N4). Zovemo je norma beskona¢no ili uniformna norma ili
Chebyshevljeva norma.

PRIMJEDBA

Pokazuje se da prostori (R™, || - ||p) za 1 < p < 0o, p # 2, nisu unitarni, tj. nemaju
skalarni produkt koji bi inducirao normu (vidi zadatak 3) , a prostor (R™, || -||2) jest
unitaran.

PRIMJEDBA
Interesantno je da vrijedi (dokazite!)

Tim ] = [l
sto donekle opravdava notaciju za normu || - |-
Osim toga, vrijede nejednakosti
[%lloo < [1xll2 < V/nl%]|o- (1.1)

Zaista, ocito je |z;| = \/x7 < />0 , 27 = [|x[|2, odakle slijedi prva nejednakost.

Druga nejednakost dobiva se ovako:

n

n
Il = | D003 < | o (maxay)? = v/nlx]E = Vllxloc
j=1

j=1

PRIMJEDBA

Osim na R", i na svakom kona¢no dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru
moguce je definirati p-normu (1 < p < c0) i co-normu. Zaista, neka je X konaéno
dimenzionalan realan prostor dimenzije n. Odaberimo (fiksirajmo) proizvoljnu bazu
b = (by,...,b,) prostora X. Zax € X, x=>_" ; x;b;, stavimo

n 1/p
1l = (Dxm) ,
=1

[1X[|b,00 = max{|z1],..., |zal}.

Lako je provjeriti da su tako definirane funkcije norme na X.
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1.2.5. Ekvivalentne norme

Za razumijevanje pojmova limesa i neprekidnosti funkcije moramo definirati po-
jam okoline, tj. moramo znati kad su tocke blizu jedna drugoj. Upravo nam to
omogucava norma, a pojam ekvivalencije normi vazan je jer je pojam , bliskosti”
sacuvan radi li se o ekvivalentnim normama. Preciznije, kao Sto ¢e poslije biti
pokazano, ekvivalentne norme induciraju iste topologije. Navedimo definiciju:

DEFINICIJA
Neka su || - || 1] - ||' norme na vektorskom prostoru (X, +,-). Kazemo da je norma
I - || ekvivalentna s normom || - || ako postoje realni brojevi m, M > 0 takvi da za
svaki x € X vrijedi

mlx|| < [Ix]|" < Mjx].

Lako je pokazati da je ekvivalencija normi relacija ekvivalencije.

PRIMJEDBA
Iz (1.1) slijedi da su || - |2 1 || - |leo €kvivalentne norme na R™. Moze se pokazati
(vidi zadatak 7.(a)) da su norme (na R™) || - |1 1 || - ||2 ekvivalentne. Buduéi da je
ekvivalencija normi relacija ekvivalencije, zaklju¢ujemo da su i norme || - |1 i | - ||co
ekvivalentne.
PRIMJEDBA

Moze se pokazati da su na kona¢no dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru
sve norme ekvivalentne (vidi teorem 6.34.).

[lustrirajmo primjerom da ta tvrdnja ne vrijedi za beskonac¢no dimenzionalne
vektorske prostore. U tu svrhu, neka je C([—1, 1], R) skup svih neprekidnih realnih
funkcija na segmentu [—1, 1], tj.

C([-1,1,R) ={f : [-1,1] = R : f neprekidna}.

Uz zbrajanje i mnozenje realnim brojevima po tockama dobivamo beskona¢no di-
menzionalni vektorski prostor.
Formulama

1
1l = / 1@z,

1
1]l = /_1f2<w> dx

definirane su norme na C([—1,1],R) (vidi primjer 1.8. i primjer 1.10.). Lako je
provjeriti da je i formulom

[fllc = sup [f(z)]

z€[—1,1]

zadana jedna norma na C([—1,1],R).
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Pokazimo da nikoje dvije od navedenih normi nisu ekvivalentne. U tu svrhu, za
svaki n € N definirajmo formulom

0, ze[-1,-1/n]U[l/n,1]
fa(z) =¢ nPz4+n, ze[-1/n,0]
—n?z +n, z €[0,1/n]

neprekidnu funkeiju na [—1, 1].

fn

T

-1 =1

n

Slika 1. Graf funkcije f,,.

xT

3=
—

Lako se izracuna da vrijedi:

2n
Ifally =1, llfallz =15 [fallc =n.
Dakle, niz (f,) ogranicen je u normi || - |1, ali nije ograni¢en u drugim dvjema

normama. Zato ne mogu postojati brojevi M 1 N za koje bi vrijedilo ||f|lcc <
M| f|l1, odnosno || fll2 < N||fll1 za sve f € C([-1,1],R). Time smo pokazali da
I-1l1 norma nije ekvivalentna ni s jednom od drugih dviju normi. Preostaje dokazati

da norme || - [|2 i || - [|oo nisu elvivalentne. U tu svrhu definirajmo
3
Gn = wz—fn, n € N.
n
Tada je ||gnlla = 11 ||gnlleo = 1/22. Zato ne moze postojati broj K > 0 takav da

bude || flleo < K| fll2 za sve f € C([-1,1],R).

Ako, nadalje, na skupu R™ ne specificiramo normu, onda uvijek mislimo na
euklidsku normu koju éemo oznacavatis || - ||.
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1.3. Metricki prostori

Metricki prostor skup je na kojem je definirana metrika (udaljenost) izmedu njegovih
elemenata. Metrika se definira kao funkcija koja ima svojstva koja mi ocekujemo
i na koja smo navikli da ima uobicajena udaljenost medu tockama. Nama najblizi
metricki prostor je 3-dimenzionalni euklidski prostor.

1.3.1. FEuklidska metrika na R"

Neka je || - || euklidska norma na R™. Preslikavanje d : R™ x R” — R zadano
formulom

d(x,y) =[x -yl

zove se euklidska udaljenost ili euklidska metrika na skupu R”.

Euklidska metrika ima sljedeca svojstva:

EM1) d(x,y) > 0 (nenegativnost),

EM2) d(x,y) = 0 < x =y (strogost, definitnost),

EM3) d(x,y) = d(y,x) (simetri¢nost) i

)
)
)
EM4 )

(EMT)
(EM2)
(EM3)
(EM4)

d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (nejednakost trokuta).

1.3.2. Metrika

Gore navedena svojstva euklidske metrike uzimaju se za definiciju opceg pojma
metrickog prostora:

DEFINICIIA
Neka je X bilo koji neprazan skup. Metrika na skupu X jest bilo koja funkcija
d: X x X — R za koju vrijedi:

(M1) d(z,y) >0,

(M2) d(z,y) =0 2=y,
(M3) d(z,y) =d(y,z) i

(M4) ) < d(x,z) + d(z,y).

M4

Kazemo da je d funkcija udaljenosti ili razdaljinska funkcija, odnosno metrika na skupu
X. Uredeni par (X, d) nazivamo metri¢ki prostor, a uvjete (M1)-(M4) aksiomi me-
trike.
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PRIMJEDBA
Neka je (X, d) metricki prostor. Uo¢imo da iz svojstava (M2)-(M4) slijedi svojstvo
(M1). Zaista, ako u nejednakost trokuta stavimo da je y = x i iskoristimo svojstva
(M2) i (M3), dobivamo

0 <d(z,z).

PRIMJER (DISKRETNA METRIKA). Neka je X # ) bilo koji skup, ad: X x X - R
preslikavanje definirano formulom:

1, x
o) ={ o 27

Lako je provjeriti da funkcija d ima svojstva (M1) - (M3). Svojstvo (M4) lako
je provjeriti ako se posebno razmotre slucajevi z # y i * = y. Dakle, d je metrika
na X, zovemo ju diskretna metrika, a (X, d) diskretni metricki prostor.

Diskretni metricki prostori ¢esto sluze kao kontraprimjeri za neku intuitivnu
ideju. Javljaju se i u mnogim kombinatornim problemima.

PriMJER. Neka je ¢ : X — R bilo koja nenegativna injekcija. Funkcijad : X x X —
R definirana formulom

d(z,y) = {maX{%?(g,)v o)} i i z

metrika je na X.

Zaista, lako je provjeriti da d ima svojstva (M1) - (M3), dok se svojstvo (M4)
provjerava na slican nacin kao u prethodnom primjeru, tj. dovoljno je posebno
razmotriti slucajeve x Z y iz = y.

DEFINICLIA
Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Kazemo da preslikavanje f : X — Y
¢uva udaljenost ako je

dy (f(21), f(x2)) = dx (21, 22) za sve x1,%2 € X.

Ako je preslikavanje f jo$ i bijekcija, onda kazemo da je f izometrija.

Kazemo da je metricki prostor (X,dx) metri¢ki ekvivalentan ili izometri¢an sa
metrickim prostorom (Y, dy) i piSemo X = Y ako postoji bar jedna izometrija sa
XnaY.

Izometrija metrickih prostora relacija je ekvivalencije. Lako je provjeriti da je
svako preslikavanje f : X — Y koje ¢uva udaljenost injekcija.

Primjeri izometrija su translacije i rotacije u ravnini, dok su homotetije i inverzije
primjeri funkcija koje obi¢no nisu izometrije.
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1.3.3. Inducirana metrika

Neka je (X, || - ||) normiran prostor. Koristeéi svojstva norme lako je pokazati da je
d: X x X - R,

d(x7Y) = ||X—Y||a

metrika na X. Za tu metriku d kazemo da je inducirana normom || - ||.

PRIMJER. Za svaki 1 < p < oo funkcija dp, : R” x R™ — R definirana formulom:

n 1/p
dy(x,) =[x — vl = (Zm —W) |

i=1

metrika je na R™. Ta je metrika inducirana p-normom na R™.
I formulom

dOO(Xv Y) = max{|3:1 - y1|7 ERE |In - yn|}

zadana je metrika na R™, koja je inducirana uniformnom normom na R".

PrRIMJER. Na skupu B(S,R) (skup svih omedenih realnih funkcija definiranih na
S) formulom

doo(f,9) = If = glloc = sup |f(z) — g(z)]
€S

definirana je metrika (vidi primjer 1.7.). Ta metrika naziva se sup-metrika ili unifor-
mna metrika.

PrIMJER. Kao i do sada, neka je C([a, b],R) skup svih neprekidnih realnih funkcija
na [a, bl.

a) Metrika
b
h(f9) = [ 1) - g(olda
na C([a,b], R) inducirana je normom iz primjera 1.8. Naziva se Li-metrika.

¢) Metrika

b
da(f,9) = \/ / (f(2) - glx))2de

na C([a, b], R) inducirana je normom iz primjera 1.10. Naziva se La-metrika.
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1.3.4. Ekvivalentne metrike

Ekvivalentnost metrika definira se slicno kao ekvivalentnost normi. Ponekad se u
tom sluc¢aju govori i o uniformnoj ekvivalenciji.

DEFINICIJA

Neka su d; i dg dvije metrike na istom skupu X. Kazemo da je metrika dy ekviva-
lentna s metrikom ds i piSemo d; ~ do ako postoje realni brojevi m, M > 0 takvi
da za sve x,y € X vrijedi

mdy(z,y) < da(z,y) < Mdi(x,y). (1.2)

Lako je pokazati da je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih metrika na X. Nadalje,
ako je X vektorski prostor te ako su || - || i || - || dvije ekvivalentne norme na X,
onda su i njihove inducirane metrike ekvivalentne.

Na ovom mjestu samo ¢emo napomenuti da skup svih metrika na nepraznom
skupu X dopusta jos jednu vrstu ekvivalencije, koja daje grublju klasifikaciju od
uniformne ekvivalencije. Rije¢ je o tzv. topolotkoj ekvivalenciji metrika (vidi 29. za-
datak na str. 37). Ekvivalentne su metrike uvijek i topologki ekvivalentne; medutim,
u opéem slucaju obrat ne vrijedi. Zato ¢e u topoloskoj ekvivalenciji biti manje klasa
ekvivalencije, tj. radi se o grubljoj klasifikaciji. Nesto malo vise o topoloskoj ekvi-
valenciji moze se nac¢i u zadacima za vjezbu.

DEFINICIIA
Neka je A podskup metrickog prostora (X, d). Nenegativan broj

diam A := sup{d(z,y) : z,y € A}

nazivamo dijametrom skupa A. Po definiciji uzimamo da je diam @ = 0.
Za metriku d kazemo da je omedena ili ograni¢ena ako je diam X < oo.

Iz (1.2) direktno slijedi da ekvivalentne metrike definirane na istom skupu mo-
raju biti istovremeno ili omedene ili neomedene (dokazite!).

PrIMJER. Neka je d metrika na X. Tada je funkcija g zadana s

d(z,y)

—_— v X
Trdy YT

o(z,y) =

takoder metrika na X (vidi primjer 12), koja je omedena jer je o(x,y) < 1. Zato,
ako su d i g ekvivalentne, onda i d mora biti omedena.

Npr. ako na X = R"™ uzmemo euklidsku metriku d, onda d i ¢ nisu ekvivalentne,
a ako je d diskretna metrika, onda su d i g ekvivalentne metrike (provjerite!).




1.29.

1.3. Metricki prostori 13

1.3.5. Udaljenost skupova u metrickom prostoru

Pomocu metrike d u moguénosti smo mjeriti i ,,udaljenosti” izmedu razlicitih obje-
kata zadanog skupa X, a ne samo izmedu njegovih elemenata.

Neka je xg tocka iz metrickog prostora (X, d) i neka je A C X neprazan skup.
Udaljenost totke xy od skupa A, u oznaci d(xg, A), definira se formulom

d(xo, A) = inf{d(xg,a) : a € A}.

Primijetimo da iz x¢ € A slijedi d(zp, A) = 0. Obrnuto ne vrijedi; npr. za X = R,
A= (0,1]i 20=0 je d(0, A) = 0, ali 0 & A.

Prorozicua
Za svaki neprazan skup A, A C X i za sve x,y € X vrijedi nejednakost

|d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y). (1.3)

Dokaz. Za svaki a € A pomoc¢u nejednakosti trokuta dobivamo

d(z, A) <d(z,a) < d(z,y) + d(y, a),

odakle je
d(I, A) - d(I, y) < d(yv CL).
Zato je
d(e, 4) - d(x,y) < inf{d(y,a) : a € A} = d(y, A),
tj.

d(l‘, A) - d(y7 A) < d(xv y)

Zamijenimo li uloge tocaka x i y, dobivamo

Iz prethodnih dviju nejednakosti slijedi (1.3). |

. DEFINICLJA

Neka je (X, d) metricki prostor, a A i B dva neprazna podskupa od X. Nenegativan
broj
d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}

zovemo udaljenost skupova A i B.

Funkcija (A, B) — d(A, B) definirana je na (P(X)\{0}) x (P(X)\{0}), gdje je P(X)
partitivni skup od X. Primijetimo da ta funkcija zadovoljava samo prvi i treé¢i od
aksioma metrike.

1. DEFINICIJA

Za skup A iz metrickog prostora (X, d) kazemo da je omeden ili ogranien ako je
diam A < oo.
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1.32. PROPOZICLJA
Za bilo koja dva skupa A i B iz metrickog prostora (X, d) vrijedi:

a) ako je A C B, onda je diam A < diam B;

b) diam (AU B) < diam A + d(A, B) + diam B.

Dokaz. a) Dokaz je trivijalan. b) Po definiciji udaljenosti d(A, B), za svaki € > 0
postoje tocke a. € 1 b. € B takve da je

d(ae,b:) < d(A,B) +e.
Zato za sve a € A, b € B i za svaki € > 0 vrijedi

d(a,b) < d(a,ac) + d(ac,be) + d(be, b)
< diam A + d(A, B) + diam B + ¢.

Zbog proizvoljnosti broja € > 0 dobivamo
d(a,b) < diam A + d(A, B) + diam B, zasvea € A, be B.

Primijetimo da ta jednakost vrijedi i za sve a,b € AU B, odakle lako slijedi trazena

nejednakost. ]
1.33. KOROLAR

Vrijeds:

a) Svaki podskup omedenog skupa i sam je omeden. Specijalno, presjek konacno
mnogo omedenih skupova omeden je skup.

b) Unija od konacno mnogo omedenih skupova omeden je skup.

1.34. PRIMJER. Neka je I = [—a,a] segment u R. n-kocka stranice 2a sa sredistem u
ishodistu 0 euklidskog prostora R™ je skup

K,=IxIx...xI.
~—_——

n puta
Izracunajmo diam K,. Ako sux = (x1,...,2,) 1y = (y1,...,Yn) iz K,, onda
je
—a<z;<a & —-a<y;<a, Vi=1,...,n,

pa je |z; — yi| < 2a. Zato je
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odakle slijedi
diam K, = sup{d(x,y) : x,y € K.} < 2ay/n.

Medutim, za tocke xg = (—a, —a,...,—a) iy = (a,a,...,a) jest d(xq,y0) = 2a+/n,
stoga je
diam K, = 2a+/n.

Primijetimo da je
diam (b + K,) = diam K,, Vb e R",

gdje je po definiciji

b+K,={b+x:x€ K,}.
Sljedee jednostavno opazanje trebat ¢e nam u daljnjem tekstu. Neka je k € N.
Podijelimo segment I na 2k podsegmenata iste duljine:

I = [%(i—l),%z}, i=—(k—1),...,-2,-1,0,1,2,...,k
i formirajmo manje kocke
Ii1 X Iig X ... X Iin, 11,82, ...,0n € {—(k— 1),...,—2,—1,0,1,2,...,k}.

Takvih manjih kocaka ima (2k)™ i o¢ito je da njihova unija daje polaznu kocku K.
Osim toga, prema veé¢ dokazanom jest

diam (I, x I, x ... x I; ) = %\/ﬁ

Da bi definirali jo§ jedan pojam vezan za ograniCenost skupova u metrickim
prostorima, potreban nam je pojam pokrivaca skupa.

. DEFINICIJA

Neka je (X, d) metricki prostor, a S C X.

(i) Familija V = {Vy : A € A} podskupova V) skupa X pokrivat je skupa S ako
jeSC U)\GA Vi

(ii) Pokriva¢ V konalan je ako je skup A konacan, a prebrojiv ako je skup A
prebrojiv.

(iii) Potpokriva¥ pokrivaca V svaka je podfamilija V' = {V) : A € A’}, A’ C A, koja
je i sama pokriva¢ skupa S.

5. DEFINICIJA

Neka je (X, d) metricki prostor. Za skup S C X kazemo da je potpuno omeden ako
za svaki € > 0 postoji konacan pokriva¢ od S ¢iji su ¢lanovi dijametra manjeg od
€.
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Ako je S potpuno omeden, onda je S i omeden, sto lako slijedi iz tvrdnje b)
propozicije 1.32. Obrat opcéenito ne vrijedi, tj. omeden skup ne mora biti i potpuno
omeden. Npr. ako je (X, d) beskonacan diskretan metricki prostor i S = X, onda je

S omeden, ali nije potpuno omeden jer ne postoji kona¢an pokriva¢ ¢iji bi elementi
bili dijametra manjeg od 1. Medutim, obrat vrijedi u euklidskom prostoru R".

TEOREM
Svaki omeden podskup euklidskog prostora R™ je potpuno omeden.

Dokaz. Neka je S C R™ omeden. Tada je omeden i skup S U {0}, pa postoji realan
broj a = diam (SU{0}). Neka je I = [—a,a], a K, = I x I x...x I n-kocka stranice
2a sa sredi§tem u ishodistu (vidi primjer 1.34.). Ocito je S C K, i zato je dovoljno
pokazati da je kocka K, potpuno omedena.

Neka je zadan € > 0. Odaberimo k € N takav da je k > 5”, a zatim razbijmo
kocku K, na (2k)" manjih kocaka dijametra /n na nacin kao u primjeru 1.34. Te
manje kocke ¢ine konacan pokrivac¢ od K, i dijametar im je manji od €. ]

a

U sljedecoj tocki pokazat ¢emo kako se omedenost i potpuna omedenost mogu
definirati na ekvivalentan i vrlo intuitivan na¢in pomoéu otvorenih kugli (propozi-
cija 1.43.).

1.3.6. Pseudometrika

Iz dosadasnjih kolegija poznato nam je da je u R™ (s euklidskom metrikom) limes
konvergentnog niza jedinstven. Jedinstvenost limesa imamo i u metrickom prostoru,
§to ¢emo poslije dokazati. Medutim, kao sto ¢e takoder poslije biti ilustrirano pri-
mjerom, u proizvoljnom topoloskom prostoru limes konvergentnog niza nije nuzno
jedinstven. Za konstrukciju takvog primjera koristit ¢emo pojam pseudometrike.

. DEFINICIJA

Neka je X bilo koji neprazan skup. Pseudometrika na skupu X jest bilo koja funkcija
0: X x X — R za koju vrijedi:

(1) o(z,y) =0,

(2) =y = o(z,y) =0,

3) o(z,y) = oly, ) i

(4) o(z,y) < oz, 2) + o(z,y).

Uredeni par (X, ¢) zovemo pseudometriZki prostor.

Ocito je svaka metrika ujedno i pseudometrika. Obrat ne mora vrijediti, kao sto
nam ilustrira sljede¢i primjer:
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. PRIMJER. Provjerite da je preslikavanje d : R? x R? — R definirano formulom

d((z1,y1), (T2,92)) = |T1 — 22|

pseudometrika na R?, ali nije metrika.

Prethodni primjer moze se generalizirati:

PrRIMJER. Neka je (X, d) metricki prostor, a Y bilo koji skup s barem dvama ele-
mentima. Stavimo Z := X x Y. Preslikavanje o : Z x Z — R definirano formulom

Q((Ilayl)v (:EvaQ)) = d(xlaIQ)a (9517311), (1172,242) €ZxZ

jest pseudometrika, ali nije metrika.
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1.4. Topoloski prostori

1.4.1. Topoloska struktura

U ovoj tocki pokazat ¢emo kako se pojam metrickog prostora moze jos dalje poop¢iti
do pojma topoloskog prostora. Pri tome najvise paznje posvecujemo topologiji na
euklidskom prostoru R™.

DEFINICIJA
Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X tocka i r > 0. Skup

K(xg,7) :={z € X : d(z,z9) <1}

zovemo otvorena kugla sa srediStem u tocki z radijusa 7.

Na slici 2 prikazane su jediniéne otvorene kugle u R? u razli¢itim metrikama
di,do 1 do.

-1

Slika 2. Jedinicne kugle s centrom u ishodistu u metrikama di, da i dso na R2.

1.42. PrIMJER. Na slici 3 prikazane su otvorene kugle K (xp,r) u euklidskom prostoru

R"zan=1,2,3.

Lo

To— 1T To+ T

Slika 3. Otvorene kugle u euklidskom prostoru R” za n =1, 2, 3.
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Prorozicua
Neka je (X,d) metricki prostor i S C X neprazan skup. Vrijedi:

a) Skup S omeden je onda i samo ako postoje tocka xg € X i realan brojr >0
takav da je S C K (xo,r).

b) Skup S potpuno je omeden onda i samo ako ako za svaki e > 0 postoji konacno
mnogo toéaka x1,...,x, € S takvih da je S C Ule K(x;,¢).

Dokaz. a) Ako je S omeden, tj. diam S < oo, odaberimo bilo koju tocku zg € S i
stavimo r := diam S + 1. Tada je S C K (xo,r), jer ocito je d(x,zo) < diam S < r
za svaku tocku 2 € S. Obratno, pretpostavimo da je S C K(zo,r), gdje je zp € X.
Tada pomocu nejednakosti trokuta za bilo koje dvije tocke x,y € S dobivamo

d(z,y) < d(z,x0) + d(xo,y) <r+7=2r

i zato je diam S = sup{d(z,y) : z,y € S} < 2r.
b) Prvo pretpostavimo da je S potpuno omeden. Neka je € > 0. Tada po definiciji
potpune omedenosti skup S mozemo pokriti s kona¢no mnogo skupova dijametra
k
strogo majeg od . Neka su to skupovi V; C X, i =1,..., k. Dakle, S C _UlVi
1=
i diamV; < ¢ za svaki ¢. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je

SNV; # 0 zasvakii = 1,...,n (u suprotnom izostavimo skup V;). U svakom V;
odaberimo tocku z; € SNV;. Lako je pokazati da je V; C K(x;,¢). Zaista, za svaki

k k
x € V; imamo d(z,z;) < diamV; < e. Zato je S C .UlVi C .Ul K (z;,¢). Dokaz
= =
obratne tvrdnje jest ocigledan. |
PRIMJEDBA
Lako je pokazati da ¢e skup S C X iz metrickog prostora (X, d) biti omeden onda

i samo onda ako za svaku tocku zy € X postoji realan broj r > 0 takav da je
S C K (zo,r). Dokaz ostavljamo za vjezbu.

DEFINICIIA
Skup U C X iz metrickog prostora (X, d) otvoren je ako za svaku tocku zg € U
postojir > 0 takav da je K (xg,r) C U. Prazan skup ) takoder smatramo otvorenim.

Prorozicuja
Otvorena kugla K (xo,r) iz metrickog prostora (X,d) otvoren je skup.

Dokaz. Neka je yo € K(xo,7). Treba pokazati da postoji 6 > 0 takav da je
K (yo,0) C K(zo,7). U tu svrhu stavimo ¢ := r — d(zo,yo) (vidi sliku 4).
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Slika 4.
Za svaki x € K (yo,9) jest d(x,yo) < d, pa pomoc¢u nejednakosti trokuta dobivamo

d(x,z0) < d(x,90) + d(yo, z0) < 6 + d(yo, z0) =7,

§to dokazuje da je K (yo,d) C K(zo,7). |

Sljedeéi primjer govori nam da svojstvo otvorenosti ovisi o tome u kojem prostoru
promatramo zadani skup.

PRIMJER. Skup (a,b) x {0} otvoren je u R x {0}, ali nije otvoren u R? (s obzirom
na euklidsku metriku).

PRIMJER.
a) Skup {(z,y) € R? : x > 0} otvoren je u R%. Je li taj skup otvoren u R3?

b) Je li skup {(x,y) € R? : 2 > 0} otvoren u R? ?

Prorozicua
Skup U C X iz metrickog prostora (X,d) otvoren je onda i samo onda ako se moZe

prikazati kao unija neke familije otvorenih kugli.

Dokaz. Neka je U otvoren skup. Prema definiciji otvorenog skupa za svaku tocku
x € U postoji otvorena kugla K(z,r,) C U. Tada je ocito |,y K(x,72) CU. S
druge je strane U = |J, {2} € U,cp K (2,72). Dakle, U =,y K(z,72).
Obrnuto, pretpostavimo da je U = (J,c4 Ko, gdje je {Ko : a € A} neka
familija otvorenih kugli. Tada za svaki x € U postoje barem jedan o € A takav da
jer € Ko CUpen Ka=U. [ |
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. PRIMJER. Produkt intervala I := (a1,b1) X (ag2,b2) X ... X (an,b,) C R™ zovemo
otvoreni paralelepiped.
Za totku x = (z1,...,2,) € I stavimo

ri:=min{|x; —a;|, |z — b :i=1,...,n}.

Lako je pokazati da je K(x,r) C I, sto povlaci da je I otvoren skup.

1. PrROPOZICIIJA

Neka je U familija svih otvorenih skupova u metrickom prostoru (X,d). Familija U
mma sljedeca svojstva:

(T1) unija svake familije clanova iz U clan je iz U,
(T2) presjek konaéno clanova iz U élan je iz U,

(T3) 0, X eld.

Dokaz. (T1) Navedeno svojstvo posljedica je propozicije 1.49.

(T2) Neka su Uy, ..., U, otvoreni skupovi i U := (), U;. Nadalje, neka je z¢ € U.
Treba pokazati da postoji otvorena kugla oko zy koja ¢e biti sadrzana u U. Kako
su skupovi Uy, ..., U, otvoreni, po definiciji postoje otvorene kugle

K(Io,’l”i)gUi, Z:L,TL
Neka je rg := min{ry,...,r,}. Tada je
K(.I(),TO)QK(.IO,T»L')QU,L‘ izl;"'vna

pa je K(zo,m0) C (e, Ui =U.
(T3) Prazan skup otvoren je po definiciji. Cijeli skup X jest otvoren jer je svaka
otvorena kugla oko tocke x € X sadrzana u X. |

Familija U svih otvorenih skupova metrickog prostora (X, d) zove se topoloska
struktura ili topologija prostora (X, d).

. PRIMJEDBA

Tlustrirajmo jednostavnim primjerom da presjek otvorenih skupova ne mora biti
otvoren. U R s euklidskom metrikom jedini su otvoreni skupovi @), intervali i njihove
unije. Buduéi da se jednoclani skup

ne moze prikazati kao unija intervala, on nije otvoren.
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. PRIMJEDBA

Ako je (X, o) pseudometricki prostor, otvorene kugle i otvorene skupove defini-
ramo na isti nac¢in kao u sluc¢aju metrickog prostora (samo zamijenimo metriku
d s pseudometrikom p). Lako je vidjeti da propozicije 1.49. i 1.51. vrijede i za
pseudometriku p.

1. PRIMJER. Neka je o((x1,v1), (¥2,y2)) := |x1 — 22| pseudometrika na R? (vidi pri-

mjer 1.39.). Na slici 5 prikazana je otvorena kugla K ((zo, yo), ) u pseudometrickom
prostoru (X, o).

y \V |
- (%o,y0)
yO***ﬂ———-Q ]
| | ]

| | ]

| | ]

l ! l

| | ]

& 1 #

ToT Lo TokT T

Slika 5.

Svojstva familije U svih otvorenih skupova u metrickom prostoru navedena u
propoziciji 1.51. uzimaju se za definiciju topoloskog prostora:

. DEFINICIJA

Neka je X neprazan skup. Familija ¢ podskupova od X sa svojstvima (T1) - (T3)
zove se topoloska struktura ili topologija na X. Uredeni par (X,U) zove se topoloski
prostor. Clanove familije U zovemo otvoreni skupovi.

Dakle, svaki metricki prostor (X, d) [odnosno, pseudometricki prostor (X, o)] jest
ujedno i topoloski prostor. Pritom, za njegovu topologiju U kaze se da je definirana
ili inducirana metrikom d [odnosno, pseudometrikom g.

. PriMJER. Neka je X bilo koji neprazan skup, a U njegov partitivni skup. Lako je

provjeriti da familija I/ ima svojstva (T1) - (T3). Ta se topologija naziva diskretnom
topologijom, a (X,U) diskretnim topoloskim prostorom. Nije tesko provjeriti da je
diskretna topologija inducirana diskretnom metrikom.
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1.4.2. Nutrina, zatvaraé, granica i gomiliSte skupa

1.57. DEFINICIJA
Neka je (X,U) topoloski prostor i A C X. Nutrina ili interior skupa A, u oznaci
Int A, unija je svih otvorenih skupova koji su sadrzani u A.

Uotimo da je Int A najveéi otvoreni skup iz X koji je sadrzan u A.

1.58. DEFINICIJA
Okolina tocke zg € X svaki je skup O C X sa svojstvom da je xg u njegovoj nutrini,
tj. o € Int O.

1.59. PRIMJER.

1. A= (a,b) CR, IntA = (a,b); A =[a,b) C R, IntA = (a,d);
A = (a,b] C R, IntA = (a,b); A =[a,b] CR, IntA = (a,b).

2. A={(z,y) eR*:0<z <1}, Int A= {(z,y) eR*: 0 <z < 1} CRZ%
3. A=QCR, Int A = 0.
4 A=TCR,IntA=0.

1.60. TEOREM
Interior ima sljedeca svojstva:

(a) Int A C A,

(b) It X = X,

(¢) AC B == Int A C Int B (monotonost interiora),

(d) Skup A je otvoren onda i samo onda kada je A =1Int A,
(e) Int(Int A) = Int A,

(f) Int(AN B) = Int AN Int B.

Dokaz. Ocito vrijede svojstva (a)-(c).

(d) Ako je A otvoren skup, onda je A oc¢ito najveéi otvoren skup sadrzan u A, pa je
Int A = A. Obrnuto, ako je Int A = A, onda je A otvoren skup jer je Int A otvoren
skup po definiciji.

(e) Slijedi iz (d).

(f) Prema (a) jest Int A C A iInt B C B, odakle dobivamo Int ANInt B C AN B.
Kako je Int A N Int B otvoren skup sadrzan u A N B, prema definiciji interiora je

Int ANInt B C Int(AN B).

Nadalje, kako je AN B C Ai AN B C B, primjenom svojstva (¢) dobivamo
Int(ANB) C Int AiInt(ANB) C Int B, odakle slijedi obratna inkluzija Int(ANB) C
Int A N Int B. |
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PRIMJEDBA
Opéenito je Int(AU B) # Int AU Int B. Npr. ako je A =1[0,1] i B =[1,2], onda je
Int (AUB)=(1,2),alnt AUInt B = (0,1) U (1, 2).

U metrickom prostoru vrijedi sljedeéi kriterij pripadanja nutrini nekog skupa:

Prorozicua
Neka je A € X podskup metrickog prostora (X,d) i zg € X. Vrijedi: xo € Int A
onda i samo onda ako je d(xzg, X\A) > 0. Dakle,

Int A= {zx e X :d(z,X\A4) > 0}.

Dokaz. Neka je z¢p € Int A. Kako je Int A otvoren skup, postoji r > 0 takav da
je xg € K(xo,7) C Int A. Zato je d(z,x¢) > r za svaki z € X\Int A. To pogotovo
vrijedi za svaki z € X\ A C X\Int A, pa stoga dobivamo

d(zo, X\A) = inf{d(z,z0) : . € X\A} > r > 0.

Obrnuto, pretpostavimo da je r := d(z¢, X\A) > 0. Kako je za svaki x € X\A4
udaljenost d(z,zo) > d(zo, X\A) = r, totka x € X\ A ne moze pripadati otvorenoj
kugli K (zg,r). Time smo pokazali da je K(zo,r) C A, pa je zato xg € K(zg,r) C
Int A. |

DEFINICIIA
Neka je (X,U) topoloski prostor. Za skup F C X kazemo da je zatvoren ako je
njegov komplement F¢ = X\ F otvoren.

PRIMJER.

1. U metrickom prostoru (X, d) svaka tocka xg € X zatvoren je skup jer je skup
U := X\{zo} otvoren. To je zato jer za svaki z € U je K(x,d(x,20)) CU.

2. U metrickom prostoru (X, d) skup K(zg,7) := {x € X : d(z,29) < r} jest
zatvoren. Zovemo ga zatvorena kugla sa sredistem u tocki zy radijusa r.

3. Svaki segment [a,b] zatvoren je u R.

Pomoc¢u de Morganovih formula
(UFa)c:ﬂFC & (ﬂFa):UF
acA acA acA acA

i svojstava (T1) - (T3) otvorenih skupova lako se dokaze sljedeéi teorem:
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1.65. TEOREM
Familija svih zatvorenih skupova ima sljedeéa svojstva:

(T1) presjek svake familije zatvorenih skupova zatvoren je skup,
(T2) wunija konacno zatvorenih skupova zatvoren je skup,

(T3) 0 i X zatvoreni su skupovi.

1.66. PRIMJEDBA
Navedimo primjer da unija zatvorenih skupova ne mora biti zatvoren skup. U R s

n

euklidskom metrikom, skupovi [O, 21 }, n € N, zatvoreni su, ali njihova unija

Uo.2-3] =02
n=1

nije zatvoren skup (niti je otvoren).

1.67. PRIMJEDBA
Navedimo jos nekoliko primjera skupova koji nisu ni otvoreni ni zatvoreni:

1. Primjer jednog takvog skupa jest Q C R. S druge strane, skupovi i R jesu i
otvoreni i zatvoreni.

2. Skup A = {(z,y) € R? : 0 < 2 < 2,0 < y < 1} C R? nije zatvoren niti je
otvoren.

Slika 6.

1.68. DEFINICIJA
Neka je (X,U) topoloski prostor i A C X. Zatvarat ili zatvorenje (clausura) skupa
A, u oznaci CIl A, presjek je svih zatvorenih skupova koji sadrze A.

Uot¢imo da je Cl A najmanji zatvoreni skup iz X koji sadrzi A.
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1.69. PRIMJER.

1. A= (a,b) CR, CIA = [a,b]; A = [a,b) C R, CIA = [, b];
A= (a,b] CR, CIA = [a,b; A= [a,b] C R, CIA = [a,b].

2. A={(z,y) eR?:0<2<1},ClA={(z,y) e R?: 0 <2 <1} CR%
3. A=QCR, ClA=R.
4 A=T1CR,CIA=R.

1.70. TEOREM

1.71.

1.72.

1.73.

Zatvarac ima sljedeca svojstva:
(a) ACClA,
(b) ClX =X,
(¢c) AC B= ClA C ClB (monotonost zatvarata),
(d) skup A zatvoren je onda i samo onda kada je A = Cl A,
(e) CI(C1A) =ClA i
(f) Cl(AuB) =ClAUCI]B.

Dokaz. Dokaz prepustamo citatelju. |
PRIMJEDBA

Opéenito je Cl(AN B) # CLANCIB. Npr, ako je A = (0,1) i B = (1,2), onda je
Cl(ANB) =10, dok je CLANCIB = {1}.

TEOREM
Neka je X topoloski prostor, a A C X proizvoljan podskup. Tada jest:

a) C1A = X\Int (X\A) ¢
b) Int A = X\Cl(X\A).

Dokaz. a) Kako je Int (X\A) C (X\A), komplementiranjem dobivamo A C
X\Int (X\A), odakle monotonost zatvaraca daje inkluziju C1A C X\Int (X\A )
Obratno, X\Cl A otvoren je skup sadrzan u X\A. Zato je X\ClA C Int (X\A),
odakle komplementiranjem dobivamo Cl A D X \Int(X\A).
(b) Postupite sli¢no kao pod a). |
TEOREM
Neka je A podskup topoloskog prostora X . Tada je o € Cl A onda i samo onda ako
je

ANO#0

za svaku okolinu O tocke xg.
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Dokaz. Neka je zp € ClA i O bilo koja okolina od xy. Treba pokazati da je
ANO # (). Pretpostavimo suprotno, tj. da je AN O = (). Tada je, zbog Int O C O,
ANIntO = 0, pa je zato A C X\IntO. Kako je X\Int O zatvoren skup, prema
tvrdnjama (c) i (d) teorema 1.70. jest

ClA C ClI(X\IntO) = X\Int O,

odakle slijedi C1 A N Int O = (). To je kontradikcija jer je zg € Cl A i zp € Int O.

Obratno, pretpostavimo da svaka okolina tocke xq sijece skup A i pokazimo da
je zp € ClA. U suprotnom bismo imali g € X\Cl A4, pa bi skup U := X\Cl A bio
otvorena okolina tocke xy. To je kontradikcija s pretpostavkom da svaka okolina
tocke xq sijece skup A jer je

UNAC (X\ClIA)NCIA=10.

Dakle, ¢ € Cl A. |

Osim gornjeg kriterija, u metrickim prostorima imamo i drugi kriterij pripad-
nosti zatvaracu skupa:
Prorozicuja

Neka je (X,d) metricki prostor i A neprazan podskup od X. Vrijedi: o € ClA
onda i samo onda ako je d(xo, A) = 0. Dakle,

ClA={zx e X :d(z,A) =0}.

ropozicija 1.62.
prop J

Dokaz. o € C1A “ 2L T2 10 o It (x\ 4) d(z0,A)=0. m

. DEFINICIJA

Neka je A podskup topoloskog prostora X. Rub (granica ili fronta) skupa A, u oznaci
0A, jest skup
0A =ClANCIX\A).

Iz definicije vidimo da je 0A = 9(X\A).
PRIMIJER.
1. Akoje X =R i A = (a,b], onda je
0A = Cl((a,b]) N Cl((—o0, a] U (b, 00)) = [a,b] N ((—o0,a] U[b,o0)) = {a,b}.
2. Akoje X =RiA=Q,ondaje 0A=CIQNCI(R\Q)=RNR =R.
3. Neka je K(xq,r) otvorena kugla u R™. Tada je

0K (x0,7) = {x € R" : d(x,%¢) = r}.
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DEFINICLIA
Neka je (X,U) topoloski prostor i A C X. Tocka xzy € X gomiliste je (ili totka go-
milanja) skupa A ako svaka okolina toc¢ke xg sadrzi barem jednu tocku iz A razli¢itu
od Q-

Za totku skupa A koja nije njegovo gomiliste kazemo da je izolirana totka
skupa A.

Primijetimo da gomiliste skupa A ne mora pripadati skupu A, dok izolirana
tocka mora.
Skup svih gomilista skupa A oznacavat ¢emo s A’.

PRIMJER.
1. Ako je A= (0,1]U {3}, onda je A" = [0, 1]. Tocka xy = 3 izolirana je tocka.
2. Jedino gomiliste skupa A = {% in € N} C R jest 0.
3. Jednoclan skup A = {x} € R” nema gomilista.
4. A=NCR, A =0.

5. A=QCR, A =R.

Sljedeéi korolar posljedica je teorema 1.73., a iz njega slijedi tvrdnja koro-
lara 1.80.

KOROLAR
ClA=AUA.

KOROLAR
Skup A zatvoren je onda i samo onda ako sadrzi sva svoja gomilista.

Dokaz. Prema tvrdnji (d) teorema 1.70. skup A zatvoren je onda i samo onda ako
je A=ClA, a zbog korolara 1.79. to je onda i samo onda ako je A’ C A. ]

DEFINICIJA
Kazemo da je skup D C X gust na prostoru X ako je C1D = X.

PrIMJIER. Skup racionalnih brojeva Q gust je na R jer je C1Q = R. Je li skup
iracionalnih brojeva I gust na R?
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1.4.3. Relativna topologija

Prije nego sto opisemo ovu topologiju, za motivaciju krenimo od nekih razmatranja
u metrickom prostoru (X, d). Neka je Y C X bilo koji podskup od X. SuZenjem
metrike d: X x X - RnaY x Y, tj. s funkcijom

dy : Y XY = R, dy (z,y) =d(z,y), V,z,y €Y,

dobivamo novi metricki prostor (Y,dy). Kazemo da je (Y, dy) metricki potprostor
ili kratko potprostor metrickog prostora (X,d) i pisemo (Y,dy) C (X,d). Radi
jednostavnosti zapisivanja indeks (subscript) uz metriku dy najéesce se izostavlja,
tj. za metriku dy na potprostoru Y koristi se ista oznaka, d, kao i za metriku na
prostoru X, pa se govori o potprostoru (Y, d) prostora (X, d).

Postavlja se prirodno pitanje u kakvom su odnosu topologija Ux metrickog pros-
tora (X, d) i topologija Uy njegova potprostora (Y, d). Kao prvo, uo¢imo da za svaki
x9 €Y izasver >0 vrijedi:

Ky(i[:o,?‘) = Kx($0,r) ny,

gdje su
Ky (zo,r) ={y €Y : d(y,z0) <7}

otvorena kugla u Y sa sredistem u tocki zy radijusa r, a
Kx(zo,7) ={x € X : d(z,z0) <7}

otvorena kugla u X sa sredistem u tocki x¢ radijusa r.
Sad kad znamo kako izgledaju otvorene kugle u Y, znamo kako izgledaju otvoreni
i zatvoreni skupovi u Y. O tome nam govori sljedec¢a propozicija.

Prorozicuja
Neka je (Y,d) potprostor metrickog prostora (X, d). Vrijedi:

a) Skup V. C'Y otvoren je u prostoru (Y,d) onda i samo onda ako postoji skup
U C X otvoren u (X, d) takav da je

V=UnY.

b) Skup F CY zatvoren je u prostoru (Y,d) onda i samo onda ako postoji skup
G C X zatvoren u (X,d) takav da je

F=GnY.

Dokaz. a) Neka je V C Y otvoren u Y. Po definiciji otvorenog skupa, tada za
svaki z € V postoji otvorena kugla

Ky(z,ry) = Kx(z,7,)NY
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u prostoru Y takva da je
z € Ky(z,ry) CV.
Skup
U:= U Kx(x,ry)
zeV

otvoren je u X. Kako je

V=J{z} < |J Kv(@r)=Uny C |JV=V,

zeV zeV zeV

dobivamo V =UNY.

Obratno, Neka je V = U NY, gdje je skup U otvoren u X. Kako je V C U
i U otvoren u X, za svaki € V postoji kugla Kx(z,7,) otvorena u X takva da
jex € Kx(x,r,) CU. Tada je x € Kx(z,7,)NY CUNY = V. Medutim,
Kx(z,r,)NY = Ky (z,r;), paje V otvoren u Y.

b) Dokaz ostavljamo za vjezbu. |
Prethodna propozicija pokazuje nam kako treba definirati topologiju na pod-
skupu Y proizvoljnog topoloskog prostora (X,U). Lako je provjeriti da familija
Uy ={UNY U elU}
ima svojstva (T1), (T2) i (T3) iz definicje apstraktnog topoloskog prostora, pa je
Uy topologija na Y.

DEFINICLIA

Neka je (X,U) topoloski prostor, a Y C X podskup od X. Topoloski prostor
(Y,Uy), gdje je Uy = {UNY : U € U}, zovemo potprostor prostora X, a za Uy
kazemo da je relativna topologija na Y.

1.4.4. Baza topologije

U svakom metrickom prostoru otvoreni skup moze se prikazati kao unija neke fa-
milije otvorenih kugala (propozicija 1.49.). Motivirani tom ¢injenicom, uvodimo
sljedecu definiciju:

5. DEFINICIJA

Baza topologije svaka je podfamilija topologije koja generira topolosku strukturu.
Preciznije, neka je (X,U) topoloski prostor. Baza topologije U podfamilija je B C U
otvorenih skupova koja ima svojstvo da se svaki otvoreni skup U € U moze prikazati
kao unija neke familije elemenata iz 5.
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ProroOzZICLIA
Baza B topoloskog prostora (X,U) ima sljededa dva svojstva:

(B1) B je pokrivaé od X .

(B2) Ako su Bi,Bs € B i ako je xg € By N Ba, onda postoji B € B takav da je
xTo € B g B1 n B2.

Dokaz. (B1) Kako je X otvoren, po definiciji baze, X se moze dobiti kao unija
elemenata iz B, tj. B je pokrivac¢ skupa X.

(B2) Za B1,B2 € B je By N By € U, pa se taj presjek moze dobiti kao unija
nekih elemenata iz baze B. Dakle, ako je xg € By N Bs, onda postoji B € B takav
da je zg € B C B1 N Bs. |

Primijetimo da se drugo svojstvo (B2) moze iskazati ekvivalentno i ovako:
(B2)’ Presjek bilo kojih dvaju ¢lanova od B unija je ¢lanova od B.

TEOREM

Neka familija B podskupova skupa X ima svojstva (B1) i (B2). Tada postoji jedna i
samo jedna topologija U na X sa svojstvom da je B baza te topologije U. Elementi
topologije U podskupovi su od X koji se mogu dobiti kao unije elemenata iz B.

Dokaz. Neka je U familija svih unija elemenata iz B. Pomocu svojstava (B1) i (B2)
lako je provjeriti da je U topologija na X. Zaista, ) € U jer je prazan skup unija
prazne familije ¢lanova od B, a X € U zbog svojstva (B1). Aksiom (T1) zadovoljen
je jer je unija skupova koji su unije ¢lanova od B i sama (jedna velika) unija ¢lanova
od B. Aksiom (T2) svojstvo je (B2)’.

Iz definicije baze topologije jasno je da je B baza od U i da je U jedina topologija
na X kojoj je B baza. ]

PriMJER. Neka je X = R = [—o00, 00] prosireni skup realnih brojeva, a B familija
sastavljena od svih otvorenih skupova u R i skupova oblika

(a,00] := (a,00) U{oo} 1 [—00,a):={—00}U (—00,a), a<b.

Lako je provjeriti da familija B ima svojstva (B1) i (B2). Prema tome, postoji
jedinstvena topologija U na R kojoj je B baza. Tako definirana topologija U na R
vazna je u teoriji mjere kod izu¢avanja izmjerivih funkcija.

Pouéno je uociti da se svaki skup otvoren u R moze zapisati u jednom od sljedeéih
cetriju oblika:

U UU{-o0}, UU{oc}, UU{—00,00}, gdje je U otvoren u R.

Obratno ne mora vrijediti. Npr. skup (a,b) U {oo} ima trazeni oblik, ali on nije
otvoren u R.
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Zadaci za vjezbu

1. Za vektor x = (3,2,1) € R3 odredite ||x]|1, [|x]|2 i [|%]]co-

2. Neka je X realan vektorski prostor sa skalarnim produktom (-|-). Dokazite da
norma | - || inducirana tim skalarnim produktom zadovoljava tzv. jednakost
paralelograma

I+ ¥l + llx = yII* = 2(|Ix]* + [ly]l*)

i tzv. polarizacijsku formulu

(xly) = 3(Ix +y[* = llx = ¥/

(Uputa:
Ix £ yl* = (x £ ylx £y = (xx) £ 2(xly) + (vly) = [|Ix]* £ 2(x|y) + [ly]*.

Zbrajanjem i oduzimanjem dviju jednadzbi koje se kriju u gornjoj relaciji,
dobivamo jednakost paralelograma i polarizacijsku formulu.)

3. Neka je 1 < p < oco. Pokazite primjerom da u (R",|| - ||,) jednakost parale-
lograma vrijedi jedino za p = 2. Dakle, norme || - ||, p # 2, nisu inducirane
skalarnim produktom.

(Uputa: Norma || - |2 inducirana je skalarnim produktom pa za nju vrijedi
jednakost paralelograma. Za p # 2 promotrite vektore x = (1,0,...,0) i

y =(0,1,0,...,0).)

4. (P. Jordan-J. von Neumannov teorem, 1935). Neka je X realan vektorski
prostor s normom || - || koja zadovoljava jednakost paralelograma. Dokazite
da je s polarizacijskom formulom

(xy) = (e ¥112 = Ix — y1P)

definiran skalarni produkt na X koji inducira normu || - ||, tj. da vrijedi
[ = v/ (x[x).

5. Dokazite da u svakom unitarnom vektorskom prostoru (X, +, -) vrijedi Cauchy-
Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost:

(&)< [yl xyeX.

Pri tome jednakost vrijedi onda i samo onda ako su x i y kolinearni vektori.

(Uputa: Promotrimo kvadratnu funkciju

f) = (tx+yltx +y) = (x[x)t* + 2(x|y)t + (y]y).



Zadaci za vjezbu 33

10.

11.

Ona poprima samo nenegativne vrijednosti, pa zato njezina diskriminanta nije
pozitivna. Zato mora biti

A(x[y)? — 4(x[x)(yly) <0,

a to je upravo CSB nejednakost. Nadalje, lako je provjeriti da za kolinearne
vektore vrijedi jednakost. Sad pretpostavimo da vrijedi jednakost i pokazimo
da su vektori x i y kolinearni. Ako je x = 0, nema se $to dokazivati. Zato
nadalje pretpostavimo da je x # 0. Tada kvadratna funkcija f vrijednost 0
prima samo u tocki to = —(x|y)/(x|x), tj.

f(to) = (tox + yltox +y) =0,

odakle slijedi da je y = —tox.)

. Dokazite da je ekvivalencija normi relacija ekvivalencije.

Dokazite da su norme || - ||1 i || - ||2 na R™ ekvivalentne.

(Uputa: Neka je x = (x1,...,2,) € R". Aritmeticko-kvadratna nejednakost
daje

||+ ...+ |zl - \/|;1;1|2+,..+|xn|2
- <

)
n

odakle slijedi ||x||1 < v/n||x||2. Nadalje, iz nejednakosti |z1[? + ... + |z,|* <
(1] + ... + [zn])? slijedi [lxl2 < [|x]}1.)

. Neka je (X, ] - ||) normiran vektorski prostor. Dokazite da je zatvorena je-

dini¢na kugla K (0,1) = {x € X : |x|| < 1} konveksan skup, tj.

Vx,y € K(0,1), 0<A<1= Ax+(1-\ye€ K(0,1).

(Uputa: [[Ax + (1 = Ny| < [[Ax] + (1 = Nyl = Alx]l + 1 = Nyl <
A+(1-A)=1)

. Dokazite da je konveksna kombinacija metrika ponovno metrika.

Dokazati da je formulom

o(x,y) = max |z; — yi
i=1,...,n

zadana metrika na R™. Dokaz napraviti bez pozivanja na Cinjenicu da je o
inducirana normom || - ||o, na R™!

(Uputa: Lako je provjeriti svojstva (M1)-(M3). Za provjeru svojstva (M4)
iskoristite nejednakost trokuta |a — b| < |a — ¢| + |¢ — b|, koja vrijedi za sve
a,b,c € R. Pritome jednakost vrijedi onda i samo onda ako se ¢ nalazi izmedu
aib.)

Neka je X CRi f: X — R funkcija.
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12.

Zadaci za vjezbu

(a) Pronadite uvjete na funkciju f tako da formulom o(z,y) := | f(z) — f(y)|
bude definirana metrika na X.

(b) Za z,y € (0,00) definirajte o(z,y) = |1/x — 1/y|. Je li ¢ metrika na
(0,00)?
(¢) Za z,y € R definirajte

T Y
o= . ;.
(@y) 1+vV1i4+a22 1441492
Je li o metrika na R?
(d) Za z,y € R definirajte

x Yy
L+z)  1+]yl|

o(z,y) = ’

Je li o metrika na R?

(Uputa: (a) Lako je provjeriti da ¢ ima svojstva (M1), (M3) i (M4). Nadalje,
ako je © = y, onda je otito g(z,y) = 0. Prema tome, o ée biti metrika na X
onda i samo onda ako iz jednakosti o(z,y) = 0 slijedi da je x = y, tj. ako je
f injekcija. (b) Funkcija f(z) = L, € (0,00), strogo pada, pa je injekcija.
(c) Neka je f(z) = 7o Pokazite da je f'(x) > 0 za svaki € R. (d)
Funkcija f: R — (—=1,1), f(z) = 73777 Jest bijekcija, pa je o metrika.)

Neka je (X, ) metri¢ki prostor.

(a) Pokazite da je formulom

__olxy)
1+ o(z,y)

zadana nova metrika na X. Primijetimo da je udaljenost bilo kojih dviju
tocaka z iy iz X u metrici d strogo manja od 1, tj. metrika d jest omedena.

d(z,y)

(b) Navedite primjer metrike d koja neée biti ekvivalentna s p.

(Uputa: (a) Lako je provjeriti da d ispunjava uvjete (M1)-(M3). (M4) Funkcija
f(t) = 13 strogo raste na [0,00) jer je f'(t) = ﬁ Zato je f(o(z,y)) <

flo(z,2) + o(z,v)), tj.

o(z,y) o(z,2) + o(z,y)
14 o(z,y) = 1+ o(z,2) + o(2,y)’

odakle dobivamo

oz, y) el z)telzny) _ _o2) o(2,y)
L+o(z,y) — 1+o(x,2) +o(zy) ~ 1+o(z,2)  14+o(zy)

Dakle, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y). (b) Ekvivalentne metrike istovremeno su ili
omedene ili neomedene, a g je omedena)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) Neka je (X, d) metricki prostor, a f : [0,00) — [0, 00) rastuéa konkavna
funkcija koja is¢ezava samo u nuli. Dokazite da je p = fod: X — [0,00)
takoder metrika na X. Primjerice, o(z,y) = arctg |x — y| metrika je na X jer
je funkcija t — arctgt rastuca i konkavna na [0, 00) te iS¢ezava samo u nuli.

(b) Je 1i formulom g; (x,y) = min{1,d(z,y)} zadana metrika na R?

(Uputa: (a) Lako je pokazati da za sve a,b > 0 vrijedi f(a) > 29 f(a +b) i
f(b) > a%_bf(a +b), odakle slijedi

fla+b) < fla)+ f(b). (%)

U tu svrhu uocite da je a = aLer~0—|—aL+b-(a—|—b)ib: GLM-O—FGLM-(CL—Fb)i
primijenite definiciju konkavnosti. Za provjeru nejednakosti trokuta iskoristite

nejednakost (x).)

(a) Pokazite da je formulom

d((x1,31), (22, 92)) = V|21 — z2| + V/y1 — 2|

zadana metrika na R2.
(b) Pokazite da funkcija ||(z,y)|| = v/|=| + v/|y| nije norma na R?.
(Uputa: (b) Funkcija || - || nema svojstvo (N3).)

Neka su z,y,u, z tocke iz metrickog prostora (X, d). Dokazite:

(a) |d(z,z) — d(y,u)| < d(z,y) +d(z,u)

(Uputa: (a) Nejednakost trokuta daje d(z,z) < d(z,y) + d(y,u) + d(u, ),
odakle je d(z, z) — d(y,u) < d(z,y) + d(u, z). Sli¢no se pokaze da je d(y,u) —
d(z,z) <d(z,y) + d(u, z). (b) Slijedi iz (a).)

Neka je X skup svih m x n realnih matrica A = [a;;]. Dokazite da je formulom

d(A, B) = max|a;; — by
]

zadana metrika na X.

Neka su (Xi,d1), (Xo,d2),. .., (Xn,d,) metricki prostori i X = X7 X X5 x
-+ x X,,. Dokazite da je i (X, d) metricki prostor gdje je d : X x X — R, za
x = (r1,%2,...,2y) 1y = (Y1,Y2,...,Yn), zadana s

d(.I,y) = max{dl(xhyl)a d2($27y2)5 ct dn(In, yn)}

Neka je X vektorski prostor s diskretnom metrikom d. Provjerite da d nije
inducirana normom.
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19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.
26.

Zadaci za vjezbu

Postoje li topoloski prostori koji nisu metrizabilni, tj. ¢ija topologija nije in-
ducirana nekom metrikom?

(Uputa: Svaki metricki prostor je Hausdorflov (ili T» prostor), tj. ima svoj-
stvo da se svake dvije razlicite tocke mogu separirati disjunktnim otvorenim
skupovima. Na skupu X = {0, 1} za topologiju uzmite U = {0,{0,1},{1}}.)

Dokazite da je skup {(z,0) : € R} C R? zatvoren u R?.

Neka je A =[0,1] C R. Pokazite da se A moze prikazati kao presjek otvorenih
skupova.

(Rjesenje: A=>",(—-1,14+1))

Neka je X neprazan skup, a U familija koja sadrzi () i sve podskupove od X
¢iji je komplement konacan. Pokazite da je U topologija na X, zovemo ju
kofinitna topologija.

Neka je na R zadana familija U = {0, R} U {(a,0) : a € R}.

(a) Provjerite da je U topologija na R.

(b) Topoloske prostore u kojima je svaka tocka zatvoren skup zovemo 77-
prostori. Pokazite da (R,U) nije ni Tj-prostor ni Te-prostor.

(Uputa: Svaka otvorena okolina tocke xo € R oblika je (a,00), a < xg.)
Dokazite:

(a) 0A = Cl A\Int A.

(b) C14A = AU 9A.

(¢) X\CIB =Int (X\B).

(d) X\Int B = C1(X\B).

(¢) Int B = B\O B.

(Uputa: Iskoristimo li teorem 1.72.; dobivamo:

(a) 0A=ClIANCIX\A) = ClA\(X\Cl(X\A)) = ClA\Int A.

(b) Cl1A = X\Int (X\A) = (AU (X\A))\Int (X\A) = (A\Int (X\A)) U
(X\A)\Int (X\A)) = AUO(X\A) = AUOA.)

Neka je A = [0,1] N Q. Pokazite da je 0A = [0, 1].

Neka je K(zo,7) = {# € X : d(z,z0) < r} otvorena kugla u metrickom
prostoru (X, d). Dokazite da je

ClK (z9,7) C {x € X : d(z,70) <1} = K(x0,7)

i primjerom ilustrirajte da jednakost opcenito ne mora vrijediti.

(Uputa: Uocite da je {z € X : d(z,z0) < r} C {xr € X :d(z,x0) < 1} =
K(xg,r)1daje K(xg,r) zatvoren skup. Zatim iskoristite svojstvo monotonosti
zatvaraca. Sto se tice primjera, u diskretnom metrickom prostoru pogledajte
sluéaj r = 1.)
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27.

28.

29.

Dokazite da za proizvoljan skup A u metrickom prostoru vrijedi diam (Cl A) =
diam A.

(Uputa: Neka su z,y € ClA. Tada je d(z,A) = d(y, A) = 0 i zato za svaki
e > 0 postoje tocke 2/, y’ € A takve da je d(z,2') < eid(y,y’) < e. Zato je

d(z,y) < d(z,2") +d@,y) +d,y) < 2e+d(2',y") < 2¢ + diam A4,

odakle prvo zbog proizvoljnosti x,y € Cl A slijedi diam (Cl A) < 2e + diam A,
a zatim zbog proizvoljnosti od € dobivamo diam (Cl1 A) < diam A.)

Neka je S potpuno omeden skup iz metrickog prostora (X, d). Dokazite da je
C1.S potpuno omeden skup.

(Uputa: Ako je CIS = S, nemamo $to dokazivati. Zato pretpostavimo da je
S C ClS. Za svaki € > 0 postoji konacno mnogo tocaka x1,....z; € S takvih
da je

S C .L:leK(:vi,s/2). (%)

Uzmimo tocku yo € C1S\S. Tada je d(yo,S) = 0 i zato postoji tocka 2y € S
takva da je d(yo,z20) < €/2. Zbog () jest zg € K(x;,,c/2) za neki index ig.
Zato je d(yo, i) < d(yo,20) + d(z0,%i,) < €/2 +¢€/2 = g, §to znadi da je
Yo € K(x;,,¢). Time je pokazano da je C1S C UF_| K(z;,¢).)

Neka su d; i do dvije metrike na istom skupu X. Kazemo da su one topoloski
ekvivalentne i pisemo d; ~ dy ako se topoloska struktura U/; na metrickom

prostoru (X, dq) podudara s topoloskom strukturom U» na metrickom prostoru
(X,da), tj. ako je Uy = Us.

Dokazite da su metrike d; i do topologki ekvivalentne onda i samo onda ako
za svaki zg € X i za svaku otvorenu kuglu K;(zo,71) u metrici d; postoji
otvorena kugla Ks(xg,r2) u metrici dy takva da je Ka(zg,r2) C Ki(zo,r1), 1
obratno, ako za svaku otvorenu kuglu Ky (g, 72) u metrici ds postoji otvorena
kugla K1 (zg,71) u metrici d; takva da je Kq(xo,m1) C Ka(zo,1r2)-

(Uputa: = Neka je d; v dy. Pretpostavimo da je K;(zg,r1) otvorena kugla

u metrici d;. Onda je ta kugla otvoren skup u topologiji U; pa je to (po
pretpostavcei dy o d2) otvoren skup i u topologiji U i zato postoji otvorena

kugla Ko (xg,72) u metrici do takva da je Ko(xo,72) C Ki(z0,71)-

< Neka je U € U bilo koji otvoren skup u topoloskoj strukturi na (X, dy).
Tada, po definiciji otvorenog skupa, za svaki x € U postoji otvorena kugla
K1 (z,71) umetrici d; takva da je x € Kq(z,71) C U. Nadalje, prema pretpos-
tavcl postoji otvorena kugla Ko(x,r2) u metrici da, s istim sredistem, takva
da je x € Ka(z,r2) C Kq(x,r1) C U. Kako je to istina za svaki z € U, po
definiciji je skup U otvoren u topologiji Us, tj. U € Ua, pa je Uy C Us. Slicno
se dokaze da je Uy C U .)
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30.

31.

32.

Zadaci za vjezbu

Neka su ¢ i d metrike iz zadatka 12. Pokazite da je d o2

(Uputa: Iskoristite zadatak 29. Neka je K4(zq,r) bilo koja otvorena kugla
o(z,x0)
1+o(z,x0)
K,y(zg,r) C Kg(xo,7), gdje je K,(xo,7) otvorena kugla u metrici g. S druge
strane, za proizvoljnu kuglu K,(zo,r) u (X, ¢) jednostavno je pokazati da

vrijedi Kq(wo, 177) C Ko(wo,7). Zaista, ako je v € Ka(zo, 177 ), tj. ako je

u metrici d. Kako je d(x,z9) = < o(z,xp), lako je pokazati da je

9(17,170) r
d =
(JI,.’II()) 1+Q($7$0) < 1+’I”7

bududi da funkcija f(t) = 145 strogo raste na [0, 00), slijedi o(z, o) < 1)

Neka je p: R — R,
€ Y
T+ z|  1+y|[
metrika na R (vidi zadatak 11). Pokazite da je o topoloski ekvivalentna s
euklidskom metrikom d, d ~o.

Q($7y> =

(Uputa: Funkcija f: R — (=1,1), f(z) = rastuca je bijekcija i njezin

1+]z]
inverz glasi f~1(y) = I}\y\'

Neka je 29 € R. Kako je —1 < f(z0) < 11 kako f strogo raste, za svaki e > 0
postoji d € (0,¢) takav da je

1< f(zo—e) < flzo) =6 < f(xo) < fwo) + < fzo+¢) < 1.
Pomocu tih nejednakosti lako je pokazati da vrijedi:

K,y(z0,0) C Kq(xo,6) = (x0 — &, 20 + €), (1.4)
wo € (f71(f(wo) = 6), f71(f(x0) +9)) € Ko(2o, ), (1.5)

gdje indeks ¢ (odnosno index d) oznacava da se radi o otvorenoj kugli u metrici
0 (odnosno d). Zaista, x € K,(29,0) < o(z,z0) = |f(z) — f(x0)] < § <=
flwo) =6 < flx) < flzo) +9 <= ' (flxo) = 9) < @ < f~'(f(xo) +
§) = xg —e < x < xo + ¢, Sto dokazuje (1.4). Nejednakost (1.5) slijedi iz
f(zo) =0 < f(zo) < f(20) + 4.

Uocite da nam (1.4) govori da za svaku otvorenu kuglu Kgy(xo,e) postoji
otvorena kugla K,(xo,d) koja je sadrzana u Kg4(zo,e). Konaé¢no, iz (1.5)
slijedi da za svaku otvorenu kuglu K,(zo,¢) postoji otvorena kugla K4(xq, )
nekog radijusa r > 0 takva da je Kq(xo,7) C Ky(zo0,€).)

Dokazite da su ekvivalentne metrike uvijek i topoloski ekvivalentne.

(Uputa: Opet ¢emo iskoristiti zadatak 29. Neka su dy i dy ekvivalentne me-
trike na X. Po definiciji, tada postoje realni brojevi m, M > 0 takvi da je

mdi(z,y) < ds(z,y) < Mdi(z,y), Va,y € X.
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33.

Neka je zadana otvorena kugla Ki(zg,r) u (X,d;). Tada je Ka(xg,mr) C
K1 (zo,7), gdje je Ka(zo, mr) otvorena kugla u (X, dz). Nadalje, ako je zadana
otvorena kugla Ks(zo,7) u (X,d2), onda je Ki(wo, i7) € Ka(wo,7), gdje je
K1 (20, 17) otvorena kugla u (X, d;).)

Neka su (X,U) i (Y, V) topoloski prostori, a B={U xV :U €U,V € V}.
(a) Hustrirajte primjerom da B nije topologija na X x Y.

(b) Pokazite da B ima svojstva (B1) i (B2) iz propozicije 1.86. i zato prema
teoremu 1.87. postoji jedinstvena topologija na X X Y kojoj je B baza. Kaze
se da je U topologija direktnog produkta na X XY, a (X x Y,U) zove se direktni
produkt topologkih prostora X i Y.
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2. Konvergencija nizova

Niz u skupu X svaka je funkcija = : N — X. Vrijednost z(k), k € N, zove se op(i
ili k-ti €lan niza i obi¢no se oznacava s zi. U skladu s tim, niz x : N — X najcesce
oznacavamo na jedan od sljede¢ih dvaju nacina:

(k) ili T1,X2, ... T+ .-

Podniz niza « : N — X svaki je niz oblika xou : N — X, gdjejeu : N - N
neka strogo rastuca funkcija (niz u N). U skladu s nagim dogovorom o oznacavanju
nizova imamo

(zou)(k) = x(u(k)) = x(ur) = Tuy,
pa stoga podniz z o u : N — R kracée oznacavamo s (z,, ).

PRIMJEDBA
Slikovito govoreéi, podniz (z,, ) dobiva se tako da se kroz listu

T1,22,...,Tk ...
stalno , krec¢emo” slijeva udesno bez vra¢anja unazad (jer niz prirodnih brojeva uy

strogo raste!) i pri tome iz liste s pozicija uy, us, us, ... vadimo ¢lanove niza (zy) i
redom ih slazemo u novu listu zy,, Ty, ; Tug, - - -

—

Nadalje, kako je funkcija u strogo rastuca, to je

[
Y
—

Uy =
uz =u(2) >u(l) > 1= uy >2
uz =u(3) >u(2)>2=u3 >3

\%

odakle induktivno zaklju¢ujemo da je
up >k, k e N. (2.1)

Najvaznije je svojstvo nizova konvergencija. No o tome je moguée govoriti jedino
ako na skupu X imamo metriku ili topolosku strukturu.

Nas ¢e najvise zanimati nizovi u euklidskom prostoru R". Prvo ¢emo za motiva-
ciju ponoviti osnovne ¢injenice o nizovima realnih brojeva, a zatim ¢emo napraviti
odgovarajucéa poopcenja za metricke i topoloske prostore.
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42 Konvergencija nizova

2.1. Nizovi u R

Kao §to smo veé rekli, najvaznije je svojstvo nizova konvergencija. Prisjetimo se
definicije:

DEFINICLIA
Niz realnih brojeva je (x) konvergentan ako postoji realan broj zp € R sa svojstvom
da za svaki € > 0 postoji kg € N takav da za svaki k > ko vrijedi |xx — o] < &, tj.

(VE>O)(E|I€0€N)k2k0:>|117k—170|<€.

Pri tome realan broj x¢ zovemo limes ili grani¢na vrijednost niza (xy).

Da je xo limes niza (z) ozna¢avamo na jedan od sljedeé¢ih nacina:

ro = lim xg, ro = lim g ili kratko T — XQ-
k—o0
Svaki konvergentan niz ima samo jedan limes. Za niz koji nije konvergentan kazemo
da je divergentan.
Kako je |zr — xo| = d(zk, o), gdje je d euklidska metrika na R, definicija 2.2.
moze se iskazati na sljedeci ekvivalentan nacin:

DEFINICIJA
Niz realnih brojeva (xj) konvergira prema xy € R ako za svaki e > 0 postoji kg € N
takav da za svaki k > ko vrijedi d(xg, o) < €, tj.

(VE > 0) (3]{30 S N) k>ky— d(Ik,IQ) <E€.

Formalno, na isti se na¢in definira konvergencija niza u metrickom prostoru (X, d),
§to ¢emo napraviti u sljedeéoj tocki.
Za niz realnih brojeva (zx) kazemo da monotono raste ako postoji kg € N takav
da je
Tk S Th+1 (Vk Z ko)
Niz (z1) monotono pada ako niz (—zj) monotono raste.

PROPOZICIJA
Svaki niz (xy) realnih brojeva ima monoton podniz.

Dokaz. Neka je
A:={keN:a, >z zasvakim > k}.

Tada je (a) A konacan skup ili je (b) A beskonacan.

(a) Odaberimo bilo koji prirodan broj u; > max A. Kako je A konacan, takav
uy postoji. Kako u; ¢ A, prema definiciji skupa A postoji us > wp takav da
je Tuy < Ty,. OCito da us ¢ A i zato postoji uz > ug takav da je z,, < Ty,.
Nastavljajuéi tu konstrukciju dobivamo strogo rastuéi niz (uy) i odgovarajuéi strogo
padajuéi podniz (2, ).
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(b) Neka je u; bilo koji element skupa A. Kako je A beskonacan skup, postoji
uy € A takav da je u; < ug. Prema definiciji skupa A jest x,, < x,,. Odaberimo
sada ug € A takav da je ug < ug i@y, < z,,. Nastavljajuéi taj postupak indukcijom
dobivamo strogo rastudi niz (ux) i odgovarajuéi monotono rastuéi podniz (z,, ). B

Niz realnih brojeva (z) je omeden ili ograni¢en ako je skup svih njegovih ¢lanova
{zy : k € N} omeden. Prema primjedbi 1.44., niz ¢ée biti omeden onda i samo onda
ako postoji realan broj M > 0 takav da je {zy : k € N} C (=M, M).

. PrRoPOZICLIA

Svaki monoton i omeden niz realnih brojeva (xy) jest konvergentan.

Dokaz. Radi odredenosti pretpostavimo da (zj) monotono raste. Bez smanjenja
opcenitosti, neka je xp < w41 za svaki k > 1. Niz (xx) omeden je pa postoji
xo := sup{zy : * € N}. Neka je ¢ > 0. Kako je supremum nekog skupa njegova
najmanja gornja meda, broj xg — ¢ nije gornja meda skupa {xy : k € N}. Zato
postoji kg € N takav da je

To— €< Ty < xp < To + €.
Nadalje, kako (x}) monotono raste, za svaki k > ko vrijedi

To— & < Xpy ST S < To T+ 6,

odakle vidimo da je |z — zo| < € za svaki k > ko. [ ]
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2.2. Nizovi u metrickom prostoru

Za realnu analizu najvazniji su nizovi u R™. Skup R" s euklidskom metrikom jest
metricki prostor. Zato ¢emo nadalje konvergenciju nizova izucavati na razini me-
trickih i topologkih prostora.

2.6. DEFINICJA (KONVERGENCIJA NIZA U METRICKOM PROSTORU)
Neka je (x1) niz u metrickom prostoru (X, d). Kazemo da niz (xy) konvergira prema
tocki g € X ako za svaki € > 0 postoji ky € N takav da za svaki k > ko vrijedi
d(zk,z0) < € (slika 7), tj. ako

(Ve > 0) (Fko € N) k > ko = d(zp,z0) < €.

Pri tome to¢ku zp zovemo limes ili grani¢na vrijednost niza (zy).

Da niz (z) konvergira prema x, oznacavamo na jedan od sljedeé¢ih nacina:

ro = lim xy, To = lim x;, ili kratko T — Xo-
k—o00
// \\
/ A\
7 A\
/ \
1 \
1 \
li \
“ ) g 1
4 1
| ° I
\\ o I,
A Tk ® /
\ /
\ ° /
\ /
\ ) 4
N 7
b ® To+1 y
N [ ] k 4
“_ 0 -
o e
® Thy—1
[ ]
[ ]
o
T
I1 2
Slika 7.

2.7. PRIMJEDBA

(a) Uocimo da niz (z) konvergira prema tocki zg € X onda i samo onda ako niz
realnih brojeva (d(zy,x0)) konvergira k nuli.

(b) Uocimo da niz (xy) konvergira prema xy € X onda i samo onda ako se u svakoj
otvorenoj kugli K (xq,¢), € > 0, nalaze svi ¢lanovi toga niza, osim eventualno
prvih nekoliko ¢lanova.
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PRIMJEDBA

Neka su d; i da dvije ekvivalentne metrike na skupu X. Pomocu definicije 2.6. lako
je provjeriti da niz (z) konvergira prema z u prostoru (X, d;) onda i samo onda
ako konvergira prema xg u prostoru (X, ds).

Svaki normirani prostor (X,| - ||) postaje na prirodan naé¢in metricki prostor
preko metrike d(x,y) = ||x — y|| inducirane normom || - ||, pa se u njemu moze
gledati konvergencija nizova.

DEFINICIJA

Neka je (X, | - ||) normiran vektorski prostor. Za niz vektora (x;) iz X kazemo da
konvergira u normi || - || (kratko: konvergira) ako on konvergira u metrickom prostoru
(X,d), gdje je d metrika na X inducirana normom || - ||.

U topoloskim prostorima opéenito nemamo metriku, ali imamo otvorene sku-
pove. Ako definiciju 2.6. Zelimo poopéiti na topoloske prostore, moramo je iskazati
na ekvivalentan nacin pomocu otvorenih skupova. O tome nam govori sljededi te-
orem:

TEOREM

Niz (z,) iz metrickog prostora (X,d) konvergira prema tocki xo € X onda i samo
onda ako za svaku otvorenu okolinu U tocke xg postoji kg € N takav da je xp, € U
za svaki k > kg.

Dokaz. Neka x, — x¢ i neka je U bilo koja otvorena okolina tocke zy. Zbog
otvorenosti skupa U postoji realan broj € > 0 takav da je K(xg,¢) C U. Nadalje,
kako z, — g, postoji kg € N takav da za svaki k > kg vrijedi d(xg,x0) < &, tj.
x € K(zg,€). Zato je xy, € U za svaki k > k.

Obratno, neka je zadan £ > 0. Kako je otvorena kugla K (xo,e) otvoren skup,
po pretpostavci postoji kg € N takav da je zp € K(xg,e) za svaki k > ko, tj.
d(zk, o) < € za svaki k > ko. [ |

DEFINICIJA (KONVERGENCIJA NIZA U TOPOLOSKOM PROSTORU)

Neka je (xr) niz u topoloskom prostoru (X,U). Niz (z)) konvergira prema tocki
xg € X ako za svaku otvorenu okolinu U € U od zg postoji kg € N takav da je
xp € U za svaki k > kg (slika 8).
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PRIMJEDBA

Neka su d; i da dvije topoloski ekvivalentne metrike na skupu X. Iz definicije 2.11.
jasno je da konvergencija niza (xj) ovisi samo o topoloskoj strukturi prostora X.
Zato, niz (xy) konvergira prema xo u prostoru (X, d;) onda i samo onda ako kon-
vergira prema xo u prostoru (X, ds).

TEOREM (O JEDINSTVENOSTI LIMESA NIZA U METRICKOM PROSTORU)
Neka je (zx) niz u metrickom prostoru (X,d). Ako (xy) konvergira, onda mu je
limes jedinstven.

Dokaz. Neka je o € X limes niza (). Treba pokazati da ni jedna druga tocka
2o € X\{zo} ne moze biti limes. U tu svrhu neka je e := 1d(zo, Zo).

Prvo ¢emo pokazati da se otvorene kugle K(zg,¢) i K(&o,€) ne sijeku. Neka
je x € K(xg,¢). Tada je d(x,x0) < e. Prema nejednakosti trokuta je d(zo,Zo) <
d(xo,z) + d(z, &), odakle slijedi

d(.I,.fo) > d(Io,fo) — d(Io,I) >2—e=¢.

Time smo pokazali da je K(xg,e) N K(Zg,e) = 0.

Prema definiciji 2.6. postoji kg € N takav da je d(x,zo) < € za svaki k > ko.
Drugim rijec¢ima, za svaki k > ko je xp € K(xo,€). Zbog toga se u otvorenoj kugli
K (Zo,e) moze nalaziti najvise konaéno mnogo ¢lanova niza (zy). To znaéi da &g
nije limes niza (xy) (primjedba 2.7.(b)). |
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PRIMJEDBA

(a) U topoloskom prostoru limes ne mora biti jedinstven. Navedimo dva primjera:
1. Neka je X ={0,1}, a Ud = {0, X} trivijalna topologija na X. Svaki niz
uX imaiOil za limes.

2. Vratimo se na topologki prostor (R?,U) iz primjera 1.54. gdje su otvorene
kugle i otvoreni skupovi definirani pomoc¢u pseudometrike

o((w1,y1), (T2, y2)) = |71 — 22].

U tom topoloskom prostoru svaka tocka (1,y), y € R, jest limes niza
x, = (1 3)-

(¢) U dokazu prethodnog teorema metrika je iskoristena jedino za konstrukciju
disjunktnih otvorenih skupova K(zg,€) i K(Zo,€). Zato je lako pokazati da
¢e limes (ukoliko postoji) biti jedinstven i u topoloskim prostorima koji imaju
svojstvo da se svake dvije razlicite tocke mogu separirati disjunktnim otvore-
nim skupovima. Takve topoloske prostore zovemo Hausdorffovi ili Th-prostori.

Sljedeéi teorem govori nam da se zatvoreni skupovi u metrickom prostoru mogu
karakterizirati pomoc¢u konvergentnih nizova. Kako je otvoren skup komplement
zatvorenog skupa, to znac¢i da konvergentni nizovi u potpunosti opisuju topolosku
strukturu metrickog prostora.

TEOREM
Neka je (X, d) metricki prostor. Skup F C X zatvoren je onda i samo onda ako
svaki niz (zx) u F koji konvergira v X ima limes u F'.

Dokaz. Neka je F C X zatvoren skup, a (xy) niz u F (tj. z; € F za svaki k € N)
koji konvergira prema xg € X. Treba pokazati da je zp € F'. Dokaz ¢emo provesti
kontradikcijom. Pretpostavimo da je zp € X\F. Skup X\F je otvoren pa zato
postoji € > 0 takav da je K(zg,e) C X\F. Nadalje, kako (zj) konvergira prema
xo, postoji kg € N takav da je zx € K(xg,e) C X\F za svaki k > ko, $to je u
suprotnosti s pretpostavkom da je (zx) niz u F.

Obratno, pretpostavimo da F' C X sadrzi limese svih konvergentnih nizova iz F’
i pokazimo da je F' zatvoren. Pretpostavimo da F nije zatvoren, tj. da X\F nije
otvoren. Tada postoji tocka o € X\F takva da ni za jedan r > 0 otvorena kugla
K (zo,r) nije cijela sadrzana u X\F, tj. K(xo,r) N F # 0. Zamjenjujuéi r redom s
1, k € N, dolazimo do to¢aka zj, € K (20, 1) N F. Ocito da je (x}) niz u F. Kako
je d(zk, o) < %, to xx — xo € X\F, §to je u suprotnosti s pretpostavkom da F'
sadrzi limese svih svojih konvergentnih nizova. Dakle, F' je zatvoren skup. |
DEFINICIIA

Za niz (xp) u metrickom prostoru (X, d) kazemo da je omeden ako je skup svih
njegovih ¢lanova omeden.
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Prema primjedbi 1.44., niz () bit ée omeden onda i samo onda ako postoje
tocka x¢ i realan broj M > 0 takav da je {zy : k € N} C K(xo, M).

Prorozicuja
Svaki konvergentan niz u metrickom prostoru (X,d) jest omeden.

Dokaz. Neka (z) konvergira prema xy. Prema definiciji 2.6. za ¢ = 1 postoji

ko € N takav da je {zx : k > ko} C K(x0,1). Neka je
r:=max{1,d(z1,20),d(x2,20),...,d(Tr,—1,20)} + 1.

Tada je {x) : k € N} C K (x0,7). [ |

PROPOZICIJA
Neka je (xr) niz u metrickom prostoru (X,d). Ako niz (xi) konvergira prema tocki
xg € X, onda i svaki njegov podniz konvergira prema xg.

Dokaz. Neka je (z,,) podniz niza (xj). Prema definiciji limesa za svaki ¢ > 0
postoji ko € N takav da za svaki k > ko vrijedi d(zx,z0) < . Prema (2.1) jest
ur, > k i zato je

d(zy,,x0) <&, k> ko.

Time smo pokazali da podniz (z,, ) konvergira prema x. |
Svaki niz (x) iz euklidskog prostora R™ mozemo zapisati u obliku
X = (z},2%,...,2}),

gdje su (z%), i =1,...,n, tzv. koordinatni nizovi realnih brojeva.
Nizovi u R™ najcesce se zadaju pomocu opceg ¢lana.

PriMJER. Navedimo nekoliko primjera nizova u R™ zadanih opéim ¢lanom:
Loxi = (1, 72) iye = ((=1)%, (1 + 1/k)*) nizovi su u R%
2. x, = (&, %,\/k—i— - \/E) jest niz u R3.
1

1 1 . .
(k_+1’ k_+2""’k+_n) jest niz u R™.

En

3. Xk

Sljededi teorem govori nam da niz u R™ konvergira onda i samo onda ako konver-
gira svaki njegov koordinatni niz. Cak vie, on nam kaze da se racunanje limesa
niza u R” svodi na racunanje n limesa nizova realnih brojeva, §to nam je dobro
poznato.

TEOREM
U euklidskom prostoru R™ niz (Xi), X = _(x,lc,x_,%, ..., x), konvergira prema tocki
x0 = (x4, ...,2) onda i samo onda ako xi — x} 2a svakii=1,...,n.
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Dokaz. Pretpostavimo da x; — Xg. Treba pokazati da x}c — x} za svaki i =
1,...,n. Neka je ¢ > 0. Tada po definiciji 2.6. postoji kg € N takav da je
d(xg,%x0) < € za svaki k > ko. Kako je

|$§c_$8|§d(xkaxo), i=1,...,n,

za svaki k > kg dobivamo

|zt — zi| < e, i=1,...,n.
To znadi da z§, — xf za svakii=1,...,n.
Obratno, pretpostavimo da z% — xf) za svaki i = 1,...,n. Neka je e > 0. Tada
postoje brojevi k§ € N, i =1,...,n, takvi da za sve k > kj vrijedi:
. . €
xp, —xy| < —.
| k O| \/ﬁ

Neka je ko := max{k,...,k'}. Tada za svaki k > ko dobivamo

n n
. . e \2
d(Xp,%0) = Z(m}c —xh)? < . (%) =ce,
=1 i=1
§to nam govori da niz (x;) konvergira prema Xg. [ |

PRIMJER. Za nizove iz primjera 2.19. dobivamo:

1. limg—oo (£, 72) = (0,0). Niz (yx) nije konvergentan jer njegov prvi koordi-
natni niz (y;), y+ = (—1)* ne konvergira,

2. limpoo (B2, 3, VE+ 1= VE) = (1,0,0),

: 1 1 1
3. hmk_mo (k_H’k_H”IH’—n) = (0,0,,O)

Kako je R™ realan vektorski prostor, znamo zbrajati vektore i mnoziti ih ska-
larom. Osim toga, znamo ih i skalarno mnoziti. Kao i u slu¢aju n = 1 potrebno
je istraziti odnos konvergencije niza i tih operacija. O tome nam govori sljedeci
teorem:

KOROLAR
Neka su (x1) i (yx) konvergentni nizovi u R™, (ay) konvergentan niz realnih brojeva
1 A € R. Nadalje, neka xi — Xo, Yr — Yo @ ax — «. Tada vrijedi:

(a) niz (x £ yi) jest konvergentan i vrijedi:

lim (xx £yx) = lim x, + lim y, = x0 £ yo,
k— o0 k— o0 k— o0
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(b) niz (Axy) konvergentan je i vrijedi:

lim (Axg) = A lim xi = Axo,
k—o0 k—o0

(c) niz (arxy) konvergentan je i vrijedi:

lim (apxg) = lim ap lim x; = axo,
k— o0 k— o0 k— o0

(d) ako je a, #0 za svaki k € N i a # 0, niz (alkxk) konvergentan je t vrijedi:

. . 1 . 1
lim (ka) = lim — lim x; = —Xq,
k—oo ~ 9k k—oo (v k—o0 o

(e) niz (Xr|yr) konvergentan je i vrijedi:

lim (xx|yx) = (lim x| lim yx) = (%o|yo)-
k—oo k— oo k—o0

Dokaz. Dokaz slijedi iz teorema 2.20. i odgovarajuéih pravila za racunanje limesa
nizova realnih brojeva. |

2.23. DEFINICIJA
Neka je (x) niz u metrickom prostoru (X,d). Za tocku zo € X kazemo da je
gomiliste ili to¢ka gomilanja niza (zx) ako svaka otvorena okolina tocke z( sadrzi
beskona¢éno mnogo ¢lanova niza (zy).

2.24. PRIMJEDBA

(a) Primijetimo da je gomiliste podniza (x,, ) ujedno i gomilidte niza (z). Pokazite
primjerom da obrat ne vrijedi.

(b) Konvergentan niz u metrickom prostoru ima samo jedno gomiliste. To je
njegov limes. Za dokaz te tvrdnje dovoljno je oponaSati dokaz teorema 2.13.

(c) Nije tesko pokazati da je 2 gomiliste niza (z1) onda i samo onda ako za svaku
otvorenu okolinu U oko zg i za svaki k € N postoji barem jedan k' € N, k' > k,
takav da je xp € U.

(d) Primijetimo da jednoclani skup A = {a} nema gomiliste, dok stacionaran niz
k= a, k € N, ima gomiliste.

2.25. PRIMJER.

1. Niz realnih brojeva z, = (—1)*, k € N, ima dva gomilista: —11i 1.
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2. Niz x;, = ((-1)%, 1), k € N, ima dva gomilista: (—1,0) i (1,0).

3. Niz x;, = (%, k), k € N, nema gomiliste.

TEOREM
Neka je (X, d) metricki prostor. Tocka xg € X gomiliste je niza (x)) onda i samo
onda ako postoji podniz (2., ) koji konvergira prema xg.

Dokaz. Neka je zp gomiliste niza (zy). Definirat ¢emo indukcijom strogo rastuéi
niz prirodnih brojeva (uy) takav da je z,, € K (g, £). To ¢e znatiti da podniz (z,, )
konvergira k g jer d(w,,,zo) — 0, §to slijedi iz nejednakosti 0 < d(zy,, o) < 1.
Prema definiciji gomilista postoji u; € N takav da je z,, € K(zp,1). Sada
odaberimo uy € N takav da je ug > u1 i @y, € K(a:o, %) Takav ug postoji (vidi
primjedbu 2.24.). Nastavljajuéi taj postupak dolazimo do trazenog podniza (., ).
Obratno, pretpostavimo da podniz (x,, ) konvergira prema zy. Neka je U bilo
koja otvorena okolina tocke xy. Prema definiciji otvorenog skupa tada postoji e > 0
takav da je K(x9,e) C U. Kako z,, — zo, postoji ko € N takav da za svaki k > ko
vrijedi
Xy, € K(x9,e) CU.
Time smo pokazali da U sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (). Prema tome,
xo gomiliste je niza (xy). [ |

Sada mozemo dokazati sljede¢i vazan teorem za nizove u R™:

TEOREM (BOLZANO-WEIERSTRASSOV TEOREM ZA NIZOVE)
Svaki omeden niz u R™ ima konvergentan podniz.

Dokaz. Dokaz ¢emo napraviti matematickom indukcijom po dimenziji n prostora
R™. Za n = 1 prema propoziciji 2.4. niz (x) ima monoton podniz (., ) koji je
konvergentan prema propoziciji 2.5.

Pretpostavimo da teorem vrijedi u R™ i dokazimo da tada vrijedi i u R"*!. Neka
je xip = (z}, ..., 2%, 2}, k € N, omeden niz u R"*!. Tada je xj, = (vf,...,2}),
k € N, omeden niz u R", pa po induktivnoj pretpostavci ima konvergentan podniz.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je (Xx) konvergentan niz. Na
taj nacin niSta ne gubimo, a daljnji zapisi postaju jednostavniji. Nadalje, niz (:CZH)
omeden je, ali on ne mora biti konvergentan. Prema ve¢ dokazanom slucaju n =
1, on ima konvergentan podniz (3:3:1) Kako je prema propoziciji 2.18. podniz

konvergentnog niza i sim konvergentan, to je (X, ) konvergentan niz u R”. Prema
teoremu 2.20. tada jest konvergentan i podniz (x,, ). u

PRIMJEDBA

Bolzano-Weierstrassov teorem ne vrijedi opéenito u metrickim prostorima. Zaista,
u R s diskretnom metrikom neki niz jest konvergentan onda i samo onda ako je
stacionaran (konstantan od nekog ¢lana pa nadalje). Zato niz (xy), xr = k, nema
konvergentan podniz.
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Zadaci za vjezbu

1. Neka su || - || i || - || ekvivalentne norme na realnom vektorskom prostoru
(X, +,-). Dokazite da niz (x) konvergira prema tocki xg € X u jednoj normi
onda i samo onda ako i u drugoj normi konvergira prema xj.

(Rjesenje: Kako su norme ekvivalentne, postoje m, M > 0 takvi da je

mlx|| < x| < M|x],  vVxe€X.
Radi odredenosti pretpostavimo da (xj) konvergira prema Xo u normi || - ||.
Tada postoji kg € N takav da je

3

Vk > ko.
M7 = R0

%k — ol <
Zato za svaki k > ko dobivamo
€

I = xoll" < Moy = %ol < M =,

§to nam govori da (xj) konvergira prema X i u normi || - ||".)

2. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostorii f : X — Y izometrija. Dokazite
da niz (zy) konvergira u prostoru (X, dx) onda i samo onda ako niz (f(zy))
konvergira u prostoru (Y, dy).

3. Dokazite da u diskretnoj metrici niz konvergira onda i samo onda ako je nakon
nekog ¢lana konstanta.

4. Odredite gomilista niza x; = (((=1)* +1)2*, %) keN.

5. Neka je na X = {a,b,c} zadana topologija U = {0, X, {a,c}}. Je li tocka ¢
gomiliste niza a, b, a,b,a,b, ... u toj topologiji? A je li tocka ¢ limes tog niza
u diskretnoj topologiji na istom skupu X7

6. Neka je (xx) niz u R™ takav da je limp_ o ||xx|| = 0. Pokazite da je tada
1imk‘>00 XE = 0.

(Uputa: [|Jxi — 0|l = ||x]| = [l|xx] - 0].)

7. Neka su (x) i (yx) nizovi u R™ takvi da niz (x+yy) konvergira. Konvergiraju
li tada nizovi (xx) 1 (yx)?

(Uputa: Promotrite nizove xj, = (—1)F i gy = —(—1)F.)
8. Neka su (x) i (yx) nizovi u R™. Definirajmo niz (zj) na sljedeéi nacin:

Zok = Xk, Zok-1 = Yk, keN.
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10.

11.

12.

Pokazite da je niz (zj) konvergentan onda i samo onda ako su konvergentni
nizovi (xx) i (yx) i ako pri tome vrijedi limy_, oo X = limg—y00 Yi-

(Uputa: = Neka (z;) konvergira prema zg. Kako su (x) i (yx) podnizovi od
(¥k), oni takoder konvergiraju prema zg.

< Pretpostavimo da je limy_, o X = limy_, o Y& = Xo. Neka je ¢ > 0. Tada
postoje k¥, k& € N takvi da

k> ki = d(xk, %) <€
k> kg = d(yk,Xo) < €.
Neka je ko := max{2k¥, 2k} — 1} 1 k > ko. Ako je k = 2m, tada je m > k¥ i

zato je ||z — Xo|| = [|[xm — Xo|| < . Ako je k =2m — 1, tada je m > k§ i zato
je llzx = xoll = lym — %ol <€)

. Neka su (xx) i (yx) nizovi u metrickom prostoru (X,d) i neka (zx) konver-

gira prema xg. PokaZzite da (yj) konvergira prema zy onda i samo onda ako
d(:vk, yk) — 0.

(Rjesenje: Kako x, — xo, postoji k§ € N takav da je d(zx, z0) < €/2 za svaki
k> ki

(=) Ako y, — o, onda postoji k§ € N takav da je d(yx,z0) < £/2 zasvaki k >
ky. Neka je ko := max{k{,ky}. Tada za svaki k > ko pomocu nejednakosti
trokuta dobivamo d(zy, yi) < d(zk, zo) + d(zo, yx) < €/2+¢/2 = . To znadi
da niz d(zg, yx), k € N, konvergira prema nuli.

(<) Neka d(xg,yr) — 0. Tada postoji ky” € N takav da je d(zg,yr) < £/2
za svaki k > ky¥. Neka je ko := max{k¥, k;¥}. Tada za svaki k > ko pomocéu
nejednakosti trokuta dobivamo d(yk, o) < d(yk, zk) + d(xk, o) < €.)

Neka su (z) i (yx) nizovi u metrickom prostoru (X, d) takvi da xp — xo, a
Yk — Yo. Pokazite da d(zk,yr) — d(xo,yo).

(Uputa: Iskoristite nejednakost |d(zy,yx) — d(xo,yo)| < d(xk,20) + d(yk, yo)
iz zadatka 15 sa str. 35)

Pokazite da Bolzano-Weierstrassov teorem za nizove ne vrijedi u prostoru R™
s diskretnom topologijom.

(Uputa: R™ s diskretnom metrikom omeden je, diamR™ = 1, pa je i svaki
niz omeden. Niz x; = (k,k,...,k) € R™ nema konvergentan podniz jer u
diskretnoj metrici niz konvergira onda i samo onda ako je nakon nekog ¢lana
konstanta.)

Neka je na R zadana topologija U = {#,R} U {(a,00) : a € R}. Je li niz (zy),
x, = k, konvergentan, te ako jest, je li njegov limes jedinstven?
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3. Konvergencija nizova funkcija

3.1. Konvergencija po tockama

3.1. DEFINICLJA
Neka je S bilo koji neprazan skup i (X, d) metricki prostor. Nadalje, neka su na
skupu S definirani niz (f) funkcija fi : S — X i funkcija f : S — X. Kazemo da
niz funkcija (fx) konvergira prema funkciji f u totki tg € S s obzirom na metriku d
ako niz (fx(to)) konvergira prema f(to).
Ako niz funkcija (f;) konvergira prema funkciji f u svakoj tocki ¢ € S, onda
kazemo da (fx) konvergira po totkama ili obi¢no prema funkciji f na skupu S.

Vidimo da se obi¢na konvergencija na skupu S moze iskazati ovako:

(Vt € 8)(¥e > 0)(3ko € N)(Vk € N)
k> ko = d(fi(t), f(1)) < <. (3.1)

Konvergencija po tockama nije narocito korisna. Ona nam ne osigurava de-
rivabilnost limesa niza derivabilnih funkcija niti nam osigurava integrabilnost (u
Riemannovom smislu) limesa niza integrabilnih funkcija. Prema tome, derivacija
i limes niza funkcija te integral i limes niza funkcija opéenito ne ,komutiraju”, tj.
ne vrijede formule

im0 ()

dx “k—oo
b b
/ (klirrgo fr(x))de = klirgo/ Jr(x) dz

jer lijeve strane u tim formulama opéenito ne postoje. Cak i onda kad postoje lijeve
strane, gornje formule opcenito ne vrijede. Za ilustraciju navodimo jednostavne
primjere:

3.2. PRIMJER.

a) Za svaki k € N definirajmo derivabilnu funkciju fx : [-1,1] — R formulom
fe(z) = |#|*+%. Niz funkcija (fi) konvergira k funkciji f(z) = |z| koja nije
derivabilna u tocki z = 0.

b) Poslazimo racionalne brojeve iz skupa [0, 1] NQ u niz ¢1, g2, g3, - . . - Kako je Q
prebrojiv skup, to je moguée. Sada definirajmo funkcije fj : [0,1] — R:

_[1, akojex € {q1,...,qk}
Fi(z) = {O, inace.
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Za svaki k € N funkcija f; integrabilna je jer ima kona¢no mnogo prekida i
pri tome je fol fr(x) dz = 0. Medutim, grani¢na funkcija f = limy, fj jest tzv.
Dirichletova funkcija

fz) = 1, ako je x racionalan
~ 10, ako je x iracionalan

koja nije integrabilna.
c) Neka je za svaki k € N zadana derivabilna funkcija f; : R :— R formulom

fe(z) = 75772 Niz funkcija (fi) konvergira ka funkeiji f = 0 i zato je

9 (m fi(a)) =o.

dx “k—oo
. p— 2 .
Kako je %fk(x) = ﬁ, to je

. d 1, z=0
i 2 Jle) = {0, z#0,

odakle vidimo da derivacija i limes ne ,komutiraju” u tocki x = 0.

d) Neka je za svaki k € N formulom

4k*z,  akoje 0 < < 5=
fu(@) =< 4k — 4k*z, ako je o <z < 1
0, ako je <z <1

definirana integrabilna funkcija na segmentu [0, 1].

2k

Slika 9. Graf funkcije f.

Nije tesko pokazati da niz funkcija (fx) po tockama konvergira prema inte-
grabilnoj nul funkciji, tj. limg oo fx(x) = 0 za svaki x € [0, 1]. Kako je

1
/ fr(x)de =1, Vk e N,
0
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dobivamo

1
0= [ (lim fi(@)

1

de # lim [ fi(z)de =1.
k—o0 Jq

o7
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3.2. Uniformna konvergencija

DEFINICLIA

Neka je S bilo koji neprazan skup, a (X, d) metricki prostor. Za niz (fi) funkcija
fr + 8 = X kazemo da uniformno konvergira prema funkciji f : S — X na skupu
S ako za svaki € > 0 postoji ko € N takav da za sve k > kg i za sve t € S vrijedi

d(fi(t), f(t)) < e (slika 10).

Uniformna se konvergencija na skupu S simboli¢ki moze zapisati kao

(Ve > 0)(Tko € N)(Vt € S)(Vk € N)
k> ko = d(fi(t), f(1)) < <. (3.2)

Slika 10.

Na prvi pogled izgleda da se (3.2) ne razlikuje od (3.1). No to nije to¢no, treba
uociti da se zagrada (V¢ € S) kod (3.1) nalazi na prvom mjestu, a kod (3.2) na
tre¢em mjestu. Upravo zbog toga kod obi¢ne konvergencije (po tockama) broj ko
opcenito ovisii o € i o t, dok kod uniformne konvergencije ovisi samo o ¢.

Ocito je da uniformna konvergencija povlaci obi¢nu konvergenciju. Obratno ne
vrijedi, kao §to pokazuje sljedeéi primjer.

PRIMJER. Neka je S = [0, 1] i neka je niz funkcija (fx) definiran formulom fy(t) =
th k€ N, t € [0,1]. Taj niz konvergira obi¢no prema funkciji

0,0<t<1
ﬂ”_{LtzL

Pokazimo da konvergencija nije uniformna. U tu je svrhu dovoljno pokazati da za
svaki k € N postoji t € [0,1) takav da je |fr(t) — f(t)] = t* > 1/2, pa konvergencija
ne moze biti uniformna. Zaista, za svaki t € [1 — %, 1) pomoéu Bernoullijeve
nejednakosti dobiva se t* = (1+ (t — 1))k >14+k(t—1)> 3.
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Bernoullijeva nejednakost glasi: za svaki n € N i za svaki realan broj x > —1
vrijedi (14 )™ > 1+ nz, pri éemu jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1 ili
xz=0.

3.5. PRIMJER.

a)

U primjeru 3.2.a) pokazali smo da niz (fx) derivabilnih funkcija
fe:[FLY =R, fola) = [a

konvergira po tockama, na segmentu [—1, 1], prema funkciji f(x) = |z| koja
nije derivabilna. Pokazimo da taj niz funkcija konvergira i uniformno. U tu
svrhu, neka je zadan € > 0. Treba pokazati da postoji kg € N takav da je

|f(z) — fu(x)] <e zasvex € [-1,1]1zasvek > ko.

1
Lako je pokazati da funkcija uy, : [0, 1] — R zadana formulom w(t) = t(1—¢%),
gdje je k € N, u tocki ¢, = W prima maksimalnu vrijednost

1+%
1 1

ug(ty) = (1+%)k(1+k) < 2(k+1)

< 1
i
Zato za svaki x € [—1,1] vrijedi

1 1
|f(2) = fil2)| = [2|(1 — [2]7) = wr(lz]) < £,
odakle se vidi da za trazeni kg € N mozemo odabrati bilo koji prirodan broj
vedéi od %

Niz funkcija (fy) iz primjera 3.2.c) konvergira po tockama prema nul funkciji
na cijelom R. Taj niz fukcija i uniformno konvergira prema nul funkciji na
cijelom R. Zaista, iz nejednakosti # > Vk|z| slijedi |15zl < ﬁ, odakle
je lako zakljuciti da se radi o uniformnoj konvergenciji na cijelom R.

Dakle, to je primjer niza derivabilnih funkcija koji uniformno konvergira prema
derivabilnoj funkciji, ali limes i derivacija ne , komutiraju”.

3.6. PRIMJEDBA
Neka je S bilo koji neprazan skup, a (X, d) metricki prostor. Niz (fx) funkcija
fr + S — X uniformno konvergira prema funkciji f : S — X na skupu S onda i
samo onda ako za svaki € > 0 postoji kyp € N takav da vrijedi

supd(fx(t), f(t)) <e, Vk > ko.
tes
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PRIMJEDBA
Prisjetimo se normiranog prostora (B(S,R), ||[/cc), tj. skupa B(S,R) svih omedenih
realnih funkcija na S' s uniformnom normom || - ||« koja je definirana formulom

Hf”oo:sup|f(t)|v fGB(S,R)
tes

Neka je (fr) niz u B(S,R). Taj niz konvergira u normi || - || prema funkciji
f € B(S,R) onda i samo onda ako za svaki € > 0 postoji kg € N takav da je

/5 = flloo = sup [ fx(t) = f(O)| <&, VE = ko,
tes

a prema prethodnoj ¢e propoziciji to biti onda i samo onda ako niz (fy) uniformno
konvergira prema f na S. Dakle, kratko re¢eno, konvergencija u normi || - [ jest
zapravo uniformna konvergencija na skupu S.

Sljedecta definicija i teorem omogucéavaju nam ispitati uniformnu konvergenciju
niza realnih funkcija bez odredivanja granicne funkcije, analogno kao §to se ima kod
Cauchyjevog kriterija konvergencije nizova realnih brojeva.

DEFINICIIA
Neka je S bilo koji neprazan skup. Niz funkcija (fx), fx : S — R, je uniformno
Cauchyjev na S ako za svaki € > 0 postoji ky € N takav da je

[fm(z) = fu(z)| <&, VxS, Vm,k= k. (3-3)

. PRIMJEDBA

Niz funkcija (fx), fx : S — R, je uniformno Cauchyjev na S onda i samo onda ako
za svaki € > 0 postoji kg € N takav da je

sup [ fm(z) — fr(z)] <&, Vm,k > ko.
€S

TEOREM
Neka je S neprazan skup, a (fi) niz funkcija fi, : S — R. Vrijedi:

a) Niz funkcija (fi) uniformno konvergira na S (prema nekoj funkciji f : S — R)
onda i samo onda ako je taj niz uniformno Cauchyjev na S.

b) Ako su sve funkcije fr omedene na S i ako niz funkcija (fi) konvergira uni-
formno na S prema funkciji f : S — R, onda je funkcija f omedena na S.

Dokaz. a) Pretpostavimo da (fj) konvergira uniformno na S prema f : S — R.
Neka je zadan € > 0. Tada postoji kg € N takav da je

fe@) = f@)| < 5. VaeS, k= k.
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Zato za sve k,m > kg i za svaki x € S vrijedi
[Fon@) = fil@)| < |finle) = F@)| +|f(@) = ful@)] < 5 +5 ==,

iz ¢ega slijedi da je (fx) uniformno Cauchyjev niz na S.

Obratno, pretpostavimo da je (fi) uniformno Cauchyjev niz na S. Tada za svaki
€ > 0 postoji ky € N takav da je

| fn() = fio(@)] < =

5 Vo €S, Ym k> ko, (3.4)

odakle vidimo da je niz realnih brojeva (fx(x)) Cauchyjev za svaki z € S, pa je
zato i konvergentan. Definirajmo funkciju f na S tako da stavimo

f(z) = lim fr(z), =z=€S.
k—o0
Ako u (3.4) fiksiramo k > ko 1 zatim napravimo grani¢ni prijelaz po m, dobivamo
f@) - fe@)| S5 <& VzeS, Yk ko, (3.5)

§to pokazuje da (fi) konvergira uniformno prema f na S.

b) Iz (3.5) slijedi da je za k > ko funkcija f — fi omedena na S. Kako je f =
(f — fx) + fr te kako su f — fi i fr omedene funkcije na S, na skupu S omedena je
i funkcija f. |

Tvrdnja b) teorema 3.10. govori nam da uniformna konvergencija ¢uva omedenost.
Zato vrijedi sljededi korolar.

KOROLAR
Ako niz omedenih funkcija konvergira po tockama ka neomedenoj funkciji, tada taj
niz ne konvergira uniformno.

PrivJER. Neka je (fx) niz funkcija fy : (0,1) — R definiran s fi(z) = 5. Kako
je

|fk($)|§k7 V.’L’E(O,l),
funkcija fi, omedena je na intervalu (0, 1). Bududéi da niz (f;) konvergira po tockama
na (0,1) ka neomedenoj funkciji f(z) = %, ta konvergencija nije uniformna.

Kao sto smo vidjeli u primjeru 3.2.b), konvergencija po tockama niza integra-
bilnih funkcija ne osigurava integrabilnost grani¢ne funkcije. Sljedeéi teorem govori
nam da uniformna konvergencija niza integrabilnih funkcija osigurava integrabilnost
granic¢ne funkcije te pri tome limes i integral , komutiraju”.

TEOREM
Neka je (fx) niz integrabilnih funkcija fr : [a,b] — R koji na [a,b] uniformno
konvergira prema funkeiji f : [a,b] = R. Tada vrijedi:
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(a) Funkcija f integrabilna je na [a,b].

(b) Integral i limes niza funkcija komutiraju”, tj. vrijedi

b b
/ f(z)dx = kli_)m frx(z) dx.

Dokaz.
(a) Treba pokazati da je f ogranic¢ena na [a, b], te da za svaki € > 0 postoji subdivi-
zija Py segmenta [a, b] takva da je S(f, Po) — s(f, Py) < ¢, gdje su S(f, Py) gornja,
a s(f, Py) donja Darbouxova suma funkcije f pridruzena subdiviziji Py.

Neka je zadan € > 0. Zbog uniformne konvergencije postoji kg € N takav da je

[fe(z) = fz)] <

=) za svaki k > ko 1 za sve x € [a, b],

tj., ekvivalentno,

€ €
- _ > . .

fr(x) 0—a <f(x)<fk(x)+4(b—a)’ Vk > ko, Vo € [a,b] (3.6)
Bududéi da je fj ograni¢ena na [a,bl, iz (3.6) slijedi ogranicenost funkcije f na [a, b].

Neka je P = {xg, 21, ...,z } bilo koja subdivizija segmenta [a, b]. Nadalje, neka
je

mi(f) :=inf{f(z):z € [x;—1, 2]}, mi(f) :=inf{fx(z) : z € [x-1, 2]}

M;(f) :==sup{f(z) :x € [wi—1, 2]},  Mi(fr) :=sup{fe(z) : x € [x;-1, 2]}
Tada iz (3.6) slijedi

mi(fr) — ﬁ <mi(f), Mi(f) < Mi(fx) + 4(b5_ — Yk > ko,
odakle dobivamo
Mi(f) = mi(f) < Mi(fx) — mi(fi) + 2(b€ 5 YE2 ko

Zato je

Kako je funkcija fi, k > ko, integrabilna na segmentu [a, b], postoji subdivizija Py
segmenta [a, b] takva da je S(fr, Po) —s(fx, Po) < 5. Zato je S(f, Po)—s(f, Po) <e.
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(b) Neka je e > 0. Zbog uniformne konvergencije postoji kg € N takav da je
|fi(z) — flx)] < bi za sve k > k, i za sve z € [a, b].
—a

Zato za sve k > kg vrijedi

‘/ab fk(x)dx—/abf(x)dx‘ = ‘/ab(fk(a:) —f(x))dx‘

IN

b
[ 15e) = 1) do

d
/ab—ax

= E&.

IN

Time smo pokazali da je

lim /abfk(x)da:_/abf(x)dx.

k—o00

U matematickoj analizi od posebnog je interesa uniformna konvergencija redova
funkcija. Neka je S nekiskupi y fx red realnih funkcija fi : S — R. Kazemo da red
> fx konvergira [odnosno, uniformno konvergira] prema funkciji f : S — R na skupu
S ako niz parcijalnih suma (sy), sp = Zle fi, konvergira [odnosno, uniformno
konvergira] prema f.

Konvergentan red funkcija moze se, uz odredene uvjete, integrirati ¢lan po ¢lan.
Slicna je situacija i s deriviranjem. Za dokaz tih tvrdnji treba nam sljedeca lema.
LEMA
Neka je (fr) niz funkcija fi : [a,b] = R koji uniformno konvergira prema funkciji
f:[a,b] = R na [a,b]. Ako je svaka od funkcija fi neprekidna u tocki zo € [a,b],
onda je i graniéna funkcija f meprekidna u xg.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Prema definiciji uniformne konvergencije postoji kg € N
takav da vrijedi

(@) — f(z)] < % za svaki @ € [a,b] i za svaki k > ko. (3.7)
Kako je fi, neprekidna u tocki xg, postoji § > 0 takav da je
€
(Vz € (ko — 8,20 + 8) N [a,b]) |fuo(x) — fro(zo)| < 3 (3.8)

Sada za svaki k > ko 1 za svaki @ € (xg — 0,20 + 0) N [a, b]) pomoéu (3.7) i (3.8)
dobivamo
|f () = f(@o)| < [f(@) = fro (@) + | fro (€) = fro (x0)| + [fro (x0) — f(z0)]
e € €
< g + g + g =g,
$to dokazuje da je f neprekidna u tocki xg. |
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Sljedeéi korolar teorema 3.13. govori nam kada se konvergentni redovi funkcija
smiju integrirati ¢lan po clan.
KOROLAR
Neka red >"p-, fi neprekidnih funkcija f, : [a,b] — R uniformno konvergira prema
funkeiji f na [a,b]. Tada za svaki z € [a,b] red Y5, [ fr(t) dt konvergira i suma
. xr
mu je [ f(t)dt, tj.

/az(gfk( —g /fk dt

Dokaz. Parcijalne sume s, = Zle fi tvore niz neprekidnih funkcija na [a, b] koji
uniformno konvergira prema funkeiji f (f = limg_ oo Sg). Prema lemi 3.14., f jest
neprekidna na [a, b]. Zato su f i sve funkcije sk neprekidne i na svakom segmentu
[a,z], x € [a,b], pa su stoga 1 integrabilne na [a, z]. Prema teoremu 3.13. jest

[ st [

/;(g:lfk( —g:l /fk dt

tj.

Teorem 3.13. govori nam da uniformna konvergencija niza integrabilnih funk-
cija osigurava integrabilnost grani¢ne funkcije i ,,komutiranje” limesa i integrala.
Medutim, §to se ti¢e derivabilnosti, situacija je suptilnija. Kao $to nam ilustrira
primjer 3.5.a), uniformna konvergencija niza derivabilnih funkcija nije dovoljna za
derivabilnost graniéne funkcije. Stovise, ¢ak i kad je derivabilna graniéna funkcija,
derivacija i limes ne moraju ,komutirati” (vidi primjer 3.5.b)).

Sljedeéi teorem govori nam o komutiranju derivacije i limesa niza funkcija. Prvo
se prisjetimo da je neka funkcija neprekidno derivabilna ako joj je derivacija nepre-
kidna funkcija.

TEOREM

Neka je (fi) niz neprekidno derivabilnih funkcija fy : [a,b] = R koji na [a,b] kon-
vergira (obicno) prema funkciji f : [a,b] — R. Ako niz deriwacija (f},) uniformno
konvergira na [a,b] prema funkciji g, onda je funkcija f derivabilna i f' = g, .

d —(lim fy) = hm (%fk)

dr k—oo

Dokaz. Iz leme 3.14. slijedi neprekidnost funkcije g na segmentu [a, b]. Zato je ona
integrabilna i na svakom segmentu [a, z], x € (a,b]. Prema teoremu 3.13., za svaki
x € (a,b] dobivamo

[ otwyan= p [ g =t o) - fule)) = 1) - f(a),
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odakle je N
f@) = @+ [ g wele
Iz posljednje jednakosti zaklju¢ujemo da je f derivabilna i f' = g. u.
Sljedeéi korolar govori nam kada se konvergentni redovi funkcija smiju derivirati

¢lan po clan.

KOROLAR
Neka red Y- | fr neprekidno deriwabilnih funkcija f : [a,b] — R konvergira prema
funkcigi f : [a,b] = R inekared Y -, f}. uniformno konvergira prema g : [a,b] — R.

Tada je f' = g na [a,b], tj
(X h) =2 f
k=1 k=1

Dokaz. Parcijalne sume s, = Ele fi tvore niz neprekidno derivabilnih funkcija
na [a,b] koji konvergira prema funkciji f, a niz (s},) uniformno konvergira prema
funkcij g. Tvrdnja slijedi iz teorema 3.16. |

Zadaci za vjezbu

1. Neka je za k € N funkcija fx : [0,1] = R definirana s

a) Pronadite funkciju f kojoj niz funkcija (fx) konvergira po tockama.

Uputa: (b) Za zadani € > 0 neka je 2. := 25, a zatim pogledajte razliku

(
(b) Konvergira li niz (f%) uniformno prema f?
( 2

|fk($€) - f(xa)|)

2. Pokazite da niz funkcija fi(z) = L\;—(m) k € N, uniformno konvergira na
R prema 0.
(Uputa: |fx(z) — 0] = ‘%j;(m) < % Neka je ¢ > 0. Odaberimo
ko € N takav da je \/ik—o < e. Tada za svaki k > kg i za sve x € R dobivamo
[fr(z) =0 <€)

3. Neka je fr(z) = ¥, k € N, niz funkcija.

(a) Pokazite da niz funkcija (fj) uniformno konvergira na [0, 1).

(b) Pokazite da niz funkcija (fx) ne konvergira uniformno na [0, 0o).

(Uputa: Ocito niz funkcija (fx) konvergira obi¢no prema 0. (a) Dokaz je
jednostavan. (b) Treba pokazati da postoji e > 0 takav da za svaki kg € N
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postoje k > ko ix € [0,00) takvi da je | fi(x)—0| > €, $to se dobiva negiranjem
definicije uniformne konvergencije niza funkcija Neka je e =11 kg € N. Za
svaki k > ko mozemo odabrati x > k, pa je tada |fr(v) —0[ = £ > 1.)

. Dokazite da je uniformna konvergencija niza realnih funkcija metricko, a ne

topolosko svojstvo. Drugim rijecima, pronadite dvije topoloski ekvivalentne
metrike na R te niz realnih funkcija koji u jednoj metrici uniformno konvergira,
a ne konvergira uniformno u drugoj metrici. Je li isto moguée posti¢i ako su
metrike ekvivalentne?

(Uputa: f, : R = R, fi(z) = 2 + 1, a metrike d(z,y) = |z — y| i o(z,y) =
[z —yl+ |2 =)
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4. Potpuni metricki prostori

DEFINICIIA
Za niz (xr) u metrickom prostoru (X, d) kazemo da je Cauchyjev ili fundamentalan
ako za svaki € > 0 postoji kg € N sa svojstvom da je d(x,,, zx) < € za sve m, k > ko,
tj.

(Ve > 0) (ko € N) m, k> ko = d(xm, zx) < €.

PriMIER. Neka je z = ﬁ, k € N, opéi ¢lan niza u skupu X = (0, 1) s euklidskom
metrikom. Pokazat ¢emo da je taj niz Cauchyjev. Neka su m, k € N. Bez smanjnja
opcenitosti, pretpostavimo da je m > k. Tada je

1 1 ‘_ 1 1 - 1
m+1 k+1l k+1 m+1~"k+1

|$m - $k| =

Za svaki € > 0 postoji kg € N takav da je kg > % — 1. Tada za sve m, k > kg vrijedi

|€m — 2x| < €. Time smo pokazali da je (%H) Cauchyjev niz.

Kako je limy_, %H = 0, taj niz ne konvergira u prostoru X = (0, 1).

Kao §to smo vidjeli u prethodnom primjeru, Cauchyjev niz u metrickom prostoru
opéenito ne mora biti konvergentan u tom prostoru. Ipak vrijedi sljedeéi teorem:

TEOREM
U metrickom prostoru (X, d) vrijedi:

(a) Svaki je konvergentan niz Cauchyjev.
(b) Svaki je Cauchyjev niz omeden.

(¢) Ako neki podniz Cauchyjeva niza konvergira prema xo, onda i cijeli niz ko-
nvergira prema xo.

Dokaz. (a) Neka x; — xo. Po definiciji limesa tada za svaki e > 0 postoji
ko € N takav da je d(xx,x0) < § za svaki k > ko. Zato za sve m,k > ko pomocu
nejednakosti trokuta dobivamo:

d(Tm, zr) < d(Tm,x0) + d(20, 28) < % + % =ec.

Dakle, (z)) Cauchyjev je niz.
(b) Niz (z1) Cauchyjev je pa specijalno za € = 1 postoji ko € N sa svojstvom da je
d(zk, zk, ) < 1 zasve k > ko. Neka je

M := max{1,d(z1, Tk, ), d(x2, Tky ), - - -, d(Tg—1, Tk )} + 1.

Tada su svi ¢lanovi niza (x)) sadrzani u otvorenoj kugli K (z,, M), §to znaci da je
niz omeden.
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(¢) Pretpostavimo da podniz (x,, ) konvergira prema zy. Neka je € > 0 proizvoljan.
Niz (z) jest Cauchyjev, pa zato postoji k1 € N takav da je

d(m,zp) < % za sve m, k > k. (4.1)
Nadalje, kako je limy_,o0 Ty, = %o, postoji k2 € N takav da je

d(xy, , o) < za svaki k > ko. (4.2)

N ™

Neka je ko := max{k1, ko}. Tada za svaki k > ko vrijede nejednakosti (4.1) i (4.2).
Nadalje, prema (2.1) jest ux > k i zato je

d(Ik,ZEo) < d(xka Iuk) + d(il?uk,:ro) <

PRIMJEDBA
Prema prethodnom teoremu, kod Cauchyjeva niza konvergencija nekog podniza

povlaéi konvergenciju cijelog niza. Da to opcenito ne vrijedi pokazuje nam niz
0,1,0,1,....

. TEOREM

U n-dimenzionalnom euklidskom prostoru (R™,d) svaki je Cauchyjev niz konvergen-
tan.

Dokaz. Neka je (xj) Cauchyjev niz u (R™,d). Prema tvrdnji (b) teorema 4.3.
(xx) jest omeden, pa prema teoremu 2.27. ima konvergentan podniz (x,, ) koji
konvergira prema nekoj tocki xo € R™. Sada prema tvrdnji (c) teorema 4.3. slijedi
da i niz (xj) konvergira prema Xg. |

Teoremi 4.3. i 4.5. daju sljedeéi korolar:

KOROLAR
Niz (x) u euklidskom prostoru (R™,d) je konvergentan onda i samo onda ako je
on Cauchyjev niz.

DEFINICLIA
Za metricki prostor (X, d) kazemo da je potpun ako svaki Cauchyjev niz iz X ko-
nvergira prema nekoj tocki iz X.

PRIMJER.
(a) X =(0,1) s euklidskom metrikom nije potpun prostor (vidi primjer 4.2.).

(b) Euklidski prostor (R™,ds) jest potpun.
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Potpun normiran vektorski prostor zove se Banachov prostor, a za potpun uni-
taran vektorski prostor kazemo da je Hilbertov prostor.

. TEOREM

Neka je (X, d) potpun metricki prostor. Skup F C X zatvoren je onda i samo onda
ako je (F,d) potpun metricki prostor.

Dokaz. Pretpostavimo da je F C X zatvoren skup. Neka je (xy) Cauchyjev niz u
F. Tada je (xf) ujedno i Cauchyjev niz u X, pa zbog potpunosti prostora (X, d)
postoji tocka xzp € X prema kojoj (zx) konvergira. Zbog zatvorenosti skupa F,
prema teoremu 2.15. jest xg € F, sto pokazuje da () konvergira u (F,d).
Obratno, pretpostavimo da je (F, d) potpun metricki prostor. Prema teoremu 2.15.

dovoljno je pokazati da svaki niz (xy) iz F koji konvergira u X ima limes u F. Neka
je (zx) niz u F koji konvergira prema zy € X. Tada je (zx) ujedno i niz u X
koji konvergira prema xy. Prema teoremu 4.3. (xp) Cauchyjev je niz, pa zbog
potpunosti prostora (F,d) postoji tocka fo € F prema kojoj on konvergira. Zbog
jedinstvenosti limesa je fo = . ]

PRIMIJER.
(a) Segment [a,b] C R potpun je metricki prostor.

(b) Prostor racionalnih brojeva @ C R nije zatvoren, pa nije ni potpun.

TEOREM

a) Prostor (B(S,R),| - |lec) jest Banachov.

b) Prostor (C([a,b],R),| - |lec) jest Banachov.

Dokaz. a) Neka je (fi) Cauchyjev niz u normiranom prostoru (B(S,R), | - ||cc)-
Treba pokazati da je (fi) konvergentan niz u prostoru (B(S,R),| - ||«), tj- da
konvergira u normi || - || prema nekoj omedenoj funkeiji f : S — R. Prema
primjedbi 3.7., konvergencija u normi || - || prema f ekvivalentna je uniformnoj
konvergenciji funkcije f na skupu S.

Kako je (fx) Cauchyjev niz u prostoru (B(S,R), || - [|s), za svaki € > 0 postoji
ko € N takav da je

SUp |fon (@) = fu(@)| = llfm = filloe <& ¥k = ko.

To zna¢i da je (fx) uniformno Cauchyjev niz. Zato, prema tvrdnji a) teorema 3.10.,
niz (fx) uniformno konvergira na S prema nekoj funkciji f : S — R. Bududéi da su
sve funkcije fi omedene (fr € B(S,R)), prema tvrdnji b) teorema 3.10. funkcija f
je omedena na skupu S.



4.12.

4.13.

4.14.

70 Zadaci za vjezbu

b) U ovom je slucaju S = [a,b]. Neka je (fx) Cauchyjev niz u normiranom prostoru
(BC(S,R), | - lloo)- Kako je BC(S,R) C B(S,R), (fx) je Cauchyjev niz u prostoru
(B(S,R), || |lsc)- Zato, prema ve¢ dokazanoj tvrdnji a), niz (f) konvergira u normi
Il - |l prema nekoj omedenoj funkciji f : S — R. Neprekidnost funkcije f slijedi iz
leme 3.14. ]

PRIMJEDBA
Navedimo bez dokaza da prostori (C([a, b],R),||-|[1) i (C([a, b], R)||||2) nisu potpuni.
Za dokaz vidi npr. [1].

DEFINICIIA

Neka je (X, dx) metricki prostor. Za par ((Y, dy), h) koji se sastoji od potpunog
metrickog prostora (Y,dy) i izometrije h : X — Y kazemo da je upotpunjenje
prostora X ako je h(X) gust skup u prostoru Y.

PriMIER. Upotpunjenje prostora Q racionalnih brojeva jest prostor R realnih bro-
jeva zajedno s inkluzijom i : Q — R.

5. PRIMJEDBA

Moze se pokazati da za svaki metricki prostor postoji njegovo upotpunjenje (vidi [3]).

Zadaci za vjezbu

1. Pokazite direktno iz definicije da su sljedeéi nizovi Cauchyjevi:
(a) z = %
(b) T = %
(Qzrk=14F+53+ -+ 1.

(Uputa: (a) Ako je m > k, onda je |z, — x| = | & — %‘ =z-
je e > 0. Odaberite ko > 1/e. Tada za sve m,k > ko vrijedi |z, — zx| < e.
(b) Ako je m > k, onda je |z, — x| = Z=E < L. Neka je ¢ > 0. Odaberite
ko > 1/e. Tada za sve m,k > ko vrijedi |z, — xx| < . (c) Ako je m > k,

onda je
O = I | 1
[om —ak] = D s > = > 9i—1 k-1
i=k+1 i=k+1 i=k+1
Odaberite ko > 1+ logy(1/¢). Tada za sve m, k > ko vrijedi

|Zm — x1] < 27FFL < 9 kot < 9—loga(1l/e) — ¢
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2. Neka je s, = Zle % k-ta parcijalna suma harmonijskog reda Y >~ | % Pokazite
da (si) nije Cauchyjev niz, §to ¢e znaciti da harmonijski red ne konvergira.
(Uputa: 52k+1_5k:%+1+%+2+---+ﬁ > Qkk—-:ll > %)

3. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori i f : X — Y izometrija. Dokazite
da je niz (xp) Cauchyjev u prostoru (X,dx) onda i samo onda ako je niz
(f(xr)) Cauchyjev u prostoru (Y, dy).

4. Neka su || - || i | - |I" ekvivalentne norme na realnom vektorskom prostoru
(X, +54)-
(a) Dokazite da je niz (x;) Cauchyjev u prostoru (X, || - ||) onda i samo onda

ako je Cauchyjev u prostoru (X, || - ||')-

(b) Dokazite da je prostor (X, || - ||) potpun onda i samo onda ako je (X, || - ||)
potpun.

(Rjesenje: Kako su norme ekvivalentne, postoje m, M > 0 takvi da je
mlix| < x| < Mlx],  VxeX.

(a) Radi odredenosti, neka je (x;) Cauchyjev niz u (X, || - ||'). Tada za svaki
€ > 0 postoji ky € N takav da je

Ix; — xx||" <em, Vk,1> ko,
odakle dobivamo da je
Ix; — xx|| <&, VEk, 1> ko,

§to nam govori da je (xx) Cauchyjev niz u (X, | -|)-

(b) Radi odredenosti, pretpostavimo da je (X, - ||’) potpun. Neka je (xx)
Cauchyjev niz u (X, | - ||). Prema tvrdnji (a) tada je (xx) Cauchyjev i u
(X, II")- Zbog potpunosti prostora (X, || - ||'), postoji tocki xy € X prema
kojoj taj niz konvergira u || - ||’ normi. Tada (xx) konvergira prema xo i u
normi || - || (vidi zadatak 1 na str. 52.)

5. Neka su dy i da ekvivalentne metrike na skupu X. Dokazite da je niz (xy)
Cauchyjev u prostoru (X, d;) onda i samo onda ako je Cauchyjev u prostoru
(X,d2). To znaci da je prostor (X, d;) potpun onda i samo onda ako je (X, d3)
potpun.

6. Neka je (X, d) potpun metricki prostor. Pretpostavimo da je (A,) niz nepraz-
nih zatvorenih podskupova od X sa sljedeéim dvama svojstvima:

(i) niz (A4,) silazan je, tj. Ay D A3 D A3 D ....

(ii) limg—0o diam Ay = 0.
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(a) Dokazite da je (N, Ak # 0.
(b) Navedite primjer silaznog niza (Bj) podskupova u potpunom metrickom
prostoru X tako da bude (;—, By = 0.

(Uputa: Konstruirajte niz (zj) na sljedeéi nac¢in: Neka je x1 € A, 29 €
A\Aq, ..., 2k € AR\Ag—1,.... Kako za svaki e > 0 postoji kg € N takav da
je diam Ay, < € za svaki k > ko, to je d(xm,zx) < € za sve m, k > k. Dakle,
(z) Cauchyjev je niz. Neka je x¢ njegov limes. Kakoje {xy : k> 1} C Ay i 4y
zatvoren skup, to je xg € A;. Kako je Ay zatvoren skup i {xy : k > 2} C Ao,
to je kg € Ao, itd. Dakle, 2y € mzozl Ag. (b) By = (—o00, —k], k € N.)

. Dokazati da je diskretan metricki prostor (X, d) potpun.

(Uputa: U diskretnom metrickom prostoru svaki Cauchyjev niz jest staciona-
ran, tj. konstantan od nekog ¢lana pa nadalje.)

. Potpunost metrickog prostora nije topolosko svojstvo, veé¢ bitno ovisi o me-

trici. Zato je moguée da na X imamo dvije topoloski ekvivalentne metrike
te da je X u jednoj metrici potpun, a u drugoj nije. Npr. metrika o iz 31.
zadatka na str. 38 topoloski je ekvivalentna s euklidskom metrikom na R. Niz
brojeva (zx) = (k) Cauchyjev je niz u (R, o) jer je

(x Tp) = P < !
Okt k) = Akt p) (A + k) - 1+k

Unato¢ tome, taj niz ne konvergira u (R, ) jer ne konvergira u (R,d). To
pokazuje da prostor R u metrici ¢ nije potpun iako je potpun u topoloski
ekvivalentnoj euklidskoj metrici d. Osim toga, bududi da ekvivalentne metrike
¢uvaju Cauchyjevo svojstvo nizova, te dvije metrike nisu ekvivalentne iako su
topoloski ekvivalentne.

. Neka je () Cauchyjev niz u metrickom prostoru (X, d). Dokazite da za svaki

niz (gy) pozitivnih realnih brojeva postoji poniz (g, ) takav da je

A(Xupyr > Tuy,) < €k, VEEN.

(Uputa: Najprije nadimo u; € N takav da m,k > w1 = d(@m,zr) < 1.
Dalje, postoji uz > uy takav da m, k > us = d(xp,,zx) < €. Dalje, postoji
us > ug takav da m, k > us = d(x;,,z) < €3. Dokaz zavrSava primjenom
principa matematicke indukcije.)
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5. Kompaktnost

Kompaktni skupovi imaju vaznu ulogu u matematickoj analizi jer omogucéuju da se
u odredenim situacijama ,,beskona¢no zamijeni kona¢nim”.

. DEFINICLJA

Skup K C R™ kompaktan je ako svaki niz u K ima konvergentan podniz ¢iji je limes
u K.

Ta definicija se prirodno prosiruje na metricke prostore:

. DEFINICIJA

Neka je (X, d) metricki prostor. Skup K C X kompaktan je ako svaki niz u K ima

konvergentan podniz ¢iji je limes u K.

Sljededi teorem govori nam da se kompaktnost prenosi na zatvorene podskupove.

3. TEOREM

Neka je K kompaktan skup iz metrickog prostora, a F C K zatvoren podskup. Tada
je © F' kompaktan.

Dokaz. Neka je (z1) niz u F. Kako je F C K, to je (zx) ujedno i niz u K, pa zbog
kompaktnosti skupa K on ima konvergentan podniz (z,,) koji konvergira prema
xo € K. Zbog zatvorenosti skupa F jest zyp € F' (teorem 2.15.). |

4. TEOREM

Neka je K kompaktan skup iz metrickog prostora (X, d). Tada je K potpuno omeden.

Prije nego Sto nastavimo s dokazom, prisjetimo se da je u metrickom protoru
(X, d) neki skup K C X potpuno omeden onda i samo onda ako ga mozemo prekriti
s konacno mnogo kugli unaprijed zadanog malenog radijusa, ¢ija sredista pripadaju
skupu K. Preciznije (vidi propoziciju 1.43.), skup K je potpuno omeden onda i
samo onda ako za svaki € > 0 postoji kona¢no mnogo tocaka z1, ...,z € K takvih
da je K C Ule K (z;,¢). Prisjetite se takoder da je svaki potpuno omeden skup
ujedno i omeden.

Dokaz teorema 5.4. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Pretpostavimo da
K nije potpuno omeden. Tada postoji € > 0 takav da se K ne moze prekriti sa
konaéno mnogo e-kugala. Neka je x1 € K proizvoljna tocka. Kako K ¢ K(x1,¢),
to postoji tocka zo € K\K (x1,¢). Buduéida K € K(x1,e)UK (2z2,€), postoji tocka
xs € K\ (K(a:l, e)U K (x4, 5)) Nastavljajudi taj postupak dolazimo do niza (xj) u
K sa svojstvom

d(xpm, k) > €, Vk,m € N.

Zbog toga nijedan podniz od (z) nije Cauchyjev, stoga (zx) nema konvergentnog
podniza. To je u kontradikciji s pretpostavkom da je K kompaktan. |
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5. KOROLAR

Kompaktan skup K iz metrickog prostora (X, d) omeden je i zatvoren.

Dokaz. Prema prethodnom teoremu skup K je potpuno omeden, pa je stoga i
omeden. Preostaje pokazati da je K zatvoren skup. Prema teoremu 2.15. dovoljno
je pokazati da svaki konvergentan niz (zj) iz K ima limes u K. Neka je (zg)
niz u K koji konvergira prema zo € X. Kako je K kompaktan skup, niz (zy)

ima konvergentan podniz (z,, ) ¢iji je limes u K. Kako je prema propoziciji 2.18.
limg_y 00 T, = X0, zakljucujemo da je zp € K. |

Obrat prethodnog korolara ne vrijedi (vidi primjer 6 na str. 78). Medutim, u
euklidskim prostorima imamo sljede¢u vaznu karakterizaciju kompaktnosti:

. KOROLAR (BOREL-LEBESQUE)

Skup K CR™ kompaktan je onda i samo onda ako je omeden i zatvoren.

Dokaz. Ako je K kompaktan, tvrdnja slijedi iz koralara 5.5.

Obratno, pretpostavimo da je K omeden i zatvoren skup. Neka je (zj) niz u K.
Taj niz je omeden pa prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu (teorem 2.27.) ima
konvergentan podniz. Zbog zatvorenosti skupa K taj limes pripada skupu K. H

. PRIMJER.

(a) Skup {(z,y) € R?: 2 > 0} nije kompaktan.
(b) Skup [1,3]U[7,9] jest kompaktan.

(c) Otvorenakugla K (z9,7) C R™ nije kompaktan skup. Zatvorena kugla K (x, )
R™ jest kompaktan skup.

(d) Sfera S"71:={x € R": ||x|| = 1} jest kompaktan skup.

(e) Skup {0} U {1 :n e N} jest kompaktan.

Prije nego $to damo nuzan i dovoljan uvjet za kompaktnost u metrickom pros-
toru, dokazat ¢emo jednu lemu.

. LEMA

Neka je (X,d) potpuno omeden metricki prostor. Tada svaki niz (xy) ima podniz
(24,,) koji je Cauchyjev.

Dokaz. Neka je (zx) niz u X. Zbog potpune omedenosti skupa X, za svaki r > 0
skup X mozemo prekriti s konacno otvorenih kugli radijusa manjeg od r. Zato
barem jedna od tih kugli, oznac¢imo je s K, sadrzi beskonacno ¢lanova niza (zy),
tj. skup {k : z € K, } jest beskonacan.

Sad ¢emo iskoristiti gornji zakljucak. Za r = 1 postoji barem jedna otvorena
kugla radijusa 1, oznac¢imo je s K7, koja sadrzi beskona¢no ¢lanova niza (zy). Zato
je skup

Ny ZZ{kENZ,TkEKl}

-
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beskonacan. Za r = % mora postojati barem jedna otvorena kugla radijusa manjeg

od %, oznaimo je s Ko, koja sadrzi beskona¢no ¢lanova skupa {xy : k € N1}. Skup
NQZZ{kENliwkEKg}

je beskonacan i N1 O Ny. Nastavljajudi taj postupak dobivamo monotono silazan
niz beskonac¢nih skupova

NiDNyD...DONp D ...

i otvorenih kugli K} radijusa manjeg od % Kako je svaki od skupova Nj be-
skonacan, moguce je odabrati strogo rastuéi niz (uy) prirodnih brojeva takav da je
up € Ng. Tvrdimo da je dobiveni podniz (x,, ) Cauchyjev. Zaista, neka je ¢ > 0.
Odaberimo ko € N takav da je k% < e. Neka sum, k > ko, takvi da je m > k. Kako
je tada (vidi (2.1))

Um > up > k> kKo,

to je
Ny,, € Ny, € Ng,.
Zato je
{um,uk} C Nko,
pa je

{xunl ? xuk } g Kk[)?

odakle slijedi d(zy,, , ¥y, ) < diam Ky, = k% < e. Time smo pokazali da je podniz
(24, ) Cauchyjev. [ |

. TEOREM

Skup K iz metrickog prostor (X, d) kompaktan je onda i samo onda ako je potpun
1 potpuno omeden.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan. Tada je prema teoremu 5.4. K potpuno
omeden. Za dokaz potpunosti pretpostavimo da je (zj) Cauchyjev niz u K. Zbog
kompaktnosti skupa K taj niz ima podniz (z,, ) koji konvergira nekoj tocki zp € K.
Prema tvrdnj c¢) teorema 4.3. i sam niz () konvergira prema xo € K.

Obratno, pretpostavimo da je K potpun i potpuno omeden. Treba pokazati da
svaki niz (zx) u K ima konvergentan podniz ¢iji je limes u K. Prema lemi 5.8. niz
(x) ima podniz (x,, ) koji je Cauchyjev, pa zbog potpunosti skupa K niz (x,,)
konvergira nekoj tocki iz K. ]

Sada ¢emo pokazati da se kompaktnost moze opisati bez nizova i metrike, samo
pomocu otvorenih skupova. To ¢e nas dovesti do definicije kompaktnosti u to-
poloskim prostorima. Prvo ¢emo uvesti pojam otvorenog pokrivaca, a prije toga je
korisno prisjetiti se pojma pokrivac¢a skupa koji smo uveli definicijom 1.35.

. DEFINICIJA

Neka je (X,U) topoloski prostor, S C X iV = {V,, : « € A} pokriva¢ skupa S.
Za pokriva¢ V kazemo da je otvoren pokrival ako su svi clanovi V,, € V otvoreni
skupovi.
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PRIMJER. Familija V = {K((x, 0), 1) rT € R} otvoreni je pokrivac x-osi u R2. Ona
ima prebrojiv potpokrivac {K ((n, 0), 1) 'n € Z}, no nema konacan potpokrivac.

DEFINICIIA

Neka je (X, d) metri¢ki prostor, a V pokriva¢ skupa S C X. Ako postoji broj A > 0
takav da za svaki neprazan podskup A C S za koji je diam A < X postoji V € V
takav da je A C V, onda A zovemo Lebesgueov broj pokrivaca V.

TEOREM (O LEBESGUEOVOM BROJU)
Neka je (X,d) metricki prostor, a K C X kompaktan skup. Tada za svaki otvoreni
pokrivac V od K postoji Lebesgueov broj.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Zato pretpostavimo da postoji otvo-
reni pokriva¢ V od K za koji ne postoji Lebesgueov broj. Tada za svaki k € N, %
nije Lebesgueov broj pokrivaca V. To znaéi da postoji skup Ax C K takav da je
diam A, < % i da Ay nije sadrzan ni u jednom ¢lanu pokrivaca V.

U svakom Aj, odaberimo jednu tocku z € Ai. Buduéi da je K kompakt, niz
(x)) ima konvergentan podniz (x,, ) s limesom o € K. Kako je V pokriva¢ od K,
postoji V' € V takav da je o € V. Zbog otvorenosti skupa V postoji > 0 takav
da je zp € K(xo,r) C V. Kako z,, — zo, postoji ko € N takav da je

d(zy,,x0) < g za svaki k > ko.
Neka je k > max{ko,2/r}. Tada za svaku tocku x € A,, vrijedi
d(z,x0) < d(z, Ty, ) + d(zy, , o) < diam A, + g

Kako je diam A4,,, < ﬁ i ug > k, dobivamo

L

d <
(Ia IO) = up

fo< -4 <r

o=
e
N3

pa je Ay, C K(xg,7) CV €V, §to je u kontradikeiji s izborom skupova Ay (Ag
nije sadrzan ni u jednom ¢lanu pokrivaca V). [ |

. PRIMJEDBA

Nekompaktni skupovi mogu imati pokrivace koji nemaju Lebesgueov broj. U tu
svrhu promotrimo sljedeéi pokrivaé skupa R¥:

V={K2n-1,1):neN}U{K(2n,1/n):n € N}.

Za svaki A > 0 postoji n € N takav da je 2/n < A, pa je K(2n, A/2) skup dijametra
A koji nije sadrzan ni u jednom ¢lanu od V.
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Sada ¢emo okarakterizirati kompaktnost pomoc¢u pokrivaca. Osim Sto je vazna
u dokazima, ta se karakterizacija koristi za definiciju kompaktnosti u topoloskim
prostorima.

. TEOREM (HEINE-BORELOV TEOREM)

Neka je (X,d) metricki prostor. Skup K C X je kompaktan onda i samo onda ako
svaki otvoreni pokrivac ima konacan potpokrivac.

Dokaz. Neka je K kompaktan skup i neka je V = {V,, : o € A} njegov otvoreni
pokrivac. Prema teoremu 5.13. postoji Lebesgueov broj A > 0 tog pokrivaca.
Nadalje, zbog potpune omedenosti skupa K (teorem 5.4.) postoji kona¢no tocaka
x1,...,2, € K takvih da je {K(:Ci,)\/2) D= 1,...,k} otvoren pokrivac za K.
Kako je diam (K N K (x;, A\/2)) < A, slijedi da je K N K(x;, A\/2) sadrzan u nekom
Va,. Zato je {Va,,..., V4, } konacan potpokrivac od K.

Obratno, pretpostavimo da svaki otvoreni pokriva¢ od K ima konacan potpokrivac.
Neka je (xp) niz u K. Treba pokazati da niz (xj) ima konvergentan podniz ¢iji je
limes u K, tj. ekvivalentno, treba pokazati da niz (z3) ima gomiliste u skupu K
(vidi teorem 2.26.). Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom, pa zato pretpostavimo
da nijedna toc¢ka z € K nije gomiliste niza (xy). Tada, po definiciji gomilista, oko
svake tocke z € K postoji otvorena okolina V, koja sadrzi najvise konacno mnogo
¢lanova niza (xy), tj. skup

{keN:z eV}

jest konacan. Familija {V, : @ € K} jest oc¢ito otvoreni pokriva¢ od K pa, po
pretpostavci, postoji kona¢an potpokrivaé {V,,, ...,V }. Dakle,

k
K C|JVa,.
i=1
Kako je (z1) niz u K te kako svaki od skupova V,,, ¢ = 1,...,k, sadrzi kona¢no
mnogo ¢lanova niza (xy), dolazi se do kontradikcije s €injenicom da je skup N
beskonacan. ]

DEFINICIIA
Neka je (X,U) topoloski prostor. Za skup K C X kazemo da je kompaktan ako
svaki otvoreni pokriva¢ od K ima konacan potpokrivac.

Zadaci za vjezbu

1. Neka su A, B C R kompaktni skupovi. Dokazite da je kompaktan i skup
C:=AxB={(a,b):a€ Abe B} CR%
(Uputa: Neka je (zx,yr) bilo koji niz u C. Kako je A kompaktan, niz (xy)
ima konvergentan podniz (., ) koji konvergira prema nekoj tocki xy € A.
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Podniz (y., ) niz je u B, a B kompaktan, pa zato postoji konvergentan podniz
(yvuk) koji konvergira prema nekoj tocki yg € B. Buduéi da podniz konver-
gentnog niza konvergira istoj vrijednosti kao i niz, imamo z,, — xo. Dakle,

(qukvyuuk) — (IanO) € C)

. Pretpostavimo da skup A C R nije kompaktan. Pokazite da postoji neomedena

neprekidna funkcija f: A — R.

(Uputa: Ako je A neomeden skup, stavite f(z) = z. Ako A nije zatvoren,
onda postoji niz (zx) u A koji konvergira prema zo ¢ A (vidi teorem 2.15.) i
zato je funkcija f(z) = 1/(x — 2¢) neomedena.)

. Neka je A = {% in € N} C R. Dokazite:

(a) Skup A nije kompaktan.
(b) Skup AU {0} jest kompaktan.

(Uputa: (a) Skup A nije zatvoren jer (1/k) je niz u A ¢iji je limes 0 ¢ A (vidi
teorem 2.15.))

. Dokazite da je skup A = {(z,y) € R? : 2* + y? = 1} kompaktan.

(Uputa: Za (x,y) € A vrijedi 2* + % = 1, pa je 2*,y? < 1, odakle slijedi
lz],|y| < 1. Zato je (z,y) € K((0,0),/2), $to nam govori da je A omeden
skup. Sada ¢emo pokazati da je A zatvoren skup. Neka je (zk, yx) bilo koji niz
u A koji konvergira prema (zg,yo) € R2. Treba pokazati da je (xo,y0) € A.
Kako (zg, yr) — (0, v0), to zx — 2o i yx — yo. Sada iz jednaksoti xf+yi = 1
dobivamo z3 +y2 = 1, tj. (zo,y0) € A.)

. Dokazite da je kompaktan svaki kona¢an podskup metrickog prostora.

(Uputa: Svaki niz iz konacénog podskupa sadrzi stacionaran podniz koji je
konvergentan.)

. Kompaktan skup K iz metrickog prostora (X, d) omeden je i zatvoren. Ilus-

trirajte primjerom da obrat ne mora vrijediti.

(Uputa: Neka je X beskonacan skup s diskretnom metrikom. Svaka tocka
xo € X otvoren je skup jer za ¢ < 1 jest K(zo,e) = {x0}. Skup X jest
otito omeden i zatvoren. Kako je X = J, . y{7} te kako otvoreni pokrivac
{{z} : € X} nema konacan potpokrivac, skup X nije kompaktan.)

. Lebegov broj pokrivaca zavisi iskljuc¢ivo od metrike, ne i od topologije. Za-

ista, neka je X = {% : n € N}, Uy, topologija na X inducirana diskretnom
metrikom do i Uy, topologija na X inducirana s euklidskom metrikom ds.
Dokazite:

(a) (X,Uaqy) 1 (X,Uq,) diskretni su topoloski prostori, tj. Ua, = Ug, = P(X),
gdje je P(X) partitivni skup skupa X.

(b) Otvoreni pokriva¢ ¥V = {{z} : z € X} skupa X u slucaju (X,dp) ima
Lebesgueov broj pokrivaca 0 < A < 1, a u slucaju (X, ds) Lebesgueov broj ne
postoji.
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(Uputa: (a) Lako je pokazati da je u metrici da svaki jednoé¢lani skup otvoren.
(b) Za svaki A > 0 postoje n € Niskup A = { L1 } takav da je diam A =

1< v
8. Neka su A i B kompaktni podskupovi iz prostora X. Dokazite:
(a) Ako je X topoloski prostor, onda je AU B kompakt.
(b) Ako je X metricki prostor, onda je AN B kompakt.
9. Pokazite da sljedec¢i skupovi nisu kompaktni i to nalazeé¢i otvoreni pokrivac
koji nema konacan potpokrivaé¢ (vidi definicju 5.16.):
(a) R™.
(b) K(0,1) CR".
(c) ZCR.

(Uputa: (a) Neka je Uy := K(0,k) C R™. Tada je {Uy : k € N} otvoreni
pokriva¢ skupa R™ koji nema konacan potpokriva¢. (b) Postupite sli¢no kao
pod (a). (c) Otvoreni pokrivac {(m — §,m+ 3) C R :m € Z} nema konacan
potpokrivac.)
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6. Neprekidna preslikavanja

Jedan od najvaznijih pojmova u matematickoj analizi jest neprekidnost preslikava-
nja. U metrickim i topoloskim prostorima neprekidna preslikavanja imaju jednako
vaznu ulogu kao §to to imaju linearni operatori za vektorske prostore.

Nas ¢e najvise zanimati vektorske funkcije vise realnih varijabli. To su funkcije
koje su definirane na skupu D C R™, a primaju vrijednosti u skupu R™. Neka je
f:D—=R™ D CR" vektorska funkcija. Kako je f(x) € R™, mozemo pisati

f(X) = (fl(x)v"'vfm(x))v

gdje su f1,..., fin : D — R tzv. komponentne ili koordinatne funkcije.

6.1. Neprekidnost

Prvo ¢emo se prisjetiti Cauchyjeve definicije neprekidnosti realne funkcije jedne
realne varijable:

DEFINICLIA

Preslikavanje f : D — R, gdje je D C R, je neprekidno ili kontinuirano u tocki
xo € D ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj § > 0 takav da je
|f(z) — f(zo)| < e za svaki x € (xg — , 20 + ) N D, tj.

(Ve >0) (36 >0) (Ve € D) |z —axo| <d = |f(x) — f(z0)| < e. (6.1)

Pomocu euklidske metrike d na R, svojstvo (6.1) mozemo zapisati u obliku:
(Ve >0) (36 > 0) (Vz € D) d(z,m0) < § = d(f(x), f(z0)) < e.

Taj ekvivalentan zapis sugerira nam kako prosiriti pojam neprekidnosti na presli-
kavanja metrickih prostora. Definira se:

DEFINICIJA

Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, D C X i f : D — Y preslikavanje.
Preslikavanje f je neprekidno ili kontinuirano u to¢ki ¢ € D ako za svaki realan broj
e > 0 postoji realan broj 6 > 0 takav da je dy (f(z), f(z0)) < € za svaki z € D za
koji je dx (x,x0) < ¢ (slika 11), tj.

(Ve >0) (30 > 0) (Vx € D) dx(z,z0) <6 = dy(f(x), f(z0)) <e. (6.2)

Uoc¢imo da je preslikavanje f neprekidno u tocki zp € D ako za svaku otvo-
renu kuglu Ky (f(x0),¢) oko tocke f(zg) (za svaki € > 0!) postoji otvorena kugla
Kx (g, 0) oko tocke x (postoji d > 0!) takva da se cijeli skup K x(xo,d)ND preslika
u Ky (f(zo),e) (slika 11). Dakle, svojstvo (6.2) mozemo zapisati na ekvivalentan
nacin:

(VE > O) (36 > O) f(Kx(JJQ,5) n D) - Ky(f(i[:o),&).
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Ky(f(xo),é‘)

o f(wo)

f(Kx(z0,0) N D)

Slika 11. (Ve > 0) (36 > 0) f(Kx(x0,0) N D) C Ky (f(z0),€)

Sljedeéi teorem govori nam da se u definiciji neprekidnosti otvorene kugle oko
tocaka xg 1 f(xo) mogu zamijeniti s otvorenim skupovima koji sadrze te tocke.
Preciznije, vrijedi:

TEOREM

Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, D C X i f : D — Y preslikavange.
Preslikavanje f neprekidno je u tocki xg € D onda i samo onda ako za svaku
otvorenu okolinu V' tocke f(xo) u'Y postoji otvorena okolina U tocke xo u X takva

da je f(UND)CV.

Dokaz. Neka je f neprekidno u tocki xg € D, a V C Y otvorena okolina tocke
f(zo). Kako je V otvoren skup, postoji realan broj e > 0 takav da je

Ky (f(z0),6) ={y € Y : dy(y, f(w0)) <e} C V.

Zbog neprekidnosti preslikavanja f u tocki xg postoji realan broj § > 0 takav da je
dy (f(z), f(z0)) < € za svaki € D za koji je dx(z,x¢) < d. Dakle,

f(Kx(xo,é) n D) - Ky(f(xo),&'),

gdje je Kx(x0,9) = {x € X : dx(x,29) < §} otvorena kugla u X oko z radijusa 4.
Stavimo li U := Kx (¢, ), dobivamo f(UND) C V.

Za dokaz obrata pretpostavimo da je ¢ > 0. Kako je V := Ky (f(xo),) otvorena
okolina tocke f(zo) u'Y, po pretpostavci postoji otvorena okolina U tocke zg u X
takva da je f(UN D) C V. Nadalje, kako je o € U i U otvoren skup, postoji § > 0
takav da je Kx (xz0,6) C U. Zato je f(Kx(z0,0)N D) CV, tj. dy(f(z), f(w0)) < e
za svaki ¢ € D za koji je dx (x,x0) < . [ ]

Prethodni teorem govori nam da se neprekidnost moze opisati samo pomocéu
otvorenih skupova, tj. pomocu topologije prostora X i Y. To svojstvo sluzi za
definiciju neprekidnosti u topoloskim prostorima. Preciznije:
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DEFINICLIA

Neka su (X,U) i (Y,V) topoloski prostori, a D C X. Za preslikavanje f : D — Y
kazemo da je neprekidno ili kontinuirano u to¢ki xy € D ako za svaku otvorenu okolinu
V tocke f(xzo) u'Y postoji otvorena okolina U tocke zp u X takva da je

flUND)CV.
U protivnom se kaze da je preslikavanje f prekidno ili diskontinuirano u toc¢ki zg € D.

Preslikavanje f : D — Y je neprekidno na skupu A C D ako je f neprekidno u svakoj
tocki skupa A. Preslikavanje f je neprekidno ukoliko je neprekidno na D.

Slika 12. zo € UND, f(UND)CV

5. PRIMJEDBA

Ako je f : D — Y neprekidno preslikavanje i A C D, onda je o¢ito neprekidna i
restrikcija fl4: A =Y.

PriMJER. Navedimo nekoliko jednostavnih primjera neprekidnih preslikavanja:

(i) Neka je (X,U) topoloski prostor. Identiteta 1x : X — X definirana formulom
1x(z) = x, x € X, neprekidna je na X. Zaista, neka je o € X i V bilo koja
otvorena okolina od 1x(zp). Prema definiciji 6.4. treba pronaéi otvorenu
okolinu U tocke 1x(zo) takvu da je 1x(U) C V. Kako je 1x(zg) = o,
dovoljno je staviti U := V.

(ii) Neka je (X,U) topoloski prostor i D C X. Funkciju ¢ : D — X definiranu s
i(z) =z, x € D, zovemo inkluzija. Inkluzija je neprekidno preslikavanje.

(iii) Neka su (X,U) i (Y,V) topoloski prostori i yo € Y. Konstantno preslikavanje
¢ : X = Y definirano formulom c¢(z) = yo, * € X, neprekidno je na X.
Naime, ako je g € X 1 V bilo koja otvorena okolina tocke ¢(zg) = yo u Y,
tada za svaku otvorenu okolinu U oko z¢ u X vrijedi f(U) = {yo} C V.
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(iv) Koordinatne projekcije p; : R™ = R, i = 1,...,n, definirane formulama
pi(xlv"'v'rn)zxia 7;:15"'777’
neprekidna su preslikavanja.
Neka je x° = (29,...,2%) € R" i e > 0. Treba pokazati da postoji § > 0 takav
da je d(pi(x),pi(x°)) < € za svaki x € K(x°,§). Kako je
d(pi(x),pi(x°)) = [a; — 27| < d(x,x°),
za § > 0 mozemo uzeti bilo koji realan broj manji od €.

(v) Neka je (X, +,-) realan vektorski prostor. Pokazimo da je norma ||| : X — R
neprekidno preslikavanje ako na X uzmemo metriku generiranu tom normom,
a na R euklidsku metriku.

Neka je zg € X. Treba pokazati da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da je
| l|z]l = llzoll | < € za svaki @ € X za koji je ||z — x| < 4.

Dovoljno je pokazati da za svaki z € X vrijedi nejednakost
[lall = llzoll| < Il = o]l (6.3)

odakle se vidi da za trazeni 6 > 0 mozemo uzeti bilo koji realan broj manji
od €. Zaista, pomoc¢u nejednakosti trokuta dobivamo

[zl = [I(z = zo) + mol| < [lz — zol| + [lzol,
odakle je ||z||—||zo|| < ||l —z0]|. Sliéno se pokaze da je ||xo|| — ||z]| < ||z —xoll;
za to je dovoljno zamijeniti ulogu tocaka x i xg. Time je dokazana nejednakost

(6.3).

Prije sljedec¢eg primjera uputno je vratiti se na definiciju neprekidnosti i dobro
razumjeti njezinu negaciju.

PrIMJER. Neka je f: R? — R definirana formulom

[ =5, ako je (x,y) # (0,0)
e ={ 75 ek o (00

Pokazimo da postoji € > 0 sa svojstvom da za svaki 6 > 0 postoji tocka (xs,ys) €
K ((0,0),6) takva da je d(f(xs,ys), f(0,0)) > e. To ée znaciti da f nije neprekidna
u tocki (0,0).

Zaista, neka je e = 1. Za svaki § > 0 stavimo (z5,ys) := (6/2,6/2). Tada je

d((x57y6)7 (070)) = 5/\/5 <di d(f(xlsay(;)vf(ouo)) = |f(5/276/2) - O| = 1/2 > €.
Restrikcije te funkcije na koordinatne osi jesu konstante, pa su prema tome i

neprekidne na R. Kaze se da je ta funkcija ,,neprekidna po svakoj varijabli posebno”.

Dakle, neprekidnost po svakoj varijabli posebno ne implicira neprekidnost funkcije.
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Topoloska struktura metrickog prostora odredena je konvergentnim nizovima
(teorem 2.15.). Zato ne iznenaduje Sto se i neprekidnost preslikavanja metrickih
prostora moze opisati pomoc¢u konvergentnih nizova. O tome nam govori sljedeci
teorem:

TEOREM (HEINEOVA KARAKTERIZACIJA NEPREKIDNOSTI)

Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, D C X i f : D — Y preslikavanje.
Preslikavange [ je neprekidno u tocki xg € D onda i samo onda ako za svaki niz
(xk) u D koji konvergira prema xg niz funkcijskih vrijednosti ( f (x;g)) konvergira
prema f(xo).

Dokaz. Neka je f neprekidno preslikavanje u tocki xg € D, a (zy) bilo koji niz u D
koji konvergira prema xy. Treba pokazati da niz ( f (x;g)) konvergira prema f(zg).
Neka je € > 0 proizvoljan. Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki xg postoji § > 0
takav da je

F(D N Kx(0,8)) € Ky (f(z0), ). (6.4)
Nadalje, kako x, — xg, postoji kyp € N takav da je
xr € DN Kx(xo,é), k > ko. (65)

Iz (6.5) i (6.4) dobivamo da je f(xg) € Ky (f(x0),¢e) za svaki k > ko. To znaci da
niz (f(xy)) konvergira prema f(z).

Obratno, pretpostavimo da f ,,éuva konvergenciju”, tj. da f(zr) — f(zo) za svaki
niz (z) iz D koji konvergira prema xg. Treba pokazati da je f neprekidna u
xg. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Pretpostavimo da f ima prekid u tocki
xg. Tada postoji € > 0 takav da za svaki § > 0 postoji tocka xs € D takva da
je dx(z5,20) < 0 i dy(f(zs), f(wo) > e. Specijalno, stavljaju¢i 6 = 4, k € N,
dolazimo do niza (z;) u D takvog da je dx(zk,z0) < 3 i dy(f(zk), f(z0) > .
Tako dobiveni niz () konvergira prema zo (jer dx (zx,zo) — 0), ali odgovarajuéi
niz funkcijskih vrijednosti (f(zx)) ne konvergira prema f(zg). To je kontradikcija
s pretpostavkom da f ,,¢uva konvergenciju”. |

PRIMJEDBA

Svojstvo iz Teorema 6.8. ponekad se uzima za definiciju neprekidnosti u metrickim
prostorima. To je tzv. Heineova definicija neprekidnosti u metrickim prostorima.
Moze se pokazati da teorem 6.8. ne vrijedi opéenito u Hausdorffovim prostorima
(vidi [3, str. 188])

PRrRIMJER. Pokazimo da funkcija f : R? — R zadana formulom

i, (2,y) # (0,0)
fz:9) { 0 @) = (0,0).

ima prekid u tocki (0,0).

Niz (z,yx) = (£, 72), k € N, konvergira prema (0,0). Kako f(zx,yr) = k* ne
konvergira prema f(0,0) = 0, prema Heineovoj definiciji neprekidnosti zakljué¢ujemo
da funkcija f nije neprekidna u tocki (0, 0).
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6.2. Neka svojstva neprekidnih preslikavanja

Sljedeéi teorem nam daje nekoliko korisnih karakterizacija neprekidnosti:

TEOREM
Neka su X,Y topoloski prostori, a f : X — Y preslikavanje. Sljedece su tvrdnje
ekvivalentne:

(i) f jest neprekidno preslikavangje.

(i) Za svaki otvoreni skup V C'Y jest i skup f~1(V) otvoren u X.
(iii) Za svaki zatvoreni skup F C'Y jest i skup f~1(F) zatvoren u X.
(iv) Za svaki skup A C X jest f(C1A) C Cl f(A).

Dokaz. (i) = (ii) Neka je V otvoren skup iz Y. Treba pokazati da je f~1(V)
otvoren skup u X. Neka je z € f~1(V). Kako je V okolina tocke f(x), zbog
neprekidnosti funkcije f postoji otvorena okolina U, od z takva da je f(U,) C V,
odakle slijedi U, C f~1(V). Zato je

o= J =e U e U o=,
)

zef~1(V) zef-1(V) zef-1(V
odakle dobivamo f~1(V) = U Us.. Kako je proizvoljna unija otvorenih sku-
zef~H(V)

pova opet otvoren skup, tvrdnja je dokazana.

(i) = (iii) Neka je ' C'Y zatvoren skup. Tada je Y\ F otvoren skup u Y, pa je
prema (ii) skup f~1(Y\F) otvoren u X. Kako je f~1(F) = X\ f~YY\F), slijedi
da je f~1(F) zatvoren skup.

(iti) = () Prema (iti) skup f~'(Cl f(A)) jest zatvoren. Osim toga, vrijedi
AC fTHf(A) € FH(CLA(A)).

Kako je Cl A najmanji zatvoreni skup koji sadrzi A, iz gornje inkluzije dobivamo
ClA C f~(Cl1 f(A)), odakle slijedi f(C1A) C Cl f(A).

(iv) = (i) Neka je V otvorena okolina tocke f(z) u prostoru Y. Treba pokazati da
postoji otvorena okolina U od z takva da je f(U) C V.

Neka je A := f~YY\V) = X\f~}(V). Prvo éemo pokazati da = ¢ ClA. U
suprotnom bi prema (iv) bilo

f(z) € f(C1A) C CLf(A) = CLF(fTH(Y\V)) € CLY\V),

odakle bi slijedilo da f(z) ¢ Y\CI(Y\V) = ItV = V (za prvu jednakost vidi
teorem 1.72.), 8to je kontradikcija.
Sada imamo

r € X\ClA = X\Cl(X\f (V) =Int f~1(V),

pri ¢emu smo za drugu jednakost iskoristili teorem 1.72. To znaci da je skup U :=
Int f~1(V) otvorena okolina tocke z. O¢ito je f(U) C V. |
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TEOREM
Neka su f,g: X — Y neprekidna preslikavanja topoloskog prostora X w Hausdorffov
prostor Y. Tada vrijedi:

(i) Skup A:={x e X : f(z) = g(x)} jest zatvoren.
Nadalje, ako je Y =R, onda vrijedi:

(ii) Skup B:={x € X : f(z) < g(x)} jest zatvoren.
(1) Skup C :={x € X : f(x) > g(x)} jest otvoren.

Dokaz. (i) Treba pokazati da je skup G := X\A = {z € X : f(z) # g(x)} otvoren.
Neka je € G. Kako je Y Hausdorffov prostor, postoje disjunktne otvorene okoline
V1 oko f(x)1 Va2 oko g(x). Zbog neprekidnosti funkcija f i g postoje otvorene okoline
Ui i Uy tocke z takve da je f(Uy) C Vi, a g(Us) C Va. Skup U, := Uy NUs jest
otvoren, sadrzi tocku z i vrijedi f(U,) C Vi, g(U,) C Va. Zato je U, C G, jer je
V1NV, = 0. Ocito vrijedi

cclJumclJa=aq,

zeCG zeG

odakle slijedi G = |J U,. Kako je unija svake familije otvorenih skupova opet
rzcG
otvoren skup, G jest otvoren skup.

(i1) Stavite G := X\B = {z € X : f(x) > g(z)}. Dalje se postupa na potpuno isti
nac¢in kao pod (i).
(#11) Prema (i) skup B jest zatvoren. Po definiciji zatvorenog skupa to znaéi da je

njegov komplement X\ B = C otvoren. |

KOROLAR
Ako se neprekidna preslikavanja f,g: X — Y topoloskog prostora X u Hausdorffov
prostor Y podudaraju na nekom gustom skupu D C X, onda je f = g.

Dokaz. Prema teoremu 6.12. skup A := {x € X : f(z) = g(x)} jest zatvoren. Po
pretpostavci je D C A, pa je zato X = Cl1D C Cl A = A. |

Jedno od najvaznijih svojstava neprekidnih funkcija dano je u sljede¢em teoremu:

TEOREM (O NEPREKIDNOSTI KOMPOZICLJE)

Neka su X, Y, Z topoloski prostori, D C X © E CY. Nadalje, neka su f : D —'Y
ig: E — Z funkcije takve da je f(D) C E, tj. da je definirana kompozicija
h=gof:D — Z. Ako je f neprekidna u tocki xo € D, a g neprekidna u tocki
f(xzo), onda je kompozicija h = g o f neprekidna u tocki xg.
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Dokaz. Neka je W proizvoljna otvorena okolina tocke h(zg) = g(f(zo)) u Z. Treba
pokazati da postoji otvorena okolina U tocke g u X takva da je h(U N D) C W.
Kako je g neprekidna u tocki f(xq), postoji otvorena okolina V' tocke f(xo) takva
da je g(V N E) C W. Nadalje, zbog neprekidnosti funkcije f u tocki g postoji
otvorena okolina U od z( takva da je f(UND) CV. Kako je f(UND) C E, to je
f(UND)CVnNE. Zato je

hUND)=g(f(UND))Cg(VNE)CW,

§to dokazuje tvrdnju teorema. |
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6.3. Neprekidnost vektorskih funkcija viSe varijabli

Sada ¢emo malo viSe paznje posvetiti neprekidnosti vektorskih funkcija vise varija-
bli. Neka je f: D — R™, gdje je D C R"™, vektorska funkcija od n varijabli. Kao
§to ve¢ znamo, ovu funkciju f mozemo zapisati u obliku f = (f1,..., fm), gdje su
fi:D—=R,i=1,...,m, tzv. koordinatne funkcije. Uoc¢imo da je f; = p; o f, gdje
je p; : R™ — R i-ta koordinatna projekcija.

Kako je vektorska funkcija f sastavljena od m realnih funkcija f;, ne treba
nas cuditi da se mnogi problemi o vektorskim funkcijama svode na odgovarajuée
probleme za realne funkcije. To se jako lijepo vidi na problemu neprekidnosti.

TEOREM
Neka je D CR™ i f: D — R™ funkcija. Funkcija f neprekidna je u tocki xg € D
onda i samo onda ako su sva koordinatna preslikavanja f; : D — R, i=1,....m,

neprekidna u tocki xXg.

Dokaz. Neka je f neprekidna u tocki g € D. Kako su koordinatne projekcije
pi : R™ = R, ¢ =1,...,m, neprekidne na R™ (primjer 6.6.), prema teoremu 6.14.
sve kompozicije f; = p; o f, 1 =1,..., m, neprekidne su u tocki xg.

Obratno, pretpostavimo da su sva koordinatna preslikavanja f; : D — R, ¢ =
1,...,m, neprekidna u tocki xg € D. Treba pokazati da je f neprekidna u xq.
Neka je ¢ > 0. Kako su sva preslikavanje f; : D — R neprekidna u xg, postoje
realni brojevi §; > 0 takvi da je

|fi(X)_fi(X0>| < s VXEKRTL(X(),(SZ')HD.

Bk

Neka je ¢ := min{d,..., 0y, . Tada za svaki x € Kgn(xg,d) N D vrijedi

m m

A7, 700)) = | 3 () Aib)) < \[ 305 =<,

pa je f neprekidna u tocki xg. .

TEOREM
Neka su f,g : D — R neprekidne funkcija u tocki xg € D C R™ i neka je A € R.
Tada vrijedi:

(i) Funkcija f+ g: D — R neprekidna je u xq.
(i) Funkcija A\f : D — R neprekidna je u xq.
(i4i) Funkcija f-g: D — R neprekidna je u xg.

(iv) Ako je g(xg) # 0, onda je funkcija % definirana na nekoj okolini (v D) od xg
i neprekidna je u xg.

(v) Funkcija |f]: D — R neprekidna je u xq.
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PRIMJEDBA

Zbog teorema 6.15. tvrdnje (i)-(ii) vrijede i za vektorske funkcije f,g : D — R™.
Nadalje, tvrdnja (4ii) vrijedi i za vektorske funkcije ako se za produkt uzme skalarni
produkt. Zbog neprekidnosti norme tvrdnja (v) vrijedi i za vektorske funkcije ako
se apsolutna vrijednost zamijeni s normom.

Za dokaz teorema 6.16. trebat ¢e nam sljedeée dvije leme:

LEMA (O LOKALNOJ OMEDENOSTI NEPREKIDNE F[TNKCIJE)

Neka je D CR™ ¢ f: D — R™ funkcija. Ako je f neprekidna u tocki xg € D, onda
je ona omedena na nekoj okolini tocke xq, tj. postoje brojevi r > 0 i M > 0 takvi
da je || f(x)|| < M za svaki x € Kgn(xg,7) N D.

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki xg, za € = 1 postoji r > 0 takav da
je |[f(x) — f(x0)]] < 1 za svaki x € Kgn(xo,7) N D. Neka je M := 1+ ||f(x0)]
Sada za svaki x € Kgn(X0,7) N D pomocu nejednakosti trokuta dobivamo

£ = 11(f(x) = f(x0)) + f (x0)]]
< NF () = f(xo) I +[.f (o)
<14 f(xo)ll = M.

LEMA
Neka je D CR™ i f: D — R neprekidna funkcija u tocki xg € D. Tada vrijedi:

(i) Ako je f(xo) > 0, onda postoji § > 0 takav da je

f(x) > 1 f(x0) Vx € Kgn(x9,0) N D.

(ii) Ako je f(x0) <0, onda postoji 6 > 0 takav da je

f(x) < 3 f(x0) Vx € Kgn(x0,d) N D.

Dokaz. (i) Neka je ¢ = 3f(x0) > 0. Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki xo
postoji 6 > 0 takav da za svaki x € Kgn(x0,9) N D vrijedi
f(x) € (f(x0) =&, f(x0) +¢) = (3f(x0), 5 f(x0))-
Zato je f(x) > % f(x0) > 0.
1

(i) Neka je e = —5 f(x0) > 0. Tada zbog neprekidnosti od f u xq postoji 6 > 0

takav da za svaki x € Kgn(x0,d) N D vrijedi

F(x) € (f(x0) =&, f(x0) +¢) = (3f(%0), 3./ (%0))-
Zato je f(x) < & f(x0) < 0. |
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Dokaz teorema 6.16. (i) Neka je ¢ > 0. Treba pokazati da postoji § > 0 takav
daje |(f +9)(x) — (f + 9)(x0)| < € za svaki x € Krn(%0,0) N D.
Zbog neprekidnosti funkcija f i g u xo postoje d1,d2 > 0 takvi da je
|f(x) = f(x0)| < 3, Vx € Kgn(x0,61) N D,
lg(x) — g(x0)| < 5, Vx € Kgn(xg,02) N D.

Neka je § := min{d1, d2}. Tada za svaku tocku x € Kgn(x¢,d) N D vrijedi

[(f +9)x) = (f +9)(x0)| = [(f(x) = f(x0)) + (9(x) = g(x0))]
< [f(x) = f(x0)| + 19(x) = 9(xo0)|
<s+5s=¢

(i1) Ako je A = 0, onda je Af konstanta, pa je neprekidna. Zato nadalje pretposta-
vimo da je A # 0. Neka je € > 0. Zbog neprekidnosti od f u tocki x¢ postoji § > 0
takav da je | f(x) — f(x0)] < Ty za svaki x € Kgn (x0,0) N D. Sada se lako pokaze

da za svaki x € Kgn(Xg,0) N D vrijedi [(Af)(x) — (Af)(%0)] < €.

(111) Za dokaz ove tvrdnje iskoristit éemo nejednakost

[(f9)(x) = (f9)(x0)| = [f(x)g(x) = f(x0)g(x0)]
= |f(x)g(x) = f(x0)g(x0) + f(x)g(x0) — f(x)g(x0)|
= [F()[9(x) = g(x0)] + g9(x0)[f (x) = f(x0)]|
< 1FG - 19(x) = g(xo0)| + |g(x0)| - [f(x) = f(x0)]

i lemu 6.18. Prema lemi 6.18. postoje » > 01 M > 0 takvi da je |f(x)] < M i
|g(x)] < M za svaki x € Kgn(Xg,7)ND. Neka je € > 0. Zbog neprekidnosti funkcija
f 1 g utocki xo postoji & > 0 takav da za svaki x € Kgn(xg,0d) N D vrijedi

[f(x) = f(xo)| < 337 & [g9(x) —g(x0)| < 557-

Pri tome bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je 6 < r. Sada za
svaki x € Kgn(xg,0) N D dobivamo

|(f9)(x) = (fg)(x0)| < [f(x )I-Ig( ) — ( o)l + lg(xo)[ - | f(x) = f(x0)]
<M-555+M- =c.

(iv) Kako je g(x0) # 0, prema lemi 6.19. postoji 41 > 0 takav da je
lg(x)| > 3|g(x0)] za svaki x € Kgn(x0,01) N D. (6.6)

To znagci da je funkcija 5 deﬁnirana na skupu Kgn(x0,d1) N D, koji je okolina (u D)
tocke xg. Kakoje f-g=f- q , zbog (iii) dovoljno je pokazati da j je 5 L neprekidna u
Xp. U tu ¢emo svrhu iskoristiti jednakost

1 1 l9(x) — g(x0)|
9(x)  g(xo0) lg(x)] - 1g(x0)] (6.7)
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koja nam sugerira kako treba ,,ustimati” dokaz ove tvrdnje.
Neka je € > 0. Zbog neprekidnosti od g u x¢ postoji d2 > 0 takav da je

l9(x) — g(x0)| < 3]g(x0)|*  za svaki x € Kgn(xq,d2) N D. (6.8)
Neka je 6 := min{d,d2}. Tada za svaki x € Kgn(x0,0) N D iz (6.7), (6.6) i (6.8)

. 1 1
dobivamo ‘m ~ o0 < €.

(v) Tvrdnja slijedi iz neprekidnosti norme i neprekidnosti kompozicije neprekidnih
preslikavanja. |

Pomoc¢u teorema 6.15., teorema 6.16. i teorema o neprekidnosti kompozicije
neprekidnih funkcija lako je dokazati sljedeci korolar:

KOROLAR

(i) Zbrajanje i mnoZenge realnih brojeva neprekidne su funkcije s R? u R.
(i) Polinomi (jedne ili vise varijabli) neprekidne su funkcije.
(#i) Racionalne funkcije neprekidne su u svakoj tocki u kojoj su definirane.

(iv) Skup svih neprekidnih funkcija s D C R™ u R™ realan je vektorski prostor.

Dokaz. Radi ilustracije dokazat ¢emo samo tvrdnju (i): Pomoéu koordinatnih
projekcija p1,pe : R? — R mozemo pisati

r+y = pi(z,y) +p2z,y)
z-y = pi(z,y) - p2(z,y).

Kako su p; i po neprekidne funkcije, prema teoremu 6.16. zbrajanje i mnozenje
realnih brojeva neprekidne su funkcije. ]

Na kraju ove tocke spomenimo da je lako pokazati da tvrdnje teorema 6.15. i
teorema 6.16. vrijede i za preslikavanja definirana na podskupu D iz topoloskog
prostora X. Za dokaz tih tvrdnji potrebno je samo malo modificirati leme 6.18. i
6.19. Primjerice, umjesto leme 6.18. lako je dokazati sljede¢u njezinu generalizaciju:

LEMA (GENERALIZACIJA LEME 6.18.)

Neka je X topoloski prostor, D C X i f: D — R™ funkcija. Ako je f neprekidna u
tocki xog € D, onda je ona omedena na nekoj okolini tocke g, tj. postoje otvorena
okolina U tocke o i realan broj M > 0 takvi da je || f(x)|| < M za svaki x € UND.

Za ilustraciju primjene generalizacije tvrdnji teorema 6.15. i teorema 6.16. na
topoloske prostore, dokazat ¢emo sljedeéi teorem. U dokazu éemo koristiti ¢injenicu
da su zbroj i kvocijent neprekidnih funkcija neprekidne funkcije. Taj teorem ima
vaznu ulogu u topologiji kod razmatranja problema neprekidnog prosirenja realne
funkcije sa zatvorenog skupa na ¢itav prostor. U ovom udzbeniku mi to ne¢emo
raditi, ali buduéi da za dokaz tog teorema ve¢ imamo sve pripremljeno, navodimo

ga.
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TEOREM (URYSONOVA LEMA)

Neka je (X, d) metricki prostor i neka su A i B neprazni zatvoreni disjunktni skupovi
od X. Tada postoji neprekidno preslikavanje f : X — [0,1] — R takvo da je
f(x)=0zasvex iz Aif(z) =1 za sve x iz B.

Dokaz. Preslikavanja  +— d(x, A) i © — d(z, B) neprekidna su (primjer 6.28.).
Buduéi da je skup A (odnosno skup B) zatvoren, to je d(z,A) = 0 (odnosno
d(xz,B) = 0) onda i samo onda ako je z € A (odnosno x € B) (vidi propozi-
ciju 1.74.). Kako je ANB =0, za svaki z € X jest d(z, A) +d(z, B) > 0, pa je zato

formulom
d(z, A)

1@) = e 1 d@ B)
dobro definirana neprekidna funkcija f : X — R. Lako je provjeriti da je f(z) =0
zasve x iz A1 f(x) =1 za sve x iz B. |




6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

94 Neprekidna preslikavanja

6.4. Uniformna neprekidnost

DEFINICIJA

Neka su (X,dx) i (Y,dy) metri¢ki prostori, D C X i f : D — Y preslikavanje.
Preslikavanje f je uniformno neprekidno (ili jednoliko neprekidno) na skupu D ako za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je dy (f(2), f(z")) < € za sve 2/, 2" € D za koje
je dx(z',x'") < 4.

Ocito je da uniformna neprekidnost povlac¢i neprekidnost. Obratno ne vrijedi
(vidi primjer 6.24.). Razlika izmedu tih dvaju pojmova jest u tome $to kod obic¢ne
neprekidnosti § ovisi o € i o to¢ki zyp u kojoj se definira neprekidnost, dok kod
uniformne neprekidnosti § ovisi samo o €.

PriMJER. Funkcija f : R\{0} — R zadana formulom f(z) = 1 neprekidna je, ali
nije uniformno neprekidna na R\{0}.

Treba pokazati da postoji € > 0 sa svojstvom da za svaki § > 0 postoje totke
2’2" € R\{0} takve da je [z’ —2”| < § i | — | > e. Zaista, niz (1) je
konvergentan pa je i Cauchyjev. Zato za svaki § > 0 postoji ko € N takav da je

1 1
———}<5, Vk,m > ko.
m k
Stavimo 2’ = L, 2" = 1, gdje sum,k > ko i m > n. Tada je |2/ — 2| < §, ali

je ipak }% — —7| = |Im — k| > 1. Dakle, ni za jedan ¢ < 1 ne moze se zadovoljiti
definiciju uniformne neprekidnosti.

U matematic¢koj analizi vrlo vaznu klasu uniformno neprekidnih funkcija tvore
tzv. Lipschitzove funkcije.

DEFINICIIA

Neka su (X,dx) i (Y, dy) metricki prostori. Za preslikavanje f : X — Y kazemo da
je Lipschitzovo ili da ima Lipschitzovo svojstvo ako postoji konstanta (Lipschitzova
konstanta) A > 0 takva da za bilo koje dvije tocke x1,z2 € X vrijedi

dy (f(x1), f(22)) < X~ dx (21, 22).

Lipschitzovu funkciju s konstantom A < 1 zovemo kontrakcija.

PRIMJER.
(a) Koordinatne projekcije p; : R — R imaju Lipschitzovo svojstvo.

(b) Svaka derivabilna funkcija f : (a,b) — R, takva da joj je derivacija f’ omedena
na (a, b), ima Lipschitzovo svojstvo. U to se lako uvjeriti pomoéu Lagrangeova
teorema srednje vrijednosti.
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TEOREM
Neka je f : X — Y Lipschitzovo preslikavanje metrickih prostora. Tada je f
uniformno neprekidna.

Dokaz. Ako je A = 0, onda je f konstanta pa tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da
je A > 0. Neka je € > 0. Za ¢ uzmimo bilo koji realan broj takav da je 0 < ¢ < 5.
Tada za sve ¢/, 2" € X takve da je dx(2/,2") < § vrijedi

dy (f(2"), f(z") < Mdx(2',2") < X6 < ¢,
pa je f uniformno neprekidna na X. ]

PrRIMJER. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X neki neprazan skup. Funkcija
04 : X — R koja tocki x € X pridruzuje njezinu udaljenost od skupa A, tj.
oa(z) = d(z, A), uniformno je neprekidna na X.

Zaista, tvrdnja slijedi iz nejednakosti (1.3) koju mozemo zapisati kao

loa(z) — 0a(y)| < d(,y),

odakle vidimo da je g4 Lipschitzova funkcija s konstantom A = 11 zato je uniformno
neprekidna prema teoremu 6.27.

PRIMJER. U normiranom vektorskom prostoru (X, - ||) norma || - || : X — R je
uniformno neprekidna funkcija.

Zaista, tvrdnja izlazi iz nejednakosti (1.3) ako se stavi A = {0}, jer tada je
x| = d(x,0).

Isti zakljucak moze se dobiti i pomoéu nejednakosti (6.3) dokazane u primjeru 6.6.
Ta nejednakost glasi

[l = lIxoll| < lx = xoll,  ¥x,%0 € X,

odakle zakljuéujemo da je norma || - || Lipschitzovo preslikavanje.

PRIMJER. Neka je A:R™ — R™ linearni operator. Vrijedi:

(i) A jest ograniten u smislu da postoji realan broj A > 0 takav da je
JA) <X-x[,  ¥xeR"

(ii) A ima Lipschitzovo svojstvo, pa je stoga uniformno neprekidan.

Zaista, neka je ey, ..., e, standardna baza u R". Stavimo

M := nmax{||A(e;)|| :i=1,...,n}.
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Tada za svaki vektor x = Z?:l xr;e; € R™ vrijedi
JAGI = [A(Y wies)|| = || 3 ziace)
i=1 i=1

M M &
. <= = M|x]|.
w2 il < 553 = M

Time smo dokazali tvrdnju (i). Za dokaz tvrdnje (ii) dovoljno je uociti da je

<Dzl 1A
i=1

IN

[Ax =yl < Mlx -y, VxyeR"
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6.5. Neprekidne funkcije na kompaktima

TEOREM
Neka su X 1Y topoloski prostori, K C X kompaktan skup, a f : K — 'Y neprekidno
preslikavanje. Tada je slika f(K) kompaktan skup vY .

Dokaz. Treba pokazati da svaki otvoreni pokrivaé skupa f(K) ima konacan pot-
pokriva¢. Neka je V = {V, : o € A} otvoreni pokriva¢ skupa f(K). Tada je
F(K) € Uyen Ve, pa je zato

K=f'(fE)=f(JVa)=U F'Va)

acA acA

Zbog neprekidnosti preslikavanja f, za svaki o € A skup f~(V,,) je otvoren u K,
tj. postoji skup U, otvoren u X takav da je f~1(V,) = K NU,. Zato je

K=Jfr'va)c U

acA a€A

Dakle, familija U4 = {U, : a € A} je otvoreni pokrivaé skupa K. Zbog kom-
paktnosti skupa K ta familija ima konac¢an potpokriva¢ {U,,,...,Us,}. Dakle,
K CJL, Uy,. Kakoje f(KNUy) = f(f*(Va)) C Va, a € 4, to je

n n

(KﬁUai)) = Uf(KﬁUOM) g U Vam

1 i=1 i=1

-

7) = £ ) U) = 1

i=1 %

§to nam pokazuje da je {V,,, ..., V,, } konacan potpokrivaé skupa f(K). [ |

Sljededi korolar govori nam da svaka neprekidna realna funkcija f definirana
na kompaktu K postize i minimum i maksimum. Specijalno, ako je K kompaktan
podskup od R i za funkciju f uzmemo inkluziju (restrikcija identitete na skup K),
dobivamo da K ima minimum i maksimum.

KOROLAR (WEIERSTRASSOV TEOREM )

Neka je X topoloski prostor, K C X kompaktan skup, a f : K — R neprekidno
preslikavanje. Tada f ima minimum @ maksimum, tj. postoje tocke x1,x9 € K sa
svojstvom

flxr) < fx) < f(x2), Vo € K.
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Dokaz. Prema teoremu 6.31. skup f(K) jest kompaktan, pa je prema korolaru 5.6.
omeden i zatvoren. Zbog omedenosti postoje inf f(K) i sup f(K).

Pokazimo da je inf f(K) € f(K). Zaista, prema definiciji infimuma za svaki k €
N postoji yi € f(K) takav da je inf f(K) < yx < inf f(K)++. To znaéi da niz (ys)
konvergira prema inf f(K). Zbog zatvorenosti skupa f(K) jest inf f(K) € f(K)
(teorem 2.15.). Sli¢no se pokaze da je sup f(K) € f(K).

Kako je inf f(K) € f(K) isup f(K) € f(K), postoje tocke x1, 2 € K takve da
je f(z1) =inf f(K), f(x2) = sup f(K). Zato za svaki z € K vrijedi

f(z1) = inf f(K) < f(z) < sup f(K) = f(x2).
]

KOROLAR

Neka je X topoloski prostor, K C X kompaktan skup, a f : K — R neprekidno
preslikavange. Ako je f(x) > 0 za svaki x € K, onda postoji realan broj ¢ > 0 takav
da je f(x) > ¢ za svaki x € K.

Dokaz. Dovoljno je staviti ¢ = 3 inf f(K) = 3 min f(K). |
Sada ¢emo koriste¢i Weierstrassov teorem prvo dokazati da su na konacéno di-

menzionalnom realnom vektorskom prostoru sve norme ekvivalentne, a zatim ¢emo

dokazati potpunost kona¢no dimenzionalanog normiranog vektorskog prostora.

TEOREM
Sve norme na konacéno dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru jesu ekviva-
lentne.

Dokaz. Pretpostavimo da je dim X = n. Odaberimo neku bazu b = (by,...,b,)
prostora X. Neka je || - ||b,2 norma na X definirana u primjedbi 1.14., tj. zax € X,
X = Zl 1 Zibj, imamo

Kako je ekvivalentnost normi relacija ekvivalencije na skupu svih normi na X,
dovoljno je pokazati da je proizvoljna norma || - || na X ekvivalentna s || - || 2.
Stavimo

M :=max{||b;|| : i =1,...,n}.
Tada za svaki vektor x = Y"1 | x;b; € X vrijedi
x| = || szb | < Z |2 - |[bi]| < MZ |zi| < nM||x||p.2. (6.9)
i=1

Zadnja nejednakost posljedica je nejednakosti Y .- |z;| <n max || < nlx||b,2-
= n

R
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Promotrimo funkciju f : R™ — R definiranu s

flag,...,an) = Hiaibl
i=1

Prvo ¢emo pokazati da je f neprekidna funkcija s euklidskog prostora R™ u euklidski
prostor R. Neka je zato ap = (a¥,...,a%) € R™. Zasvaki e > 0 treba pronaéi § > 0
takav da je | f(ar) — f(aw)| < € za svaki a € R za koji je [Ja — |2 < & (ovdje
I - |2 oznacava euklidsku normu na R™!). U tu svrhu, neka je

n n
X = g ab; 1 xp:= g oz?bi.
i=1 i=1

Zamijenimo li u (6.9) x s x —Xg, dobivamo ||x —xg|| < nM|x — x¢||p,2. Pomocu te
nejednakosti i nejednakosti

[l = Ixoll| < Ix=xoll, Y% € X,
¢iji se dokaz moze naéi u primjeru 6.6., dobivamo

(@) = F(aw)| = |Ix]l = [xol|
< Ix = xal

< nM||x — xo0|b,2

nMlle — a2,

odakle vidimo da za trazeni broj § > 0 mozemo uzeti bilo koji relan takav da je
0 < =%-. Time smo dokazali neprekidnost funkcije f.
Neka je m minimum funkcije f na jedini¢noj sferi u R”, tj. na skupu

Sl = {a € R": |as = 1}.

Jedini¢na sfera kompaktan je skup, a f neprekidna je funkcija pa minimum postoji
po Weierstrassovom teoremu. Tada za svaki a € R™\{0} vrijedi

Il = (e = f (el =) = lledaf () = miledlz = mixlz.— (6.10)

jerjeWES ,pajef(ﬁ)Zm.
Uocite da posljednja nejednakost vrijedi i za e = 0. Zato, iz (6.10) i (6.9)
dobivamo
mxlb.2 < [Ix]| < nMl|x]lp 2,

¢ime je pokazano da su norme || - || i || - ||b,2 ekvivalentne. |
Koristeéi prethodni teorem i ¢injenicu da je R potpun u euklidskoj metrici, lako
je dokazati sljedec¢u tvrdnju.
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35. TEOREM

6.36.

6.37.

6.38.

Svaki konacno dimenzionalan normiran prostor je potpun.

Dokaz. Pretpostavimo da je dimX = n. Kao i u dokazu prethodnog teorema,
odaberimo neku bazu b = (by,...,by) prostora X. Neka je || - |p,2 norma na X
n

definirana u primjedbi 1.14., tj. zax € X, x =) ., x;b;,

1%[lb,2 =

Dovoljno je pokazati (vidi zadatak 4 na str. 71) da je X potpun u toj normi. Pret-
postavimo da je (xx), xi = Y.y {¥b;, Cauchyjev niz u X. Za svaki k € N, neka
je

&= (€F,... &) eRrm

Neka je e > 0. Kako je (xx) Cauchyjev niz, postoji kg € N takav da je

1€ — &kll = 1xm — Xkllb2 <&, Vm,k > ko,
gdje || - || oznacava euklidsku normu na R™. To znaci da je (£,) Cauchyjev niz
u R™ s euklidskom normom. Zbog potpunosti prostora (R™, || - ||) postoji tocka

o = (£0,...,€%) € R" prema kojoj (&) konvergira. Neka je xo = Zle &9p,;.
Kako &;, — &, postoji l[p € N takav da je

ka - X0| b2 = HSI@ - 50” <g, vk 2 lOu

§to nam govori da (xj) konvergira prema xo u normi || - ||p 2. [ |

DEFINICLIA
Neka su X i Y topoloski prostori. Neprekidna bijekcija f : X — Y je homeomorfizam
ako je inverzno preslikavanje f~! : Y — X neprekidno.

Za prostore X i Y kazemo da su homeomorfni ako postoji barem jedan home-
omorfizam f: X — Y.

PRIMJER. Skup R iinterval (—1,1) jesu homeomorfni. Za homeomorfizam mozemo
uzeti preslikavanje f : R — (—1,1) definirano formulom f(z) =

I+]a]*

Iz definicije slijedi da je kompozicija homeomorfizama opet homeomorfizam te
da je i f~! homeomorfizam za svaki homeomorfizam f. Identiteta 1x : X — X
o¢ito je homeomorfizam. Zato je homeomorfizam relacija ekvivalencije cije se klase
sastoje od medusobno homeomorfnih prostora. Svako svojstvo prostora koje imaju
svi prostori iz iste klase zove se topolosko svojstvo ili topoloska invarijanta.

PRIMJEDBA
Ilustrirajmo primjerima da inverz neprekidne bijekcije ne mora biti neprekidno pres-
likavanje:
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a) Neka je X = R" s diskretnom metrikom, a Y = R" s euklidskom metrikom.
Identiteta, tj. preslikavanje i : X — Y, i(x) = x za svaki x € R", neprekidna
je bijekcija, ali inverz nije neprekidno preslikavanje.

b) Funkcija

fi(=ma] =8 ={(z,y) eR*: 2> +¢y* =1}
zadana s
f(t) = (cost,sint), t¢€ (—m, ]

neprekidna je bijekcija.

Za svaki niz (xy) u (—m, 7] koji konvergira prema —m imamo
lim f(z) = lim (coszg,sinzy) = (—1,0) = f(m).
k—o0 k—o0

Zato, kada bi f=! : S' — (—m, 7] bila neprekidna u tocki f(r), pomocéu
Heineove karakterizacije neprekidnosti dobili bismo

m=fHf(m) = lim fH(f(m)) = Jim oz = -

TEOREM

Neka je f : X — Y neprekidna bijekcija metrickih prostora. Ako je X kompak-
tan, onda je i inverzno preslikavanje g = f~1 1Y — X neprekidno (tj. f jest
homeomorfizam,).

Dokaz. Prema teoremu 6.11. dovoljno je pokazati da je za svaki zatvoreni skup
F C X zatvoren i skup g~ 1(F) = f(F) C Y.

Ako je F' C X zatvoren podskup kompaktnog prostora X, onda je F' kompaktan
(teorem 5.3.), pa je i f(F) = g~ '(F) kompaktan u Y (teorem 6.31.). No tada je,
prema korolaru 5.5., skup g~ !(F) omeden i zatvoren. |

Za funkcije definirane na kompaktnom skupu neprekidnost i uniformna nepre-
kidnost podudaraju se. O tome nam govori sljede¢i teorem:

. TEOREM

Neka su X 1Y metricki prostori, K C X i f : K — Y neprekidno preslikavangje.
Ako je K kompaktan skup, onda je f uniformno neprekidna na K.

Dokaz. Treba pokazati da za svakie > 0 postojid > 0 takav da je dy (f(z'), f(z")) <
e zasve 2/, 2" € K za koje je dx (2',2") < 0.

Neka je € > 0. Zbog neprekidnosti preslikavanja f za svaki x € K postoji realan
broj 0, > 0 takav da je f(K N Kx(z,d;)) C Ky (f(x),e/2). Familija {Kx(x,d;) :
x € K} otvoreni je pokriva¢ kompaktnog skupa K. Neka je § > 0 njegov Lebesgueov
broj (egzistencija Lebesgueova broja osigurana je teoremom 5.13.). Prema definiciji
Lebesgueova broja, za svake dvije tocke z/,2"” € K za koje je diam {z’,2"} =
dx(x',2"") < & postoji tocka = € K takva da je ', 2" € Kx(z,d,). Zato je

dy (f(), f(z")) < dy (f('), f(2)) + dy (f(2), f(@")) < §+ § =&
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6.6. Neprekidnost i uniformna konvergencija

Kao sto smo ilustrirali u primjeru 3.4., konvergentan niz neprekidnih funkcija ne
mora kao granicu imati neprekidnu funkciju. Navedimo jo$ jedan jednostavan pri-
mjer:

PRIMJER. Za svaki k € N neka je fi : [-1,1] — R zadana formulom (skicirajte
grafl)
—klz|+1, - <i<az<i

f’“(””):{ 0, zelnLyu(la

Sve funkcije fx neprekidne su na [—1, 1]. Njihova graniéna funkcija

k—o00

o) = Jim Ao = {5700

ima prekid u nuli.
Za vjezbu pokazite da niz funkcija (f) ne konvergira uniformno prema f!

Bududi da neprekidnost niza funkcija nije dovoljna da bi i grani¢na funkcija bila
neprekidna, potrebno je zahtijevati dodatne uvjete. Kao Sto nam govori sljedeci
vazan teorem, dovoljno je zahtijevati uniformnu neprekidnost niza funkcija. Uocite
da dokaz ide na slican nac¢in kao i dokaz leme 3.14.

TEOREM

Neka je X topoloski prostor i (fx) niz funkcija fr, : X — R koji uniformno konvergira
prema funkciji f: X — R. Ako je svaka od funkcija fi neprekidna u tocki xog € X,
onda je i graniéna funkcija f meprekidna u xg.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Prema definiciji uniformne konvergencije postoji kg € N
takav da vrijedi

Ife(z) — f(x)] < % za svaki x € X i za svaki k > ko. (6.11)
Kako je fy, neprekidna u tocki g, postoji takva otvorena okolina U od zy da je
€
(Ve € U) |fro (@) = firo (o) < 3. (6.12)

Sada za svaki k > ko i za svaki € U pomoéu (6.11) i (6.12) dobivamo

|f (@) = fzo)l < [f(@) = fro (@)] + | fro (2) = fro (@0)| + [ fro (x0) — f(20)]

<sts+s5=¢
$to dokazuje da je f neprekidna u tocki xg. |

KOROLAR

Neka je X topoloski prostor i neka je Y fr red realnih funkcija fr : X — R koji uni-
formmno konvergira prema funkciji f : X — R. Ako je svaka funkcija fi neprekidna
u tocki xg € X (odnosno, na X ), onda je i funkcija f neprekidna u tocki zg € X
(odnosno, na X ).
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Dokaz. Parcijalne sume s, = Zle fi tvore niz neprekidnih funkcija koji uniformno
konvergira prema funkciji f. |

Neka je X topoloski prostor, a BC'(X,R) skup svih omedenih neprekidnih realnih
funkcija f : X — R. Ocito je BC(X,R) potprostor vektorskog prostora B(X,R) te
je i on normiran prostor s uniformnom normom || f|lec = sup,cx |f(2)|.

KOROLAR
Ako je X topoloski prostor, onda je skup BC(X,R) zatvoren u (B(X,R),|| - o).

Dokaz. Prema teoremu 2.15., dovoljno je pokazati da BC(X,R) sadrzi limese svih
svojih konvergentnih nizova. Zato, neka je (fx) niz u BC(X,R) koji konvergira (u
normi || - ||e) prema f € B(X,R). Treba pokazati da je f € BC(X,R), a za to je
dovoljno pokazati da je f neprekidna na X. Kako konvergencija niza funkeija (fx)
u normi || - ||c zapravo znaci uniformnu konvergenciju tog niza, (fx) niz je omedenih
neprekidnih funkcija koji konvergira prema funkciji f. Prema prethodnom teoremu,
f je neprekidna na X. |

KOROLAR
Ako je X topoloski prostor, onda je (BC(X,R), | -|lo) Banachov prostor.

Dokaz. Prema prethodnom korolaru BC(X,R) zatvoren je podskup od B(X,R),
a (BC(X,R),| - |ls) potpun je prostor (vidi teorem 4.11.) Tvrdnja slijedi iz te-
orema 4.9. |

Zadaci za vjezbu

1. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, D C X i f : D — Y funkcija.
Pokazite da je f neprekidna u tocki xg € D onda i samo onda ako za svaki
£ > 0 postoji > 0 takav da je Kx(z0,0) N D C f~(Ky(f(z0),¢)).

2. Neka je X diskretan, a Y proizvoljan topoloski prostor. Dokazati da je svako
preslikavanje f : X — X neprekidno na X.

3. Neka f:R — R ima svojstvo

%ig%)[f(a:—l—h)—f(x—h)]:(), vz e R.

Je li f neprekidna na R?

l,xeZ
0,z € R\Z
ali je prekidna u svakoj tocki iz skupa Z.)

(Uputa: Opcenito ne. Funkcija f(z) = { ima navedeno svojstvo,

4. Neka su f, g : R2 — R definirane formulama

_ [ (2,y) # (0,0) oy = ] s (2,y) £ (0,0)
f(x,y)—{ 0" (ey) = (0.0) 9(z,y) { 0" (z.y) = (0.0).
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(a) Pokazite da je f omedena na R?, ali nije neprekidna u tocki (0,0).

(b) Pokazite da je g neomedena na svakoj okolini tocke (0,0), pa stoga zbog
leme 6.18. nije neprekidna u tocki (0, 0).

(c) Pokazite da su restrikcije funkcija f i g na bilo koji pravac neprekidne
funkcije.

(Uputa: (a) Kako je 22 + y* > 2192, to je f(z,y) < 2 za sve (z,y) € R?,
sto nam govori da je f omedena na R?. Niz (%, ) konvergira prema (0,0),

ali f(k%,%) — 1 # f(0,0) = 0, pa f nije neprekidna u tocki (0,0). (b)

Niz (zk,yr) = (45, %) konvergira prema (0,0). Kako je g(zi,yx) = £, ¢
jest neomedena na svakoj okolini tocke (0,0). (c¢) Neka je pravac p pravac u
ravnini. (cl) Pretpostavimo da je pravac p zadan jednadzbom x = c¢. Ako je
¢ # 0, onda je fi,(z,y) = cy?/(® +y*), gpp(x,y) = cy®/(? + y°). Kako su
y = cy?/(E+y*), y — cy?/(c? +y°) neprekidne funkcije na R, restrikcije fj, i
g|p neprekidne su na p. Ako je ¢ = 0, onda je fi,(z,y) =0, g|p(z,y) = 0. (c2)
Pretpostavimo da je pravac p zadan jednadzbom y = ax+b. Ako je b # 0, onda
pravac p ne prolazi tockom (0,0), pa je fi,(z,y) = z(azx+b)?/(2* + (ax+b)*),
9pp(,y) = z(az+b)?/(x®+(az+b)°). Funkcije z — z(az+b)?/(x*+(az+b)?),
@ — z(ax +b)?/(x* + (az + b)®) neprekidne su na R, pa su zato restrikcije f|,
i g, neprekidne na p. Ako je b = 0, onda je
2 2

_ ] s (2,y) #(0,0) _ | e (@y) #(0,0)

wten = { T CNZ0n  wten={TET 0200

Lako je pokazati da za svaki niz (xy, axy) koji konvergira prema (xq, azg) vri-

jedi fip(xr,yx) = fip(xo,azo0) i fip(zr, yx) — 9|p(x0, axo). Prema Heineovo]
karakterizaciji neprekidnosti, restrikcije fi, i g, neprekidne su na p.)

. Pokazite da f:[0,1] — R,

%, ako je x = % € Q, gdje su p # 0 i ¢ relativno prosti brojevi

fz) =

—_

, akojex =0
0, ako je z iracionalan broj,

ima prekid u svakoj racionalnoj tocki te da je neprekidna u svakoj iracionalnoj
tocki.

(Uputa: Ako je z = % € Q, gdje su p # 0 i ¢ relativno prosti brojevi, onda je
f(zo) = %. Odaberimo € > 0 takav da je 0 < % — €. Za svaki § > 0 postoji
iracionalan broj zs € (xg — d,x0 + 0), pa zato f(zs) = 0 ne lezi u intervalu

(% — ¢, % + a). Preostaje pokazati da je f neprekidna u svakoj iracionalnoj
tocki xg. Neka je ¢ > 0. Uocimo da postoji kona¢no mnogo racionalnih
brojeva p/q € [xo—1,x0+1] takvih da je 1/q > . Odaberimo dovoljno malen
d > 0 takav da [zg — d, 20 + 0] ne sadrzi ni jedan takav racionalan broj. Tada

je f(xz) =0 zasvaki z € (zg — J,z0 + 9).)
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10.

11.

12.

. Pokazite da su segmenti A = [a,b] i I = [0, 1] homeomorfni.

(Uputa: Za homeomorfizam se moze uzeti funkcija f : A — I zadana s

fl@)=a+ (b—a)x.)

Kazemo da je preslikavanje f : X — Y topoloskih prostora otvoreno ako je
slika otvorenog skupa otvoren skup. Dokazite da je f homeomorfizam onda i
samo onda ako je f neprekidno i otvoreno bijektivno preslikavanje.

. Pokazite da uniformno neprekidno preslikavanje ,,¢uva” Cauchyjevost nizova.

Preciznije, ako je f: X — Y uniformno neprekidno preslikavanje metrickih
prostora, a (z3) Cauchyjev niz u X, onda je (f(zx)) Cauchyjev niz u Y.

(Uputa: Neka je (x) Cauchyjev niz u X, a ¢ > 0. Zbog uniformne nepre-
kidnosti postoji § > 0 takav da je dy (f(z'), f(z")) < e za sve 2/,2" € X za
koje je dx (z',2") < §. Niz (xp) jest Cauchyjev, pa zato postoji kg € N sa
svojstvom da je dx(xm,xr) < § za sve k,m > ko. Zato za sve k,m > ko
vrijedi dy (f(zm), f(zr)) < €.)

. Pokazite primjerom da homeomorfizmi ne ¢uvaju Cauchyjevost nizova.

(Uputa: Neka je X = (0,00). Funkcija f: X — X zadanas f(z) = 2 jest
homeomorfizam. Niz z = 4, k € N jest Cauchyjev, a niz f(z;) = k nije
Cauchyjev.)

Neka je f : (0,00) — R zadana formulom f(z) = 5.

(a) Pokazite da je f uniformno neprekidna na svakom skupu [a, 00), a > 0.
(b) Pokazite da f nije uniformno neprekidna na intervalu (0, 2).

z+y
$2y2

(Uputa: (a) Neka je zadan € > 0. Kako je |f(z) — f(y)| =
kako za sve x,y > a > 0 vrijedi

S|z =yl te

‘x+y<}1}+‘1‘<1+1_2
22y2 | = lay? 22yl — a3 ad a3’

za § > 0 mozemo uzeti bilo koji realan broj manji od ea®/2. (b) Niz zj, := £,
k € N, jest Cauchyjev niz iz (0,2). Kako je |f(z2r) — f(zx)| = 3k*> > 3,k € N,
niz (f(zx)) nije Cauchyjev, pa zato f nije uniformno neprekidna na intervalu
(0,2) (vidi 8. zadatak)).

Pokazite da je funkcija sin Lipschitzova s konstantom A = 1.

(Uputa: Neka su z,y € R, x # y. Prema Lagrangeovu teoremu srednje
vrijednosti postoji ¥ € (0, 1) takav da je sinx—siny = cos(z+9(y—x))-(z—y),
odakle se dobiva |sinz —siny| < 1|z —y|.)

Zadan je niz funkcija fi(r) = 7757, k € R, s Ru R.

(a) Pronadite grani¢ne funkcije f := limy 00 fr 1 ¢ := limp—oo ff,. Pokazite
da f'(z) postoji za svaki z € R, ali da je f'(0) # g(0). Za koje vrijednosti
varijable z je f'(x) = g(x)?
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(b) Pokazite da niz funkcija (fx) uniformno konvergira prema funkciji f.
(c) Konvergira li niz funkcija (f},) uniformno prema funkciji g na R?
(d) Pokazite da niz funkcija (f}) uniformno konvergira prema funkciji g na

svakom segmentu [a, b] koji ne sadrzi 0.

(Uputa: (a) f =0. Kako je fi(z) = %, dobiva se
T rrn_ J1L,z=0
ote) = i i) = { 4740
(b) Iz nejednakosti # > Vk|z| slijedi ’HIW < ﬁ, pomocu Cega je lako
dokazati uniformnu konvergenciju. (¢) Ne. Kada bi konvergencija bila unifor-
mna, buduéi da su sve funkcije f;, neprekidne na R, tada bi bila neprekidna i
grani¢na funkcija g (vidi teorem 6.42.). (d) Tvrdnju je lako dokazati pomoéu

nejednakosti

1—ka? 1 1
(1+kx2)? < 1+kx2 < W')

Pokazite da se funkcija f : R\{0} — R zadana s f(z) = sin (1) ne moze
neprekidno prosiriti do funkcije definirane na cijelom skupu R.

. . . 1 . o 1 o
(Uputa: Nizovi o = 55—, k € N, iy, = ok k € N, konvergiraju prema

0. Kako f(zr) =0—0, a f(y,) =1 — 1, funkciju f nije moguée prosiriti po
neprekidnosti u tocki 0 (vidi Heineovu karakterizaciju neprekidnosti).)

Neka su f, g : X — R neprekidna preslikavanja topologkog prostora X u R te
neka je D C X gust na X. Dokazite: Ako je f(z) < g(x) za sve x € D, onda
je f(x) < g(x) zasve x € X.

(Uputa: Postupite sliéno kao u dokazu korolara 6.13.)
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7. Banachov teorem o fiksnoj tocki

Za tocku 2* € X kazemo da je fiksna za preslikavanje f : X — X ako je f(a*) = a*.
Sljededi teorem kljucan je za dokaz mnogih vaznih rezultata.

TEOREM (BANACHOV TEOREM O FIKSNOJ TOCKI)
Neka je (X,d) potpun metricki prostor, a f : X — X kontrakcija s konstantom X.
Tada vrijedi:

(i) Preslikavanje f ima jednu jedinu fiksnu tocku x* € X.
(i1) Za svaku tocku x1 € X niz (xy) definiran s
xg = fzr-1), k>2
konvergira prema jedinstvenoj fiksnoj tocki x*.
(iii) Vrijedi .

1-A

d(zg,z™) < d(xy, f(x1))- (7.1)

Dokaz. Odaberimo proizvoljnu tocku 1 € X, a zatim definirajmo indukcijom niz
(x) iz X na sljedeéi nacin

xp = f(xp—1), k>2.
Pokazimo da je (xy) Cauchyjev niz. Teleskopiranjem se dobiva
d(zg, xrp1) = d(f(@r_1), f(zr) < Md(@p_1,zx) < ... < N7ld(2q, 20).
Zato za svaki j € N pomoc¢u nejednakosti trokuta zaklju¢ujemo:

(@, Thtj) < d(@h, Trpr) + d(@hprs Tot2) + oo ATrpj—1, Tetj)
< NN (@, @0) 4+ Nod(2y, 20) + .+ N2 (2, 20)
= NI A A2 4+ N T d(a, 22)

1=V
=T Ty )
Pl
< 1_/\d($1,$2). (72)

Kako je 0 < A < 1, to je limg_,0o A*~1 = 0. Zato za svaki € > 0 postoji kg € N
k—1
takav da je 43— d(z1,22) < € za svaki k > ko. Zbog (7.2) tada jest d(z, T54;) < €
za svaki k > ko, tj. niz (zx) jest Cauchyjev.
Zbog potpunosti prostora (X, d) Cauchyjev niz (z) konvergira prema nekoj
tocki z* € X. Nadalje, vrijedi

d(a”, f(z7)) < d(z”, xp) + d(zy, f(27)) = d(@”, 2x) + d(f (25-1), f(27))
<d(z*,zi) + A - d(xg—1,2"). (7.3)
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Kako z — a*, to d(z*, 2) — 01 d(zk—1,2%) — 0, pa iz (7.3) dobivamo
d(a”, f(z")) = 0,

tj. x* jest fiksna tocka preslikavanja f.
Pokazimo jedinstvenost fiksne tocke. Pretpostavimo da je i z € X fiksna tocka,
tj. da je f(z) = z. Tada bismo imali

d(a*, 2) = d(f(z7), f(2)) < A-d(z", 2).
Kako je 0 < X\ < 1, gornja jednakost povlaci da je d(x*,z) =0, tj. z = x*.
Grani¢nim prijelazom j — oo iz (7.2) dobivamo
AkE—1
1—A

d(zp,x*) < d(xq,z2)

PRIMJEDBA
Ako je (X, d) potpun metricki prostor, a f : X — X preslikavanje sa svojstvom

d(f(x), f(y)) < d(z,y) zasve z,y € X, x # vy, (7.4)

onda opéenito f ne mora imati fiksnu toc¢ku. Evo primjera: Skup X = [1,00) C R
zatvoren je, pa je potpun metricki prostor (teorem 4.9.). Pokazimo da funkcija
f :]0,00) = [0,00) zadana formulom f(x) = z + 1_1%1 ima svojstvo (7.4). Neka
su z,y € [0,00) i x # y. Bez smanjenja opcenitosti, neka je x < y. Prema
Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti postoji ¢ € (z,y) takav da je

fy) = f@) = f oy — ). (7.5)

Kako za svaki ¢ € (0,00) vrijedi |f'(c)| = ‘1 - ﬁ < 1, iz (7.5) dobivamo
|f(z)— f(y)| < |x—y|. Dakle, f ima svojstvo (7.4). Buduéi da je f(z) > z za svaki
x € [0, 00), ne postoji fiksna tocka.

PRIMJEDBA
Egzistencija fiksne tocke preslikavanja f : X — X ne ovisi o metrici d na X. Stoga
se moze dogoditi da preslikavanje f nije kontrakcija u zadanoj metrici d, ali da je
kontrakcija u nekoj drugoj metrici 9. Ako je (X, 0) potpun metricki prostor, onda
¢e f imati fiksnu tocku.

Npr. neka je f: R? — R? zadana s

(8 8y «x y)
Fzy) = (10 T10°70 T 10

i promotrimo metrike d; i d» na R? dane formulama

di((v1,91), (T2,92)) = [v2 — 21| + Y2 — W1,
dy((z1, 1), (22, 92)) = V(w2 — 21)% + (y2 — 11)?,
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koje su inducirane normama ||-||1 i ||-||2. Vektorski su prostori (R?, ||-||1) i (R?, ||-]|2)
potpuni (vidi teorem 6.35.). Funkcija f nije kontrakcija u euklidskoj metrici ds jer
je

da(£(0,0), (6, ~2)) = $V65 > £,/122 = dx((0,0), (~6,~2)).

S druge strane, u odnosu na metriku d; funkcija f je kontrakcija s koeficijentom 1%
jer je
dy(f (21, 22), f(2,92)) < 15d1((z1,41), (w2, 42))-

Prema tome, funkcija f ima fiksnu tocku.

PRIMJER. S to¢noséu e = 0.005 treba naéi pozitivno rjesenje jednadzbe
z=In(z+3) = g(a)

Lako je provjeriti da je g([0,1]) C [0,1]. Nadalje, za sve x1,z2 € [0,1], 71 < z2,
prema Lagrangeovu teoremu srednje vrijednosti postoji tocka ¢ € (1, 22) takva da
je
1

4
m(l‘g —,Tl)’ < g|$2 —£L'1|.

l9(@2) = g(a)| = g/ (€) (@2 — 1)) = |
Time smo pokazali da je funkcija f : [0,1] — [0, 1],

fl@)=g(x) =1n (3:—!— %),

kontrakcija s konstantom A = %. Segment je potpun jer je zatvoren podskup od R
(teorem 4.9.). Stoga, prema Banachovom teoremu, f ima fiksnu tocku a* € [0, 1].
Dakle, z* = f(z*), tj.

¥ =In (2" + 3).

Osim toga, niz iteracija
x1=0, xz=f(xp—1)=1In (xk,1 + %), keN

kovergira prema z*. Da bi nasli aproksimaciju fiksne tocke do na zadanu to¢nost €,
prema (7.1) dovoljno je zahtijevati da bude

)ik_i)\l d(th(xl)) <g,

odakle dobivamo k > 25. Tocku z95 mozemo uzeti za trazenu aproksimaciju.
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U teoriji diferencijalnih jednadzbi vrlo je vazan sljede¢i Picardov teorem koji
nam govori o egzistenciji rjeSenja Cauchyjeve zadace.

5. TEOREM (PICARD)

Neka je P = [xo — a,20 + a] X [yo — b,yo + V], a,b > 0, zatvoreni pravokutnik i
f: P — R neprekidna funkcija na P. Nadalje, pretpostavimo da je:

(1) |f(z,y)| < M, za sve (z,y) € P, i
(i) da je f po drugoj varijabli Lipschitzova na P s konstantom A > 0, tj.

(Vo € [zo0 — a,z0 + a]) (Yy1,y2 € [yo — b,y0 + b])
|f(z,y1) — f(z,y2) <A |y1 — vl

Neka je
. b 1
a1 < min {a, M’ X}
Tada postoji samo jedna derivabilna funkcija y : [xo—a1, To+a1] = [2o—b, yo+b]
koja je rjesenje Cauchyjeve zadace

y'(x) = f(x,y(z)) (7.6)
y(zo) = Yo

na segmentu [xo — a1, xo + a1]. Osim toga, iterativni postupak, poznat pod nazivom
Picardova metoda sukcesivnih aproksimacija,

Yo(z) = yo
yk(x) = Yo + / ftye—1(t))dt, k=1,2,... (77)

konvergira prema tom jedinstvenom rjesenju'.

Dokaz. Uocite da treba pronaéi neprekidnu funkciju y : [zo — a1,20 + a1] —
[yo — b, yo + b] takvu da je

y(&) = yo + / fty®)dt, € [0 — ar, x0 + ai]

i dokazati jedinstvenost takve funkcije.
Neka je X skup svih neprekidnih funkcija y : [zg — a1, 20 + a1] — R takvih da je
|y = yolloo < b (ekvivalentno: y(z) € [yo — b, yo + b] za svaki z € [zo — a1, 70 + a1]),

X = {y € C([xo — a1, x0 + a1],R) : ||y — yolloo < b}.

Skup X podskup je od C([zg — a1, z¢ + a1],R) i zatvoren je u Banachovu prostoru
(C([zo —a1,z0+a1],R), || - |), pa je zato i sam potpun (teorem 4.9.). Zatvorenost
skupa X lako je pokazati pomoc¢u leme 3.14.

1Koristenje iste oznake yo i za funkciju i za realan broj ne bi trebalo dovesti do zabune.
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Pokazimo da za svaki y € X i za sve x € [xg — a1, x¢ + a1] vrijedi

| / " f(ty()t] < b (7.8)

U tu svrhu, bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je > xg (u suprotnom
prvo zamijenimo granice integracije i provedemo isti postupak!). Dobivamo:

[ st < [ 1ol < M- ) < Mar <

Neka je F' : X — X preslikavanje koje funkciji y pridruzuje funkciju F(y)
definiranu formulom

ﬂww=m+/7mmmw 2 € [0 — an, 70 + a1].

Iz definicijske formule vidimo da je F(y) derivabilna na [zg — a1, 20 + a1], a iz (7.8)
slijedi da je ||F'(y) — yolleo < b, tj. F(y) € X.

Sada ¢emo pokazati da je F' : X — X kontrakcija s koeficijentom Aa; < 1. U
tu ¢emo svrhu prvo pokazati da za sve y1,y2 € X 1 za svaki x € [xg — a1, o + a1]
vrijedi nejednakost

|F(y1)(z) = Fy2)(@)| < Mz — 2ol - 1 — v2lloo- (7.9)

Zaista, bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je > x¢ (u suprotnom prvo
zamijenimo granice integracije i provedemo isti postupak!). Imamo:

@ - P = | [ - [ o)
< [ 18 (o) - Tt
< [ Nt = sato)|a

0

SA/Hm—M@ﬁ

0
= Az — 2ol - ly1 = Y2l

Konaéno, pomoéu (7.9) dobivamo

1F(y1) = F(y2)lleo = sup |F(y1)(x) = F(y2) ()]
z€[ro—a1,ro+a1]
< Mlyr = 92l sup |z — 2
z€[xo—a1,xo+a1]
= Aa1l[y1 — 2|,

odakle se vidi da je F' kontrakcija.
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Prema Banachovom teoremu o fiksnoj tocki, F' ima jedinstvenu fiksnu tocku

y € X, a niz funkcija (yx)r>0,
yo(:v) =%
(@) = Fr) =0+ [ ftya(@)dt ke,
o

konvergira prema toj fiksnoj tocki. Kako je y = F(y) ekvivalentno s

yw:m+/ﬂmmm% v € [ro — a1, 0 + ail,

dokazan je teorem.
7.6. PrRIMJER. Rijesimo Cauchyjev problem
y=y+1 yo:=y(0)=0.
Kako je f(z,y) =14y iz =0, Picardov niz sukcesivnih aproksimacija glasi:

0

Yo(x) = yo

yi(z) = yo+/0m ft,yo(t))dt = /Ox 1-dt =x
2

y2(z) =yo+/0mf(t,y1(t))dt: /Om(l +t)dt =2+ %

2 £C2 £L'3

w@ =wt [ Sy = [ (10 D) ar=ar T g

2 ;63 k

¥ x x
yk(:v) = yo+/ f(t,yk_l(t))dt =x+ > + ? + -+ R
0 . .
Rjesenje je funkcija
ko i
= fim = im 325 = e

Zadaci za vjezbu

1. Pokazite da svaka neprekidna funkcija f : [a,b] — [a,b] ima fiksnu tocku.

(Uputa: Neka je g(x) = f(x)—=. Treba pokazati da postoji z € [a, b] takav da
je g(x) = 0. Ako je g(a) = 0 ili g(b) = 0, dokaz je gotov. Zato pretpostavimo

da je g(a) # 01 g(b) # 0. Tada je g(a) = f(a) —a > 01 g(b) = f(b) —b < 0.
Kako neprekidna funkcija preslikava segment na segment (korolar 8.11.), mora

postojati tocka x € [a, b] takva da je g(z) = 0.)
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2. Neka je (X, d) potpun metricki prostor i f : X — X preslikavanje takvo da je
f"=fofo---o f kontrakcija. Dokazite da f ima jedinstvenu fiksnu tocku.
| S
n puta

(Uputa: Prema Banachovom teoremu f” ima fiksnun z*, 2* = f™(z*). Zato
je f(a*) = f(f™(z*)) = f™(f(z*)), $to znaci da je f(z*) fiksna tocka presli-
kavanja f™. Zbog jedinstvenosti fiksne tocke je f(z*) = a*.)

3. Funkcija f : (O, %) — (O, %), f(x) = 22 kontrakcija je s koeficijentom %, ali
nema fiksnu tocku. Kosi li se to s Banachovim teoremom?
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8. Povezani prostori i povezanost putevima

8.1. Povezani prostori

Intuitivno govoreéi, topoloski prostor je povezan ako je sastavljen ,od jednog ko-
mada”. Preciznije:

DEFINICLIA

Topoloski prostor X je povezan ako se ne moze prikazati kao disjunktna unija dvaju
nepraznih otvorenih podskupova, tj. ako ne postoje neprazni otvoreni podskupovi
U;,Up C X takvidaje X = U UUs i UyNUy = (). Prostor X je nepovezan ako nije
povezan. Skup A C X je povezan ako je povezan kao topoloski potprostor.

TEOREM
Neka je X topoloski prostor. Sljedeca su svojstva ekvivalentna:

(i) X jest povezan.

(ii) X se ne moze prikazati kao disjunktna unija dvaju nepraznih zatvorenih pod-
skupova.

(iii) Svako neprekidno preslikavanje f : X — {0,1} jest konstantno, pri éemu se
na {0,1} uzima diskretna topologija.

Dokaz. (i) = (ii) Kada bi postojali neprazni zatvoreni skupovi Fi, Fo C X takvi
daje X = F1 UFQ i Fl ﬂFQ = @, ondaje F1 :X\XQ i F2 = X\Xl, pab1 F1 i FQ
ujedno bili i otvoreni skupovi te bi X bio nepovezan.

(1) = (iii) Kada bi postojala neprekidna surjekcija f : X — {0,1}, onda bi
skupovi Fy := f71(0) i Fy := f~!(1) bili neprazni i zatvoreni (teorem 6.11.) pa bi
Vrijedilo X = F1 U FQ, F1 N F2 = @

(ii) = (i) Kada X ne bi bio povezan, postojali bi neprazni otvoreni skupovi
Ui iUy takvida je X = Uy UUy i Uy NUz = 0. Tada bi funkecija f: X — {0,1}
definirana formulom
N 0, zelU;
f(x)_{l,fEEUz

bila neprekidna surjekcija. ]
Sljededi teorem daje vazan primjer povezanog skupa.

TEOREM
Segment [a,b] C R jest povezan.
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Dokaz. Pretpostavimo da segment [a,b] nije povezan, tj. da postoje neprazni,
disjunktni, otvoreni u [a,b] skupovi Uy i Uz C R takvi da je [a,b] = Uy UUs. Bez
smanjenja opcenitosti, neka je a € U; i neka je ¢ := inf Us. Lako je pokazati da
mora biti ili ¢ € Uy ili ¢ € Us. Kako je a € Uy 1 Uy otvoren u [a, b], postoji r > 0
takav da je [a,a 4+ r) C Uy = [a, b]\Us, pa je zato ¢ = inf Uy # a. OC&ito je ¢ # b, jer
bi inace bilo Uy = {b} &to nije otvoren skup u [a, b].

Kao sto smo rekli, mora biti ili ¢ € Uy ili ¢ € U,. Kad bi bilo ¢ € Us, onda bi
(zbog otvorenosti u [a, b] skupa Usz) postojao r > 0 takav da je (c—r,c+71) C U, pa
bi infimum skupa Us bio manji od c¢. Dakle, mora biti ¢ € U;. No tada bi postojao
r > 0 takav da je (¢—r,c+r) C Uy, pa ¢ ne bi mogao biti infimum skupa Us. Time
smo dobili kontradikeiju, pa je [a, b] povezan. [ |

PrIMIER. Skup A = {(z,y) € R? : 2 # 0} nije povezan jer f: A — {0,1} zadana s

0, <0

f(x):{l,:z:>0

jest neprekidna surjekcija.

5. TEOREM

Neka je (A;,i € I) familija nepraznih podskupova A; iz topoloskog prostora X takva
da je (N A; # 0. Ako je svaki od skupova A;, i € I, povezan, onda je i skup
il
A= | A; povezan.
=

Dokaz. Neka je f : A — {0,1} neprekidno preslikavanje. Treba pokazati da je f
konstanta.

Neka je v € ();c; Ai- Zasvakii € I restrikcija fa, : A; — {0, 1} jest neprekidno
i konstantno preslikavanje (jer je A; povezan skup). Zato je f|4,(x) = f(zo) za svaki
x € A;, paje stogai f(A) = f(zo). [ |

PRIMJER.

(a) Interval (a,b) C R povezan je jer postoji dovoljno velik prirodan broj ng takav
da je

(a,b) = U [a—i—l b—l].

) n7

n
n>ngo

(b) Sli¢no se pokaze da su povezani i skupovi (a,b] i [a, b).
[—n,n].

(c) Prostor R povezan je jer je R =, oy

TEOREM
Neka je X povezan topoloski prostor i f : X — Y neprekidno preslikavanje. Tada
je slika f(X) CY povezan skup.
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Dokaz. Kada bi postojala neprekidna surjekcija g: f(X)— {0,1}, onda bi i kom-
pozicija g o f: X —{0, 1} bila neprekidna surjekcija, pa X ne bi bio povezan. |

KOROLAR
Neka je I jedan od sljedeéih skupova: [a,b], (a,b], [a,b) ili (a,b). GrafT', neprekidne
realne funkcije ¢ : I — R jest povezan.

Dokaz. Na I', mozemo gledati kao na sliku neprekidne funkcije f : I — R?
definirane s f(x) = (z, ¢(x)). |

. KOROLAR

Povezanost je topolosko svojstvo, tj. ako su X 1Y homeomorfni te ako je jedan od
ngith povezan, onda je i drugi povezan.

Za primjenu je izuzetno vazan sljedeéi teorem koji nam govori da neprekidna
realna funkcija definirana na povezanom prostoru prima sve meduvrijednosti:

. TEOREM

Neka je X povezan prostor, f: X — R neprekidna funkcija i ¢,d € f(X). Tada je
[e,d] C f(X), tj. za svakit € [c,d] postoji x € X takav da je f(x) =1t.

Dokaz. Kada bipostojao ¢ € [c,d] takavdat & f(X), ondabi Uy := f~((—00,1)) i
Uy := f~1((t,00)) bili disjunktni neprazni podskupovi od X takvi da je X = UyUUs,
pa X ne bi bio povezan. |
KOROLAR

Neprekidna slika segmenta jest segment, tj. ako je f : [a,b] — R neprekidna funk-
cija, onda je f([a,b]) segment.

Dokaz. Prvo éemo pokazati da je f([a,b]) odozgo omeden skup. Kada ne bi
bilo tako, postojao bi niz (f(zx)) u f([a,b]) koji bi divergirao prema +oco. Kako
je (xx) omeden niz u [a,b], on bi prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu imao
konvergentan podniz (z,, ). Neka z,, — zo. Segment [a,b] jest zatvoren, pa je
xo € [a,b] (teorem 2.15.). Tada bi prema Heineovoj definiciji neprekidnosti niz
f(zy,) konvergirao prema f(zg), $to je kontradikcija. Dakle, f([a,b]) jest odozgo
omeden skup. Na slican nacin pokaze se da je f([a,b]) odozdo omeden.

Sada ¢emo pokazati da je A := inf f([a,b]) € f([a,b]). Zaista, prema definiciji
infimuma za svaki k € N postoji f(zx) takav da je A < f(z)) < A+ 1. To znaéi
da niz f(xy) konvergira prema A. Niz () ima konvergentan podniz (., ). Neka
Ty, — To € [a,b]. Prema Heineovoj definiciji neprekidnosti tada f(zy,) — f(zo)-
Kako podniz konvergentnog niza konvergira istoj vrijednosti kao i niz (propozi-
cija 2.18.), to je f(zo) = A.

Na slican nacin se pokaze da je B := sup f([a,b]) € f([a,b]). Dakle, A,B €
f([a,b]). Ocito je f([a,b]) C [A,B]. Prema teoremu 8.10. je [A,B] C f([a,b]).
Time smo pokazali da je f([a,b]) = [A, B]. |
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2. PRIMJER. Pokazimo da je svako neprekidno preslikavanje f : R — Q konstantno

ako na R i na Q uzmemo euklidsku metriku. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je kodomena skup R, tj. da je f : R — R neprekidna funkcija
koja prima samo racionalne vrijednosti. Kada f ne bi bila konstanta, postojale bi
tocke a,b € R takve da je f(a) # f(b). Prema korolaru 8.11., skup f([a,b]) bio bi
segment. Kako svaki segment sadrzi iracionalne brojeve, to bi bila kontradikcija s
pretpostavkom da f prima samo racionalne vrijednosti.

Sljededi se korolar ¢esto koristi u numerickoj matematici:
KOROLAR
Neka je f : [a,b] = R neprekidna funkcija takva da je f(a) - f(b) < 0. Tada postoji
tocka c € [a,b] takva da je f(c) = 0.
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8.2. Povezanost putevima

DEFINICLIA

Neka je A C X podskup topoloskog prostora X . Put u skupu A je svako neprekidno
preslikavanje w : [a,b] — X takvo da je w([a,b]) C A. Tocka zp := w(a) je pocetak
puta, a toc¢ka 1 := w(b) je kraj puta. Kazemo da je w put izmedu tocaka xg i z; ili
da put w povezuje tocku zg s tockom x1. Pri tome je moguée da bude zo = z1; u
tom slucaju put se naziva petljom.

Bez smanjenja opéenitosti, u definiciji puta w : [a,b] = X moze se pretpostaviti da
je [a,b] = [0, 1].

5. DEFINICIJA

Skup A C X iz topoloskog prostora X je povezan putevima ako izmedu bilo kojih
dviju tocaka zg,x; € A postoji put u A.

TEOREM
Svaki putevima povezan skup A jest povezan.

Dokaz. Fiksirajmo tocku xg € A. Po pretpostavci, za svaku tocku x € A postoji
put wy : [az,bs] = A koji povezuje o s x. Kako je svaki segment [a,,b,]| povezan
(teorem 8.3.), prema teoremu 8.7. i skup wy([as,bs]) je povezan. Kako je xo €
Wy ([az, b)) za svaki x € A, prema teoremu 8.5. i skup A = (J, o4 wz([az,bs]) jest
povezan. |

. PRIMJEDBA

Postoji povezan skup A koji nije putevima povezan. Konstruirajmo jedan takav
skup. Interval (0,1] povezan je (primjer 8.6.), pa je zato povezan i skup (vidi
korolar 8.8.)

I':= {(x,sin (%)) 0<x < 1} C R

Neka je
A:=TU{(0,0)} ={(z,sin(L)):0<z <1} U{(0,0)}.

Kako je (0,0) € Cl A, skup A povezan je (vidi 2. zadatak na str. 122).

Dokazimo da A nije povezan putevima. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom.
Pretpostavimo da je skup A putevima povezan. Tada postoji put u A koji povezuje
tocake (0,0) i (1,sin1), tj. neprekidno preslikavanje w : [0,1] — X takvo da je
w([0,1]) € A, w(0) = (0,0) i w(l) = (I,sinl). Neka je w = (wy,w2). Kako
je wi : [0,1] = R neprekidna funkcija te kako je w1(0) = 0, w1(1) = 1, prema
teoremu 8.10. jest wy ([0, 1]) = [0, 1]. Neka je (zx), x # 0, bilo koji niz iz (0, 1] koji
konvergira prema 0. Kako je w1([0,1]) = [0,1], za svaki k € N postoji tx € (0,1]
takav da je zj = wi(t). Nadalje, zbog w([0,1]) C A jest

w(ty) = (wi(te),wa(ty)) = (x50 (3-))
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Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je (tx) konvergentan niz (u
suprotnom uzmemo konvergentan podniz). Neka t, — to € [0,1]. Tada pomocu
Heineove definicije neprekidnosti dobivamo

wi(ty) = klggo wi(ty) = khﬁngo zp =0

. . _ . . 1
wa(ty) = klggo wa(ty) = khﬁngo sin (H)
Kako je w(to) = (w1(to),w2(to)) = (0,w2(to)) € 4, to je wa(to) =0, tj.
klg{)lo sin (zk) 0.
Dakle, kada bi A bio putevima povezan, tada bi za svaki niz niz (xy), zp # 0, iz

(0,1] koji konvergira prema 0 imali limj_,o sin () = 0, §to nije toéno (vidi 13.

Ti

zadatak na str. 106). Dakle, skup A nije povezan putevima.

. DEFINICLJA

U normiranom vektorskom prostoru X za svake dvije tocke xg,x; € X definira se
tzv. pravocrtni put w: [0,1] = X:

w(t) =xp + t(x1 — x0), t e 0,1].
Pri tome skup
[x0,%1] := w([0,1]) = {x0 + t(x1 — %0), t € [0,1]}

zovemo segment u X . Uniju segmenata oblika I' = [xq, x1]U[x1,x2]U. .. U[Xk—1, Xk]
zovemo poligonalna crta od x¢ do xy.

PROPOZICIJA
Svaka poligonalna crta T = [xg,x1]U[X1, X2]U. . .U[Xk_1,X] © normiranom prostoru
X slika je nekog puta izmedu xo © Xk .

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, neka je I' = [xg,%1] U [x1,%2]. Funkcija w :
[0,2] — X definirana formulom

w()* X0+t(X1—X0), OStSl
o Xl-‘r(t—l)(XQ—Xl),lStSQ
put je u X i pri tome je w([0,2]) =T. |

DEFINICIJA
Skup A iz normiranog prostora X je konveksan ako ima svojstvo da za svake dvije
tocke xg,x1 € A sadrzi i segment [xg, X1].
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PRIMJER. Svaka otvorena kugla K (yg, r) iz normiranog prostora (X, ||-||) konveksan
je skup. Zaista, neka su x¢,x1 € K(yo,r). Tada je ||xo — yol| <71 ||x1 —yol <.
Za svaku tocku x € [xg,x1] postoji ¢t € [0,1] takav da je x = xg + (X1 — X0), pa je
zato

% = yoll = llxo + t(x1 = x0) = yoll = [|(1 = )(x0 = yo) + t(x1 — yo)|
< (1 _t)”XQ —y()” +tHX1 _yQH < (1 —t)T'i‘tT' =7,

tj. x € K(yo,r).

KOROLAR
Svaki konveksan skup K u normiranom vektorskom prostoru X jest povezan.

Dokaz. Buduéi da za svake dvije tocke xg,x1 € K segment [xg,x1] lezi u K, skup
K putevima je povezan i zato je povezan. |

KOROLAR
Skup K C R povezan je onda i samo onda ako je konveksan.

Dokaz. Ako je K konveksan, prema prethodnom korolaru on je povezan. Pret-
postavimo da je K povezan i pokazimo da je tada konveksan. Neka su zg i
bilo koje dvije tocke skupa K. Bez smanjenja opcenitosti neka je o < x;. Treba
pokazati da svaka tocka x € (xg,x1) pripada skupu K. U protivhom bi postojala
tocka = € (x0,21)\K, pa bi skupovi Uy := K N (—o0,z), Uz := K N (x,00) bili
neprazni disjunktni otvoreni skupovi u K sa svojstvom K = U; U Us, $to bi bilo u
suprotnosti s pretpostavkom da je K povezan. |

Dokaz sljedeéeg teorema moze se naéi u [3, str. 221, teorem 7]:

TEOREM
Neka je U otvoren i povezan skup u mormiranom prostoru X. Tada se svake dvije
tocke iz U mogu povezati poligonalnom crtom.
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Vrlo je tesko stvoriti geometrijsku predodzbu o tome kako izgledaju povezani
skupovi. Nasuprot tome, imamo dobru predodzbu o tome kako izgledaju putevi,
narocito poligonalne crte. U matematickoj analizi vaznu ulogu imaju otvoreni i
povezani podskupovi od R"”; takav skup zovemo podruéje. Otvoren skup 2 C R”
jest podrucje onda i samo onda ako se svake njegove dvije tocke mogu spojiti poli-
gonalnom crtom. Stovise, vrijedi opéenitiji rezultat:

KOROLAR
Otvoren skup U u normiranom prostoru X povezan je onda i samo onda ako se
svake dvije tocke xo,x1 € U mogu povezati poligonalnom crtom.

Dokaz. Ako je U otvoren i povezan, prema prethodnom teoremu, svake dvije
tocke xg,x1 € U mogu se povezati poligonalnom crtom. Ako se svake dvije tocke
X0, X1 € U mogu povezati poligonalnom crtom, onda je U povezan putevima (pro-
pozicija 8.19.), pa je prema teoremu 8.16. i povezan. |

Zadaci za vjezbu

1. Dokazite da je diskretan topologki prostor s barem dva elementa nepovezan,
dok je svaki trivijalni topoloski prostor povezan.

2. Neka je A C X povezan skup u prostoru X. Dokazite da je povezan i svaki
skup B C X za kojije A C B C Cl A.

(Uputa: Neka su Fy i Fy disjunktni i zatvoreni u X skupovi takvi da je
B = (F; N B) U (Fy N B). Treba pokazati da je 1 N B =0 ili F, N B = 0.
Kako je A C B, zbog povezanosti skupa A jest ili A C Fy ili A C Fy. Ako je
ACF),ondaje BCCIANBC FiNB,paje FhbNnB=1.)

3. Pokazite da neprekidna funkcija f : R? — R ne moze biti injekcija.

(Uputa: Neka je f : R? — R neprekidna funkcija. Tada je neprekidna i svaka
njezina restrikcija. Odaberimo bilo koje dvije tocke Ty, T € R?, Ty # T. Ako
je f(Th) = f(T»), tvrdnja je dokazana. Neka je nadalje f(T1) # f(T»). Neka
je f1:[0,1] — R? dana izrazom fi(t) = f(Ty + t(T> — T1)). Prisjetimo se da
neprekidna funkcija preslikava segment na segment (korolar 8.11.). Neka je

[a,b] := f1([0,1]) = F{TL + t(T2 = T1) : t € [0,1]}) C R,

1= 51(0) + (1)) = S F(T) + F(Ta)] € (a,b).

Tada postoji to € [0, 1] takav da je fi(to) = f(T1 +to(T2 —T1)) = co. Kako je
fl(O) }é Co i fl(l) 7§ Co, to je to S (O, 1) Neka, je T() = T1 +t0(T2 —Tl) Dakle,
fi(to) = f(Ty) = co. Sada odaberimo bilo koju tocku T3 € R? koja se nalazi
izvan pravca koji prolazi tockama T i T». Akoje f(T3) = f(Tp), funkeija f nije
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injekcija i dokaz je gotov. Stoga nadalje pretpostavljamo da je f(T3) # f(To).
Neka je fo : [0,1] — R? dana izrazom f1(\) = f(To + M\(T3 — Tp)). Segment

[4, Bl := f2(0,1]) = f({To + AM(T5 = To) : A€ [0,1]}) € R

sadrzi tocku ¢o. Kako je ¢o € (a,b) N [A, B], presjek [a,b] N [A, B] jest pravi
segment. Neka je ¢1 € [a,b] N [A, B] bilo koja tocka razlicita od c¢g. Tada
postoje t; € (0,1) 1A € (0,1] takvidaje c1 = fi(t1) = fa(M), tj. a1 = fF(Th +
t1(To—=T1)) = f(To+ A1 (T3 —Tp). Kako je Ty +t1(To —T1) # To+ M (T3 —Tp),
funkcija f nije injekcija.)

4. Dokazite da su skupovi (a,b] i [a,b) povezani.

(Uputa: Uocite da je (a,b] = (), cn(a, b+ 1/n), [a,b) = ,en(a — 1/n,b) i
primijenite teorem 8.5.)
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9. Limes funkcije

Limes funkcije definira se samo u tockama gomilanja domene. Intuitivno govoredi,
limes funkcije f u tocki xq vrijednost je kojoj je f(x) sve ,blize” kada je x sve ,,blizi”
tocki xg. Preciznije:

DEFINICLIA
Neka je (X,U) topoloski prostor, (Y, V) Hausdorffov prostor, D C X, 2 € D’ tocka
gomilanja skupa D i f: D — Y preslikavanje. Za tocku L € Y kazemo da je limes
ili grani¢na vrijednost preslikavanja f u totki zo i pisemo L = lim,_,,, f(z) ako za
svaku otvorenu okolinu V' tocke L u Y postoji otvorena okolina U tocke xp u X
takva da je

fFUN(D\{xo})) € V-

PRIMJEDBA

Vazno je uociti da limes L funkcije f u tocki xg € D’ ne ovisi o tome je li funkcija
f definirana u tocki xg ili nije. Zato, ako je g : DU {xzp} — Y neka druga funkcija
definirana formulom

o(z) = {f(a:), ako je x € D\{xzo}

Yo, ako je x = xo,

gdje je yo € Y bilo koja tocka, f ¢e imati limes L u tocki zp onda i samo onda ako
g u tocki xp ima limes L.

Neposredno iz definicije slijedi sljedeca Cinjenica:

Prorozicua
Neka je S C D. Ako funkcija f : D — Y ima limes u tocki o € S’, onda i
restrikcija fis : S — Y ima limes u xo i pri tome su ta dva limesa jednaka, tj.

limg g, f(2) = limg sz, flg().

TEOREM
Limes funkcije jedinstven je ako postoji.

Dokaz. Neka je L = lim,_,,, f(z). Treba pokazati da nijedna druga tocka L' €
Y\{L} ne moze biti limes funkcije f u tocki zo. U tu svrhu odaberimo disjunktne
otvorene okoline V; tocke L i V5 tocke L'. Buduéi da je Y Hausdorffov prostor,
takve okoline postoje.

Kako je L limes funkcije f u tocki zg, po definiciji postoji otvorena okolina U
tocke o u X takva da je

fULN (D\{xo})) € VA
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Neka je Usy bilo koja otvorena okolina tocke xg u X. Tvrdnja ¢e teorema biti
dokazana ako pokazemo da f(Uz N (D\{zo})) nije sadrzano u V,. Zaista, neka je
U := U; NU,. Kako je U otvorena okolina tocke xg, a z¢ tocka gomilanja skupa D,
postoji tocka x € U N (D\{zo}). Kako je z € U C Uy, to je f(z) € V1, a kako je
VinVa =0, f(z) & Va. ]

5. TEOREM

Neka je (X,U) topoloski prostor, (Y,V) Hausdorffov prostor i D C X. Funkcija
f: D =Y neprekidna je u tocki o € DN D' onda i samo onda ako ona u xg ima
limes i on je jednak f(xo).

Dokaz. Neka je f neprekidna u tocki z9 € D N D’. Tada za svaku otvorenu
okolinu V' C Y tocke f(xg) postoji otvorena okolina U C X tocke z( takva da je
f(UND) CV. Tada je pogotovo

FUN(D\{zo})) €V,
odakle iz definicije slijedi da f ima limes u toc¢ki x¢ i da je on jednak f(z).

Obratno, pretpostavimo da je f(x) limes funkcije f u tocki o € D N D’. Neka je
V C Y bilo koja okolina tocke f(zp). Treba pokazati da postoji otvorena okolina
U C X tocke zg takva da je f(UND) C V.

Prema definiciji limesa postoji otvorena okolina U C X tocke xg takva da je
FUN(D\{zo})) CV. Kako je f(zg) € V,toje f(UND)CV. |

PRIMJEDBA
Pretpostavimo da f : D — Y ima limes u tocki zg € D’. Definirajmo funkciju

f:DU{xo} =Y formulom

- x), ako je z € D\{x
fz) = { lirfl(f)(:v), ako ?je x i xo\.{ ) (9-1)

Tr—rTo

Prema primjedbi 9.2. jest lim f(z) = lim f(x) = f(x0), pa je prema teoremu 9.5.
T—T0o T—T0

fneprekidna u tocki xp. Funkciju f zovemo prosirenje funkcije f po neprekidnosti u
to&ki Zo-

TEOREM
Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, D C X, xg € D’ tocka gomilanja skupa
Dif:D—Y funkcija. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(i) L =lm, s, f(z).

(i) Za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da je dy (f(x),L) < € za svaki x € D\{xo}
za koji je dx (z,z9) < 4, tj.

f(Kx(xo, 6) n (D\{,To})) - Ky(L, 8).
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(iii) Za svaki niz (x) u D\{xo} koji konvergira prema xo, niz funkcijskih vrijed-
nosti (f(xk)) konvergira prema L.

Dokaz. (i) = (ii) Neka je ¢ > 0. Kako je Ky(L,e) otvorena okolina tocke L,
prema definiciji limesa postoji otvorena okolina U C X oko tocke xg takva da je
FUN(D\{zo})) € Ky (L,e). Prema definiciji otvorenog skupa postoji 6 > 0 takav
da je Kx(x9,8) CU. Zato je f(Kx(wo,6) N (D\{zo})) C Ky (L,e).

(i) = (iii) Neka je (zx) niz u D\{zo} koji konvergira prema xg. Treba pokazati
da za svaki € > 0 postoji ko € N takav da je f(zx) € Ky (L,€) za svaki k > ko.
Neka je € > 0. Po pretpostavci postoji § > 0 takav da je

F(Kx(20,6) N (D\{x0})) € Ky (L, ¢).

Kako zy — xo, postoji ko € N takav da je z € Kx(z0,0) N (D\{zo}) za svaki
k > ko. Zato je f(xx) € Ky (L,€) za svaki k > ko.

(i1i) = (i) Neka je V C Y otvorena okolina od L. Dovoljno je pokazati da postoji
realan broj § > 0 takav da je f(Kx(zo,d)N(D\{z0})) C V. Kada ne bi bilo tako, za
svaki § > 0 postojala bi tocka x5 € D\{zo} takva da je dx(zs,20) < 1 f(as) € V.
Specijalno, stavljajuéi 6 = , k € N, dolazimo do niza (z) u D\{zo} takvog da
je dx(zr,20) < 7 1 f(zx) € V. Tako dobiveni niz (25) konvergira prema zo (jer
dx (zk,z9) — 0), ali odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti (f(zx)) ne konvergira
prema L. To bi bila kontradikcija s pretpostavkom (iii). |

PRrRIMJER. Pokazimo da funkcija

[ =, akoje (z,y) £ (0,0)
flz,y) = { E)r;y ako je (z,y) # (0,0)

nema limes u tocki (0,0).
Za restrikciju funkcije f na pravac y = kz nalazimo
z-kx k

T S k) = By e ~ T e

Kako dobivena vrijednost ovisi o broju k, nasa funkcija f nema limes u toéki (0, 0).
Naime, kada bi funkcija f imala limes L u tocki (0,0), onda bi i svaka restrikcija na
pravcac y = kx, k # 0, za limes u tocki 0 imala takoder L, bez obzira koliki je k.

Sljedeci teorem nam govori da se problem racunanja limesa vektorske funkcije
viSe varijabli svodi na ra¢unanje limesa realnih funkcija vise varijabli.

TEOREM
Neka je D CR™ i f = (f1,...,fm): D = R™ funkcija. Funkcija f u tocki xg € D’
ima limes L = (Iy,...,l,) € R™ onda i samo onda ako za svaki i = 1,...,m

koordinatna funkcija f; : D — R wu tocki xo ima limes [;.
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Dokaz. Dovoljno je oponasati dokaz teorema 6.15. uz neznatne modifikacije. W

PRrIMJER. Neka je funkcija f : R — R? zadana s f(x) = (:102 -1, %) Kako

je limg .o fi(z) = limg_o(z2 — 1) = —1 i lim,_g fo(z) = lim, o =1, to je
limg 0 f(z) = lim,_o (2 — 1, 822) = (—1,1).

Lako je modificirati dokaz teorema 6.16. da bi se dokazale sljedece tvrdnje:

TEOREM

Neka je D CR"™, f,.g: D — R funkcija, A € R i xg € D’ tocka gomilanja skupa D.
Ako f i g imaju limes u tocki xo, onda i funkcije f+g, A\ f, f-g,|f| : D = R imaju
limes u xy @ pri tome vrijedi:

(i) Jim [f(x)+g@)] = lim f(z) + lim g(x).

(i) zlglmlo (AMf(2)) = A lim f(2).

(iii) lim [f(z)-g(z)] = lim f(z)- lim g(z).

(iv) Ako je lim g(x) # 0, onda postoji otvoren skup U C R™ takav da je funkcija
r—rxo
g definirana na U N (D\{xo}) @ vrijedi

lim = .
z—zo g(x) lim g(z)
rT—To

(v) lim [f(z)| =] lim f(z)|.

rT—T0o Tr—rTo

9.12. PRIMJEDBA

Zbog teorema 9.9. tvrdnje (i)-(ii) vrijede i za vektorske funkcije f,g : D — R™.
Nadalje, tvrdnja (4ii) vrijedi i za vektorske funkcije ako se za produkt uzme skalarni
produkt. Zbog neprekidnosti norme tvrdnja (v) vrijedi i za vektorske funkcije ako
se apsolutna vrijednost zamijeni s normom.

Limes realne funkcije vise realnih varijabli naziva se viSestruki limes. Treba ih
razlikovati od tzv. uzastopnih limesa. Primjerice, kod funkcija dviju varijabli
imamo sljedeca dva uzastopna limesa: lim ( lim f(z,y)) i lim ( lim f(z,y)).

T—To " Y—Yo Yy—Yyo ~T—To
Svaki od tih uzastopnih limesa sastoji se od dvaju limesa funkcije jedne varijable.
U opcem su slucaju uzastopni limesi medusobno razliciti i razlikuju se od limesa
im f(z,y). Stovise, egzistencija uzastopnih limesa opéenito ne osigurava
(@,y)—=(z0,y0)
egzistenciju limesa. Ipak, u slucaju kada postoji limes lim f(z,y), moze
(z,y)—(z0,y0)
se pokazati da tada postoje i oba uzastopna limesa te da su oni jednaki limesu
lim  f(z,y).

(z,y)=(0,y0)
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PrIMJER. Funkcija f : R®2\{(z,9) : * + y = 0} — R zadana je formulom

flz,y) = i:LZ

Za njezine uzastopne limese u tocki (g, yo) = (0,0) dobivamo:

lim (lim (x,y)) = lim (lim x—y) =liml=1

z—0 \ y—0 z—=0 \y—=0 T + Yy z—0

. . L T YN
tim (tim ) = fim (tg ) = Jim 1) = -1

Kako su uzastopni limesi razli¢iti, funkcija f nema limes u tocki (0, 0).

Zadaci za vjezbu

1. Dokazite:
. 2 4y?
(a) lim(z ) (0,0) m =0

(b) lim(myy)ﬁ(oﬁo) % = 0.

(Uputa: (a) Neka je e > 0. Odaberimo § < £/2. Kako je |f(z,y)| < |z]+|y] <
2[(w,y), za svaki (v, y) € K((0,0),0) € R? bit ée |f(x,y) — 0] < 2[|(z,y)|| <
2§ < e. (b) Neka je € > 0. Nejednakost |f(z,y) — 0] = “;‘!ﬂ)l < Sl -yl <
1(|z|? + |y|?) govori nam da za § > 0 mozemo uzeti bilo koji realan broj manji

od 2+/2.)
2. Neka su f, g : R? = R definirane formulama

e B @y 20,0 [ S (@) #(0,0)
f(’y)_{ 0 (ey) = (0,0) 9(’”_{ 0" () = (0,0).

(a) Pokazite da f nema limes u toc¢ki (0, 0).
(b) Pokazite da g ima limes u tocki (0,0).

(Uputa: (a) Za restrikciju funkcije f na krivulju z — (22, ax) imamo

1—a 1—at
. 2 o . —
lim, f(@”, o) = g 7T = Thad’
2 2 24 2 .
(b) lg(z,y)| = wzi‘yy‘ < | T m;i\y\ < |2|?> + |y|. Neka je ¢ > 0.

Odaberimo § > 0 takav daje 6 < min{e/2,1}. Tadazasve (z,y) € K((0,0),0)
vrijedi |z|, ly| < /2% 4+ y? < 0 < min{e/2,1}, pa je zato |g(z,y) — ¢(0,0)| <
|z)? + |y| < |z|+|y| < e/2+¢/2 = €. To znaéi da je g neprekidna u tocki (0, 0)
i zato je lim, 4)—(0,0) 9(2,y) = 9(0,0) = 0.)
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3. Realna funkcija zadana je formulom f(z,y) =

Zadaci za vjezbu

3z—2y
: I A S
prirodne domene funkcije f i ispitati ima li u njima limes.

Odrediti gomilista

(Uputa: Prirodna domena je skup D = R?*\{(0,0), a skup gomilita ¢itav
je R?. Buduéi da je kao kvocijent polinoma neprekidna na cijeloj prirodnoj
domeni, vrijedi

lim f(z,y) = f(xo0,90), (wo,30) # (0,0).

(Ivy)_’(mU)yO)

Preostaje ispitati ima li limes u tocki (0,0). Neka je (z,yx) niz u R? zadan
sxp =1, yp = 0. Tadaje f(zr,yn) = g — 00, pa f nema limes u (0,0).)



131

Literatura

[1] D. Baki¢, Normirani prostori, PMF-Matematicki odjel, Zagreb, 2016.

[2] S. KUREPA, Matematicka analiza 2: Funkcije jedne varijable, Tehnicka knjiga,
Zagreb 1990.

[3] S. MARDESIC, Matematicka analiza, 1. dio, Skolska knjiga, Zagreb, 1979.

[4] W. RUDIN, Principles of Mathematical Analysis, Mc Graw-Hill, Book Com-
pany, New York, 1964.

[5] W. A. SUTHERLAND, Introduction to metric and topological spaces, 2nd edition,
Oxford University Press, 2009.

[6] S. UNGAR, Matematicka analiza 3, PMF-Matematicki odjel, Zagreb, 1994.



132



Kazalo

Baza topologije, 30 Metrika, 9
L1 metrika, 11
Dijametar skupa, 12 Lo metrika, 11
) ) diskretna, 10
Ekvivalentne metrike, 12 euklidska, 9
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GOInll'lSte uniformna, 11
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Heineova karakterizacija neprekidnosti, 85 Minkowskog, 5

Homeomorfizam, 100

trokuta, 3, 9
Interior skupa, 23 Neprekidno preslikavanje
Tzometrija, 10 na skupu, 83
u tocki, 81, 83
Jednakost paralelogram, 32 Neprekidnost
po nekoj varijabli, 84
Kompaktnost, 73, 77 Niz, 41
Konvergencija Cauchyjev, 67
niza, 42, 44, 45 divergentan, 42
po tockama niza funkcija, 55 konvergentan, 42, 44, 45
reda funkcija, 63 koordinatni, 48
u normi, 45 monoton, 42
uniformna niza funkcija, 58 omeden, 43, 47
uniformna reda funkcija, 63 uniformno Cauchyjev, 60
Koordinatne Norma, 4
funkcije, 81 p-norma, 5
projekcije, 84 euklidska, 3
Kugla inducirana, 5
otvorena, 18 norma jedan, 6
zatvorena, 24, 74 uniformna, 4, 6
Lebesgueov broj pokrivaca, 76 Okolina tocke, 23
Limes Otvoreni paralelepiped, 21
funkcije, 125
niza, 42, 44 Picardova metoda, 110
uzastopni, 128 Podniz, 41
vigestruki, 128 Podrucje, 122
Pokrivac skupa, 15
Metricki prostor, 9 otvoren, 75
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Polarizacijska formula, 32
Potpokrivac¢ skupa, 15
Potprostor
metricki, 29
topoloski, 30
Potpun metricki prostor, 68
Preslikavanje
kontrakcija, 94
Lipschitzovo, 94
neprekidno na skupu, 83
neprekidno u tocki, 81, 83
otvoreno, 105
prekidno u tocki, 83
uniformno neprekidno, 94
Progirenje funkcije po neprekidnosti, 126
Prostor
Ti-prostor, 36
Banachov, 69
diskretan, 10, 22
euklidski, 1
Hausdorffov ili T5, 36, 47
Hilbertov, 69
metricki, 9
metrizabilan, 36
neprekidnih funkcija, 2
normiran, 4
omedenih funkcija, 4
povezan, 115
pseudometricki, 16
topologki, 22
unitaran, 2
Pseudometrika, 16
Put, 119
poligonalan, 120
pravocrtan, 120

Rub skupa, 27

Skalarni produkt, 2
euklidski, 1
tezinski, 2

Skup
gust, 28
kompaktan, 73, 77
konveksan, 120

omeden, 13

otvoren, 19, 22
potpuno omeden, 15
povezan, 115

povezan putevima, 119
zatvoren, 24

Tocka
fiksna, 107
gomilanja niza, 50
gomilanja skupa, 28
izolirana skupa, 28
Topoloska
invarijanta, 100
struktura, 21, 22
Topologki ekvivalentne metrike, 37
Topoloski prostor, 22
Topologija, 21, 22
direktnog produkta, 39
diskretna, 22
inducirana metrikom, 22
inducirana pseudometrikom, 22
kofinitna, 36
na R, 31
relativna, 29

Udaljenost

skupova, 13

tocke od skupa, 13
Upotpunjenje prostora, 70

Zatvarac¢ skupa, 25
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