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PREDGOVOR

Teorija konveksnih skupova relativno je novo podruc¢je matematike. Iako neko-
liko vaznih rezultata datira iz kasnih godina 19. stolje¢a, prva sustavna studija bila
je knjiga Theorie der Konvexen Korper njemackih autora T. Bonnesena i W. Fen-
chela iz 1934. godine. U cetrdesetim i pedesetim godinama 20. stolje¢a otkrivene
su brojne korisne primjene konveksnih skupova, osobito u podru¢ju optimizacije.
Vaznost tih primjena izazvala je ponovno zanimanje za teoriju konveksnih skupova.

Od citatelja se pretpostavlja osnovno znanje iz linearne algebre, matematicke
analize i topologije. Linearna je algebra vazna jer ¢emo proucavati konveksne pod-
skupove n-dimenzionalnog euklidskog prostora R™. Citatelj bi trebao biti upoznat
s teorijom vektorskih prostora. Topoloski pojmovi s kojima ¢emo se najcescée su-
sretati otvoreni su skupovi, zatvoreni skupovi i kompaktnost. Povremeno ¢emo se
morati pozivati na neprekidnost, konvergenciju nizova i jos neke druge pojmove.

Namjera je ove knjige, pisane za studente koji na Odjelu za matematiku Sve-
ucilista J.J. Strossmayera u Osijeku slusaju kolegij Konveksni skupovi, upoznati
studente s osnovim pojmovima i rezultatima bogate teorije konveksnih skupova, i
stoga nije realno ocekivati da ona bude sveobuhvatna i/ili iscrpna. Pri odabiru tema
vodilo se racuna da gradivo pokrije sadrzaj kolegija, da bude primjereno studentima
s gore navedenim predznanjem, izlozeno na pristupacan nacin i da ukaze na razno-
like primjene teorije konveknih skupova. U svim poglavljima teorijski dio ilustriran
je mnostvom primjera. Na kraju svakog poglavlja dani su zadatci za utvrdivanje
izlozenog gradiva i prosirivanje znanja. Za vecéinu tih zadataka dane su vrlo detaljne
upute. U svakom poglavlju redom su numerirane definicije, propozicije, leme, te-
oremi, korolari, primjeri i slike.

Autor ¢e biti zahvalan svim ¢itateljima na njihovim primjedbama u svezi s even-
tualnim pogreskama, nepreciznostima ili nedostacima koje ¢e koristiti za novo izda-
nje.

Na kraju, zahvaljujem svima koji su izravno ili na drugi na¢in pomogli da se ova
knjiga tiska i bude sto bolja. To se posebice odnosi na recenzente koji su pazljivo
procitali rukopis i svojim primjedbama i sugestijama utjecali na mnoge dijelove
teksta.

U Osijeku 19. ozujka 2021. Dragan Jukié






1. Uvod

Teorija konveksnosti relativno je novo podrucje matematike u kojem se ispreplicu
svojstva iz geometrije, analize, linearne algebre, topologije i kombinatorike. Bazi-
rana je na jednostavnom geometrijskom konceptu koji joj i daje ime. Ima fundamen-
talnu ulogu u mnogim podruéjima optimizacije, a od vaznosti je i u funkcionalnoj
analizi, teoriji aproksimacija, matematickoj ekonomiji, statistici itd. Primjerice,
ona je osnovni matematicki alat za linearno programiranje.

Poznatu Rockafellarovu knjigu [15] smatra se jednom od klasiénih knjiga iz te-
orije konveksnosti. Vrlo detaljan prikaz teorije konveksnosti moze se nac¢i npr. u
[16] i [22]. Suvremeni pristup primjenama konveksnosti u optimizaciji moze se naéi
npr. u [21]. Za primjenu konveksnosti u teorijskoj statistici zainteresiranog citatelja
upucujemo, primjerice, na knjigu [20].

Mi se u ovoj knjizi ogranicavamo na konveksnost u vektorskom prostoru R”™.
Medutim, citatelj treba znati da se cijela teorija moze napraviti u konacno di-
menzionalnim vektorskim prostorima, a mnogi ¢e rezultati vrijediti i u beskona¢no
dimenzionalnim vektorskim prostorima. Na elemente od R™ gledamo kao na vektor-
stupce, a oznaku R™*™ koristimo za skup svih realnih matrica tipa m x n. Vektore i
matrice pisat ¢emo isklju¢ivo masnim pismom (fontom). U skladu s tim, euklidski
skalarni produkt (x,y) = Y7, z;y; vektora x = [z1,..., 2],y = [Y1,....yn)T €
R"™ mozemo zapisati u matriénom obliku kao (x,y) = xTy. Nadalje, ako je x; < y;
za svaki i = 1,...,n, kratko ¢emo pisati x <y ili y > x. Od vektorskih normi ko-
ristit ¢emo iskljucivo euklidsku normu (ili 2-norma). Jasno, veza izmedu euklidskog
skalarnog produkta i euklidske norme jest ||x|| = vxTx. Otvorenu kuglu radijusa
r > 0 s centrom u tocki xo € R", tj. skup {x € R" : ||x —x¢|| < r}, oznacavat ¢emo
s B(xq,T).

Kao $to je to i uobi¢ajeno u matematickoj literaturi, funkcije, varijable i skupove
oznacavat ¢emo kurzivom. Za nove pojmove koji se prvi put pojavljuju u tekstu
koristit ¢emo san serif font.
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2 Uvod

1.1. Konveksni skupovi

Po uzoru na geometriju u trodimenzionalnom euklidskom prostoru R?, u R" de-
finiraju se pravac, zraka, segment, hiperravnina, afina mnogostrukost i neki drugi
pojmovi.
Neka su zadane tocke (vektori) x,y € R™. Skup
oyl ={1=Xx+Xy:Ae(0,1]}

zovemo segment (ili spojnica) s krajevima x 1 y.

(1-XNx+Ay =x+ Ay —x)

Slika 1. Pravac kroz tocke x i y. Segment [x,y] oznacen je plavom bojom.

DEFINICIJA
Kazemo da je skup K C R"™ konveksan ako vrijedi

(vx,y € K) [x,y] CK.

Promatrano geometrijski, skup K konveksan je ako za svake svoje dvije tocke sadrzi
i segment koji spaja te dvije tocke. Ocigledno, jednoc¢lan je skup konveksan. Prazan
skup takoder smatramo konveksnim.

Lako je pokazati da je presjek proizvoljne familije konveksnih skupova takoder
konveksan skup.

a1 ¢

Slika 2. Primjeri konveksnih skupova u ravnini.
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Slika 3. Skup S C R? nije konveksan.

PRIMJEDBA
Nije to¢no da je skup S konveksan ako ima svojstvo

x,y €S = t(x+y)€S.

Za kontraprimjer mozemo uzeti skup S svih racionalnih brojeva. Izmedu svaka
dva racionalna broja nalazi se beskona¢no mnogo iracionalnih brojeva. Zato skup
racionalnih brojeva nije konveksan iako ima gornje svojstvo.

PriMJIER. Neka su zadani vektor a € R™, a # 0, i realan broj 5. Skup
Hop={x€eR":(a,x) =}
nazivamo hiperravnina, a skupovi

H;ﬁz{xeR":<a,x>§B}
H:)B:{XER”:(a,)Qzﬂ}

nazivaju se zatvoreni poluprostori odredeni hiperravninom Hj, g. Vektor a zovemo
vektor normale na hiperravninu H, 5. Lako je pokazati da su skupovi Hj g, H, 51

H : 5 konveksni i zatvoreni.

Ako je iz konteksta jasno o kojem vektoru normale a i o kojem /3 se radi, izostav-
ljat ¢emo ih u oznacavanju hiperravnine i odgovarajucih poluprostora te pisati samo
H, H™ ili H" Nadalje, radi lakSeg je izraZavanja Cesto korisno H~ [odnosno HT|
zvati negativnim [odnosno pozitivnim| zatvorenim poluprostorom odredenim hiperrav-
ninom H. Iz istog razloga, otvorene i konveksne skupove H~\H [odnosno H+\ H]

zvat éemo negativnim [odnosno pozitivnim] otvorenim poluprostorom odredenim s H.
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1.4. DEFINICLJA
Neka su A € R™*" b € R™. Skup

P={xeR": Ax < b}

zovemo poliedar u R™.

1.5. PRIMJEDBA
1. Prazan je skup ) poliedar jer ga mozemo zapisati kao ) = {x € R" : 0x < —1}.

2. Cijeli je skup R™ poliedar jer je R = {x € R" : 0x < 1}.
Prazan skup i cijeli prostor R™ zatvoreni su i konveksni skupovi.

3. Ako je neki redak a® matrice A jednak nul-retku (a® = 0), vrijedi:

(a) Ako je b;, < 0, P je prazan skup.

(b) Ako je b;, > 0, ip-ti redak a’ suvisan je i mozemo ga izostaviti iz matrice

A.

Zato nadalje pretpostavimo da su svi retci matrice A razli¢iti od nul-retka.
Tada na poliedar P mozemo gledati kao na presjek kona¢no mnogo zatvorenih
poluprostora. Zato je on konveksan i zatvoren, a zovemo ga jos i konveksni
poliedar.

P, P,

Slika 4. P, C R? jest omeden, a Po» C R? jest neomeden poliedar.

Od sada pa nadalje koristit ¢emo sljedece oznake: Int.S za nutrinu (interior),
ClS za zatvorenje (zatvarac) i Bd.S za rub (granicu, frontu) skupa S C R™.

1.6. ProprozICIJA
Neka je zadan poliedar

P={xeR":Ax < b},
gdje su A = [a;;] € R™™ ib=[by,...,by,]T € R™. Tada vrijedi:
(i) C1P = P,
(i) Int P = {x € R" : Ax < b},
(i1i)) BAP ={x € R": Ax <b & (Ax); = b; za barem jedan i € {1,...,m}}.
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Dokaz. (i) U prethodnoj primjedbi pokazano je da je poliedar P zatvoren skup.
Zato je C1P = P.
(ii) Neka a’ oznacava i-ti redak matrice A. Kako je

P = ﬂ{xER":aixgbi},

i=1

slijedi

Int P = ﬂInt{xeR":aixgbi}

~
—

{x €R":a'x < b;}

[
IDE

=1

{x € R" : Ax < b}.

-
Il

(#11) Tvrdnja slijedi iz jednakosti Bd S = C1.S\Int S. |

DEFINICIJA
Konveksna kombinacija toc¢aka x;,...,X,, € R" jest svaka tocka x oblika

m
X = E Ai>(ia
i=1

gdje su \; > 0,7 =1,...,m, realni brojevi takvi da je > .~ \; = 1.

Skup svih konveksnih kombinacija toc¢aka iz skupa S C R"™ naziva se konveksna
ljuska skupa S' i oznacava s conv S.

PRIMJEDBA
Lako je pokazati da je
S C conv S

te da je conv S konveksan skup.

. PRIMJER. Matematicko je ocekivanje konac¢ne slucajne varijable usko povezano s

konveksnosc¢u. Neka konacna slucajna varijabla X ima distribuciju

X ~ (:Z:‘l 'r2 DY xm ) ,
p1 P2 - Pm
gdje je p; >0 vjerojatnost da ta slu¢ajna varijabla primi vrijednost z;, te > . p;=1.
Njezino matematicko ocekivanje E[X], definirano kao

E[X] =Y pi,
=1

konveksna je kombinacija brojeva x1,...,Ty,.
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ProroOzZICLIA
Skup S C R™ konveksan je onda i samo onda ako se podudara sa svojom konveksnom
ljuskom, tj. ako je S = conv S.

Dokaz. Ako je S = conv .S, bududi da je conv S konveksan (primjedba 1.8.), skup
S jest konveksan.

Obratno, pretpostavimo da je S konveksan skup i pokazimo da je S = conv S.
Kako je S C conv S (primjedba 1.8.), preostaje pokazati da je conv.S C S. Dokaz
¢emo provesti matematickom indukcijom po m, gdje m oznacava broj tocaka koje
ulaze u konveksnu kombinaciju. Za m = 11 m = 2 tvrdnja proizlazi iz definicije
konveksnosti. Pretpostavimo da je tvrdnja dokazana za prirodni broj m i pretpos-
tavimo da je x konveksna kombinacija od m + 1 toc¢aka iz S. Tada postoje tocke
X1,...yXm41 € S 1 realni brojevi A1,..., A1 > 0 takvi da je x = Zy:{l AiX; 1
ZZ’;{I Ai = 1. Ako je 37" X =0, onda je x = X41 € S. Ako je Y70 N # 0,
zapiSimo tocku x kao

m m
: Ai
X = [y + Am+1Xm+1, gdje suu:Z)\i, y:Z—lxi.
i=1 i1 P
Buduéi da je tocka y konveksna kombinacija od m tocaka iz S, po induktivnoj
pretpostavci ona lezi u skupu S. No tada i tocka x kao konveksna kombinacija
tocaka y 1 x,,+1 1z S, takoder pripada skupu S. |

TEOREM
Konveksna ljuska skupa S C R™ jest najmanji konveksan skup koji sadrzi S, tj.
presjek svih konveksnih skupova koji sadrze S.

Dokaz. Neka je W presjek svih konveksnih skupova iz R™ koji sadrze skup S.
Treba pokazati da je conv.S = W. Iz S C W slijedi conv S C convW, a zbog
konveksnoti skupa W i propozicije 1.10. jest convW = W. Dakle, conv.S C W.
Nadalje, kako je S C conv S te kako je W najmanji konveksan skup koji sadrzi S,
slijedi W C conv S. [ ]

PrimJeER. Politop u R™ konveksna je ljuska konatno mnogo tocaka iz R™, koje
zovemo generatorima politopa.

Slika 5. Politop u R? i politop u R3.
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DEFINICIJA

Kazemo da su tocke x1,...,%x,, € R™ konveksno nezavisne ako se ni jedna od njih
ne moze prikazati kao konveksna kombinacija preostalih to¢aka. U suprotnom, tj.
ako se barem jedna od njih moze prikazati kao konveksna kombinacija preostalih,
za te tocke kazemo da su konveksno zavisne.

Osim konveksnih skupova, u teoriji optimizacije vaznu ulogu imaju konusi.

DEFINICLIA

Skup C C R" je konus s vrhom u nuli ako za svaki x € C' i za svako A > 0 vrijedi
x e C.

Ako je xg € R™ i C' C R"™ konus s vrhom u nuli, onda skup

Cxo i =%0+C={x0+x:x€C}

zovemo konus s vrhom u xg.
Ako je konus ujedno i konveksan skup, onda se on naziva konveksni konus.

Prazan skup takoder smatramo konusom. Konus ne mora biti konveksan, kao
ni zatvoren ni otvoren.

. PRIMJER. Za zadane xo,q € R", q # 0, skup {\q : A > 0} konveksan je konus s

vrhom u nuli, a skup
xo+{Aq: A >0} ={x0+ Aq: >0}

konveksan je konus s vrhom u xg. Zovemo ga joS i zraka ili polupravac u R" te
kazemo da je tocka x( ishodiste zrake, a q vektor smjera te zrake.

X0 X0 X0

Slika 6. Konus Cy jest zraka, konus Co kao unija dviju zraka nije konveksan,
konus C3 nije zatvoren (niti je otvoren), konus Cy konveksan je i zatvoren.

PRIMJER. Neka je A € R™*". Lako je provjeriti da je poliedar
C={xeR": Ax <0}

ujedno i konveksni konus (s vrhom u nuli). Zovemo ga poliedarski konus.
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PROPOZICIJA
Poliedar P C R"™ jest konus (s vrhom u nuli) onda i samo onda ako je poliedarski
konus, tj. ako postoji matrica A € R™*™ takva da je

P={xeR": Ax < 0}.

Dokaz. Pretpostavimo da je poliedar
P={xeR":Ax < b}, A eR™" beR™

ujedno i konus s vrhom u nuli. Kako je 0 € P, mora biti b > 0. Nadalje, za sve
x € Pisve A > 0 jest Ax € P, pa vrijedi AAx < b, odnosno Ax < %b, odakle
grani¢nim prijelazom A — oo dobivamo Ax < 0. Zato je, sto je lako pokazati,
P={xeR": Ax < 0}. [ |

Konusi imaju sljedec¢a vazna svojstva:
(i) Presjek proizvoljne familije konusa s istim vrhom jest konus s tim vrhom.

(ii) Ako su Cy i C5 konusi [konveksni konusi] s vrthom u xg, onda je aCi + Cs
konus [konveksni konus] s vchom u (o + 3)xg za sve «, 8 € R.

(iii) Unija konusa s istim vrhom jest konus, ali unija konveksnih konusa s istim
vrhom ne mora biti konveksan konus.

Nadalje, uocite da se svaki konus s vrhom razli¢itim od nule dobiva kao translacija
konusa s vrhom u nuli. Zbog toga, s teorijskog je stajalista dovoljno opisati samo
konuse s vrhom u nuli. Zato ¢emo od sada pa nadalje pod konusom uvijek podra-
zumijevati konus s vrhom u nuli, osim ako se posebno naglasi da mu je vrh razlicit
od nule.

Prorozicria

Skup S konveksni je konus (s vrhom u nuli) onda i samo onda ako za sve X,y € S
1 sve o, B >0 vrgedi ax + fy € S.

Dokaz. Neka je S konveksni konus s vrhom u nuli. Uzmimo bilo koje dvije tocke
x,y € S i bilo koja dva realna broja «, 5 > 0. Ako je a+ 8 =0, onda je ax+ Sy =
0 € S. Zato nadalje pretpostavimo da je a + 8 > 0. Tada, zbog konveksnosti,
vrijedi

x4 Loy es.

Zato je, po definiciji konusa,
B
(a+ B) (55X + 5ray) €5,

odnosno ax + By € S.

Obratno, pretpostavimo da je ax+ By € S zasve x,y € S isve o, > 0. Tada
je ax + (1 —a)y € S za svaki « € [0,1], $to nam govori da je S konveksan skup.
Nadalje, ako za unaprijed zadani A > 0 odaberemo o = = A/2 1y = x, dobivamo
da je Ax € S, tj. S je konus s vrhom u nuli. |
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DEFINICLIA

Konusna kombinacija tocaka x1,...,X,, € R" jest svaka tocka x oblika

m
X = E Ai>(ia
i=1

gdjesu \; >0,7=1,...,m, realni brojevi.

Skup svih konusnih kombinacija to¢aka iz skupa S C R"™ naziva se konusna ljuska
skupa S i oznacava s cone S.

Lako je pokazati da je coneS konveksan konus (s vrhom u nuli).
ocigledno je

Nadalje,

S C coneS.

Primier. Konusna ljuska

cone {X1,...,Xm}

tocaka X1, ..., Xy, € R™ jest konveksni konus (s vrhom u nuli). Za taj konus kazemo
da je konatno generiran skupom vektora {xi,...,X,;,} te ga jo§ oznatavamo kao
C(X1,--yXm)-

Slika 7. Konwveksni konus cone {X1,Xa,%3} C R3.

ProroOZICIIA
Skup S C R™ konveksan je konus (s vrhom u nuli) onda i samo onda ako je S =
cone S.

Dokaz. Dovoljno je iskoristiti propoziciju 1.18. i oponasati dokaz propozicije 1.10.
|
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TEOREM
Konusna ljuska skupa S C R™ najmangi je konveksan konus (s vrhom wu nuli) koji
sadrzi S, tj. presjek svih konveksnih konusa (s vrhom u nuli) koji sadrze S.

Dokaz. Neka je W presjek svih konveksnih konusa iz R™ koji sadrze skup S.
Treba pokazati da je coneS = W. Iz S C W slijedi coneS C coneW, a zbog
propozicije 1.21. jest coneW = W. Dakle, cone S C W. Nadalje, kako je S C
cone S te kako je W najmanji konveksan konus koji sadrzi S, slijedi W C cone S.

|
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1.2. Zasto konveksnost?

Prije nego sto dublje ,,zaronimo” u teoriju konveksnosti, za motivaciju ¢emo u krat-
kim crtama navesti nekoliko problema/situacija u kojima konveksnost ima kljuénu
ulogu.

1.2.1. Problem matematickog programiranja

Ovaj problem sastoji se od odredivanja ekstremnih vrijednosti (minimuma ili mak-
simuma) realne funkcije f: D — R definirane na nepraznom skupu D iz euklidskog
prostora R™. Zbog jednakosti

max f(x) = — min(~f(x))
dovoljno je ograniciti se na problem minimizacije, koji se kratko matematicki zapi-
suje kao:
min f(x) ii  f(x) = min (1.1)

uz ogranicenja

xeD. (1.2)

Napomenimo da se minimizirajuéa funkcija f jo$ naziva funkcija cilja (ili kriterija),
a za skup D kaze se da je skup dopustivih (ili moguéih) rje3enja. Za tocku x* € D
(ako takva tocka postoji!) sa svojstvom da je

fx) < f(x), VxeD (1.3)

kazemo da je totka globalnog (ili apsolutnog) minimuma funkcije f na skupu D, dok
je f(x*) vrijednost globalnog (ili apsolutnog) minimuma funkcije f na skupu D. Tocka
globalnog minimuma x* jo§ se zove i optimalno rjeSenje problema (1.1)-(1.2). Ako
u (1.3) vrijedi stroga nejednakost za svaki x € D, x # x*, kazemo da je x* tocka
strogog globalnog minimuma. Ako postoji realan broj € > 0 takav da je

F(x*) < f(x), ¥xe€DnB(x,e), (1.4)

gdje je B(x*,e) := {x € R" : d(x,x*) < ¢} otvorena kugla radijusa ¢ s centrom
u tocki x*, radi se o totki lokalnog (ili relativnog) minimuma x* i o odgovarajuéoj
vrijednosti lokalnog (ili relativog) minimuma f(x*).

Dakle, problem matematickog programiranja sastoji se u pronalazenju svih toca-
ka globalnog minimuma, zajedno s odgovaraju¢om minimalnom vrijednosti funkcije
f. Nazalost, problem je §to veéina numerickih metoda za minimizaciju funkcije cilja
daje samo lokalno optimalno rjesenje.

U primjenama je vrlo vazan tzv. slucaj konveksnog programiranja u kojem se
minimizira konveksna funkcija na nekom konveksnom skupu. Prisjetimo se definicije
konveksne funkcije:
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DEFINICIIA
Za funkciju f : D — R definiranu na konveksnom skupu D C R” kazemo da je
konveksna ako za sve x,y € D i za svaki A € [0, 1] vrijedi

S =Xx+Ay) < (1= Nf(x) +Af (). (1.5)

Ako u (1.5) vrijedi stroga nejednakost za sve x # y i za svaki A € (0,1), onda
kazemo da je f strogo konveksna funkcija na skupu D.

Fukcija f jest konkavna ako je funkcija — f konveksna. Analogno, fukcija f jest
strogo konkavna ako je funkcija — f strogo konveksna.

Problem konveksnog programiranja opéenito ne mora imati optimalno rjesenje.
Medutim, ako postoji lokalno optimalno rjesenje, onda postoji i globalno optimalno
rjesenje. O tome nam govori sljedeéi teorem (vidi i npr. Neralié¢ [14, str. 27)).

TEOREM

Ako je [ konveksna funkcija definirana na konveksnom skupu D, onda je konveksan
skup D* tocaka u kojima f dostiZe globalni minimum i svaki je lokalni minimum
ujedno i globalni minimum.

Dokaz. Pokazimo prvo da je D* konveksan skup. Ako je D* prazan ili jednoc¢lan
skup, po definiciji on jest konveksan. Neka su x*,y* € D*. To znaci da vrijedi

fx) 2 f(x) = f(y"), VxeD.

Pomoéu toga i konveksnosti funkcije f, za svaki A € [0, 1] dobivamo
FT) <SP =0x"+ A7) <A =N )+ A (y") = FX),

odakle slijedi f((1 — N)x* + Ay*) = f(x*). Zato je f(x) > f((1 — N)x* + \y*) za
svaki x € D, tj. (1 = A)x* + Ay* € D*.

Sada ¢emo pokazati da je svaka tocka lokalnog minimuma, oznac¢imo ju s x*,
ujedno i tocka globalnog minimuma. U tu svrhu pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji tocka z € D takva da je f(z) < f(x*). Neka je € > 0 bilo koji realan broj,
a B(x*,¢) otvorena kugla radijusa ¢ s centrom u tocki x*. Lako je pokazati da je

(1—\x*+ Mz € B(x*,e), YA€ (0,¢/]z—x*|)).

Nadalje, zbog f(z) < f(x*) i konveksnosti funkcije f, za svaki realan broj A €
(0,e/||z — x*||) vrijedilo bi

FIA=N)x" 4 Az) < (1= A f(x") + Af(z)
< (1

§to bi bila kontradikcija s pretpostavkom da je x* tocka lokalnog minimuma. |
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1.2.2. Problem projekcije tocke na skup

Neka je D neprazan podskup od R™. Za x € R™, broj
d(x,D) :=inf{|x —y| :y € D}

nazivamo udaljenost to¢ke x do skupa D. Nadalje, za svaku tocku yg € D za koju
je ||x — yol| = d(x, D) kazemo da je projekcija tocke x na skup D. Za tocku yq jos
kazemo da je najbolja aproksimacija tocke x pomoc¢u skupa D. Jasno je da projekcija
ne mora postojati za svaki skup D (npr. kad je D otvorena kugla, a x to¢ka izvan
te kugle), a ako postoji, ona opéenito nije jedinstvena (npr. kada je D kruzZnica,
a x njezino srediste). Prema tome, da bi se osigurala egzistencija projekcije, od
skupa D potrebno je zahtijevati neka (i to sto jednostavnija!) svojstva. Zanimljivo
je da u slucaju kada projekcija postoji, konveksnost skupa D osigurava njezinu
jedinstvenost. Ta ¢ée tvrdnja biti dokazana u 4. poglavlju.

PRIMJER (UDALJENOT TOCKE OD HIPERRAVNINE). Neka su zadane hiperravnina
H={xecR":alx =3}, a#£0
itockay € R™.
Oznacimo s y g probodiste pravea n := {y + Aa : A € R} i hiperravnine H (slika
8). Lako je provjeriti da je

_ (B—a"y)
YE =Y+ Tall? a.

Slika 8.



1.26.

14 Uvod

Neka je x proizvoljna tocka hiperravnine H. Tocke x i yy leze u ravnini H, pa
je
al(yg —x) =0.

Zato je

aT el
(v —yu)" (yo —x) = E2p2a" (yu —x) = 0,

tj. vektori y —ym i yg — x jesu medusobno okomiti. Zbog medusobne okomitosti
tih vektora imamo

ly = x|I” = Iy —yu) + (ya — x)|?
= ((y—yu)+u—x)"((y —yu) + (yu —x))
=lly —yull*+ llys — x|
> |ly —yul?

= ||(a|:|\2ﬁ)a||2

‘31”2 (aTy - 5)25

odakle vadenjem kvadratnog korijena dobivamo

ly = x| = lly - yul = 222

Kako je yg € H i kako gornja nejednakost vrijedi za svaku tocku x € H, dobivamo
sljede¢u formulu za udaljenost d(y, H) totke y od hiperravnine H:

d(y, H) = inf{|ly — x| : x € H} = |ly — yn|| = 22 (1.6)

llall

Osim toga, pokazali smo da je yg projekcija tocke y na H.

PRIMJER (UDALJENOST PARALELNIH HIPERRAVNINA). Za dvije hiperravnine kaz-
emo da su paralelne ako su im vektori normala kolinearni. Bez smanjenja opcéenitosti
mozemo pretpostaviti da paralelne hiperravnine imaju isti vektor normale. Neka su

le{XER":aTx:Bl}

H2:{X€R":aTx:B2}

medusobno paralelne hiperravnine. Udaljenost d(H7, H1) hiperravnina Hy i Ho defi-
nira se formulom

d(Hy, Hs) = inf{||ly — x|| : x € H1,y € Ha}.

Neka su x € Hy iy € Hy. Prema (1.6) jest

Iy =l 2 dly, ) = lly =y, | = Il = Ll
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Kakosuy € Ho i yu, € Hi, iz gornje nejednakosti dobivamo
_ B2 =B
[[all

Uocite da je udaljenost paralelnih ravnina jednaka udaljenosti bilo koje tocke prve
ravnine od njezine ortogonalne projekcije na drugu ravninu.

d(Hy, Hy) (1.7)

1.2.3. Problem linearnog programiranja

Problem linearnog programiranja (LP) specijalan je slu¢aj matematickog programi-
ranja, u kojem se maksimizira linearna funkcija na skupu zadanom pomocu linearnih
jednadzbi i/ili nejednadzbi. Neka su zadani m x n realna matrica A = [a;;], vektor
b € R™ i vektor ¢ € R™. Standardni oblik LP problema zapisan u matri¢nom obliku
glasi:

max ¢! x (1.8)

uz ogranicenja
Ax<b (1.9)
x > 0, (1.10)

gdje je x € R™ vektor varijabli.

Uocimo da je skup D = {x € R" : Ax < b, x > 0} moguéih rjesenja LP
problema jedan konveksni poliedar.

Standardni LP problem (1.8)-(1.10) moZzemo svesti na tzv. kanonski oblik s ogra-
ni¢enjima u obliku jednadzbi, uz nenegativnost varijabli:

max &%
uz ogranicenja
Ax =0 (1.11)
x> 0. (1.12)
U tu svrhu dovoljno je uvesti tzv. dopunske varijable x,,4;, ¢ = 1,...,m, tako da

vrijedi

n
E aij:vj—i-:anri:bi, 1=1,....m

j=1
Tnti >0, 1=1,....m
i definirati o
C1
X1 .
. T2 .
A=[ATL,] x= ,C= 5 )
Tntm
L 0 .
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gdje I,,, u blok matrici [A, I,,] oznacava jediniénu matricu reda m.

Uocimo da je skup D moguéih rjesenja definiran s (1.11)-(1.12) neprazan onda i
samo onda ako se vektor b moze prikazati kao linearna kombinacija stupaca matrice
As nenegativnim koeficijentima. Drugim rijecima, skup D neprazan je onda i samo
onda ako je b € cone{ay,...,a,4m)}, gdje &; predstavlja j-ti stupac matrice A.
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1.3. Fourier-Motzkinova metoda eliminacije

Fourier'-Motzkinova® metoda eliminacije jedna je od metoda za rjesavanje sustava
linearnih algebarskih nejednadzbi. Vaznost joj je vise teorijska nego prakticna, a
osnovna je ideja sljedeca:

1. Ako polazni sustav linearnih nejednadzbi ima vise od jedne nepoznanice, da
se dobije novi sustav nejednadzbi s jednom nepoznanicom manje, koji ¢e biti
rjesiv (konzistentan) onda i samo onda ako je rjesiv polazni sustav.

2. Ako polazni sustav nejednadzbi ima samo jednu nepoznanicu, da se iz njega
dobije neki skup nejednakosti koje ¢e vrijediti onda i samo onda ako polazni
sustav ima rjesenje.

Pri tome, iz novog sustava moguce je (ali ne jednostavno!) rekonstruirati sva rjesenja
polaznog sustava.

Neka je zadan sustav linearnih nejednadzbi u matricnom obliku Ax < b, gdje

su A e R n>1,beR"ix=][ry,...,7,]7 vektor nepoznanica. Pokazat
¢emo kako Fourier-Motzkinovom metodom iz polaznog sustava Ax < b eliminirati
nepoznanicu zj, i na taj nacin dobiti novi sustav A’x’ < b’ s vektorom nepoznanica
x' = [T1,..., T8 1,Tks1,-..,2s]T. Pritome tajnovisustav s jednom nepoznanicom
manje (bez nepoznanice xx!) bit ¢e rjesiv onda i samo onda ako je rjesiv polazni
sustav. Osim toga, iz novog sustava bit ¢e moguée rekonstruirati sva rjesenja po-
laznog sustava.
U specijalnom slucaju kada je n = 1, tj. kada polazni sustav Ax < b ima samo
jednu nepoznanicu (z1), Fourier-Motzkinovom metodom dobit ¢e se neki vektor
b’ € R?, a polazni ¢e sustav biti rjesiv onda i samo onda ako je b’ > 0. Buduéi da
je b’ > 0 onda i samo onda ako sustav 0z; < b’ ima rjeSenje, i u tom specijalnom
slucaju mozemo smatrati da se Fourier-Motzkinovom metodom dobiva novi sustav
koji je rjesiv onda i samo onda ako je rjesiv polazni sustav.

Eliminirat ¢emo nepoznanicu xy. Zato raspisimo polazni sustav Ax < b kao

a1+ -+ a1 + -+ anx, < by

a21%1 + -+ + Q2pTk + -0+ A2nTn

(1.13)

am1%1 + -+ ki + - Gy Sbm
i definirajmo skupove

IT={i:ap >0}, I- ={i:ay <0}, I°={i:as =0}

1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768. - 1830.), francuski matematicar.
2Theodore Samuel Motzkin (1908. - 1970.), americki matematicar.
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Sluéajn = 1. Kakojen = 1,1k = 1. Za svaki s € It U I~ podijelimo i-tu
nejednadzbu sustava (1.13) s |a;1|. Dobivamo sljedeéi ekvivalentan zapis polaznog
sustava Ax < b:
T, < l;i, (Z € I+)
—x < b, (iel) (1.14)
0-x sz, (iEIO),

gdje je b; = lj—l ieltul™.
Lako je pokazati da ¢e x; biti rjeSenje sustava (1.14) onda i samo onda ako je

0<b.+b;, V(ri)el xIt

1.15
0<b,, Viell (1.15)
i ako za ;1 vrijedi R ~
max (—b,) < 27 < min b;, (1.16)
rel— ielt

pri ¢emu koristimo dogovor da maximum po praznom skupu iznosi —oo, a mini-
mum po praznom skupu da je co. Nejednakosti (1.15) mozemo sazZetije zapisati u
vektorskom obliku kao 0 < b/, pri ¢emu je jasno $to su koordinate vektora b’.
Sada pretpostavimo da vrijedi (1.15). Tada iz prvog skupa nejednakosti od
(1.15) dobivamo o
—b, <b;, V(ryi)el xIT,

odakle slijedi ~ ~

max (—b,) < min b;.

TEI)E( r) < iert+ !
Tada za svaki realan broj z; € [max (—b,), min bi] vrijedi (1.15) i (1.16). Zato,

rel— i€l

prema gore navedenom, tako odabrani 1 bit ¢e rjesenje sustava (1.14).

Tim razmatranjima dokazali smo sljede¢u propoziciju.

Prorozicuja
Sustav linearnih algebarskih nejednadzbi (1.13) s jednom nepoznanicom x1 ima
rieSenje onda i samo onda ako je

b b;
< ——+ - VY(ri)el xIt
lar|  fail
0<b;, Vielf,
odnosno, ekvivalentno, ako je
max (—lb—r‘) < min ‘b?‘
rel— arl ier+ 1%

0<b;, Viel.

Pri tome skup svih njegovih rjesenja glasi:

{xleR:maX(—abr)S:rlgmin b }

rel- "1 ier+ 1ol
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Sluéaj n > 1. Pokazat éemo kako se Fourier-Motzkinovom metodom eliminacije
nepoznanice xj, iz sustava Ax < b dobiva novi sustav A’x’ < b’ s vektorom nepoz-
nanica X' = [T1,...,%5_1,Tkt1,-..,2n]T, koji ée biti rjesiv onda i samo onda ako
je rjesiv polazni sustav Ax < b. U tu svrhu, za svaki i € I U I~ podijelimo i-tu
nejednadzbu sustava (1.13) s |a;,|. Dobivamo sljedeéi ekvivalentan zapis polaznog
sustava Ax < b:

n ~
T + Z aijx; < by, (i e I+)
gt
n ~ 7 . —
—x 4 ) ey <bi, (i€l7) (1.17)
s
n
> aijzy < by, (i €1°),
ik
gdje su
s . b,
Gjj =12, bj=—— die€lTul ,je{l,...,n}\{k}.
|aik| |aik|
Lako je provjeriti da je x = [@1,...,Tk—1, Tk, Thil,-- - ,xn]T rjeSenje sustava
(1.17) onda i samo onda ako je X' := [¥1,...,Tk_1,Tk11,---,Tn|’ TjeSenje sustava’
n
Z(drj+dij)$j Si)r-i-i)i, ((ryi)eI™ ><I+)
j=1
i#k
. (1.18)
Zaijxj sz, (ZEIO)
j=1
ik

i ako za xy, vrijedi

n n
Trréz})f (; Qi — bT) <z < ng}ri (bi — ]Zl dijxj). (1.19)
Gk ik
I ovdje koristimo dogovor da maksimum po praznom skupu iznosi —oo, a minimum
po praznom skupu da je co.

Neka je A’x’ < b’ sazetiji matri¢ni oblik zapisa sustava (1.18) s vektorom ne-
poznanica X' = [1,...,Tk_1,Tkil,---,Tn), dobivenog Fourier-Motzkinovom me-
todom eliminacije nepoznanice zy, iz sustava (1.13).

Pretpostavimo sada da je X' = [z1,...,Zx_1,%k41,...,Tn]|’ TjeSenje sustava
(1.18), tj. da je A’x’ < b’. Pokazimo da postoji 2 € R takav da je x :=
[T1, . s Th—1, Tk, Tt 1, - - -, Tn) T TjeSenje sustava (1.17). Iz prvog skupa nejedna-
kosti od (1.18) dobivamo

Zdrjfﬂj —b, < Bi_zaijxj, Y (r,i) € I~ X I+,
Jj=1

(SN
>

%k j#

3Pri tome, ako je I~ x IT = (i I° = () (tj., ekvivalentno, ako je |I1| = m ili |I~| = m), sustav
(1.18) treba shvatiti kao nejednadzbu Oz1 + --- + 0xg—1 + Ozt + -+ + Ozn < 0, Eiji je skup
rjeSenja cijeli skup R?~1.
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odakle slijedi

n n
max E dﬁl‘j — bT S min bi — E dij,’Ej .
rel— o iel+ o

ik ik

Tada za svaki realan broj

n n
T € | max E Grjx; — by |, min { b; — E Qi
rel— o ielt =

ik ik

vrijedi (1.18) i (1.19). Zato, prema gore navedenom, za tako odabran xj, totka
X = [T1,.. ., Th_1, Tk, Tht1,---,Tn]? bit éerjesenje sustava (1.17), tj., ekvivalentno,
Ax <b.

Iz gornjih razmatranja i propozicije 1.27. slijedi sljedeéi teorem.

1.28. TEOREM (FOURIER-MOTZKIN)
Neka je Ax < b matriéni zapis sustava (1.13) s n > 1 nepoznanica i m jednadzbi.
Tada vrijedi:

L (slucaj mn > 1). Oznacimo s A'x’ < b’ sustav (1.18) s n — 1 nepoznanica
koji se dobiva Fourier-Motzkinovom eliminacijom nepoznanice xy iz sustava
Ax <b. Tada vrijedi:

(i) Sustav Ax < b ima rjefenje onda i samo onda ako sustav A’x’ < b’ ima
rjeSenje.

(ii) &= [€1,. .., €1, Eri1y .-, Ea]T jest rjesenje sustava A'x' < b’ onda i sa-
mo onda ako postoji & € R takav da je E=[E1, ..., €1, &y Ekrts -+ En]T
rjesenje sustava Ax < b.

II. (sluéajn =1). Neka je Ox1 < b’ sustav koji se dobiva Fourier-Motzkinovom
eliminacijom nepoznanice x1 iz sustava Az, < b. Sustav Az; < b ima
rjeSenje onda i samo onda ako je b’ > 0.

1.29. PRIMJEDBA
Uz oznake iz teorema 1.28., vrijedi:

a) Svaka nejednadzba sustava A’x’ < b’ nenegativna je linearna kombinacija
nejednadzbi iz sustava Ax < b. To je zato jer nejednadzbe sustava A’x’ < b’
dobivaju se iz sustava (1.17) na sljedeéa dva nacina:

1. Uzimanjem svih nejednadzbi indeksiranih skupom I°; tj. uzimanjem
skupa nejednadzbi

ZCLUZEJ' Sbl, (iEIO).
j=1

ik
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2. Zasver € I” izasvei € I uzima se zbroj r-te i i-te nejednadzbe iz
sustava (1.17), a taj je zbroj nenegativna linearna kombinacija r-te i i-te
nejednadzbe sustava Ax < b.

Drugim rije¢ima, postoji nenegativna matrica M (opisuje pravljenje nenega-
tivnih linearnih kombinacija) takva da je
M[A,b] = [May,...,May_1,0,May1,...,Ma,, Mb],
A’ = [May,...,May_1,Ma1,...,Ma,]
b’ = Mb.

b) Sustav A’x’ < b’ ima najvise max{m, mTZ} nejednadzbi. Zaista, onznaéimo li
trazeni broj nejednadzbi s N, pomoéu nejednakosti z(a — x) < % dobiva se
N = |1°] + 17| |I7]
< )+ I (m = |10 = | 17)
< |IO| + (m*fo\)z

< max{m, ’”T2}

¢) Ako je b =0, onda je b’ = 0.

PRIMJEDBA

Za rekonstrukciju skupa svih rjesenja polaznog sustava Ax < b iz skupa svih
rjeSenja sustava A’x’ < b’ dobivenog Fourier-Motzkinovom metodom eliminacije
nepoznanice xy potrebno je koristiti ograni¢enja (1.19).

Sada ¢emo dokazati jedan interesantan i vrlo vazan rezultat koji kaze da je
vanjska projekcija poliedra takoder poliedar. Prvo uvedimo definiciju (vidi i sliku 9).

1. DEFINICIJA

Preslikavanje 7, : R — R"~! zadano formulom
ﬂ-k(xla vy T—1,Thy Tht1y- - - 5In) = (Ila vy Thk—1,Th41y--- 5In)

zovemo vanjska projekcija u smjeru xzj-osi.

. TEOREM

Neka je P = {x € R" : Ax < b} poliedar v R™. Tada vrijedi:
(i) Skup

ﬂ-k(P) = {[xlu'"7xk—l7xk+17"'7‘rn
dxi € R takav da je [$1,-.-,$k—1,$k7wk+17"'7xn]T € P}

"
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jest poliedar uw R"~1. Preciznije,
m(P) = {x' e R" ' : A’x' <b'},

gdje su matrica A’ i vektor b’ dobiveni Fourier-Motzkinovom metodom elimi-
nacije nepoznanice Ty iz sustava Ax < b,

(ii) m(P) =0 onda i samo onda ako je P =0,
(iii) Ako je b =0, onda je b’ =0, tj. m,(P) jest poliedarski konus.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, a u svrhu jednostavnijeg zapisa, pretpostavimo
da je k = 1, tj. da se radi o vanjskoj projekciji u smjeru z1-osi. Definirajmo poliedar

P ={x':A'xX <b'}.
Neka je x' = [z2,...,2,]T € R"". Po definicijama vanjske projekcije i poliedra
te pomocu tvrdnje I.(ii) teorema 1.28. dobivamo:

x' € m(P) <= 3z €R: [i}} EP+—= AX <b —x'cP.

Iz tvrdnje I.(i) teorema 1.28. slijedi da je m1(P) = () onda i samo onda ako je
P=0.
Konaéno, (iii) slijedi iz tvrdnje c) primjedbe 1.29. |

€3

Slika 9. Vanjska projekcija w3(P) poliedra P u smjeru x3-o08i.
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Sljedeéi korolar govori nam da linearno preslikavanje iz R™ u R™ ¢uva poliedre,
tj. poliedar preslikava u poliedar.

. KOROLAR

Neka je P C R™ poliedar i A € R™*"™ matrica. Tada je skup
Q={Ax:x€e P}

takoder poliedar.

Dokaz. Neka je
P={xeR":Bx < b},

gdje su B € R"™ ™ ib e R". Skup
S:={(x,y) ER"™ .y = Ax,x € P}
mozemo zapisati kao

A -1 <
S={(x,y) eR"™: | -A I []g
B oY

T oo

odakle vidimo da je on poliedar.

Neka je preslikavanje m : R™ x R™ definirano formulom 7(x,y) = y. Uocite
da je w(S) = Q. Takoder uocite da je m kompozicija vanjskih projekcija. Zato,
vigestrukom primjenom (n putal!) teorema 1.32. dobivamo da je 7(S) poliedar. W

Da je politop poliedar, govori nam sljedeéi korolar.

KOROLAR
Konveksna ljuska konacéno mnogo tocaka jest poliedar.

Dokaz. Neka su zadane tocake x1,...,x; € R™. Neka je (A1,..., ) — Zle NiX;
linearno preslikvanje iz R u R™. Slika poliedra

k
k. o ,
{(Al,...,Ak)eR ;)\ 1,)\120}

u odnosu na to linearno preslikavanje jest konveksna ljuska

k

k
{;)\ixi:Z)\izl, Aizo}.

i=1
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1.4. Motzkinova dekompozicija poliedarskog skupa

Intuitivno je jasno da su pojmovi politop i poliedar povezani. Preciznije o tome
govore nam teorem o dekompoziciji poliedra (teorem 1.38.) i njegov korolar 1.39.,
koje dajemo na kraju ove tocke.

Sljede¢i dobro poznat Weylov* teorem govori nam da je svaki konaéno generirani
konus poliedarski.

5. TEOREM (WEYLOV TEOREM)

Konacno generirani konus
C =cone{ay,...,a,} CR"
poliedarski je konus, tj. postoji matrica B € R™*" takva da je

C={y<cR":By<0}.

Dokaz. Neka je A € R™ ™ matrica sa stupicima ay,...,a,,. Tada je
C={Ax:xeR™ x>0}
Definirajmo poliedar

P={(x,y) ER" xR" : y = Ax,x > 0}

-A 1 < 0
(x,y) e R™ x R" : A -1 [ }S 0
-1 0 0

Neka je projekcija m : R™ x R™ — R"™ definirana formulom 7(x,y) = y. Tada je

m(P) = {y € R" : 3x € R™ takav da je (x,y) € P}
={yeR":y=Ax,x>0}

=C.
Uocite da je
T = T+ O O,
gdje su my, ..., Ty, vanjske projekcije. Visestrukom primjenom teorema 1.32. dobi-
vamo da je m(P) poliedarski konus. ]

Sljedeéi teorem Minkowskog® daje nam obrat Weylova teorema.

5. TEOREM (MINKOWSKI)

Poliedarski je konus konacéno generiran.

4Hermann Weyl (1885. - 1955.), njemacki matematicar.
5Hermann Minkowski (1864. - 1909.), njemacki matematicar.
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Dokaz. Podimo od poliedarskog konusa
C={xecR":ATx<0}={xcR":al/x<0,i=1,...,m},
gdje je A = [ay,...,a,] € R"*™. Prema Weylovom teoremu 1.35.
cone{ay,...,am}
poliedarski je konus, tj. postoji matrica B = [by,...,b,] € R®*" takva da je
cone{ay,...,an} ={x€R":b/x<0, j=1,...,r}. (1.20)

Prema Weylovom teoremu 1.35. postoji matrica V = [vy,...,vs] € R™** takva da
je
cone{by,....,b} ={xeR":vIx<0,i=1,...,s}. (1.21)
Pokazimo da je C' = cone {bq, ..., b,}, sto ¢e znaciti da je C konaéno generiran.
Zbog (1.20) je b;fpai <Ozasvej=1,...,rizasvei=1,...,m, Sto nam govori
da je {b1,...,b.} C C. Zato je cone{by,...,b,} C C. Preostaje dokazati obratnu
inkluziju C C cone{by,...,b.}. U tu svrhu, neka je y € C. Treba pokazati da
jey € cone{by,...,b,}. Pretpostavimo suprotno, tj. da y & cone{bs,...,b,}.
Zbog (1.21) tada jest v1'y > 0 za barem jedan indeks i € {1,...,s}. Bez smanjenja
opcéenitosti, neka je
viy > 0.

Nadalje, zbog (1.21) jest
viby,...,vIb, <0,

odakle iz (1.20) slijedi vi € cone{ai,...,a,}. Neka je vi = > ") Na;, Ay > 0.
Kako tada za svaki x € C' dobivamo

V1X— Z)\al X—i gi)\ogo
i=1 i=1

i kako je vI'y > 0, slijedi y € C. To je kontradikcija s pretpostavkom da je y € C.
[ |

Kombiniraju¢i Weylov teorem s teoremom Minkowskog dobivamo sljedeci te-
orem, u literaturi poznat kao Minkowski-Weylov teorem.

TEOREM (MINKOWKI-WEYLE)
Konus je poliedarski ako i samo ako je konacno generiran.

. TEOREM (MOTZKINOV TEOREM O DEKOMPOZICIJI POLIEDRA, 1936.)

Neprazan skup K C R™ poliedar je ako v samo ako postoje politop P i poliedarski
konus C takvi da je K = P+ C.
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Dokaz. Neka je K = {x € R" : Ax < b} poliedar u R". Tada je skup

c_{[ﬂ eR"xR:Ax—Abgo,Azo}

“{[3femen (o 2] )= [0))

poliedarski konus. Prema teoremu 1.36. taj konus generiran je s kona¢no mnogo
tocaka koje ¢emo oznaciti s

[Xi], \N>0, i=1,...,m.

o meone{[5] [22]).

Sada ¢emo pokazati da je barem jedan A; veéi od nule. Po pretpostavci K jest
neprazan. Neka je xg € K. Uoc¢imo da je

Dakle,

X0

X0€K<:>[1

] eC.
Zato postoje skalari aq, ..., q,;, > 0 takvi da je
X = X
o _ | X
-2 h]
=1
Kako je 1 = Z;il a;\;, barem jedan \; mora biti veéi od nule.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je svaki \; jednak 0 ili 1.
Neka je
Al=...= X =1, Akl = ... = A\ =0,

= [3]n [3]. 5] [5])

cone {Xg41,-..,Xm}, akojek <m
0, ako je k = m.

tako da je

Definirajmo:
P:=conv{xy,...,xx}, C:= {

Uocimo:

werc e [fee s [Heeme 3] 3] [5) [7))

=1 i=k+1
k m k
<:>X:ZOQX1+ Z ax;, aZ>O,ZaZ:
1=1 1=k+1 1=1



1.4. Motzkinova dekompozicija poliedarskog skupa 27

Obratno, neka je P = conv {Xy,...,Xx} politop, a C poliedarski konus u R".
Treba pokazati da je K := P + C' poliedar. Prema teoremu 1.36. konus C kona¢no
je generiran, tj. postoje vektori Xgy1,...,Xn € R” takvi da je

C = cone {Xgi1,- -, Xm |-

Uocimo da je x € K = P + C ako i samo ako je

X X1 Xk Xk+1 Xm s
] came {[5] e [2] [ ][]} =0
Prema teoremu 1.35. konus C poliedarski je pa postoje matrica A i vektor-stupac
b takvi da je

C_Hﬂ €R" xR : [Ab] [ﬂ go}
_Hﬂ eR"xR:Ax+/\B§0}.

Dakle, x € K ako i samo ako je Ax < —b, §to dokazuje da je K poliedar. |
Iz prethodnog teorema neposredno slijedi sljedeéi teorem, ¢ije se otkric¢e pripisuje
Minkowskom (1896. g.), Steinitzu® (1916. g.) i Weylu (1935. g.).

. TEOREM (MINKOWSKI-STEINITZ-WEYL)

Skup K C R"™ politop je ako i samo ako je K omeden poliedar.

SErnst Steinitz (1871. - 1928.), njemacki matematicar.
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1.5. Farkaseva lema

U matematici je Farkaseva” lema vrlo vazan alat koji se koristi u teoriji optimiza-
cije, primjerice u izvodenju Karush-Khun-Tuckerovih uvjeta optimalnosti u slucaju
ogranicenja u obliku nejednakosti kod nelinearnog programiranja te u dokazivanju
dualnih teorema za linearno programiranje.

Prisjetimo se standardnog i kanonskog oblika problema linearnog programiranja.
Kod kanonskog oblika svako dopustivo rjesenje nenegativno je rjesenje x > 0 sus-
tava linearnih jednadzbi Ax = b, a kod standardnog oblika svako dopustivo rjesenje
nenegativno je rjesenje x > 0 sustava linearnih nejednadzbi Ax < b. Nuzne i do-
voljne uvjete za egzistenciju takvih dopustivih rjesenja daje nam upravo Farkaseva
lema.

Farkaseva lema moze se iskazati na vise medusobno ekvivalentnih nac¢ina. Prvo
¢emo pomocu Weylova teorema dokazati sljede¢u varijantu Farkaseve leme.

TEOREM (FARKASEVA LEMA)

Neka je A € R™*™ matrica i b € R™ vektor. Sustav linearnih jednadzbi Ax = b
ima nenegativno riesenje x > 0 onda i samo onda ako je vI'b > 0 za svaki vektor
v € R™ za koji je v A > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je xg € R™ nenegativno rjeSenje sustava Ax = b, tj.
xg > 01i Axg = b. Neka je v € R™ takav da je v A > 0. Uoc¢imo da je tada
vIAxg > 0. Kako je b — Axy = 0, to je vI'(b — Axg) = 0, odakle slijedi

vib = vl Axy > 0.

Sad pretpostavimo da sustav Ax = b nema nenegativno rjesenje. Treba po-
kazati da postoji v € R™ takav da je vA > 0iv'b < 0. U tu svrhu, neka je
C:={Ax:x € R",x > 0} konus generiran stupcima matrice A. Tada po pretpos-
tavci b ¢ C. Nadalje, prema Weylovom teoremu 1.35. C' poliedarski je konus, tj.
postoji matrica B € R™™ (' takva da je

C={yeR":By<0}.

Kako po pretpostavei b € C, to je Bb £ 0 i zato postoji redak matrice B, ozna¢imo
ga s rl, takav da je r’b > 0. Kako svaki stupac a; matrice A pripada konusu C
(jer a; = Ae;, e; > 0), to je Ba; < 0, pa je specijalno i r” A < 0. Za trazeni je
vektor v dovoljno staviti v = —r”. |

. PRIMJEDBA

Geometrijska interpretacija Farkaseve leme: Neka je A =[ay,...,a,] € R™*" ma-
trica,
C:=cone{ay,...,a,} = {Ax: x>0} CR™

konus generiran stupcima matrice A i b € R™ vektor. Tada je ili

"Gyula Farkas (1847. - 1930.), madzarski matematicar i fizicar.
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(i) b € cone{ay,...,a,}, tj. vektor b moze se prikazati kao linearna kombinacija
stupaca matrice A s nenegativnim koeficijentima

ili

(ii) b € cone{ay,...,a,}, tj., ekvivalentno, postoji hiperravnina koja prolazi is-
hodistem koordinatnog sustava i razdvaja konus cone{ay,...,a,} od tocke
b.

Zaista, dovoljno je uociti:

b ¢ cone{ai,...,a,} < sustav Ax = b nema nenegativno rjesenje <= pos-
toji v.€ R™ takav da je vA > 0 i vI'b < 0 (dobiva se negacijom tvrdnje
teorema 1.40.) <= postoji hiperravnina H = {y € R™ : vI'y = 0} koja raz-
dvaja konus cone{ay,...,a,} i tocku b, tj. konus i totka b nalaze se u razli¢itim
medusobno disjunktnim poluprostorima koje odreduje hiperravnina H. Preciznije,
vT'b < 0 znagi da je b € H_\H, dok v'A > 0 znagi da je cone{ai,...,a,} C H,.

PRIMJEDBA

Korolar 4.27. na str. 110 predstavlja ekvivalentan iskaz Farkaseve leme. Dokaz je
napravljen pomoéu teorema 4.26. o separaciji tocke i konveksnog skupa. Taj se
dokaz Farkaseve leme najces¢e moze naci u literaturi.

Zbog izuzetne vaznosti Farkaseve leme navodimo i sljede¢u njezinu verziju. Do-
kaz je napravljen pomocu Fourier-Motzkinove metode eliminacije. Buduéi da ¢e ta
verzija biti dokazana i na drugi nacin u teoremu 1.44., prilikom prvog se ¢itanja
dokaz moze preskociti.

TEOREM (FARKASEVA LEMA)
Neka je A € R™ ™ matrica i b € R™ vektor. Sustav linearnih nejednadzbi Ax <b

ima rjesenje onda i samo onda ako je vi'b > 0 za svaki vektor v > 0 za koji je
T
viA=0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x¢o € R™ neko rjesenje sustava Ax < b, tj. Axg <b.
Neka je v > 0 takav da je vA = 0. Kako je b—Axy > 01iv > 0, to je
vT'(b — Axg) > 0, odakle slijedi

vib > vl Axg = 0%y = 0.

Za dokaz obratne tvrdnje iskoristit ¢emo teorem 1.28. i primjedbu 1.29. Oznacimo
s M nenegativnu matricu koja iz sustava Ax < b eliminira nepoznanicu z1. Takva
matrica postoji (tvrdnja a) iz primjedbe 1.29.). Tada je

M, [Av b] = [05 Alla b/l]a

a prema teoremu 1.28. sustav Ax < b ima rjeSenje onda i samo onda ako sustav
1x’ < b} ima rjesenje. Nadalje, neka je My nenegativna matrica koja iz sustava
1%’ < b} eliminira nepoznanica x2. Tada je

M2M1[A7b] = M2[07A/17 Il] = [0707Al27b/2]
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i pri tome, prema teoremu 1.28., sustav Ajx’ < b} ima rjesenje onda i samo onda
ako sustav ALx” < b) ima rjeSenje. Nastavljajuéi ovaj postupak dolazimo do

nenegativnih matrica My, ..., M,, takvih da je
M, M,,_1---M;[A,b] =0,...,0,b], (1.22)
gdje je b/, = [B1,. .., Bs]T neki vektor. Pri tome sustav Ax < b ima rjesenje onda

i samo onda ako je b/, > 0.

Ako pretpostavimo da sustav Ax < b nema rjeSenje, onda je barem jedna
komponenta vektora b], strogo manja od nule. Bez smanjenja opéenitosti, neka
je B1 < 0. Neka je v7 prvi redak matrice M,,M,,_1 ---M;. Iz (1.22) dobivamo
vib=p<0ivlA=0. [ |

TEOREM (TRI VARIJANTE FARKASOVE LEME)
Neka su A € R™*™ i b € R™. Tada vrijede sljedeée medusobno ekvivalentne
turdnje:

a) Sustav nejednadzbi Ax < b ima rjesenje onda i samo onda ako je vib > 0
za svaki v > 0 za koji je vi A = 0.

b) Sustav nejednadzbi Ax < b ima nenegativno rjesenje x > 0 onda i samo onda
ako je vi'b > 0 za svaki v > 0 za koji je vi A > 0.

¢) Sustav jednadzbi Ax = b ima nenegativno rjedenje x > 0 onda i samo onda
ako je vIb > 0 za svaki v € R™ za koji je v A > 0.

Dokaz. Buduéi da tvrdnja c) predstavlja teorem 1.40., dovoljno je dokazati ekvi-
valentnost navedenih tvrdnji.
a) = b). Sustav nejednadzbi Ax < b ima nenegativno rjesenje <= sustav nejed-

nadzbi
A=< o]

ima rjeSenje (a:)> ako je vI'b > 0 za svaki [z] >0 (veR™ ueR" za koji je

vIA =uT >0 < ako je vTb > 0 za svaki v > 0 za koji je vIA > 0.
b) = ¢). Sustav jednadzbi Ax = b ima nenegativno rjeSenje <= sustav nejed-

nadzbi
| A=< 3]

b
ima nenegativno rjesenje <:)> ako je (v —u”)b > 0 za svaki [z] >0 (u,velRm

za koji je (v —uT)A > 0 <= ako je vI'b > 0 za svaki v € R™ za koji je vI A > 0.
¢) = a). Sustav nejednadzbi Ax < b ima rjeSenje <= sustav jednadzbi

y
A,-AT|z|=b
t
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ima nenegativno rjesenje & VT > 0 za svaki v € R™ za koji je vI[A, —A, I >0

<= vI'b > 0 za svaki v > 0 za koji je v A = 0. |
Prema Weylovom teoremu (teorem 1.35.) svaki konaéno generirani konus jest

poliedarski, pa je zato i zatvoren. Sada ¢emo tu tvrdnju dokazati i na drugi nacin,

pomocu Farkaseve leme.

TEOREM

Konaéno generirani konus jest zatvoren.

Dokaz. Neka je C = cone{ay,...,a,,} konus generiran stupcima matrice A €
R™*™_ Treba pokazati da je R"\C otvoren skup. U tu svrhu, neka je b € R™"\C.
Pokazimo da postoji otvoren skup U takav da je b € U C R™\(C, §to ¢e znagciti da
je R™\C otvoren. Kako b ¢ C, sustav Ax = b nema nenegativno rjesenje i zato
prema Farkasevoj lemi postoji v € R” takav da je v A > 0i v'b < 0. Neka je
H={xeR":vIx =0}. Zbog vIb < 0 jest b€ H_\H, a zbog v A > 0 jest
CCH,. IzCC H, slijedi H-\H C R"\C. Skup U := H_\H otvoren je, b e U i
U CR"\C. ]

Zadaci za vjezbu

1. Dokazite da je zatvorena kugla B(xg,7) = {x € R™ : ||x — x| < r} konveksan
skup.

Uputa: Ax + (1 — Ay —x0 = A(x — X¢) + (1 — M) (y — xo)-

2. Neka su A, B C R™ konveksni skupovi. Provjerite: (a) Skup A+ B :={a+b:
a€ A,b € B} jest konveksan. (b) Skup A—B:={a—b:ac A b € B} jest
konveksan. (c) Za svaki A € R, skup A\A := {)a:a € A} jest konveksan.

3. Dokazite da je skup A C R™ konveksan ako i samo ako je «A+ A = (a+[)A
za sve a, 3 > 0.

4. Neka su A, B C R™. Dokazite da je skup A x B konveksan ako i samo ako su
konveksni skupovi A i B.

5. Neka je S C R™ omeden skup. Dokazite da je tada omedena i njegova konvek-
sna ljuska conv S.

6. Neka su S, T C R™. Dokazite: (a) conv (conv.S) = convS. (b) Ako je S C T,
onda je conv S C convT. (c) conv.SUconvT C conv (SUT).

7. Neka je K konveksan skup. Dokazite da je tada konveksan i njegov zatvarac
ClK.

Uputa: Neka su x,y € CIK i A € (0,1). Tada postoje nizovi (xx) i (yx)
u skupu K takvi da x;;, — x 1y — y. Zbog konveksnosti skupa K jest
Ax;+(1—N)yr € K, a zbog zatvorenosti skupa Cl K imamo Axy+(1—\)yr —
x4+ (1-Ny e ClK.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

Zadaci za vjezbu

. Neka je A : R™ — R™ afino preslikavanje zadano s A(x) = Ax + ¢, gdje su

A € R™*" ¢ € R™. Dokazite: (a) Ako je K C R™ konveksan skup, onda
je njegova slika A(K) konveksan skup u R™. (b) Ako je K C R™ konveksan
skup, onda je praslika A~!(K) = {x € R" : A(x) € K} konveksan skup u R"™.

. Neka su C; i Cy konusi. Dokazite: (a) Cy x Cs jest konus. (b) Ako su konusi

C1 i Cs konveksni, onda je konveksan i konus C7 x Cs.

Uputa: (b) Iskoristite 4. zadatak.

Presjek konveksnih konusa jest konveksan konus. Dokazite! Je li presjek
konusa takoder konus?

Dokazite da je konus C konveksan onda ako i samo ako je C =C + C.

Neka je C C R™ konveksni konus. Dokazite da je C' vektorski potprostor od
R™ ako i samo ako je C' = —C.

Neka su (' i Cy konveksni konus. Dokazite da je C7 + Cs konveksan konus i
da vrijedi Cy + C2 = conv (C7 U Cy).

Neka je L = span {by, ..., by} vektorski potprostor od R". Definirajmo vektor
by = —Zle b;. Pokazite da je L = cone{bg,bs,...,bi}. Dakle, svaki
je vektorski potprostor konac¢no generiran konus i znamo kako mu izgledaju
generatori.

Uputa: Lako je provjeriti inkluziju cone{bg,b1,...,bx} C L. Neka je x =
Zle ab; € L. Ako je a; > 0 za sve i = 1,...,k, onda je oCito x €

cone{bg,b1,...,br}. Ako je a; < 0 za barem jedan indeks i, neka je ay :
. r{lin Qi i zatim uocite da je
=1,

k k k

k
X = Zaibi = Z(O‘i - Oéo)bi + ap Zbl = Z(al — ao)bi + |a0|b0.
=1

=1 =1 i=1

Neka su f i g konveksne funkcije definirane na konveksnom skupu K C R™.
Dokazite: (a) Funkcija f + g jest konveksna. (b) Funkcija af jest konveksna
za svaki o > 0. (¢) Skup L, := {x:x € K, f(x) < a} jest konveksan za svaki
a € R. Skup L, zovemo nivo skup preslikavanja f. Uocite da je Lo, = f~ ().
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2. Konveksna ljuska i Carathéodoryjev teorem

2.1. Afina geometrija

Neprazan je skup M C R"™ afina mnogostrukost ili afin skup ako sadrzi pravac kroz
svake svoje dvije medusobno razlicite tocke. Formalno, skup M C R" afin je ako
za sve X,y € M vrijedi

{1-=Nx+Ay: ANeR} C M.

Najjednostavniji su primjeri afinog skupa pravac i hiperravnina. Svaki vektorski
potprostor od R™ afin je skup. Sljedeca propozicija u potpunosti demistificira afine
skupove; govori nam da je afin skup sinonim za linearnu mnogostrukost (translacija
vektorskog potprostora za neki vektor) te da se na afin skup moze gledati kao na
presjek kona¢no mnogo hiperravnina.

Lako je pokazati da je presjek proizvoljne familije afinih skupova takoder afin
skup.

Prorozicua
Neka je M C R™. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(i) M jest afin skup.

(i) Za svaki xg € M, skup M — xo vektorski je potprostor od R™. Osim toga, za
svaki drugi yo € M jest
M — Yo = M — X0-

(ii) Postoje r € N, r < n, matrica A € R"™*™ ranga r i vektor b € R" takvi da je
sustav Ax = b konzistentan i

M ={xeR": Ax = b}.

Dokaz (i) = (ii). Definirajmo:

on = M—Xo,
Lyo = M—yo.

Po definiciji afinog skupa, za sve x,y € M i za sve «, 8 € R je (vidi sliku 10)
u=x0+2a(x—x9) e M & v:=x0+206(y—x%0) €M,
odakle slijedi %(u +v) € M, tj., ekvivalentno,
X0 + a(x —x9) + By —x0) € M. (2.1)

Zato je
a(x —x9) + B(y — x¢) € M — xq,

Sto nam govori da je Ly, vektorski potprostor.
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Xo X u = X + 2a(x — X0)]

%(u—I—v) = Xo + a(x — %) + B(y — o)

v =X + 28(y — x0)

Slika 10. xg,%x,y € M = x0 + a(x —x¢) + B(y — x0) € M
Nadalje, za dokaz jednakosti Ly, = Ly, dovoljno je uo¢iti da za svaki x € M vrijedi:

eM
—_—
X —Xo = (X — X0+ ¥y0) —Yo = Lx, C Ly,,

eM
—_—N—
X—yo = (Xx—Yyo+X0) —X0 = Ly, C Lx,.

Zaista,zaa =3 =11y =yq iz (2.1) dobiva se x —xg + yo € M, odakle zamjenom
uloga tocaka x¢ i yo slijedi i x —yo + %0 € M.
(ii) = (iii). Neka je L :== M — xq, a L+ njegov ortogonalni komplement, t;.

L ={yeR":(y,1)=0,Vle L}.

Tada je R™ ortogonalna suma potprostora L i L+ (pa je R" = L @ L, gdje @
oznagava ortogonalnu sumu), dim L 4+ dim L+ = n i svaki vektor x € R™ moze se
na jedinstven nacin prikazati u obliku

X=X +Xp1, x; €L, x,. € L*.

Neka je r dimenzija potprostora L, tj. » = dim L*. Nadalje, neka vektor-stupci
aj,...,a, ¢ine bazu za L. Kako je L' okomit na L, to je

(a;,x —x0) =0, zasvakixe Misvei=1,...,r.
To matriéno mozemo zapisati kao
A(x —x9) =0,

gdje je A € R™*" matrica kod koje se u i-tom retku nalazi a!. Time smo pokazali
da je M C {x € R" : Ax = b}, gdje je b := Axq. Za dokaz obratne inkluzije
pretpostavimo da je Ax = b, tj. A(x —xg) = 0. To znaci da je vektor x — xg
okomit na sve vektore ay, . . ., a, koji tvore bazu za L+, §to implicira da je x—xo € L,
odnosno x € xg + L = M.

(111) = (i). Ovaj je smjer lako provjeriti. [ |
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DEFINICLIA
Pod dimenzijom afinog skupa M podrazumijevamo dimenziju vektorskog potprostora
L := M — xg, gdje je xg € M proizvoljna tocka. Dakle,

dim M :=dim L.

Osim toga, kazemo da je afin skup paralelan s potprostorom L.

PRIMJEDBA

Iz dokaza propozicije 2.1. vidimo da na afin skup M C R™ dimenzije n —r, r < n,
mozemo gledati kao na presjek od r linearno nezavisnih hiperravnina (u smislu da su
im vektori normala linearno nezavisni). Pri tome vektori normala tih hiperravnina

¢ine bazu u ortogonalnom komplementu L+ linearnog potprostora L paralelnog s
M.

U nekim daljnjim razmatranjima (vidi npr. propoziciju 4.21.) koristit é¢emo
sljede¢u propoziciju:

Prorozicuja
Neka su zadani afin skup M C R™ paralelan s linearnim potprostorom L i hiperrav-
nina
Hap={y €R":(ay) = j}.
Oznac¢imo s L+ ortogonalni komplement od L te rastavimo vektor normale a u obliku
a=ay+ap., gdjesuap€elL, a,. €Lt

Pretpostavimo da je M N Ha g # 0. Tada:

(a) Ako je ar, =0, onda je M C Hy .

(b) Ako je ar # 0, onda je M N Ha g afin skup dimenzije

dim(M N Hapg) =dim M — 1.

Dokaz. Shvatimo M kao presjek od r linearno nezavisnih hiperravnina. Tada je
dimM = n —r, a normale ay,...,a, tih hiperravnina ¢ine bazu u Lt. Dakle,
M N Hy g jest presjek od r 4 1 hiperravnina.

(a) a, = 0 = a € L, pa je zato a linearna kombinacija vektora ay, . ..,a,. Zbog
toga hiperravninu Hj, g mozemo izbaciti iz presjeka M N Hga g, tj. M N Hap = M,
odakle slijedi M C H, g.

(b) Buduéi da normale ay,...,a, leze u L+, a a ¢ L*, lako je pokazati da su
vektori ay,...,a,,a linearno nezavisni. Dakle, M N H, g jest presjek od r + 1
linearno nezavisnih hiperravnina. Prema tome, M N Hy g jest afin skup dimenzije
n—r—1. ]
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5. DEFINICILJA

Afina kombinacija tocaka xi,...,x,, € R svaka je tocka x oblika

m
X = E Ai>(ia
i=1

gdje su \; realni brojevi takvi da je > ", A; = 1.

Skup svih afinih kombinacija toc¢aka iz skupa S C R"™ naziva se afina ljuska skupa S
i oznacava s aff S.

PRIMJEDBA
Lako je pokazati da je
S Caff S

te da je aff S afin skup. Osim toga, afino je zatvaranje monotono, tj.

ACB= aff A C aff B.

Prorozicua
Skup S C R" afin je onda i samo onda ako je S = aff S.

Dokaz. Dovoljno je oponasati dokaz propozicije 1.10. ]

TEOREM
Afina ljuska skupa S C R™ najmangi je afin skup koji sadrzi S, tj. presjek svih afinih
skupova koji sadrze S.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema 1.11. |
. DEFINICIJA

Za toctke x1,...,X;, € R” kazemo da su afino nezavisne ili u opéem poloZaju ako su
jednakosti

m m

DAxi=0 i > A=0

i=1 i=1
moguce jedino za Ay = Ay = --- = A\, = 0. U suprotnom kazemo da su afino
zavisne.

Lako je dokazati sljede¢u propoziciju:

Proroziciia
Tocke x1,...,Xm € R™ afino su nezavisne onda i samo onda ako su vektori Xo —
X1,X3 — X1,...,Xm — X1 linearno nezavisni.
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DEFINICLIA
Afina dimenzija skupa S C R™, u oznaci affdim S, dimenzija je njegove afine ljuske,
tj.

affdim S = dim (aff S).

Drugim rije¢ima, affdim .S = m ako i samo ako maksimalan broj afino nezavisnih
tocaka iz S iznosi to¢no m + 1.

PRIMJEDBA
Afina je dimenzija korisna u kontekstu konveksne analize i optimizacije, ali nije uvi-
jek u skladu s ostalim definicijama dimenzije. Navedimo dva jednostavna primjera:

a) Neka je S jedini¢na kruznica u ravnini, tj. S = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}.
Njezina je afina ljuska cijeli R?, pa joj afina dimenzija iznosi 2.

b) Neka je S = {xg,x1} dvoclan skup iz R™. Njegova je afina ljuska pravac
{x0 + A(x1 — X0) : A € R} i zato je affdim S = 1.

PrRIMJER. Neka je {xg,X1,...,Xm} afino nezavisan skup tocaka iz R™. Politop
m m
S = {X = Z/\ixi : Z)‘i =1\ > O} = conv {Xg, X1, ..., Xm}
i=0 i=0
zovemo m-dimenzionalni simpleks razapet (generiran) totkama Xg, X1, ..., X, koje

zovemo jo§ i vrhovima. Dakle, simpleks je politop generiran pomoc¢u afino nezavisnih

tocaka. Koje je afine dimenzije taj simpleks? Nije tesko pokazati da su brojevi A;

jednoznacno odredeni tockom x, i zovu se baricentri¢ke koordinate tocke x.
Standardni (n — 1)-dimenzionalni simpleks

An—l = {(ml,...,xn) e R"™: in Zl,l'i ZO}
i=1

konveksna je ljuska vektora kanonske baze {ei,...,e,}, koji su, osim linearno, i
afino nezavisni.
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2.2. Topologija konveksnih skupova

Tako je konveksnost ¢isto algebarsko svojstvo, za njegovo potpunije razumijevanje
potrebna je i topologija inducirana euklidskom metrikom. Koristit ¢emo sljedeée
oznake: IntS za nutrinu (interior), ClS za zatvorenje (zatvara¢) i Bd.S za rub
(granicu, frontu) skupa S. Prisjetimo se da je BdS = ClS\IntS. Nadalje, s
B(xq, €) oznacavat ¢emo otvorenu kuglu u R”, s centrom u xg € R” i radijusem e.

Kao $to znamo, topolosko svojstvo ,,biti otvoren” ne ovisi isklju¢ivo o skupu veé
i 0 topologiji u kojoj ga gledamo. Tako npr. skup {(z,y,0) € R®: 2 > 0,y > 0} nije
otvoren u topologiji na R3, ali je otvoren u relativnoj topologiji na R? x {0} C R3.
Standardni 2-simpleks

3
Ay = {(331,332,333) eR?: sz =1,z; > O}
i=1

ima prazan interior u R3 jer ni jedna otvorena kugla iz R? nije sadrzana u njemu.
Medutim, ako na taj simpleks gledamo kao podskup ravnine H koja ga sadrzi,

3
H=aff Ay = {(,Tl,,fg,wg) ERB : in = 1},
i=1

a za topologiju uzmemo relativnu topologiju na H, onda ¢e njegov interior biti
neprazan, a samim time simpleks bit ¢e topoloski bogatiji.

Gornji primjeri sugeriraju nam da bi za izucavanje topoloskih svojstava kon-
veksnog skupa K C R”™ koji nije pune afine dimenzije (affdim K < n), umjesto
topologije od R", puno korisnija bila relativna topologija na aff K.

Prisjetimo se osnovnih stvari vezanih uz relativnu topologiju na aff K. Suzenjem
euklidske metrike d : R” x R™ — R na aff K x aff K, tj. s funkcijom

d:aff K xaff K = R, d'(x,y):=d(x,y), Vx,yc€affK,

dobivamo novi metricki prostor (aff K,d’) za koji se kaze da je potprostor od me-
trickog prostora (R™, d). Radi jednostavnosti zapisivanja za metriku d’ na potpros-
toru aff K Kkoristi se ista oznaka, d, kao i za metriku na prostoru R". U skladu
s tim dogovorom, umjesto (aff K,d’') pisemo (aff K, d). Dobro je poznato da su u
metrickom prostoru (aff K, d) otvoreni skupovi oblika

Unaff K, gdje je U otvoren u R™,
a zatvoreni su skupovi oblika
Fnaff K, gdje je F' zatvoren u R™.
Specijalo, skup
B(xo,r)Naff K = {x e alf K : ||x — x¢|| < r}

otvorena je kugla (s centrom u x¢ i radijusa r > 0) u metrickom prostoru (aff K, d).
Familija svih otvorenih skupova prostora (aff K, d) zove se relativna topologija na
aff K.
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2.14. DEFINICLJA

2.1

Neka je K C R"™. Definira se:

a) Relativni interior skupa K, u oznaci Rellnt K, interior je skupa K u relativno]
topologiji na aff K.

b) Relativni zatvara¢ skupa K, u oznaci RelCl K, zatvarac je skupa K u relativnoj
topologiji na aff K.

¢) Relativna granica skupa K, u oznaci RelBd K, granica je skupa K u relativnoj
topologiji na aff K.

Sve tocke gomilanja skupa K nalaze se u aff K, i zato je
RelC1K = Cl1K, RelBdK = ClK\Rellnt K.

Nije tesko pokazati da je Rellnt K = Int K onda i samo onda ako je affdim K = n.

. PRIMJEDBA

Za skupove

A={(x,0)€R?:0 <z <1},
B={(z,y) €eR*:0<x<1,0<y<1}

iz R? imamo:

Rellnt A = {(2,0) e R*: 0 < = < 1},
Rellnt B = {(z,y) eR*: 0<zx < 1,0<y <1}
= Int B.

Uocimo: Int A = (), Rellnt A # 0 i Rellnt A ¢ Rellnt B, bez obzira §to je A C B i
stoga Int A C Int B.

Na prvi pogled izgleda zapanjujuce §to Rellnt A nije sadrzan u Rellnt B. Razlog
je u tome S§to se relativni interior skupa A trazi u relativnoj topologiji na aff A, a ta
topologija razlikuje se od relativne topologije na aff B u kojoj se odreduje relativni
interior skupa B.

Taj jednostavan primjer ilustrira nam da kod trazenja relativnog interiora treba
biti oprezan. Tako, primjerice, dobro poznate relacije za interior kao $to su

Int(ANB) =Int ANInt B
ACB=IntACIntB

ne smijemo automatski generalizirati i na relativni interior, osim u sluc¢aju kada je
aff A = aff B (tada u istom topoloskom prostoru promatramo skupove A i B).

Prije nego nastavimo s izlaganjem, prisjetimo se nekih definicija i tvrdnji iz
realne analize koje ¢emo nadalje ¢esto trebati.



2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

40 Konveksna ljuska i Carathéodoryjev teorem

TEOREM (VIDI NPR. JUKIC [11])
Neka su X,Y topoloski prostori, a f : X — Y preslikavanje. Sljedece su tvrdnje
ekvivalentne:

(i) f je neprekidno preslikavange.

(ii) Za svaki otvoreni skup V iz Y, skup f~1(V) jest otvoren u X.
(iii) Za svaki zatvoreni skup F iz Y, skup f~Y(F) jest zatvoren u X .
(v) Za svaki skup A C X jest f(C1A) C Clf(A).

DEFINICLJA (VIDI NPR. JUKIC [11])
Neka su (X,U) i (Y,V) topoloski prostori. Neprekidna je bijekcija f : X — Y
homeomorfizam ako je neprekidno i inverzno preslikavanje f~!:Y — X.

Prorozicua
Neka je f: X =Y homomorfizam topoloskih prostora X Y. Tada vrijedi:

(i) f jest otvoreno preslikavanje, tj. za svaki otvoren skup U iz X, skup f(U) jest
otvoren u'Y,

(i) f jest zatvoreno preslikavanje, tj. za svaki zatvoren skup F iz X, skup f(F)
jest zatvoren u'Y

(ii) Int f(A) = f(Int A), za svaki A C X,
(iv) C1f(A) = f(ClA), za svaki A C X.

Dokaz. (i)-(ii). Neka je g = f~', U otvoren skup iz X, a F zatvoren skup
u X. Kako je g neprekidno preslikavanje, prema prethodnom je teoremu skup
g 1 (U) otvoren u Y, a skup g~ (F) zatvoren je u Y. Sada je dovoljno uoéiti da je
fU)=g"HU)i f(F) =g }(F).

(111) Kako je Int A C A, to je f(Int A) C f(A). Prema tvrdnji (i) skup f(Int A)
otvoren je u Y i zato je f(Int A) C Int f(A). Zamijenimo li u posljednjoj inkluziji
fsftiAs f(A), dobivamo f~!(Int f(A)) C Int A, odakle slijedi trazena obratna
inkluzija Int f(A) C f(Int A).

(iv) Zbog tvrdnje (iv) prethodnog teorema dovoljno je pokazati da je Cl f(A4) C
f(Cl1A). Zaista, primjenom iste tvrdnje na funkciju g i na skup f(A) dobivamo

g(Clf(A) CCl(g(f(A))) = ClA, odakle slijedi Cl1 f(A) C f(ClA). |
LEMA
Neka je S = conv {xq,...,Xm} m-dimenzionalni simpleks iz R™ generiran s afino
nezavisnim tockama Xg,X1, .. .,Xm. lada je S zatvoren skup,
Rellnt § = {Z)\ixi SN =1 > 0}, (2.2)
i=0 i=0

RelBd S = {i)‘ixi : Z)\i =1,\; =0 za barem jedan z}
i=0 i=0
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Dokaz. Uocimo da je

S = {Xo + i)\l(xl - XO
i=1

1)\601]}

H'Ms

Neka je
A= {(Al,...,Am) ER™:3 N <LAe [0,1]}.
i=1
Poliedar A zatvoren je u R™ i (propozicija 1.6.)

It A = {(/\1,...,/\m) ER™: iAi <1\ e (0,1)}.

i=1

Definirajmo neprekidno preslikavanje f : R™ — aff S formulom

J1, Am —X0+Z)\ X; — Xq).
Tada je
F(8) = S.
Nadalje, koristeéi afinu nezavisnost tocaka x; — xg, i« = 1,...,m, lako je pokazati

da je f homeomorfizam. Zato f ,komutira” s interiorom i zatvaratem (propozi-
cija 2.18.), tj. za svaki A C R™ vrijedi:

Rellnt f(A) = f(Int A),
Clf(A) = f(CLA).
Specijalno, za A = A dobivamo:

Rellnt S = Rellnt f(A) = f(Int A)

= {XO +i)\i(xi —Xo) : i/\z <1\ € (071)}
=1

i=1

= {Z/\lxl : Z)\Z =1\ > 0},
i=0 i=0
ClS =Clf(A) = f(CIA) = f(A) = S,
¢ime smo pokazali da je S zatvoren skup i da vrijedi (2.2). Osim toga, dobiva se:

RelBd S = Cl K\Rellnt S

PR RETEEL) 1) o) SRR

i=0 i=0
= { Z)‘ixi : Z/\i =1, \; = 0 za barem jedan z}
i=0 i=0
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2.20. PRIMJEDBA
Zatvorenost sipmleksa slijedi i iz korolara 1.34. Naime, po tom korolaru svaki
simpleks jest poliedar, a poliedar je zatvoren skup.

2.21. KOROLAR
Neka je S = conv{xg,X1,...,Xm} simpleks iz R™ generiran pomodu afino nezavis-
nih toéaka Xg,X1,...,Xm. Neka je zadan e € (0,1). Definirajmo nove tocke

1 m
X = m—H;Xi7 xi(e) =x;+e(x—x%;), i=0,1,...,m.

Tada vrijedi:
(i) Tocke x;(), i =0,1,...,m, jesu afino nezavisne.
(i) Simpleks
S(e) := conv{xg(e),x1(€),...,xm(e)}
pripada relativnoj nutrini simpleksa S, tj. S(e) C Rellnt S. Osim toga,
aff S = aff S(e).

Dokaz. (i) Lako je provjeriti da sve tocke x;(¢) leze u simpleksu S te da su one
afino nezavisne.

(i1) Neka je x € S(e) oblika

x:Z)\lxl(s), Z)‘izl’ A >0
i=0 =0
Tada je
x = Z)\lxl(s) = Z)‘i[xi +e(x—x;)] = Z)‘i(l —e)x; +ex
i=0 =0 =0

pa uz oznake

A= il =€) + 25, i=0,1,...,m

imamo
m m
x=> Nxi, Y N=1,X>0.
i=0 =0

Prema lemi 2.19. jest x € Rellnt S.
Dokaz jednakosti aff S = aff S(e) prepustamo ¢itateljima za vjezbu. |

Lema 2.19. govori nam da simpleks ima neprazan relativni interior. Opéenito
je moguée da neprazan skup ima prazan relativni interior. No, ako je konveksan
skup neprazan, neprazan je i njegov relativni interior. O tome nam govori sljedeca
propozicija.
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Prorozicua
Ako je K C R™ neprazan i konveksan skup, onda je

Rellnt K #0 i affdim (Rellnt K) = affdim K.

Dokaz. Neka je m := affdim K. Tada K sadrzi m + 1 afino nezavisnih tocaka
X0, X1, - .., X, takvih da je

aff K = aff {xg,%x1,...,Xm}-
Skup K konveksan je pa sadrzi simpleks
S := conv {X0,X1,...,Xm}
Bududi da je aff S = aff K i S C K, dobivamo®
Rellnt S C Rellnt K.

Prema lemi 2.19. jest Rellnt S # ), pa je zato Rellnt K # ().

Prije dokaza jednakosti affdim (Rellnt K') = affdim K prisjetimo se da se afina
dimenzija affdim A skupa A C R"™ definira kao dimenzija njegove afine ljuske aff A;
affdim A jest za jedan manja od maksimalnog broja afino nezavisnih vektora iz
skupa A. Afina dimenzija ima svojstvo ,monotonosti”, tj. A C B = affdim A <
affdim B.

Kako je Rellnt K C K, monotonost afine dimenzije daje affdim (Rellnt K') <
affdim K = m. Preostaje dokazati obratnu nejednakost affdim (Rellnt K) > m. U
tu svrhu neka je S(e) m-dimenzionalni simpleks konstruiran u dokazu korolara 2.21.
Buduéi da je

S(e) C Rellnt S C Rellnt K,

zbog monotonosti afine dimenzije je m = affdim S(¢) < affdim (Rellnt K). [ |

Sljedeta vrlo korisna tehnicka lema kaze nam da kretanjem duz segmenta s
pocetkom u relativnoj unutrasnjosti i krajem na zatvaracu, stalno ostajemo u rela-
tivnom interioru.

LEMA (PRINCIP LINIJSKOG SEGMENTA)
Neka je K C R"™ konveksan skup, x € Rellnt K i x’ € C1K. Tada je poluotvoreni
segment

x,x)={ax+(1—a)x': 0<a <1}

sadrzan u Rellnt K.

Dokaz. Neka je (slika 11)

y=ax+(1—-a)x, 0<a<l.

8Implikacija S C K = RelInt S C RelInt K vrijedi jer je aff S = aff K.
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Treba pokazati da je y € Rellnt K, tj. da postoji realan broj » > 0 takav da je
B(y,r) naffk C K.
Kako je x € Rellnt K, postoji € > 0 takav da je
B(x,e)NnaffK C K. (2.3)
Nadalje, kako je x’ € C1 K, postoji niz (x}.) tocaka iz K koji konvergira prema x’.
Neka je

Xp 1= é(y—(l—a)xﬁg), k € N.

Tada je limg_ o X = X. Zato nadalje mozemo pretpostaviti da je £ dovoljno velik
tako da bude B(xy,e/2) C B(x,¢).

Slika 11. o = [ly — x}.||/[lxx — % ||-

Pokazimo da je B(y,ae/2) Naff K C K. U tu svrhu neka je z € B(y,as/2) N
aff K C K. Definirajmo novu tocku

7' = é(z — (1 —a)x}).

Lako je provjeriti da je z’ € B(xy,e/2). Osim toga, kako je z’ = x|}, + +(z — x},),
zaklju¢ujemo da je 2z’ € aff K. Dakle,

z' € B(xy,e/2) Naff K C B(xy,e) Naff K
pa iz (2.3) slijedi z’ € K. Konacno, kako su z’,x; € K, z = x}, + o(z' — x},) 1
0 < a<1,slijedi z € K. Time smo pokazali da je B(y,ac/2) Naff K C K. |

KOROLAR
Neka je K C R™ konveksan skup. Zraka s pocetkom u tocki x € Rellnt K moZe
sjeéi relativnu granicu RelBd K = C1 K\Rellnt K u najvise jednoj tocki.




2.26.

2.2. 'Topologija konveksnih skupova 45

Koristeéi lemu 2.23. lako je pokazati da se kod konveksnih skupova topoloski
pojmovi poput zatvorenja i nutrine mogu jednostavno i lijepo opisati na ¢isto ge-
ometrijski nacin.

5. PROPOZICIJA

Ako je K CR"™ konveksan skup, onda je
ClK ={xecaff K:3dy e K, [y,x) C K},
Rellnt K = {x e aff K : Vy € afft K\{x},3z € (x,y),[x,2] C K}.

Dokaz. Radi jednostavnosti, oznacimo s B desnu stranu prve jednakosti. Neka
je x € B. Tada postoji y € K takav da je [y,x) C K. Ako je y = x, onda je
x=y e K CClK. Ako je y # x, onda je O N K # () za svaku okolinu tocke x, pa
je zato x € C1 K. Time smo pokazali da je B C Cl K. Za dokaz obratne inkluzije
uzmimo bilo koji x € Cl K. Prema propoziciji 2.22. postoji y € Rellnt K, a prema
lemi 2.23. jest [y,x) C Rellnt K C K. Time smo dokazali prvu jednakost.

Za dokaz druge jednakosti, neka je C desna strana te jednakosti. Ocigledno je
Rellnt K C C. Za dokaz obratne inkluzije uzmimo bilo koji x € C. Odaberimo
bilo koju totku y € Rellnt K, y # x (slika 12). Po definiciji skupa C, za tocku
2x —y € aff K postoji tocka z € (x,2x —y) takva da je [x,z] C K. Uocimo
da je x € (y,z). Zaista, kako je z € (x,2x — y), postoji A € (0,1) takav da

je z = x + A(x — y), odakle se dobiva x = HLAZ + l%\y. Konaéno, kako je
z € K CCIK iy € Rellnt K, prema lemi 2.23. jest x € Rellnt K. ]
y € Rellnt K xeC z 2x —y
0
Slika 12.
KOROLAR

Ako je K C R"™ konveksan skup, onda su konveksni njegova relativna nutrina
Rellnt K i zatvorenje C1 K.

Dokaz. Konveksnost skupa Rellnt K slijedi direktno iz leme 2.23., a konveksnost
zatvaraca Cl K dokazana je u 7. zadatku na str. 31

Pokazimo i na drugi na¢in konveksnost zatvaraca Cl K. Neka su x1,x2 € C1 K.
Prema propoziciji 2.25. postoje y1,y2 € K takvi da je [y1,x1) C K i [y2,x2) C K.
Zbog konveksnosti skupa K tada je

Ay1+ (1= Ny2, Ax1 + (1 = A)x2) C K, VYAe(0,1],
odakle, opet po propoziciji 2.25., slijedi da je Ax; + (1 — A)x2 € C1 K. |
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KOROLAR
Ako je K CR"™ konveksan skup, onda je

ClK = Cl(Rellnt K), Rellnt K = RelInt (C1K).

Dokaz. Ocito je Cl(Rellnt K) C C1K. Neka je x € Cl1 K. Prema propoziciji 2.22.
postoji y € Rellnt K, a prema lemi 2.23. jest [y,x) C Rellnt K. Kako je Rellnt K
konveksan skup, prema propoziciji 2.25. jest x € Cl (Rellnt K).

Ocigledno vrijedi Rellnt K C Rellnt (C1 K). Neka je x € Rellnt (C1K). Oda-
berimo y € Rellnt K, y # x. Neka je ¢ > 0 dovoljno malen, tako da bude
x+e(x—y) € Rellnt (C1K) C C1 K (slika 13). Ako primijenimo propoziciju 2.25.
na konveksan skup Cl K, dobivamo tocku z € C1 K takvu da je z € (x+e(x—y),Xx)
i[z,x] CClK. Tada je x € (z,y), pa je po lemi 2.23. x € Rellnt K. |

x+e(x—y) z x € Rellnt (ClK) y € Rellnt K

Slika 13.
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2.3. Carathéodoryjev teorem

Sljede¢i Carathéodoryjev® teorem kljuéan je za razumijevanje konveksnih skupova,
on nam govori da su simpleksi ,cigle” za konveksne skupove. Preciznije, koveksna
ljuska conv S skupa S C R™ jednaka je uniji svih simpleksa s vrhovima iz skupa S.

TEOREM (CARATHEODORYJEV TEOREM ZA KONVEKSNE SKUPOVE)
Neka je S C R™. Svaka tocka x € conv.S moze se prikazati kao konveksna kombi-
nacija od najvise affdim S + 1 afino nezavisnih tocaka iz skupa S.

Dokaz. Neka je x € conv .S oblika

x:i)\ixi, XiES,)\iZO,i)\izl.
i=1 i=1

Ako su tocke X1, ..., X, afino nezavisne, onda je m < affdim S+ 1 i dokaz je gotov.
Zato nadalje pretpostavimo da su xi,...,X,, afino zavisne tocke. Tada postoje
skalari p1, ..., ftm, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je

m m
Zuixi:O, Zm:()
=1 i=1

Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je p; > 0. Neka je

TZ:miH{%Z/Li>O}:2:E > 0,

a zatim definirajmo nenegativne brojeve

Ai =N — T, t=1,...,m.

Uocite da je 5\1-0 =01 zato je

X = Z)\zxz = Z)\ixi - TZNzXz = Z )\szu
=1 =1 =1 lz;l];)

i:\zzmj\i:i()\i—ﬁuz)—l

i=1 =1 =1

Dakle, dobili smo novi prikaz od x kao konveksne kombinacije od m — 1 tocaka iz
S. Gornji postupak iteriramo sve dok x ne prikazemo kao konveksnu kombinaciju
od najvise m < affdim S + 1 afino nezavisnih tocaka iz S. [ |

KOROLAR
Koveksna ljuska conv S skupa S C R™ jednaka je uniji svih simpleksa s vrhovima iz
skupa S

9Constantin Carathéodory (1873. - 1950.), njemacki matematicar grékog porijekla.
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Ako je skup S C R™ zatvoren, njegova konveksna ljuska ne mora biti zatvorena.

Primjerice, skup
5 ={(0,0)} U{(z,1) : z > 0}
jest zatvoren, a njegova konveksna ljuska
conv S = {(z,y) €R?: 2 >0,y € (0,1]} U {(0,0)}

nije zatvorena (slika 14). Medutim, kao $to nam govori sljedeé¢i korolar, konveksno
se zatvaranje dobro ponasa prema otvorenim skupovima i kompaktima.

Y Y|
1 1
0 . 0 .
a) Skup S b) conv S
Slika 14.
. KOROLAR

Neka je S C R™. Vrijedi:
(i) Ako je S otvoren, onda je i conv S otvoren skup.

(ii) Ako je S kompaktan, onda je i conv.S kompaktan skup.

Dokaz. (i) Neka je x € conv S oblika

x:i)\ixi, XiES,)\iZO,i)\izl.
i=1 =1

Zbog otvorenosti skupa S postoji € > 0 takav da je
x;+ B(0,e)C S, Vi=1,...,m
Tada je .
B(x,e) =x+ B(0,¢ :Z)‘Z x; + B(0,¢)) C conv S.
i=1

(#1) Standardni n dimenzionalni simpleks

n+1
A_{(/\l,...,/\nH)GR"*l:;Ai_l,&-zo,i_l,...,m}

kompaktan je skup jer je omeden i zatvoren. Zato je, kao Kartezijev produkt
kompaktnih skupova, kompaktan i skup

STl A =
{(Xl,...,Xn+1,)\1,...,)\n+1) : (Xl,...,Xn+1) S Sn+1, ()\1,...,)\714_1) S A}



2.31.

2.32.

2.3. Carathéodoryjev teorem 49

Funkcija f : S"T! x A — R", definirana formulom

n+1
FOa Xt 1, Ay A1) = D X
i=1

neprekidna je, pa je njezina slika f(S™*! x A) kompaktan skup. Ogcito je
f(S™ 1 x A) C conv S.

Obratna inkluzija slijedi iz Carathéodoryjeva teorema. |

Postupajuéi sliéno kao u dokazu Carathéodoryjeva teorema nije tesko dokazati
sljedec¢i teorem.

TEOREM (CARATHEODORYJEV TEOREM ZA KONUS)
Neka je S C R™. Svaka tocka x € cone S moZe se prikazati kao konusna kombinacija
od najvise affdim S linearno nezavisnih tocaka iz skupa S.

Svaki konus (ne nuzno konveksan) ima vrh. Zahvaljujuéi tome, lako je pokazati
da je konus otvoren ako i samo ako se podudara s cijelim prostorom R”.

Ako je skup S C R"™ zatvoren, njegova konusna ljuska coneS ne mora biti
zatvorena. Primjerice, skup S = {(z,1) : x > 0} jest zatvoren, a cone S = {(x,y) €
R2:2 >0,y >0} U{(0,0)} nije zatvoren (slika 15). Medutim, ako je S konacan
skup, onda ¢e i cone .S biti zatvoren skup. O tome nam govori korolar 2.33. Prvo
¢emo dokazati jednu propoziciju.

Y
1
0 x
a) Skup S b) cone S
Slika 15.
Prorozicua
Neka je
m
C =cone{xy,...,Xpm} = {Z)‘ixi A > O}
i=1
konacno generirani konus s linearno nezavisnim generatorima Xi,...,X, € R".

Tada je C zatvoren skup, a njegova relativna nutrina Rellnt C' glasi

Rellnt C = { i AXi s N > o}.
=1
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Dokaz. Oznacimo sa span {xi,...,X;,  linearni potprostor od R™ razapet vekto-
rima Xp, ..., Xm, a za topologiju na span {x1, .. ., X,, } uzmimo relativnu topologiju.
Definirajmo neprekidno preslikavanje f : R™ — span{x1,...,X;,} formulom

f()\la" 7)\17'7,) = Z)\ixz'.
=1

Koristeéi linearnu nezavisnost vektora Xi,...,X,, lako je pokazati da je f home-
omorfizam (neprekidna bijekcija ¢iji je inverz takoder neprekidna funkcija).

Sad je dovoljno prisjetiti se da homeomorfizam Cuva otvorenost i zatvorenost
skupova (proporzicija 2.18.), tj. slika otvorenog skupa otvoren je skup, a slika zatvo-
renog skupa zatvoren je skup. To za posljedicu ima da homeomorfizam f ,, komutira”

s interiorom i zatvaracem, tj.

Rellnt f(A) = f(Int A)
CLF(A) = £(C14)
za svaki A C R™,

Skup A :=R7 = {A € R™ : X > 0} jest zatvoren, a Int A = {A € R™ : A > 0}.
Kako je f(A) = C, skup C jest zatvoren. Nadalje,

Rellnt €' = Rellnt f(A) = f(Int A) = { S At A > 0}.
=1

Zatvorenost kona¢no generiranog konusa slijedi iz Weylova teorema 1.35. U
teoremu 1.45. tu smo tvrdnju dokazali na drugi na¢in. U sljede¢em korolaru dajemo
jos jedan dokaz zatvorenosti kona¢no generiranog konusa.

KOROLAR
Svaki konacéno generirani konus K CR"™ zatvoren je skup.

Dokaz. Neka je K = coneS, gdje je S C R" konacan skup. Bududi da je S
konacan skup, pomoc¢u Carathéodoryjeva teorema za konus lako je zakljuciti da se
cone S moze prikazati kao unija kona¢no mnogo konusa od kojih je svaki generiran
s linearno nezavisnim podskupom skupa S. Prema propoziciji 2.32. takvi konusi
zatvoreni su, a unija kona¢no mnogo zatvorenih skupova zatvoren je skup. |

Zadaci za vjezbu

1. Dokazite: (a) Presjek afinih skupova jest afin skup. (b) Afin je skup vektorski
potprostor ako i samo ako sadrzi 0.

2. Neka je afin skup A C R" paralelan s vektorskim potprostorom L, tj. A =
xo + L, gdje je xg € A. Pokazite da je A — A = L.
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3. Neka je A CR"™, xg € aff Aia € R. Pokazite da je (1—a)xo+aaff A = aff A.

Uputa: Lako je provjeriti da je (1—a)xo+aaff A C aff A jer, po definiciji, afin
skup sadrzi pravac kroz svake dvije svoje tocke. Za provjeru obratne inkluzije
iskoristite jednakost x = (1 — a)xo + a(x + =% (x — x¢)).

4. Neka je A CR¥ a B C R™. Pokazite da je aff (A x B) = aff A x aff B.

Uputa: Za dokaz inkluzije aff (A x B) C aff A x aff B pretpostavimo da je
(a,b) € aff (A x B) oblika (a,b) = Y/_; Ai(ai, bi), Y.y A = 1. Tada je
a=>Y.  Na caff Aib=>_  \b; € aff B, pa je (a,b) € aff A x aff B.
Za dokaz obratne inkluzije pretpostavimo da je

]i}l kl
a:Z)\iai, aieA,ZAi:L
=1 =1

bZZOéjbj, bjEB,Zajzl.

Jj=1 Jj=1

Ocito je (a;,b;) e Ax Bzasvei=1,...,k isve j=1,..., ks, a kako je
kl k2
(a,b) = —(a1,b1) + Z/\i(aiabl) + Zaj(al,bj)
i=1 j=1

=14+ 300 A+ 20 oy =1, slijedi da je (a,b) € aff (A x B).
5. Neka je S = conv{xg,...,X,} simpleks u R™ i yo € IntS. Pokazite da su
politopi
Si == conv{Xq, ..., Xi—1,¥0,Xit1,---sXn}, =0,1,...,n

takoder simpleksi s medusobno disjunktnim interirorima te da je S = Uj-S;.
Uputa: Upotrijebite lemu 2.19.

6. Ilustrirajte primjerom da relativni interior nema svojstvo monotonosti, tj. da
inkluzija A C B ne povlaci da je Rellnt A C Rellnt B.
Uputa: Za B uzmite kocku, a za A neku njezinu stranicu.

7. Neka su A, B konveksni skupovi. (a) Dokazite da je Cl A = C1 B ako i samo

ako je Rellnt A = Rellnt B. (b) Ilustrirajte primjerom da se opéenito ne smije
izostaviti zahtjev konveksnosti.

Uputa: (a) Prema korolaru 2.27. za svaki konveksan skup K jest CIK =
Cl (Rellnt K) i Rellnt K = Rellnt (Cl K). Pretpostavimo li da je Cl A = C1 B,
dobivamo

Rellnt A = Rellnt(Cl1 A) = Rellnt (Cl B) = Rellnt B.

Dokaz obrata preskacemo.
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8.

10.

Zadaci za vjezbu

Neka su A, B konveksni skupovi takvi da je Rellnt AN Rellnt B # (). DokaZite:

(a) Cl(ANB)=ClANCIB (b) Cl(Rellnt A NRellnt B) = C1(AN B)
(c) Rellnt (A N B) = Rellnt A N Rellnt B.

Uputa: Neka je xo € Rellnt A N Rellnt B.

(a) Dokaz inkluzije CLANCLIB C Cl (AN B): Za svaki x € Cl N Cl B vrijedi
[x0,%) C Rellnt A N Rellnt B (lema 2.23.). Iskoristimo li sada monotonost
zatvaraca, dobivamo [xg,x] C Cl(Rellnt A N Rellnt B) € Cl(A N B) pa je
x € Cl1(AN B).

(b) Iskoristite (a) i korolar 2.27.

(¢) Skupovi Rellnt A N Rellnt B i AN B konveksni su i imaju isti zatvarac.
Zato prema korolaru 2.27. imaju isti relativni interior, pa vrijedi

Rellnt (A N B) = Rellnt (Rellnt A N Rellnt B) C Rellnt A N Rellnt B.

Za dokaz obratne inkluzije Rellnt A N Rellnt B C Rellnt (A N B) postupite
ovako: Neka je x € Rellnt A N Rellnt B. Pomoéu propozicije 2.25. lako je
pokazati da za svaki y € aff (A N B)\{x} postoji z € (x,y) takav da je
[x,z] € AN B. Ponovnom primjenom propozicije 2.25. dobivamo obratnu
inkluziju.

. Neka je S C R”™. Pokazite da je

Cl(conv S) = ﬂ{B CR": S C B, B zatvoren i konveksan}

Uputa: Ako je S C B, gdje je B zatvoren i konveksan, onda je conv.S C
conv B = B.

Neka je A : R™ — R™ afino preslikavanje zadano s A(x) = Ax + ¢, gdje su
A e R™*™ ¢ € R™. Dokazati da za svaki konveksan skup K C R™ vrijedi

Rellnt A(K) = A(Rellnt K).

Uputa: Lako je pokazati da je afina slika konveksnog skupa opet konveksan
skup. Dakle, A(K) i A(Rellnt K) jesu konveksni. Tada je i Rellnt A(K)
(korolar 2.26.) konveksan. Zbog neprekidnosti od A jest A(Cl (RellntK)) C
Cl(A(RelInt K)). Kako je C1K = Cl(Rellnt K) (korolar 2.27.), iskoristimo li
monotonost zatvaraca, dobivamo

A(K) C A(C1K) = A(Cl (RelInt K)) € CI(A(RelInt K)) C C1 A(K),

odakle je A(K) C CI(A(Rellnt K')) C Cl(A(K)). Iskoristimo li monotonost
zatvaraca, dobivamo Cl A(K) C Cl(A(Rellnt K)) C Cl(A(K)), tj. ekvivalent-
no, Cl(A(Rellnt K)) = C1(A(K)). Kako A(K) i A(Rellnt K') imaju isti zatva-
rac, 1 interiori su im isti (zadatak 7), tj. Rellnt A(K) = Rellnt (A(Rellnt K)).
Zato je

Rellnt A(K) = Rellnt(A(Rellnt K)) C A(Rellnt K).
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11.

Za dokaz inkluzije A(Rellnt K) C Rellnt A(K) iskoristit ¢éemo lemu 2.23. Neka
je A(y) € A(Rellnt K'). Odaberimo A(x") € Rellnt A(K) takvu da je x' € K.
Kako je y € Rellnt K i x' € K, postoji x € Rellnt K C K takva da jey €
(x,x"). Zato je A(y) € (A(x),A(x’)). Primjenom leme 2.23. na konveksan
skup A(K) dobivamo A(y) € Rellnt A(K).

Dokazite: Neka su A, B C R™ konveksni skupovi. Tada je Rellnt (A + B) =
Rellnt A + Rellnt B.

Uputa: Kako je Rellnt (A x B) = Rellnt A x Rellnt B, a preslikavanje A :
R™ x R™ definirano formulom A(x,y) = x +y jest afino, dobivamo (vidi 10.
zadatak)

Rellnt A + Rellnt B = A(Rellnt A x Rellnt A) = A(Rellnt (A x B))
— Rellnt A(A x B) = Rellnt (A + B).
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95

3. Osnove teorije linearnog programiranja

Simpleks metodu za rjeSavanje LP problema razvio je 1947. godine americki mate-
matiéar G. Dantzig'®. Bez obzira §to je metoda primjenjiva samo na kanonski oblik
LP problema, ona predstavlja opéi algoritam za rjeSavanje svih oblika LP problema.
Prisjetimo se kanonskog oblika s ograni¢enjima u obliku jednadzbi, uz ogranic¢enja
nenegativnosti na varijable. Neka su zadani matrica A € R™*" te vektor-stupci
b € R™ i c € R®. Kanonski oblik LP problema glasi:

f(x) = c'x — min (3.1)
uz ogranicenja
Ax=b (3.2)
x > 0.

Dakle, minimizaciju funkcije cilja f(x) = c¢?x treba obaviti na poliedru
P={xeR": Ax=b, x > 0}, (3.4)

zovemo ga poliedar u standardnom obliku. Zato ¢emo u ovom poglavlju posebnu
paznju posvetiti poliedru u standardnom obliku.

Oznacimo li s a; i-ti stupac matrice A, onda sustav (3.2)-(3.3) mozemo zapisati
u vektorskom obliku kao

b==za; 4+ -+ zpay, x; > 0,

odakle vidimo da se problem nalazenja dopustivih (moguéih) rjesenja LP problema
svodi na nalazenje svih mogudéih prikaza vektora b kao linearne kombinacije stupaca
matrice A s nenegativnim koeficijentima.

Svako je rjesenje sustava (3.2)-(3.3) u prvom redu rjeSenje matriéne jednadzbe
Ax =b.
DEFINICIJA
Neka je x = [21,...,7,]" rjeSenje sustava linearnih jednadzbi (3.2), tj.

b=uza; + -+ z,a,.

Ako su linearno nezavisni vektori a; za koje je x; # 0, onda kazemo da je x bazi¢no
rjeSenje sustava jednadzbi (3.2).

Za bazitno rjesenje koje zadovoljava i ogranicenja nenegativnosti (3.3) kazemo
da je bazi¢no dopustivo (moguée) rjesenje LP problema (3.1)-(3.3), odnosno sustava
(3.2)-(3.3). Drugim rije¢ima, dopustivo rjesenje x = [z1,...,2,]7 jest baziéno
dopustivo rjesenje ako su linearno nezavisni vektori a; za koje je x; > 0.

10George Bernard Dantzig (1914. - 2005.), americki matematicar.
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PRIMJEDBA
Bazi¢no dopustivih rjeSenja ima najvise

() = =y

jer najviSe toliko ima baza.

Sada ¢emo pokazati kako izgledaju bazi¢no dopustiva rjesenja. Pretpostavimo
da je skup dopustivih rjesenja neprazan, tj. da je sustav (3.2)-(3.3) konzistentan.
Tada matrica A i prosirena matrica [A,b] imaju isti rang r. Ako je r < m, onda
je m — r jednadzbi u sustavu Ax = b suviSno i one se mogu izostaviti. Zato, bez
smanjenja opcéenitosti, nadalje mozemo pretpostaviti da je » = m. Nadalje, ako je
r = m = n, onda sustav Ax = b ima jedinstveno rjeSenje x = A~'b, pa u tom
slucaju preostaje samo provjeriti je li x > 0 ili nije.

Dakle, od interesa je samo slucaj r = m < n. Radi lakseg zapisivanja korisno je
uvesti neke oznake. Neka je B: {1,...,n} — {1,...,n} bilo koja permutacija takva
da su stupci apg(y), - - -, a(,) matrice A linearno nezavisni, tj., ekvivalentno, da je
regularna podmatrica

AB = [aB(l), ceey aB(m)].
Definirajmo permutacijsku matricu g € R"*™ kao
Y5 = lepa),---,epm)) € R™",

gdje su ey, ..., e, stupci jedini¢ne matrice n-tog reda. U teoriji linearnog progra-
miranja matricu A p zovemo matrica baze ili, krac¢e, samo baza, a za skup

Ip = {B(Q1),...,B(m)}

kazemo da je skup bazi¢nih indeksa. Za preostale indekse B(m+1),. .., B(n) kazemo
da su nebazi¢ni indeksi. Neka je

Iy :={N(1),...,N(n—m))}, gdje je N(i) = B(m+1i), i=1,....,n—m

skup nebazi¢nih indeksa. Nadalje, neka je

AN = [aB(m+1)s - ABM)] = AN - -+ AN(n—m))s
Xp = [xB(l)a cee ,IB(m)]T7
XN = [ZB(mt1)s - TBm)) T = ENA)s - TN ()]s

a zatim odmah uoc¢imo da je

ASp = [Ap, Ay], Spx= {XB] .
XN
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Kako je EQB =1, to je
Ax = (AZ)(E5) = [An Ax] |12 | = Amxn + Axx

i zato matri¢cnu jednadzbu Ax = b mozemo zapisati kao
Apxp +Anxy =b. (35)

Za varijable xp(1), ..., Zp(m) (koje se nalaze uz vektore baze!) kazemo da su bazi¢ne
varijable, dok za preostale varijable kazemo da su nebazi¢ne varijable. Kako je Ap
regularna matrica, mnozenjem slijeva gornje jednakosti s inverzom Agl i, nakon
toga, sredivanjem dobivamo

XB = Agl(b—ANXN), (36)

zbog Cega je
XB _ Agl(b — ANXN)
XN XN ’

Dakle, Ax = b onda i samo onda ako je

x =5 L’;ﬁ] e [Agl(b;NANXN)} . (3.7)

Drugim rije¢ima, svako rjeSenje sustava (3.2) moze se zapisati u obliku (3.7) i,
obratno, svaki vektor x oblika (3.7) rjesenje je sustava (3.2). Osim toga, veza (3.6)
izmedu bazi¢nih (vektor xp) i nebaziénih (vektor x) varijabli govori nam da su
bazi¢ne varijable na jedinstven nac¢in odredene s vrijednostima nebazi¢nih varijabli.
Zbog toga, na bazi¢ne varijable mozemo gledati kao na zavisne, a na nebazi¢ne kao
na nezavisne varijable.

Specijalno, ako je xy = 0 (sve nebazi¢ne varijable jednake su nulil), iz (3.7)
dobivamo bazi¢no rjesenje

_ xp]| AL'b
X—EB |:XN:| —EB|: 0 (38)
sustava jednadzbi (3.2). Ako su sve bazicne varijable xp(1), ..., Zp(m) razlicite od

nule, za bazi¢no rjesenje (3.8) kazemo da je nedegenerirano; u suprotnom kazemo da
je degenerirano. Ako bazitne rjesenje (3.8) zadovoljava i ograni¢enja nenegativnosti
(3.3), a to je onda i samo onda ako je xp = Aglb > 0, radi se o bazi¢no dopustivom
rjesenju LP problema (3.1)-(3.3).

Postavlja se pitanje ima li LP problem (3.1)-(3.3) bazitno dopustivo rjesenje.
Odgovor je potvrdan. Zaista, po pretpostavci je skup dopustivih rjesenja nepra-
zan, tj. ekvivalentno b € cone{ai,...,a,}, gdje je cone{ay,...,a,} konveksni
konus generiran stupcima ay, ..., a, matrice A. Prema Carathéodoryjevu teoremu
za konuse, vektor b moze se prikazati kao linearna kombinacija s nenegativnim
koeficijentima od najvise m linearno nezavisnih stupaca matrice A, a to znaci da
postoji bazi¢no dopustivo rjesenje. Time smo dokazali sljede¢i teorem, koji ima
fundamentalnu vaznost u teoriji linearnog programiranja.
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TEOREM
Ako LP problem (3.1)-(3.3) s matricom A € R™*™ r(A)=m <mn, ima dopustivo
rjesenje, onda ima 1 bazicno dopustivo rjesenje.

PRIMJER. Zadan je sustav jednadzbi Ax = b, gdje su

11-8 3 2
A:[—1 1—3]’ bz[z]

Kako je r(A) = r([A,b]) = 2, taj sustav ima rjesenje, a buduéi da je broj
jednadzbi manji od broja nepoznanica, sustav ima beskonatno mnogo rjeSenja.

Lako je provijeriti da je x = [3,9,2,2]7 jedno rjeSenje polaznog sustava koje nije
bazi¢no (zadto?). Potrazimo sva bazi¢na rjesenja:

11

1. Ip = {1,2}. Tada je xp = |71, 2|7, Xy = [v3,24]T i Ap = [_1 1

IHRHEC

bazicno rjesenje [z, T2, z3, 74]7 = [0,2,0,0]7 dopustivo je, ali je degenerirano.

] . Kako

je

XB :A]_glb: |:

1
2
1
2

N[ D=

1-8

2. Ig = {1,3}. Tada je xp = [r1,23]", xn = [z2,24]T i A = {_1 1

1 8779 _18
o[- [f]
7 7

7

] . Kako

je

baziéno rjesenje [w1, 2,3, 24]T = %[—18,0,—4,O]T nije dopustivo. To je
bazi¢no rjesenje nedegenerirano.

1-8

3. Ip = {2,3}. Tada je xp = [z2,23]7, xy = [21,24]7 i Ap = [1 1

] . Kako

Je

1 18 2 18
w-azv= 1] [3]-[]ze
99
bazi¢no rjesenje [x1,z2, z3, 24]7 = 28[0,1,0,0]7 dopustivo je, ali je degeneri-

ol

rano.

1 3

4. Ip = {2,4}. Tada je xp = [v2,24])T, xn = [z1,23]T i Ap = [1 _3

IHEHES

,2,0,0]7 dopustivo je i degenerirano.

] . Kako
je

XB :Aélb: |:

O M=
O M=

)

bazi¢éno rjesenje [z1, T, v3, 4]T = |
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5. Ip = {3,4}. Tada je xp = [z3,74)T, xy = [z1,22])T i Ap = {_1 _::’)] Kako
je
3 3779 4
- s[4 ]
21 21 7
baziéno rjesenje [x1, 72, x3, 24])T = —% [0,0,2,3]" nije dopustivo. To je bazi¢no

rjeSenje nedegenerirano.

PRIMJEDBA
Neka je P poliedar zadan u standardnom obliku (3.4). Radi jednostavnosti u nas-
tavku izlaganja koristit ¢emo termin ,vrh” umjesto termina ,bazitno dopustivo
rjesenje”. Formalnu definiciju vrha poliedra dat ¢emo kasnije (definicija 6.9.) te
¢emo pokazati da je tocka v € P vrh poliedra P onda i samo onda ako je v bazi¢no
dopustivo rjesenje.

Prema teoremu 3.3. neprazan poliedar zadan u standardnom obliku ima vrh.

Trebat ¢e nam sljede¢a lema pomocu koje ¢emo dokazati neke vazne rezultate o
reprezentaciji poliedra pomoc¢u vrhova.

. LEMA

Neka je V. ={v1,...,vn} skup svih vrhova poliedra
P={xeR": Ax =b,x > 0},

gdje je A € R™ ™ matrica ranga r(A) = m. Tada se svaka tocka xo € P moZe
prikazati u obliku

N N
XOZZ)\ivi+d7 Z)\izl,)\izo,
=1 i=1

gdje je d € R™ neki vektor sa svojstvima d > 0 i Ad = 0.

Dokaz. Dokaz ¢emo napraviti matematickom indukcijom po broju p strogo pozi-
tivnih koordinata vektora xg. Ako je p = 0, onda je xo = [0, ...,0]” i ocito se radi
o bazi¢no dopustivom rjesenju. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zap =0,1,..., k.
Neka xg = [29,...,29]7 ima k + 1 strogo pozitivnih koordinata. Bez smanjenja
opéenitosti, neka je xo = [a7,... ,x%H,O, ...,0]T. Ako je xo bazi¢no dopustivo
rjeSenje, dokaz je gotov. Zato nadalje pretpostavimo da xo nije bazi¢no dopustivo
rjesenje. Tada je prvih k + 1 stupaca matrice A linearno zavisno i zato postoji
wl = [wy,...,wps1,0,...,0]7 € R?, w # 0, takav da je Aw = 0. Moguca su tri
slucaja: (i) w > 0, (ii) w < 0 ili (iii) w ima strogo pozitivnih i strogo negativnih
koordinata.
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(i) Neka je

0 0
— : z; . . _ %ig
T = mln{wi Twg > O} = o >0,

x(T) == X0 — TW.

Lako je provjeriti da je x(7) € P te da x(7) ima najvise k strogo pozitivnih koor-
dinata. Po induktivnoj pretpostavci x(7) jest oblika

N N
x(r) =Y Avi+di, Y Ai=1,X\>0,d >0,Ad; =0.
i=1 i=1
Zato je
N
X0:X(T)+TW:Z)\iVi+d, d:=d; +7w.
i=1

Ocitojed >01i Ad =0.
(ii) U tom je slucaju —w > 0. Dalje se postupa kao pod (i).
(iii) Neka je

0

T = min{% :wi>0}, x(71) :=X0 — T1 W,
. xy

Ty := min { — W > O}, x(72) == X0 + T2 W.

Lako se provjeri da x(71) i x(72) leze u poliedru P te da svaki od njih ima najvise k
strogo pozitivnih koordinata. Po induktivnoj pretpostaveci x(71) i x(72) jesu oblika

N N
X(Tl)zz)\ivi+d1, Z/\i:L)\iZO,dlZO,Adl:O,
=1

i=1
N N
X(T2):Zﬂivi+d2a Zmzl, pi > 0,d2 > 0,Ads = 0.
i=1 i=1
Zato je
X0 = 73mx(n) + 3 x(7)
N N
= i Z Aivi+ i Z‘uivi togndi+ i de
i=1 i=1
N
= Z(le—ﬁﬁ/\i + leTzﬂi)Vi + TlETzdl + T12T2d2’
i=1
odakle vidimo da tvrdnja teorema vrijedi za d = 7_1127_2 d, + 711172 ds. ]
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DEFINICLIA
Neka je K C R™ neprazan konveksan skup. Za vektor d € R™ kazemo da je recesivan
smjer ili smjer opadanja za K ako je

{x+Ad:A>0} C K zasvakix € K.

Skup svih recesivnih smjerova skupa K zovemo recesivni konus ili konus opadanja
skupa K i oznacavamo s rec K.

PRIMJER.

(a) Odredimo recesivni konus poliedra P = {x € R” : Ax = b, x > 0}. Po
definiciji dobivamo:

derecP<—=x+XdePzasvexec Pisve \>0
<~ x+Ad>0iA(x+Ad)=bzasvexe€ Pisve A>0
<= AMd>0i NAd=0zasve A>0
~—d>0iAd=0.

Dakle, recP = {d € R" : d > 0, Ad = 0}.
(b) Za poliedar Q = {x € R" : Ax < b} dobivamo:

derecQ < x+AdeQzasvexeQisve A>0
<« A(x+XMd)<bzasvexe€Qisve A>0
<— AMd <0zasve A>0
<~ Ad <0.

Dakle, rec@ = {d € R" : Ad < 0}.

TEOREM
Neka je
P={xeR":Ax=b,x>0}, AcR™" beR™

neprazan poliedar. Tada je
P =convV +recP,

gdje je V' skup svih vrhova poliedra P, a rec P njegov recesivni konus.

Dokaz. Inkluzija P C conv V + rec P slijedi iz leme 3.6., a obratna inkluzija slijedi
po definiciji recesivnog smjera. |

Dakle, za potpuno opisivanje poliedra P iz prethodnog teorema potrebno je
poznavati njegov recesivni konus recP = {d € R” : d > 0,Ad = 0}. Svaki je
recesivni smjer d u prvom redu rjesenje matri¢ne jednadzbe Ax = 0. Zato i zbog
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zahtjeva d > 0, odaberemo li bilo koju matricu baze B, iz (3.7) vidimo da ¢e d biti
recesivni smjer onda i samo onda ako je on oblika

—1
dzzB[gi] :23{_ABIAN]C1N, (3.9)

gdjesudy >01i ABIANdN < 0. Sada je lako dokazati sljede¢u propoziciju.

PROPOZICIJA
Neka (A" An); oznacava j-ti stupac matrice Az'An. Ako je (Az'An); < 0,
onda je

—(AE'Ay);

d; =%p [ - ] € rec P. (3.10)
J

Pri tome e; oznacava j-ti stupac jedini¢ne matrice (n —m)-tog reda.

Dokaz. Dovoljno je u (3.9) staviti dy = [0,...,0,1,0,...,0]7, gdje 1 stoji na j-toj
poziciji. |

PRIMJEDBA
U gornjim razmatranjima matricu baze B mozemo odabarati na najvise (7’7’1) razli-

¢itih nacina. Zato i kako matrica A;AN ima (n — m) stupaca, broj recesivnih
smjerova oblika (3.10) nije veéi od

wem(t)

Jasno, recesivni smjer oblika (3.10) ne mora postojati.

TEOREM
Neka je zadan poliedar

P={xeR":Ax=b, x>0}, AecR™" r(A)=m,beR™

Nadalje, neka je C = {dy,...,d,} skup svih njegovih recesivnih smjerova oblika
(5.10). Vrijedi:

rec P = cone ({0} U C),

tj. vektor d € R™ recesivni je smjer poliedra P onda i samo onda ako se d moZe
prikazati kao nenegativna linearna kombinacija recesivnih smjerova dy, . ..,d,.

Dokaz. Vedéi dio dokaza slican je dokazu leme 3.6.

Lako je provjeriti inkluziju cone ({0} U C') C rec P. Dokaz obratne inkluzije
rec P C cone ({0} U C) provest ¢emo matematickom indukcijom po broju p strogo
pozitivnih koordinata vektora d € rec P. Ako je p = 0, onda je d = [0,...,0]7 €
cone ({0} U C). Ako je p =1, buduéi da je Ad =0id > 0, iz (3.9) slijedi da je
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d jednak umnogku jednog (zbog p = 1!) vektora oblika (3.10) sa strogo pozitivnim
skalarom. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za p =0,1,...,k. Neka d € rec P ima
k + 1 strogo pozitivnih koordinata. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je

d=[di,...,dg,0,...,0,d,]".

Uz oznaku
d:=[dy,...,dy,0,...,0]T € R™

imamo

B d Y n—m
d_[dnenm:|, gdjejee,_,, =[0,...,0,1] e R*™™.
Kako je Ad = 0, tj.
dia; + -+ drax +dya, =0,

vektori ay, ..., ay, a, linearno su zavisni.

Ako su vektori ay, ..., a, linearno nezavisni, nadopunimo ih s preostalim stup-
cima matrice A do matrice baze Ap. Opet bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da je linearno nezavisno upravo prvih m stupaca matrice A, tako da
je Ap =[ay,...an], Ay = [am+t1,...,8,]. Tada, kako je Ad = 0, dobivamo

d

dnenfm

0=Ad= [AB,AN] [ ] :ABa+dnANen—m7

odakle je d = —dn(AglAN)n_m i zato je

d— { d } _d [—<A31AN>n_m]

dpnen—m €n—m

oblika (3.10) sa strogo pozitivnim skalarom d,,. Dakle, d € cone ({0} U C).

Sad pretpostavimo da su vektori ay, ..., a; linearno zavisni. Tada postoji vektor
wl = [wy,...,wy,0,...,0/T € R", w # 0, takav da je Aw = 0. Moguéa su tri
slucaja: (i) w > 0, (ii) w < 0 ili (iii) w ima strogo pozitivnih i strogo negativnih
koordinata.

(i) Kao prvo, kako je Aw = 0, w > 0 te kako w ima najviSe k strogo pozitivnih
koordinata, po induktivnoj je pretpostavci w € cone ({0} U C). Nadalje, neka je

T::min{i—i:wi>0}:%>0,

w.
d(t) :=d—7w.
Lako je provjeriti da d(7) ima najvise k strogo pozitivnih koordinata. Kako je

d(r) > 01 Ad(r) = 0, to je d(7) € rec P. Zato, po induktivnoj pretpostavci, d(7)
jest oblika

d(r) = Z)\idiv Ai >0,
i=1
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§to nam govori da je
d(7) € cone ({0} U ).

Konacno, iz w,d(7) € cone ({0} UC), 7 > 0 i jednakosti d = d(7) + 7w slijedi
d € cone ({0} U C).

(ii) U ovom je slu¢aju —w > 0. Dalje se postupa kao pod (i).

(iii) Neka je
T = min{g—i:wi>0}, d(n)=d—-mnw,
Ty 1= min{_d—;)i D —wy; > 0}, x(12) i=d+ o w.

Lako se provjeri da su d(71) i d(72) recesivni smjerovi te da svaki od njih ima najvise
k strogo pozitivnih koordinata. Po induktivnoj pretpostavci dobivamo

d(71),d(m2) € cone ({0} U C),
a kako je

Xo = 7—17_27—2 X(Tl) + ‘1'17-—‘41‘1'2}((7-2)7

slijedi d € cone ({0} U C). |

Sljededi teorem govori o egzistencije rjesenja LP problema (3.1)—(3.3).

TEOREM (O RJESIVOSTI LP PROBLEMA)
Neka je V.= {vi,...,vn} skup svih vrhova nepraznog poliedra (3.4), a C =
{dy,...,d,} skup svih njegovih recesivnih smjerova oblika (3.10), tako da je

P =conv{vy,...,vy}+cone{0,dy,...,d,}.
Tada vrijedi:

(i) LP problem (5.1)-(3.3) ima rjeSenje onda i samo onda ako je funkcija cilja
(3.1) omedena odozdo, tj., ekvivalentno, ako je

cf'd; >0, Vi=1,...,r

(i) Ako LP problem (3.1)-(3.3) ima rjeSenje, onda postoji vrh u kojem funkcija
cilja dostize minimalnu vrijednost.

Dokaz. Neka je ig € {1,..., N} takav da je
chl-0 = min chZ-.
i=1,...,

Svaka tocka x € P jest oblika

N T N
XZZ)\Z'VZ'-"-Z/L]‘CI]‘, )\i,ujZO,Z)\izl.
i=1 j=1 i=1
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Zato je
N T
c'x = Z NicTv; + Z pietd;,
i=1 j=1

pomocu ¢ega je lako provjeriti prvu tvrdnju. Nadalje, ako LP problem ima rjesenje,
onda je

N N
CTX Z E AiCTVZ' Z E )\iCTVZ'D = CTVZ'D.
i=1 i=1

|
Prema teoremu 3.13. optimalno rjeSenje LP problema, ako postoji, nalazi se
medu vrhovima poliedra P = {x € R" : Ax = b, x > 0}. Iako je broj vrhova
konacan (primjedba 3.2.), ipak ne bi bila preporucljiva strategija koja bi se sastojala
u trazenju svih vrhova i rac¢unanju vrijednosti funkcije cilja u njima. Naime, za
LP problem velikih dimenzija (za velike m i n) ¢ak i brzim rac¢unalima trebalo
bi jako mnogo vremena za taj posao. Ideja je simpleks metode da se pretrazi
samo dio vrhova kako bi se doslo do optimalnog vrha ili ustanovilo da LP problem
nema optimalno rjesenje (slucaj kada je funkcija cilja neomedena odozdo). To radi
sukcesivno, pomicudi se bez vracanja unazad u novi bolji vrh sli¢no gibanju amebe.
Za implementaciju te metode treba:

1. Imati pocetni vrh, tj. pocetno bazi¢no dopustivo rjesenje, o cemu ¢e viSe rijeci
biti u tocki 3.5.

2. U svakom iterativnom koraku potrebno je imati kriterij optimalnosti vrha
i kriterij nepostojanja optimalnog rjesenja. O tome ¢e biti viSe rijeci u te-
oremu 3.17. iz tocke 3.3.1.

3. U svakom iterativnom koraku, ako nismo u optimalnom vrhu i ako nismo us-
tanovili nepostojanje optimalnog rjesenja, potrebno je znati napraviti prijelaz
u novi vrh. Pri tome novi vrh ne smije biti gori, ve¢ po moguénosti bolji
od polaznog vrha. O moguénosti poboljsanja neoptimalnog nedegeneriranog
vrha govori nam teorem 3.17.

4. Treba imati strategiju izbjegavanja kruzenja (ciklusa). Jednu takvu strategiju
daje nam Blandovo anticiklicko pravilo koje navodimo u tocki 3.4.

Pored svega toga, korisno je imati jednostavan tabli¢ni prikaz provedbe simpleks
metode. Jedan takav prikaz dajemo u tocki 3.1.
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3.1. Simpleks tablica

Simpleks tablica, koju ¢emo pojasniti u ovoj tocki, sluzi za shematsko zapisivanje
sustava jednadzbi i funkcije cilja. Krenimo redom, ali tako da se prvo ukratko
prisjetimo osnovnih stvari. Pomoc¢u matrice baze A p, vektora xg € R™ bazi¢nih
varijabli i vektora xy € R"~"" nebazic¢nih varijabli, sustav Ax = b mozemo zapisati
kao

xp + Az 'Ayxy = A5'b. (3.11)

Pri tome vrijedi sljedeca veza:

AXp =[Ap,Ay], Ypx = [XB] ,

XN
gdje je
Xp= [eB(l), . ,eB(n)] € R™*"™

odgovarajuca permutacijska matrica koja se dobiva permutacijom stupaca jedini¢ne
matrice n-tog reda. Jednakost Ax = b vrijedi onda i samo onda ako je

-1
Spx = [XB} _ [AB (b_ANXN)} (3.12)
XN XN
ili raspisano
xp] _[Az'b [—(AZ'AN):
-] e ]
i€ln

Nadalje, za funkciju cilja dobivamo
f(x) = chxp 4+ chxn
= Cg(Aélb — A];lANXN) + CcNXN
= cLAR'b+ (ck — AL AN)xN. (3.13)

Sustav (3.11) zajedno s funkcijom cilja shematski ¢emo zapisivati u obliku sljedeée
tzv. simpleks tablice pridruzene bazi Ap:

x]TV 1
XpB Ag,lAN Ag,lb
~flck —cEAZ' AN | —cEAL'D

11

Tablica 1. Tuckerova ' simpleks tablica pridruZena bazi Ap. Lijeva vertikalna crta

znaci ,+”, a desna vertikalna crta znaci ,=".

Za tablicu 1 kaze se jo§ da je pridruzena bazitnom rjesenju x = Xp [iB} =
N
AG'b
e [45].

1 Albert William Tucker (1905. - 1995.), kanadski matematicar.
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PRIMJEDBA
Prisjetimo se dobro poznate stvari iz linearne algebre: Neka je F = [f1,...,f,]

regularna matrica, a € R™ vektor i & = [aq,...,an|’ vektor koordinata od a u
bazi (f1,...,f,), tj. Faa = a. Tada je

a=Fla

Dakle, u j-tom stupcu (Az'Ay); = Az ' (Ay); = Ag,laN(j) tablice 1 stoje
koordinate vektora (Ax); = ay(;) u bazi Ap. U zadnjem stupcu stoje koordinate
vektora b u bazi Ap.

. DEFINICIJA

Vektor
cli=cl - chglA

zovemo vektor utjecaja varijabli. Pri tome
EjZCj—Cg(ABIA)j, jE{l,...,?’L}

utjecaj je varijable x;.

Preglednosti radi, raspisimo simpleks tablicu kao:

TN INE) T TNG) T TN TNmem) |1
TB(1) 11 Q12 T Qj ce Qlq T Aln—m 10
TB(2) Q21 Q22 T Q2j ce Qi2q T Q2n—m Q20
TB(k) €751 Qg2 ce A ce Qg ce Ak n—m QKo
T =
T B(p) Qp1 Qp2 s Qpj s Qpq s Qpn—m Qpo
T B(m) Qm1 Qm?2 T Qmj e Qmg e Amn—m Qom0
_f C1 Co . Ej cen Cq . Crn—m fo .
(3.14)

Tablica 2. Raspisana Tuckerova tablica pridruzena bazi Ap.

gdje je, jasno,

[a1j, o amg]” = AGlan),
[0410, ceey Oémo]T = 1&%1]37
[El, ... ,En_m]T = C% — CEA]_glAN,

fo = —CgAélb.
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3.16. PrRIMJER. Zadan je LP problem
—x1 4+ 22 — 23+ 304 — 5 + X6 + 37 — min

uz ogranicenja

3xs + 2x4 + 5 + w6 = 6
2$2+2$3—$4 =10
T — Tg =0
X3 + x5+ a7 = 6
T1y...,27 > 0.
Ovdje je
003 21 10 6
~1022-10 00 |10 o . B T
A= 100 00-10]" b= 0l c=[-1,1,-1,3,-1,1,3]".
001 00 11 6

a) Vektori aj,as,as,as linearno su nezavisni, pa ih mozemo uzeti za vektore
baze. Tada je

003 2 1 10
022 -1 0 00
AB = [a17a27a35a4] = 100 K AN = [a57a67a7] = 0-10]"
001 O 0 11
XB = [1171;172;1737334]T; XN = [175,176,1177]T7
cg = [01,02,03,04]T =[-1,1, —1,3]T, cN = [05,66,67]T =[-1, 1,3]T.
Nadalje, imamo:
001 O 0-1 0 0
S S LR N 1 R
A_ — A_A == A_b:
B~ 1900 1| DBANTIg 1 1|0 OB 6|
1 3 1 3 _
5 00—3 5 —1—3 6
0-1 0
1_3_7
ey —cpAp Ay =[-1,1.3] - [-1,1,-13] | ¢ T 1| =% % F,
1 1.3
2 2

cEAL'D =[-1,1,-1,3]
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Odgovarajuca simpleks tablica glasi:

Ts5 Tg T7 1

z1 0 -1 0 0

A i
T= 3 o 1 1| 6
Ty % -1 —% —6
S

Tocka x = [x1, T2, T3, T4, T5, Te, 27]T = [0,—4,6,—6,0,0,0]7 bazictno je rjese-
nje koje nije dopusteno rjeSenje polaznog LP problema.

b) Uzmemo li linearno nezavisne vektore aj, as, a5, a7 za vektore baze, tada je

0010 3 2 1
Ap =aj,az,a;5,a7] = (1)(2)88 , AN =az,as,a6] = (2)_(1) _(1) ;
0001 1 0 1
XB = [Il,I2,I5,$7]T, XN = [I3;I4;$6]T7
cp = [01,02,05,07]T =[-1,1, —1,3]T7 cy = [03,04,06]T =1-1,3, 1]T.
Nadalje, imamo:
0 ? 10 0 (1) -1 0
A5' = |1 hoo| = Asax= |35 1| At gl
0001 1 0 1 6
0 0-1
T T A —1 1—3 0 11
cy —cgAp Ay =[-1,3,1] - [-1,1,-1, 3] {3 % 1= -2, 5, 2],
1 0 1
0
cEAL'b =[-1,1,-1,3] 2 =17.
6
Odgovarajuca simpleks tablica glasi:
T3 T4 Te 1
1 0 0 -1 0
z2 | 1 -3 0 5
™= ol 3 2 1| s
7 1 0 1 6
-fl-2 ¥ -2|-17
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Tocka x = [21,¥2,¥3, T4, T5, T6, v7)T = [0,5,0,0,6,0,6]T jest baziéno dopus-
tivo rjesenje.

AG'b

TEOREM
-z, [%

Neka je v = ¥p VB
VN

tablicom (5.14). Tada vrijedi:

] bazicno dopustivo rjesenje sa simpleks

(i) [KRITERIJ OPTIMALNOSTI]
Ako je [e1,...,Cn_m]T >0, onda je v optimalno rjesenje LP problema (3.1)-
(3.3), tj.
_ T, T
fv)=c'v= minc’ x.
(7i) [KRITERIJ NEOMEDENOSTI FUNKCIJE CILJA]
Ako je ¢y < 0 i (A" AN), = [a1g, - - .,amq]T <0 zanekige{l,...,n—m},
onda je funkcija cilja odozdo neomedena na skupu mogucih rjesenja i zato LP
problem (3.1)-(5.8) nema rjesenge.

Dokaz.
(i) Za svaki x € P dobivamo f(x) = —fo + > " Cixngy > —fo = f(V).
(#1) Za svaki t > 0 definirajmo tocku x(t) kao

[XB@] _ [Aglb} e [—(AglAN)q] '

XN (t) 0 eq

Direktno se provjerava da je x(t) dopustivo rjesenje LP problema (Ax(t) = b i
x(t) > 0) te da je

f(x) = chAL'b+t(cy — cpAL'An)j,

odakle se dobiva lim;_, f(x(t)) = —oc. [ |
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3.2. Gauss-Jordanove transformacije

Za dvije baze kazemo da su susjedne ako se razlikuju u samo jednom vektoru. O
zamjeni jednog vektora baze govori nam sljedeca lema.

LEMA (O ZAMJENI VEKTORA BAZE)
Neka je (f1,...,£,) baza m-dimenzionalnog realnog vektorskog prostora (V,+,-) i
neka vektor a € V ima prikaz

a=> aifi. (3.15)
1=1

(i) Uredena m-torka (f1,...,f,—1,a,f,11,...£y) baza je od V onda i samo onda
ako je ap # 0.

(ii) Rastav vektora x =Y .-, x;f po bazi (f1,...,f_1,a,f41,...5,) glasi

m

— _ T ,)f, Lp 3.16
x ;:1 (wz o % s+ - (3.16)
i#p

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je o, # 0. Treba pokazati linearnu nezavisnost vek-
tora fi,...,fp_1,a,f,11,...f,. Drugim rije¢ima, treba pokazati da linearna kom-

m
binacija Y A;f; + Apa moze biti jednaka nul-vektoru samo na trivijalan nacin, tj.
i=1

i#£p
m
samo ako je A\; = 0 za sve i = 1,...,m. Jednakost > K \f; + A\pa = 0 mozemo
i
zapisati kao
m
Z()\l + )\pai)fi + )\papfp =0,
ot
odakle zbog linearne nezavisnosti vektora fi, ..., f,, slijedi

A1 —|—/\pa1 =0

)\p,1 + /\pap,1 =0
Apap =0

Apt1 + Apapy1 =0

Kako je a, # 0, to je A, =0izatoje \; =0zasvei=1,...,m.
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Obratno, pretpostavimo da vektori fi,...,f,_1,a,f,41,...£, tvore bazu u V.
Tada se vektor f, moze zapisati kao njihova linearna kombinacija. Neka je

fp =p/fi+- -+ ﬂpflfpfl + ﬂpa—i- ﬂp+1fp+1 + o+ Bt

Skalar /3, razli¢it je od nule jer bi u suprotnom vektori fi, . . ., f,, bili linearno zavisni,
§to je nemoguce jer oni ¢ine bazu. Kako je 8, # 0, imamo
61 Bp—l 1 Bp-l—l ﬁm
a=——7f - — fpoi+——f ———f1—...— —f,.
Bp By * Bt By P By ™
Zbog jedinstvenosti rastava vektora a po bazi (f1,...,f,,) slijedi o, = ,@L # 0.
P

(i1) 1z (3.15) dobivamo

Qp o Op
i#£p
i zato je
m
X = E xifi
fp
i=1
m m
1 lo'
= g zifs + <—a— g —f,
i=1 p i=1 ap
i#Ep i#Ep
i T
= E (xl — —pal)fl +2La
i=1 Qp p
i#p
|
Za lako pamdéenje rastava (3.16) koristit ¢emo sljede¢u tablicu:
1
a X f, X
(65} 10, — 1T
fi| a1 | 71 fi | —— L L
Qp Qp
(67 TiQp — OGp
f; -
Qp ap
1 Tk
a _ —_
Ap Ok
« Ty — QX
£, am | zm £, __m |Zm7p "m7p
Qp Qp

Tablica 3. Gauss-Jordanove transformacije.
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U stupcima ispod vektora a i x u lijevoj tablici stoje koordinate tih vektora u

bazi (f1,...,f,). Istaknuti element o, # 0 naziva se pivot element. U stup-
cima ispod vektora f, i x u desnoj tablici stoje koordinate tih vektora u novoj
bazi (fi,...,f,_1,a,f,41,...,£,). Gore opisane transformacije nazivaju se Gauss'?-

Jordanovim!® transformacijama. Osim toga, kaze se da smo vektor f, ,izbacili” iz
baze i umjesto njega ,,ubacili” vektor a.

PrimJER. Neka je zadana matrica

1 10
A=1]2-23
1 14

Pokazimo pomoéu Gauss-Jordanovih transformacija da stupci a; = [1,2,1]T, ay =
[1,-2,1]7 i a3 = [0,3,4]" matrice A tvore bazu u R3, prikazimo vektor x =
[1,—1,2]7 u toj bazi i odredimo inverz A~! matrice A.

Vektori e; = [1,0,0]7, e; = [0,1,0]7 i e3 = [0,0,1]7 ¢ine bazu u R®. Primjenom
Gauss-Jordanovih transformacija dobivamo:

|a1 Az Az X |e1 az az X
e, 1o 1, a 1 1 0 1 .
e 2 -2 3-1 es|-2[-4] 3 -3
(S 1 1 4 2 €3 -1 0 4 1
‘ e ey azx ‘ e; es e3 X
11 31 nm o1 _3 1
a3 7 31 _, AT 1 16 16
a,| 1 _1_33 ay 5 1 3 15
2| 271711 2116 ~ 2 16 16
1 11
es|—1 1 asl=3 0 1 71-°

Dakle, uspjeli smo sve vektore ai, as, ag ubaciti u bazu. Iz posljednje tablice dobi-
vamo prikaz vektora x u novoj bazi (aj, as,as):

- 1 15 1
X = jga1 + 162 + 7a3.

Nadalje, takoder iz posljednje tablice, imamo da je

13
6 1 16
_ 5 _1 3
[e15e25e3] - [a17a27a3] 16 4 16 | °
_1 1
1 0 1
§to nam govori da je
o1 _ 3
6 4 16
-1_ | 5 _1 3
A" =| 571 16
_1 1
1 0 3

12Johann Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.), njemacki matematicar.
13Marie Ennemond Camille Jordan (1838. - 1922.), francuski matematicar.



74 Osnove teorije linearnog programiranja

3.3. Prijelaz s jednog bazi¢nog rjeSenja na drugo

Vratimo se na simpleks tablicu

xk 1
T= Xp A AN AL
~flck —cEAZ'AN | —cEAL'D
pridruzenu bazi Ap = [Ap(1),. .., Ap(m)| i na njezinu raspisanu verziju (3.14). Toj

simpleks tablici odgovara bazi¢no rjesenje

—1
c-naf2] -]

koje moze, ali i ne mora biti dopustivo rjesenje LP problema (3.1)—(3.3). U j-tom
stupcu matrice AglAN nalaze se koordinate nebazi¢nog vektora ay ;) u bazi Apg.
Posljednji stupac Ag,lb sadrzi koordinate vektora b u bazi A . Zapis funkcije cilja

pomocu nebazi¢nih varijabli (1), - - ., TN (n—m) Nalazi se u zadnjem retku simpleks
tablice.
Zelimo da nebazi¢ni vektor ay) = > iy digapu (¢ € {1,...,n —m}) ude

u bazu umjesto bazitnog vektora apg(,). Prema lemi 3.18. to je moguce onda i
samo onda ako je a,, # 0. Zato nadalje pretpostavimo da je a,q # 0. Zamjenom
bazitnog vektora ap(,) s nebazi¢nim vektorom ay,) dobivamo novu bazu

Ap = ap(); - AB(p—1)s AN(q)s AB(p+1) - - - » AB(m) -

Zanima nas kako iz simpleks tablice T' dobiti simpleks tablicu

XJTV, 1
T’ = XpB’ AE}AN/ Ag,lb
—1 —1
—f CJ,I\}, — C%,AB, AN/ —CE/AB/ b

pridruzenu novoj bazi A g,. Da bismo dobili tablicu 7" bez zadnjeg retka, potrebno
je napraviti rastave vektora b i novih nebazi¢nih vektora

AN(1)s- -3 AN(g—1)) AB(p)s AN (g+1)s + - - s AN (n—m)

po novoj bazi Apg,. To mozemo napraviti koristeéi tablicu T, tako da u njoj pro-
vedemo Gauss-Jordanove eliminacije s pivotom a,,. Nakon provedenog pivotiranja
u prvih m redaka pojavit ¢e se prikazi novih bazi¢nih varijabli pomo¢u novih ne-
bazi¢nih varijabli. Stoga, ako pivotiranjem obuhvatimo i zadnji (m + 1)-vi redak
tablice T' u kome se nalazi zapis funkcije cilja pomoc¢u polaznih nebazi¢nih varijabli,
nakon pivotiranja dobit cemo zapis funkcije cilja pomoc¢u novih nebazi¢nih varijabli.
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Dakle, provedemo li u tablici 7' Gauss-Jordanove eliminacije s pivotom g, dobit
¢emo tablicu T kojoj odgovara novo bazi¢no rjeSenje

’ vp/ _ Aé/lb
v _EB’ |:VN/:|_EB/|: O .

Za bazitna rjesenja v i v/ kazemo da su susjedna jer im se baze razlikuju samo za
jedan vektor.

Radi lakseg pamcenja kako se u polaznoj simpleks tablici T' provode Gauss-
Jordanove eliminacija s pivotom a4, u tablici

TN (q) 1

alq

Qp—1gq

,TB(p) Qpl -.. Qpg—1 Apg+1 -+ Oppn—m |Qpo

Qpt+lg

Amgq

Cq

—f

Jo

isticemo pivot-redak (p-ti redak) i pivot-stupac (g-ti stupac). Nakon provedenih
eliminacija dobiva se simpleks tablica

TB(p) 1

__ Qg

Qpgq

_ %p—1q
Qpg

T/

Qpg—1 1 Qpg+1
Qpgq

TN Qp1 Qpn—m | Xp0
(@) Qpgq Qpgq Qpgq Qpgq Qpgq

_ %p+1,q

Qpq

—f Cq_

! [0}
aij_aij__q
fo=fo— 228¢

A=A %pig
C; =¢Cj C

ang o I = {1, on —mp\{q}.
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3.20. PriMJER. Ilustrirajmo navedeno na ranije razmatranom primjeru 3.16.b), polazeéi
od dobivenog bazi¢nog dopustenog rjesenja

X = 71,22, 73,24, T5, 75, 27]° = [0,5,0,0,6,0,6]"

kome odgovara simpleks tablica

T3 T4 T 1
1 0 0 - 0
i) 1 —% 0 5

T =
I5 2 1 6
7 1 0 1 6
-f|-2 ¥ —2|-17

Akoubazu Ap = [a1, ag, a5, a7] zelimo ubaciti nebazi¢éni vektor az umjesto bazitnog
vektora as, treba pivotirati oko ag; = 3. Dobiva se nova simpleks tablica:

Is T4 Te 1
1 0 0 -1 0
I R
T =
v | 5 5 |3)| 2
o -4 -3 3| 4
2 41 4
-3 % —3]1-13
koju ¢emo pivotirati oko ags = % Dobiva se:

Is Ty I3 1

z2 | 0 -1 1| 5

Tg 1 2 3 6

z7 | -1 -2 =2 0

-fl 2 2 4|-5

U bazi¢no dopustivom rjesenju
vV = [’Ula V2, V3, V4, Us, Vg, U7]T = [67 57 07 07 07 67 O]T

funkcija cilja dostize vrijednost 5. Prema tvrdnji (i) teorema 3.17. vrh v optimalno
je rjesenje polaznog LP problema minimizacije.
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3.3.1. Poboljsanje nedegeneriranog bazi¢nog dopustivog rjesenja

U ovoj ¢emo tocki pokazati kako od promatranog nedegeneriranog bazi¢nog dopus-
tivog rjesenja doc¢i do susjednog bazitnog dopustivog rjesenja u kojem cée funkcija
cilja biti strogo manja (teorem 3.21.). Kao $to ¢emo poslije vidjeti, taj je korak
kljucan dio simpleks-algoritma.

Pretpostavimo da je v nedegenerirano bazi¢no dopustivo rjesenje sa simpleks
tablicom T, tj., ekvivalentno, da je

(Ag'b)i=ajo >0 zasvei=1,...,m.

U tablici 7" zadnji stupac (odgovara prikazu vektora b u novoj bazi) i zadnji redak
(odgovara prikazu funkcije cilja pomoéu novih nebaziénih varijabli) glase:

e zadnji stupac:

/ Qpo
ay=—, (3.17)
P Qpg
« .
Ay = o — ioaiq, ie{l,...,m\{p}, (3.18)
Qpg
e zadnji redak:
Qpo _
fo=fo— 2, (3.19)
~ Opg
g _fa
Qpq
_ _ Apj _ .
&=t = ey, j={l....,n=m}\{q}
pg

Tocka v’ bit ¢e baziéno dopustivo rjesenje onda i samo onda ako je of, > 0 za
svei=1,...,m. Pomocu (3.17) i (3.18 ) lako je pokazati da ¢e to biti onda i samo
onda ako je izlazni bazi¢ni vektor apg,) (odnosno, izlazna bazi¢na varijabla x B(p))
odabran tzv. metodom najmanjeg simpleksnog kvocijenta, tj. tako da je apq > 01

T —— (3.20)

Zaista, prvo pretpostavimo da je v/ bazié¢no dopustivo rjesenje. Tada je o, > 0 za
sve i = 1,...,m. Specijalno je aj, = Z_:;) > 0, odakle zbog a0 > 01 apg # 0 slijedi
apg > 0. Sada se iz (3.18) lako dobiva (3.20). Obratno, ako je apq > 0 i ako vrijedi
(3.20), lako je zakljuciti da je oy >0 zasvei=1,...,m.
Nadalje, ako je ¢, < 0 za neki g € {1,...,n —m}, onda je

—f) = fh = fo— =28 > fo = —f(¥),

Pg

tj. f(v') < f(v). Tim razmatranjima dokazan je sljedeéi teorem:
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3.21. TEOREM (POBOLJSANJE NEDEGENERIRANOG BAZICNOG DOPUSTIVOG RJESENJA)

Neka je
ABlb}

AR

nedegenerirano baziéno dopustivo rjesenje sa simpleks tablicom (3.14). Nadalje,

pretpostavimo da je ¢, < 0 za neki ¢ € {1,...,n —m} i da je a;q > 0 za barem
jedan i € {1,...,m}. Neka jep € {1,...,m} bilo koji indeks takav da je apg > 0 i
‘min 20 = 2»0 (3.21)
Lot Qg Otpg
iq

Pivotiranjem tablice (3.14) oko apq dobiva se novo bazicno dopustivo rjedenje u

kome funkcija cilja prima strogo manju vrijednost nego u v.
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3.4. Algoritam simpleks metode
s “

Algoritam simpleks metode

0. korak. Inicijalizacija. Postaviti broja¢ na nulu: £ = 0. Odabrati pocetno
bazi¢no dopustivo rjeSenje vy sa simpleks tablicom 7Ty i i¢i na 1.
korak.

1. korak. Provjera optimalnosti.

Neka je
TN (1) TNy () "Ny (2) TNy (n—m) ;
TBy, (1) CEikl X1 g Yl n—m @10
T By (4) “?1 D‘?j O‘i'cq D‘?nfm O‘i'co
Ty =
© 5, (p) ok ok ok ko ok
LBy (m) "‘Ifm "‘fnj afnq afnnfm "‘Ifno
= ok oF ok k- 1
simpleks tablica tekuceg bazitnog dopustivog rjesenja vy.
Ako je 5;? >0zasve j=1,...,n—m, bazicno dopustivo rjesenje v

je optimalno. Minimalna je vrijednost funkcije cilja —f(’f. STOP. U
protivnom, ié¢i na 2. korak.

2. korak. Provjera neomedenosti funkcije cilja. Za svaki indeks j za koji
je E? < 0 ispitati je li afj <0zasvei=1,...,m. Ako takav E?
postoji, funkcija cilja neomedena je odozdo. STOP. U suprotnom,
i¢i na 3. korak.

3. korak. PoboljSanje nedegeneriranog bazi¢cnog dopustivog rjesenja.

(a) Odabir nebaziénog vektora koji ulazi u bazu. Izabrati
g€ {l,...,n—m} zakoji je ¢} <0.
(nebazicni vektor ay, () uéi ée u novu bazu, a nebazi¢na vari-
jabla 2y, (4) postat ¢e bazicna®)

(b) Odabir (metodom najmanjeg simpleksnog koeficijenta)
bazi¢nog vektora koji izlazi iz baze. Za tako odabrani ¢,
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nadip € {1,...,m} takav da je

k
po . Q4o
— = mi

=1, ;
apq @jq>0 alq

(bazicni vektor ap, (,) napustit ¢e bazu, a bazicna varijabla
Tp, (p) POstat ¢e nebazicna)

(c) Promjena baze. Izbaciti vektor ag, () iz baze i umjesto
njega ubaciti vektor ay, ). Za novodobiveno bazitno dopus-
tivo rjesenje vi41 napraviti (k + 1)-vu simpleks tablicu Tgyq

pivotiranjem tablice T} oko a’;q:
k
1 @l
k+1 _ k+1 _ %pj . .
Apg = 5> i == J#q  (p-tiredak)
e e
Pq Py
ok
E+1 _ iq .
;" =———, 1#p, (g-tistupac)
@
Py
ak
k+1 .k pi k . .
Qi = Qyy — = Qg i E D, JFq
o)
Pq
K k
C ol
k+1 _ _ % k1l _ ok Ypiop
&G = G =G gty JFG
Pg Pq
k
k1 _ ok Y0 g
0 — J0 E a°
Qpq

Staviti kK =k + 1 11iéi na 1. korak.

“Tako je to matematicki neprecizno, u teoriji linearnog programiranja kaze se da je
nebazi¢na varijabla z, () usla u bazu.

L J

3.22. TEOREM (O KONACNOSTI SIMPLEKS METODE)
Ako nijedno bazicno dopustivo rjeSenje LP problema nije degenerirano, simpleks
metodom dolazi se u konacéno mnogo koraka do optimalnog rjesenja ili se zakljucuje
da je funkcija cilja neomedena odozdo.

Dokaz. Simpleks metodom dobiva se niz (vy) vrhova (baziéno dopustivih rjesenja)
kome odgovara niz funkcijskih vrijednosti (f¥), f& = —f(vy). Zbog pretpostavke o
nedegeneriranosti, prema teoremu 3.21. jest

MLk k=0,1,....

Kako postoji kona¢no mnogo vrhova, a nijedan se u nizu (vx) ne moze pojaviti dva
ili vise puta (zbog stroge monotonosti niza (f£)), iterativni simpleks postupak mora
zavrsiti u kona¢nom broju koraka. |
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Uocimo da u 3. koraku pod (a) kod izbora ulazne nebazi¢ne varijable i pod (b)
kod izbora izlazne baziéne varijable imamo izvjesnu slobodu:

e Ako je ¢; < 0, nebazi¢na varijabla zy, ;) pogodna je za ulazak u bazu.

e Ako je za ulazak u bazu odabrana nebazi¢na varijabla xy, (4, za izlaz iz baze
pogodna je svaka bazi¢na varijabla xp, ;) za koju je

k
Qo . (€710]
¢ = min
A i=1,...m oy,
Qig a;g>0 Qiq

U literaturi se ¢esto sugerira da se ¢ u 3. koraku pod (a) bira tako da vrijedi
Cq = min{é,...,Chm}-

Medutim, taj tzv. Dantzigov izbor pivot-stupca (princip izbora pivot-stupca s naj-
negativnijim utjecajem) ne mora uvijek ubrzati dobivanje optimalnog rjesenja. U
slucaju da se u nekom iterativnom koraku pojavi degenerirano bazi¢no dopustivo
rjeSenje, navedeni iterativni simpleks postupak moze upasti u petlju bez izlaza, tj.
preciznije, moze se pojaviti kruzenje ili ciklus, odnosno pojava da se nakon nekoliko
iteracija ponovno vratimo na ve¢ promatrano bazi¢no dopustivo rjesenje. Pojavu
ciklusa ilustriramo na sljede¢em primjeru:

3.23. PRIMJER. Zadan je LP problem
—10x1 4+ 5729 + 923 + 244 — min

uz ogranicenja

0.5217 —5.529 —2.5x3 +92x4 +1x5 =0
0.5,@1 —1.5,@2 —0.5!@3 +1$4 +Te =0

T +x7 =1
T1y,...,27 20

Pivotirat ¢emo tako da medu svim nebazi¢nim varijablama koje budu pogodne
za ulazak u novu bazu (¢; < 0) odaberemo onu s najnegativnijim utjecajem (Dant-
zigov prijedlog). Nakon tako odabrane ulazne varijable, medu svim bazi¢nim vari-
jablama koje budu bile pogodne za izlazak iz baze odabrat ¢emo onu s najmanjim
indeksom. Dobivamo sljedeéi niz simpleks tablica (pivot elementi uokvireni su zbog

preglednosti):
1 T2 x3 w4|l
5/ 0.5] 5.5 —2.5 90
Pocetna tablica. Pivot redak (p) i pivot z6| 0.5 —1.5 —0.5 1|0
stupac (q): p =1, ¢ = 1; pivot: apq = o7l 1 0 0 011
0.5. —f[=10 57 9 24|0
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Irs T2 I3 T4
r1| 2 =11 =5 18

1
0
-1 [4] 2 -s8]o
1
0

1. tablica. Pivot redak (p) i pivot stu- T6
pac (q): p =2, ¢ = 2; pivot: apq = 4. z7|—2 11 5 —18
—f120 =53 —41 204
Is i I3 T4 1
x| =75 275 0.5 —4[0
2. tablica. Pivot redak (p) i pivot stu- r2(—0.25 0.25 0.5 —2|0
pac (q): p=1, ¢ = 3; pivot: ayg = 0.5. z7| 0.75 —2.75 —0.5 4 |1
—fl 6.75 13.25 —14.5 980

Is Tg X1 X4
r3|—1.5 55 2 =8

1
0
0.5 —2.5 -1 [2]0
1
0

3. tablica. Pivot redak (p) i pivot stu- 9
pac (q): p =2, ¢ =4; pivot: apg = 2. zzl 0 0 1 0
—fl-15 93 29 —18
I5 Te 1 X2 1
z3|[0.5] —45 -2 4|0
4. tablica. Pivot redak (p) i pivot stu- x4] 0.25 —1.25 —0.5 0.5|0
pac (q): p=1, ¢ = 1; pivot: apy =0.5. x7| 0O 0 1 01
—f|—10.5 70.5 20 9|0
I3 Te T T 1
zs| 2 -9 —4 8 |0
5. tablica. Pivot redak (p) i pivot stu- z4|—0.5 0.5 —1.5(0
pac (q): p =2, ¢ = 2; pivot: apq = 1. zzl 0O 0 1 0 |1
—fl 21 —24-22 93 |0
r3 T4 X1 To 1
xz5|—2.5 9 0.5 —5.5|0
6. tablica. Ova tablica podudara se s zg|—0.5 1 0.5 —1.5|0
pocetnom tablicom. z7l 0 0 1 0 |1
—f1 9 24-10 57 |0

Tako su sve simpleks tablice razli¢ite (osim prve i zadnje), odgovara im isto
bazi¢no dopustivo rjegenje: x = [0,0,0,0,0,0,1]7.

Ukoliko bismo nastavili s primjenom simpleks algoritma, navedenih bi se 6 sim-
pleks tablica stalno ponavljalo i nikad ne bismo dosli do optimalnog rjesenja.

Kako bi se osiguralo da simpleks algoritam zavrsi u kona¢no mnogo koraka,
potrebno je imati neko anticiklicko pravilo, tj. pravilo izbora pivot elementa koje
¢e sprijeciti pojavu ciklusa. Prvo anticiklicko pravilo dao je A. Charnes'* 1952.

14 Abraham Charnes (1917. - 1992.), americki matematicar.
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godine, na temelju metode perturbacije. Godine je 1955. Dantzig sa svojim surad-
nicima razvio metodu leksikografskog uredaja za izbjegavanje ciklusa. Noviju, vrlo
jednostavnu metodu za izbjegavanje ciklusa dao je Bland!® 1977. godine.

( )

Blandovo pravilo pivotiranja ili pravilo najmanjih
indeksa

a) Medu svim nebaziénim varijablama koje su pogodne za ulazak u
novu bazu, odabrati onu s najmanjim indeksom.

b) Medu svim bazi¢nim varijablama koje su pogodne za izlazak iz baze,
odabrati onu s najmanjim indeksom.

L J

TEOREM
Primjenom Blandova pravila nece se pojaviti ciklus i zato ce simpleks algoritam
zavrsiti u konacno mnogo koraka.

Dokaz. Prvo se prisjetimo (definicija 3.15.) da se za odabranu matricu baze Ap
vektor ¢ utjecaja varijabli definira kao

¢l =ct - ygA, gdje je yg = chBI,

odakle imamo prvo zapazanje:
(i) Utjecaj baziénih varijabli jednak je nuli, tj. ako je Ap matrica baze, onda je
Ej:cj—ygaj:O, za svaki j € Ip.

Dokaz teorema napravit ¢emo kontradikcijom. Pretpostavimo da se primjenom
Blandovog pravila pojavio ciklus. Tijekom cikliranja ne mijenjaju se koordinate
degeneriranog bazi¢nog dopustivog rjesenja ni vrijednost funkcije cilja. Za indeks j
kazat ¢emo da je nestalan ako tijekom cikliranja vektor-stupac a; ulazi u neku bazu,
a zatim napusta neku drugu bazu. Neka je p najveci nestalni indeks. Pretpostavimo
da tijekom cikliranja a, napusta bazu Ap, a zatim poslije ulazi u bazu Ap,. Neka

a, ulazi u bazu Ap umjesto a,. Kako je i ¢ nestalan indeks, to je ¢ < p. Zbog
primjene Blandovog pravila tada vrijedi:

(ii) Bududi da a4 ulazi u bazu Ap, ¢ je najmanji indeks za koji je
cq — ypag < 0.
(ili) Buduéi da a, napusta bazu A, p je najmanji indeks za koji vrijedi

(Ag'ag), >0 & (Ap'b),=0.

15Robert Gary Bland (1948. -), ameri¢ki matematicar.




3.25.

84 Osnove teorije linearnog programiranja

iv) Bududi da a, ulazi u bazu Ap/, p je najmanji indeks za koji je
P

cp — yg/ap < 0.

(v) Kako je ¢ < p, to je
cg —Yrag > 0.

Iz (ii) i (iv) dobivamo:

0 < (cq = yprag) — (¢g — Y5ay)
= Y53 — Ybay

cpAp'a, — v ApAg'a,

= (cp ~ypAp)(Ag'ay)

Z (cr — yg/ar)(Aglaq)r-

relp

Zato, ako se javlja ciklus, onda postoji barem jedan indeks r € Ip takav da je
(cr —yHa)(Ag'a,), > 0. (3.22)

Pokazimo da takav indeks r ne postoji, sto ¢e znaciti da se primjenom Blandovog
pravila ne moze pojaviti ciklus. Zaista, ako je r > p, onda r nije nestalan indeks,
tj. a, javlja se tijekom cikliranja u svim bazama. Prema (i) zato je ¢, — y5,a, = 0,
pa je (¢, — y5a,)(Az'ay), = 0. Ako je r = p, zbog (iv) jest (¢, — y5.a,) <0, a
zbog (iii) jest (Az'a,), > 0, pa stoga ne vrijedi (3.22). Ako je r < p, zbog (iv)
jest (¢, —ykL.a,) > 0. Ako je ¢, —yLa, > 0, zbog (i) slijedi r & Ip,. To znaci
da je r nestalan indeks. Zato je (Ag,lb)T = 0 jer tijekom cikliranja ne mijenjaju se
koordinate bazitnog dopustivog rjesenja. Zbog (iii) tada je (Aglaq)T <0. |

PriMIER. U primjeru 3.23. pojavio se ciklus. Rijesimo taj LP problem primjenom
Blandovog pravila. Pocetna i prvih pet simpleks tablica napravljene su po Blandovu
pravilu. Zato nastavljamo s petom tablicom.

I3 Te X1 X9 1
s 2 -9 —4 8[0
5. tablica. Pivot redak (p) i pivot stupac (q): 14|05 1 —1.5|0
p =2, g = 3; pivot: ape = 0.5. 7 0 O 1 0|1
—fl 21 —-24 —22 93|0
T3 Tg T4 T2|l
rs5|—2 —1 8 —4|0
6. tablica. Pivot redak (p) i pivot stupac (q): z|—=1 2 2-3)0
p=3,q=1; pivot: ap, = 1. ar|[1] -2 -2 3|1
“Fl-1 20 44 47)0
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7 Xg T4 T2 1

r5| 2 -5 4 2|2

7. tablica. Ova je tablica optimalna. Op- z1| 1 -4 0 0|1

timalna vrijednost funkcije cilja iznosi —1 i z3| 1 -2 -2 3|1
postize se u tocki [z1, zo, 23, T4, T5, 26, 27]T = —fl 1 18 42 50|1 -

[1,0,1,0,2,0,0]7.

Spomenimo na kraju dva nedostatka Blandova pravila. Primjena tog pravila
moze rezultirati takvim izborom pivot elemenata da su promjene vrijednosti funkcije
cilja male, sto Cesto uzrokuje veli broj iteracija simpleks metode. Takoder postoji
opasnost od izbora pivot elemenata koji su vrlo bliski nuli i koji stoga prouzrokuju
velike numericke pogreske.
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3.5. Trazenje pocetnog bazicnog dopustivog rjesenja

U polaznom LP problemu (3.1)—(3.3) pretpostavljamo da je b > 0, $to se, ako je
potrebno, dobiva mnozenjem s —1.

Pocetno baziéno dopustivo rjesenje polaznog LP problema (3.1)-(3.3) moguce je
odrediti pomoc¢u sljedet¢eg pomocénog LP problema:

Z2(X,y) =y1 +y2+ -+ ym — min (3.23)

uz ogranicenja
Ax+y=Db (3.24)
x,y 2 0. (3.25)

Lako je uociti da vrijede sljedece tri tvrdnje:

1) Zbog pretpostavke b > 0, vektor [b

0 ] jest bazi¢no dopustivo rjeSenje pomocénog

LP problema.

2) Ako je x¢ dopustivo rjesenje polaznog LP problema, onda je XO} optimalno

0

bazi¢no dopustivo rjesenje pomoénog LP problema i optimalna vrijednost
funkcije cilja z jednaka je 0, z(xg,0) = 0.

Zato, ako je optimalna vrijednost funkcije cilja z razlicita od 0, polazni LP
problem nema dopustivo rjeSenje.

3) Ako je optimalna vrijednost funkcije cilja z jednaka nuli i dostize se u to¢ki
[?O ] ,onda je yo = 0, a X jest bazi¢no dopustivo rjesenje polaznog problema.
0
Lako je vidjeti da polazni LP problem ima rjeSenje onda i samo onda ako pomo¢ni
LP problem ima rjeSenje s optimalnom vrijednosti 0.
PrIMJIER. Odredimo vrh poliedra zadanog s

X1 —|—I2 —|—2I3 = 1
—X1 —|—I2 = 0
z1, T2, x3 2> 0.

Nakon uvodenja artificijelnih varijabli y1,y2 > 0 u ogranicenja i u pomoé¢nu
funkciju cilja dobivamo sljedeé¢i pomoéni LP problem:

2(x,y) = y1 + y2 — min
uz ogranicenja

1 +w2 +2x3 +1 =1
-1 +I2 +y2 =10
T1,T2,T3,Y1,Y2 > 0.

Uz oznake x4 := y1 i x5 := Y2, simpleks algoritmom nalazimo:
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L1 T2 X3
Pocetna tablica. Pivot redak (p) i pivot za) 1 2
zs-1 1 0| 1

t :p=1, ¢g=2; pivot: =1.
stupac (¢): p =1, ¢ = 2; pivot: ay, — 0 =5 213

1 X4 X3 1

. . . . 2| 1 1 21

1. tablica. Ova je tablica optimalna. 2s|—2 —1 —2|0
-zl 2 2 2(0 .

Optimalna vrijednost funkcije cilja z jednaka je nuli i postize se u tocki
[x1, 22, 23,24, 25)7 =[0,1,0,0,0]7,
koja je bazicno dopustivo rjesenje pomoénog LP problema. Zato je
(21, 22, 23]" = [0,1,0]"

bazi¢no dopustivo rjesenje polaznog LP problema.

Zadaci za vjezbu

1. (Problem Chebyshevljeva centra poliedra). Zadan je poliedar P = {x € R" :
alx < b;,i=1,...,m}. Treba odrediti zatvorenu euklidsku kuglu B(xq, )
najveceg radijusa r koja se moze upisati u poliedar P. Tu zatvorenu kuglu, ako
postoji zovemo Chebyshevljeva kugla, a njezino srediste zovemo Chebyshevljev
centar poliedra P. Taj problem ekvivalentan je sljede¢em LP problemu:

maksimizirati r

uz ograni¢enja  al xo +rla||*? <b;, i=1,...,m,

gdje su xg € R™ i r > 0 varijable.

Uputa: Zatvorenu kuglu mozemo zapisati kao B(xg,r) = {xo +u: |Jul| <r},
gdje su xq i r nepoznanice. Treba maksimizirati r uz ogranicenje B(xg,r) C P.
Zatvorena kugla B(xg,r) lezi u poluravnini al x < b; onda i samo onda ako
je al'(xg +u) < b; za svaki u takav da je |[ul| < 7. Pomoéu Cauchy-Schwarz-
Buniakowskyjeve nejednakosti lako je zakljuciti da je

sup{alu: |[ul| <7} =rla, i=1,...,m.
Zato je B(xo,7) C P onda i samo onda ako je

alxg+rla||><b;, i=1,...,m.
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Zadaci za vjezbu

. (Chebyshevljeva minimax aproksimacija) Zadani su matrica A € R™*™ i vek-

tor b € R™. Pokazite da je sljedeé¢i Chebyshevljev problem
|[Ax — bl = _max |(Ax); — b;| — min
ekvivalentan LP problemu

minimizirati t

uz ogranicenja —1t1 < Ax—b <t1,

gdje su x € R™ i t > 0 nepoznanice, a 1 = [1,...,1]T € R™.
Uputa: 1}1&){ a; < t onda i samo onda ako je a; <tzasvei=1,...,m.
i=1,....m

. (Problem najmanje sume apsolutnih odstupanja) Zadani su matrica A €

R™*™ i vektor b € R™. Ako umjesto Chebyshevljeve lo, norme koristimo
l1 normu, imamo sljede¢i aproksimacijski problem

m
|Ax — by = |(Ax); — bi| — min
i=1
koji je ekvivalentan LP problemu
minimizirati 17t
uz ogranicenja —t < Ax—b<t,

gdje su x € R™ i t € R™ nepoznanice, a 1 = [1,...,1]T € R™.

Uputa: Dovoljno je staviti ¢; := (Ax); — b;, i =1,...,m.

. Neka je X konacna slucajna varijabla s distribucijom

X -~ 'rl :Z:‘2 DY In 7
P1 P2 " Pn
gdje je p; > 0 vjerojatnost da ta slucajna varijabla primi vrijednost z;, te
> pi=1. Pretpostavimo da su nam poznate samo vrijednosti z;, ali ne i

vjerojatnosti p;. Zato nam nije poznato ni njezino matematicko ocekivanje

E[X], BIX] =371 piwi.

Pretpostavimo da znamo gornju i donju granicu matematickog ocekivanja
nekih drugih m slucajnih varijabli, tj. da imamo m ogranicenja:
azéa?pgﬂu 1=1

sy ML

Odredite gornju i donju granicu matematickog ocekivanja sluc¢ajne varijable
X.
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Uputa: Za donju granicu treba rijesiti LP problem

minimizirati x''p

uz ogranicenja p > 0, 1"p=1

algaszgﬁlu i=1,...

gdje je p € R™ vektor nepoznanica.

5. Zapisite gornje LP probleme u kanonskom obliku.

89
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4. Separacija konveksnih skupova

4.1. Projekcija na zatvoren konveksan skup

Podsjetimo se problema projekcije tocke x € R™ na neprazan skup K C R™. Broj
d(x, K) = inf{|x—y| : y € K}

zove se udaljenost tocke x do skupa K. Tocka yx € K projekcija je tocke x na skup
K ako je |x — yx| = d(x,K). Kao sto smo veé ranije kazali, projekcija ne mora
postojati niti mora biti jedinstvena. Medutim, ako je skup K zatvoren, projekcija
¢e postojati, no ne mora biti jedinstvena. Zanimljivo je da konveksnost skupa K
osigurava jedinstvenost projekcije. O tome nam govore sljedeéi teorem i njegov
korolar 4.2.

TEOREM
Neka je K CR"™ neprazan skup. Tada vrijedi:

(i) Ako je K zatvoren skup, onda svaka tocka iz R™ ima projekciju na skup K.

(i) Ako je K konveksan skup i ako postoji projekcija neke tocke na skup K, onda
je ona jedinstvena.

Dokaz. (i) Kao prvo, ako je x € K, onda je totka x sama sebi projekcija. Za
x ¢ K odaberimo r > 0 takav da je K N ClB(x,r) neprazan skup. Taj je skup
kompaktan (kao presjek omedene zatvorene kugle Cl B(x, r) i zatvorenog skupa K),
pa neprekidna funkcija

y = [ly — x|l

na njemu dostiZe svoj minimum u nekoj tocki yx € K N Cl B(x,r). Dakle,
ly = x| = [lyx —x[, Vye KnClIB(x,r).
Nadalje, kako je
ly =xl > 7> llyx —x[, Vye K\CIB(x,r),

zakljucujemo da zasvey € K vrijedi |ly—x| > [lyx—x||. Zatoje d(x, K) = [|yx—x].

(ii) Pretpostavimo da su yx € K i zx € K projekcije tocke x na konveksan skup
K, tj.
d(x, K) = |lyx = x|| = [lzx — x|

Treba pokazati da je zx = yx. Prvo primijetimo da je %(Yx + zx) € K zbog
konveksnosti skupa K, a zatim da je

lyx = x|l < [I5(¥x + 2x) — x||
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po definiciji projekcije. Ako je zx # yx, pomoc¢u jednakosti paralelograma (vidi
zadatak 1 na str. 113.)

[u+v]? +[Ju—v|* = 2(ul® + [[v]*)
zau=yx — X1V =2y —x dobiva se
[(yx = %) + (2x = X)I” + [lyx — 2]|* = 2([lyx — %[ + ||z — x|?),
odakle je (zbog zx # yx)
1y — %) + (2x = )1 < 2([lyx — %[ + l|zx — x|1?).
Zato je

A5 (yx +2x) = x[I* = [[(yx — %) + (2x — x)||?
< 2(llyx — xI* + [lzx — x]?)

= 4llyx —x|%,
odakle slijedi ||3(yx + 2zx) — x| < [lyx — x|/, $to je kontradikcija s pretpostavkom
da je yx projekcija tocke x na skup K. |
KOROLAR

Neka je K CR™ neprazan, zatvoren i konveksan skup. Tada svaka tocka iz R™ ima
jedinstvenu projekciju na skup K.

Pretpostavimo da je K C R"™ neprazan, zatvoren i konveksan skup. Prema
korolaru 4.2. svaka tocka x € R™ ima jedinstvenu projekciju yx na skup K, tj.
postoji samo jedna tocka yx iz K takva da je

lyx —x| <|y—-x|, Vyek.

Funkciju Px : R® — K koja tocki x pridruzuje njezinu projekciju yx zovemo
operator projiciranja ili projektorom na skup K. Dakle,

I1Pk(x) —x[| <y —xI, VyekK. (4.1)

PRIMJEDBA
Uocite da je Pk (x) = x onda i samo onda ako je x € K.

TEOREM
Neka je K C R™ neprazan, zatvoren i konveksan skup, te neka je x € R™ . Tocka
vx € K projekceija je tocke x na skup K, tj. yx = Px(xX) onda i samo onda ako je

(X =¥,y —¥x) <0, VyekK. (4.2)
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Dokaz. Pretpostavimo da je yx = Px(x). Zbog konveksnosti skupa K tada za
svakiy € K isve A € [0,1] imamo yx + A(y —yx) € K, pa je
lyx + Ay —yx) — X||2 > [lyx — XH27

odnosno, ekvivalentno,

2)‘<yx - XYy _yx> +/\2||y_yXH2 Z 0.

Ako tu nejednakost prvo podijelimo s A, a zatim uzmemo limes kad A — 0+,
dobivamo (4.2).

Obratno, pretpostavimo da za tocku yx € K vrijedi (4.2). Tada pomocu
Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve nejednakosti koja glasi

[(w,v)[ < [luff[[v], Vu,veR",
za sve y € K dobivamo
0> (X—yx,y — ¥x)
= (X—yx, ¥y —X+X—yx)
=[x —yxl® + {x —yx, ¥y — %)
> [Ix — x| = lIx = yxll ly — x|,

odakle slijedi ||x — yx|| < ||y — x| (bez obzira je li x # yx ili je x = y«!). To znadci
da je yx projekcija tocke x na K. |

. PRIMJEDBA

Uz oznake
a =X —Yyx, ﬂ:: <aayx>7

nejednakost (4.2) mozemo zapisati kao
(a,y)<B, Vyek.

Ako je a # 0, to nam govori da je cijeli skup K sadrzan u zatvorenom poluprostoru
H_ ; odredenom hiperravninom H, g = {y € R" : (a,y) = 8}. Vise o tome bit ¢e

a,f
govora u tocki 4.3.

Sljedeéi korolar govori nam da je projiciranje na neprazan, zatvoren i konvek-
san skup neprekidno i neekspanzivano preslikavanje (Lipschitzovo preslikavanje s
konstantom 1 ili manje).

KOROLAR
Neka je K C R™ neprazan, zatvoren i konveksan skup. Tada za sve x1,x2 € R”
vrijedi

[ Pr (x1) — P (x2) || < [[x1 — %2,

Sto nam govori da je projektor Pk neekspanzivno i neprekidno preslikavange.
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Dokaz. Ako u (4.2) stavimo x = x; i y = Pg(x2), imamo
(x1 — Pk (x1), Px (x2) — Pr(x1)) <0,
odnosno, ekvivalentno,
(Pr(x1) —x1, Pr(x1) — Pr(x2)) <0.
Sli¢no, ako u (4.2) stavimo x = x3 i y = Pk (X1), imamo
(x2 — Pk (x2), Pk (x1) — Pr(x2)) <0.
Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo
(x2 —x1 + Pr(x1) — Pr(x%2), P (x1) — P (x2)) <0,
odnosno, ekvivalentno,
|| P (x1) = P (x2)[|? < (Pic(x1) = Prec(%2), X1 — Xa).

Primjenom Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeve nejednakosti na desnu stranu gornje
nejednakosti dobivamo

| P (x1) — Pr(x2)]| < ||x1 — %2l

KOROLAR
Neka je K C R™ neprazan, zatvoren i konveksan skup, x € R"\K i yx := Pg(x).
Tada je

Pr ({yx + Ax —yx) : A > 0}) = yx,

tj. cijela zraka {yx + A(x — yx) : A > 0} projicira se u istu tocku.

Dokaz. Kako je yx = Pk (x), prema teoremu 4.4. jest
(X -y, ¥y —yx) <0, Vyek.
Zato za svaki A > 0 imamo
(yx +AE—yx) =¥y —¥x) <0, Vy€eK,

pa, opet po teoremu 4.4., slijedi Pk (yx + A(X — yx)) = ¥x- [ |

Ako je K afin skup, onda (4.2) prelazi u jednakost koja ima jednostavnu geome-
trijsku interpretaciju. Ona nam govori da ¢e yx biti projekcija tocke x na K onda i
samo onda ako je vektor x — yx okomit na linearni potprostor paralelan skupu K.
Tu tvrdnju dokazujemo u sljedeé¢em korolaru.
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KOROLAR
Neka je K C R" afin skup i x € R™. Tocka yx € K projekcija je tocke x na skup
K, tj. yx = Px(x) onda i samo onda ako je

(x—yx,¥y—yx) =0, VyekK,
odnosno, ekvivalentno, ako je
(x —yx,v) =0, VvelL, (4.3)

gdje je L = K — yx linearni potprostor paralelelan s afinim skupom K.

Dokaz. To je zato jer y,yx € K = yx — (y — yx) € K, pa stavi li se u (4.2)
¥x — (¥ — yx) umjesto y, dobiva se obratna nejednakost

(x—yx,y —yx) >0, Vy e K.
[

PRIMJER (LINEARNI PROBLEM NAJMANJIH KVADRATA). Neka su zadani matrica
A € R™*" i vektor b € R™. Treba pronaéi vektor x € R"™ koji minimizira iz-
raz ||Ax — b||, §to zapisujemo kao

||Ax — b|| — min .
x€eR™

Taj je problem direktno povezan s projekcijom. Da bismo to vidjeli, neka je L
linearni potprostor razapet stupcima matrice A, tj. L = {Ax : x € R"}. Tada
je polazni problem najmanjih kvadrata ekvivalentan problemu nalazenju vektora
z € L (z = Ax za neki x € R") takvog da ||z — b|| bude minimalno.

Linearni je potprostor L neprazan, zatvoren i konveksan. Zato (vidi korolar 4.2.)
trazeni minimizirajuéi vektor z postoji, jedinstven je i jednak je projekciji vektora
b na potprostor L. Uocite da jedinstvenost minimizirajuceg vektora x ovisi o rangu
r(A) matrice A: nije jedinstven ako je r(A) < n, a jedinstven je ako je r(A) =n .

Nadalje, prema prethodnom korolaru vektor z = Ax bit ¢e minimizirajuéi onda
i samo onda ako vrijedi (4.3) :

(b — Ax,v) =0 zasvakiv € L,

tj. ako je b — Ax okomit na L. Bududéi da je potprostor L razapet sa stupcima
matrice A, to ¢e biti onda i samo onda ako je

AT(b—-Ax) =0 <= ATAx=A"b.

Dakle, vektor x bit ée rjeSenje polaznog linearnog problema najmanjih kvadrata
onda i samo onda ako je on rjeSenje tzv. sustava normalnih jednadzbi

ATAx = ATb.
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4.2. Dualni konus i projekcija na zatvoren konveksan konus

Prije nego $to navedemo teorem o projekciji na konus, uvodimo sljede¢u definiciju
polarnog konusa nepraznog skupa C C R™ (ne nuzno konveksnog).

DEFINICIJA
Neka je C C R™ neprazan skup. Skup

C°={yeR":{y,x) <0zasvex e C}

zovemo polarni ili dualni konus skupa C'.

Promatrano geometrijski, y € C° ako se cijeli skup C nalazi u zatvorenom
poluprostoru Hy ;, odredenom hiperravninom Hy o = ={xeR": (y,x) =0}.

C

C 0

Slika 16. Konveksni konus C' i njegov dualni konus C'
Lako je provjeriti da polarni konusi imaju sljedeca svojstva:
(i) C° konveksni je konus,
(ii) C1 CCy = C5 C CY,
) € c(C),
)

(iv) C° zatvoren je skup.

(iii

Zaista, prikazemo li C° kao

C° = m{yeR":<y,x>§O}

xeC

i prisjetimo li se da je svaki poluprostor {y € R™ : (y,x) < 0} zatvoren konveksan
konus (primjer 1.16.), onda je i C° (kao njihov presjek) takoder zatvoren konveksan
konus. Drugo i treée svojstvo slijedi iz definicije.
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Primier. Navedimo dva vrlo jednostavna, ali ilustrativna i vazna primjera. Neka
je C konus generiran stupcima aj, ..., a,, € R"™ matrice A € R"*"™_ tj.

C =cone{ay,...,a,} = {Z)‘iai A > O} ={AX: >0}
i=1
Lako je pokazati da je
C°={yeR":(a;,y)<0zasvakii=1,....m} ={y eR": y" A <0}.
Specijalno, polarni konus nenegativnog ortanta
Ri:{XGRnZXZO}:{Z/\ieil)\iZO}
i=1

nepozitivni je ortant
R"” ={y e R":y <0}.

TEOREM (O PROJEKCIJI NA KONUS)
Neka je C C R™ zatvoren konveksni konus te neka je x € R™. Tocka yx € R”
projekcija je tocke x na C, tj. yx = Po(x) onda i samo onda ako je

yx €C, x—yx €C° (x—yx,yx)=0. (4.4)

Dokaz. Ako je yx projekcija tocke x na C, onda je yx € C. Nadalje, prema
teoremu 4.4. jest
<X_yX7y_yx> SO, VYEC (45)

Specijalno, zamijenimo li y s Ayx, A > 0, dobivamo
A =D{x—yxyx) <0,  VYA>0.

Kako A — 1 moze biti bilo kakvog predznaka, dobivamo (x — yx,yx) = 0, a (4.5)
prelazi u
<X_yx7Y>§07 VyGC,

§to nam govori da je x —yx € C°.
Obratno, ako yx € C zadovoljava (4.4), onda za svaki y € C' dobivamo

ly =x[I* = |y — yx + yx — x|?
> flyx — %I +2(x — yx, ¥x = ¥)
> lyx —x|* = 2(x - yx.¥)
> [lyx — x|,

odnosno, ekvivalentno, ||y — x|| > |lyx — x||, odakle slijedi da je yx projekcija tocke
x na C. |



4.13.

4.14.

98 Separacija konveksnih skupova

KOROLAR
Ako je C CR™ zatvoren konveksni konus, onda je (C°)° = C.

Dokaz. Kako je C C (C°)°, preostaje provjerititi obratnu inkluziju (C°)° C C, sto
¢emo napraviti tako da dokazemo implikaciju x € C' = x ¢ (C°)°. Pretpostavimo
da x ¢ C. Neka je yx projekcija tocke x te neka je a := x — yx # 0. Prema
prethodnom teoremu jest yx € C, (a,yx) =01ia € C°, tj.

(a,y) <0, VyeC
Kako je
<aa X> = <a7 X> - <a7 yx> = <a,x—yx> = <aa a> = ||a||2 >0,

slijedi x & (C°)° jer, bududi da je a € C°, za svaki z € (C°)° vrijedi (a,z) <0. W

KOROLAR
Neka je zadana matrica A = [ay, ..., a,] € R"*™. Konacéno generirani konus

C =cone{ay,...,anm}

1 poliedarski konus
P={ycR":y"A <0}

jedan su drugom polarni, tj. C° =P i P° = C. Zato je (C°)° =C i (P°)° = P.

Dokaz. U primjeru 4.11. veé¢ smo konstatirali da je C° = P. Buduéi da je
konveksni konus C' zatvoren (vidi korolar 2.33.), prema prethodnom je korolaru
C = (C°)° = P°. [ |
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4.3. Potporna hiperravnina

Sada ¢emo dati geometrijsku interpretaciju teorema 4.4. Pretpostavimo da x ¢ K,
gdje je K C R™ neprazan, zatvoren i konveksan skup. Neka je yx := Pk (x). Tada
je x # yx, jer je yx € K. Prema teoremu 4.4. jest

<X_YXay_YX>SO, VyEK

Uvedemo li oznake
a =X—¥x, ﬂ:: <aayx>7

imamo

(a,y) <8, Vy € K.

To znaci da je cijeli skup K sadrzan u negativnom zatvorenom poluprostoru

H,s={yeR":{a)y) <}
odredenom hiperavninom

Hap={y €R":(a,y) = B}
koja prolazi tockom y (slika 17). Nadalje, kako je

(a,x) = (a,a+yx) = [al* + (a,yx) = [lal|* + 5 > 5,
tocka x pripada pozitivhom otvorenom poluprostoru
HY \Hap ={y €R": (a,y) > f}.

Osim toga, uo¢imo da za svaki y € K vrijedi

(a,y) < B < B+]al® = (ax),
odakle dobivamo

sup{a,y) < 8 < (a,x).
yeK

Motivirani tim gornjim razmatranjima, uvodimo sljedece definicije:

. DEFINICLJA

Neka je S C R™ i yo € S. Za hiperravninu H kazemo da je potporna hiperravnina
na skup S u to¢ki yg € S ako je yo € H i ako S lezi s jedne strane hiperravnine H,
tj. akoje S C H~ ili S C HT. Pri tome i za odgovarajuéi zatvoreni poluprostor
koji sadrzi skup S takoder kazemo da je potporni poluprostor.
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®
N

Slika 17. Potporna hiperravnina Ha g na skup K u tocki yx = Pk (x).

U skladu s prethodnom definicijom, gore provedena razmatranja mozemo iska-
zati u obliku sljedece leme:

4.16. LEMA
Neka je K C R™ neprazan, zatvoren i konveksan skup, x € R"\K, yx := Pk (x),
a:=x—-yx#0i8:=(a,yx). Tada hiperravnina

H={yeR": (x—yx,y —yx) =0}
={yeR":(ay) =5}

podupire skup K u tocki yx. Pri tome je K C H—, x € HT\H. Osim toga, vrijedi

sup(a,y) < 8 < (a,x). (4.6)
yEK

4.17. PRIMJEDBA
Neka je H hiperravnina iz prethodne leme, tj.

H={yeR":(ay) =}
Definirajmo hiperravnine H; i
Hy={y eR": (ay - *) =0} = {y e R" : (a,y) = § + 5[al*},
={yeR":{(a,y—x)=0}={y eR": (a,y) =B+ |a|’}.
X+yx

Uoc¢imo dasu H, H; i medusobno paralelne hiperravnine, H; sadrzi tocku =5,
a 1, sadrzi tocku x (slika 18).
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H H,
a=xX-—Yyx
H~ o+
Hy | Hf
K Yx o 0x+Yx X
2
Slika 18.

Zbog (4.6) jest
(a,y) < B <B+sllall* <B+llall® = (ax), VyekK.

To posljednje opazanje znacit ¢e da hiperravnina H; jako separira (u smislu defini-
cije 4.24.) skup K i tocku x te ée stoga ujedno biti dokaz tvrdnje (ii) teorema 4.26.

TEOREM (VANJSKI OPIS ZATVORENOG KONVEKSNOG SKUPA)
Svaki neprazan, zatvoren i konveksan pravi podskup K od R™ moZe se prikazati kao
presjek svih zatvorenih poluprostora koji sadrze skup K.

Dokaz. Neka je B presjek svih zatvorenih poluprostora koji sadrze skup K. Ocito
je K € B. Ako x ¢ K, onda prema lemi 4.16. postoji potporna hiperravnina H
takva da je K C H- i x € HY\H, pa stoga x ¢ B. [ |

Sada ¢emo navesti dvije propozicije koje nam, izmedu ostalog, govore da pot-
porna hiperravnina na neprazan skup S & R"™ moze postojati samo u tockama s
granice tog skupa (u slu¢aju affdim S = n), odnosno relativne granice tog skupa (u
slucaju affdim S < n).

ProPOZICIIA (SLUCAJ affdim S = n)
Neka je S G R™ neprazan skup pune afine dimenzije, tj. affdim S =n. Ako je

Hap={y €eR":(a,y) =8}, B=(ayo)
potporna hiperravnina skupa S u tocki yo € S, onda vrijedi:

(i) Hap N Int (convS) =10,
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(i1) yo € Bd.SNBd(conv S),

(iii) Skup S nije sadrzan u Ha g, tj. Ha g netrivijalna je potporna hiperravning u
smislu definicije 4.20.

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti, neka je
SCH,;={yeR":(ay) < f}.

Tada je i conv.S C H, 5.

(i) Kako je S skup pune afine dimenzije, to je Int (conv S) # 0 (propozicija 2.22.).
Pretpostavimo da je y1 € Ha . Treba pokazati da y; ¢ Int(conv.S), tj. da ne
postoji realan broj € > 0 takav da je cijela otvorena kugla B(yi,e) sadrzana u
skupu conv S. Zaista, za svaki € > 0 jest

PATBRTRC RS B(Ylv )7

2|| I

a kako je (a,y1) = B (jer je y1 € Ha ), vrijedi
(a,y1 + 5rpa) = B+ 5llall > 8.

To znaci da je y1 +
H;ﬁ
(ii) Kako je yo € SN Hap i Hap N Int(conv S) = 0, dobivamo

ac Ha,@\Haﬁ Zato y; + a ¢ conv S jer je conv S C

2IIaH 2Halll

vo € S\Int (conv S) C C1S\Int S = Bd S,
yo € conv S\Int (conv S) C Cl (conv S)\Int (conv .S) = Bd (conv S),

odakle slijedi yo € Bd S N Bd (conv S).

(i11) Kako je affdim S = n, a affdim H, g = n— 1, skup S ne moze biti podskup od
H, g, tj. Ha p netrivijalnno podupire skup S. |

Dakle, ako je skup S & R” pune dimenzije, onda potporna hiperravnina ne moze
prolazati kroz unutarnju to¢ku (tocku iz interiora) skupa S. Zato, ako u nekoj tocki
Yo € S postoji potporna hiperravnina na skup S, onda yg nuzno pripada granici
Bd S. Osim toga, buduéi da je affdim S = n, a dimenzija hiperravnine iznosi n — 1,
potporna hiperravnina ne moze sadrzavati cijeli skup S. Za sada jo§ ne znamo u
kojim ¢e tockama s granice Bd .S postojati potporna hiperravnina, no jasno je da
ne mora postojati u svakoj, kao sto je ilustrirano na sljedeéoj slici.
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Slika 19. Ako skup S C R? izgleda kao na slici, potporni pravac (hiperravnina)
nece postojati ni u jednoj tocki s digela granice oznacenog crvenom bojom. Npr. u
tocki y1 potporni pravac ne postoji, a u tocki yog postoji.

Medutim, ako skup S C R™ nije pune afine dimenzije (affdim S < n), onda u svakoj
tocki iz S postoji potporna hiperravnina na skup S. Zaista, neka suyg € S C aff S
i L linearni potprostor paralelan s aff S. Tada je aff S = yo + L. Nadalje, neka je
L+ ortogonalni komplement od L. Za svaki a € L', hiperravnina

Hap={y €R":(a,y) =8}, f:=(ayo)

sadrzi cijeli skup aff S, pa prema tome ona sadrzi i skup S. Zaista,a € L+ = a; =
0, pa tvrdnja slijedi iz propozicije 2.4. Tu tvrdnju mozemo dokazati i na drugi, vrlo
jednostavan nacin. Zaista, ako jey € aff S, onda je y—yo € Lizato je (a,y—yo) =
0, tj. (a,y) = 5. Po definiciji, hiperravnina Ha g potporna je hiperravnina skupa S
u svakoj njegovoj tocki, no takve trivijalne potporne hiperravnine koje sadrze cijeli
skup S nisu posebno zanimljive.

DEFINICIIA
Za potpornu hiperravninu H, g skupa S C R™ kazemo da je netrivijalna ako ona ne
sadrzi cijeli skup S.
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H, s

Slika 20. S C R3, affdim S = 2. Ravnine aff S i Ha g potporne su na skup S u
tocki yo € S; aft S jest trivijalna, a Ha g netrivijalna potporna ravnina.

4.21. PROPOZICIJA (SLUCAJ affdim S < n)

Neka je S C R™ neprazan skup afine dimenzije affdim S <n, a

Ha,ﬂ = {yERn : <aay> :ﬁ}

potporna hiperravnina skupa S w tocki yo € S. Nadalje, neka je L = aff S — yo
linearni potprostor paralelan s aff S te prikazimo vektor a na jedinstven nacin kao

a=ap+ap., gdjesuap€elL, a, €Lt
Tada vrijedi:

(i) Potporna hiperravnina Ha g netrivijalna je ako i samo ako je ar, # 0, tj. ako
ad L+

(i1) Ako je Ha p netrivijalna potporna hiperravnina, onda je:

a) Hap N Rellnt (convS) =0,
b) yo € RelBd S N RelBd (conv S),
c) dim(Ha g Naff S) = affdim S — 1.

Dokaz. (i) Ta tvrdnja slijedi iz propozicije 2.4. Zaista, ako je aj, # 0, po toj
propoziciji Ha g N aff S afin je skup ¢ija je dimenzija za jedan manja od dimenzije
skupa aff S, tj.

dim (HagNaff §) = dim (aff S) — 1 <n — 1.

Zbog toga H, g ne sadrzi cijeli aff S, pa je Hy g netrivijalna potporna hiperravnina.
Ako je ar, = 0, po toj je propoziciji aff S C Ha, g, pa je Ha g trivijalna potporna
hiperravnina.
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(i1) Bez smanjenja opéenitosti, neka je S C H, ;. Tada je i conv .S C H 4.

a) Tu tvrdnju mozemo dokazati sitnim modifikacijama dokaza tvrdnje (i) iz pro-

pozicije 4.19. Neka je y1 € Hap. Treba pokazati da y1 ¢ Rellnt (conv.S). Ako

y1 € aff S, onda o¢ito y; € Rellnt (conv S) jer je Rellnt (conv S) C aff S. Zato na-

dalje pretpostavimo da je y1 € Ha gNaff S i pokazimo da tada y1 ¢ Rellnt (conv S),

tj. da ne postoji realan broj ¢ > 0 takav da je B(yi,e) N aff S C conv S. Zaista,
€

za svaki € > 0 je y1 + s qaL € B(yi,e) N aff S, a kako je (a,y1) = 8 (jer je

Y1 € Ha”g), vrijedi
<37Y1 + maL> =B+ sllacll > B.

To znadi da je y1 + MaL S H:’ﬂ\Hayg. Zato y1 + maL ¢ conv S jer je
conv S C H_ 5. Time smo dokazali da y;1 ¢ Rellnt (conv S).

b) Oponasajte dokaz tvrdnje (ii) iz propozicije 4.19.
¢) Po propoziciji 2.4. jest dim(H, g Naff S) = affdim S — 1. ]

Vratimo se na problem potporne hiperravnine za neprazan, zatvoren i konveksan
skup K ¢ R™. Ako je x € R™\ K, prema lemi 4.16. u tocki P (x) postoji potporna
hiperravnina

Hap={y €eR":(a,y) =5},
gdje je

a:=x— Px(x), 8:= (a, Pg(x)).
Ako je affdim K = n, onda je Px(x) € Bd K i ta potporna hiperravnina H, g nije
trivijalna (propozicija 4.19.). Medutim, ako je affdim K < n, onda ta potporna
hiperravnina moze biti trivijalna; a ako je netrivijalna, onda je Pk (x) € RelBd K
(propozicija 4.21.). Bududi da trivijalne potporne hiperravnine nisu od nekog inte-
resa, postavlja se sljedece pitanje:

Postoji li netrivijalna potporna hiperravnina na skup K wu tocki yo € RelBd K ?

Ako je odgovor na postavljeno pitanje afirmativan, onda mora biti yo € RelBd K
(propozicije 4.19. 14.21.). Potpun odgovor na postavljeno pitanje daje nam sljedec¢a
propozicija.

Prorozicuja

Zatvoren konveksan skup K G R™ ima netrivijalnu potpornu hiperravninu u svakoj
tocki sa svoje relativne granice.

Dokaz. Neka je yo € RelBd K = K\Rellnt K. Dovoljno je pokazati da postoji
tocka zg € aff K\ K ¢ija je projekcija na skup K jednaka tocki yo, tj. Pk (Zo) = yo-
Zaista, prema lemi 4.16. tada ¢e

H={y eR":(zo —yo,y — yo) =0}

biti potporna hiperravnina skupa K u tocki yo. Ako je affdim K = n, H jest
netrivijalna potporna hiperravnina (propozicija 4.19.). Ako je affdim K < n, buduéi
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da su yq,zo € aff K, normala zy — yo hiperravnine H jest iz linearnog potprostora
paralelnog s aff K, pa iz propozicije 4.21. slijedi da je H netrivijalna potporna
hiperravnina.

Preostaje pokazati da postoji tocka zg € aff K\K takva da je Px(z0) = yo.
Kako je yo € RelBd K = RelBd (aff K\ K), postoji niz tocaka x5, € aff K\ K koji
konvergira prema yg. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je xi €
B(yo,1). Neka je yx = Pk (xx). Oznacimo sa S(yo,1) jedini¢nu sferu s centrom u
tockiyo. Svakoj tocki xx mozemo pridruziti jedinstvenu toc¢ku z, € S(yo, 1)Naff K,
ali tako da bude xj, € (y,2zx) (slika 21).

L X
Yio—eo—e Zj

K . Yoe _
E | »vS(yovl)

Slika 21.

Prema korolaru 4.7. jest Pr(zx) = yr. Nadalje, iskoristimo li svojstvo neeks-
panzivnosti projektora Pg, dobivamo

lyr = yoll = [[Pr (xx) = P (yo) || < [Ix = yoll,

odakle zbog x; — yo slijedi yx — yo, tj. Pk(zr) — yo. Zbog kompaktnosti
jedini¢ne sfere S(yo,1) niz (zx) ima konvergentan podniz (z,, ) koji konvergira ne-
koj tocki zg € S(yo,1) N aff K. Iskoristimo li neprekidnost (Heineova definicijal)
projektora Pk, dobivamo

Px(zo) = lim Pk(z,,) = lim y., = yo.
k—o0 k—o0
Nadalje, kako je Pk (z0) = yo # Zo, tocka zg ne pripada skupu K (primjedba 4.3.);
dakle z € aff K\ K. [ |

KOROLAR
Neka je K = conv S, gdje je S C R™. Svaka tocka x € K N RelBd K moZe se
prikazati kao konveksna kombinacija od najvise affdim S tocaka iz S.

Dokaz. Prema Carathéodoryjevom teoremu tocka x moze se prikazati kao konvek-
sna kombinacija od najvise affdim S + 1 tocaka iz skupa S. Neka je

affdim S+1 affdim S+1

x= > Axi, > A=LXA>0

i=1 =1
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Ako je neki \; jednak nuli, dokaz je gotov. Zato nadalje pretpostavimo da su svi A;
strogo pozitivni. Kako je skup Cl K zatvoren i konveksan, prema propoziciji 4.22.
postoji netrivijalna potporna hiperravnina

Hap={y €R": (a,y) = }
skupa Cl K u tocki x. Bez smanjenja opcenitosti, neka je
ClK CH, ;,={y €R":(ay) <8}
Tada je
(a,x;) < B, i=1,...,affdim S+1,
a bududi da je

affdim S+1 affdim S+1

B=(ax)= > Nlax), doN=1 A>0,
=1

i=1
lako je zakljuciti da mora biti
(a,x;) =0, i=1,...,affdim S+ 1.

Dakle, tocke x;, i = 1,...,affdim S + 1, osim u skupu S leze i u hiperravnini Hy g.
Zato sve one leze i u skupu aff SNH, g. Uocimo da je dim(aff SNH, g) = affdim S—
1. Zaista, tvrdnja ocito vrijedi ako je affdim S = n (ekvivalentno, aff S = R"), a
ako je affdim S < n, po propoziciji 4.21. jest dim(aff SN H, g) = affdim S — 1.
Primjenimo li ponovo Carathéodoryjev teorem, ali sada na afin skup aff S N H, g,
zaklju¢ujemo da se x moze prikazati kao konveksna kombinacija od najvise affdim S
tocaka iz skupa S. |
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4.4. Teoremi o separaciji konveksnih skupova

Teoremi o separaciji (razdvajanju) konveksnih skupova imaju vaznu ulogu u kon-
veksnoj analizi i optimizaciji.

DEFINICLIA
Neka su S,T" C R™ skupovi i Ha g afina hiperravnina.
Kazemo da skup S leZi s jedne strane hiperravnine Ha g ako je S C H, 5 ili
+
SCH .
Ako je S C H, s\Hap = IntH, 5 ili S C H:B\Haﬁ = IntH;rﬁ7 kazemo da
skup S strogo leZi s jedne strane hiperravnine Hj, g.

Kazemo da hiperravnina H, g separira ili slabo separira skupove S i T ako oni
leze s razlicitih strana te hiperravnine. Za tu separaciju kazemo da je prava ili
netrivijalna ako S U T nije sadrzano u Ha g.

Hiperravnina H, g strogo separira skupove S i T' ako oni strogo leze s razlicitih
strana te hiperravnine.

Hiperravnina H, g jako separira skupove S i T ako postoji € > 0 takav da obje
hiperravnine Ha g—. i Ha g+c separiraju skupove Si 7.

Lako je provjeriti da vrijede implikacije:

jaka sep. = stroga sep. = prava sep. = slaba sep. ‘ (4.7)

Navedeni tipovi separacije ilustrirani su na sljedec¢oj slici.

Hap

a) Jaka separacija b) Stroga separacija; nije mogucéa jaka
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Ha,B Ha”(g

<}

¢) Prava separacija; nije mogucéa stroga d) Separacija (slaba); nije moguéa prava

Slika 22. Razni tipovi separacije.

4.25. PRIMJEDBA
Moze se pokazati (vidi zadatak 6 na str. 113) da se navedeni tipovi separacije mogu
iskazati na sljedeci ekvivalentan nacin:

e Slaba separacija: Postoji a € R"\{0} takav da je

sup(a,s) < inf (a, t).
slelg< >—52T< )

e Prava separacija: Postoji a € R™\{0} takav da je

sup(a,s) < inf(a,t) & inf(a,s) < sup(a,t).
Sgg( >—€2T< ) Slgs< ) tg¥< )

e Stroga separacija: Postoje a € R™\{0} i 8 € R takvi da je
(a,s) < f<(a,t) zasvese SiteT.
e Jaka separacija: Postoji a € R™\{0} takav da je

sup(a,s) < inf (a, t).
sup(a.s) < jnf (a1

4.26. TEOREM (SEPARACILJIA TOCKE I KONVEKSNOG SKUPA)
Neka je K CR™ neprazan konveksan skup, a x € R"\K. Tada vrijedi:

(i) Postoji hiperravnina koja na pravi nacin (netrivijalno) separira skup K i
tocku x.

(i) Ako je K zatvoren skup, onda se skup K i tocka x mogu jako separirati.
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Dokaz. Za dokaz ovih tvrdnje iskoristit ¢emo lemu 4.16., primjedbu 4.17. i propo-
ziciju 4.22.
(#1) Dokaz te tvrdnje napravljen je u primjedbi 4.17.

(i) Ako x ¢ Cl1K, onda prema (i) postoji hiperravnina koja jako separira Cl K
i tocku x, a jaka separacija povlac¢i pravu separaciju. Ako je x € ClK, onda je
x € RelBd K = C1 K\ Rellnt K, pa tvrdnja slijedi iz propozicije 4.22. |

Mi smo veé dokazali Farkasevu lemu (teorem 1.40.) koriste¢i Weylov teorem 1.35.
Sljededi se ekvivalentan iskaz i dokaz Farkaseve leme najcesce moze naci u literaturi.

KOROLAR (FARKASEVA LEMA)
Neka je A € R™*™ matrica i b € R™ wvektor. Tada samo jedan od sljedeéih dvaju
sustava tma rjesenje:

(a) Ax=b, x>0 (4.8)
) y'A>0, y'b<o. (4.9)

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da ne mogu oba sustava imati rjesenje, a zatim ¢emo
pokazati da drugi sustav ima rjeSenje ako prvi nema. Kad bi oba sustava imala
rjeSenje, tj. kad bi postojali vektori x > 01y € R™ takvi da vrijede nejednakosti
(4.8) i (4.9), onda bi bilo 0 < (y'A)x = yT(Ax) = y'b < 0. Time smo pokazali
da ne mogu oba sustava imati rjeSenje.

Pretpostavimo da prvi sustav nema rjesenje, tj. da b & cone{as,...,a,}, gdje
je cone{as,...,a,} konus generiran stupacima ay, ..., a, matrice A. Uocite da je

cone{a,...,a,} = {Ax:x > 0}.

Konus cone{ay, . ..,a,} konveksan je i zatvoren skup (korolar 2.33.), pa ga prema
teoremu 4.26. mozemo jako separirati od tocke b, tj. postoji vektor y € R™ takav
da je
(y,b) < inf (y, Ax). (4.10)
x>0

Specijalno, za x = 0 dobivamo y’b = (y,b) < 0. Preostaje pokazati da je yT A >
0,tj. dajey’a; >0zasvei=1,...,n. Zaista, za svaki A > 0 jest \e; > 0, pa iz
(4.10) dobivamo
y'b < (y,A(\e)) = (y, \a;) = \y" a,
a kako je y'b < 0, mora biti y’a; > 0. |
Sljedeéa lema govori nam da se problem slabe separacije [jake separacije, netrivi-

jalne separcije] dvaju skupova reducira na problem slabe separacije [jake separacije,
netrivijalne| skupa i tocke.

LEMA
Neprazne skupove S i T iz R™ moZemo slabo [jako, na pravi nacin/ separirati onda i
samo onda ako mozemo slabo [jako, na pravi nadin] separirati skupove {0} i S —T.
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Dokaz. Promotrimo samo slucaj jake separacije; slicno se tretiraju preostala dva
tipa separacije. Prvo pretpostavimo da skupove S i T mozemo jako separirati. Tada
postoji a € R"\{0} takav da je (vidi primjedbu 4.25.)

,s) < inf (a, t).
216115)<a s) < inf(a, t)

Zatozasves € Sit €T vrijedi

(a,s) < sup(a,s) < inf (a,t) < (a,t),
ses teT

odakle slijedi da su supgcg(a,s) i infyer(a, t) konaéni brojevi. Neka je x € S — T
oblika x =s —t, gdjesus € SiteT. Tada je

(a,x) = (a,s) — (a,t) <sup(a,s) — inf (a,t) <0,
sesS teT

odakle slijedi

sup (a,x) < 0= (a,0),
xeS-T

a to znaci (opet primjedba 4.25.!) da skupove S — T i {0} mozemo jako separirti.
Pretpostavimo sada da se skupovi S — T i {0} mogu jako separirati, tj. da
postoji a € R™\{0} takav da je

sup (a,x) < 0.
xeS-T

Tada za sve s € S it € T vrijedi

<a,s>——<a,t>§; sup <a7X>‘< 0
xeS-T

odakle se lako dobiva da su supgcg(a,s) i infeer(a, t) konacni brojevi te da je

< inf(a,t .
sup(a,s) < inf(a,t) + sup (a,x)

s€S x€S-T
Zato je
ilelg<a, s) < inf (a, t),
§to nam govori da se skupovi S i T mogu jako separirati. |

Sada ¢emo dokazati teorem Minkowskog o separaciji konveksnih skupova.

TEOREM (MINKOWSKI)

Neka su Ky i Ko neprazni konveksni skupovi u R™ (ne nuzno zatvoreni) takvi da je
KiNKy=10. Tada Ky i K3 moZemo separirati. Nadalje, ako su K1 i Ko zatvoreni
skupovi te ako je barem jedan od njih omeden, onda th moZemo jako separirati.
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Dokaz. Razlika K1 — K5 konveksnih skupova K; i Ko konveksan je skup. Nadalje,
uocite da vrijedi
KlﬂK2:@<:>O€K1—K2.

Tvrdnja da skupove K; i Ko mozemo separirati slijedi iz teorema 4.26. i leme 4.28.

Preostaje dokazati tvrdnju o jakoj separaciji. U tu svrhu, opet prema lemi 4.28. i
teoremu 4.26., dovoljno je pokazati da je uz navedene pretpostavke razlika K1 — Ko
zatvoren skup. Pretpostavimo da je K zatvoren, a Ko kompaktan (zatvoren i
omeden) skup i pokazimo da je tada razlika K; — K5 takoder zatvoren skup. Za
dokaz te tvrdnje iskoristit ¢emo dobro poznatu ¢injenicu da je u metrickom prostoru
neki skup S zatvoren ako i samo ako sadrzi limese svih konvergentnih nizova iz S.
Neka je (ar — by), gdje je a, € K1, by, € Ko, konvergentan niz iz skupa K1 — Ko.
Treba pokazati da limes niza (a; — by) pripada skupu K7 — K. Kao prvo, zbog
kompaktnosti skupa K3 niz (by) ima konvergentan podniz (b, ) koji konvergira
nekoj tocki by € K». Shvatimo li podniz (a,, ) kao zbroj konvergentnih podnizova
(ay, —by,) 1 (by,), slijedi da je (a,,) konvergentan niz. Neka a,, — ag. Zbog
zatvorenosti skupa K, je ap € K. Dakle, a,, —b,, — ag —bg € K; — K>. Kako
svaki podniz konvergentnog niza konvergira prema istoj tocki kao i niz, slijedi da
ap — by —ag—bg € K1 — Ks. |

Pod odredenim uvjetima konveksne skupove moguce je separirati ¢ak i ako nisu
disjunktni. O tome nam govori sljedeci teorem.

. TEOREM (PRAVA SEPARACIJA KONVEKSNIH SKUPOVA)

Neka su K1, Ko C R™ neprazni konveksni skupovi. Prava separacija skupova Ki i
Ky postoji ako i samo ako je

Rellnt K7 N Rellnt Ky = (.

Dokaz. Pretpostavimo da je Rellnt K7 N Rellnt K5 = (. Prema korolaru 2.26.
skupovi Rellnt K7 i Rellnt K5 jesu konveksni. Neka je C' := Rellnt K1 — Rellnt Ks.
Tada 0 ¢ C'i C jest konveksan skup, pa prema teoremu 4.26. postoji prava sepa-
racija skupa C i tocke 0. Iz leme 4.28. slijedi prava separacija skupova Rellnt K7 i
Rellnt K5, tj. postoji hiperravnina H, g takva da je

Rellnt Ky C Hy 5, Rellnt K» C HY 5, Rellnt K1 URellnt K ¢ Ha s.

Pomoc¢u korolara 2.27. sada jest lako pokazati da hiperravnina Hj, g na pravi nacin
separira skupove Kj i Ko, tj. da vrijedi

K\ CH.,; KyCH,; K UKyZHap.

Obratno, neka hiperravnina H, g na pravi nacin separira skupove K1 i Ks.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je Ky C H, 5 a K2 C H a g Treba
pokazati da je Rellnt K3 N Rellnt K = (). Dokaz ¢emo provesti kontradlkcuom
pa zato pretpostavimo da je yo € Rellnt K7 N Rellnt K». Tada je yo € H, 5N

H;rﬁ = H, s, pa je Hap potporna hiperravnina (u tocki yo) skupova K i K.
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Zbog prave separacije barem jedan od skupova K i K» nije cijeli sadrzan u Hy g.
Pretpostavimo da K nije sadrzan u H,g. Tada je Hy g netrivijalna potporna
hiperravnina na skup K7 u tocki yq i zbog toga je yo € RelBd K7 = Cl K7 \Rellnt K3
(vidi propoziciju 4.19. i propoziciju 4.21.), $to je kontradikcija. |

Zadaci za vjezbu

1. Neka je X realan vektorski prostor sa skalarnim produktom (-, -). Dokazite da
norma | - || inducirana tim skalarnim produktom zadovoljava tzv. jednakost
paralelograma

[+ vl + fu = v]* = 2([[u]* + [|v])

i tzv. polarizacijsku formulu

(,v) = 3(J[u+v]* = flu—v[?).

Uputa:
Hu:l:vH2 ={(uxv,utv)=(uu)+2(u,v)+(v,v) = ||u||2:|:2<u,v> + ||v||2

Zbrajanjem i oduzimanjem dviju jednadzbi koje se kriju u gornjoj relaciji,
dobivamo jednakost paralelograma i polarizacijsku formulu.
2. Pokazite da svaka potporna hiperravnina na konus C' sadrzi 0.

Uputa: Neka je H, g potporna hiperravnina na konus C' u tocki xg € C. Tada
je B = {(a,x¢). Pretpostavimo da je (a,x) < 8 za svaki x € C. Za svaki A > 0
vrijedi A8 = AMa, x¢) = (a,\xg) < 3, tj. (A —1)8 < 0, odakle slijedi da je
B =0.

3. (Vanjski opis zatvorenog konveksnog konusa) Za poluprostor kazemo da je
homogen ako njegova granica sadrzi tocku 0. Dokazite da se svaki zatvoren

i konveksnan konus C' moze prikazati kao presjek svih homogenih zatvorenih
poluprostora koji sadrze C.

Uputa: Iskoristite 2. zadatak i oponasajte dokaz teorema 4.18.

4. Neka je C vektorski potprostor od R, a C* njegov ortogonalni komplement.
Provjerite da je dualni konus C° jednak ortogonalnom komplementu C*.

5. Neka su C i Cy konusi. Dokazite: (a) (C1 x C2)° = Cy xC5. (b) (C14+C)° =
Ccy N Cs.
6. Dokazite tvrdnje iz primjedbe 4.25.

Uputa za slabu i pravu separaciju: Prvo pretpostavimo da su skupovi S i T
slabo separirani. Tada postoji hiperravnina Hy g takva da je

(a,s) < B < ({(a,t), zasvese SiteT, (4.11)
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odakle slijedi
,s) < inf (a, t). 4.12
ilelg<a s) < inf (a, t) (4.12)
Osim toga, ako se radi o pravoj separaciji, onda jos postoji so € S takav da
je (a,s0) < B ili postoji tg € T takav da je 8 < (a,tq) 1 zato je

inf (a,s) < sup(a, t). (4.13)
s€S teT

Obratno, ako je (4.12), onda za sves € S'it € T vrijedi

< <1 < .
(a,s) < §2§<a’ s) < inf(at) < (at)

Uzmemo li za 3 bilo koji broj izmedu supgc g(a, s) i infrer(a, t), hiperravnina
H, s separirat ée skupove S i T. Ako osim (4.12) vrijedi i (4.13), imat ¢emo
pravu separaciju.
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5. Reprezentacija konveksnih skupova

5.1. Ekstremalne tocke i stranice konveksnog skupa

Postavlja se pitanje kako definirati vrhove, bridove i stranice konveksnog skupa
K C R™. Prije nego sto damo formalnu definiciju, pogledajmo kocku i tijelo O sa
slike 23.

l)}'j(l

E2 }';3

R

y2

vrh xg

a) Kocka b) Tijelo O C R3

Slika 23. Kocka i tijelo O.

Stranice, bridovi i vrhovi kocke konveksni su podskupovi koji se mogu dobiti kao
presjek kocke i potporne hiperravine. Kazat ¢emo da je stranica (odnosno brid ili
vrh) izlozena s tom hiperravninom. Precizniju definiciju izlozenosti nekog skupa
hiperravniom navest ¢emo malo kasnije.

Lako je provjeriti da stranice, bridovi i vrhovi kocke imaju sljedeée zajednicko
svojstvo:

Neka je F' stranica, brid ili vrh kocke. Ni jedna tocka z € F ne moZe se prikazati
kao netrivijalna konveksna kombinacija z = Ax1 + (1 — A\)xo dviju razlicitih tocaka
X1, Xg iz kocke, osim eventualno ako su obje tocke x1,%9 iz F (zbog konveksnosti
skupa F' tada je i cijeli segment [x1,X2] sadrzan u F).

Pri tome konveksnu kombinaciju z = Ax; + (1 — A\)x3 smatramo netrivijalnom ako
jex1 £Zx210< A< 1,tj ako je x; # X2 12z € (x1,%X2). Drugim rije¢ima, F' jest
konveksan podskup od kocke koji je ekstremalan u smislu sljedece definicije:

DEFINICIJA
Neka je S bilo kakav podskup od R™.
Za podskup F' od S kazemo da je ekstremalan skup skupa S ako ima svojstvo

(Vxl,X2GS,x17€xQ) (Xl,XQ)ﬂF?é@:Xl,XQEF.

Svaki skup S ima dva trivijalna ekstremalna podskupa: cijeli skup S i prazan skup.
Po definiciji je prazan skup ekstremalan jer ne postoje tocke x;,xs € S takve da je

x1 # X9 1 (x1,%2) N O £ D.
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Dakle, u skladu s navedenim definicijama, vrhovi, bridovi i stranice kocke i
extremalni su i izlozeni skupovi.

Promotrimo sada tijelo O sa slike 23. Istaknute plohe Fi, F5, duzine Ei, Es
i tocke yq,...,y4 konveksni su podskupovi od O. Svaki je od tih podskupova i
ekstremalan. Plohe F} i F; jesu izlozene. Duzina F; jest izlozena, dok duzina FEs
nije. Tocke y;1 i y2 jesu izloZene, a y3 i y4 nisu.

DEFINICLIA
Neka je K C R™ konveksan skup.

Ekstremalna ili ekstremna stranica konveksnog skupa K jest svaki njegov ekstre-
malni konveksan podskup. Drugim rije¢ima, konveksan podskup F' od K ekstre-
malna je stranica ako vrijedi:

(VX17X26K7X1§£X2) (Xl,XQ)ﬂF#®:>X1,X2€F. (51)

Pod dimenzijom ekstremalne stranice F' podrazumijevamo njezinu afinu dimenziju
affdim F.

Tocka xo € K ekstremalna je ili ekstremna to¢ka skupa K ako je jednoclani
skup {x0} njegova ekstremalna stranica. Skup svih ekstremalnih tocaka skupa K
oznacavamo s ext K.

Ako je zraka {yo+Aq : A > 0} ekstremalna stranica od K, zovemo je ekstremalna
zraka. Njezin vektor smjera q zovemo ekstremalni smjer. Skup svih ekstremalnih
zraka skupa K oznacavamo s exthl K.

Svaki konveksan skup K ima dvije trivijalne ekstremalne stranice: prazan skup
i cijeli skup K. Preostale ekstremalne stranice zovemo pravim. Ako je K C R”
konveksan skup afine dimenzije affdim K = r, njegove (r—1)-dimenzionalne stranice
zovemo facetama.

—

ekstremalne

tocke

Slika 24. Ekstremalne tocke i ekstremalna zraka.
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PRIMJEDBA
Uocimo:

a) Zbog konveksnosti skupa F' iz definicije 5.2. svojstvo (5.1) ekvivalentno je
svojstvu

(VXl,XQEK,Xl #Xg) (Xl,Xg)ﬂF§£@:>[X1,X2]gF. (52)

Drugim rijecima, ekstremalna stranica konveksnog skupa K svaki je njegov
konveksan podskup F' sa svojstvom da sadrzi svaki segment [x7,x2] iz K ¢iji
relativni interior (x1,x2) sijece F.

b) Konveksan podskup F' od K ekstremalna je stranica onda i samo onda ako
se ni jedna njegova tocka z € F' ne moze prikazati kao netrivijalna konveksna
kombinacija z = Ax3 + (1 — A)x2 dviju razlicitih tocaka x;,x2 € K, osim
eventualno ako su obje tocke x1,x2 iz F' (zbog konveksnosti skupa F' tada je
i cijeli segment [x1,x3] sadrzan u F).

Specijalno, xg € K ekstremalna je tocka konveksnog skupa K onda i samo
onda ako se xo ne moze prikazati kao netrivijalna konveksna kombinacija
tocaka iz K, a to je onda i samo onda ako ne postoje tocke x;,x2 € K,
X1 # Xa, takve da je xg € (x1,X2).

Nakon tih opazanja lako je dokazati sljedecu propoziciju.

Prorozicuja
Neka je K C R"™ konveksan skup. Tocka x¢o € K ekstremalna je tocka skupa K
onda i samo onda ako je skup K\{xo} konveksan.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je xg € K ekstremalna tocka skupa K. Neka su x; i
X3 bilo koje dvije razlicite tocke iz K\ {xo}. Treba pokazati da je (x1,x2) C K\{xo}.
Svaka tocka z € (x1,X2) moZze se zapisati kao

z = Xx1 + (1 — \)xo, gdje je A € (0,1).

Kako je x¢ ekstremalna tocka, slijedi z # xq, tj. z € K\{xo}.
Obratno, zbog konveksnosti skupa K\{xo} ne postoje tocke x1,x2 € K, x1 #
X3, takve da je xg € (x1,X2). |

Lako je dokazati sljede¢u propoziciju.

5. PROPOZICIJA

Presjek svake familije ekstremalnih stranica jest ekstremalna stranica.

. DEFINICIJA

Neka je K C R"™ konveksan skup. Za skup EF C K kazemo da je izloZena stranica od
K ako je E = (), E = K ili ako postoji potporna hiperravnina H skupa K takva da
jeE=HNK.
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Ekstremalna stranica ne mora biti izlozena. Zaista, pogledajmo slike 23.b) i 25.
Na slici 23.b) duzina Ey ekstremalna je stranica koja nije izlozena. Na slici 25. sve
tocke zatvorenih polukruznica ekstremalne su tocke, ali ekstremalne tocke x1, x2, x3
i x4 nisu izlozene.

X3 X4

Slika 25. Lik K unija je pravokutnika i dva polukruga.

Medutim, svaka je izlozena stranica i ektremalna, kao Sto nam govori sljedec¢a pro-
pozicija; dakle, pojam ekstremalne stranice Siri je od pojma izlozene stranice.

. ProroOZIicLiA

Vrijedi:
(a) Svaka je izlozena stranica konveksnog skupa i ekstremalna stranica.

(b) Presjek svake familije izloZenih stranica jest izloZena stranica.

Dokaz. (a) Neka je K konveksan skup, Ha g potporna hiperravnina od K i F' =
K N H, g izloZena stanica od K. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je

(a,x) < 8, Vx € K.

Ocito je F konveksan podskup od K. Pokazimo da je F' ekstremalna stranica skupa
K, tj. da ima svojstvo (5.1). Neka su x3,x2 € K bilo koje dvije razlicite tocke.
Tada je

(a,x1) <B 1 (a,x2) <PB. (5.3)
Pretpostavimo da je (x1,x2) N F # ), tj. da postoji A € (0,1) takav da je

Mx1+ (1= Nxe € F=KNH,ypg.
Tada je (a, Ax1 + (1 — A\)x2) = 3, odnosno
)‘<aa X1> + (1 - >\)<aa X2> = ﬂ

Zbog (5.3) tada mora biti (a,x1) = i (a,x2) = 5, tj. tada su x1,%x2 € Ha g.
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(b) Neka je &€ = {E) : A € A} familija izlozenih stranica E) konveksnog skupa
K CR"™. Treba pokazati da je
E:= () Ex

AEA

izloZena stranica. Ako je E = (), nema se $to dokazivati. Zato nadalje pretpostavimo
da je E # (. Neka je x9 € FE. Za svaki A € A postoje vektor a, € R™\{0} i
skalar By takvi da je B\ = K N Ha, g, i K C H__ Neka je r maksimalan broj

ax,Bx’
linearno nezavisnih vektora u skupu {(al,3\) : A € A}. Mozemo pretpostaviti da
su(af,p1),...,...,(al, B,) linearno nezavisni vektori. Tada je E = (;_, E;. Neka
je

a .= Zal-, ﬂZ: Zﬂl
i=1 i=1

Tada je K C H;ﬁ ixg € KNH, g, Sto nam govori da je H, g potporna hiperravnina
skupa K. Pokazemo li da je
E=KNH,pg,

dokaz ¢e biti gotov. Ako je x € E, onda je x € K i {ay,x) = B\ za svaki A € A,
odakle slijedi x € K N H, g. Time smo dokazali inkluziju £ C K N Ha g. Ako je
y € K\FE, onda je (a;,y) < B; za neki i € {1,...,r}, sto povlaci (a,y) < 8 i zato
y & Ha g. Time smo dokazali obratnu inkluziju K N Hay g C E. n

Da obrat tvrdnje (a) iz prethodne propozicije opéenito ne vrijedi, tj. da ek-
stremalna stranica ne mora biti izlozena, ve¢ smo vidjeli na primjeru tijela O sa
slike 23 (duzina Es ekstremalna je stranica koja nije izloziva). Ipak, svaka ekstre-
malna stranica konveksnog skupa K jednaka je presjeku skupa K s jednom ili viSe
hiperravnina. O tome nam govori sljedeéi teorem.

. TEOREM

Neka je K konveksan skup iz R™, a F njegov konveksan podskup. Skup F ekstre-
malna je stranica od K ako i samo ako je K\F konveksan skup i

F=FKnaff F. (5.4)

Specijalno, tocka xo € K ekstremalna je tocka skupa K ako i samo ako je K\{xo}
konveksan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je F' ekstremalna stranica od K. Prvo ¢emo pokazati da
je K\F konveksan skup. Kad skup K\F ne bi bio konveksan, postojale bi tocke
x1,%X2 € K\F, x1 # Xa, takve da je (x1,%x2) N F # (). Buduéi da je F ekstremalna
stranica od K, slijedilo bi x;,x2 € F', §to bi bila kontradikcija. Time smo pokazali
konveksnost skupa K\ F'. Sad éemo dokazati jednakost (5.4). Ocigledno je FF C KN
aff F'. Za dokaz obratne inkluzije K Naff ' C F' pretpostavimo da je x € K Naff F.
Odaberimo bilo koju tocku y € Rellnt ', y # x. Neka je p afini pravac odreden
tockama y 1 x (slika 26). Jasno, p C aff F jer su y,x € aff F. Tocka 2y — x
lezi na pravcu p, a tocka y jest izmedu 2y — x i x. Kako je skup F' konveksan,
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2y —x € aff F iy € Rellnt F, po propoziciji 2.25. postoji tocka z € (2y — x,y)
takva da je [z,y] C F. Uoc¢imo da je y € (z,x). Kako su z,x € K te kako je F
ekstremalna stranica, slijedi [z,x] C F. Time smo pokazali da je x € F.

2y — x Z

[ I
3

aff F

Slika 26.

Obratno, pretpostavimo da je K\ F konveksan skup i F'= K Naff F'. Pokazimo
da je F ekstremalna stranica od K. U tu svrhu, neka su tocke x;,x2 € K takve da je
X1 # X2 1 (x1,%2) N F # . Treba pokazati da je x1,%x2 € F. Zbog (x1,%2)NF # ()
i konveksnosti skupa K\F barem jedna od tocaka x1,xs mora pripadati skupu
F. Neka je x3 € F. Iz x; € Fi (x1,x2) NF # 0 slijedi xo € aff F. Zato je
x3 € K N aff F = F. Dakle, obje tocke x1, x5 leze u skupu F'. |

. KOROLAR

Ako je K = conv E, gdje je E C R"™ neprazan skup, onda svaka ekstremalna tocka
skupa K lezi u E, tj.
ext K C F.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti kontradikcijom. Pretpostavimo da ekstremalna tocka
xo skupa K = conv E ne lezi u E. Tada je E C K\{x0}, odakle bi zbog konvek-
snosti skupa K\{xg} (teorem 5.8.) slijedilo

K = conv E C conv (K\{x0}) = K\{xo},

§to nije moguce. |

. KOROLAR

Ako je F prava ekstremalna stranica konveksnog skupa K (F # K i F # (), onda
je affdim F' < affdim K.

Dokaz. Kad bi bilo affdim F' = affdim K, po definiciji afine dimenzije skupovi F' i
K imali bi isti maksimalan broj afino nezavisnih tocaka. Bududéi da je F C K, tada
bi imali aff F' = aff K. Prema (5.4), tada bi bilo

F=KnaffF=Knaff K = K,

S§to je u kontradikciji s pretpostavkom da je F' prava stranica. ]

. ProroOZICLIA

Neka je K C R"™ konveksan skup, a F mnjegova ekstremalna stranica. Podskup
Fy C F ekstremalna je stranica od F' ako i samo ako je Fy ekstremalna stranica od
K.
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Dokaz. Neka je F) ekstremalna stranica od F. Pretpostavimo da je (x1,x2)NF; #
0, gdje su x1,x € K, X1 # xo. Treba pokazati da je x1,x2 € F}, Sto ¢e znaciti da
je F1 ekstremalna stranica od K. Neka je z € (x1,x2) N F;. Kako je F; C F, to je
z € (x1,x2) N F, a kako je F' ekstremalna stranica od K, slijedi x1,x2 € F. Dakle,
imamo da je z € (x1,x2) N F1 i x1,x2 € F, odakle, buduéi da je F; stranica od F,
slijedi x1,x2 € F7.

Obratna je implikacija ocigledna. |

Prethodna propozicija ne vrijedi za izlozene stranice. Zaista, vratimo se na

sliku 25. Segment (duzina) [x1,X2] je izlozena stranica konveksnog skupa K. Tocke
X1 i1 X2 izloZzene su stranice tog segmenta, ali nisu izlozene stranice skupa K.

2. KOROLAR

Ako je F ekstremalna stranica konveksnog skupa K, onda je ext ' = F Next K, tj.
ekstremalne tocke od F' ekstremalne su tocke od K koje se nalaze u F'.

3. KOROLAR

Ako je {yo + A\q : A > 0} ekstremalna zraka konveksnog skupa K, onda je yo
ekstremalna toc¢ka od K.

Dokaz. Dovoljno je uociti da je yo ekstremalna tocka zrake i primijeniti propozi-
ciju 5.11. ]

4. PROPOZICIJA

Neka je K konveksan skup, F ekstremalna stranica od K i S bilo koji konveksan
podskup od K. Ako je F N Rellnt S # (), onda je S C F. To moZemo matematicki
zapisati kao

(VSCK) FNRellntS #0) = SCF.

Dokaz. Za dokaz te tvrdnje iskoristit ¢emo drugu tvrdnju propozicije 2.25. koja
opisuje relativni interior. Neka je

Xo € FNRellnt S.

Uzmimo bilo koju tocku x € S\{xo} te pokazimo da je x € F. U tu svrhu, neka je
p pravac koji prolazi tockama x¢ 1 x (slika 27). Jasno, p C aff S jer su xg,x € S.
Tocka 2xy — x lezi na pravcu p, a tocka x¢ jest izmedu 2xy — x i x. Kako je skup
S konveksan, xg € Rellnt S i 2xy — x € aff S, po propoziciji 2.25. postoji tocka
v € (2x¢ — x, %) takva da je [y,xo] C S. Uoéimo da je x¢ € (y,x). Buduéi da je
F' ekstremalna stranica od K, slijedi y,x € F. ]

2X0 — X y X0 X P

aff S

Slika 27.
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Zahvaljujuéi prethodnoj propoziciji 5.14. lako se uocava da se ekstremalna stra-
nica moze definirati na sljedeéi ekvivalentan nacin:

. DEFINICIJA (EKVIV;\LFIN’['NA DEFINICIJA EKSTREMALNIH S’l‘R;\l\'ICA)

Neka je K C R™ konveksan skup. Konveksan podskup F' od K ekstremalna je
stranica od K ako ima svojstvo da za svaki konveksan podskup S od K vrijedi

FNRellntS#0) = S CF.

. KOROLAR

Neka je K konveksan skup. Vrijedi:

a) Ako ekstremalna stranica F' od K sijece Rellnt K, onda se ona podudara s K.
Dakle,
FNRellnt K #0) — F =K.

b) Svaka prava ekstremalna stranica F od K leZi na njegovoj relativnoj granici
RelBd K, tj. F C RelBd K = C1 K'\Rellnt K.

¢) Svaka prava ekstremalna stranica F' od K sadrzana je u nekoj pravoj izlozenoj
stranici E od K.

d) Svaka ekstremalna stranica F zatvorenog konveksnog skupa K jest zatvorena.

e) Relativna granica zatvorenog konveksnig skupa K sastoji se od pravih izloZenih
stranica.

Dokaz. a) Za S iz prethodne propozicije stavite S = K.

b) Dovoljno je pokazati da je FN Rellnt K = (). Zaista, kad bi bilo F'N Rellnt K # 0,
prema tvrdnji a) imali bismo F = K, §to bi bila kontradikcija s pretpostavkom da
je F' prava ekstremalna stranica.

¢) Vrijedi:

(i) FNRellnt K = 0,

(ii) F=Knaff F.

Zaista, (i) slijedi iz tvrdnje b), dok (ii) nije nista drugo nego jednakost (5.4). Iz (i)
i (ii) dobivamo:

) = FNRellnt K = (K Naff F') NRellnt K = aff F N (K N Rellnt K)
= aff F' N Rellnt K = Rellnt (aff F') N Rellnt K.

Zbog toga prema teoremu 4.30. postoji hiperravnina H koja na netrivijalan nacin
separira skupove K i aff F', tj.

(i) K C H™,

(iv)aff FC HY i

(v) barem jedan od skupova K i aff F' nije cijeli sadrzan u H.
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Sada ¢emo pokazati da je F' C HN K. Kako je F' C K po definiciji ekstremalne
stranice, dovoljno je pokazati da je FF C H. Zaista, zbog (iii) jest F C H™, a iz
F Caff Fi (iv) slijedi FF C H'. Time smo pokazalidaje FC H-NHT = H.

Kako je ) # F C H te kako vrijedi (iii), po definiciji izlozene stranice za-
kljucujemo da je H N K izlozena stranica od K. Sada ¢emo pokazati da je H N K
prava izloZena stranica. Zaista, kao prvo, zbog pretpostavke F' # () i zbog F' C HNK
slijedi da je H N K # (). Nadalje, zbog (v) mora biti H N K # K.

d) Prema (5.4) jest F = K N aff F'. Skupovi K i aff K zatvoreni su, pa je kao njihov
presjek zatvorena i stranica F'.

e) Kroz svaku tocku x s relativne granice RelBd K = K'\Rellnt K mozemo posta-
viti netrivijalnu (pravu) potpornu hiperravninu Hy skupa K (propozicija 4.22.), tj.
potpornu hiperravninu koja ne sadrzi cijeli skup K. Fx := Hx N K izlozena je, pa
stoga i ekstremalna stranica skupa K (tvrdnja (a) propozicije 5.7.). Kako je x € Fx
i kako Hy ne sadrzi cijeli skup K, stranica Fy jest prava (Fx # (i Fx # K). Prema
tvrdnji b) jest Fx C RelBd K i zato je

ReBdK = ) {x}c |J FAC |J ReBdK =RelBdK,
x€RelBd K x€RelBd K x€RelBd K

odakle slijedi RelBAK = |J  Fx. |
x€RelBd K
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5.2. Teorem Minkowskog

Neki konveksni skupovi nemaju ekstremalnih tocaka, npr. otvoreni krug. Sljedec¢a
propozicija govori nam da svaki neprazan, kompaktan i konveksan skup ima barem
jednu ekstremalnu tocku.

. ProroOZICLIA

Svaki neprazan, kompaktan i konveksan skup iz R™ ima ekstremalnu tocku.

Dokaz. Neka je ||xo/|> maksimum neprekidne funkcije x — [|x||? na kompaktu K.
Tvrdimo da je xo ekstremalna tocka skupa K. Zaista, u suprotnom bi postojale
dvije razlicite tocke x1,x2 € K takve da je xg = % (x1 +x2) (vidi (5.15) na str. 142).
Tada bi zbog x1 # X2 iz jednakosti paralelograma

%1 +x2* + [[x1 = x2|* = 2([|xa ] + IIx2|*)

slijedilo
l[x1 + x| < 2([xa[I* + [[x2]|?),
odakle bismo dobili

2
ol = [|3 (1 +x2)[|” < g(lIxa 1 + lIx2]1*) < 5 (lIxo0ll* + [Ix0l1*) = lIxoll*,

§to nije moguce. |

Sada mozemo iskazati fundamentalni teorem o reprezentaciji kompaktnog ko-
nveksnog skupa, koji je poznat pod nazivom teorem Minkowskog ili Krein-Milmanov
teorem, a Cesto se spominju i sva tri imena zajedno. Naime, taj je teorem prvi doka-
zao Minkowski, a njegovu generalizaciju u lokalno konveksnom topoloskom prostoru
napravili su Krein'6 i Milman!”.

TEOREM (MINKOWSKI, KREIN-MILMAN)
Svaki neprazan, kompaktan i konveksan skup u R™ konveksna je ljuska svojih eks-
tremalnih tocaka, tj.

K = conv (ext K).

Dokaz. Neka je K C R"™ kompaktan konveksan skup. Dokaz ¢emo provesti ma-
tematickom indukcijom po afinoj dimenziji affdim K skupa K. Tvrdnja ocigledno
vrijedi ako je affdim K = 0, tj. ako je K jednoclani skup. Zato pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za sve konveksne kompakte afine dimenzije manje od k. Neka
je K kompaktan konveksan skup afine dimenzije k£ > 0. Kako je K = Cl1 K, to je
RelBd K = K\Rellnt K i zato za svaku tocku x € K imamo samo dvije moguénosti:
a) x € RelBd K ili b) x € Rellnt K.

16Mark Grigorievich Krein (Mapr I'puréprnesuu Kpetin) (1907. - 1989.), rusko-izraelski
matematicar.

"David Pinhusovich Milman (laB#ix I[I#inxycoBuu Mitnoman) (1912. - 1982.), rusko-
izraelski matematicar.
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Slucaj a) x € RelBd K. Prema propoziciji 4.22. u tocki x postoji netrivijalna
(prava) potporna hiperravnina H skupa K. Buduéi da H netrivijalno podupire
skup K, tj. K nije sadrzan u H, K nije sadrzan ni u K N H. Drugim rijecima,
K N H prava je izlozena stranica od K (KN H # 0 i KNH # K) i zato je
affdim(K N H) < affdimn K = k (korolar 5.10.). Zato i kako je x € K N H, po
induktivnoj je pretpostavci x € conv (ext (KNH)). Nadalje, izlozena stranica KNH
jest i ekstremalna stranica skupa K (propozicija 5.7.), pa su njezine ekstremalne
tocke ujedno ekstremalne tocke i skupa K (propozicija 5.11.). Dakle, tocka x moze
se prikazati kao konveksna kombinacija ekstremalnih toc¢aka skupa K.

Slu¢aj b) x € Rellnt K. Odaberimo toc¢ku x’ € K\{x}. Kako je dim K > 0, to je
moguce. Pravac odreden tockama x i x’ sijece relativnu granicu RelBd K u najvise
dvjema tockama (prema korolaru 2.24. svaki polupravac s pocetkom u tocki x sijece
relativnu granicu u najvise jednoj tocki). Buduéi da je K kompaktan skup, imamo
toéno dvije takve presjetne tocke y i z. Pritome je x € (y, z), tj. x jest netrivijalna
konveksna kombinacija tocaka y i z. Prema prvom dijelu dokaza, svaka od tocaka
y i z moze se prikazati kao konveksna kombinacija ekstremalnih tocaka skupa K,

pa se zato i tocku x moze prikazati kao konveksnu kombinaciju ekstremalnih toc¢aka
od K. |

KOROLAR

Neka je K C R"™ kompaktan konveksan skup. Ako je f: K — R neprekidna i
konveksna funkcija, onda ona svoj globalni maksimum dostiZe u nekoj ekstremalnoj
tocki skupa K.

Dokaz. Neka f svoj globalni maksimum dostize u tocki xg € K. Prema te-
oremu 5.18. postoje ekstremalne tocke vi,...,v,, € ext K takve da je

oni)\ivi, Alzo,i)\lzl
=1 i=1

Stavimo li

f(vig) = max  f(vi),

konveksnost funkcije f daje
f(viy) < f(x0) = f(z)\m) <Y Nif(vi) < (Z)\i)f(%) = f(¥io),
i=1 ' '

odakle slijedi f(xq) = f(vi,)- |
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5.3. Recesivni i asimptotski konus konveksnog skupa

Tvrdnja teorema 5.18. ne moze se prosiriti na neomedene konveksne skupove. Pri-
mjerice, zraka K = {xg + A\q : A > 0}, q # 0, neomeden je skup kome je xq jedina
ekstremalna tocka (ext K = {x¢}) pa je viSe nego ocigledno da se ni jedna druga
tocka te zrake ne moze prikazati kao konveksna kombinacija ekstremalnih tocaka.

Za potpun opis neomedenih konveksnih skupova potrebni su nam pojmovi rece-
sivnog i asimptotskog konusa, no prvo ¢emo navesti sljedeéi teorem.

. TEOREM

Konveksan skup K C R™ neomeden je ako i samo ako sadrzi zraku.

Dokaz. Ako K sadrzi zraku, onda je K ocigledno neomeden. Obratno, pretposta-
vimo da je K neomeden. Tada postoji niz (xx) u skupu K takav da ||xz| — oo.
Neka je x¢ € Rellnt K. Prema propoziciji 2.22. takav x¢ postoji. Definirajmo novi
niz toc¢aka s jedni¢ne sfere S™~1:

qr = %, keN.
Kako je S"~! kompaktan skup, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
niz (qx) konvergira prema tocki qp € S"~! (u suprotnom uzmemo konvergentan
podniz, Sto je moguée prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu za nizove).
Sad ¢emo pokazati da je {xg + Aqo : A > 0} C K i time zavrsiti dokaz. Neka je
A > 0. Treba pokazati da je xo + Aqp € K. Kako ||x; — X¢|| — 00, postoji dovoljno
velik kp € N takav da je

0<”Q¢<1 za svaki k > ko.

& —xoll

Zbog konveksnosti skupa K, za svaki k > kg tada je
X0 + 7”}(2\1:1(0” (Xk — Xo) €K,

tj., ekvivalentno,
xo+(A+1)gr € K.

Zato limes konvergentnog niza (xo + A+ 1)q;€) k> ko lezi u zatvaracu skupa K,

tj. xo+ (A +1)qo € CIK. Kako je xo € Rellnt K, prema lemi 2.23. slijedi
[x0,%0 + (A +1)qp) C Rellnt K i zato je xg + Aqp € Rellnt K C K. |

DEFINICIIA
Neka je K C R™ neprazan konveksan skup.
Za vektor q € R™ kazemo da je recesivan smjer ili smjer opadanja za K ako je

{x+Aq: A>0} C K =zasvakixe€ K.

Skup svih recesivnih smjerova skupa K zovemo recesivni konus ili konus opadanja
skupa K i oznacavamo s rec K.

Za vektor a € R™ kazemo da je asimptotski smjer za K ako postoji tocka xo € K
takva da je {xo + da : A > 0} C K. Skup svih asimptotskih smjerova skupa K
zovemo asimptotski konus skupa K i oznacavamo s K.
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Uoc¢imo da recesivni i asimptotski smjerovi leze u vektorkom potprosturu L koji
je paralelan s aff K; prisjetimo se da je L = aff K —yg, gdje je yo bilo koja tocka iz
aff K.

Drugim rijecima, vektor q recesivni je smjer skupa K ako kod kretanja s po-
cetkom iz bilo koje tocke x € K i u smjeru vektora q stalno ostajemo u skupu K;
vektor a asimptotski je smjer od K ako postoji tocka xo € K iz koje je moguce
kretati se u smjeru vektora a i pritom stalno ostati u skupu K. Ocito je

rec K C K,

tj. svaki recesivni smjer jest i asimptotski. Obratna inkluzija ne mora vrijediti.
Zaista, pogledajmo sliku 28. Iz svih to¢aka danog skupa K, osim iz tocke (0,0) € K,
moguce je kretati se u smjeru vektora a i pritom ostati u skupu K. Dakle, vektor
a asimptotski je smjer, ali nije recesivni smjer.

Y

5l .

~

Slika 28. K = {(z,y) € R? : 2 > 0,y € (0,1]} U{(0,0)},
ClK = {(z,y) e R? : 2 > 0,y € [0,1]}.

Istaknimo:
recK = {qeR"|[{x+Aq:A>0} C K zasvakix € K},
Ko = {qER"|E|x0EKtakavdaje{xo—l-/\q:/\ZO}gK}.

Uvijek je 0 € Koo 1 0 € rec K. Ako je K omeden skup, onda je ocigledno rec K =
{0} i K = {0}. Nadalje, lako je provjeriti da su rec K i Ko, konveksni konusi te
da vrijedi relacija (vidi zadatak 8, str. 142)

ACB=— A, C B (5.5)

. PRIMJEDBA

Za konveksne skupove A i B, inkluzija A C B ne implicira rec A C rec B. Zaista,
neka je K konveksan skup sa slike 28. Stavimo A := K\{(0,0)} i B := K. Tada je
rec A ={\(1,0): A >0}, arec B=1{(0,0)}.

PRIMJER. Za poliedre P={x€R": Ax=b,x>0}iQ={x€eR": Ax<b}u
primjeru 3.8. pokazali smo da njihovi recesivni konusi glase:

recP={qeR":q>0, Aq=0}, recQ={qeR":Aq<0}.

Lako se provjerava da je Py, =rec P i Qoo = recQ.
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Teorem 5.20. mozemo iskazati na sljede¢i ekvivalentan nacin:

4. TEOREM

Neprazan konveksan skup K neomeden je ako i samo ako je Ko # {0}.

. LEMA

Neka je K C R™ neprazan konveksan skup. Svaki asimptotski smjer zatvaraca skupa
K recesivan je smjer i za zatvarac i za njegovu relativnu nutrinu, tj.

(C1K)s Crec(ClK) (5.6)

(Cl K)o C rec(Rellnt K). (5.7)

Drugim rijecima, ako zatvarac¢ konveksnog skupa K sadrzi zraku sa smjerom q, onda
je svaka zraka sa smjerom q i podetkom u bilo kojoj tocki iz zatvaracéa [relativne
nutrine] takoder sadrZana u zatvaracu [relativnoj nutrini/.

Dokaz. Ako je Cl K omeden skup, onda on ne sadrzi zraku (teorem 5.20.) pa je zato
rec (C1K) = {0} i (Cl K)o = {0} itime je dokaz gotov. Zato nadalje pretpostavimo
da je C1 K neomeden skup. Neka je a € (Cl K)o, tj. {xo+pa:p >0} CCIK
za neki xg € ClK. Treba pokazati da je a € rec (C1K) i a € rec (Rellnt K). U tu
svrhu prvo ¢emo pokazati da je

[x,x 4+ pa] C CIK za sve x € C1 K isve > 0. (5.8)

Neka su x € C1K i g > 0 proizvoljni. Prema korolaru 2.26., C1 K konveksan je
skup. Zato je dovoljno pokazati da je x4+ pa € Cl K. Zaista, kako za svakie € (0,1)
vrijedi
€ClK
——
e(xo+La) +(1—e)xe CIK

te kako je
8£%1+ [e(x0 + La) + (1 — &)x] = x + pa,
zbog zatvorenosti skupa Cl K jest x + pa € C1 K. Time smo dokazali (5.8).
Za svaki x € ClK iz (5.8) slijedi {x + pa : p > 0} C C1K. To znadi da je
a € rec (ClK).
Sada éemo pokazati da je a € rec (Rellnt K'). Pomoc¢u leme 2.23. i (5.8) dobi-
vamo

[x,x + pa) C Rellnt K za sve x € Rellnt K i sve p > 0.

To je dovoljno da se zakljuci da je {x+Xa : A > 0} C Rellnt K za svaki x € Rellnt K,
tj. da je a € rec (Rellnt K). |
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5.26. PRIMJEDBA

Prema lemi 5.25., ako zatvarac¢ konveksnog skupa K sadrzi zraku sa smjerom q, onda
je svaka zraka sa smjerom q i pocetkom u zatvaracu [relativnoj nutrini] sadrzana
u zatvaracu [relativnoj nutrini]. Buduéi da je Rellnt K C K C Cl K, implicira li
to da ¢ée zraka s pocetkom iz skupa K i istim tim smjerom q biti sadrzana u K?
Odgovor je, nazalost, opéenito negativan, tj.

(Cl1K)s € rec K.

Ilustrirajmo to sljede¢im primjerom. Za konveksan skup K sa slike 28 imamo
(ClK)oo = cone{(1,0)} = {A(1,0) : A > 0}, arec K = {(0,0)}.

5.27. TEOREM
Neka je K C R™ neprazan zatvoren konveksan skup. Tada je

K, =recK.

Dokaz. Uvijek je rec K C K. Kako je K = C1K, prema (5.6) jest Ko, C rec K.
[ ]

5.28. KOROLAR
Zatvoren konveksan skup K omeden je ako i samo ako je mjegov recesivni konus
trivijalan, tj. rec K = {0}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 5.24. i 5.27. ]

Neka je K C R"™ neprazan konveksan skup. Za svaku tocku xg € K mozemo
definirati skup

R(K,x0) ={qeR" | {xo+Aq: A >0} C K},
za koji kazemo da je skup recesivnih smjerova (od K) u totki xo. Pomoc¢u jednakosti

X0 + AMAMar +X2q2) = [ (%0 + (2A)a1) + (x0 + (2AA2)q2) ]

lako je provjeriti da je R(K,xg) konveksni konus. Uocimo da je konus xo+ R(K, X¢)
jednak uniji svih zraka s pocetkom u xg koje leze u skupu K. Nadalje, ocito je

rec K C R(K,x¢) C Koo,
s moguc¢noscéu pojave pravih inkluzija kao $to nam ilustrira sljedeéi primjer.
5.29. PRIMJER. Za konveksan skup K sa slike 29 i tocku x¢ = (0,0) imamo:

rec K = {0},
R(K7 XO) = {)‘q tA S 0}7
Ko ={)\q: X eR}.
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Yy
q=(1,0)
............................ 1
K
o >
0 X
Slika 29.

Sljededi je korolar vrlo koristan za odredivanje recesivnog i/ili asimptotskog ko-
nusa zatvorenog konveksnog skupa.

5.30. KOROLAR
Neka je K CR"™ neprazan @ zatvoren konveksan skup, te xo € K. Tada je

rec K = Ko = R(K, X0).

Dokaz. Pomoc¢u teorema 5.27. dobivamo rec K C R(K,x¢) C Ko =rec K. [ |
Korisnost prethodnog korolara ilustrirana je na sljedecoj slici.

Slika 30. Zatvoren konveksan skup K = {(x,y) € R? : y > 1/} i njegov za vektor
Xo translatirani recesivni konus rec K, xg + rec K = x¢ + R(K, Xq).

Sada ¢emo navesti teorem koji nam govori da se skupovi rec K i Ko, ,,tanko”
razlikuju, u smislu da je rec K C K, = rec(ClK).

5.31. TEOREM
Neka je K CR"™ neprazan konveksan skup. Tada:

(a) Vrijedi jednakost
recK={qeR": K+qC K}.

Nadalje, ako je skup K zatvoren, onda je i rec K zatvoren.
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(b) Asimptotski konus Ko zatvoren je skup i vrijedi
Kw={qeR":ClIK+qCCIK},

kao 1
Ko = (Rellnt K)o = (C1 K)o =rec (CIK). (5.9)

(¢) Za svakixo € K,

R(K,x0) ={qeR" :x0+qC K}.

Dokaz. (a) Prvo éemo dokazati inkluziju rec K C {q € R" : K + q C K}. Neka je
q € rec K. Po definiciji recesivnog konusa rec K tada je x + q € K za svaki x € K,
tj. K+qC K.

Sada ¢emo dokazati obratnu inkluziju, tj. daje {q € R : K+qC K} CrecK.
Neka jeq € {q € R": K +q C K}. Tada je

K+2q=(K+q)+qC K+qCK.
Nastavljajuci taj postupak dobivamo
K+mqCK, vm € N.
Zato i zbog konveksnosti skupa K, za svaki x € K svi segmenti
[x,x+dq], [x+q,x+2q], [x +2q,x + 3q],...

sadrzani su u skupu K, sto implicira da za svaki x € K i zraka {x + \q : A > 0}
lezi u skupu K, tj. q € rec K.

Pretpostavimo da je K zatvoren skup. Neka je (qx) bilo koji konvergentan niz
tocaka iz rec K. Pretpostavimo da qi — qo € R™. Treba pokazati da je qg € rec K,
tj. da je K +qo C K. Za svaki x € K jest x4+ q; € K, a kako je K zatvoren skup,
dobivamo x + qp = limg_o0(x + qr) € K. Zbog proizvoljnosti tocke x € K jest
K+qo C K.

(b) Prema tvrdnji (a) jest rec (C1K) = {g € R" : C1K +q C C1K} i rec(CIK)
jest zatvoren. Preostaje pokazati da je Ko, = rec(ClK). Iskoristimo li redom
implikaciju (5.5), teorem 5.27., lemu 5.25., inkluziju rec A C A koja vrijedi za
svaki konveksan skup A te na kraju opet relaciju (5.5), dobivamo

Ky C(ClK)s =rec (C1K) C rec(Rellnt K) C (Rellnt K)o € Ko,

odakle slijedi Ko, = rec(C1K) i (5.9).

(c¢) Dovoljno je oponasati dokaz tvrdnje (a). |
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5.3.1. Asimptotski potprostor

Ocigledno je da neprazan konveksan skup K C R"™ ima netrivijalan afin podskup
onda i samo onda ako on sadrzi barem jedan pravac.

. ProroOZICLIA

Neprazan konveksan skup K C R"™ sadrzi pravac ako i samo ako je
Koo N(—Kx) ={a€R":q,—q € K} # {0}.

Ako je pravac {xo + Aq : A € R} sadrzan u skupu K, onda je q € Koo N (—K o).

Dokaz. Ako K sadrzi pravac {xg + Aq : A € R}, q # 0, onda on sadrzi obje zrake
{xo+Aq: A >0}i{xo+ A(—q): A>0}, pajestogaqe Koo N(—Koo).

Obratno, pretpostavimo da je 0 £ q € Koo N (—K ), tj. € K 1 —q € K.
Po definiciji asimptotskog konusa K., tada postoje tocke x1,x2 € K takve da je
{x1+2q: A >0} CKi{x2+A(—q): A >0} C K. Neka je xo € Rellnt K. Prema
propoziciji 2.22. takav xo postoji. Prema 5.7 jest {xo+ Aq : A > 0} C Rellnt K i
{xo + A(—q) : A > 0} CRellnt K, tj. {xo+Aq: A€ R} CRellnt K C K. [ |

3. PROPOZICIJA

Neka je K CR"™ konveksni konus. Skup
KnNn(-K)

vektorski je potprostor od R™.

Dokaz. Neka je V := K N (—K). Treba pokazati da je x+y € Vi Ax € V za sve
x,y € Visve A e R.

Neka su x,y € Vi A € R. Tada je x,—x,y,—y € K. Kako je K konveksni
konus, to jex+y € Ki —(x+y) = —x+ (-y) € K. Time smo pokazali da
je x +y € V. Preostaje pokazati da je Ax € V, tj. —Ax, Ax € K. To je lako,
slijedi iz definicije konusa K. Zaista, ako je A > 0, onda x € K = Ax € K i
—x € K = —Xx = A\—x) € K; akoje A < 0, onda —x € K = - x € K i
—x€ K= Mx=-\-x) € K. [ ]

4. PRIMJER. Neka je K C R™ neprazan konveksan skup. Skup

R(K,x0) ={q€eR" | {xo+Aq: A >0} C K}
svih recesivnih smjerova (od K) u tocki xq jest konus, pa je
R(K,x0) N (—R(K,x0)) ={q € R" | {xo+A\q: A e R} C K}

vektorski potprostor od R™.
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5. DEFINICIJA

Neka je K C R"™ neprazan konveksan skup, a K, njegov asimptotski konus. Vek-
torski potprostor
Los i = Koo N (—Kx)

zovemo asimptotski potprostor od K.

Sad propoziciju 5.32. mozemo iskazati na sljedeéi ekvivalentan nacin:

5. PROPOZICIJA

Neprazan konveksan skup K CR™ sadrzi pravac ako i samo ako je Las # {0}. Ako
je pravac {xo + Aq : A € R} sadrzan u skupu K, onda je q € Las.

. PrRorPOZICLIA

Neka je K konveksan skup iz R™ te neka je A afin skup iz R™ paralelan s potpros-
torom L 4, tj.
A= Xo + LA7

gdje je xq bilo koja tocka iz A. Skup A podskup je od K onda i samo onda ako

xo e K & LAgR(K,XQ)ﬁ(_R(K,XQ)).

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je afin skup A = xg + L4 podskup od K. Tada je
X0 € K. Neka je q € Ly. Tada je i A\q € L za svaki A € R jer je L4 vektorski
potprostor, pa je zato pravac {xg + Aq : A € R} sadrzan u skupu A. Zato je
q € R(K,x¢) i —q € R(K,xg), odakle slijedi q € R(K,xg) N (—R(K,%¢)). Time
smo pokazali da je Ly C R(K,x0) N (—R(K,%g)).

Obratno, pretpostavimo da je xg € K i Ly C R(K,x0) N (—R(K,x0)). Treba
pokazati da je A C K. Svaki x € A jest oblika x = xo9 + q, gdje je q € L4. Kako
je La C R(K,x%g), iz definicije skupa R(K,xg) slijedi {xo + Aq: A > 0} C K. Zato
jexo+qe K. |

Prirodno se postavlja pitanje kako izgledaju maksimalni (u smislu inkluzije) afini
podskupovi konveksnog skupa. Odgovor na postavljeno pitanje daje nam sljedeéi
korolar.

. KOROLAR

Neka je K CR"™ konveksan skup i x9 € K. Tada je
A:=x0+ R(K,x0) N (—R(K, %))

maksimalan (u smislu inkluzije) afin podskup od K koji sadrZi zadanu toéku Xg.

Na kraju ove tocke navodimo jos jedan interesantan rezultat. Prije toga uo¢imo
da je rec K N (—rec K) vektroski potprostor od R™ (propozicija 5.33.). Tom pot-
prostoru, za koji se kaze da je recesivni potprostor konveksnog skupa K, posvecena
je sljedeca tocka.



5.39.

40.

134 Reprezentacija konveksnih skupova

Prorozicua

Svaki neprazan i zatvoren konveksni skup K C R™ ima afinu ekstremalnu stranicu
F koja je kao skup maksimalna, u smislu inkluzije, na skupu svih afinih podskupova
od K. Ta maksimalna afina stranica F paralelna je s vektorskim potprostorom

rec K N (—rec K).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po afinoj dimenziji k skupa
K. Ako je k = 0, onda je K jednoclani skup, pa je dovoljno staviti F' := K. Ako
je k=1, onda je K segment, zraka ili pravac. I u tom je slucaju lako provjeriti da
vrijedi tvrdnja propozicije. Npr., ako je K zraka oblika {xo+Aq : A > 0}, dovoljno je
staviti F' := {xo}. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve konveksne skupove
afine dimenzije strogo manje od k. Neka je K konveksan skup afine dimenzije
k. Moguda su samo dva slucaja: (i) RelBAd K = 0 ili (ii) RelBd K # 0, gdje je
RelBd K = Cl K\Rellnt A relativna granica skupa K. Kako je skup K zatvoren, to
je RelBd K = K\Rellnt A.

Slucaj (i) RelBd K = (. Tada je K = Rellnt K. Dakle, u tom slucaju je K =
ClK = Rellnt K, tj. K jest i otvoren i zatvoren u relativnoj topologiji na aff K,
pa zato mora biti'® ili K = () ili K = aff K. Kako je po pretpostavci K # 0, to je
K = aff K. Lako je provjeriti da za F' := K = aff K vrijede sve tvrdnje propozicije.

Slucaj (ii) RelBd K # (). Neka je xo € RelBd K. Po propoziciji 4.22. tada postoji
netrivijalna potporna hiperravnina H skupa K u tocki xo. Neprazan skup K N H
prava je izloZena (pa stoga i ekstremalna) stranica afine dimenzije najvise k — 1
(korolar 5.10.), pa ona po induktivnoj pretpostavci ima afinu stranicu F koja je
maksimalna (u smislu inkluzije) na skupu svih afinih podskupova od KN H. Prema
propoziciji 5.11., F' jest ekstremalna stranica i skupa K.

Pomoéu propozicije 5.14. lako je pokazati da je F maksimalan (u smislu ink-
luzije) afin podskup od K. Zaista, ako je S C K afin skup koji sadrzi F', onda je
Rellnt S = aff S i zato je Rellnt SN F = F # ). Po propoziciji 5.14. tada je S C F.

Prema korolaru 5.38. jest

F=x0+ R(K,x0)N (—R(K, X)),

gdje je xo bilo koja tocka iz F'. Nadalje, kako je K zatvoren i konveksan, prema
korolaru 5.30. jest R(K,x¢) = recK. Time smo pokazali da je afina stranica F
paralelna s potprostorom rec K N (—rec K). |

5.3.2. Recesivni potprostor

DEFINICIIA
Neka je K C R"™ neprazan konveksan skup, a rec K njegov recesivni konus. Vektorski
potprostor

Lyec :=tec K N (—rec K)

zovemo recesivni potprostor skupa K.

18Moze se pokazati, §to mi neéemo raditi, da je skup A C aff K istovremeno otvoren i zatvoren
s obzirom na aff K onda i samo onda ako je A =0 ili A = aff K.
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Kako je
recK ={q€eR" | {x+Aq: >0} C K zasvakix € K}
te kako je q € —rec K <= —q € rec K, dobivamo
—recK = {q€R" | {x—Aq: A >0} C K zasvakix € K}.

Zato je
Licc={q €R" | {x+Aq: A€ R} C K zasvakix € K}.

Dakle, q € Lyec ako i samo ako je, za svaki x € K, pravac {x+ Aq : A € R} sadrzan
u skupu K.

1. PrROPOZICIJA

Neka je K C R™ neprazan konveksan skup, a Lyec njegov recesivni potprostor. Tada
je
Liee={qeR": K+q=K}. (5.10)
Osim toga,
L.s={qeR":ClIK +q=ClK}, (5.11)
gdje je Las asimptotski potprostor skupa K.
Specijalno, ako je K i zatvoren skup, onda je Liec = Las.

Dokaz. Dovoljno je dokazti (5.10) jer (5.11) slijedi iz (5.9) i (5.10). Zaista, prema
(5.9) je Ko =rec (ClK), pa pomocu (5.10) dobivamo

Los = Koo N (—Koo) =rec (ClLK) N (—rec (Cl1K)) ={qeR": ClK +q=ClK}
Preostaje dokazati (5.10). Prema teoremu 5.31. jest
recK={qeR": K+qC K}.
Zato je
—recK={qeR": K —qC K}

Lice ={q€R": K+qC K}N{qeR": K —qC K}.
Nadalje, lako je provijeriti'® ekvivalenciju
K-qCK<< KCK+aq.

Zaista, ako je K —q C K, dobivamo K = (K —q)+q C K+q;aakoje K C K+q
onda je K —q C (K + q) — q = K. Pomo¢u gornje ekvivalencije lako je provjeriti
da je K + q = K ako i samo ako je istovremeno K +qC Ki K —q C K. |

Uocimo da je recesivni konus L. najveéi skup S iz R™ sa svojstvom K+5 = K.

198 vektorskim sumama treba biti pazljiv jer, opéenito, A C B + C ne implicira A— B C C. Za
kontraprimjer uzmite A = B =R i C = {0}.
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. PrRorPOZICLIA

Neprazan zatvoren konveksan skup K C R™ sadrzi pravac ako i samo ako je Lyee 7
{0}. Ako je pravac {xo + A\q : A € R} sadrzan u skupu K, onda je q € Lyec-

Dokaz. Skup K jest zatvoren, pa je L,s = Lyec (propozicija 5.41.). Zato tvrdnja
slijedi iz propozicije 5.36. |

. ProroOZICLIA

Neprazan zatvoren konveksan skup K C R"™ ima ekstremalnu tocku ako i samo ako
je njegov recesivni potprostor Lyee trivijalan, tj. Lyec = {0}.

Dokaz. Neka je prvo Ly.c = {0}. Prema propoziciji 5.39. skup K ima afinu
ekstremalnu stranicu F' koja je paralelna s potprostorom Lye.. Kako je Lyo. = {0},
ta je ekstremalna stranica F' jednoclani skup.

Obratno, ako skup K ima ekstremalnu tocku, onda ni jedan pravac iz K ne moze
prolaziti kroz tu tocku i zato je rec K N (—rec K) = {0}, tj. Lyec = {0}. |

Kombiniranjem prethodnih dviju propozicija dobivamo sljedeé¢i teorem:

. TEOREM

Neprazan zatvoren konveksan skup K C R™ ima ekstremalnu tocku onda i samo
onda ako K ne sadrZi niti jedan pravac.
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5.4. Dekompozicija konveksnog skupa

. TEOREM (O DEKOMPOZICIJI KONVEKSNOG SKL'PA)

Neka je K C R™ neprazan konveksan skup, a L bilo koji potprostor od njegovog
recesivnog potprostora Liec. Tada je

K=Lao(KnLY), (5.12)

gdje je L ortogonalni komplement od L. Skup K N L* jest konveksan. Ako je K
zatvoren skup, onda je i K N L zatvoren.

Dokaz. Neka je x € K. Tada se x moze na jedinstven nacin prikazati kao x = u+v,
gdiesuu € L, ve L. Kakoje —u € Li L C Ly, vektor —u recesivan je smjer
za K izatoje v=x—u € K. Dakle, v € KN L Time smo pokazali da je
KCLa(KNLh).

Obratno, ako je x € L @ (K N L*), onda x mozemo zapisati kao x = u + v,
gdjesuu € L, v € KNL* Dakle, v € K. Nadalje, buduéi da je L C L,
vektor u recesivan je smjer za K, pa je zato v+ u € K. Time smo pokazali da je
Lo(KNLY) CK.

Skupovi K i L+ konveksni su pa je konveksan i njihov presjek K N L+,

Ortogonalni komplement L+ vektorski je potprostor od R™, pa je on zatvoren
skup. Zato, ako je K zatvoren skup, onda je i skup K N L+ zatvoren kao presjek
dvaju zatvorenih skupova. ]

Slika 31. Dekompozicija K = L & (K N L*).
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5. DEFINICIJA

Za skup S C R™ kazat ¢emo da je bez pravaca ako on ne sadrzi nijedan pravac.

Skup K N L+ iz dekompozicije (5.12) opéenito nije bez pravaca. Primjerice, ako

je

K =R?x [0,1],
onda je

Lyee = R? x {0}.
Nadalje,

L:=R x {0} x {0} = {(¢1,0,0) e R® : g1 € R}
potprostor je od Lyec, njegov ortogonalni komplement glasi
Ll = {O} X RQ = {(OaQ%QS) € RB 1g2,q3 € R}v

a skup
KNL+={0} xR x[0,1]

jednak je uniji svih pravaca oblika
{(0,0,2) + X(0,1,0) : A e R}, =z €]0,1].

Medutim ako je K neprazan zatvoren konveksan skup, a L = Lec, onda skup
K N L+ ne sadrzi pravac. Tu tvrdnju dokazujemo u sljede¢em teoremu.

. TEOREM (O DEKOMPOZICIJI ZATVORENOG KONVEKSNOG SKUPA)

Neka je K CR"™ neprazan zatvoren konveksan skup, a Lyoc njegov recesivni potpros-
tor. Tada je
K=TLic®(KNLL). (5.13)

Skup K N L konveksan je, zatvoren i bez pravaca.

Dokaz. Sve tvrdnje, osim tvrdnje da K N Lk
direktno iz teorema 5.45.

Ako skup K sadrzi pravac sa smjerom q # 0, onda je q € Lyec (propozicija 5.42.).
Buduéi da je Lyec N L, = {0}, skup K N L, ne sadrzi nijedan pravac. |

rec

. he sadrzi nijedan pravac, slijede

Skup K N LL. iz dekompozicije (5.13) je konveksan, zatvoren i bez pravaca.
Sljede¢i teorem, ¢ije se otkriée pripisuje ameriékom matemati¢aru Victoru L. Klee??,
ima vaznu ulogu u teoriji konveksnosti i primjenama. On nam govori da se svaki
neprazan zatvoren konveksan skup bez pravaca moze prikazati kao konveksna ljuska
skupa koji se sastoji od njegovih ekstremalnih tocaka i ekstremalnih zraka. Za dokaz

tog teorema, koji je slican dokazu teorema 5.18.; trebat ¢e nam sljedeca lema.

20Victor L. Klee (1925. - 2007.), americki matematicar.
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LEMA
Neka je K CR"™ neprazan zatvoren konveksan skup bez pravaca. Tada vrijedi:

(a) RelBd K # 0.
(b) Ako je affdim K > 2, onda je

K = conv (RelBd K).

Dokaz (a) Tvrdnja ocigledno vrijedi ako je affdim K = 0 jer tada je K jednoclan
skup pa je Rellnt K =), C1K = K i RelBd K = K\Rellnt K = K # (). Zato nada-
lje pretpostavimo da je affdim K > 1. Ako je RelBd K = K\Rellnt K = (), onda je
K = ClK = Rellnt K, tj. skup K jest i otvoren i zatvoren u relativnoj topologiji
na aff K, pa zato mora biti ili K = () ili K = aff K. Kako je po pretpostavci K # (),
to je K = aff K. Dakle, ako je RelBd K = (), onda je K = aff K. Buduéi da se
aff K sastoji od pravaca, a po pretpostavci K nema pravac, mora biti RelBd K # ().

(b) Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je affdim K = n, tj. aff K =
R™; u suprotnom, umjesto u R”, sva razmatranja treba provesti u aff K. Tada je
Rellnt K = Int K i RelBA K = Bd K.

Buduéi da je Bd K = K\Int K C K, slijedi conv (Bd K) C K. Preostaje doka-

zati obratnu inkluziju K C conv (Bd K). U tu svrhu prvo uo¢imo da je
K=IntKU(K\IntK) = Int K U Bd K.

Neka je x € K. Treba pokazati da je x € conv (Bd K). Ako je x € Bd K, onda
je x € conv(BdK). Zato nadalje pretpostavimo da x ¢ Bd K. Tada je x €
Int K. Pokazimo da i u tom slu¢aju mora biti x € conv (Bd K). Dokaz ¢emo
provesti kontradikcijom pa zato pretpostavimo da je x € Int K'\conv (Bd K). Tada
po teoremu Minkowskog (teorem 4.29.) skup conv (Bd K) i tocku x mozemo jako
separirati, tj. postoje hiperravnina H, g i realan broj e > 0 takvi da je

x€H, ;5 & CODV(BdK)gH;:ﬂ_H:.
Ako pokazemo da je H, ap_ec & Int K, dobit ¢emo kontradikciju s pretpostavkom da
je skup K bez pravaca i time ¢e dokaz obratne inkluzije biti gotov. Zaista, pokazimo
daiz H, 5 . C Int K slijedi da skup K sadrzi pravac. Neka je g € R" bilo koji
vektor okomit na a, tj. (a,q) = 0. Bududi da je po pretpostavci affdim K =n > 2,
takav vektor q postoji. Kako je x € Ha_,ﬁfy tada za svaki A € R dobivamo

(a,x+Aq) = {(a,x) <[ —¢,

Sto nam govori da je cijeli pravac {x + Aq : A € R} sadrzan u skupu H, 5 _ C
Int K C K.

Preostaje pokazati da je H, 5 . C Int K. Neka je y € Ha*_ﬂfs. Kako je x €
H, ;_., nadalje mozemo smatrati da je y # x. Treba pokazatida jey € Int K. U tu
je svrhu dovoljno pokazati da postoji realan broj A > 1 takav da je x+ Ay —x) € K
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jer, prema lemi 2.23., tada jey = x+ 1-(y — x) € Int K. Dokaz ¢emo provesti
kontradikcijom pa zato pretpostavimo da ne postoji realan broj A > 1 takav da je
x+ My — x) € K. Tada je skup

{A:A>0,x+ ANy —x) € K}

omeden s gornje strane brojem 1. Osim toga, taj je skup neprazan, jer, buduéi da
je x € Int K = Int (Int K'), primjenom propozicije 2.25. na skup Int K dobivamo da
postoji A1 € (0,1) takav da je

[x,x + A\ (y —x)] C Int K.

Neka je
Ao i=sup{A: A >0, x+ Ny —x) € K},

Uocimo da je 0 < A1 < Ag < 1. Pomoc¢u propozicije 2.25. i leme 2.23. lako je
pokazati da je
X =X+ Ao(y —x) € Cl1K\Int K = Bd K.

Nadalje, kako su x,y € H_ dobivamo

a,f—e?
(a,%0) = (a,x+ Aoy —x))

- )\0)<a X> + )\0<a y>
—Ao)( —e)+Xo(B—¢)

(
<(
B—

Sto nam govori da je xg € H, 5 .. Dakle, kad ne bi postojao realan broj A > 1
takav da je x+ A(y —x) € K, postojala bi tocka xo € BIKNH_ 5 _. A bududi da

je BdKCCODV(BdK)CH+ 1Haﬁ+sﬂHaﬁ+E—@, to je nemoguce. |

,B+e

TEOREM (KLEEOV TEOREM)

Neka je K C R"™ neprazan zatvoren konveksan skup bez pravaca. Tada se K podu-
dara s konveksnom ljuskom skupa koji se sastoji od njegovih ekstremalnih tocaka i
ekstremalnih zraka, tj.

K = conv (ext K U exthl K). (5.14)

Dokaz. Kako je ext K Uexthl K C K, to je conv (ext K Uexthl K) C K. Do-
kaz obratne inkluzije K C conv (ext K U exthl K') provest ¢emo matematickom in-
dukcijom po afinoj dimenziji affdim K skupa K. Tvrdnja ocigledno vrijedi ako je
affdim K = 0, tj. ako je K jednoclani skup. Ako je affdim K = 1, onda je K
segment ili zraka, tj. K = [xg,x1] ili K = {x0 + Aq : A > 0}, pa opet vrijedi
(5.14). Zato pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za sve neprazne i zatvo-
rene konveksne skupove bez pravaca Cija je afina dimenzija manja od k. Neka je
K neprazan zatvoren konveksan skup bez pravaca afine dimenzije £ > 2. Prema
lemi 5.48. jest RelBd K # (). Za svaku tocku x € K imamo samo dvije moguénosti:
a) x € RelBd K ili b) x € Rellnt K.
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Slucaj a) x € RelBd K. Odaberimo netrivijalnu u toc¢ki x potpornu hiperravninu
skupa K. Po propoziciji 4.22. takva potporna hiperravnina postoji. Neprazan i
zatvoren konveksan skup K NH jest afine dimenzije najvise k—1, a nema pravaca jer
ih nema K. Zato i kako je x € K N H, po induktivnoj pretpostavci tocka x moze se
prikazati kao konveksna kombinacija tocaka iz skupa koji se sastoji od ekstremalnih
tocaka i ekstremalnih zraka skupa KNH, tj. x € conv (ext (KNH) U exthl (KNH)).
Izlozena stranica KN H je i ekstremalna (propozicija 5.7.) pa su njezine ekstremalne
tocke [ekstremalne zrake] ujedno ekstremalne tocke [ekstremalne zrake] i skupa K
(propozicija 5.11.).

Slucaj b) x € Rellnt K. Prema tvrdnji (b) leme 5.48. jest x € conv (RelBd K).
Neka je

x=Y Aixi,  x €RelBAK, A >0, ) X\ =1.
=1 i=1
Prema prvom je dijelu dokaza

x; € conv (ext K Uexthl K) zasvei=1,...,m,

pa je zato i x € conv (ext K U exthl K). |

. TEOREM

Neka je K CR"™ neprazan zatvoren konveksan skup bez pravaca. Tada je

K = conv (ext K) 4 rec K.

Dokaz. Prema teoremu 5.49. svaku tocku x € K mozemo zapisati u obliku

k m m
x:Z/\ixi—i— Z AiVi, X; € ext K, ViEeXtth,)\iZO,Z)\izl.
i=1 i=k+1 i=1

Nadalje, svaku to¢ku v; mozemo zapisati kao v; = y; + u;, gdje je y; rubna tocka
zrake (ta je tocka ekstremalna tocka skupa K!) i u; € Ko = rec K. Dakle, imamo

k m m
X = Z NiX; + Z Aiyi + Z Aiu; € conv (ext K) + rec K.
i=1 i=k+1 i=k+1

Time smo pokazali da je K C conv (ext K )+rec K. Obratna inkluzija conv (ext K)+
rec K C K slijedi iz konveksnosti skupa K i definicije recesivnog konusa rec K. W

Zadaci za vjezbu

1. Neka je F' podskup konveksnog skupa K. a) Ako je F' ekstremalna stranica
od K, onda je skup K\F konveksan. Dokazite! b) Ilustrirajte primjerom da
ne vrijedi obrat tvrdnje a).

Uputa: b) Za K uzmite kocku, a za F odgovarajuéi pravi podskup (ne nuzno
konveksan) nekog brida.
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Zadaci za vjezbu

. Neka je K C R” konveksan skup. Pokazite da je F' C K stranica od K onda

i samo onda ako je F' konveksan skup i ako vrijedi

(VXl,XQEK, X1 #Xg) %EF:Xl,XQEF. (515)

Uputa: Iz (5.1) slijedi (5.15). Obratno, neka je FF C K konveksan skup i neka
suxi,xz € K, X1 #x2, A€ (0,1) i x =x%x1 + A(x2 — X1) € F. Treba pokazati
da je x1,x2 € F. Za A = 1 tvrdnja slijedi iz (5.15). Neka je A < 1 (slicno
se tretira slucaj A > %) Kako je 2)\ < 1, tocka yo := x1 + 2A(x2 — x1) lezi
u segmentu [x1,x2] C K. Nadalje, x je poloviste tocaka x1 1 y2 i zato (5.15)
povlaci x; € F'iy, € F. Preostaje pokazati da je xo € F. Nastavljajuci
taj postupak dolazi se do prirodnog broja k takvog da je % < kA< 1i
Vi = X1 + kA(x2 — x1) € [x1,%x2] N F. Neka je N := 1 — kX\. Tada je
0< XN < % 1y = X2+ N(x1 — x2). Toctka z := x5 + 2N (x3 — x2) lezi u
segmentu [x1,xz] C K. Kako je yp = 3(x2+2) € F te x2,z € K, iz (5.15)
slijedi x5 € F.

. Otvorena kugla primjer je konveksnog skupa koji nema ekstremalnih stranica.

Nadite jo$ neki takav primjer!

. Navedite primjer neomedenog konveksnog skupa koji je jednak konveksnoj

ljuski svojih ekstremalnih tocaka.

Uputa: Promatrajte nadgraf konveksne funkcije.

. Navedite primjer zatvorenog konveksnog skupa S koji ima ekstremalnu tocku,

ali se ne podudara s konveksnom ljuskom svojih ekstremalnih tocaka.
(Uputa: Npr. S = {(z,y) eR? : 2,y > 0,1 >y})

. Navedite primjer omedenog konveksnog skupa S koji ima ekstremalnu tocku,

ali se ne podudara s konveksnom ljuskom svojih ekstremalnih tocaka.

Uputa: Iskoristite uputu iz prethodnog zadatka.

. Neka je P = {x € R" : Ax < b, x > 0}. Pokazite da je recP = {q € R" :

Aq <0, q>0}.

Uputa: Uocite da je P = {x eR™: [_AI] x < [l(;} }, a zatim primijenite

rezultat iz primjera 5.23. na str. 127.

. Dokazite da su K i rec K konveksni skupovi.

. Neka su A, B C R™ neprazni zatvoreni konveksni skupovi takvi da je ANB # (.

Pokazite da je rec (AN B) = rec A N rec B.
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6. Poliedri

Zbog velike vaznosti koju imaju u linearnom programiranju, ovu tocku posvecujemo
poliedrima. Prisjetimo se, u linearnom programiranju skup dopustivih (moguéih)
rjeSenja zadan je sustavom linearnih nejednadzbi

a1x1 + -+ a1p®n < by
a21x1 + -+ a2y < bo

am1%1 + -+ Gy < bm
koji ¢emo Cesto zapisivati u kratem, tzv. matricnom obliku kao
Ax < b, (6.1)

gdje su A € R™*"™ matrica koeficijenata sustava, a b = [by, ..., b,]|T vektor-stupac
ogranicenja. Kazat éemo da sustav linearnih nejednadzbi (6.1) ima rang r, ako ma-
trica A ima rang r. Oznagimo li sa a’ i-ti redak matrice A, onda sustav nejednadzbi
(6.1) mozemo zapisati kao

a'x < b;, i=1,...,m.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a’ # 0 za svei = 1,...,m.
Osim toga, i-toj nejednadzbi prirodno je pridruziti hiperravninu

H;:=Hgaip, = {x € R" :a'x = b;}
i zatvorene poluprostore

Hi ==Hg, ={xeR":a'x <b}

HY:=H, ={xcR":a'x>b}.

? a’,b;

Radi lakseg zapisivanja korisno je uvesti sljede¢u definiciju:

DEFINICIJA
Neka su zadani sustav linearnih nejedndzbi (6.1) i totka z € R™. Ako je a'z = b;,
onda:

(i) indeks ¢ nazivamo aktivnim indeksom u tocki z,
(i) i-ti uvjet (ogranicenje) a’x < b; nazivamo aktivnim uvjetom u tocki z
(iii) i-ti redak a’ matrice A nazivamo aktivnim retkom u tocki z.

Skup svih aktivnih indeksa u tocki z oznacavat éemo s I(z). S A, oznacavat ¢emo
submatricu matrice A sastavljenu od aktivnih redaka u tocki z.
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Kao §to znamo, skup P svih rjeSenja sustava linearnih nejednadzbi (6.1) po
definiciji zove se poliedar ili poliedarski skup. Dakle,

P={xeR": Ax<b}
={xeR":a'x<b,i=1,...,m}

=1

Hiperravnine H; zovemo definicionim ili grani&nim hiperravninama poliedra P. Sli¢no,
za zatvorene poluprostore H, kazemo da su definicioni iii grani¢ni poluprostori poli-
edra P. Konveksnost i zatvorenost poliedra P slijedi iz konveksnosti i zatvorenosti
definicionih poluprostora.

Valja naglasiti da sustav (6.1) samo prividno ukljuc¢uje jedino nejednadzbe. Na-
ime, osim nejednadzbi mogu se pojaviti i jednadzbe, jer svaku jednadzbu mozemo
zapisati kao dvije nejednadzbe.

Za opis afine ljuske i ekstremalnih stranica poliedra P definiranog sustavom (6.1)
kljucan je skup

Ip = {ie{l,...,m}:aix:bi zasvakixEP}, (6.2)

tj. skup svih indeksa koji su aktivni u svakoj tocki poliedra P. Lako se provjerava

jednakost
-

i€lp

H;.

NU&
D E

LEMA
Neka je poliedar P C R™ definiran sustavom nejednadzbi (6.1). Afina mnogostrukost
razapeta poliedrom P jednaka je presjeku svih definicionih hiperravnina koje sadrze

P, .
aff P= () Hi= () H,
f%féi i€lp

gdje je Ip skup definiran s (6.2).

Dokaz. Skup

M = ﬂ Hi:{xeR”:aix:bi zasvakiielp}
i€lp
afin je jer je presjek afinih skupova H;. Pokazimo da je aff P = M. Neka je
L :={1,...,m}\Ip. Akoje I) = (), onda je P = M, pa je ocito aff P = aff M = M.
Zato nadalje pretpostavimo da je I # (. Kako je P C M, slijedi aff P C M.
Preostaje dokazati obratnu inkluziju M C aff P. Neka je x € M. Za svaki i € I
prvo odaberimo tocku x; € P takvu da je a’x; < b;, a zatim definirajmo novu toc¢ku

1 )
X0 '= 1] E xX; € P,
i€l
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gdje |I1| oznacava kardinalni broj skupa I;. Bududi da je
alxg=a'x=b; za svaki i € Ip,
a'xy < b; za svaki 1 € Iy,
postoji dovoljno malen realan broj € > 0 takav da je

a'(xo 4 e(x — xq)) = b; za svaki i € Ip,

a'(xo +e(x —xp)) < b; za svaki i € I;.
Time smo pokazali da je y := xo + &(x — xg) € P. Dakle, xg,y € P. Zato pravac
p odreden tockama xq iy lezi u aff P, tj. p = {x0 + My —x¢) : A € R} C aff P.
Bududi da taj pravac p sadrzi i tocku x, slijedi x € aff P. Time smo dokazali da je
afft P= M. |
TEOREM
Neka je poliedar P C R™ definiran sustavom nejednadzbi (6.1) te neka je Ip skup
definiran s (6.2). Poliedar P afine je dimenzije r ako i samo ako sustav jednadzbi

a'x = b, i€lp (6.3)

ma rang n — .
Drugim rijecima, oznacimo li s Ay, matricu sustava (6.3), tvrdnju teorema
moZemo kratko matematicki zapisati kao:

affdm P =r < r(A;.) =n—r,

gdje je r(Ay,) rang matrice Ap,.

Dokaz. Kao i u dokazu leme 6.2., neka je
M = ﬂ Hiz{xeR":aiXZbi zasvakiielp}.
i€lp
Tada je aff P = M, odakle slijedi
affdim P = dim M.

Sada je lako je dokazati tvrdnju teorema. Zaista, kao prvo uo¢imo da bez smanjenja
opcéenitosti mozemo pretpostaviti da u presjeku

M= () H
i€lp
nema suvisnih hiperravnina, tj. da su linearno nezavisni reci matrice Aj,; u su-
protnom iz presjeka izbacimo suvisne hiperravnine. Tada je (vidi propoziciju 2.1. i
primjedbu 2.3.)
dimM =n—r(Aj,).
Dakle,

affdm P =r <= dimM =r<=n—r(A.)=r<=r(A)=n—r.
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6.1. Stranice poliedra

TEOREM

Neka je poliedar P C R™ definiran sustavom nejednadzbi (6.1) te neka je Ip skup
definiran s (6.2). Neprazan podskup F od P ekstremalna je stranica poliedra P ako
1 samo ako postoji skup indeksa I takav da je

nglg{l,,m}

F:{XeRn:ax—bi,zel }

a'x <b,ie{l,....m\I

=Pn([)H).

icl

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je skup F oblika (6.4) ekstremalna stranica poliedra
P. Skup F jest ocigledno konveksan. Pretpostavimo da su x1,xs € P takve da je
X1 # X2 1 (x1,%2)NF # (). Treba pokazati da je [x1,x2] C F. U tu svrhu odaberimo
bilo koju tocku z € (x1,x2) N F. Neka je z = (1 — A)x1 + Ax2 za neki A € (0,1). Za
svaki ¢ € I vrijedi
bi = aiz = (1 — )\) aixl + )\aiXQ,

a bududi da je a’x; < b; i a'xe < b; (jer su x1,xs € P), mora biti a'x; = a’xy = b;.
Time smo pokazali da je x1,x3 € F, odakle zbog konveksnosti skupa F' slijedi
[x1,%x2] C F.

Obratno, pokazimo da je svaku ekstremalnu stranicu F' poliedra P moguce prikazati
u obliku (6.4). Kako je F' # (), prema propoziciji 2.22. je Rellnt F' # (. Odaberimo
bilo koju tocku xg € Rellnt F', a zatim definirajmo skup indeksa

I:=1I(x0)={i€{l,...,m}:a'xo=b;}.
Neka je . ‘
F = {x:aZX:bi, 1el;ax <b;,i € {1,...,m}\[}.

Prema prvom dijelu dokaza, F’ ekstremalna je stranica od P. Sad éemo pokazati
da je F' = F’, i time zavrsiti dokaz. Kako je xo € F' N Rellnt F', propozicija 5.14.
povlaci FF C F’. Preostaje dokazati obratnu inkluziju F’ C F. Neka je x € F'.
Buduéi da je

alxg=a'x=b; za svaki i € I,

a'xg < b; zasvakii € {1,...,m}\I,

postoji dovoljno malen realan broj € > 0 takav da je

a'(xo +e(xg — X)) = b; za svakii € I,
a'(xo +e(x0 — %)) < b; zasvakii € {1,...,m}\I.
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Time smo pokazali da je y := xg + &(xg — x) € F’. Dakle, x,y € F’ C P. Uo¢imo
da je xg € (x,y) N F. Buduéi da je F ekstremalna stranica od P, slijedi [x,y] C F,
pajex € F. |

Ekstremalnu stranicu poliedra kratko zovemo samo stranica. U skladu s tim
dogovorom, tvrdnju teorema 6.4. mozemo iskazati na sljede¢i ekvivalentan nacin
koji moze posluziti za definiciju stranica poliedra.

5. TEOREM

Neka je
P=(\H;
i=1

poliedar iz R™. Podskup F od P stranica je poliedra P ako i samo ako se F' moZe pri-
kazati kao presjek poliedra P sa konacéno mnogo njegovih definicionih hiperravnina
H;.

Sljededi korolar slijedi direktno iz teorema 6.5.

KOROLAR
Neka je P poliedar. Tada vrijedi:

(i) P ima konaéno mnogo stranica.
(i) Svaka stranica poliedra P jest poliedar.

(iii) Neka je F stranica poliedra P. Skup Fy C F stranica je od F ako i samo ako
je F1 stranica od P.

PRIMJEDBA
Uoc¢imo da tvrdnja (i) prethodnog korolara slijedi i iz propozicije 5.11.

Kombiniranjem teorema 6.3. i 6.4. dobivamo:

TEOREM

Neka je poliedar P C R™ definiran sustavom nejednadzbi (6.1). Skup F C P jest
k-dimenzionalana stranica poliedra P onda it samo onda ako postoji toéno n — k
linearno nezavisnih redaka a’ ..., a"~* matrice A takvih da je

F=Pn{xeR":a%x=b;, j=1,...,n—k}.

6.1.1. Vrhovi i bridovi poliedra

U teoriji linearnog programiranja (LP) vaznu ulogu imaju vrhovi i bridovi poliedra,
koje definiramo na sljedec¢i nacin:
DEFINICLIA

Pod vrhom poliedra podrazumijevamo njegovu 0-dimenzionalnu stranicu. Pod bri-
dom poliedra podrazumijevamo njegovu 1-dimenzionalnu stranicu.
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Dakle, vrhovi poliedra nisu nista drugo nego njegove ekstremalne tocke, a bridovi
nisu nista drugo nego 1-dimenzionalne ekstremalne stranice. Sljedeéi opis vrhova i
bridova poliedarskog skupa vazan je u teoriji linearnog programiranja.

TEOREM
Neka je poliedar P C R™ definiran sustavom nejednadzbi (6.1). Vrijedi:

(a) Tocka v € P wvrh je poliedra P ako i samo ako postoji n linearno nezavisnih
redaka @', ...,a'" matrice A takvih da je

ai"v=bik7 k=1,...,n.
m
Drugim rije¢ima, tocka v € R™ vrh je poliedra P = (| H; ako i samo ako
i=1
postoji n linearno nezavisnih definicionih hiperravnina H;, , k =1,...,n, tak-
vih da je
n
{v}=P() Hi,.
k=1

(b) Podskup ~ od P brid je poliedra P ako i samo ako postoji tocno n—1 linearno
nezavisnih redaka a’, ..., a'—! matrice A takvih da svaki x € v vrijedi

aikXZbik, k=1,...,n—1.

m

Drugim rijecima, skup v C R™ brid je poliedra P = (| H; ako i samo ako
i=1

postoji toéno n — 1 linearno nezavisnih definicionih hiperravnina H;, , k =

1,...,n—1, takvih da je
n—1
L:= () Hy
k=1

pravac i v = PN L. Za pravac L kaZemo da je nosilac brida .

Dokaz. Slijedi direktno iz teorema 6.8. |

Prema prethodnom teoremu, vrh je odreden s n linearno nezavisnih definicionih
hiperravnina. Medutim, jasno je da opcenito kroz vrh moze prolaziti i vise od n
definicionih hiperravnina. Ako kroz vrh prolazi to¢no n definicionih hiperravnina, za
taj vrh kazemo da je nedegeneriran; u suprotnom kazemo da je degeneriran. Sli¢no,
i brid moze lezati u vise od n — 1 definicionih hiperravnina.

TEOREM
Neka je P neprazan poliedar iz R™. Vrijedi:

(a) Poliedar P ima vrh onda i samo onda ako rang matrice A iznosin, tj. ako

jer(A) =n.

(b) Tocka v € P wvrh je poliedra P onda i samo onda ako postoji vektor ¢ € R™

takav da je

c'x <clv za svaki x € P\{v}.
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Dokaz. (a) Pretpostavimo da je v vrh od P. Neka je I, skup svih aktivnih indeksa
u vrhu v, a A, odgovarajuca submatrica matrice A sastavljena od aktivnih redaka
u vrhu v. Iz tvrdnje (a) prethodnog teorema slijedi da rang matrica Ay iznosi n,
tj. r(Ay) =n. Zato jeir(A) =n.

Obratno, pretpostavimo da je r(A) = n, tj., ekvivalentno, da su linearno neza-
visni stupci matrice A. Odaberimo bilo koju tocku z € P; kako je P # (), takva
tocka postoji. Neka je A, matrica sustava aktivnih ogranic¢enja u tocki z, a I(z)
skup aktivnih indeksa u tocki z. Ako je r(A,) = n, z je vrh (teorem 6.10.a)) i dokaz
je gotov. Zato nadalje pretpostavimo da je r(A,) < n. Tada su linearno zavisni
stupci matrice A, i zato postoji g € R™\{0} takav da je A,q = 0. Zbog r(A) =n
mora biti

a'lq#0 zabarem jedani € {1,...,m}\I(z) .

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a’q > 0 za barem jedan
ie{l,...,m}\I(z). Neka je

Ao = max{A\ €R:z+ \q € P}
= max{\ € R:a’(z+ \q) < b; zasvakii € {1,...,m}\I(z)}

b; —a’ ,
= min{zeaz ra'q > O}
big — aiOZ
=
Definirajmo
71 1= Z + \Qq.

Tada je z; € P i indeks ip aktivan je u tocki z;. Nadalje, kako je A,q = 0 i
a‘oq # 0, lako je pokazati da je redak a® linearno nezavisan od redaka matrice A.
Zato je rang matrice A,, strogo veéi od ranga matrice A,. Ako je (A, ) < n,
nastavljamo taj postupak sve dok u kona¢no mnogo koraka ne dodemo do tocke
z, € P takve da je r(A,, ) = n, §to ée znagciti da je zj vrh poliedra P.

(b) Koristit ¢emo oznake uvedene pod (a). Neka je v vrh poliedra P. Definirajmo
vektor _
cl = Z a’
i€l
kao sumu onih redaka a’ matrice A koji su aktivni u vrhu v (a’v = b;). Tada je

CTV: Zaiv: Zbl

i€ly i€ly

Nadalje, kako je A, regularna matrica (jer je 7(Ay) = n) te kako je a’v = b; za
svaki i € Iy, za svaku drugu tocku x € P\{v} postoji barem jedan indeks i € I
takav da je a’x < b; i zato je

c'x = Zaix < Z b, =clv.

icly icly
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Obratno, pretpostavimo da postoji ¢ € R™ takav da je c’x < c¢’v za svaki
x € K\{v}. Neka je H = {x € R" : ¢’x = c’v}. Tada je

HnP={v} i P\{vICH \H,

§to nam govori da je {v} izlozena stranica poliedra P. Prema tvrdnji (a) propozi-
cije 5.7., v jest vrh poliedra P. |

PRIMJEDBA

Tvrdnja (b) iz prethodnog korolara govori nam da je v vrh poliedra P onda i
samo onda ako je {v} izloZzena stranica od P, tj. ako u toc¢ki v postoji potporna
hiperravnina (od P) H = {x € R* : ¢Ix = 3} takva da je PN H = {v} i
P\{v}CH \H.

KOROLAR
Neprazan poliedar

P={xeR":Ax=b, x>0}, AecR™" beR"

ima vrh.

Dokaz. Zapisimo poliedar P u obliku

A b
P={xecR": | -A|x<|-b
-1, 0
Kako je
A
r —A =n,
-1,
prema tvrdnji (a) teorema 6.11. poliedar P ima vrh. [ |

Prema teoremu 5.44., neprazan, zatvoren i konveksan skup ima ekstremalnu
tocku onda i samo onda ako on ne sadrzit nijedan pravac. Kako je svaki poliedar
zatvoren i konveksan, ta tvrdnja vrijedi i za poliedre. Zbog izuzetne vaznosti te
tvrdnje u teoriji linearnog programiranja, formulirat ¢emo je kao sljedeéi teorem i
dokazati na vrlo jednostavan nacin.

TEOREM
Neka je
P={xeR":Ax<b}, AcR™" beR™

neprazan poliedar. Poliedar P ima vrh (ext P # 0) onda i samo onda ako P ne
sadrzi nijedan pravac.
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Dokaz. Prema tvrdnji (a) teorema 6.11. poliedar P ima vrh onda i samo onda
ako je 7(A) = n, tj. ako su linearno nezavisni stupci matrice A. Stupci matrice A
linearno su nezavisni onda i samo onda ako ne postoji q € R", q # 0, takav da je
Aq =0, a to je onda i samo onda ako P ne sadrzi nijedan pravac. |

Prije iskaza sljede¢eg teorema korisno je vratiti se na str. 56 i podsjetiti se
definicije bazi¢nog dopustivog rjesenja.
TEOREM
Neka je v € P, gdje je P CR"™ poliedar oblika
P={xeR": Ax=b, x > 0}, gdje su A € R™*" {b € R™.

Tocka v je vrh poliedra P ako i samo ako je v bazicno dopustivo rjesenje sustava
ogranicenja koji definira P, tj. onda i samo onda ako su linearno nezavisni stupci
matrice A koji odgovaraju strogo pozitivnim koordinatama vektora v.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da rang matrice A
iznosi m; u suprotnom iz sustava jednadzbi Ax = b izbacimo suvisne jednadzbe.
Ako je m = n, tvrdnja teorema ocigledno vrijedi. Zato nadalje pretpostavimo da je
m < n. Nadalje, kako bismo mogli iskoristiti teorem 6.10., oznacimo s I,, jedinicnu
matrica reda n i zapis§imo poliedar P u obliku

A b
P={xecR": | -A|x<|-b
-1, 0

Neka je v = [v1,...,v,]T € P. Tada je Av=biv > 0. Zato je
b= Zviai7 v; > 0,
i=1

tj. b jest linearna kombinacija stupaca matrice A; nenegativni koeficijenti te kombi-
nacije koordinate su vektora v. Novom numeracijom stupaca matrice A i koordinata
tocke v, ako je to potrebno, mozemo posti¢i da je

v, =0za1<s,v;,>0za1> s.
Dakle,

alv==b;, i=1,...,m

ev=v,=0, i=1,...,s

ev=v;>0, i=s+1,...,n,



152 Poliedri
gdje €' oznacava i-ti redak jediniéne matrice I,,. Neka je
_all a15;a1,5+1 aln_ _0...0;a175+1 aln_
. ! ) |
A : I : |
A= e | lam ... Qs |G, 41 - - G 0 0/m,st1 - G,
B L0 0 0 0 0
e’ | |
| |
Lo 0 | 10 1m0 0 |

matrica sustava aktivnih ogranic¢enja u tocki v. Dakle, matrica A dobiva se tako
da matrici A pripisemo prvih s redaka e',...,e° jediniéne matrice n-tog reda; is-
taknuta submatrica jedini¢na je matrica Iy reda s; znakom ~ koji se nalazi izmedu
gore navedenih dviju matrica naglasili smo da one imaju isti rang, sto je lako pro-
vjeriti elementarnim operacijama nad recima matrice A. Neka je T‘(A) rang matrice
A. Lako je zakljuciti da je T‘(A) = n ako i samo ako su linearno nezavisni stupci
as4+1,-..,a, matrice A. Drugim rije¢ima, T‘(A) = n ako i samo ako je v bazitno
dopustivo rjesenje.

Prema tvrdnji (a) teorema 6.10. tocka v vrh je od P ako i samo ako je 7(A) =
n. FEkvivalentno, v jest vrh od P ako i samo ako su linearno nezavisni stupci
as41,-.-,a, matrice A |

Ako je poliedar P zadan u standardnom obliku i ako odgovarajué¢i LP problem
ima rjeSenje, prema tvrdnji (ii) teorema 3.13. optimalno rjesenje dostize se u vrhu
poliedra P. Sljede¢i teorem govori nam da ta tvrdnja vrijedi za svaki poliedar s
barem jednim vrhom.

. TEOREM

Neka poliedar

P={xeR":Ax<b}, AeR™" beR"

ima vrh, tj. ext P # (). Nadalje, neka je c € R™.
Ako postoji tocka z € P takva da je

M = inf ¢Tx =c’z,
xeP

onda postoji vrh v € ext P takav da je

v =M.

Dokaz. Kako je ext P # (), poliedar P ne sadrzi nijedan pravac (teorem 6.14.).
Zato i neprazan poliedar

Q={xeR":c'x=M}NP
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ne sadrzi nijedan pravac pa stoga on ima vrh v (teorem 6.14.). Pokazimo da je v vrh
i poliedra P i time ¢e dokaz biti gotov. Zaista, ako v ¢ ext P, onda je 7(Ay) < n
(tvrdnja a) teorema 6.10.), pa zato postoji q € R™\{0} takav da je Ayq = 0, a
to znac¢i da se moze odabrati dovoljno malen € > 0 takav da bude v+eq € P i
v —eq € P. Kako je cT'v = M, mora biti ¢’'q = 01 zato je

v+eqe@ & v—eqeQ.

Zbog

v=3[(v—eq)+(v+eq),
v ne bi bila ekstremalna tocka od @, sto je kontradikcija. ]
KOROLAR

Ako je v brid poliedra P C R"™, onda je v jedan od sljedecih triju skupova:

(i) segment, v = [v1,Va], gdje su vi,va vrhovi od P,

(i1) zatvorena zraka, v = {v +Aq: X\ > 0}, gdje suv vrh od P i q € R"\{0} ili
(i1i) pravac, v = {xo + Aq : A € R}, gdje sux¢ € P i q € R"\{0}.

Dokaz. Za dokaz te tvrdnje iskoristit ¢emo propoziciju 5.11. i tvrdnju d) te-
orema 5.16.

Poliedar P zatvoren je konveksan skup, a brid v jest po definiciji njegova 1-
dimenzionalna ekstremalna stranica. Prema tvrdnji d) teorema 5.16., brid -y zatvo-
ren je skup. Dakle, v jest 1-dimenzionalan, zatvoren i konveksan podskup od P.
Moguca su dva slucaja: 7 jest omeden ili je v neomeden skup. Ako je v omeden,
zbog zatvorenosti i konveksnosti on je oblika v = [vy, va], gdje su vi, vy € P. Kako
su vi i vo ekstremalne tocke od 7y, prema propoziciji 5.11. rubne tocke vi i vg
vrhovi su od P. Ako je v neomeden skup, zbog zatvorenosti i konveksnosti v mora
biti zraka

y={v+Aq:A>0}, veP qeR"\{0}

ili pravac
y={xo+Aq: AeR}, x€ P qeR"\{0}.

Pri tome, u sluc¢aju da je v zraka s pocetkom u tocki v € P koja je njezina ekstre-
malna tocka, v jest vrh od P (propozicija 5.11.). | J

DEFINICLIA

Za dva razlic¢ita vrha vy i va poliedra P kazemo da su susjedni ako je segment [v1, va)
brid poliedra P.
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6.2. Dekompozicija poliedarskog skupa

Prema Motzkinovom teoremu 1.38. o dekompoziciji poliedra, neprazan skup P C

R™ poliedar je ako i samo ako postoje politop @ = conv {vy,...,v,} i konatno
generiran konus C' = cone {qy,...,qs} takvi da je
P=Q+C

= conv{vy,...,v.} +cone{qs,...,qs}

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su tocke vi,..., v, konveksno
nezavisne, tj. da se ni jedna od njih ne moze prikazati kao konveksna kombinacija
preostalih; u suprotnom ju eliminiramo iz skupa generatora politopa ) i umanjeni
skup generatora generira isti politop Q. Tada su vy, ..., v, vrhovi politopa @, ali ne
nuzno i vrhovi poliedra P; ¢ak vise, poliedar P ne mora imati vrh, $to ilustriramo
u sljede¢em primjeru. Osim toga, gornji prikaz poliedra nije jedinstven, Sto takoder
ilustriramo u sljede¢em primjeru. Isto tako, mozemo pretpostaviti da se ni jedan
vektor q; ne moze prikazati kao konusna kombinacija preostalih vektora q;.

PrimJeER. Neka je P poliedar sa slike 32. Uocimo da ga mozemo zapisati kao
P = conv {T1,T>} + cone{q, —q}, q=(1,0),

gdje je Ty bilo koja tocka s x-osi, a Ts bilo koja tocka s pravca y = 1. Dakle,
dekompozicija tog poliedra nije jedinstvena. Taj poliedar nema vrhova.

Y

q :\(17 0)

/2 P

T1 0 T

[u iy

Slika 32. P = {(z,y) e R?: 0 <y < 1}.

Za poliedre koji imaju vrh (ekvivalentno, ne sadrze nijedan pravac) vrijedi
sljedece profinjenje Motzkinova teorema 1.38. o dekompoziciji. Premda je to profi-
njenje specijalan sluc¢aj teorema 5.44., zbog izuzetne vaznosti dekompozicije u teoriji
linearnog programiranja dokaz ¢emo napraviti i na drugi nacin, bez zahtjevne teorije
konveksnosti.

TEOREM
Ako poliedar
P={xeR":Ax<b}, AeR™" beR™

ima vrh, onda je
P = conv (ext P) + rec P.
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Dokaz. Direktno iz definicije recesivnog konusa rec P slijedi conv (ext P) +rec P C
P. Dokaz obratne inkluzije provest ¢emo silaznom indukcijom po rangu matrice
aktivnih ogranicenja u tocki x € P. Zato prvo pretpostavimodajex € Pir(Ax) =
n. Prema tvrdnji (a) teorema 6.10. tocka x vrh je poliedra P, a kako je x =x+0
i 0 € rec P, ocito je x € conv (ext P) + rec P. Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi
za svaku tocku x € P takvu da je r(Ax) = n. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za svaku tocku x € P takvu da je k < p = r(Ax) < n. Treba pokazati da tvrdnja
vrijedi za svaku tocku x € P za koju je r(Ax) = k — 1. Neka je x € P takva
da je r(Ax) = k — 1. Kako je r(Ax) < n, postoji q € R*, q # 0, takav da je
A,q = 0. Buduéi da po pretpostavci poliedar P ima vrh, P ne sadrzi nijedan
pravac (teorem 6.14.). Kako pravac {x + Aq : A € R} nije sadrzan u P, mora biti

a'q#0 zabarem jedan i € {1,...,m}\I(x) .

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je a’q > 0 za barem jedan
ie{l,...,m}\I(x). Moguéa su tri slucaja: (i) Aq > 0, (ii) Aq < 0 ili (iii) Aq
ima strogo pozitivnih i strogo negativnih koordinata.

(i) Neka je

7o := max{T € R:x+ 7q € P}
= max{r € R:a'(x +7q) <b; zasvakiic {1,...,m}N\I(x)}

b; —a’ ,
= min{leax:a’q>0}
a'q

aoq
Definirajmo
X0 1= X + 709.
Tada je xog € P i indeks ip aktivan je u tocki x¢. Nadalje, kako je Axq = 0 i
aoq # 0, lako je pokazati da je redak a® linearno nezavisan od redaka matrice

Ay. Zato je rang matrice Ay, strogo ve¢i od ranga matrice Ax. Po induktivnoj je
pretpostavci xg € conv (ext P) + rec P, tj. x¢ oblika je

X = Z )\ivi + do, Z )\1 = 1, /\z Z O, Ado S 0.

v;Eext P v;Eext P

Zato je
X =Xg — T0q = Z ANivi+d, d:=dy — 10q.

v;€ext P
Kako je Adg <0, 9 >0iAq > 0, ocito je Ad > 0, tj. d € rec P.

(ii) U tom je slucaju A(—q) > 0. Dalje se postupa kao pod (i).
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(iii) Kombinirat ¢emo prethodna dva slu¢aja. Neka je

. bi—alx i
71 ;= minqy——:a'q >0y, X] =X+ T1q,
a'q
. (b —a'x i
Tp := min{ ————: —a'q >0, X9 =X — T2 (.
_a'Lq

Lako se provjeri da x; i x2 leze u poliedru P te da su rangovi matrica Ay, i Ay,
strogo veéi od ranga matrice Ax. Po induktivnoj pretpostavci x; i xo oblika su

X1 = E Aivi +dy, E Ai=1,22>0,Ad; <0,
v;€ext P v; €Eext P
Xg = E wivi +da, E i =1, u; >0, Ady <0.
v;Eext P v;€ext P
Zato je
— T2 T1
X = T1+T2X1 + ‘1'1-1“1'2X2
— T2 N T1 N T2 T1
T AT Z Aivi + T1+T2 Z Vi + T1+T2 di + T1+T2 d>
v; €ext P v;€ext P
— T2 . T1 . . T2 T1
- Z (Tl+7'2 Ai + T1+T2 MZ)VZ + T1+T2 di + T1+T2 da,
v;€ext P
odakle vidimo da tvrdnja teorema vrijedi za d = —22-d; + —Z.—d». [ |
Ti+T2 T1+T2

Jos neke informacija o dekompoziciji poliedra na politop i poliedarski konus daje
nam sljedec¢i teorem.

TEOREM
Neka je
P =conv{vy,...,v.} +cone{qi,...,qs}

bilo koja dekompozija nepraznog poliedra P C R™ na politop
Q =conv{vy,...,v,.}
1 konacéno generiran konus
C = cone{qi,...,qs}.
Tada vrijedi:
(a) C =recP.

(b) Svaka ekstremalna tocka od P jednaka je nekoj tocki v; koja se ne moze
prikazati kao konveksna kombinacija preostalih tocaka v;.
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Dokaz. (a) C'+C = C jer je C konveksni konus. Zato i kako je P = Q + C, vrijedi
P+CCQ+C+CCQR+C=P,

odakle slijedi C' C rec P. Preostaje dokazati obratnu inkluziju recP C C. U tu
svrhu pretpostavimo da je q € rec P. Neka je x¢ bilo koja tocka iz P. Tada je
xg + kq € P za svaki k € N, pa postoje tocke pi € @, ¢ € C takve da je

X0 + kq = px + ¢k, k e N.

Politop @ kompaktan je pa niz (pg) ima konvergentan podniz. Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo da je taj niz konvergentan. Neka je limg— 0o Px = Po €
Q. Tada je

lim [lkq — cxl| = lim |[pr — %ol = [[Po — xol|,
k—o00 k—o00

odakle dobivamo limy_,« ||q — (1/k)cg|| = 0, odnosno, ekvivalentno, (1/k)ci, — q.
Kako je (1/k)ci € C za svaki k € N, zatvorenost skupa C povlaci q € C.

(b) Svaka je ekstremalna tocka xg poliedra P oblika

e e

Kako je p + %c #+ p+ %c ako i samo ako je ¢ # 0, te kako je x¢ ekstremalna
tocka, mora biti ¢ = 0. Dakle, xg = p € Q). Po definiciji ekstremalne tocke, xg ne
moze se prikazati kao konveksna kombinacija preostalih toc¢aka iz ) pa zato xo mora
biti jednaka nekoj tocki v; koju nije moguce prikazati kao konveksnu kombinaciju
preostalih tocaka v;. |

Vrijedi sljede¢e poopcéenje teorema 6.16. na konveksne funkcije:

TEOREM
Neka je
P =conv{vy,...,v.} +cone{qs,...,qs}
dekompozicija nepraznog poliedra P C R™ na politop @ = conv {v1,...,v,} i konus

C =cone{qi,...,qs}, a f: P — R konveksna funkcija. Ako je

sup f(x) < oo,
xeP

onda f svoj globalni maksimum postiZe u nekoj tocki v, € Q.

Dokaz. Neka je M :=sup,cp f(x). Svaki x € P jest oblika

X = i/\ivi +iﬂiqja iy i >0, XT:)\i =1.
i1 j=1 i=1
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Nadalje, zbog konveksnosti funkcije f za svaki ¢t > 1 vrijedi

o0 = (A=Y Avi+ i+t = 1)) piay))
i=1

j=1

<(1- %)f(zr:)\ivi) + %f(XJr (t— 1)imqj)
i=1 =1

< (1- %)f(zr:/\ivi) + 4
i=1
Uzmemo li limes kad ¢t — oo, dobivamo
fx) < f(i:)\ivi)-
i=1
Nadalje, primjenom Jensenove nejednakosti dobivamo

JO) < F(RoAwvi) < DA (vi) S max{f(va),o f(ve)}-

i=1

Zadaci za vjezbu

1. (Unutarnja i vanjska poliedarska aproksimacija) Odaberimo tocke x1, ..., Xk
s granice zatvorenog konveksnog skupa C' C R™. Neka je H; = {x € R" :
alx = alx;} potporna hiperravnina na skup C u toéki x;. Definirajmo

7

poliedre
Py i=conv{xy,...,Xk}, Pouwr:={x€R":al(x—x;)<0, i=1,...,K}.
Provjerite da je P, C C C Pyy:.

2. (Voronojev?! opis poluprostora) Neka su a i b dvije razlicite tocke iz R™.
Definirajmo hiperravninu

Hep:={xecR":c'x=p},

gdje su ¢ :=2(b —a), 8 := bTb — aTa. Dokazite:

(a) Skup svih tocaka iz R™ koje su blize (u euklidskoj metrici) tocki a nego
tocki b, tj. skup {x € R" : ||x — al| < [|x — b||} poluprostor je H_ ;.

(b) Skup svih tocaka iz R™ koje su jednako udaljene od tocaka a i b jest
hiperravnina H g,

21Georgy Feodosevich Voronoy (I'eéprii ®eondciioBuu Boponuit) (1868. - 1908), ukra-
jinski matematicar.
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(c) 3(a+b) € Hep.
Uputa: (a)
Ix —al* < [x = b|* & (x —a)" (x —a) < (x = b)" (x — b)
= 2b-a)Tx<b’b-a’a.

3. (Voronojevi skupovi) Zadane su tocke xg,x1,...,xx € R™. Neka je Vp, skup
tocaka iz R™ koje su blize tocki x¢ nego preostalim tockama x;, tj.

Vo={xeR":|x—x¢|| <|x—x;|| zasvei=1,...,K}
= eR™: ||x— = i — x|}
(xR x—xol = _ min x—xi)

Skup Vy zovemo Voronojevo podruéje oko tocke xg.

(a) Zapisete Vo u obliku Vp = {x € R" : Ax < b}, §to ¢ée znagciti da je V}
poliedar.

(b) Obratno, za poliedar P = {x € R" : Ax < b}, A € REX" 5 nepraznim
interiorom (Int P # @) pronadite tocke xg,X1,...,Xx € R" takve da P bude
Voronojevo podrucje tocke xq.

(c) Zasvaki k € {0,1,..., K}, skup

Vi={xeR":||x —xx|]| < |lx—xi|| zasvei#k}
Voronojevo je podruéje oko tocke xj. Skupovi Vy, V1, ..., Vi tvore poliedarsku
dekmpoziciju skupa R™. Preciznije: R"™ = Uszl Vi iInt V;NInt V; = 0 za i # j,
tj. Vi i V; mogu se sje¢i samo u tockama sa svoje granice.

Uputa: (a) Prema 2. zadatku, tocka x bliza je tocki xo nego tocki x; ako i

samo ako je 2(x; — xo)Tx < x;frxi — xOTxo.

X1 —Xp X,{Xl — XgXO
T T
Xo — X X5 X2 — X Xo
A=2 , ., b=
XK — X0 X%XK — XgXO

(b) Odaberite bilo koju tocku xg € Int P = {x € R" : Ax < b}. Neka je
x; zrcalna slika tocke xo u odnosu na hiperravninu H; := {x € R" : a'x =
b;}, gdje a’ oznacava i—ti redak matrice A. Drugim rije¢ima, x; oblika je
x; = X9 + A(@)T, pri ¢emu je realan broj A takav da je udaljenost tocke x;
do hiperravnine H; jednaka udaljenosti tocke x¢ do Hj, tj.

bi — aixo aixi — bl

il fla’]

Dobiva se da je A = Q(bﬂ%m;’“’), pa je

X; = Xqo +
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4. Neka je E = {x1,...,Xm} skup tocaka iz R™. Dokazite: Ako je ||x1 —x2|| =

maxi<i j<m ||X: — X;||, onda su x1,x2 ekstremalne tocke skupa conv E.

. Neka su P i @ poliedri iz R". Dokazite: (a) P+ Q ={x+y:x€ Py € Q}

poliedar. (b) Svaki vrh od P + @ moze se prikazati kao zbroj nekog vrha od
P s nekim vrhom od Q.

Uputa: (a) Neka je

M={(x,y,2) ER™:x€ Py Q,z=x+y}.

Pretpostavimo da je P definiran s n1, a @) s no linearnih ogranic¢enja. Tada
je M definiran s ni + ne + n linearnih ogranic¢enja: n; ograni¢enja od P, no
ogranicenja od @ i n ogranicenja od zbroja z = x +y; dakle, M jest poliedar.
Neka je preslikavanje 7 : R3" x R definirano formulom 7(x,y,z) = z. Uocite
da je 7(M) = P+ @. Takoder uocite da je m kompozicija vanjskih projekcija.
Zato, visestrukom primjenom (2n puta!) teorema 1.32. dobivamo da je 7(M)
poliedar.

(b) Neka je x +y vrh od P + Q. Pokazimo da je x vrh od P. U suprotnom
bi postojale tocke x1,x2 € P, x1 # Xg, 1 realan broj A € (0,1) takvi da je
x = Ax1 + (1 — A)x2. Zbog toga bi bilo

x+y = A+ (1= Axz -y = A1 +3)(1 = )2 +),

a kako je x1 +y # X2 +y, to bi znacilo da x + y nije vrh od P + Q.

. Neka je

P =conv{vy,...,v,.} +cone{qy,...,qs} CR"

Definirajmo konus

X} € C. Za konus C kaze se

Pokazite da je x € P onda i samo onda ako je 1

da je dobiven homogenizacijom poliedra P.
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. Soltan V pdf  je prepun zadataka
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