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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namijenjen je u prvom redu studentima Odjela za matematiku Sveuci-
lista J. J. Strossmayera u Osijeku kao dodatna pomoc pri pripremanju za polaganje ispita
iz kolegija Teorija odlu¢ivanja. Materija je podijeljena u sedam poglavlja: Uvod u teoriju
odlucivanja, Poznati problemi odlucivanja, Tablice odlucivanja, Preferencije i funkcije vri-
Jjednosti, Stabla odlucivanja, Hijerarhijsko odlucivanje te O visekriterijskom odlucivanju.

Na kraju udzbenika nalaze se popis literature i kazalo pojmova. U svim poglavljima,
osim zadnjeg, teorijski dio ilustriran je mnostvom primjera, a na kraju svakog od tih po-
glavlja dani su zadaci za samostalno utvrdivanje izloZzenog gradiva i prosirivanje znanja.

Posebno zahvaljujem recenzentima izv. prof. dr. sc. Zoranu Tomljanovicu i izv. prof.
dr. sc. Tomislavu Buricu, koji su pazljivo procitali rukopis i svojim primjedbama i suges-
Veliko hvala i studentima 1. godine diplomskog studija Financijske matematike i statis-
tike te Matematike i racunarstva (generacija 2020./2021.), koji su me, pazljivim is¢itava-
njem radne verzije ovog udzbenika, upozorili na zaostale pogreske i propuste te su svojim
komentarima doprinijeli kvaliteti udzbenika i zanimljivoj pric¢i koja stoji iza pojedinih
rijeSenih primjera.

Takoder, unaprijed zahvaljujem svima koji mi ukazu na pogresku ili propust bilo koje
vrste i predloze ispravak ili poboljsanje.

Osijek, lipanj, 2022.
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1. Uvod u teoriju odlué¢ivanja

Kroz povijest, postupak donosenja odluka bio je uvijek jedan od klju¢nih procesa na
kojemu se zasniva organizacija covjekovog vremena, kako s privatnog tako i s poslovnog
aspekta. Svakim danom donosimo odluke, bile one male poput $to jesti za rucak ili kada
ici na spavanje do onih vecih kao $to su kupnja kuce ili auta, promjena radnog okruzenja
i slicno.

U danasnjim modernim i uzurbanim vremenima javlja se sve veca potreba za kvali-
tetnim donosenjem odluka u sto kracem vremenu iako razvoj savrsene metode za ra-
cionalno donosenje odluka u svakodnevnom zZivotu i dalje ostaje nedostizan cilj, bez
obzira na mnogobrojne znanstvene pristupe koji su se bavili tim problemom (vidi npr.
(23, 24, 71, 87, 91]).

Nastanak teorije odlucivanja Cesto se veze uz nastanak teorije vjerojatnosti [83] ¢iji
pocetci sezu u 17. stoljece, kada su B. Pascal i P. de Fermat pokusali dati matematicko
rjeSenje problema koji je Pascalu 1654. godine postavio kockar Chevalier de Mére, a
odnosi se na izracunavanje vjerojatnosti dobivanja najmanje jednog para Sestica, ako se
dvije simetricne igrace kockice bace 24 puta [13, 42].

Nadalje, vrsni matemati¢ar D. Bernoulli predstavio je 1738. ideju o vrijednosti is-
hoda kao pojma koji govori u kojoj je mjeri, s tocke gledista donositelja odluke, neki
ishod dobar ili los te je, dodatno, prvi predlozio zamjenu koncepta ocekivane vrijednosti
s konceptom ocekivane korisnosti, koja ce se pokazati kao veoma bitan pojam u teoriji
odlucivanja.

Znanstveni razvoj teorije odlucivanja, u pravom smislu rijeci, pocinje tek u tride-
setim godinama 20. stoljeca; preciznije, 1931. kada pocinje aksiomatska faza teorije
odlucivanja, nakon objavljenog clanka F. Ramseya o teoriji vjerojatnosti koji sadrzi osam
aksioma namijenjenih kako bi pomogli racionalnim donositeljima odluka prilikom iz-
bora izmedu nesigurnih inacica odluke. Prema Ramseyu, postivanje navedenih aksioma
omogucuje svim mogucim ishodima implicitno dodjeljivanje numericke vrijednosti i ko-
risnosti, $to ce dovesti do maksimizacije ocekivane korisnosti.

U povijesti nastanka teorije odlucivanja vaznu ulogu odigrao je i razvoj teorije igara
(engl. game theory) i ekonomske teorije korisnosti (engl. economic utility theory), koje su
razvili matematicar J. von Neumann i ekonomist O. Morgenstern 1944. godine [55], s
namjerom prevodenja svakodnevnog racionalnog ponasanja u kvantitativne izraze koji
su zatim doveli do mnogih neocekivanih rezultata i pokrenuli jo§ vise otvorenih pita-
nja. Von Neumann i Morgenstern potvrdili su Ramseyeve aksiome te su pokazali da je
svaki donositelj odluke koji postupa u skladu s njima u skladu i s nacelima maksimizacije
ocekivane korisnosti. S obzirom da teorija igara nije predmet ovog udzbenika, a Cesto se,
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u velikoj mjeri, ispreplice s teorijom odlucivanja, u Poglavlju 2. objasnit cemo ukratko $to
ona proucava te odgovoriti na cesto pitanje o glavnim razlikama izmedu tih dviju teorija.

Takoder, prekretnicu za razvoj i prakti¢nu primjenu teorije odlucivanja oznacilo je os-
nivanje Drustva za operacijska istrazivanja (engl. the Operations Research Society) 1950-ih
godina, kao i Instituta za menadZerske znanosti (engl. the Institute of Management Scien-
ces) te nesto kasnije i Instituta za znanost o odlukama (engl. Decision Sciences Institute)
(za vise detalja vidi [94, str. 317]).

Jos su se 1950-ih i 1960-ih godina temelji za rjesavanje problema teorije odlu¢ivanja
bazirali na matematickim modelima i algoritmima, Sto je i danas slucaj.

Krajem 1960-ih javljaju se nove ideje vezane uz podrucje analize odluka, koje se teme-
lje na subjektivnoj vjerojatnosti i teoriji korisnosti, a koje postaju opceprihvacene jer su
uvedene od, u to vrijeme, najboljih stru¢njaka u teoriji odlucivanja, kao $to su, primjerice,
Howard, Watson i Savage [36, 37, 80, 94, 98].

Razliciti pristupi i spoznaje o procesu donosenja odluka proizlaze iz interdisciplinar-
nosti podrucja odluéivanja, jer se problematikom odlucivanja bave kako matematicari,
tako i ekonomisti, psiholozi, politolozi te takoder i filozofi, sociolozi, inZenjeri, statisticari
i informaticari [81, 83].

Matematicari su uglavnom usredotoceni na racionalne procedure i logi¢ne posljedice
razli¢itih pravila odluéivanja, koje su vezane uz to kako bi ljudi trebali donositi odluke;
psiholozi su orijentirani na razumijevanje nacina na koji ljudi stvarno donose odluke, tj. u
kojoj je mjeri njihovo ponasanje uskladeno s racionalnim modelima; ekonomisti istrazuju
primjenu modela odlucivanja na konkretnim problemima; dok, na primjer, politologe za-
nimaju pravila glasanja i ostali aspekti skupnog odlucivanja [83].

Iako su mnogi tijekom godina predlagali razli¢ite podjele teorije odlu¢ivanja, danas
je najzastupljenija klasifikacija koju su predlozili D. E. Bell, H. Raiffa i A. Tverski 1998.
godine [4] i to na

o deskriptivne teorije odlucivanja
o normativne teorije odluc¢ivanja i
o preskriptivne teorije odlucivanja.

Predlozena podjela proizlazi iz dosadasnjih istrazivanja procesa odlucivanja, gdje su naj-
zastupljenija dva pristupa. Naime, odredeni znanstvenici istrazuju na koji se nacin psi-
holoske osobine covjeka odrazavaju na njegovo donosenje odluka te se takav pristup
temelji na teoriji koja se zove deskriptivna teorija odlucivanja, dok ostali istodobno poku-
Savaju utvrditi kako treba donositi odluke, tj. kako izabrati najbolju inacicu, a taj, drugi
pristup, obuhvacaju normativna i preskriptivna teorija odlucivanja. Sva tri pristupa imaju
svoju vrijednost za praksu odluc¢ivanja te o njima cCitatelj moze procitati vise, npr., u [83].
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Visekriterijsko (multikriterijsko) donosenje odluka je jedno od najpoznatijih pristupa
prilikom donosenja odluka te se ono, prema mnogim autorima (vidi, npr., [91, 96]) di-
jeli na vise—objektno donosenje odluka (promatraju se problemi odlucivanja u kojima je
prostor odluc¢ivanja neprekidan (neprebrojiv)) i vise—atributno (ponekad se koristi upravo
i termin visekriterijsko) donosenje odluka (bazira se na probleme s diskretnim prostorom
odlucivanja). I pored siroke palete raznolikih metoda za visekriterijsko odlucivanje, sve
one imaju neke zajednicke aspekte [15, 91] koji se ogledaju u dva osnovna pojma s kojima
cemo se upoznati u nastavku: alternative i kriteriji.

o Alternative cemo jos zvati i akcije, a rjede i objekti
te one predstavljaju razlicite mogucnosti, odnosno razlicite izbore akcija, koje
su dostupne donositelju odluke (odlucitelju) u situaciji o kojoj treba odluditi.
U ovom udzbeniku smatrat cemo da je skup alternativa konacan, kao sto je i
slucaj kod velikog broja autora.

o Kriteriji, koje jo$ nazivamo i atributi te stanja svijeta,
su zapravo faktori koji dodatno utjecu na donosenje odluke. Preciznije, to su
razliciti kutevi gledanja na dane alternative.

U slucajevima u kojima je broj kriterija velik (npr. vise od desetak), kriteriji
se mogu rasporediti na hijerarhijski nacin, sto znaci da se neki kriterij odredi
kao glavni te on posljedi¢no ima svoje podkriterije itd.

Iako neke metode visekriterijskog odlucivanja ukljucuju i hijerarhijsku struk-
turu, vecina njih pretpostavlja jednu razinu kriterija (bez hijerarhija), dok je
hijerarhija zastupljena upravo u hijerarhijskom tipu odlucivanja o kojem ce
vise rijeci biti kasnije.

L J

Ponekad je i za najjednostavnije probleme tesko donijeti pravu odluku. Naime, neki
donositelji odluke odluku mogu donijeti u trenutku, vodeci se samo svojom intuicijom,
dok neki odlazu donosenje odluke dok ne ispitaju sve moguce opcije te razmisle i o pos-
ljedicama koje odluka nosi sa sobom. Za uc¢inkovito donosenje odluka osoba mora biti u
stanju predvidjeti ishod svake opcije te utvrditi koja je opcija najbolja za odredenu situ-
aciju, sto danas svakako olaksava lak i brz pristup velikom broju informacija na koje je
uvelike utjecao razvoj novih tehnologija, umrezenost i novi nacini komuniciranja [95].
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Takoder, bitno je istaknuti da postoje dva glavna pristupa u donosenju odluka, a to su

o Tablice odlucivanja
Alternative i kriterije rasporedujemo u tablicu. Ovaj pristup biti ce detaljno opisan
u nastavku, odnosno u poglavljima 2. i 3.

o Hijerarhijsko odluc¢ivanje
Ukoliko je situacija o kojoj trebamo donijeti odluku nesto kompliciranija, tablica
odlucivanja moze biti nepregledna te u tom slucaju kriterije i alternative raspore-
dujemo u takozvane nivoe, pri cemu odluke donosimo nivo po nivo. Ovaj tip odluci-
vanja detaljnije cemo upoznati u Poglavlju 6.
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2. Poznati problemi odlucivanja

U nastavku navodimo nekoliko poznatih i u literaturi cesto spomenutih primjera odluci-
vanja (vidi, npr., [19]), koji ¢e nam takoder posluziti i kao ilustrativni primjeri prilikom
boljeg razumijevanja metoda i pripadnih aksioma odlucivanja s kojima cemo se upoznati
nesto kasnije.

PrivmjeR. Marko je student Odjela za matematiku u Osijeku koji treba sto prije dovrsiti
seminar iz kolegija Teorija odlucivanja, no baterija na laptopu prestala mu je raditi, subota
je ujutro te hitno mora kupiti novu. Marko treba odluciti hoce li kupiti bateriju u trgovini
Links koja je odmah pored njegove zgrade, no tu je baterija znatno skuplja, ili u trgovini
Chipoteka koja je udaljena od njegove zgrade ¢ak dva kilometra, no u njoj moze kupiti
povoljniju bateriju. Takoder, mjesec je sijecanj te je napolju poledica i postoji opasnost da
se ozlijedi ukoliko se odlu¢i i¢i do Chipoteke. Sto Marko treba odluéiti ukoliko promatra
odluku s materijalne strane?

Rjesenje. Najprije trebamo odrediti koje su dane alternative te potom treba odabrati
najbolju. S obzirom da Marko bira izmedu Linksa i Chipoteke, to su dvije mogucnosti,
odnosno alternative, dok su dani kriteriji koji su bitni prilikom donosenja odluke: hoce
li se Marko ozlijediti ili ne. Dakle, pripadna tablica odlu¢ivanja dana je s

Marko se nece ozlijediti Marko ce se ozlijediti
Links Marko je nepotrebno po- | Marko je potrosio vise, ali je
trosio vise novca izbjegao neugodnu ozljedu i

troskove lijecenja

Chipoteka Marko je znatno manje | Marko se ozlijedio i potrosio
potrosio viSe novaca na lijecenje nego $to
je ustedio na bateriji

Tablica 1. Markova tablica odluc¢ivanja

Da bi Marko donio odluku, treba dodijeliti neke vrijednosti danim dogadajima. Ukoliko,
na primjer, s x oznac¢imo cijenu jeftinije baterije, s X cijenu skuplje baterije te s L cijenu
lijecenja, onda bi tablica odluc¢ivanja mogla biti dana na sljedeci nacin (ukoliko pretpos-
tavimo da Marka zanima samo materijalna strana odluke):



6 Poznati problemi odlucivanja

Marko se nece ozlijediti Marko ce se ozlijediti
Links X kuna X kuna
Chipoteka x kuna x + L kuna

Tablica 2. Markova tablica odlu¢ivanja s materijalne strane

Citatelj lako moze zakljuéiti kako to nije najprecizniji pristup, jer smo problem donosenja
odluke promatrali samo kroz materijalnu stranu, a zanemarili smo ostale faktore. O

Takoder, bitno je napomenuti da ponekad mislimo kako nam ne treba nikakva teorija da
bismo donijeli pravu odluku jer se rjesenje Cini ocCito, stoga cemo u nastavku pogledati
nekoliko paradoksa koji ¢e nas u tome razuvjeriti. Na samom kraju ovog poglavlja na-
vodimo i poznati paradoks iz teorije igara (tzv. Zatvorenikova dilema) te nekoliko crtica
o samoj teoriji koje ce Citatelju pomoci u razumijevanju glavnih razlika izmedu teorije
odlucivanja i teorije igara.

2.1. Prvi paradoks: Minimizacija gubitka

Studenti Odjela za matematiku zele skupiti novac za apsolventsku ekskurziju te planiraju
organizirati manifestaciju pomocu koje ce to ostvariti. Oni razmisljaju izmedu sportskog
natjecanja i zabave uz ples i pjevanje karaoka u dvoristu Odjela. Prilikom donosenja
odluke svjesni su da ce prihod u oba slucaja ovisiti o vremenu te zbog jednostavnosti
razmatraju dva sluc¢aja —sto ako vrijeme bude kiSovito te §to ako bude suncano. Blagaj-
nik studentskog zbora predvidio je prihode dane u Tablici 3:

Prihod Kisovito vrijeme Suncano vrijeme
Sportsko natjecanje 630 kuna 900 kuna
Zabava 560 kuna 1120 kuna

Tablica 3. Minimizacija gubitka — tablica prihoda

Predsjednik studentskog zbora predlaze da se ide na sigurno, odnosno da se izabere sport-
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sko natjecanje, s obzirom da garantira prihod od najmanje 630 kuna, dok zabava, u slucaju
kisovitog vremena, garantira prihod od samo 560 kuna. Prije glasanja, blagajnik se sjetio
(jer je odradivao studentsku praksu u osiguravajucem drustvu) da se moze uzeti osigura-
nje, koje daje 350 kuna, u slucaju kiSovitog vremena, dok sama polica osiguranja kosta 75
kuna. Dakle, ukoliko studenti odluce uzeti osiguranje, moguci su ishodi dani u Tablici 4:

Prihod Kisovito vrijeme Suncano vrijeme
Sportsko natjecanje 905 kuna 825 kuna
Zabava 835 kuna 1045 kuna

Tablica 4. Minimizacija gubitka - tablica prihoda, uz osiguranje

Ponovno, donoseci odluku na osnovu opcije koja garantira veci prihod, predsjednik stu-
dentskog zbora sada predlaze zabavu jer ona garantira najmanje 835 kuna, nasuprot 825
kuna kod sportskog natjecanja. Ali blagajnik, pun iskustva, primjecuje da bi izbor u sva-
koj od tablica trebao biti jednak.

Naime, u oba slucaja, ako pada kisa, natjecanje donosi 70 kuna vise nego zabava,
dok u slucaju suncanog vremena zabava donosi 220 kuna vise. Kako bi donijeli najbolju
odluku, trebalo bi minimizirati gubitak. Preciznije, ne promatramo prihod nego koliko
gubimo (manje dobivamo) od maksimuma u situaciji kisovitog te suncanog vremena, $to
mozemo vidjeti u Tablici 5.

Gubitak Kisovito vrijeme | Suncano vrijeme | Najveci gubitak
Sportsko natjecanje 0 kuna 220 kuna 220 kuna
Zabava 70 kuna 0 kuna 70 kuna

Tablica 5. Minimizacija gubitka — tablica gubitaka

Iz prethodnih podataka zakljucujemo da je najbolje odluciti se za zabavu jer je najveci
gubitak kod zabave manji od najveceg gubitka kod natjecanja.

No, blagajnik je i dalje u dilemi: treba li uzeti osiguranje ili ne? Kako bismo donijeli
kona¢nu odluku, mozemo primijetiti da problem koji muci blagajnika ima Cetiri alterna-
tive izmedu kojih treba odluciti (vidi Tablicu 6). Dakle, konacna je odluka organizirati
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Prihod (gubitak) Kisovito vrijeme | Suncano vrijeme | Najveci gubitak
Sportsko  natjecanje || 630 kuna (275 | 900 kuna (220 | 275 kuna
bez osiguranja kuna) kuna)

Zabava bez osiguranja || 560 kuna (345 | 1120 kuna (0 | 345 kuna
kuna) kuna)

Sportsko natjecanje s || 905 kuna (0 | 825 kuna (295 | 295 kuna

osiguranjem kuna) kuna)

Zabava s osiguranjem || 835 kuna (70 | 1045 kuna (75 | 75 kuna
kuna) kuna)

Tablica 6. Minimizacija gubitka — tablica prihoda i gubitaka

zabavu te uzeti osiguranje protiv kise.

Gore opisana metoda poznata je pod imenom minimax regret, jer je cilj izabrati
alternativu koja minimizira najveci ocekivani gubitak. Iako se ¢Cini da je rjeSenje
zasnovano na potpuno logi¢nom rezoniranju, ta metoda ¢esto moze dovesti do kon-
tradiktornih odluka. Na primjer, ukoliko blagajnik studentskog zbora, iz naseg pri-
mjera, dode u osiguravajuce drustvo uplatiti policu i tamo sazna da su ukinuli takvu
vrstu police, to bi vodilo situaciji u kojoj studenti trebaju odluciti izmedu sportskog
natjecanja bez osiguranja i zabave bez osiguranja. Primijene li studenti ponovno mi-
nimizaciju gubitka, mogu se naci u dilemi: dok Tablica 6 kao izbor predlaze sportsko
natjecanje (gubitak od 275 kuna, naspram 345 kuna kod zabave), Tablica 5 kao od-
luku daje zabavu (koja vodi do gubitka od 70 kuna, naspram 220 kuna kod sportskog
natjecanja).
.

J

Bitno je jos istaknuti da ta metoda ne zadovoljava takozvani aksiom o irelevantnim alter-
nativama s kojim cemo se upoznati u Poglavlju 3.3.
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2.2. Drugi paradoks: Neovisnost preferencija

Ivana je na tomboli dobila poklon bon u trgovini H&M, uz mogucnost izbora izmedu ele-
gantne haljine i trenirke te izmedu sportskih patika i cipela na visoku petu. Ona se ne moze
odluciti sto odabrati. Da bi lakse donijela odluku, Ivana je dodijelila sljedece bodove po-
jedinim alternativama:

elegantna haljina 10
trenirka 12
sportske patike 8

cipele na visoku petu 9.

Tablica 7. Neovisnost preferencija — dodijeljeni bodovi odjevnih predmeta i obuce

Zbrajanjem bodova odjevnih predmeta i obuce, koji predstavljaju cjelovitu odjevnu kom-
binaciju, dobivamo sljedece iznose:

trenirka i sportske patike 20
elegantna haljina i sportske patike 18
trenirka i cipele na visoku petu 21
elegantna haljina i cipele na visoku petu 19.

Tablica 8. Neovisnost preferencija — dodijeljeni bodovi cjelovitih odjevnih kombinacija

Ukoliko bi se Ivana odlucila odabrati opciju koja nosi najvise bodova, onda bi odabrala
trenirku i cipele na visoku petu, no to bas i nije logi¢an izbor za zajednicki odabir.

Problem se pojavio kada smo zanemarili pretpostavku o ovisnosti izbora odjevnog
predmeta i obuce. Moze se pokazati da alternative (odnosno njihove tezine) mozemo
zbrajati ako i samo ako su one neovisne (vidi [23, Chapter 4]).
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2.3. Treci paradoks: Bordino prebrojavanje

Bordino pravilo i Condorcetov jednostavni princip vecine bili su Zari$ne tocke istrazivanja
drustvenog izbora od svojeg pojavljivanja, prije gotovo dva stoljeca, a dobili su ime prema
francuskim matematicarima Jean—Carles de Bordi i Marie-Jean—Antoine—Nicolas de Ca-
ritat, Marquis de Condorcet.

Dok se Condorcetova metoda temelji na kolektivnom usporedivanju u parovima i kan-
didata koji je vecinski pobjednik u usporedbi sa svakim protivnikom naziva Condorceto-
vim pobjednikom, odnosno smatra da takav kandidat treba biti prvi izbor [19, str. 328],
prema Bordinom pravilu treba odabrati kandidata s najvecim ukupnim brojem bodova,
pod uvjetom da biraci nikada nisu indiferentni izmedu razli¢itih kandidata. Preciznije,
ako se bira izmedu m kandidata te su bodovi m — 1, m — 2, ... 0 dodijeljeni kandidatu
na 1. (najboljem) mjestu, na drugom mjestu... te zadnjem (najlosijem) rangiranom kan-
didatu, u redoslijedu preferencija svakog biraca, onda je pobjednik kandidat s najvecim
ukupnim brojem bodova [10, 19, 20].

U nastavku pogledajmo primjer koji ilustrira Bordino pravilo.

PrivmjeR. U Osijeku se odrzala likovna kolonija s natjecanjem u amaterskom slikanju na
kojem su sudjelovali Ana, Branka, Cvjetko i Denis. Natjecanje je ocjenjivalo ¢ak Sest su-
daca i to na nacin da je svaki sudac dao ocjene od 0 do 3 svim natjecateljima (svaki sudac
je svom favoritu dao najvisu ocjenu 3, sljedecem prvu nizu ocjenu itd., dok je natjecatelju
koji mu se najmanje svidio dao najnizu ocjenu 0. Nakon zbrajanja svih ocjena, najboljim
amaterskim slikarom trebao je biti proglasen kandidat s najvecim ukupnim brojem bo-
dova. Dakle, suci su se vodili Bordinim pravilom te su redna mjesta kandidata zapisali u
sljedecu tablicu:

Suci
1 2 3 4 5 6
Ana 2. 3. 1. 2. 3. 1
Branka 1. 2. 3. 4. 1 3.
Cvjetko || 3. 4. 2. 3. 4 2.
Denis 4. 1. 4. 1 2. 4.

Tablica 9. Bordino prebrojavanje — redna mjesta kandidata
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Tko je, prema misljenju sudaca, najbolji izbor za pobjednika?

Rjesenje. Prema Bordinom pravilu, ¢esce je koristen sljedeci zapis prethodnog rangira-
nja:

Broj sudaca 2 1 1 1 1

1. mjesto Ana Branka | Denis Denis Branka
2. mjesto Cvjetko | Ana Branka | Ana Denis
3. mjesto Branka | Cvjetko | Ana Cvjetko | Ana

4. mjesto Denis Denis Cvjetko | Branka | Cvjetko

Tablica 10. Bordino prebrojavanje — skupne preferencije sudaca

Iz prethodne je tablice, s obzirom da znamo koliko bodova nosi pojedino mjesto, lako
izracunati bodove za svakog od kandidata:

Ana: 2x3+1x2+1x2+1x1+1x1=12
I1x3+1x3+1x2+2x1+1x0=10
2x2+1x1+1x1+1x0+1x0=6
Ix3+1x3+1x2+1x0+1x0=8.

Branka :
Cuvjetko:

Denis :

Iz prethodnog je lako zakljuciti da je pobjednica Ana. No, u meduvremenu, Brankin
je tim googlao Cvjetka jer im se ucinio poznatim te su otkrili da on nije amater nego
profesionalni slikar te su zahtijevali da se on diskvalificira! Sucima je bilo zaista neugodno
i nakon detaljne provjere odludili su zaista to uéiniti iako nisu planirali mijenjati poredak
kandidata, tj. izjavili su da ostaju pri svojim preferencijama. No, Brankin se tim pobunio
i zahtijevao novo glasanje nakon Cvjetkove diskvalifikacije. Nakon toga, sudci su rekli
da oni ostaju pri svojim stajalistima. Kako su ostala tri kandidata, najbolje je plasirani
prema tome sada dobio 2 boda, sljedeci 1 bod, dok je kandidat najlosije rangiran od strane
svakog pojedinog suca dobio 0 bodova.

Nakon novog je rangiranja tablica dana s:
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Suci
1 2 3 4 5 6
Ana 2. 3 1 2. 3 1
Branka 1. 2 2. 3. 1 2.
Denis 3. 1. 3. 1. 2. 3.

Tablica 11. Bordino prebrojavanje — redna mjesta kandidata nakon Cvjetkovog

izbacivanja
Takoder, vrijedi:
Broj sudaca 2 1 1 1 1
1. mjesto Ana Branka | Denis Denis Branka
2. mjesto Branka | Ana Branka | Ana Denis
3. mjesto Denis Denis Ana Branka | Ana

Tablica 12. Bordino prebrojavanje — skupne preferencije sudaca nakon Cvjetkovog
izbacivanja,

sto daje sljedece bodove svakog od kandidata:

Ana: 2x2+1x1+1x1+1x0+1x0=6
Branka: 1x2+1x2+2x1+1x1+1x0=7
Denis: 1x2+1x2+1x1+2x0+1x0=25.

Dakle, nova je pobjednica Branka! Naime, sucima 3 i 6 vise se svidao Cvjetko nego
Branka, a viSe Ana nego Cvjetko, pa je Cvjetkovim diskvalificiranjem Branka dobila nove
bodove, dok su Anini ostali nepromijenjeni (misli se na skupne preferencije sudaca iako
su dodijeljeni novi bodovi). O
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Taj paradoks klasican je primjer metode odlucivanja koja ne postuje aksiom neovisnosti
o irelevantnim alternativama koji cemo upoznati u Poglavlju 3.3. Naime, Cvjetko je bio
najlosije rangirani natjecatelj i nije dobro da njegovo sudjelovanje utjece na poredak bilo
koja druga dva natjecatelja. Ukoliko suce proglasimo stanjima svijeta, Bordino prebroja-
vanje moze se lako primijeniti i u situacijama odlucivanja uz jaku nesigurnost, s kojima
cemo se ubrzo upoznati.

2.4. Cetvrti paradoks: Petrogradski paradoks (engl. St. Petersburg
Paradox)

Ovaj je paradoks prvi uveo N. Bernoulli 1713. godine [59], a potjece od istoimene igre,
koja glasi: baca se pravilan simetrican novcic sve dok ne padne glava; ako se glava pojavi
tek un—tom bacanju (pri cemu je n prirodan broj), dobit cemo 2" kuna. Koliko smo spremni
platiti za samo jedno sudjelovanje u takvoj igri?

G. Cramer predlozZio je svoje rjeSenje 1728. godine, odnosno on je tvrdio da postoji
gornja granica preko koje daljnji dobitak ne stvara vece zadovoljstvo niti utjece na odluku
za sudjelovanje u igri, a to je vrijednost 224, odnosno 16 777 216.

Detaljno rjesenje problema predstavio je D. Bernoulli 1738. godine, koji nakon pom-
nog istrazivanja dolazi do zakljucka da je za donosenje ispravne odluke najbolje pogledati
koliko iznosi ocekivani dobitak u igri.

Naime, vjerojatnost da e u n—tom bacanju prvi puta pasti glava je 1/2", $to znaci da
promatramo diskretnu slucajnu varijablu X danu tablicom distribucije

2 92 93 ... 9n ...
X=1111 1
22228 2n

te je ocekivani dobitak (vise o diskretnoj slucajnoj varijabli i njezinom ocekivanju Citatelj
moze pronaci npr. u [5, 79])

x-S LS
n=1 n=1

Prema prethodnom, mogli bismo donijeti odluku da se zaista isplati uloziti poprilicno
velik iznos za jedno sudjelovanje u igri, no, ocito, takvu odluku ne mozemo smatrati
razumnom.
Dakle, mozemo zakljuciti da materijalna strana nije uvijek dobar kriterij za donosenje
odluke.

Na osnovu prethodno spomenutog istrazivanja, D. Bernoulli objavljuje i djelo Exposi-
tion of a New Theory on the Measurement of Risk o teoriji mjerenja rizika [6], koje je prvi
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puta objavljeno na Znanstvenoj akademiji u Petrogradu, dajuci tako ime paradoksu [27].
D. Bernoulli uveo je i pojam korisnosti novca, uz pretpostavku da povecanje korisnosti
dobitka u svakoj sljedecoj isplati opada te takoder predlaze da se promatra korisnost
(funkcija korisnosti) u(z) = log(z + ¢), ¢ € R i da se umjesto prethodnog ocekivanja

promatra
1n(2” + c)

EXZ 00

za viSe detalja o prethodnom modelu i ostalim mogucim modelima ¢itatelj moze procitati
u [19, str. 212]. Takoder, o samoj korisnosti i funkciji korisnosti bit ce vise rijec¢i u Po-
glavlju 5.1.

2.5. Peti paradoks (teorija igara): Zatvorenikova dilema
(engl. The Prisoner’s Dilemma)

S obzirom da cemo u nastavku opisati jedan od najpoznatijih paradoksa iz teorije igara,
recimo najprije nesto viSe o samoj teoriji.

U svojoj knjizi [55] iz 1944. godine, u kojoj se prvi puta spominje teorija igara, J.
von Neumann i O. Morgenstern definirali su takvu teoriju kao svaku interakciju izmedu
agenata koja je vodena skupom pravila koja odreduju moguce poteze za svakog sudionika i
skup ishoda za svaku mogucu kombinaciju poteza.

Kako navode autori Hargreaves—-Heap i Varoufakis [31], tesko je pronaci primjer koji
se ne moze opisati na prethodni nacin te stoga teorija igara obecava primjenu na gotovo
svaku drustvenu interakciju u kojoj pojedinci imaju odredeno razumijevanje o tome kako
na ishod za nekoga utjecu ne samo njegovi/njezini postupci nego i postupci drugih. To bi
znacilo da se sve sitacije iz svakodnevnog zivota, kao §to su, na primjer, prelazak ceste u
prometu, podizanje cijena, proizvodnja robe itd., mogu analizirati uz pomoc teorije igara.
Sigurno je da bi alat, uz pomoc¢ kojega bi mogli odluciti sto je najbolje napraviti u odredenoj
situaciji i koji bi nam pomogao predvidjeti sto ce ostali sudionici napraviti, bio od velike
vrijednosti; najpoznatiji koncept koji je do sada osmisljen za detaljno proucavanje igara
i njihovih ishoda je koncept ravnoteze koji je razvio John Nash 1950-ih godina [31] (tzv.
Nashova ravnoteza [41, str. 1]), kao i ideja da igraci biraju strategije nasumce kada su u
situacijama u kojima ne mogu biti sigurni sto bi trebali uciniti (tzv. mjesovite strategije
[31, str. 37]). Nashova ravnoteza se pokazala najfascinantnijim i najkorisnijim koncep-
tom u teoriji igara [31], no u pozadini postavlja veoma jake uvjete na ponasanje igraca,
zbog ¢ega se nasla pod mnogim kritikama; naime, ona od igrac¢a ocekuje da bude raci-
onalan u smislu da odabire strategiju koja maksimizira njegovu korisnost te ujedno od
igraca zahtijeva da odabire strategije pod pretpostavkom da su i ostali igraci racionalni
te da i oni znaju da su preostali igra¢i racionalni. Cak i ako prihvatimo pretpostavke
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koje podrazumijeva Nashov pristup, odnosno da su svi igraci savrseno racionalni te da se
brinu samo za maksimiziranje svoje korisnosti, javlja se i sljedeci problem: iako Nashova
ravnoteza uvijek postoji, rijetko je jedinstvena [41].

Iz prethodnog mozemo zakljuciti da teorija igara analizira situacije interaktivnog odlu-
¢ivanja, koje ukljucuju nekoliko donositelja odluka (igraca, sudionika), pri ¢emu odluka
svakog od njih utjeCe na ishod svih donositelja odluka. Takva interaktivnost upravo raz-
likuje teoriju igara od standardne teorije odlu¢ivanja koja ukljucuje jednog donositelja
odluke i to je njezin glavni fokus [53].

Dakle, glavna razlika izmedu spomenutih teorija jeste ta da teorija odlu¢ivanja proucava
individualno odluc¢ivanje u situacijama u kojima izbor pojedinca niti utjece na izbore dru-
gih pojedinaca niti na njega utjecu izbori drugih, dok teorija igara proucava donosenje
odluka u situacijama u kojima izbori pojedinaca utjecu jedni na druge [8]. Teorija igara
pokusava predvidjeti ponasanje igraca i ponekad donositeljima odluka takoder daje pri-
jedloge o nacinima na koje mogu postici svoje ciljeve, sto cemo ilustrirati sljedecim pri-
mjerom, dok zaineresirani Citatelj viSe moze pronaci, npr., u [8, 31, 41, 53].

Zatvorenikova dilema jedan je od najpoznatijih paradoksa u teoriji igara (vidi npr. [9,
str. 5, poglavlje 1.3], [31, str. 146, Poglavlje 5], [103]), a naziv datira iz 1950-ih godina i
pripisuje se kanadskom matematicaru A. W. Tuckeru [31, str. 146]. Iako postoje razne (no
medusobno vrlo slicne) inacice tog paradoksa, originalna je prica smjestena u Chicago
[9], a glavni su akteri gangsteri Adam i Eva koje okruzni tuzitelj krivi za veliki zlocin.
Adam i Eva nakon uhicenja smjesteni su u odvojene celije te nemaju mogucnost komu-
nikacije, a okruzni tuzitelj svakome od njih daje dvije opcije: sutiili optuzi drugoga. Ako
oboje Sute, svatko ce odsluziti jednu godinu u zatvoru; ako svaki zatvorenik optuzi onog
drugoga, kazna ce biti dvije godine za svakoga te ako jedan od zatvorenika optuzi drugoga
dok ovaj drugi suti, prvi ce biti osloboden optuzbi, dok ce ovaj koji je Sutio biti osuden
na tri godine zatvora. Dakle, optuzeni mogu minimizirati ukupno zatvorsko vrijeme za
oboje (2 godine) samo ako oboje suraduju i Sute, ali ce ih vjerojatno poticaji s kojima ce
se svatko od njih zasebno suociti natjerati da odaberu opciju s maksimalnim ukupnim
zatvorskim vremenom za oboje (4 godine). Taj paradoks posebno intrigira znanstvenike
u drustvenim znanostima jer se u njemu radi o interakciji u kojoj individualna teznja za
onim §to se ¢ini racionalnim i najboljim proizvodi kolektivno najlosije ishode. U [31, 41]
Citatelj moze pronaci detaljnu razradu prethodnog problema gdje se navodi i da je jedins-
tvena Nashova ravnoteza takvog paradoksa (imajuci na umu da ona od igraca zahtjeva
maksimiziranje svoje korisnosti) kada se oboje optuzenika odluce za strategiju optuzi dru-
goga iako je ocito da bi oba igraca ostvarila vecu korisnost kada bi se odlucila na opciju
Suti.
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3. Tablice odlucivanja

Na samom smo se pocetku upoznali s pojmovima stanja svijeta i akcija/alternativa. Pret-
postavimo, nadalje, da donositelj odluke (odlucitelj) zna koja su moguca stanja svijeta.
Preciznije, pretpostavimo

o da imamo kona¢no mnogo stanja svijeta, koja cemo oznacavati s 6y, 05, ..., 0,
o da imamo konacan broj akcija (alternativa), koje cemo oznacavati s ay, as, ..., Gy,
o samo jedna akcija mora biti odabrana;

tada je tablica odlucivanja dana s (vidi Tablicu 13),

| | stanja svijeta ‘

posljedice || 6, Oy | -] O,
:% (3] T11 Z12 Tin
5 ; ; ; :
-~
<
Am Tm1 Tm2 Tmn

Tablica 13. Op¢i oblik tablica odluc¢ivanja s m akcija i n stanja svijeta

gdje x;; oznacava posljedicu akcije a; u stanju 6;.
Ako posljedicama z;; pridruZzimo numericke vrijednosti

v(@i;) = vij,

onda ako je, na primjer, v(z;;) > v(xy ), smatrat cemo da odlucitelj preferira posljedicu
x;; nasuprot x;;. Tada moZemo dobiti tablicu vrijednosti

Lij > Vij.

3.1. Modeliodluéivanja klasificirani prema uvjetima/okolnostima
odluéivanja

Postoji vise modela odlucivanja [58, str. 10] koji su proizasli iz modeliranja problema
koji nam je od interesa, a koji u velikoj mjeri pomazu donositelju odluke u pronalasku
najboljeg rjesenja, bez suvisne pristranosti pri odlucivanju.

Cilj je modeliranja da se zadani problem preformulira u svrhu bolje razumljivosti,
polazeci od nekih njegovih bitnih znacajki s ciljem da se lakse nade metoda za njegovo
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rjesavanje, kao i da sama metoda bude sto pouzdanija. U ovom udzbeniku vodit cemo se
modelima odlucivanja klasificiranim prema uvjetima odlucivanja, odnosno mozemo reci i
prema okolnostima u kojima se odlucuje.

S obzirom da odluke Cesto donosimo u odnosu na to koliko odlucitelj poznaje stanja
svijeta, ta vrsta modela odlucivanja zasniva se na sljedecoj podjeli [58]:

o Modeli odlué¢ivanja u uvjetima sigurnosti (Odluke uz sigurnost)
Donositelj odluke to¢no zna posljedice svih svojih odluka, sto bi znacilo da imamo
tocno jedno stanje svijeta. U takvom slucaju donositelj odluke donosi odluku koja
maksimizira njegovo zadovoljstvo. Problem kod takvog odlucivanja krije se u tome
Sto se, najcesce, odluke od velikog interesa, bilo u privatnom, bilo u poslovnom
smislu, gotovo nikada ne donose u uvjetima sigurnosti [95, str. 10].

Kako bismo preciznije uvidjeli na $to se misli, mozemo uociti da bi to u Primjeru 2.1.
znacilo da tocno znamo hoce li se Marko ozlijediti ili ne.

o Modeli odlué¢ivanja u uvjetima rizika (Odluke uz slabu nesigurnost ili uz
rizik)
Donositelj odluke ne zna posljedice svojih odluka, ali zna stanja svijeta i posljedice
u svakom od stanja.
Takoder, kod tog tipa odlucivanja karakteristicno je i to da su poznate vjerojatnosti
svih mogucih stanja svijeta.

U primjeru bi sa studentom Markom to znacilo da je poznato koliko iznosi vjero-
jatnost da ce se on ozlijediti.

o Modeli odlucivanja u uvjetima nesigurnosti (Odluke uz jaku nesigurnost ili
uz potpuno neznanje)
Donositelj odluke jedino zna koja su stanja svijeta. Naime, on ne zna nista o njiho-
vim vjerojatnostima niti moze donositi bilo kakve procjene.

U Primjeru 2.1. to bi znacilo da ne znamo nista o vjerojatnosti Markove ozljede; ne
znamo je li vani suncan ljetni dan i nema opasnosti od ozljede ili je hladan zimski
dan i sve je pod ledom te se on lako moze ozlijediti.
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3.2. Cetiri kriterija za donosenje odluka u slu¢aju jake nesigur-
nosti

Prirodno je zapitati se na koji nacin donositelj odluke moze donijeti najbolju odluku u uvje-
tima jake nesigurnosti?

Kao odgovor na to pitanje namecu se Cetiri kriterija koja cemo opisati u nastavku,
dok o drugim kriterijima odlucivanja u takvoj vrsti modela, koji se takoder temelje na
racionalnim argumentima, Citatelj moze procitati vise u [23, Section 2.6].

3.2.1. Waldov kriterij maksimalnog povrata ulaganja

Abraham Wald 1950. godine [23, 25] predlozio je ovaj kriterij na osnovu ideje da dono-
sitelj odluke treba odabrati akciju koja ima najveci moguci nivo pouzdanosti.

Preciznije, Waldov kriterij zasniva se na maksimizaciji sigurne dobiti te se smatra
pesimisticnim kriterijem.

U slucaju akcije a;, najgora moguca posljedica ima vrijednost s;; preciznije

S; = nglnn Vij,

pri cemu s; nazivamo razina sigurnosti akcije a;.

Ako o vrijednostima v;; razmisljamo kao o financijskoj dobiti, onda se s; moze inter-
pretirati kao garantirana dobit u akciji a;.

Waldov kriterij

bira akciju a;, tako da je

Sp = Max § = max { min v .
i=1,....m i=1,....m (j=1,....,n

Na kraju, napomenimo da je taj pristup primijenjen na pocetku paradoksa Minimiza-
cija gubitka.

3.2.2. Hurwiczov optimisti¢no—pesimisti¢ni Kkriterij

Paralelno s Waldovim pesimisti¢cnim pristupom razvio se optimisticni kriterij koji uzima
u obzir najbolji moguci ishod za svaku akciju.
Kod tog kriterija uvodimo razinu optimizma

0; = Iax v,
=1,
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$to je zapravo vrijednost najbolje posljedice koju imamo prilikom odabira akcije a;.

Takozvani maximax povratni kriterij

bira akciju a;, tako da je

0p = max o; = max { max v;}.

i=1,....m i=1,....m j=1,...,n

Optimisticno—pesimisti¢ni kriterij uveo je Leonid Hurwicz 1951. godine [57], koji je
sugerirao da bi malo tko Zelio biti toliko pesimistican ili optimistican da se odluci za jednu
od prethodne dvije opisane krajnosti te je stoga predlozio da umjesto da biramo izmedu
potpunog optimizma ili pesimizma, uklju¢imo odredenu mjeru i jednog i drugog.

Preciznije, Hurwicz je pokusao objediniti prethodno opisane kriterije na sljedeci nacin:

uvodi parametar « € [0, 1], pri ¢emu alternativu a, biramo tako da je

a-sk+(1—a)-0k:.7r{1ax {a-s;+(1-a)-0;}.

=1,...

Kako bismo koristili prethodni kriterij, odnosno kako bi se donositelj odluke mogao
odluciti oko odabira jedne od alternativa, jasno je da je nuzno najprije odrediti . Takoder,
iz prethodno opisanog lako je uociti da za o = 1 imamo pesimista, dok za o = 0 imamo
optimista.

Na primjer, ako trebamo odabrati akciju u vrlo jednostavnom problemu, kao $to je
problem dan u Tablici 14

‘91 62 Si | 05 Oé'Si-l-(l—Oé)'Oi

ap [ 11001 ]|a0+(l-a)-1=1-«

as || v | v | v|w a-v+(l-a)-v=0v

Tablica 14. Hurwiczov kriterij — neodlucnost,

te ako je donositelj odluke indiferentan (ravnodusan) izmedu akcija a; i as, odnosno on



20 Tablice odlucivanja

ne preferira ni alternativu a; (o kojoj treba donijeti odluku) ni alternativu ay (kod koje
je svejedno je li optimist ili pesimist), drugim rijecima, ako zZeli postic¢i neodlucnost, onda
treba biti

l-a=v — a=1-wv.

3.2.3. Savageova minimizacija gubitka

Ovaj kriterij, koji nazivamo i minimax regret, utemeljio je Leonard Savage 1951. godine.

Savage tvrdi da ako ne znamo nista o stanjima svijeta, onda akcije treba usporedivati
prema pojedinim stanjima svijeta, a ne u cjelini (sjetite se paradoksa Minimizacija gu-
bitka koji smo takoder nazivali i minimax regret, opisanog u Poglavlju 3.). Ako je neka
posljedica losa u kontekstu cijele tablice, ona u nekom stanju svijeta moze biti najbolja
moguca.

Definiramo gubitak (po stupcima, tj. stanjima svijeta) kao

Tij = Z:I{laXm Vij — Uiy,

odnosno gubitak definiramo kao razliku najvece dobiti u stanju svijeta i dobiti akcije a;
u tom istom stanju svijeta.

Najveci gubitak u akciji a; je

Pi = IMax Tij.
J=1,..n

Kod tog kriterija najveci ocekivati gubitak Zelimo minimizirati, tj.

Savageov kriterij

bira alternativu a;, tako da je

pr= min p; = min { max 7}
i=1,....m i=1,....m j=1,...,n

3.2.4. Laplaceov pristup nedostatne argumentacije

Ovaj kriterij utemeljio je Pierre—Simon Laplace 1825. godine [51] te on tvrdi da s obzirom
da niSta ne znamo o posljedicama stanja svijeta, to je ekvivalentno tvrdnji da su sva
stanja svijeta jednako vjerojatna.

Ukoliko imamo n stanja svijeta koja su jednako vjerojatna, onda ocito vjerojatnost
svakog stanja iznosi % (jer nam je dobro poznato da suma svih danih vjerojatnosti mora
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’ H stanja svijeta H ‘

posljedice || 61 | 65 | -+ | 6, Laplace

v - 1

T a1 Vi1 | V12 | | Vin Z V15—

4 j=1

< -

2 1

Q; Vit | Vi2 | | Uin Z Vij - —

j=1 n

L 1

A Uml | Um2 | == | Umn Z Umyj * —

j=1 n

Tablica 15. Tablica odluc¢ivanja — Laplaceov pristup

iznositi jedan [5, str. 58]).

Sada, iz Tablice odlucivanja 15 is¢itavamo da ocekivana vrijednost akcije a; iznosi
> s
Vi —-
j=1 n

Iz prethodnog mozemo zakljuciti:

Laplaceov kriterij

bira alternativu a;, tako da je

Laplaceov kriterij poznat je i pod nazivom kriterij racionalnosti [58]; naime, kako se
on koristi u situacijama u kojima nije moguce dati prednost pojedinom ishodu (svi imaju
jednake vjerojatnosti), tesko je predvidjeti koji ishod ima vece izglede.

Vise o prethodno navedenim kriterijima citatelj moze procitati, npr., u [2, 23].
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3.2.5. Ilustracija cetiri kriterija odlué¢ivanja

U nastavku navodimo primjer koji je 1954. konstruirao J. Milnor, kako bi pokazao
da sva Cetiri opisana kriterija na istom primjeru mogu dati potpuno razlicite izbore.

3.1. PrimjER. (Milnor) Neka je dana tablica odlucivanja:

0 0 05 04
ay 2 2 0 1
as 1 1 1 1
as 0 4 0 0
ay 1 3 0 0

Tablica 16. Tablica odluc¢ivanja — Milnor

Koje izbore alternativa daje svaki od opisanih kriterija?

Rjesenje. Nadopunimo najprije danu tablicu, koristeci prva tri opisana kriterija:

01 0, 05 0, S 0; a-s;+(1—a)-o0; | Laplace
a || 2 2 0 1 0 2 (1-a)-2 5
ay || 1 1 1 1 1 1 a+(l-a)-1=1]1
as |0 |4 0 0 0 |4 (1-a)-4 1
ay 1 3 0 0 0 3 (1-«)-3 1

Tablica 17. Nadopunjena tablica odlucivanja — Milnor
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Sada mozemo pogledati koje izbore daju opisani kriteriji:

o Waldov kriterij bira alternativu as jer je u tom slucaju vrijednost od s;,7 = 1,2, 3,4
najveca.

o Hurwicz:

o za o = (0 imamo vrijednosti a; = 2, ag = 1, a3 =4, a4 = 3 te on bira ag;
o za v = 1 vrijednosti sua; =0, ap =1, ag =0, a4 = 0 te se bira as;

ozal <a<ljeocitoO <1-a <1 tebismo imali da je (kada usporedimo
alternative koje ovise o «)

max{ay, as, as} = as,

no ne znamo odmabh je li a3 bolji od ay = 1; primijetimo da to ocito vrijedi za
(1-a)-4>1,t. zaa < 3. Dakle,

3. e
za «= 1 biramo as ili as
3 .
za «>— biramo as
4
3 .
za «< 1 biramo as.

o Laplace: imamo cetiri stanja svijeta s istim vjerojatnostima, odnosno s vjerojatnos-
tima }1 te je ocekivana vrijednost kod akcije a; jednaka Z?zl =L Prema vrijednos-
tima istaknutim u Tablici 17 taj kriterij bira a;.

o Tablica gubitaka kod Savageovog kriterija dana je s
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gubitak 0, 0, 03 0, najveci gubutak
ay 0 2 1 0 2
as 1 3 0 0 3
as p 0 1 1 p
ay 1 1 1 1 1

Tablica 18. Tablica odluc¢ivanja — Milnor, Savageov kriterij
te je ocCito da taj kriterij bira ay, jer u toj akciji imamo najmanji od svih (najvecih)
gubitaka.

Iz prethodnog mozemo uociti da Waldov kriterij bira akciju a9, Hurwiczov as ili as, Lapla-
ceov a, dok Savageov kao izbor daje akciju a4 koju nije odabrao nijedan od prethodnih
kriterija. O

3.2. PrimjER. Neka je dana tablica odlucivanja

0, 0 0y 0.4
a 0 10 5 5
as 9 0 1 0
as 3 1 1 10
ay 5 2 0 5

Tablica 19. Tablica odluc¢ivanja — donositelj odluke odabire a,

Ako je donositelj odluke odabrao akciju a4, provjerite s kojim je od 4 opisanih kriterija
on kompatibilan.

Rjesenje. Cetiri navedena kriterija vode do sljedecih izbora, uz prosirenu prethodnu
tablicu odlucivanja:
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0, 0, 03 04 s; 0; a-s;+(1—a)-o; | Laplace
ay 0 10 5 5 0 10 (1-a)-10 2
as 9 0 1 0 0 9 (1-a)-9 D
as 3 1 1 10 1 10 a+(l-a)-10 | L
ay 5 2 0 5 0 5 (1-a)-5 2

o

o

o

(e}

Tablica 20. Nadopunjena tablica odlucivanja — donositelj odluke odabire a,

Waldov kriterij bira alternativu as jer je u tom slucaju vrijednost od s;,7 = 1,2,3,4

najveca.

Hurwicz:

o za v = 0 imamo vrijednosti a; = 10, ay =9, a3 = 10, a4 = 5 te on bira a; ili as;

o za o = 1 vrijednosti jesu a; =0, ay =0, az = 1, a4 = 0 te se bira as;

ozaO<a<1lje0O<1-a <1 tesvakako ne bismo odabrali ay, jer je (1 —
a)-5manjeod (1 -«)-9i (1 -«)-10; naime, preostale tri akcije imaju vece

vrijednosti.

Iz Tablice 20 ocito je da Laplaceov kriterij bira a; te takoder nije kompatibilan s

donositeljem odluke.

Kod Savageovog kriterija dana je sljedeca tablica gubitaka:
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gubitak 0, 0, 03 0, najveci gubitak
ay 9 0 0 5 9

as 0 10 4 10 10

as 6 9 4 0 9

ay 4 8 5 5 8

Tablica 21. Tablica odlucivanja — donositelj odluke odabire a4, Savageov kriterij

te je ocito ovdje izbor alternativa ay, iz ¢cega zakljucujemo da je donositelj odluke

kompatibilan s tim kriterijem.

3.3. PriMJER. Promotrimo tablicu odlucivanja 22, gdje je = € R.

O

0, 0, 05 04
ai T 3 4 6
o 2 2 2 4
as 3 2 1 9
ay 6 6 1 3

Tablica 22. Tablica odlué¢ivanja s nepoznanicom x

a) Odredite koju akciju treba odabrati u ovisnosti o x, prema Cetiri poznata kriterija,

pri ¢emu u Hurwiczovom kriteriju odaberite o = 1/2.

b) Odredite vrijednosti od x € R za koje ce sva Cetiri kriterija dati isti odabir.

Rjesenje. a) Najprije nadopunimo danu tablicu prema prva tri opisana kriterija:
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01 0 03 04 5i 0; ST Laplace
ap x 3 4 6 min{z,3} | max{z,6} min{x’g}gmax{xﬁ} 13;95
as 2 2 2 4 2 4 3 %
as 3 2 1 9 1 9 5 15
ayq 6 6 1 3 1 6 2 15

Tablica 23. Nadopunjena tablica odlucivanja s nepoznanicom z.

Promotrimo sada detaljno svaki od kriterija:

o Kod Waldovog kriterija biramo izmedu alternativa a; i as, u ovisnosti koji je mak-
simum

max{min{z, 3},2}.
Dobivamo sljedece:
o zax =2 je min{z,3} = 2 te biramo q, ili ay
o zax <2 jemin{z,3} =z < 2 te biramo ay

o zax >2 je min{z,3} > 2 te biramo aj.

o Hurwiczov kriterij bira alternativu a, ili a3, u ovisnosti o maksimumu

max{mm{x, 3} -;max{:n, 6} | 5} .

Definiramo li pomo¢nu funkciju f(x) = min{z, 3} + max{z, 6}

, vidimo da je ona

2
po dijelovima definirana s
z J2r 6, za <3
f(x) = x;—?), za >6
g, za x€[3,06]

te stoga dobivamo sljedece odluke:
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o za x =7 biramo a4 ili a3
o za x < 7 biramo as

o za x > 7 biramo a;.

o Laplaceov kriterij bira a; ili a4, u ovisnosti o vrijednosti maksimuma

{13+:1: 16}
max s -
4 4

Dakle,

o za x = 3 Laplace bira a; ili a4
o za x < 3 Laplace bira ay

o za x > 3 kao izbor Laplace daje a;.

o Kod Savageovog kriterija dana je sljedeca tablica gubitaka:

01 (x<6) |01 (x>6) | O 03 04 najveci gubitak | najveci gubitak

(z < 6) (z > 6)
a; || 6-x 0 3 0 3 max{6-x,3} |3
as || 4 x -2 4 2 5 5 max{z - 2,5}
as || 3 x -3 4 3 0 4 max{z — 3,4}
as || 0 x-6 0 3 6 6 max{z - 6,6}

Tablica 24. Tablica odluc¢ivanja s nepoznanicom x, Savageov kriterij.
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S obzirom da Zelimo minimizirati najveci ocekivani gubitak, imamo sljedeca dva
slucaja:

o za x > 6 biramo q;

o za z < 6 biramo a4 ili as s obzirom na vrijednost minimuma
min{max{6 — z,3},4}.

Naime,
o zax =2 je max{6 —x,3} = 4 te biramo a ili a3
ozax>2jeb-x<6-2=4tebiramo a,,

o dok za x < 2 biramo as.

b) Alternativa a; oc€ito ulazi u izbor jer se jedina pojavljuje u sva Cetiri kriterija. Naime,
uocimo

o Wald bira a; za z > 2

o Hurwicz biraa; zax > 7
o Laplace bira a; za x > 3
o Savage bira a; za x > 2

te za x > 7 svi kriteriji kao izbor daju a;. O
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3.4. PrivjJER. Neka je dana tablica odlucivanja 25, gdje je z € R.

0, 0, 05 04
aq 6 4 4 6
as 4 1 6 2
as 5 x 5) 3
Qy 3 3 2 2

Tablica 25. Tablica odluc¢ivanja s nepoznanicom x

a) U ovisnosti o x odredite najbolju akciju primjenom Laplaceovog kriterija.
b) U ovisnosti o x odredite najbolju akciju primjenom Savageovog kriterija.

¢) Odredite vrijednosti od x € R za koje ce prethodna dva kriterija dati istu odluku.

Rjesenje. a) Nadopunimo najprije danu tablicu, prema Laplaceovom kriteriju:

0, 0, 05 0, Laplace
a 6 4 4 6 2
a9 4 1 6 2 %
as 5 x 5 3 1?1%
ay 3 3 2 2 %

Tablica 26. Tablica odluc¢ivanja s nepoznanicom z, Laplaceov kriterij.
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Sada je ocito da Laplaceov kriterij bira a4 ili as, u ovisnosti o vrijednosti maksimuma

{20 13+x}
maxy — .

47 4
Dakle,
o za x =7 Laplace bira a, ili a3
o za x < 7 Laplace bira a,

o za x > 7 kao izbor Laplace daje as.

b) Kod Savageovog kriterija imamo sljedecu tablicu gubitaka:

0, Oy (x<4) | Oy (x>4) | O3 04 najveci gubitak | najveci gubitak
(r <4) (z>4)
a 0 0 r -4 2 0 2 max{x - 4,2}
as 2 3 r-1 0 4 4 max{x - 1,4}
as 1 4-x 0 1 3 max{4 - z,3} 3
ay 3 1 r-3 4 4 4 max{z — 3,4}

Tablica 27. Tablica odluc¢ivanja s nepoznanicom x, Savageov kriterij.

Kako nam je cilj minimizirati najveci ocekivani gubitak, imamo sljedeca dva slucaja:
o za x < 4 biramo a;
o za x >4 biramo a; ili ag s obzirom na vrijednost minimuma
min{max{z - 4,2}, 3}.
Ocito,
o zax =7 je max{x — 4,2} = 3 te biramo a, ili as
o za x < 7 biramo a4,

o dok za x > 7 biramo as.

c) Prethodna dva kriterija ce dati istu odluku za bilo koji . O
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3.3. Socijalni aksiomi —razumni zahtjevi na kriterije odlucivanja
uz jaku nesigurnost

U nastavku ¢emo promatrati aksiome vezane uz Cetiri opisana kriterija odlucivanja koji
akciji a; pridruzuju vrijednost v; te nadalje, bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo
da ako je v; > v, onda kriterij smatra da je akcija a; bolja od akcije a;. Ponekad se, u
literaturi, ti aksiomi nazivaju i socijalni aksiomi.

Prije nego se upoznamo s aksiomima, ponovimo izbore koje daju opisani kriteriji:

o Waldov kriterij: v; = s;;
o Hurwiczov kriterij: v; = - s; + (1 — @) - 0, pri ¢emu je a € [0, 1];

o Savageov kriterij: v; = —p; (sjetimo se da ovdje promatramo gubitke, odnosno
treba minimizirati najveci gubitak sto je ekvivalentno s maksimizacijom od v;);

n
U< .
o Laplaceov kriterij: v; = Z =,

=1

Sada smo spremni navesti aksiome.

A1) (Potpunost rangiranja)

Mnogi autori tvrde da odabrani kriterij ne treba rangirati akcije od najbolje prema
najlosijoj, redom, nego da je dovoljno samo dati odluku o tome koju akciju odabrati.
Prema Frenchu [23, str. 40], to nije dobar pristup, jer ukoliko se, nakon detaljne
analize, odluc¢imo za jednu akciju (a pri tome ne rangiramo ostale), moze se dogo-
diti, kao $to smo vec istaknuli u paradoksu Minimizacija gubitka, da se odlu¢imo
za jednu akciju koja se u meduvremenu prestala nuditi kao izbor (u spomenutom
paradoksu odlucili smo uzeti osiguranje te smo se pitali sto ako se ono vise ne
moze ugovoriti) te ponovno moramo provesti detaljnu analizu kako bismo utvrdili
koja je sljedeca najbolja akcija. Stoga je razumno zahtijevati da metoda (kriterij
odlucivanja) treba dati potpuno rangiranje svih akcija, preciznije:

A1: Potpunost rangiranja

Kriterij odlucivanja mora dati potpuno rangiranje svih mogucih akcija.

S obzirom da sva Cetiri kriterija posljedicama pridruzuju numericke vrijednosti,
jasno je da sve akcije mozemo rangirati.
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A2) (Neovisnost o oznakama)

3.5.

Ovaj aksiom utjelovljuje prirodni zahtjev da na odabir akcije ne utjece predstav-
ljanje temeljnog problema odluke, odnosno on zahtijeva da krajnji poredak akcija
bude neovisan o redoslijedu kojim smo oznacili akcije u tablici odluc¢ivanja.

Kako bismo se poblize upoznali s tim aksiomom, navodimo sljedeci primjer.

PriMJER. Promotrimo najprije tablicu odlucivanja 28 (a). S obzirom da je u njoj
s1 =0, s = 3 te stoga i vy > vy, lako isc¢itavamo da je preferirana akcija as.

[ T6 [6 | [ Je [6 | [ [ér 165 |
ap |10 |0 ay || 8 3 ai {0 10
as || 8 3 a, |10 |0 ay || 3 8

(a) (b) (©)

Tablica 28. Tablica odlué¢ivanja, neovisnost o oznakama

Tablica 28 (b) dobivena je jednostavnom zamjenom redaka iz Tablice 28 (a) te kako
jeunjoj s; =3, 55 =0, to je vy > vi.

Na slican nacin, ako u Tablici 28 (a) zamjenimo stupce, odnosno promijenimo po-
redak stanja svijeta, uz nove oznake iz Tablice 28 (c) is¢itavamo da je s; =0, s = 3
te je vy > vf. O

Precizno, tvrdnja koristena u prethodnom primjeru glasi:

A2: Neovisnost o oznakama

Neka je dana tablica odlucivanja mxn s akcijama a;, stanjima svijeta ¢; i vrijed-
nostima v;j,7=1,...,m, j = 1,...,n. Neka je nova m x n tablica odlu¢ivanja
s akcijama a;, stanjima svijeta 6} i vrijednostima v;;, ¢ =1,...,m,j=1,....n
konstruirana iz prve uz pomo¢ permutacije redaka (red ¢ postaje red m(i)) i
permutacije stupaca (stupac j postaje stupac 7(j)), tj. v;(i)T(j) = Vjj,

tada kriterij mora akcijama pridruziti vrijednosti v; i v (i) redom, tako da je

! 4 -
v; > Vg — Vr(i) > Un(k)» 1<i,k<m.
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A3) (Neovisnost o mjernoj skali)
Kao i prethodni aksiom, i ovaj zahtijeva da na odabir akcije ne utjece predstav-
ljanje temeljnog problema odluke, odnosno, konkretno, u ovom slucaju da kraj-
nji poredak akcija bude neovisan o skali prema kojoj mjerimo zadane vrijednosti.
Na primjer, temperaturu na nasem podrucju najcesce mjerimo uz pomoc Celzijeve
temperaturne ljestvice, dok je takoder moZemo mijeriti i u Fahrenheitovim stupnje-
vima, no to ne bi smjelo biti bitno prilikom donosenja konacne odluke.

Preciznu tvrdnju koju zahtijeva ovaj aksiom navodimo u nastavku.

A3: Neovisnost o mjernoj skali

Neka je dana tablica odlu¢ivanja m x n s akcijama a;, stanjima svijeta 0; i
vrijednostima v;;, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n. Neka druga tablica odlucivanja
m x n ima iste akcije i stanja, ali ima tezine u drugoj mjernoj skali, odnosno
neka su nove tezine dane s

!
vi; = a-v; + 3, zanekefiksne o >0, feR.

Tada metoda mora akcijama dodijeliti tezine v;, © = 1,...,m (u 1. tablici),
odnosno v/, 7 =1,...,m (u 2. tablici) tako da je
v; > Uk — v > vp,.
§ J

Neki autori zamjeraju tom aksiomu da je preslab jer on novu mjernu skalu povezuje
iskljucivo s afinom funkcijom, dok se moze pokazati da je svaka monotona funkcija
primjenjiva.

A4) (Jaka dominacija)
Ako jedna akcija vodi do boljih posljedica od druge, bez obzira u kojem se stanju

svijeta nalazimo, onda bi o¢ito toj akciji trebalo dati prednost pred drugom. Upravo
o tome govori aksiom A4), no pogledajmo najprije sljedeci primjer.
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3.6. PrimjER. Ukoliko je dana tablica odlucivanja 30

01 92 03 04
ay 3 2 3 8
Qs 2 1 2 4

Tablica 30. Tablica odlucivanja,

dodijelimo vrijednosti akcijama, s obzirom na Cetiri obradena kriterija te pri tome
kod Hurwicza mozemo odabrati o = 1/2.

Rjesenje. Nadopunimo li danu tablicu, uz pomo¢ Waldovog, Hurwiczovog i La-
placeovog kriterija dobivamo:

0, 0, 03 04 S; 0; as;+ (1 -a)o; Laplace
aq 3 2 3 8 2 8 5 16/4
a || 2 1 |2 |4 1|4 |52 9/4

Tablica 31. Tablica odluc¢ivanja, nadopunjena uz pomoc¢ Walda, Hurwicza i Laplacea,

dok Savageov kriterij daje

0, 0, 05 0, najveci gubitak
a; 0 0 0 0 0
ay 1 1 1 4 4

Tablica 32. Tablica odluc¢ivanja, prema Savageovom kriteriju.

Iz tablica 31 i 32 zakljuCujemo da u svim stanjima svijeta akcija a; dominira nad a,
te svi kriteriji kao izbor trebaju dati upravo a;. O
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Iskazimo sada precizno taj aksiom.

A4: Jaka dominacija

Neka je dana tablica odlu¢ivanja mxn s akcijama a;, stanjima svijeta ¢; i vrijed-
nostima v;;,7=1,...,m, j =1,...,n. Ako jedna akcija dominira nad ostalima
u svim stanjima svijeta, tada metoda mora tu dominantnu akciju izabrati kao
bolju, tj.

Vi > Uy, zasvaki j=1,...,n — V; > V.
. J

Iz Primjera 3.6. vidimo da je

v > vy, zasvaki j=1,...,4 == v;>0v,.

A5) (Aksiom o irelevantnim alternativama)
Sjetimo se primjera s likovnom kolonijom, danog u trecem paradoksu (vidi Poglav-
lje 2.3.), gdje se eliminacijom jednog kandidata (Cvjetka) promijenio poredak osta-
lih kandidata (prije nego sto je Cvjetko diskvalificiran, pobjednica je bila Ana, dok
je konacnom pobjednicom proglasena Branka). Dodavanje novih alternativa usko
je vezano uz ovaj aksiom koji zahtijeva da metoda ne dira u medusobni polozaj
pocetnih alternativa ukoliko dodamo jednu alternativu/akciju u polaznu tablicu.

A5: Aksiom o irelevantnim alternativama

Neka je dana tablica odlu¢ivanja m x n s akcijama a;, stanjima svijeta ¢; i
vrijednostima v;;, 2 =1,...,m, j = 1,...,n. Neka je druga tablica odlucivanja
konstruirana tako da prvoj tablici dodamo jednu akciju te je

;o . .
Vi =V, t=1,...,m,j=1,...,n

/ — ) —
v(m+1)j—a:,j—1,...,n,

gdje je x bilo koja vrijednost. Tada metoda mora akcijama dodijeliti tezine v;,
i=1,...,m (u 1. tablici), odnosno v}, 2 = 1,...,m + 1 (u 2. tablici) tako da je

V; > Up — vi>vp, b, k=1,...,m.

Mozemo primijetiti da paradoks s likovnom kolonijom ne zadovoljava taj aksiom.
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A6) (Neovisnost o dodavanju konstante stupcu)
Ovaj je aksiom u bliskoj vezi s aksiomom A3), odnosno moze se interpretirati kao
neovisnost o mjernoj skali po pojedinim stupcima. Prije nego navedemo precizan
iskaz aksioma, pogledajmo sljedeci primjer.

3.7. PrimJER. Neka su dane sljedece tablice odlucivanja, s dvije akcije i dva stanja svi-
jeta te veC nadopunjene prema Waldovom kriteriju; pri ¢emu je Tablica 33 (b) do-
bivena iz Tablice 33 (a) dodavanjem konstante 10 prvom stupcu.

| 16 16 [[s | | 107 6, s |
aq 6 4 4 al 16 1 4
as 3 8 3 ab 13 8 8
(a) (b)

Tablica 33. Tablica odlué¢ivanja, neovisnost o dodavanju konstante stupcu, nadopunjena
prema Waldovom kriteriju

Iz prethodnog je ocito da Waldov kriterij bira a; u Tablici 33 (a) te a/, u Tablici 33
(b). O

Dakle, mozemo zakljuciti da Waldov kriterij ne zadovoljava aksiom A6) koji u nas-
tavku precizno navodimo.

A6: Neovisnost o dodavanju konstante stupcu

Neka je dana tablica odlu¢ivanja m x n s akcijama a;, stanjima svijeta ¢; i
vrijednostima v;;, 2 =1,...,m, j =1,...,n. Neka je druga tablica odlucivanja
konstruirana tako da ima iste akcije i stanja kao prva tablica, ali za vrijednosti
v;; vrijedi

! _ -
vy =vyg+ci=1,...,m,

v =i, i=1..m, j=1,...,n,j#l
Tada metoda mora akcijama dodijeliti tezine v i v/, redom, tako da je

v; > Uy — vi>u, b, k=1,...,m.
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Taj aksiom vezan je uz dodavanje konstante jednom stupcu (u prethodno opisa-
nom slucaju [-tom stupcu), dok ostale vrijednosti ostaju jednake pocetnima. Po-
navljanjem toga aksioma vise puta mozemo dodavati konstante istom ili razlic¢itim
stupcima i viSe puta, Sto ce biti korisno u dokazu jednog od vaznijih teorema (vidi
Milnorov teorem, odnosno Teorem 3.11.).

Sljedeca dva aksioma koja navodimo namijenjena su kako bi tocno okarakterizirala
Sto podrazumijevamo pod okolnostima jake nesigurnosti. U slucaju da se nalazimo u
uvjetima sigurnosti ili slabe nesigurnosti, treba ih potpuno zanemariti.

A7) (Neovisnost o permutaciji elemenata u retku)
Ako donositelj odluke zaista ne zna nista o stanjima svijeta, onda je razumno pret-
postaviti da bi bio indiferentan izmedu dvije akcije u tablici ispod:

0, 0, 05
a; 6 0 3
a9 0 3 6

Tablica 35. Tablica odlué¢ivanja

jer, naime, mozemo primijetiti da u Tablici 35 oba retka imaju iste elemente te nam
je svejedno biramo li a; ili as.
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3.8. PrimjER. Na osnovu Tablice 35 dodijelimo vrijednosti akcijama, s obzirom na Cetiri
obradena kriterija.

Rjesenje. Rjesenje, uz pomoc¢ Waldovog, Hurwiczovog i Laplaceovog kriterija,
dano je u Tablici 36.

0, 0 03 S; 0; as;+ (1 -a)o; Laplace
o |6 o |3 0 |6 |(1-a)-6 9/3
e |0 |3 |6 0 |6 |(1-a)6 9/3

Tablica 36. Tablica odluc¢ivanja, nadopunjena uz pomoc¢ Walda, Hurwicza i Laplacea

Nadalje, Savageov kriterij kao izbor daje a; (vidi Tablicu 37). O
01 6o 05 najveci gubitak
ay 0 3 3 3
as 6 0 0 6

Tablica 37. Tablica odluc¢ivanja, prema Savageovom kriteriju

Navedimo, u nastavku, precizan iskaz aksioma.

A7: Neovisnost o permutaciji elemenata u retku

Neka je dana tablica odlu¢ivanja m x n s akcijama a;, stanjima svijeta 0; i
vrijednostima v;;, 7 = 1,...,m, j = 1,...,n. Ako u danoj tablici odluc¢ivanja
imamo alternative a; i a; tako da postoji permutacija 7 koja povlaci

Vij = Vkr(4)» 9= L,

onda mora vrijediti v; = vy.

Iz Tablice 37 mozemo zakljuciti da Savageov kriterij ne zadovoljava ovaj aksiom.
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A8) (Neovisnost o dupliciranju stupaca)
Ako se nalazimo u uvjetima jake nesigurnosti, tj. ne znamo nista o stanjima svi-
jeta osim koja su to, postoji li razlika izmedu tablica odluc¢ivanja, Tablice 38 (a) i
Tablice 38 (b)?

| 16 [6 | | lon [0; 105 [0, |
ai 5 1 ay 5 1
Qs 0 4 Qs 0 4 4 4
(a) (b)

Tablica 38. Tablica odlucivanja, dupliciranje stupaca

Naime, ukoliko stanja svijeta ¢}, 0 i 0} iz Tablice 38 (b) okupimo zajedno i identi-
ficiramo s jednim stanjem 67, onda bi Tablica 38 (b) postala identi¢na Tablici 38 (a)
te situacija jake nesigurnosti, u kojoj se nalazimo, ne daje nijedan argument kako
bismo preferirali stanje svijeta 0, u Tablici 38 (a), naspram stanja svijeta 65 u Ta-

blici 38 (b).

3.9. PrivjER. Dodijelimo vrijednosti tablicama 38 (a) i (b), s obzirom na Waldov i La-
placeov kriterij te rjesenje zapisimo u tablice 40 (a) i (b), redom.

| [ 61 ]62] si | Laplace | | [ 071050656, || si | Laplace |
a |5 |1 1 |6/2 ai |5 |1 |1 [1]1 |8/4
a |0 |4 [0 |4/2 as |0 |4 |4 [4 |[0 |12/4
(a) (b)

Tablica 40. Tablica odlué¢ivanja, dupliciranje stupaca, nadopunjena prema Waldovom i
Laplaceovom kriteriju

Sada je lako zakljuciti da Waldov kriterij u obje prethodne tablice bira a,, dok La-
placeov kriterij bira a; u tablici (a) te as u tablici (b). O

Iskazimo precizno aksiom koji smo iznad ilustrirali.
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A8: Neovisnost o dupliciranju stupaca

Neka je dana tablica odlu¢ivanja m x n s akcijama a;, stanjima svijeta 0; i

vrijednostima v;;, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,nidruga tablica m x (n + 1) tako da
je
vlfj:vij,i:1,...,m,j:1,...,n,
UZ’(TH—l) :'Uin7 7/ S ]_7...,m.

Tada kriterij treba pridruziti vrijednosti v;, v} tako da vrijedi

v >Up = v, >, i,k=1...,m.

Iz Primjera 3.9. mozemo zakljuciti da Laplaceov kriterij ne zadovoljava ovaj aksiom.

U nastavku navodimo teorem koji opisuje koji od kriterija zadovoljava navedene ak-
siome.
3.10. TEOREM

Cetiri obradena kriterija (ne)zadovoljavaju navedene aksiome, kao sto je prikazano u Ta-
blici 42, pri cemu znak + znaci zadovoljava, dok znak — znaci da kriterij ne zadovoljava
dani aksiom:

Al) A2) A3) A4) A5) A6) A7) AB)
Wald + + + + + - + +
Hurwicz + + + + + = + +
Savage + + + + - + - +
Laplace + + + + + + + -

Tablica 42. Tablica kriterija i aksioma

Dokaz. Ovaj teorem necemo u potpunosti dokazivati. Neke od tvrdnji cemo obrazloziti
na intuitivnoj razini, za neke cemo slozenije dati detaljan dokaz, dok cemo preostale
ostaviti Citatelju na razmatranje.
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Al)

Vec smo kod uvodenja aksioma A1) objasnili kako svi navedeni kriteriji posljedicama
pridruzuju numericke vrijednosti te stoga akcije mozemo u potpunosti rangirati.

A2)

Kako bismo se uvjerili da Waldov kriterij zadovoljava ovaj aksiom, prisjetimo se primjera
danog kod uvodenja tog aksioma te primijetimo sljedece: iz definicije minimuma mozemo
uociti da permutacija stupaca ne mijenja poredak vrijednosti s; pridruzenim akcijama a;,
dok permutacija redaka (akcija) permutira i poredak vrijednosti s;, no konac¢na vrijednost
(maksimalna vrijednost) s;, 7 = 1,...,m ostaje ista.

A3)

Pokazimo da Laplaceov kriterij zadovoljava ovaj aksiom, pri cemu je u novoj tablici

A
v = v+, a>0.

Iz polazne pretpostavke zaklju¢ujemo
1 & 1 &
Vi > Vg <~ —ZUZ']'>—Z’U;€J'.
n j=1 n j=1
Pomnozimo li prethodnu nejednakost s o > 0 te zatim dodamo /3, dobivamo

Vi >V <=

3|2
i
=
<
+
=
V
Sl e
-
[
)
+
i)

.
—

.
Il
—

3Q
||M3
S
<.
+
M=
S|

.
—
<.
Il
—

<
1l
—_

I
VR

Sl 31

<
Il
—_

A4)
Pokazimo da Waldov i Laplaceov kriterij zadovoljavaju aksiom jake dominacije, odnosno
A4). Polazna pretpostavka od koje krecemo je

Vi > Ui, zasvaki j=1,...n.
Da Waldov kriterij zadovoljava A4) odmah slijedi iz

v =8 = MIN Uy = Vyjy > Ugjo 2 MIN Vg = S = Vg,
Jj=1l,..n j=1,..n
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dok tvrdnju za Laplaceov kriterij opravdava slijed

.1 .1
’UZ'ZZ—UU>ZEUIC]'=/U]€.

g=1 T j=1

A5)
Hurwiczov kriterij zadovoljava A5), sto opravdava sljedeca jednakost:

vi=as;+(l1-a)o; =« AI{lin v + (1 -a) max ;.
j= -

Tty J=L5

Naime, uocimo da vrijednost v; ovisi samo o i-tom retku, pa dodavanje nove akcije nece
izmijeniti poredak prethodnim retcima. Isti je slucaj i kod Waldovog i Laplaceovog kri-
terija.

Vezano uz Savageov kriterij, pogledajmo sljedecu tablicu:

0, | 6y | 05 Gubitak 01 | 65 | 03 | Najveci gubitak
aq 6 0 3 - ay 0 3 3 v = 3
a9 O 3 6 a9 6 0 0 Vo = 6

Dodamo li novi red (novu akciju) u prethodnu tablicu, dobivamo

0y | 05 | 0% Gubitak 01 | 05 | 0% || Najveci gubitak
ay |6 [0 |3 . a’y 0 19 |3 v] =9
a, |0 [3 |6 a’, 6 |6 |0 v, =6
a; (2 |9 |4 aj 4 |0 |2 vy =4

Iz v < v, trebalo bi slijediti v{ < v4, dok je iz prethodnog o¢ito v| > v5. Dakle, Savageov
kriterij ne zadovoljava A5).

A6)

Pokazimo da Laplaceov kriterij zadovoljava ovaj aksiom. Krecemo od pretpostavke

1& 1&
V; > Uk <:>—Zvij>—20kj
n 3 n 3
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te, ukoliko objema stranama dodamo ¢/n, dobivamo

1 & 1
R R —Zvw+vzl+c)>—2(vk]+vkl+c)
j=1 n 3
g+l j]:tl

3

n A

i
E = <~ U;>U;€.
=1 "

3|§\

= v

Kod uvodenja ovog aksioma vec smo pokazali da ga Waldov kriterij ne zadovoljava.
A7)

S obzirom da se radi o permutaciji elemenata u retku, a jasno je da minimum ne ovisi o
poretku elemenata u skupu, Waldov kriterij ocito zadovoljava aksiom neovisnosti o permu-
taciji elemenata u retku, odnosno A7). Isto vrijedi i za maksimum te i Hurwiczov kriterij
zadovoljava taj aksiom.

Laplaceov kriterij zbraja vrijednosti u pojedinom retku i dijeli s brojem elemenata u retku,
a kako je zbrajanje komutativno, ocCito je i da taj kriterij zadovoljava A7).

Naposljetku, sjetimo se da smo kod uvodenja ovog aksioma konstruirali primjer koji po-
kazuje da ga Savageov kriterij ne zadovoljava.

A83)

Kod uvodenja ovog aksioma, pokazali smo primjerom da Laplaceov kriterij ne zadovo-
ljava A8). Dupliciranje stupaca ne utjece na odredivanje minimuma i maksimuma (skupa
elemenata), pa iz toga zakljucujemo da ovaj aksiom zadovoljavaju i Waldov i Hurwiczov
kriterij. a

TeorREM (MILNOR)
Pretpostavimo da neka metoda odlucivanja zadovoljava aksiome A1), A4), A5), A6) i A7).
Tada nuzno vrijedi

n n
. Vij
v; > v ako i samo ako Z s Z

ki
=1 ;e n

Dokaz. Primijetimo da nam aksiom A1) treba da bismo mogli pretpostaviti da metoda
svakoj akciji a; pridruzuje vrijednost v;. Nadalje, primijetimo da s obzirom da vrijedi
A6), mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je

v;; 20, zasve 1,j

jer mozemo dodavati konstante stupcima dok to ne zadovoljimo.
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Promotrimo sada akcije a; i a; tako da vrijedi jednakost, tj.

vy

n
U .
=y H (3.1)
=1 T
te dokazimo smjer <=, odnosno trebamo pokazati da iz jednakosti (3.1) slijedi v; = v.
Uvedimo nove oznake dobivene u /[-tom koraku transformacije:

al  I-ta akcija

Uéj [-ta vrijednost, tj. [-ta teZina.

Polazimo od vrijednosti [ = 1, s pretpostavkom da je
ag = a;, U?j = Vij,
gdje su a;, v;; akcije i vrijednosti zadane u polaznoj tablici. Provest cemo dva koraka:

KORAK 1 U tablicu dodajemo akcije a!, a! koje su konstruirane tako da permutiramo
vrijednosti {v};'}, odnosno {v} '} u rastu¢em poretku. Prema AS5), jer mi sada dodajemo
akcije u polaznu tablicu, nove alternative nece promijeniti poredak starih al™! i a1, pa
prema A7) vrijedi

vl =0l = ol =0l (3.2)

KORAK 2 Dodajemo alternative a.*! i al! tako da vrijedi
+1 _ 1 gl ol
z; =V~ mln{vij? Ukj}

41 _ ol
Upy = Uy — min{vy;, vt

(Y

zasve j = 1,...,n, tj. minimalnu vrijednost min{vfj, v,ij} oduzimamo od vrijednosti u
J—tom stupcu.
Prema aksiomu A6) ni ova transformacija nece promijeniti poredak alternativa, tj.

vi=ol = ot =0l (3.3)

Nadalje, postavimo vrijednost [ = [ + 2. Ponavljamo korake 1 i 2 te ¢emo nakon konacno
mnogo koraka doci do dva retka sastavljena od nula.
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Primijetimo da kako smo krenuli od pretpostavke (3.1), oba ce retka u nekom koraku
istovremeno biti nula. Neka je to, npr., u—ti korak. Ponavljajuci korake 11 2 te uz pomoc
(3.2) i (3.3) dobivamo

m

o =0l = Ul =0l — = W=l = v =
Pretpostavimo sada da umjesto jednakosti (3.1) vrijedi
- Vij o~ Uki
Yo a
i pokazimo da iz toga slijedi v; > vy.
Dodajemo akciju a; u tablicu tako da je
n
Z Uzs vks (34)
Sada iz (3.4) dobivamo
n n 1 1
=) — Vis — Ugs) ) —
z:: Z:: n Vij Sz:; is s ]z; n
IR WICERBESS
- (vij —vkj) = _Ukja
= n' i1 =1 "

dok s druge strane, prema aksiomima A4) i A5), slijedi
Vi > U] = Vg - U; > Vg,

pri ¢emu nejednakost v; > v, vrijedi zbog jake dominacije i uvjeta v;; > vy, za sve j =
1,...,n.

Dakle,
n n
Vii Vkj
UL sy,
=t =
n n
Vij Ukj
= _ p— /UZ = UIC
St

n
Primijetimo da bi tim nacinom dokazali i suprotan smjer, odnosno
n n
SV Sy,

kada bismo primijenili dokazivanje obratom po kontrapoziciji, samo uz zamjenu indeksa

7 <«— k. n
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Na sljedecem ¢cemo primjeru detaljno ilustrirati Milnorov teorem.

3.12. PrimJER. Provedimo korake 11 2 (iz dokaza Milnorovog teorema) na primjeru Tablice 43,
dok ne dobijemo dva retka sastavljena od nula.

01 0 05
a? 8 6 10
a) 12 3 9

Tablica 43. Tablica uz Primjer 3.12.

Rjesenje. Provedimo trazene korake, uz dodatna obrazlozenja u Tablici 44.

0, 0, 05 komentari

al 8 6 10 Primijetimo da je
0 12 3 9 8+6+10 12+3+9

k 3 3
al 6 8 10 Korak 1: permutirajmo vrijednosti u
aj, 3 9 12 redovima u rastu¢em poretku.
a? 3 0 0 Korak 2: Oduzimamo min{v};, vy}
a2 0 1 2 od j-tog stupca, j = 1,2, 3.
a? 0 0 3 Korak 1: permutirajmo vrijednosti u
al 0 1 2 redovima u rastucem poretku.
al 0 0 1 Korak 2: Oduzimamo min{vy}, v}, }
a} 0 1 0 od j-tog stupca, 7 = 1,2, 3.
a? 0 0 1 Korak 1: permutirajmo vrijednosti u
a; 0 0 1 redovima u rastucem poretku.
a? 0 0 0 Korak 2: Oduzimamo min{v};, vy}
al 0 0 0 od j-tog stupca, j = 1,2, 3.

Tablica 44. Ilustracija Milnorovog teorema
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Uocimo i sljedecu, ocitu tvrdnju:
Kororar
Ni jedan kriterij odlucivanja ne moze zadovoljiti sve aksiome.

3.4. Zadaci za vjezbu

Zadatak Donositelj odluke ima izbor:

o Igrati sljedecu igru: Deset puta baca simetrican (pravilno izraden) novcic. Ako
svaki put padne pismo, ne dobiva nista, a inac¢e dobiva 10000 000 kuna.

o Bezuvjetno uzeti 1 kunu.

Je li to dobar primjer za zakljucivanje u slucaju jake nesigurnosti?

Zadatak Donositelj odluke ima izbor:
o Igratiigru ukojoj s nepoznatom vjerojatnoscu moze dobiti 10 000 000 kuna ili nista.
o Bezuvjetno uzeti 1 kunu.

Koju alternativu bi nam dao Waldov kriterij kao dobru odluku?

Zadatak Neka je zadana tablica odluc¢ivanja 45, gdje je x realan broj.

0, 05 05 04
aq 5 4 3 4
a9 6 3 6 2
as 3 T 5 3
a4 4 3 5 1

Tablica 45. Tablica uz zadatak 3.3.

Odredite koju akciju treba odabrati, u ovisnosti o x, prema 4 obradena kriterija. Zbog
jednostavnosti, u odgovarajucem kriteriju uzmite o = %

Zadatak Neka je zadana tablica odlu¢ivanja 46. Ako je donositelj odluke odabrao akciju
as, s kojim je od Cetiri kriterija on kompatibilan? Ispitajte detaljno sva Cetiri poznata
kriterija i zakljucke obrazlozite. Precizno navedite uvjete pod kojima Vas odgovor vrijedi
(nakon sto rijesite zadatak, pri provjeri imajte na umu da u ovoj situaciji treba teziti
optimizmu).
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th 02 03 04
a1 7 0 3 0
as 0 1 0 8
as 3 1 1 4
a 7 7 4 7

Tablica 46. Tablica uz zadatak 3.4.

3.5. Zadatak Neka je zadana tablica odlucivanja 47, pri cemu je x realan broj.

0, 05 05 04
aq 3 4 T 2
Qs 4 3 7 3
as 5 1 4 4
a4 4 3 5 1

Tablica 47. Tablica uz zadatak 3.5.

a) Odredite koju akciju treba odabrati, u ovisnosti o x, prema 4 obradena kriterija. U
Hurwiczovom kriteriju uzmite o = %

b) Odredite za kakav ce = € R sva Cetiri kriterija dati isti odabir.

3.6. Zadatak Dokazite da Savageov kriterij zadovoljava aksiom neovisnosti o dupliciranju
stupaca.

3.7. Zadatak Provedite korake iz Milnorovog teorema na primjeru Tablice 48, dok ne dobijete
dva retka sastavljena od nula.



50

01 0 05
a? 18 6 15
a) 20 12 7

Tablica 48. Tablica uz zadatak 3.7.

Tablice odlucivanja

3.8. Zadatak Provedite korake iz Milnorovog teorema na primjeru Tablice 49, dok ne dobijete

01 0o 05
a? 15 5 25
a) 8 7 30

Tablica 49. Tablica uz zadatak 3.8.

dva retka sastavljena od nula.
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4. Preferencije i funkcije vrijednosti

Kada govorimo o preferencijama (kazemo jo$ i relacijama preferencije) i funkcijama vri-
jednosti, pretpostavljamo da smo u uvjetima sigurnosti, odnosno da donositelj odluke
tocno zna posljedice svojih odluka te da svaka od dostupnih akcija vodi do dobro odredenih
posljedica. Ovdje pretpostavljamo da racionalni donositelj odluke uvijek odabire akciju
koja vodi posljedici koju on vise preferira. U kontekstu preferencija, akcije je uobicajeno
zvati objektima, $to cemo primijetiti u nastavku.

DEerFINICIJA

Kazemo da donositelj odluke preferira (kazemo jos i jako preferira) objekt a nad objek-
tom b (u oznaci a > b) ako bi, u slu¢aju da mu ponudimo izbor izmedu a i b, bio razocaran
ako mora uzeti b.

DEFINICIJA
Kazemo da je donositelj odluke indiferentan izmedu objekata a i b (u oznaci a ~ b) ako
je jednako sretan dobije li ili a ili b.

[ U nastavku navodimo glavne zahtjeve koje trebamo ocekivati od preferencija. ]

1) Za proizvoljna tri objekta a, b, ¢ vrijedi svojstvo tranzitivnosti (s obzirom na pre-
ferenciju), odnosno
a>b i b>c = a>c.

2) Ako za neki par objekata a i b vrijedi a > b, tada ne moze vrijediti b > a, tj.
a>b == Vb#ta.
Ovo svojstvo naziva se asimetri¢nost (s obzirom na relaciju preferencije).

3) Za proizvoljna tri objekta a, b, ¢ vrijedi svojstvo tranzitivnosti (s obzirom na indi-
ferentnost), odnosno

a~b 1 b~c = a~c.

4) Za svaki objekt a vrijedi svojstvo refleksivnosti (s obzirom na indiferentnost),
odnosno
a~a.
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5) Za svaka dva objekta a i b vrijedi simetri¢nost (s obzirom na indiferentnost)

a~b =—= bn~a.

Posljednja dva svojstva povezuju preferencije i indiferentnost:
6) Za proizvoljna tri objekta a, b, c vrijedi

a~b 1 b>c =— a>c

a>b 1 b~c = a>ec.

Prethodno je svojstvo odmah intuitivno jasno kada ga interpretiramo pomocu zna-
¢enja danih simbola, $to daje:

ako je donositelj odluke indiferentan izmedu a i b te preferira b nad c onda donositelj
odluke preferira a nad c; dok drugo svojstvo, analogno, glasi: ako donositelj odluke
preferira a nad b te je indiferentan izmedu b i ¢, onda donositelj odluke preferira a
nad c.

7) Za svaka dva objekta a i b vrijedi tocno jedna od sljedecih tvrdnji:
ili a>b ili a~b ili b>a,
odnosno: donositelj odluke ili preferira a nad b ili je indiferentan izmedu a i b ili
preferira b nad a.
Sljedecim primjerom ukazat cemo na pogresku koja se moze pojaviti prilikom koristenja
svojstva tranzitivnosti s obzirom na relaciju indiferentnosti.

4.3. PRIMJER. Ana se s prijateljima dogovara da zajedno odu na izlet u Kopacki rit. U Hr-
vatskom meteoroloskom casopisu (vidi [18, str. 66, Tablica 1], [40, str. 135, Primjer 3.5])
pronasli su podatak da je prosjecna mjesecna temperatura zraka (u Celzijusovim stupnje-
vima) u Kopackom ritu tijekom srpnja 21.9. Ana i njezini prijatelji smatraju da je tempe-
ratura iznad 20° C sasvim prihvatljiva za izlet te su oni indiferentni izmedu temperature
od 20° C i 20.001° C, takoder izmedu 20.001° C i 20.002° C itd. Prethodno razmisljanje
mozemo zapisati u obliku

20°C ~20.001°C
20.001° C' ~ 20.002° C

99.999° C' ~ 100° C

te iz tranzitivnosti indiferentnosti slijedi 20° C' ~ 100° C. O
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Iz prethodnog primjera slijedi da prilikom uporabe svojstva tranzitivnosti indife-
rentnosti moramo biti oprezni. Stoga cemo, u nastavku, pretpostaviti da racionalni
donositelj odluke moze detektirati sve bitne razlike, s obzirom na model koji proma-
tramo.

4.1. Slaba preferencija

U ovom poglavlju bavit cemo se slabom preferencijom, $to je na neki nacin relaksirani
pojam preferencije.

. DEFINICIJA
Kazemo da donositelj odluke slabo preferira objekt a nad objektom b (u oznaci a > b)
ako on smatra da je a dobar barem kao b.

U nastavku cemo se upoznati i s aksiomima za slabu preferenciju, koji su vezani uz
racionalno donosenje odluka.
Neka je, stoga, A skup objekata koje donositelj odluke promatra.

A 2.1: Usporedivost

Svaka dva objekta usporediva su relacijom >. Preciznije, za svaka dva objektaa,b € A
vrijedi
a>b ili b>a ili oboje.

A 2.2: Tranzitivnost

Relacija > je tranzitivna, odnosno za svaka tri objekta a, b, c € A vrijedi




54 Preferencije i funkcije vrijednosti

A 2.3: Konzistentnost slabe preferencije i indiferentnosti

Za svaka dva objekta a,b € A vrijedi

A 2.4: Konzistentnost slabe i jake preferencije

Za svaka dva objekta a,b € A vrijedi

a>b < b#*a.

U sljedecem teoremu bit ¢e pokazano da prethodno navedeni aksiomi impliciraju ko-
risna svojstva relacija preferencije i indiferentnosti.

4.5. TEOREM
Ako vrijede aksiomi A 2.1-A 2.4, tada vrijedi

i) relacija > je tranzitivna i asimetricna,
ii) relacija ~ je tranzitivna, refleksivna i simetricna,
iii) za svaka tri objekta a,b,c € A

a~b i b>c = a>c,

iv) za svaka tri objekta a,b,c € A

a>b i b~c = a>c,

v) za svaka dva objekta a,b € A vrijedi tocno jedna od sljedecih tvrdnji:

a>b, a~b, b>a.

Dokaz. i) Pretpostavimo suprotno onome sto treba dokazati.

o Neka relacija > nije tranzitivna. Prema tome, postoje a, b, c € A tako da vrijedi

a>b 1 b>c 1 a#ec
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Iz prethodne pretpostavke slijedi

b>c A24 c#b A2l bxc

< fr—

te
A24
a¥c crza
—
pri cemu, uz pomoc aksioma A 2.2 iz b > c1i ¢ > a, zakljuCujemo da je b > a.
S druge strane, iz pretpostavke a > b, prema aksiomu A 2.4 dobivamo b # a, §to
je u kontradikciji s prethodnim zakljuckom. Dakle, relacija > je tranzitivna.

o Neka relacija > nije asimetricna, $to znaci da postoje a,b € A tako da je
a>b i b>a.

Prema aksiomu A 2.4 tvrdnja a > b je ekvivalentna s b # a, dok je tada ocito
i b > a ekvivalentno s a # b. Prema aksiomu A 2.1 nije moguce istovremeno
zadovoljiti b * a i a # b, dakle dosli smo do kontradikcije, $to dokazuje asime-
tricnost relacije >.

ii) Pokazimo redom tranzitivnost, refleksivnost i simetri¢nost relacije ~.

o Pretpostavimo da je a ~ bib ~ c. Prema aksiomu A 2.3 te su tvrdnje ekviva-
lentne s

Dakle, vrijedi tranzitivnost.

o Kako je za svaki a € A relacija a ~ a ekvivalentna s a > a i a > a, refleksivnost
vrijedi.
o U svrhu dokazivanja simetri¢nosti primijetimo da je
A2.3 ) ) A2.3
a~b a>*b 1 bra <= b>a i azb b~a.
— —
iii) Ponovno, pretpostavimo suprotno onome $to treba dokazati, odnosno neka postoje
a,b,c e Atako da je
a~b i b>c i atc
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Prema aksiomima A 2.3 i1 A 2.4 prethodno je ekvivalentno s

A22
a>*b 1 b>xa 1 c*b i c>a c>b,
fr—

$to je u kontradikciji s ¢ # b.
iv) Dokaz provodimo na potpuno isti na¢in kao u dijelu iii).

v) Dokazimo da za sve a,b € A vrijedi tocno jedna od tvrdnji a > b, a ~ b, b > a.
Zanemarimo li na trenutak nase aksiome, mozemo zakljuciti da dva objekta a i b
mogu biti u sljedecem odnosu:

ax>b ax>b a*tb atb
b*a b>a b>a b#*a.

(1) (2) (3) (4)
Promotrimo sada svaki od slucajeva (1)—(4) zasebno:
(1) prema A 2.4
bta <= a>D
teiza > bia > bslijedi a > b;
(2) prema A23a>bib>ajeekvivalentno s a ~ b;

(3) prema A 2.4
atb < b>a

teizb>aib > aslijedib > a;

(4) prema A 2.1 zakljucujemo da nije moguce imati a * bib ¥ a (zbog usporedi-
vosti). Dakle, taj slucaj nista ne daje. a
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4.2. Klasa indiferentnosti

Zaproizvoljan objekt a iz skupa svih objekata A koje donositelj odluke promatra uvodimo
klasu indiferentnosti s obzirom na a, koju ozna¢avamo s /(a) i definiramo s

I(a):={beA: b~a}. (4.5)

Dakle, klasa indiferentnosti, s obzirom na objekt a, je skup svih objekata koji su indife-
rentni s a. Kako smo vec pokazali da relacija indiferentnosti ima svojstvo refleksivnosti,
odmabh slijedi da je a € I(a). Navedimo, u nastavku, i sljedeca bitna svojstva vezana uz
klasu indiferentnosti.

LEma
Ako vrijede aksiomi A 2.1-A 2.4, tada

i) ako jea ~ b, onda je I(a) = I(b);
ii) ako I(a) i I(b) imaju zajednicki element, onda je I(a) = 1(b);

iii) ako je a > b, onda za svakic € I(a) i za svaki d € 1(b) vrijedi c > d.

Dokaz. Najprije primijetimo da s obzirom na pretpostavku o zadovoljenosti aksioma A
2.1-A 2.4 odmabh slijedi da vrijede i tvrdnje Teorema 4.5., s obzirom da smo njih dokazali
upravo uz takvu pretpostavku.

i) Pretpostavka od koje krecemo je a ~ b. Kako bismo dokazali trazenu jednakost,
uzmimo proizvoljan ¢ € I(a), $to po definiciji (4.5) povlaci ¢ ~ a. Sada, prema tran-
zitivnosti relacije ~, iz ¢ ~ a i a ~ b slijedi ¢ ~ b, S§to (prema definiciji (4.5)) znaci da
jeonda ce I(D).

Dakle, pokazali smo da je I(a) c I(b).

Na isti nacin, za proizvoljni ¢ € I(b) definicija (4.5) daje ¢ ~ b, Sto, zbog tranzitiv-
nosti, u kombinaciji s b ~ a (Sto dobivamo iz a ~ b i simetricnosti relacije ~) daje
¢ € I(a). Time je dokazana i obratna inkluzija I(b) € I(a). Iz dviju dokazanih
inkluzija slijedi trazena jednakost.

ii) Neka I(a) i I(b) imaju zajednicki element c. Iz ¢ € I(a), prema (4.5), slijedi ¢ ~ a
(8to je zbog svojstva simetri¢nosti ekvivalentno s a ~ ¢), dok iz ¢ € I(b) dobivamo
c~b.

Sada imamo

. tranzitivnost
a~c 1 c~b a~b.
fr—

Prema prethodno dokazanoj tvrdnjii) iz a ~ b slijedi trazena jednakost I (a) = I(b).
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iii) Neka je a > b, ¢ € I(a) i d € I(b), pri ¢emu su c i d proizvoljni. Iz prethodnih
dviju pretpostavki i jednakosti (4.5) dobivamo ¢ ~ a i d ~ b, odnosno, zbog svojstva
simetri¢nostiib ~ d.

Teorema 4.5., da je ¢ > bib ~ d. Uz pomoc posljednjeg i tvrdnje iv) Teorema 4.5.
zakljucujemo da je c > d, $to je i trebalo dokazati. .

NAPOMENA

S obzirom da je relacija ~ istovremeno refleksivna, simetri¢na i tranzitivna, mozemo za-
kljuciti da se radi o relaciji ekvivalencije. To upravo znaci da relacija ~ daje particiju
skupa objekata na medusobno disjunktne podskupove [56].

Nadalje, uvodimo relaciju >; izmedu klasa indiferentnosti na sljede¢i nacin:

Ii> I, < a>b Vacely, Vbel,.

Analogno, vrijedi
[1?1‘[2 <~ a?b, \V/CLE[l, VbE[Q.

DEerFINICIJA
Za dani skup alternativa A = {ay,...,a,} irelaciju slabe preferencije > nad A, kazemo
daje v : A - R ordinalna funkcija vrijednosti ako za proizvoljne a;, a; € A vrijedi

a;>a; <<= v(a)>v(a;).

Iz prethodne je definicije ocito da je ordinalna funkcija vrijednosti realna rastuca
funkcija. Takoder, iz prethodne je definicije lako zakljuciti sljedece:

Prorozicija
Za ordinalnu funkciju vrijednosti v : A - R, definiranu na danom skupu alternativa A =
{a,...,a,}, vrijedi

i) a>b akoisamo ako jev(a) > v(b)

ii) a ~ b ako i samo ako je v(a) = v(b).

Dokaz. Dane je tvrdnje lako dokazati uz pomoc aksioma A 2.1-A 2.4 i Definicije 4.8.
Naime,
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i) lako je uociti
a>b Aza b¥a Dit& v(b) ¥v(a) <= v(b)<v(a),

<
gdje zadnja ekvivalencija slijedi zbog uredaja na skupu realnih brojeva R.
ii) Ocito je

A23 . Def. 4.8. .
a~b ax*b i b>a — v(a)>v(b) i v(b)>v(a)

— v(a)=v(b),

gdje posljednja ekvivalencija ponovno slijedi zbog uredaja na skupu R. .
4.10. PrimJER. Darko razmislja u koju boju bi mogao okreciti sobu. Premislja se izmedu bijele

(b), plave (p), zelene (z), krem (k) ili smede (s) (primijetimo da Darko odlucuje izmedu pet
alternativa). Preferencije je zapisao u Tablicu 50

b p zZ k s
b X QO X X O
p X ® X X X
z o 1O |® ® O
k o |0 |® ® O
s X ® X X ®

Tablica 50. Tablica Darkovih preferencija

na sljedeci nacin:

o stavio je znak & na mjesto (7, ) ako i samo ako je red i ~ stupac j

o stavio je znak X na mjesto (7, j) ako i samo ako je red i > stupac j

o stavio je znak (O na mjesto (4, ) ako i samo ako je red i < stupac j

Nadimo jedan primjer ordinalne funkcije vrijednosti koja se slaze s relacijom >;.
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Rjesenje. Iz tablice is¢itavamo sljedece: 1(b) = {b}, I(p) = I(s) = {p, s} te [(z) = I(k) =
{z,k}. Takoder je p>bis>bteb>z1ib> k. Dakle, zaklju¢ujemo

{p,s}>i{b} >i {2k}

Kako je prema Definiciji 4.8. ordinalna funkcija vrijednosti realna i rastuca, jedan od
(neprebrojivo mnogo) izbora, koji zadovoljava prethodno dobiveno, je odabir vrijednosti

v(p)=v(s)=5>v(b) = ; >v(z)=v(k)=1.
Dakle, bitno je postovati uvjet da je v rastuca funkcija. O

Primijetimo da smo u prethodnom primjeru, iz preferencija koje je Darko zapisao u
tablicu, predlozili jedan nacin pridruzivanja vrijednosti za v. Na$ zakljucak opravdava
sljedeci teorem [23, str. 77, Theorem 3.3]:

TEOREM
Za konacan skup objekata A = {ay, ..., a,} srelacijom > koja zadovoljava aksiome A 2.1-A
2.4, uvijek mozZemo konstruirati pripadnu ordinalnu funkciju vrijednosti.

Dokaz. Neka je
v(a;) jednak broju objekata a;€ A takvihdaje a; > a;. (4.6)
U nastavku cemo dokazati da je tada
v(a;) >2v(a;) <= a;*aj,

Sto ce, po definiciji, znaciti da je v ordinalna funkcija vrijednosti. Pokazimo najprije da
a; » a; povlaci nejednakost v(a;) > v(a;).

Naime, neka je ay, bilo koji objekt za koji vrijedi a; > ai. Ako je a; > a;, onda je zbog
tranzitivnosti i a; > a;. Dakle, bilo koji objekt koji ubrajamo u v(a;) je takoder, prema
definiciji (4.6), ubrojan u v(a;), $to vodi do Zeljene implikacije.

Pokazimo sada da

a;>a; = v(a;)>v(ay).

Prema prethodno pokazanom, vrijede implikacije

a>a;, = a;>a; = v(a;)>v(ay),
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no prema pretpostavci da vrijede svi navedeni aksiomi A 2.1-A 2.4 takoder znamo da
a; >a; = a;¥a;

dakle, postoji barem jedan objekt, nazovimo ga a;, koji je ubrojan u v(a;) zbog a; > a;, a
nije ubrojan u v(a;). Stoga je

a; >a; = v(a;)>v(a;)+1>v(a;).
Preostalo je jos pokazati implikaciju
v(a;)) 2v(a;)) = a;>a;.
Pretpostavimo da prethodna implikacija ne vrijedi. Tada postoje objekti ay, a; € A takvi
da je
v(ag) >v(a)) 1 agta.

Prema prethodno pokazanom, sada je
ata = a>a = v(a)>v(a) = va)}v(a),

$to je kontradikcija s nasom pretpostavkom. Dakle, mozemo zakljuciti da takvi ay i a; ne
postoje, sto vodi na implikaciju koju smo trebali pokazati. a

Ordinalnu funkciju vrijednosti mozemo odrediti i ukoliko su poznate preferencije
izmedu promatranog skupa objekata, koje tada, postujuci pravila prethodno definiranih
relacija >, > i ~, lako moZemo poslagati u tablicu kao $to je ona dana u prethodnom
primjeru. Za ilustraciju, navodimo sljedeci primjer:

PrIMJER. Trener atletskog kluba Slavonija—Zito razmislja koga jos odabrati za natjecanje
na Ekipnom prvenstvu Hrvatske u krosu. Prema prethodnom iskustvu, on zna da je Ema
brza i spretnija od Hane, Franka je brza i spretnija od Eme, Gordane i Hane, dok je Gor-
dana brza i spretnija od Eme i Hane. Naravno, trener preferira natjecateljicu koja je brza
i spretnija od drugih. Koga on treba povesti na natjecanje?

Rjesenje. Ako je trener preferencije zapisao na sljedeci nacin:

o stavio je znak & na mjesto (7, ) ako i samo ako je red i ~ stupac j

o stavio je znak X na mjesto (i, j) ako i samo ako je red 7 > stupac j

o stavio je znak (O na mjesto (7,) ako i samo ako je red i < stupac j,

onda su njegove preferencije predstavljene Tablicom 51.
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X | X | ®| =

T o | ™| ™

SOOI AIe]
O|® | X0 @
R|I X | xX|x| =

O

Tablica 51. Tablica trenerovih preferencija

Naravno, trener je indiferentan kada bira izmedu jedne te iste osobe te stoga na glav-
noj dijagonali imamo &, dok ni na jednom drugom mjestu u tablici nemamo znak za
indiferentnost, sto znac¢i da imamo cetiri klase indiferentnosti

I(E), I(F), I(G), I(H).

Kako bismo odredili odnos klasa indiferentnosti s obzirom na relaciju >;, iz tablice i§¢itavamo
sljedece: E> H,F > FE,F>G,F>H,G > E te G > H. Dakle, zakljucujemo

I(F) = I(G) > I(E) = I(H),

$to znaci da je Franka brza i spretnija od ostalih te bi je trener trebao povesti na
natjecanje.
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4.3. Izmjeriva funkcija vrijednosti

U svrhu vece ekspresivnosti donositelja odluke uvodimo pojam zamjene i relaciju slabog
uredaja na zamjene. U nastavku simbol (@ «<— b) predstavlja zamjenu (engl. exchange,
Sto je obrazlozenje za oznaku >, koja Ce se ispod pojaviti) b sa a; a kazemo jos i zamjenu
b radi dobivanja a ili zamjenu b da bismo dobili a.

Nadalje, relacija slabog uredaja na zamjene opisana je u sljedecoj definiciji.

DEerFINICIJA

Neka su a,b,c,d € A alternative. Kazemo da donositelj odluke preferira (preciznije je
reci slabo preferira, no u ovom kontekstu koriste se oba termina) zamjenu (a <— b)
nad zamjenom (¢ «— d) u oznaci

(a<—10b) >, (c«—d)

ako viSe preferira dobiti « umjesto b nego ¢ umjesto d.

Bitno je naglasiti, vezano uz prethodnu definiciju, da ne usporedujemo krajnja stanja,
nego gledamo kojom zamjenom vise dobivamo, $to ¢emo ilustrirati sljedecim primjerom.

PrimJER. Neka su dane alternative:

d — osoba nema koronu i dobit ¢e ocjenu 2 iz Teorije odlucivanja

¢ — osoba ima tezak oblik korone i dobit ce ocjenu 2 iz Teorije odlucivanja
b — osoba nema koronu i dobit ¢e ocjenu 5 iz Teorije odlucivanja

a — osoba nema koronu i dobit ¢e ocjenu 3 iz Teorije odluc¢ivanja.
Preferirate li zamjenu c sa d nad zamjenom a sa b ili obratno?

Rjesenje. Ukoliko promotrimo kojom zamjenom vise dobivamo te zdravlje stavimo na
prvo mjesto, zakljucit cemo da nam bolje odgovara zamjena ¢ sa d nego zamjena a sa b,
odnosno

(d«—c) =, (b<—a).

NAPOMENA
Primijetimo da smo do sada uveli dvije relacije slabe preferencije:

> slaba preferencija izmedu objekata

>, slaba preferencija izmedu zamjena (tj. nad zamjenama).
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DEerINICIJA
Izmjeriva funkcija vrijednosti za relacije slabe preferencije > i slabe preferencije nad za-
mjenama >, je funkcija v : A - R koja zadovoljava

(1) a > b ako i samo ako je v(a) > v(b)

(2) (a<—10) 2. (c «— d) ako i samo ako je v(a) —v(b) > v(c) — v(d).

DEerINICIJA

Za dani skup zamjena Z i relaciju slabe preferencije >, nad zamjenama Z kazemo da je
V : Z - R ordinalna funkcija vrijednosti za relaciju >, ako za proizvoljne a,b € Z
vrijedi

V(a «—b) =v(a)-v(b).

NAPOMENA
Primijetimo da uz pomoc¢ Definicije 4.17. svojstvo (2) iz Definicije 4.16. moZemo pisati
kao

(a<—Db) > (c+—d) <= V(a<—0>b)>2V(c+—d).

4.4. Aksiomi slabog uredaja

U nastavku cemo se upoznati s aksiomima koji povezuju slabu preferenciju i slabu pre-
ferenciju nad zamjenama, od kojih ¢emo neke slozenije i detaljno obrazloziti, odnosno
dokazati.

Naime, prirodno je i nuzno pretpostaviti da su indiferentnost ~. i stroga preferencija
>¢, izmedu zamjena konzistentne (kazemo jos u skladu) s >., na isti nacin na koji su
indiferentnost ~ i stroga preferencija > konzistentne s >. To je upravo smisao sljedecih
aksioma koje ponekad nazivamo i aksiomi slabog uredaja (engl. weak ordering axioms)
[23, str. 83].

Neka je, kao i prije, A skup objekata (alternativa) koje donositelj odluke promatra.

A 3.1: Slabi uredaj

Relacija > mora zadovoljavati aksiome A 2.1-A 2.4 nad skupom alternativa, dok re-
lacija >, mora zadovoljavati iste aksiome nad skupom zamjena.
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A 3.2: Konzistentnost > i >,

Za svaka dva objekta a,b € A vrijedi

ax*b <= (a<—0b)> (c«—c), zasvakice A.

Zamjenu (¢ «<— c) Cesto nazivamo nul-zamjena. Preciznije, donositelj odluke zamijeni ¢
sa ¢, $to ne daje ni bolju ni goru situaciju.

Dokaz. Vrijedi sljedeci niz ekvivalencija:

Def. 4.16. (2)

(a<«—0b) > (c—c¢) —

v(a)-v(b) >v(c)-v(c)=0

Def. 4.16. (1)
p—

<~  v(a)>v(b) axb. .

A 3.3: Inverzija

Za svaka cetiri objekta a, b, ¢, d € A vrijedi

(a<—0b)> (c—d) <= (b<—a)=z.(d<—2c).

Prethodnu ekvivalenciju mozemo interpretirati na sljedeci nacin: ako donositelj odluke
misli da dobitak u zamjeni b sa a nije manji od dobitka u zamjeni d sa ¢, onda on takoder
smatra da dobitak u zamjeni a sa b nije veci od dobitka u zamjeni ¢ sa d (i obratno).

Dokaz. Uz pretpostavku da postoji v, prema Definiciji 4.16. (2) zakljucujemo:

(a<—1Db) > (c—d) <<= v(a)-v(b)2v(c)-v(d)
—  v(b)-v(a)<v(d)-v(c)

<~ (b+<—a)<.(d<—c). =
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A 3.4: Konkatenacija

Za proizvoljne objekte a,b, ¢, d, e, f € A tvrdnje

(a<—10) > (d<—e),
(be—c) > (e<—[)

povlace (a «— c¢) >, (d «— f).

Dokaz. Ponovno, uz pretpostavku da postoji funkcija v, prema Definiciji 4.16. (2) slijedi

(a<—0b)>2 (d<—e) <= v(a)-v(b)>v(d)-v(e),
(be=c) 2 (e<—1f) <= wv(b)-v(c)2v(e)-v(f).

Zbrajanjem prethodnih nejednakosti (s desne strane) dobivamo v(a)-v(c) > v(d)-v(f),
iz ¢ega, prema Definiciji 4.16. (2), dobivamo trazenu tvrdnju (a <—¢) >, (d<— f). a

U nastavku navodimo jedan primjer konstrukcije izmjerive funkcije vrijednosti v.

4.19. PrimyER. Neka je dan skup objekata A ¢ije su vrijednosti u potpunosti poznate donosi-
telju odluke. Za objekte a,b € A zamjena a <— b znaci da ce donositelj odluke izabrati a
umjesto uzeti objekt b. Pretpostavimo da donositelj odluke preferira predmete vece vri-
jednosti, odnosno da preferira vecu financijsku dobit od manje. Prvi korak u konstrukciji
funkcije v je izbor mjerne jedinice. U tu svrhu, izaberemo proizvoljnu (pozitivnu) dobit
a; € A tako daje v(a;) = 1. Zbog jednostavnije notacije uvodimo i objekt bez vrijednosti
ao, tj. v(ag) = 0. Nadalje, donositelja odluke trazimo da navede vrijednost/iznos a, tako
da vrijedi

(CLQ < (11) ~e (a1 < (lo), (47)

odnosno, tako ¢e donositelj odluke biti podjednako sretan ako zamijeni a; s as, kao i da
zamijeni ag s a1. Kako je v(ag) = 0iv(ay) =1, iz (4.7) slijedi

v(az) - v(ar) =v(ar) - v(ao),
Sto je, ocito, ekvivalentno s

v(as) =2v(ay) —v(ag) = 2.
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Nadalje, kada je donositelj odluke odabrao a,, pitamo ga za vrijednost od a3 tako da je
zadovoljeno
(a3 <— az) ~ (az <— a1),

zatim za vrijednost od a, tako da je
(a4<—a3) ~e ((13<—6L2)....

Na prethodno opisan nacin induktivno dobivamo niz vrijednosti koje predstavljaju finan-
cijske dobiti, ag, ay, as, ... tako da je

(al A (10) ~e (a2 A al) ~e "t Ve (an A an—l) ~e *tt
Prema prethodnoj je konstrukciji
v(ag) =0, v(a1) =1, v(az) =2, ..., v(a,) =n ...

Pretpostavimo sada da Zelimo odrediti v(a) za neki a € A. Tada trebamo promatrati dva
slucaja:

o ako je a = ay,, za nekin, onda je v(a) = v(a,) = niodredili smo trazenu vrijednost;

o ako je a # a,, za svaki n, nastavljamo na sljedeci nacin:
pretpostavljamo da postoji n € N tako da je

Aps1 7 Q% Qy, (%),
iz Cega slijedi v(a,41) > v(a) > v(a,), odnosnon +1 > v(a) > n.
Zatim, trazimo donositelja odluke da odredi a,,, 1 takav da je
(an+1 A an+%) ~e (an+% A an) (**)'

Rije¢ima, donositelj odluke ce biti podjednako sretan ako zamijenia,,, 1 s Gp+1, kao i
2

da zamijenia, s a,, 1 U tom smislu, a,, s1je srednja vrijednost u smislu preferencije

intervala izmedu a,, i a,,;1. Sada iz () zakljuujemo

V(a’n+1) - V(an+%) = V(an+%) - V(“”)?

odnosno
V(ap, 1) =n+ 3.
Iz prethodnog je

Anp+1 > Ayl > Qs

sto vodi na
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° oy T 1 .1-
1 an+1ZaZan%,lzcegashjedanrlZy(a)2n+§,1h

2° a,,1 % a* a,, iz Cega slijedi n + 3 > v(a) > n.

NI

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da vrijedi 1° (daljnji je postupak isti i u
slucaju 2°). Tada pitamo donositelja odluke za a,,, s tako da je

(a’n+1 < an+%) ~e (an+% < a’n+%) .

Na isti nacin kao $to je opisano u prethodnom koraku dobivamo da je

3

1
i .

n+l>v(a)>2n+3 ili n+2>v(a)>n+;

Nastavljajuci raspolavljati intervale na isti na¢in mozemo odrediti numericku vri-
jednost od v(a). Primijetimo da zamjena (a; <— ag) zapravo definira mjernu jedi-
nicu preferencije.

(@n,n)

"(a5,3)
“(a2,2)
"(ar, 1)

(a0> 0)
Slika 1. Graf prethodno konstruirane funkcije korisnosti v

O

Primijetimo da smo u konstrukciji prethodnog primjera pretpostavili da, na neki nacin,
donositelj odluke moze u svakom trenutku odgovoriti na sljedeca dva pitanja:

i) Za dane b, ¢, d € A koja vrijednost/dobit a zadovoljava uvjet

(a<—10b) ~ (c—d)?
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ii) Za dane b, c € A koja vrijednost/dobit a zadovoljava uvjet
(be—a)~. (a<+—c)?

Prethodne pretpostavke poznate su i pod nazivom pretpostavke rjesivosti te nas vode do
sljedeceg aksioma:

A 3.5: Rjesivost

i) Za sve objekte b, ¢, d € A postoji objekt a € A tako da vrijedi

(a<—b) ~ (c«—d).

ii) Za sve objekte b, c € A postoji objekt a € A tako da vrijedi

\ (b«—a) ~. (a<—c). )

Kako bismo definirali posljednji, Sesti po redu aksiom, potrebno je najprije uvesti
pojam standardne sekvence.

DEerFINICIJA
Objekti ag, aq, ... ¢ine standardnu sekvencu ako su u nekom smislu jednako udaljeni.
Mozemo uociti da je u Primjeru 4.19. konstruirani niz ag, a1, . . . jedan primjer standardne

sekvence jer vrijedi

(an+1 — an) ~e (al D — aO)a
za svaki n.

DEerINICIJA
Standardna sekvenca je strogo omedena ako za neki fiksni b vrijedi

b>a,, zasvakin i (a, <— an-1) ~e (a1 <— ap),

odnosno, fiksan objekt b preferiran je nad svim objektima u standardnoj sekvenci.

Sada smo spremni iskazati posljednji aksiom.

A 3.6: Arhimedovost

Svaka strogo omedena standardna sekvenca je konacna.
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4.22. TEOREM
Ako su za relacije > i >, zadovoljeni aksiomi A 3.1-A 3.6, onda postoji i odgovarajuca izmje-
riva funkcija vrijednosti, u smislu Definicije 4.16. StoviSe, aksiomi A 3.1-A 3.4 i A 3.6 nuzni
su za takvu reprezentaciju.

Vise detalja, vezanih uz prethodnu tvrdnju, ¢itatelj moze pronaci u [23, str. 88].

Ordinalna funkcija vrijednosti jedinstvena je do na strogo rastucu transformaciju.
Naime, ako je A = {a,b,c} dani skup objekata te ukoliko pretpostavimo da vrijede
sljedece preferencije

a>b>c; (a<+—c)> (a+—0)> (b« 0),

onda su s

v(a) =10, wv(b)=3, wv(c)=0

te takoder s
w(a) =12, w(b)=4, w(c)=1

dobro definirane vrijednosti funkcija koje predstavljaju dane preferencije. Nadalje,
primijetimo da su v(-) i w(-) povezane sa strogo rastu¢om transformacijom

¢(10) =12, ¢(3)=4 ¢(0)=1.

Ukoliko Zelimo da su izmjerive funkcije vrijednosti jedinstvene do na transforma-
ciju ¢, moramo dodati jos neke uvjete na tu funkciju, osim da je samo strogo rastuca.
Nazalost, nije moguce biti precizan s obzirom na tu restrikciju, osim ako ne posta-
vimo i neke dodatne uvjete na skup A. Kao sto smo vidjeli u Teoremu 4.22., dovoljni
uvjeti za postojanje izmjerive funkcije vrijednosti ukljucuju i aksiom rjesivosti , koji
zahtijeva da je dani skup objekata dovoljno bogat elementima na nacin da zadovo-
ljava potrebne zahtjeve. Kako bismo mogli okarakterizirati jedinstvenost funkcije ¢,
trebamo pretpostaviti da vrijedi aksiom rjesivosti.

U primjeru iznad taj aksiom ocito nije zadovoljen jer ne postoji objekt

x e A={a,b,c} tako da je

{ (x «—¢) ~ (a<— D). )

4.23. ProroziCIjA
Uz pretpostavku da na skupu A vrijedi aksiom rjesivosti, v i w su dvije izmjerive funkcije
vrijednosti za iste preferencije > i >. ako i samo ako postoje realni brojevi 3 i o > 0 tako da
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je
w(a) =av(a) + B, zasvakia e A.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da vrijedi w(a) = av(a) + 5, a € A, a, f € R, a > 0. Tada
je

ax>b <= w(a)2v(b) <= av(a)+F>av(b)+p

—  w(a)>w(b),

¢ime je zadovoljen uvijet (1) iz Definicije 4.16.
Takoder, vrijedi

(a<—Db) 2 (c+—d) <= wv(a)-v(b)2v(c)-v(d)

= a(v(a) -v(b)) + 52 a(v(c) -v(d)) + 5
—  w(a)-w(b) >w(c) - w(d),

Sto je upravo uvijet (2) iz Definicije 4.16. Dakle, w je izmjeriva funkcija vrijednosti, nad
istim preferencijama kao i v.

Dio dokaza koji pokazuje da funkcije v i w mogu biti definirane samo nad istim pre-
ferencijama ukoliko je w = av + 3, za neke «a, 8 € R, a > 0, zaineresirani citatelj moze
pronaci u [50, str. 151]. -

Na kraju, navedimo nekoliko primjera koji ce Citatelju pomoci lakse usvojiti pret-
hodno gradivo.

PriMJER. Neka je A promatrani skup objekata i neka vrijede aksiomi slabog uredaja, t;j.
aksiomi A 3.1-A 3.6. Pokazite da vrijedi svojstvo refleksivnosti za relaciju >.. Zatim,
koristeci refleksivnost i spomenute aksiome, pokazite da vrijedi

ax*b =— (a<—c)z (b<—0),

za svaki objekt c € A.

Rjesenje. Ukoliko za relaciju >, vrijedi svojstvo refleksivnosti, to bi znacilo da za pro-
izvoljne objekte a, b € A vrijedi

(a<—10b) = (a<—0).
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Prethodnu je tvrdnju lako provjeriti. Naime, s obzirom da vrijede aksiomi A 3.1-A 3.6,
prema Teoremu 4.22. postoji izmjeriva funkcija vrijednosti v u smislu Definicije 4.16. te
bi stoga prethodna tvrdnja bila ekvivalentna s

v(a) -v(b) >v(a) —v(b),

Sto je ocito zadovoljeno.
Nadalje, koristeci upravo opravdanu refleksivnost i aksiom A 3.2 (koji primjenjujemo na
pretpostavku a > b) dobivamo

(c+—a) >, (c«—a),

(a«—0b) > (a «—a),

$to prema A 3.4 povlaci (¢ <— b) >, (¢ <— a) te je prema A 3.3 ekvivalentno s
(a «—c) 2 (b<+—c),
Sto je i trebalo dokazati. O

PrivjER. Neka je A promatrani skup objekata i neka vrijede aksiomi slabog uredaja, tj.
aksiomi A 3.1-A 3.6. Ako za proizvoljne objekte a, b, c € A vrijedi

(a«—c) > (a«—0>) > (b+<—2c),

dokazite da je tadaa > b > c.

Rjesenje. Rijesimo dani primjer na dva nacina, kako bismo potakli ¢itatelja da razmisli
i o drugim mogucim postupcima rjesavanja koji ce dovesti do Zeljene tvrdnje.

+ 1. naéin: Iz pretpostavke
(a<—c) = (a<—0),
prema aksiomu A 3.3 slijedi
(b<—a) =, (¢ «—a);

iz prethodnog, te relacije
(a<«—c) > (a<—c)
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koja vrijedi zbog refleksivnosti pokazane u prethodnom primjeru, prema A 3.4 do-
bivamo
(b«—¢) 2 (c+—0),

Sto je prema A 3.2 ekvivalentno s b > c.
Nadalje, iz pretpostavke

(a<—c¢) = (b+«—20)
i refleksivnosti koja daje

(ce—a) > (c—a)
A 3.31iA3.4povlace

(a«—=1b) 2z (a«—a),

Sto je prema A 3.2 ekvivalentno s a > b. Iz prethodno dokazanog slijedi zZeljena
tvrdnja.

+ 2. nacin: S obzirom da vrijede aksiomi A 3.1-A 3.6, prema Teoremu 4.22. postoji
izmjeriva funkcija vrijednosti v te iz danih pretpostavki, u smislu Definicije 4.16.,
zakljucujemo:

[e]

(a+—c) > (a+—b) <—
v(a)-v(c) 2v(a) -v(b) <
v(b) 2v(c) <

b>c

(a<—1Db) >, (b+—rc¢) <
v(a) -v(b) >2v(b) -v(c) <
v(a) >2v(b) —v(c) 22v(c) —v(c) =v(c) <

azc

(a«—c) > (b—c) <
v(a) -v(c) 2v(b) -v(c) <
v(a) >v(b) <

ax>b.

Iz prethodnog odmabh slijedi trazena tvrdnja a > b > c. O
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4.5. Zadaci za vjezbu

Zadatak Poslodavac razmatra prijave Cetiri zaposlenika za novi posao, a to su Ana, Branka,
Cvjetko i Denis (da, opet su se sreli)! Preferencije je zapisao u sljedecu tablicu, pri ¢emu
je stavio znak

& na mjesto (7,5) ako i samo ako red i ~ stupac j

X na mjesto (i, j) ako i samo ako red i > stupac j

(O na mjesto (i, 7) ako i samo ako red i < stupac j.

| H | | |

o|o| = >

X OO Q>
R X R x| =
® x| ® x|[o

Q8O X °

Navedite jedan primjer ordinalne funkcije vrijednosti koja se slaze s relacijom >; i objas-
nite svoje rjesenje.

Zadatak Neka je A promatrani skup objekata i neka vrijede prva Cetiri aksioma defini-
rana u Poglavlju 4.3.

a) Ako za objekte a,b,c,die vrijedidajeb # ai(b«— d) >, (¢ < e), dokazite ili
opovrgnite tvrdnju
(e «—¢) 2 (d<— a).

b) Ako (a «—b) ~. (b«— ¢) ia > c dokazite da je tada b > c.

Zadatak Darko razmislja koji sladoled kupiti u trgovini (pakiranje je od 5 kg pa mora
dobro promisliti). Radi se o sladoledima od banane, jagode, cokolade i ljesnjaka. Prefe-
rencije je zapisao u sljedecu tablicu, pri cemu je stavio znak

& na mijesto (7,7) ako i samo ako red i ~ stupac j
X na mjesto (7, j) ako i samo ako red i > stupac j

(O na mjesto (i, j) ako i samo ako red i < stupac ;.



4.4.

4.5.

Zadaci za vjezbu 75

| (b [j ¢ |4 |
b ® X O O
j O ® O O
¢ X X ® ®
Ij X X ® ®

Navedite jedan primjer ordinalne funkcije vrijednosti koja se slaze s relacijom >; i objas-
nite svoje rjesenje.

Zadatak Barica razmislja koju haljinu kupiti jer ide kod sestre na vjencanje. Radi se o
crvenoj, zutoj, plavoj i ljubicastoj haljini. Preferencije je zapisala u sljedecu tablicu, pri
cemu je stavila znak

& na mijesto (7,7) ako i samo ako red i ~ stupac j
X na mjesto (7, j) ako i samo ako red 7 > stupac j

(O na mjesto (i, ) ako i samo ako red i < stupac j.

| | c z  [p [ ]
c ® O X X
Z X X X X
p O 1O 1® ®
j O O ® X

Navedite jedan primjer ordinalne funkcije vrijednosti koja se slaze s relacijom >; i objas-
nite svoje rjesenje.

Zadatak Neka su dane alternative:

a — osoba je savrseno zdrava i dobit ce uskrsnicu od 3500 kuna

b — osoba je savrseno zdrava i dobit ¢e uskrsnicu od 2 050 kuna

¢ — osoba je umjereno zdrava i nece dobiti uskrsnicu

d — osoba je tesko bolesna.

Preferirate li zamjenu b sa a nad zamjenom d sa c ili obratno, ukoliko zdravlje stavite na
prvo mjesto?
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5. Stabla odlucivanja

Zbog moguce kompliciranosti tablice odlu¢ivanja, u sluc¢aju kada imamo zadano vise ak-
cija ili stanja svijeta, ponekad je jednostavnije Zeljeni problem prevesti u oblik stabla
odlucivanja te ga promatrati na taj nacin. Postupak prevodenja je veoma jednostavan.
Na primjer, ukoliko imamo tablicu odlucivanja s tri akcije i dva stanja svijeta (vidi Ta-
blicu 52),

’ H stanja svijeta ‘

posljedice || 6, 0,

2 3] T11 T12

° as 21 To2
<

as T31 T32

Tablica 52. Tablica odlucivanja s 3 akcije i 2 stanja svijeta
mozemo je zapisati u obliku stabla odlucivanja na sljedeci nacin:

01
a; 11
o——  n_
T12
01
as T21
22
01
as T31
o  n_
32
pri ¢emu, kao i prije, podrazumijevamo da je v(x;;) > v(zy) ako i samo ako odlucitelj

preferira x;; u odnosu na xy, te takoder v;; = v(x;;) daje tablicu/stablo pripadnih vrijed-
nosti

Vij < Ty -
Pogledajmo, u nastavku, nekoliko primjera donosenja odluke uz pomoc stabla odluc¢ivanja.
. PrimJER. Prijatelj nam predlaze okladu: platit ces mi 90 kuna i bacat cemo pravilno
izradenu (simetricnu) kockicu (ako odlucis sudjelovati!). Ako padne broj 3, 4, 5 ili 6,
tada cu ti platiti 150 kuna; a ako padne broj 1 ili 2 nece$ dobiti nista. Treba li sudjelovati
u toj igri?
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Rjesenje. Opisani problem mozemo prikazati sljedecim stablom odlucivanja:

uspjeh
Da 60 kn
neuspjeh
-90kn
Ne
0kn.

Lako je uociti da je prostor elementarnih dogadaja Q2 = {1,2,3,4,5,6}, dok su opisani
dogadaji A = {3,4,5,6} i B = {1,2}. Prema klasi¢noj definiciji vjerojatnosti [5, str. 5]
dobivamo

P(A):%:g, P(B)=2-

1
6 3
Ocekivana vrijednost dobitka, u jednoj igri, je
2 1
v==-60+="-(-90) = 10 kuna.
3 3
Ako, na primjer, tu igru odigramo 150 puta,
e 2
pobijedit cemo 3 150 = 100 puta
1
izgubit cemo 3 150 = 50 puta.
Ocekivana zarada u 150 odigranih oklada je
100- 60 + 50 - (-90) = 1500 kuna,

dakle treba sudjelovati. O

PriMmjer. Kozarko je tvrtka iz Zagreba kojoj je primarna djelatnost kozna galanterija.
Tvrtci je ponudeno kupiti tisucu Zenskih koznih jakni po cijeni od 120 € po jakni. Vlasnik
tvrtke procjenjuje da ¢e svaku jaknu moci prodati po 200 € . Medutim, nije jo$ jasno hoce
li carina dozvoliti uvoz, jer se jakne uvoze iz Turske koja nije u Europskoj uniji. Ukoliko
carina odbije davanje licence za uvoz, nakon S$to su jakne kupljene, KoZarko mora platiti
odstetu uiznosu od 10 € po jakni (u tom slucaju, kako jakne nece biti isporucene, tvrtki su
novci za jakne vraceni jer je takav bio dogovor izmedu Kozarka i tvrtke koja prodaje jakne
u Turskoj). Napravimo stablo odlucivanja te obrazlozimo treba li kupiti jakne. Dodatno,
direktor tvrtke procjenjuje da je vjerojatnost da carina odobri licencu 0.5.
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Rjesenje. Opisani problem mozemo prikazati sljede¢im stablom odlucivanja:

lic. odobrena

kupiti 80000 €
lic. nije odobrena
-10000 €
ne kupiti
0€.

Iz danih podataka iscitavamo da je ocekivani profit u sluc¢aju da tvrtka odluci kupiti jakne
v=0.5-80000€+0.5-(-10000€) = 35000¢€,

$to znaci da se isplati kupiti jakne.

Za isti problem analiticar u firmi predlaze da se rizik proba smanjiti. Naime, tvrtka se
moze prijaviti za dobivanje licence i pricekati s kupnjom dok licenca ne bude odobrena,
tj. dok ne vidi $to ce biti s licencom. Medutim, u meduvremenu netko drugi moze kupiti
jakne, a vjerojatnost za to je 0.7.

U nastavku mozemo vidjeti prosireno stablo odlucivanja

lic. odobrena

kupiti 30000 €
lic. nije odobrena
-10000 €

ne kupiti

0 mil € jakne su prodane

lic. odobrena 0€
Cekatj @@dane
lic. nije odobrena 80000 €
0€

iz kojeg is¢itavamo sljedece vrijednosti u naznacenim ¢vorovima:

v3=0.5-80000€-0.5-10000€ = 35000€
v =0.7-0€+0.3-80000€ =24000€
v2=0.5-v;+0.5-0€=0.5-24000€ = 12000 €.

Uocimo v3 > 0 i v3 > vy te biramo kupnju jakni bez prijave tvrtke za dobivanje licence.

PrivyeR. Iz Turisticke zajednice grada Vukovara obratili su se tvornici Borovo kako bi za
njih dizajnirali novi model popularnih startasica. Borovo treba odluciti hoce 1i odobriti
razvoj novog proizvoda (odnosno angazirati razvojni tim koji ce raditi na razvoju novog
proizvoda) ili nece odobriti razvoj novog proizvoda. Ukoliko se donese odluka o odobrenju



Stabla odlucivanja 79

razvoja, uvijek postoji mogucnost da razvojni tim ima tehnickih problema s dizajnom.
Naime, moze se dogoditi da tim ne dovrsi razvoj novog proizvoda u danom roku od godine
dana (u tom ce slucaju uprava tvornice Borovo napustiti razvoj jer ¢e donijeti odluku da
razvoj nije uspio), dok, s druge strane, novi proizvod moze biti dovrsen na vrijeme (u tom
ce slucaju tvornica Borovo obavijestiti Turisticku zajednicu da je razvoj uspio); u slucaju
da razvoj uspijeva, Borovo ce se naci pred novim izazovom: treba li graditi novo malo ili
novo veliko postrojenje za proizvodnju novog proizvoda. Pri donosenju odluke, uprava
tvornice razmislja na sljedeci nacin (pri cemu su procijenjene vrijednosti svake od odluka
donesene u konzultacijama sa stru¢njacima):

o ako se razvoj odobri i on uspijeva, postoji mogucnost

o gradnje velikog postrojenja, uz veliku potraznju, sto povlaci veliku proizvod-
nju, iskoristen kapacitet, veliki profit i zadovoljne musterije te je procijenjene
vrijednosti 1

o gradnje velikog postrojenja, uz malu potraznju, sto povlaci malu proizvodnju,
neiskoristen kapacitet, mali profit i zadovoljne musterije te je procijenjene
vrijednosti 0.4

o gradnje malog postrojenja, uz veliku potraznju, $to povla¢i malu proizvodnju,
nedovoljan kapacitet tvornice, umjereni profit i nezadovoljne musterije te je
procijenjene vrijednosti 0.5

o gradnje malog postrojenja, uz malu potraznju, $to povlaci malu proizvodnju,
iskoristen kapacitet, umjeren profit i zadovoljne musterije, uz procijenjenu
vrijednost 0.8

o ako se razvoj odobri i on ne uspijeva, tvrtka snosi troskove razvoja, uz procijenjenu
vrijednost 0

o ako Borovo odmah odluci ne odobriti razvoj, to znaci da nema proizvoda, nema gu-
bitka i nema zarade; u tom slucaju imamo pridruzenu vrijednost 0.1.

Nadalje, pretpostavimo da su zadane polazne vjerojatnosti uspjeha razvoja 0.3 i neus-
pjeha razvoja 0.7 te vjerojatnosti za malu potraznju 0.4 i za veliku potraznju 0.6 (done-
sene na osnovu istrazivanja trzista).

Napravimo stablo odluc¢ivanja te obrazlozimo treba li odobriti ili ne razvoj novog pro-
izvoda.

Rjesenje. Sljedecim stablom odlucivanja prikazan je opisani problem te trebamo odluciti
hocemo li nastaviti s razvojem:
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velika potraznja
veliko postrojenje 1

mala potraznja
razvoj uspijeva 0.4

velika potraznja
malo postrojenje 0.5

razvoj ne uspljgva mala potraznia

nece odobriti

0.1

S obzirom na zadane vrijednosti istaknute na krajevima stabla odlucivanja te na navedene
vjerojatnosti, mozemo izracunati ocekivani profit u sljedeca dva slucaja:
izgradnja velikog postrojenja: 0.6-1+0.4-0.4 = 0.76
izgradnja malog postrojenja: 0.6 -0.5+0.4-0.8 = 0.62.
Nakon toga, mozemo izracunati ocekivane dobiti kod odluke o tome treba li odobriti

razvoj.
Ako razvoj uspije, s obzirom da je

0.76 > 0.62,

tu se odlucujemo za gradnju velikog postrojenja.
Nadalje, vjerojatnost za propast razvoja je 0.7, pripadni profit 0 te je vrijednost koju do-
nosi odluka o odobrenju razvoja

0.3-0.76 +0.7-0 = 0.228,

dok u slucaju odluke o pocetnom neodobravanju razvoja imamo dodijeljenu vrijednost 0.1.
Dakle, treba odobriti razvoj novog proizvoda i u slucaju uspjeha razvoja (razvoj uspi-
jeva) treba izgraditi veliko postrojenje. O

Kao sto smo vec primijetili, vjerojatnosna ¢e nam podloga biti od velike pomoci pri
donosenju odluka (vidi i [61, Poglavlje 4]) te cemo se u nastavku prisjetiti jos nekih
korisnih tvrdnji za koje su nam potrebne definicije uvjetne vjerojatnosti i potpunog
sustava dogadaja.

5.4. DEFINICIJA
Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor i dogadaj B € F pozitivne vjerojatnosti, tj. P(B) >
0. Funkciju Pg : F — [0, 1] definiranu s
P(AnB)
P(B) -

nazivamo uvjetna vjerojatnost uz uvjet da se dogodio dogadaj B.

Ps(A) = P(AB) = AeF
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DEFINICIJA
Konacna ili prebrojiva familija dogadaja {H; : i € I}, I ¢ N ¢ini potpun sustav dogadaja
u vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) ako vrijedi

1) P(H;)>0,zasvakiie ]
2) HinH;=@,zasvei,jel,i+]

3) |JH,; = Q, pri ¢emu Q nazivamo siguran dogadaj.
i€l

TEOREM (FORMULA POTPUNE VJEROJATNOSTI)
Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i {H; : i € I}, I € N, potpun sustav dogadaja na
njemu. Tada za proizvoljan dogadaj A € F wvrijedi

P(A) = Y P(AH,)P(H,).

iel

Dokaz. Vidi [5, str. 36, Teorem 1.1]. -

TEOREM (BAYESOVA FORMULA)
Neka je {H;: i € I}, I N, potpun sustav dogadaja na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
i neka je B € F dogadaj pozitivne vjerojatnosti, tj. P(B) > 0. Tada za svaki i € I vrijedi

P(H)P(B|H;) __P(H,)P(B|H))

P(H;|B) = P(B) Yier P(BIH;)P(H;)

Dokaz. Vidi [5, str. 39, Teorem 1.2]. -

Privjer. Uslijed pandemije izazvane koronavirusom, u osnovnim skolama prekinuta je
nastava te je jedna velika televizijska kuca u Hrvatskoj dosla do ideje angazirati ucitelje
kako bi pred malim ekranima drzali lekcije te na taj nac¢in pomogli malim skolarcima oko
savladavanja gradiva. Prije svega, televizijska kuca mora nabaviti novu, skupu opremu
kako bi mogla obavljati snimanja za svaki razred od 1. do 8. istovremeno. No, kada je
ispricao nekolicini kolega za svoju ideju, direktor je dobio ponudu za kupnju rabljene
opreme, ali kako izvor nije bio pouzdan, on se pitao je li oprema vrhunske kvalitete, sred-
nje kvalitete ili lose kvalitete. Naravno, ukoliko se ispostavi da je oprema lose kvalitete, na

.....
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utjecati na los marketing televizijske kuce, kao i na financijske gubitke jer ce trebati ula-
gati u popravak opreme; ukoliko se ispostavi da je oprema srednje kvalitete, to Ce utjecati
na nesto bolji marketing, no opet postoji mogucnost da se oprema cesto kvari, $to vodi do
novih troskova koje treba u nju uloziti; naposljetku, ako se radi o opremi vrhunske kvali-
tete, ona Ce donijeti veliko zadovoljstvo gledatelja, povecanu gledanost te stoga i povecan
profit. Dakle, kako puno toga ovisi o tome kakva ce biti kupljena oprema, strucnjak
za marketing spomenute televizijske kuce smatra da treba traziti istrazivanje Agencije
za elektronicke medije koja ce dati procjenu kvalitete opreme, no, naravno, istrazivanje
kosta. Spomenuta Agencija (ukoliko bude angazirana) u izvjestaju nece napisati treba li
kupiti opremu ili ne, nego ce nakon detaljne procjene u izvjescu napisati zadovoljava li
ili ne zadovoljava. Nadalje, pretpostavimo da su zadane pocetne vrijednosti, bazirane na
trenutnim vjerovanjima uprave televizijske kuce o kvaliteti opreme koja se kupuje:

P(vrhunske kvalitete) = P(VK) =04
P(srednje kvalitete) = P(SK) =0.5

P(lose kvalitete) = P(LK) = 0.1 (5.8)

te da je utvrdeno Sto uprava misli o Agenciji angaziranoj za pisanje izvjestaja:

P(zadovoljavalVK) = P(Z|[VK) =0.8
P(zadovoljava|SK) = P(Z|SK) =04

P(zadovoljava| LK) = P(Z|LK) =0.2. (5.9)

Dakle, izvjeStaj se ne uzima zdravo za gotovo. Naime, Agencija moze pogrijesiti i uprava

televizijske kuce o toj greski ima neko vjerovanje. Napravimo stablo odlucivanja te
pokusajmo zakljuciti koju odluku treba donijeti televizijska kuca.

Rjesenje. Kako bismo skicirali stablo odlucivanja, primijetimo da se televizijska kuca
najprije treba odluciti hoce li traziti istrazivanje Agencije za elektronicke medije ili nece
(istraZivanje ili bez istraZivanja) i to su dvije polazne alternative koje izlaze iz korijena
stabla. Takoder, bitno je uociti i da je krajnji cilj televizijske kuce donijeti odluku o tome
hoce li kupiti opremu ili ne. U slucaju da televizijska kuca nije uzela dodatno istrazivanje,
sama treba odluciti hoce li kupiti opremu (u tom slucaju, s obzirom na vjerojatnosti koje
su zadane, televizijska kuca sama treba razmortiri karakteristike koje moze imati Zeljena
oprema, a to su VK, SK, LK). U slucaju da se televizijska kuca odlu¢i na kupnju/ne kup-
nju opreme nakon provedenog istrazivanja (koje su dodatno trazili) prije nego se odluce
hoce li kupiti ili ne, moraju vidjeti sto kaze istrazivanje (jer nema smisla traziti dodatno is-
trazivanje ukoliko ga nece uzeti u obzir), a jasno je da ce angazirana Agencija istrazivanje
ocijeniti sa zadovoljava ili ne zadovoljava. Dakle, stablo odlu¢ivanja mozemo skicirati na
sljedeci nacin:
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VK
Kubiti 0.98
upiti SK
zadov, © 0.25
© ne kupiti LK
o 0.38 0
istraz VK
® it 0.98
e SK
ne zad & 0.25
= ne kupiti LK
0.38 0
VK
- 0.99
kupiti
. v ‘3 SK
bez istraz. 0.26
© ne kupiti LK
0.39 0.01

Iz (5.9) takoder mozemo lako dobiti i sljedece vjerojatnosti:
P(ne zadovoljava|lVK) = P(NZ|[VK)=1-0.8=0.2
P(ne zadovoljava|SK) = P(NZ|SK)=1-0.4=0.6
P(ne zadovoljava| LK) = P(NZ|LK) =1-0.2=0.8.

1. Pogledajmo najprije $to nam treba u ¢voru G

P(V K|zadovoljava) = P(VK|Z)
P(SK]|zadovoljava) = P(SK|Z)
P(LK|zadovoljava) = P(LK|Z)
te izraCunajmo potrebne vjerojatnosti uz pomoc Bayesove formule, pri cemu je ocito
{VK,SK, LK} potpun sustav dogadaja, $to mozemo primijetiti i iz
Q=VKuSKuLK, P(Q)=P(VK)+P(SK)+P(LK)=04+05+0.1=1.

Primijetimo i da ¢e nam u svim prethodnim izrazima trebati sljedeca vjerojatnost, koju
racunamo uz pomoc Teorema 5.6.

P(Z)=P(ZIVK)-P(VK)+ P(Z|SK)-P(SK)+ P(Z|LK) - P(LK)
=0.8:04+0.4-0.5+0.2-0.1 =0.54.
Sada je, prema Bayesovoj formuli,
P(VK)-P(ZI[VK) 0.4-0.8

P(VK|Z) = F0Z) = =5, =059
P(SK)-P(Z|SK) 05-0.4
P(SK|Z) = ( ;(Z() SK) _ e =087

P(LK)-P(Z|LK) 0.1-0.2
P(2) ~ 054

P(LK|Z) = = 0.037
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te je ocekivana korisnost (uoc¢imo da je bolje reci korisnost nego dobit jer se pitamo Sto
je bolje, odnosno korisnije — kupiti ili ne kupiti opremu, kakvu opremu itd., odnosno sto
ce donijeti vise koristi za televizijsku kucu) u G

(G)=0.593-0.98 +0.37-0.25 +0.037- 0 = 0.674.
o Pogledajmo sada sa stabla odlucivanja vrijednost u ¢voru D:

odluka kupiti vodi nas u ¢vor @ gdje smo izracunali ocekivanu korisnost 0.674, dok su
strucnjaci procijenili da je ta vrijednost kod grane ne kupiti 0.38; kako je

0.674 > 0.38,
odluc¢ujemo kupiti opremu.
2. Izracunajmo vrijednost u ¢voru H:

najprije sa stabla odlucivanja primijetimo da tom ¢voru prethodi odluka ne zadovoljava
nakon obavljenog istrazivanja, odnosno izvjestaj nije povoljan, pa ce nam trebati sljedeca
vjerojatnost:
P(NZ)=P(NZ|VK)-P(VK)+ P(NZ|SK)-P(SK)+ P(NZ|LK) - P(LK)
=0.2-04+0.6-0.5+0.8-0.1 =0.46.

Prema Bayesovoj formuli dobivamo

P(VK)-P(NZIVK) 0.4-0.2

P(VK|NZ) = PINZ) =~ = 0174
P(SK)-P(NZ|SK) 0.5-0.6

P(SKINZ) = ( ;(N(Z) ISK) _ T = 0652
P(LK)-P(NZILK) 0.1-0.8

P(LK|NZ) = ( ;(N(Z) LK) g =0T

te je ocekivana korisnost u H
(H)=0.174-0.98+0.652-0.25 +0.174-0 = 0.334,

o Pogledajmo nadalje ¢vor E:

odluka kupiti vodi nas u ¢vor H, a tu je ocekivana korisnost 0.334, dok je odluka ne kupiti
procijenjene vrijednosti 0.38; kako je

0.334 < 0.38,

odlucujemo ne kupiti opremu.
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o Na potpuno isti nacin kao sto smo do sada zakljucivali, pogledajmo sto se dogada
u ¢voru [

primijetimo da tu prethodi odluka kupiti opremu, ali nije angazirana Agencija kako bi
provela istrazivanje te tu nemamo izvjestaje (ni povoljne ni nepovoljne) kao $to smo
imali u slucajevima 1. i 2. te je

(F)= P(VK)-0.99+ P(SK)-0.26+ P(LK)-0.01 = 0.4-0.99+0.5-0.26+0.1-0.01 = 0.527.

o Sa stabla odlucivanja zakljuc¢ujemo o ¢voru C:

odluka kupiti vodi nas u ¢vor F' gdje je ocekivana korisnost 0.527, dok nas odluka ne
kupiti vodi do procijenjene vrijednosti 0.39, a kako je

0.527 > 0.39,
tu ponovno odlucujemo kupiti opremu.
o S obzirom da zakljucujemo unazad, pogledajmo sto se dogada u ¢voru B
gdje, prema prethodno izracunatim podacima, racunamo ocekivanu korisnost kao
@ =0.54-0.674 +0.46 - 0.38 = 0.539.
o Napokon, pogledajmo pocetni korijen A.

U ¢voru B (kojem prethodi istrazivanje) izracunali smo ocekivanu korisnost 0.539, a u
¢voru C' (kojem prethodi odluka bez istrazivanja) izracunali smo ocekivanu korisnost
0.527. Sada, kako je ocito

0.527 < 0.539,

odlucujemo se za istrazivanje, odnosno treba angazirati Agenciju.

S obzirom na prethodno, mozemo donijeti sljedeci zakljuc¢ak: konacna odluka, donesena
na osnovi izraCunatih vrijednosti, jeste da treba angazirati Agenciju; ako njihov izvjestaj
bude povoljan (odnosno, donese li se odluka zadovoljava), sto nas vodi do ¢vora D, treba
kupiti opremu; ako njihov izvjestaj bude nepovoljan (odnosno, donese li se odluka ne
zadovoljava), §to nas vodi u ¢vor E, ne treba kupiti opremu. O
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5.1. Korisnost odluka

Pogledajmo u nastavku stablo odlu¢ivanja iz prethodnog primjera, pri cemu smo na kraju
svake grane naznacili dodatne vrijednosti koje ¢emo uskoro detaljno objasniti:

N VK 098 (0.99 - 10-62y)
kupiti SK
zadov, © 0.25 (0.26 — 10-6z,)
), e
ne kupiti LK
0.38 0(0.01 = 107524)
istraz,
® . LS 0.98 (0.99 — 10-52,)
kup1t1 SK
ne zadoy, ® 0.25 (0.26 — 107627)
®© ne kupiti LK
0.38 0(0.01 -10"%x,)
VK
. — (.99
kupiti SK
istraz ®
bez istraz. 0.26
© ne kupiti LK
0.39 0.01

Citatelj moze primijetiti da do sada nismo nista detaljno rekli o korisnostima pojedi-
nih odluka, osim da su to neke vrijednosti donesene s obzirom na procjene strucnjaka.
U nastavku cemo se poblize upoznati s idejom kako strucnjaci do njih dolaze. Pri tome,
imajmo na umu da Cesto, u praksi, s obzirom na primjer koji promatramo, donositelju
odluke moramo dati procjenu najvece cijene koju se isplati platiti za uslugu istrazivanja.
Promotrimo hijerarhiju kriterija koji utjecu na korisnost, a uz pomoc kojih mozemo opi-
sati sve posljedice s naseg stabla:

Uspjeh
televizijske kuce
; K :
Cijena dodatnog Ugled Godi$nja
istrazivanja televizijske kuce zarada
X1 ; I | Xy
Broj Broj placenih
gledatelja reklama
L2 L3

Pretpostavit cemo da su prethodno dani kriteriji zaista dovoljni za donosenje dobre konacne
odluke. Donositelj odluke mora poznavati medusobnu ovisnost kriterija i njihov utjecaj
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na konacnu korisnost. Drugim rije¢ima, s obzirom da su dana cetiri kriterija, donositelj
odluke treba poznavati funkciju v : R* - R,

U($1,$27x37l'4)

koju nazivamo funkcija korisnosti.

Kako se trenutno bavimo procjenom najvece prihvatljive cijene istrazivanja 1, pret-
postavit cemo da je ona neovisna o preostala tri kriterija xo, x5 i x4; da korisnost ovisi
linearno o cijeni te da nacin donosenja odluke odgovorne osobe ne ovisi o toj cijeni.

Prethodne pretpostavke imaju smisla jer se cijena istrazivanja placa iz postojeceg
kapitala televizijske kuce i razmjerno je mala u odnosu na ocekivane prihode, s obzirom
da bi svi skolarci u Hrvatskoj pratili program svakim radnim danom. Dakle, funkciju u
mozemo, na primjer, zapisati kao

w(xy, 9, T3, 24) = k- 21 + w(xa, 3, 74). (5.10)

S obzirom da nas zanima samo cijena istrazivanja 1, trenutno nam oblik od w(z, x3, x4)
nije bitan te nadalje mozemo pretpostaviti neku vrijednost koeficijenta %, odnosno fak-
tora koji zadaje donositelj odluke; neka je

-1
k=——=-10"°
1000000
te takoder pretpostavimo da je w(xq,x3,x4) = 0.99, u sluc¢aju kupnje opreme vrhunske
kvalitete (uz pomoc istrazivanja); odnosno, vrijednost odluke kupnje vrhunske opreme,
uz pomoc istrazivanja iznosi, prema (5.10) i danim vrijednostima,

uw(xy, v, 23,74) =0.99 1070 2, (5.11)

$to je upravo, kao Sto Citatelj moze primijetiti, prva vrijednost koju smo dodali na sta-
blo odluc¢ivanja iz Primjera 5.8. Na slican nacin dobivene su i ostale vrijednosti zadane
dodatno na krajevima stabla odlucivanja.

Ostalo su pretpostavljene vrijednosti bez istrazivanja, pa je za njih ocito cijena is-
trazivanja (jer ga nije bilo) 7 = 0. Primijetite takoder da smo u Primjeru 5.8. zadane
korisnosti dobili tako §to smo uzeli cijenu istrazivanja od 10000 kuna, tj. u (5.11) smo
uvrstili x; = 10%. Da bismo se u to uvjerili, pogledajmo nekoliko prvih vrijednosti na
stablu odluc¢ivanja, odnosno kako su to dobili stru¢njaci:

0.99-107%2; =0.99-107%-10* =0.99 - 1072 = 0.98
0.26 -10"%z, =0.26 -1072=0.25

0.01 =105z, =0.01-102=0

0.39 - 10752, = 0.39 - 0.01 = 0.38.
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Vratimo se sada vrijednostima funkcije korisnosti u te pogledajmo ocekivane korisnosti
koje smo u Primjeru 5.8. izra¢unali u odgovarajucim ¢vorovima, samo ¢emo sada umjesto
vrijednosti koje su tada bile zadane na krajevima grana stabla odlucivanja, uvrstavati
vrijednosti funkcije korisnosti (5.11) s cijenom istrazivanja x1, tj. vrijednosti dopisane na
zadnjem stablu odlucivanja, tj. nove korisnosti.

o Ocekivana korisnost u ¢voru GG:

@ = 0.593-(0.99—10_6331)+O.37-(O.26—10_6171)+0.037-(0.01—10_6$1) =0.684-10"%x;.
o U ¢voru D:

kako nas kupiti vodi u @, gdje smo izracunali ocekivanu korisnost 0.684 — 106z, dok
su strucnjaci procijenili da je ta vrijednost kod grane ne kupiti 0.39 — 10-5x4, oc¢ito je da
odluc¢ujemo kupiti opremu.

o U ¢voru H dobivamo

(H)=0.174:(0.99-102,)+0.652-(0.26-107021 )+0.174-(0.01-10", ) = 0.344-10",.
o Nadalje, pogledajmo ¢vor E:

odluka kupiti vodi nas u ¢vor H, gdje imamo vrijednost 0.344 — 106z, dok je odluka ne
kupiti procijenjene vrijednosti 0.39 — 1075z, te se ovdje odlu¢ujemo ne kupiti opremu.

Do sada se niSta nije promijenilo s obzirom na odluke donesene u rjesenju Pri-
mjera 5.8. jer su sve odluke donesene pod istom pretpostavkom da ¢emo platiti
istrazivanje.

Iz istog razloga nece se promijeniti vrijednost u /' (tu smo izracunali ocekivanu korisnost
0.527, a tu nemamo istrazivanje), kao ni vrijednost i odluka u C' gdje je, bez istrazivanja,
0.527 > 0.39 te tu odluc¢ujemo kupiti opremu.

o U ¢voru B dobivamo

=0.54-(0.684 — 10 521) + 0.46 - (0.39 — 106 = 0.549 — 10~%21.



5.9.

5.10.

Korisnost odluka 89

o Kako bismo donijeli odluku u poc¢etnom korijenu A

usporedujemo vrijednost u ¢voru B, koja je 0.549 — 10-6z, te u ¢voru C gdje vrijednost
iznosi 0.527. Kako je

0.549 -107%z1 > 0.527 <= 27 <0.022-10° = 22000,

zakljucujemo da treba uzeti istrazivanje ako ono kosta manje od 22000 kuna. Ako je
izvjestaj povoljan, treba kupiti opremu, u suprotnom treba odustati od kupnje (kao sto
smo i zakljucili u Primjeru 5.8.). Ako istrazivanje kosta vise od 22 000 kuna, treba odustati
od istrazivanja — i jednostavno kupiti opremu kako bi se pomoglo malim skolarcima! O

Navedimo, u nastavku, preciznu definiciju ocekivane korisnosti, koju smo ve¢ nefor-
malno koristili u prethodnim primjerima.

DEerINICIJA
Neka je X = {x1,...,2,} skup posljedica s pripadnim vjerojatnostima p; = p(z;), i =
1,...,n zakoje vrijedip; 20,7 =1,...,nte Y1, p; = 1. Ako je dana funkcija korisnosti

u: X — R, onda je pripadna oc¢ekivana korisnost definirana s

Elu] = E(u) = lepm)u(xi). (5.12)

Zainteresirani Citatelj moze uociti vezu izmedu prethodne formule i ocekivanja dis-
kretne slucajne varijable X : Q) - R definirane na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P),
gdje je {2 konacan ili prebrojiv skup, odnosno, jednom rijecju, diskretan, $to je pojam
s kojim smo se vec sreli u Petrogradskom paradoksu (vidi Poglavlje 2.4.).

Takoder, prilikom racunanja ocekivane korisnosti (ukoliko funkciju korisnosti ozna-
¢imo s u), na primjer, u korijenu/¢voru A, to ¢emo oznacavati s F'(Alu) kako bismo

lakse pratili sto racunamo.
L J

PrivyER. Cetiri dobro promijesane karte karo, tref, pik i srce rasporedene su na stolu
licem okrenutim prema dolje. Ponuden nam je sljedeci odabir:

@ Slucajno odabrana karta ce biti okrenuta. Ako je crvena, dobivamo 100 kuna, a ako
je crna, gubimo 100 kuna ili
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Slucajno odabrana karta ce biti okrenuta. Tada mozemo odabrati platiti 35 kuna
i povuci se iz igre ili nastaviti igru. Ako nastavimo igru, jedna ce od preostale tri
karte biti nasumicno odabrana i okrenuta. Ako je crvena, dobit cemo 100 kuna, a
ako je crna, izgubit cemo 100 kuna. Skicirajte stablo odlu¢ivanja. Sto ¢e napraviti
donositelj odluke ako je zadana funkcija korisnosti

u(x) = ln(l + %)7

Rjesenje. Imamo 4 karte: karo, tref, pik i srce; dakle, 2 su crne, a 2 crvene pa je vjerojat-
nost da je slu¢ajno odabrana karta (od te 4 karte) crna 2/4 = 1/2 = 0.5, a ista je vjerojatnost
da je slu¢ajno odabrana karta crvena. Razmislimo prije skiciranja stabla odluc¢ivanja jos
malo o slu¢aju B. Ako je slucajno odabrana okrenuta karta bila crvena i odlucili smo nas-
taviti igru u kojoj odabiremo nasumicno jednu od preostale 3 karte, kako su na pocetku
bile 4 karte (2 crvene i 2 crne), a po strani smo ostavili 1 crvenu, pa su ostale 3 karte (1
crvena i 2 crne), to je vjerojatnost

o da je slu¢ajno odabrana karta crvena %

o da je slucajno odabrana karta crna %

Ako smo po strani ostavili 1 crnu kartu, ostale su 3 karte (2 crvene i 1 crna) te je vjero-
jatnost

o da je sluc¢ajno odabrana karta crvena %

o da je sluc¢ajno odabrana karta crna %

Idemo sada skicirati stablo odlucivanja, uz prethodne oznake A i B i zakljucke o vjero-
jatnostima:

crvena

100 kn (0.405)

-100 kn (-0.693)
-35kn (-0.192)

nastav&Cmm: 100 kn (0.405)
T 100kn (-0.693)

tati
S 35kn (-0.192)

crvena

100 kn (0.405)
-100kn (-0.693)
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Izracunajmo pripadne vrijednosti pomocu funkcije korisnosti koja je zadana, a te vrijed-
nosti zapisane su na krajevima stabla u zagradama

100 3
za ©=100 =—> u(lOO):ln(1+—):ln(—):0.405

200 2
100 1
- -1 ~100) =In(1-~—=) = (=)= -0.
za T 00 == wu(-100) n( 200) n(2) 0.693
35 33
za r=-35 — u(—35) = ln(l - —) = ln(—) =-0.192.
200 40

Sada je:

E(AJu) =0.5-0.405 + 0.5 - (-0.693) = —0.144
E(Xu) = £-0.405 + 2 - (<0.693) = -0.327
E(Y]u) = 2-0.405 + 1 - (<0.693) = 0.039.

o Sa stabla odluc¢ivanja zakljucujemo o ¢voru C":

odluka nastaviti vodi nas u ¢vor X gdje je ocekivana korisnost —0.327, dok nas odluka
stati vodi do procijenjene vrijednosti —0.192, a kako je

-0.192 > -0.327,
tu odlucujemo stati.
o U ¢voru D:

odluka nastaviti vodi nas u ¢vor Y gdje je ocekivana korisnost 0.039, dok nas odluka stati
ponovno vodi do procijenjene vrijednosti —0.192, a kako je

-0.192 < 0.039,
tu odlucujemo nastaviti.
o U ¢voru B,
prema prethodno izracunatim podacima, racunamo ocekivanu korisnost kao

E(Blu) =0.5- (=0.192) + 0.5 - 0.039 = —0.077.

o Konacno, pogledajmo pocetni korijen K:
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u ¢voru B izracunali smo ocekivanu korisnost —0.077, a u ¢voru A ocekivana je korisnost
—-0.144. Sada, kako je ocito
-0.077 > -0.144,

odlucujemo se za opciju B. Ako je okrenuta karta crvena, treba stati, a ako je okrenuta
karta crna, treba nastaviti. O

Problem odlucivanja moze biti zadan i na nacin da prilikom donosenja odluke treba u ob-
zir uzeti i vrijednost nepoznatog parametra, kao sto cemo vidjeti u sljedecem primjeru.
Takoder, u sljedecem cemo primjeru objediniti sve prethodne pristupe obradene kod sta-
bala odlucivanja.

Privmjer. Marko bi se Zelio prijaviti za posao taxi vozaca kako bi dodatno zaradio.

Kako je trenutno za taj posao velika konkurencija, Marko razmatra mogucnost da najprije
zatrazi licencu (u svrhu dobivanja posla); dakle, pita se treba li se prijaviti za dobivanje
licence, tj. treba li zatraziti licencu ili ne.

Ukoliko Marko zatrazi licencu, ona moze biti odobrena ili ne, a dobivanje licence ovisi
o tome koliko je uspjesno savladao vozacki ispit u autoskoli. Zna se da je njega mogao
poloziti s izvrsnim uspjehom, dobrim uspjehom te s losim uspjehom, a vjerojatnosti za to
jesu redom 0.2, 0.3, 0.5. Buduci da je komisija za davanje licence za taxi vozace sklonija
kandidatima koji su pokazali bolje znanje na vozackom ispitu, poznate su sljedece uvjetne
vjerojatnosti:

« P(odobrena licenca | kandidat polozio vozacki s izvrsnim uspjehom) = 0.8
+ P(odobrena licenca | kandidat polozio vozacki s dobrim uspjehom) = 0.6
« P(odobrena licenca | kandidat poloZio vozacki s losim uspjehom) = 0.3.

Stovise, $to je kandidat bio bolji na vozackom ispitu, to je veca i korisnost. Stoga, pret-
postavljamo da u slucaju trazenja licence (u slucaju da je ona odobrena i da ce se prijaviti
za posao taxi vozaca) korisnost iznosi 90 u slucaju izvrsnog uspjeha, 60 u slucaju dobrog
uspjeha, 20 u slucaju loseg uspjeha. Takoder, u slucaju trazenja licence (u slucaju da je
ona odobrena) neka korisnost kod odluke da se ipak ne prijavi za posao taxi vozaca iznosi
30. Nadalje, u slucaju trazenja licence (u slucaju da ona nije odobrena) neka su sve pret-
hodno navedene korisnosti za 30% manje u odnosu na odgovarajuce korisnosti u sluc¢aju
odobrene licence.

U slucaju da se Marko ne prijavi za licencu, neka korisnost iznosi x, gdje je x realan broj.

a) Napravite/skicirajte stablo odlucivanja.
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b) Obrazlozite koliko treba iznositi parametar x da bi se Marko odlucio zatraziti li-
cencu.

c) Ako je dodatno poznato da odluka o zahtjevu za licencu ima eksponencijalnu funk-
ciju korisnosti u(x) = 1 — e#/220 te ako je x = 0.13, odredite $to ¢e Marko odluciti.

Rjesenje. a) Prije skiciranja stabla odlucivanja, primijetimo da se Marko najprije treba
odluciti hoce li podnijeti zahtjev za licencu ili ne i to su dvije polazne alternative o kojima
treba donijeti odluku. Takoder, kao sto je vec receno, licenca moze biti odobrena ili ne
te se u svakom od ta dva sluc¢aja Marko moze odluciti prijaviti ili ne prijaviti za posao.
Dakle, stablo odluc¢ivanja mozemo skicirati na sljedeci nacin:

o v 90 (0.336)
prijaviti se DU
ne prijaviti se LU
30(0.127 20(0.087)

U 63 (0.249)
prijaviti se ’

nije odobrena

42(0.174)

ne prijaviti se

21(0.091 14(0.062)

Dodatno, napomenimo da cemo vrijednosti koje se na krajevima svake od grana na stablu
odluc¢ivanja nalaze u zagradama detaljnije objasniti i koristiti u dijelu c).
U nastavku provodimo rac¢un koji ¢e nas odvesti do odgovora koje trazimo. Najprije,
zapiSimo zadane vjerojatnosti:
P(izvrstan uspjeh) = P(IU) = 0.2
P(dobar uspjeh) = P(DU) = 0.3
P(los uspjeh) = P(LU) = 0.5 (5.13)
te su dane sljedece uvjetne vjerojatnosti
P(odobrena licenca|IU) = P(OL|IU) = 0.8
P(odobrena licenca| DU) = P(OL|DU) = 0.6
P(odobrena licenca|LU) = P(OL|LU) = 0.3 (5.14)
iz kojih odmabh iscitavamo
P(nije odobrena licenca|[U) = P(NOL|IU) =1-0.8=0.2
P(nije odobrena licenca| DU) = P(NOL|DU) =1-0.6 =04
P(nije odobrena licenca| LU) = P(NOL|LU) =1-0.3=0.7.
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Izracunajmo najprije kolike su vjerojatnosti da je licenca odobrena te da nije odobrena:

P(OL)=P(OL|IU)-P(IU)+ P(OL|DU) - P(DU) + P(OL|LU) - P(LU)
=0.8-0.2+0.6-0.3+0.3-0.5=0.49
P(NOL)=P(NOL|IU)-P(IU)+ P(NOL|DU) - P(DU) + P(NOL|LU) - P(LU)
=0.2-02+04-0.3+0.7-0.5=0.51.

Kako bismo dobili vrijednost u ¢voru E, najprije prema Bayesovoj formuli racunamo

P(IU)-P(OL|IU) 0.2-0.8

P(IU|OL) = FIOL) = =g = 0327
P(DU)-P(OLIDU) 0.3-0.6

P(DU|OL) = ( ;(O(L) D) _ 10 = 0.367
P(LU)-P(OLILU) 0.5-0.3

P(LU|OL) = ( L(O(L) ILU) _ g = 0-300

te je ocekivana korisnost u I/
(E)=0.327-90 +0.367- 60 + 0.306 - 20 = 57.57.
o Pogledamo li sada ¢vor C

odluka prijaviti se vodi nas u ¢vor @ gdje smo izracunali o¢ekivanu korisnost 57.57,
dok je vrijednost kod grane ne prijaviti se 30; kako je

57.57 > 30,

u slucaju odobrenja licence treba se prijaviti za posao.

Kako bismo izracunali vrijednost u ¢voru F', prema Bayesovoj formuli dobivamo

P(IU)-P(NOL|IU) 0.2-0.2

P(IUINOL) = = = 0.
(IUINOL) P(NOL) T
P(DU)-P(NOL|DU) 0.3-0.4
P(DUINOL) = ( ;(N(OL) DY) _ e = 0235
P(LU)-P(NOL|LU) 0.5-0.7
P(LU|NOL) = ( L(N(OL) ILU) _ T = 0686

te je ocekivana korisnost u F'

@ = 0.078-63 +0.235- 42 + 0.686 - 14 = 24.388.
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o Pogledajmo nadalje ¢vor D:

odluka prijaviti se vodi u ¢évor F' gdje je oCekivana korisnost 24.388, dok je odluka ne
prijaviti se procijenjene vrijednosti 21, iz cega zaklju¢ujemo da i u slucaju kada licenca
nije odobrena, Marko se treba prijaviti za posao.

Napokon, mozemo izracunati vrijednost u ¢voru B koja iznosi

@ = 0.49-57.57 + 0.51 - 24.388 = 40.647.

b) S obzirom na prethodno izracunatu vrijednost, mozemo zakljuciti da ¢ce se Marko
odluciti zatraziti licencu ako je
x <40.647.

¢) S obzirom na zadanu eksponencijalnu funkciju korisnosti, izracunajmo pripadne vri-
jednosti, §to su upravo one koje su dane u zagradama na kraju svake od grana stabla
odlucivanja:

za =90 = u(90)=1-e220-0.336

za £=60 = u(60)=1-e9220-0.239

za £=20 == u(20)=1-¢2220-0,087

za £=30 == u(30)=1-e¢3220=-0.127

za x=63 = u(63)=1-¢9/220-0.249

za £=42 = w(42)=1-e*¥?0-0.174

za r=14 =— wu(14)=1-e1/220-0.062

za r=21 =— wu(21)=1-e2/220-0.091.

Nadalje, uz vec prethodno izracunate vjerojatnosti u dijelu a) dobivamo:

E(FE|u) =0.327-0.336 + 0.367 - 0.239 + 0.306 - 0.087 = 0.224
E(Flu) =0.078-0.249 + 0.235-0.174 + 0.686 - 0.062 = 0.103..

Provodenjem istog nacina zakljucivanja kao u dijelu a) mozemo zakljuciti da se Marko
treba prijaviti za posao i u slucaju odobrenja licence (jer je tada 0.224 > 0.127) i u slucaju
kada ona nije odobrena (zbog 0.103 > 0.091).
Takoder, kako je

E(B|u)=0.49-0.224 + 0.51-0.103 = 0.162,

0.162 > 0.13 = z,

zakljuc¢ujemo da Marko treba najprije zatraziti licencu. O
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5.2. Stav prema riziku

DEerFINICIJA
Sigurni ekvivalent (engl. certain equivalent) za alternativu je odredeni iznos koji je pre-
feriran za tu alternativu. Oznacavamo ga s z..

Kako bismo bolje razumjeli prethodnu definiciju, navodimo da je, na primjer, kod
igara na srecu z. vrijednost koju cemo uloziti/platiti za sudjelovanje u igri. Takoder,
primjer sigurnog ekvivalenta navodimo i u nastavku.

PriMJER. Pretpostavimo da posjedujemo dionicu (alternativu) koja ima jednaku vjero-
jatnost osigurati nam profit od 10000 kuna ili gubitak od 5000 kuna. Ako smo spremni
prodati tu dionicu za 1 000 kuna, onda sigurni ekvivalent iznosi x. = 1 000 kuna. Takoder,
mozemo uociti da je ocekivana vrijednost alternative

1 1
5 ~10000 + 2 - (=5000) = 2500 kn.

Kako je x. = 1000 < 2500, mozemo zakljuciti da je donositelj odluke nesklon riziku. 0O

Odluku donesenu u prethodnom primjeru opravdava sljedeca definicija.

DEFINICIJA
[Stav prema riziku] Ako je sigurni ekvivalent za alternativu (u terminima profita)

o manji od ocekivanog profita za alternativu, onda kazemo da je donositelj odluke
nesklon riziku;

o jednak ocekivanom profitu za alternativu, onda kazemo da je donositelj odluke
neutralan u odnosu na rizik;

o vec¢i od ocekivanog profita za alternativu, onda kazemo da je donositelj odluke
sklon riziku.

5.2.1. Sigurni ekvivalent kod lutrija

Lutriju je uobicajeno zapisivati s
L= (p1, 1 P2, T25 .5 Ppy Tn)

gdje s p; > 0 oznacavamo vjerojatnost dobivanja z;, i = 1,...,n te vrijedi Y-, p; = 1.
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Kod igara na srecu je donositelj odluke indiferentan izmedu sigurnog ekvivalenta
x. 1 sudjelovanja u igri te vrijedi u(x.) = F[u], odnosno

v = u  (E[u]), (5.15)

gdje je ocekivana korisnost £[u] definirana s (5.12).
L

DEFINICIJA
Premija za rizik definira se kod lutrija s

T =E[X]-z.. (5.16)

Na sljedecem primjeru ilustirat cemo prethodno uvedene pojmove.

PrIMJER. Prijatelj nas je pozvao na sudjelovanje u lutriji opisanoj s

1.1
1=(=,100;=,0).
(2, 00,2,0>

Kakva je, kao donositelju odluke, nasa sklonost prema riziku ukoliko pretpostavimo da
je sigurni ekvivalent

a) z. =40 kuna

b) x. =51 kuna?

Rjesenje. Zadanu lutriju mozZemo interpretirati na sljedeci nacin: vjerojatnost za dobi-
vanje 100 kuna jednaka je 0.5 te je ista vjerojatnost u slucaju dobivanja 0 kuna.
Sada je ocekivana vrijednost dobitka

1 1
B[X]=5-100+ 70 =50kuna

te uz pomoc¢ formule (5.16) slijedi
a) m=50-40 =10 > 0 kuna, odnosno u ovom slucaju smo neskloni riziku.

b) 7 =50-51 = -1 <0 kuna, odnosno u ovom slucaju smo skloni riziku.

Iz Definicije 5.14. i formule (5.16) mozemo zakljuciti sljedece:
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NAPOMENA
Premija za rizik 7 odreduje stav prema riziku tako da je donositelj odluke

o nesklon riziku ako je 7 > 0
o neutralan u odnosu na rizik ako je 7 = 0

o sklon riziku ako je 7 < 0.

U sljedecoj propoziciji dokazat cemo jedno bitno svojstvo funkcije korisnosti.

Prorozicija

Pretpostavimo da osoba (donositelj odluke) sudjeluje u lutriji s dvije moguce nagrade x1 i x4
te neka vjerojatnost dobitka x iznosi p. Ukoliko je donositelj odluke nesklon riziku, onda je
funkcija korisnosti u konkavna, uz dodatnu pretpostavku da je strogo rastuca s obzirom da
se odnosi na profit.

Dokaz. Kako je vjerojatnost dobitka x; jednaka p, onda je vjerojatnost dobitka x5 jednaka
1 — p. Opisanu lutriju sada mozemo zapisati s [ = (p, x1; 1 — p, x2) te su ocekivana dobit
i o¢ekivana korisnost jednake

E[X]=pzi+(1-p)xs,
Elu] = pu(z1) + (1 - p)u(zs),

redom. S obzirom na pretpostavku o nesklonosti riziku, za premiju za rizik vrijedi
m=E[X]-u(E[u])>0,
odnosno

E[X]>u™ (Eu]) <=
u(E[X]) > E[u] <
u(pry+ (1 -p)za) > pu(zy) + (1 =plu(zz), Vi, 29, pe(0,1),

$to upravo znaci da je funkcija u strogo konkavna. a

Kao sto vidimo iz prethodne tvrdnje, sklonost riziku, odnosno negativna premija za rizik,
za proizvoljnu lutriju daje, uz iste uvjete, konveksnu funkciju u.
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PriMJER. Promotrimo lutriju

2

1
[={=,100; -, -25).
< ) 73a >

3

Odredite premiju za rizik ako je funkcija korisnosti u(z) = In(x + 200). Provjerite ko-
nveksnost funkcije v i odredite stav prema riziku.

Rjesenje. Ocekivana dobit je

1 2
E[X]==-100+=-(-25) = 16.667.
3 3

S obzirom na zadanu funkciju korisnosti v imamo da je

1 2 K
u(z.) = E[u] = 3 -u(100) + 3 -u(=25) = In /300 + In /1752 = 5.3445,
a kako je, s druge strane, i

u(xe) =In(z, +200),

izjednacavanjem prethodnih dvaju izraza dobivamo da je sigurni ekvivalent . = 9.443.
Dakle, premija za rizik iznosi

m=16.667-9.443 = 7.224 > 0,

$to znaci da je donositelj odluke nesklon riziku te da je funkcija u konkavna. O

NAPOMENA
Citatelj moze uociti da konkavnost funkcije korisnosti lako mozemo provjeriti i pomocu
druge derivacije (vidi [17, str. 215]). Vezano uz prethodni primjer, kako je

-1

u(w) = (z +200)2 <

0, Vo,

funkcija u je ocito strogo konkavna.
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5.2.2. Eksponencijalna funkcija korisnosti

Za donositelje odluke nesklone riziku (pri cemu odluka ukljucuje profit) funkcija koris-
nosti je oblika
u(r)=1-e7, R>0, (5.17)

gdje je R konstanta koja odreduje toleranciju na rizik; drugim rijeCima, predstavlja stu-
panj nesklonosti prema riziku.
Nadalje, primijetimo da je

odnosno funkcija u je konkavna, sto povlaci da je donositelj odluke nesklon riziku.
Za situacije koje ukljucuju trosak, funkcija korisnosti je oblika

u(z) =1-en, R>0. (5.18)

Kada R — oo, donositelj odluke tezi ka neutralnosti.
U sljedecem primjeru opisat cemo kako mozemo priblizno odrediti R.

PriMJER. Zamislimo situaciju u kojoj zamolimo donositelja odluke neka razmotri alter-
nativu koja s jednakom vjerojatnos¢u moze osigurati dobitak 7y ili gubitak /2. Zatim,
donositelja odluke zamolimo da odredi r za koji ce biti indiferentan izmedu dobivanja
ili nedobivanja alternative (taj zahtjev implicira da je x. = 0). Kada je r odreden, tada je
R priblizno jednak 7, tj.

R~ To.

Ocekivana vrijednost je
0.5'7’04‘0.5'(7):0.257"0, ro > 0.

Nadalje, kako je inverz funkcije (5.17) dan s u='(z) = —RIn(1 - z), to je odgovarajuci
sigurni ekvivalent

ro=u (E[u]) = ~RIn(1 - E[u]),

dok je sigurni ekvivalent za eksponencijalnu funkciju (5.18) koja ukljucuje trosak jednak

z. = RIn(1 - E[u]).
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PriMJER. Sjetimo se stabla odlu¢ivanja koje smo imali u Primjeru 5.2. s tvrtkom KoZarko;
preciznije, slucaja kada je analiticar u tvrtci predlozio da se rizik treba smanjiti, odnosno
da se tvrtka moze prijaviti za dobivanje licence i pricekati s kupnjom dok ne vidi sto ce
biti s licencom —hoce li biti odobrena ili ne. Sjetimo se, stablo je izgledalo ovako:

lic. odobrena

kupiti 80000 €
lic. nije odobrena
-10000 €

ne kupiti

0 mil € jakne su prodane

cekatj jakne nisu prodane
lic. nije odobrena 80000 €
0€

Pretpostavimo sada da je poznato da tvrtka KozZarko ima eksponencijalnu funkciju koris-
nosti. Nadalje, tvrtka je spremna prihvatiti ponudu da s jednakom vjerojatnoscu zaradi
20000 eura ili izgubi 10 000 eura. Sto ce Kozarko uciniti?

Rjesenje. Iz danih podataka zakljucujemo da je o = 20000 eura, tj. R = 20000 jer smo
u Primjeru 5.21. utvrdili da je R ~ ry. Sada je pripadna funkcija korisnosti dana s

u(z)=1-¢ 307

te u nju uvrstavamo najprije z = 80000 = 8 - 104, sto bi dalo

8104
u(8-10%) =1 - e 2107 = (0.982,
itd.
Isto tako, za oy mozemo odabrati ry = 2, odnosno R = 2 te dobivamo funkciju korisnosti
u(z) =1-e?
no onda cemo uvrstavati vrijednosti, najprije, x = 8, to daje
w(8)=1-e3 =0.982,

odnosno dobivamo istu vrijednost; dakle samo moramo biti dosljedni kod odabira jedi-
nica mjere koje koristimo.

Ostale vrijednosti funkcije korisnosti (vrijednosti koje su dane u zagradama, na kra-
jevima stabla odlucivanja) su

u(-1) =1 -e? = -0.649
u(0)=1-e"=0.
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Sada smo spremni na racunanje ocekivane korisnosti, po istom principu kao §to smo
racunali oc¢ekivane vrijednosti u odgovarajucim ¢vorovima u Primjeru 5.2., samo sada s
novim vrijednostima/korisnostima (usporedite sljedeci racun s racunom u Primjeru 5.2.):
E(vsju) =0.5-0.982-0.5-0.649 = 0.167
E(viu) =0.7-0+0.3-0.982 = 0.295
E(valu)=0.5-v1+0.5-0=0.5-0.295 = 0.148.

Kako bismo donijeli kona¢nu odluku, mozemo primijetiti da nas odluka kupiti vodi u

¢vor vs gdje je oCekivana korisnost 0.167, ne kupiti nas vodi do vrijednosti 0, dok odluka
cekati vodi na ¢vor vs gdje je ocekivana korisnosti 0.148; kako je

E(vslu) = 0.167 > max{0.148,0},

zakljucujemo da treba kupiti jakne bez prethodne prijave za licencu. O

5.3. Zadaci za vjezbu

Zadatak Ana i Cecilija sastale su se kako bi prosetale pored Dunava u Vukovaru. Cecilija
je zatim zamolila Anu da autobusom odu na sladoled u Petar Pan u Osijeku. Ana Zeli i¢i
na sladoled i uz to je sa sobom ponijela i kupone koje je osvojila u nagradnoj igri za
besplatan sladoled u Petru Panu u neogranicenim koli¢inama pri jednom posjetu — dakle,
ako odu u Petar Pan, nece niSta potrositi na sladoled.

Ukoliko Ana i Cecilija odu u Osijek, Cecilija Ani treba platiti povratnu autobusnu kartu
koja kosta 47 kuna jer je Ana zaboravila novcanik (Cecilija ima studentsku kartu pa je za
nju prijevoz besplatan). Pri tome, Ana Ceciliji predlaze sljedecu igru: Ako odemo do Petra
Pana, tamo u ovo doba godine ima 8 vrsta sladoleda: 3 razlicita vocna okusa i 5 razlicitih
cokoladnih okusa. Reci cemo slasticarki da nasumicno odabere jednu vrstu sladoleda koji
cemo jesti (svaka od 8 vrsti sladoleda ima jednaku mogucnost biti odabrana). Ako slasticarka
odabere cokoladni sladoled, kada se vratimo kuci dat ¢u ti 120 kuna (pa da mi i sljedeci put
imas za posuditi novce), a ako odabere vocni sladoled, necu ti davati nikakve novce (dakle,
ni za kartu ti necu vratiti).

Ako ti ta igra nije dovoljno zanimljiva, predlazem ti i drugu opciju (naravno, ako mi das
novce za kartu i odemo u Petar Pan): nakon sto slasticarka odabere jednu vrstu sladoleda
(od ponudenih 8) mozes mi dati jos 10 kuna da kupim sok i idemo kuci (u tom slucaju necu
ti davati nikakve novce) ili se moZemo nastaviti igrati na sljedeci nacin: mozemo pitati
slasticarku da nam nasumicno da jos jednu kuglu sladoleda od preostalih 7 vrsta: ako je
odabrala cokoladni sladoled, ja cu ti dati 120 kuna, a ako je odabrala vocni, necu ti dati
nista. Ukoliko Ana i Cecilija odu u Osijek, vjerojatnosti da Cecilija odabere jednu od
dviju igara koje joj Ana nudi su podjednake.
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a) Napravite/skicirajte stablo odlucivanja.

b) Sto ¢e odluciti Cecilija, treba li i¢i u Osijek (ako za kriterij koristimo njezinu oéeki-
vanu zaradu na temelju danih podataka)?

Zadatak Tiskara Skripta treba odluciti hoce li prihvatiti tiskanje plakata, a ako prihvati
tiskanje, onda zbog vremenskog roka mora odabrati hoce li plakate printati ili za firmu F}
ili za firmu F;. Firme mogu naruciti tiskanje A3 plakata (sto donosi zaradu od 8 000 kuna)
ili A, plakata (Sto donosi zaradu od 5000 kuna). Ukoliko tiskara odbije tiskanje plakata,
tada neka zarada iznosi y € R kuna (zbog nekog drugog posla koji je u mogucnosti pri-
hvatiti).

Poznato je da je vjerojatnost da firma naruci tiskanje A, plakata 0.6, a vjerojatnost da
firma naruci tiskanje Aj plakata iznosi 0.4. Nadalje, iz dosadasnje suradnje, tiskara pro-
cjenjuje sljedece (uvjetne) vjerojatnosti:

« P(tiskara prihvati posao od firme F} | potreban je tisak A3 plakata) = 0.8

« P(tiskara prihvati posao od firme F | potreban je tisak A, plakata) = 0.3.

a) Napravite/skicirajte stablo odlucivanja.

b) Obrazlozite koliko treba iznositi parametar y tako da firma prihvati tiskanje plakata
ako za kriterij koristimo ocekivanu zaradu na temelju danih podataka.

Zadatak Donositelj odluke posjeduje zemljiste na kojem bi Zelio posaditi vinograd. Buduci
da je sadnja vinograda financijski zahtjevna, donositelj odluke razmatra mogucnost pri-
jave za dobivanje poticaja. Dobivanje poticaja ovisi o kvaliteti zemljista, a zemljiste moze
imati ocjenu kvalitete: izvrsne (5), vrlo dobre (4), dobre (3) ili dovoljne (2). Prijava zahti-
jeva pripremu dokumentacije, a nakon recenzentskog postupka, donositelj odluke dobit
Ce poticaj ili nece. Buduci da su u sustavu poticaja skloniji odobravanju poticaja zem-
ljistima koja su bolje kvalitete, neka su dane sljedece uvjetne vjerojatnosti:

« P(odobren poticaj | zemljiste kvalitete 5) = 0.9
« P(odobren poticaj | zemljiste kvalitete 4) = 0.7
+ P(odobren poticaj | zemljiste kvalitete 3) = 0.5

« P(odobren poticaj | zemljiste kvalitete 2) = 0.4.
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Nadalje, neka su procjenjene sljedece vjerojatnosti da zemljiste bude izvrsne, vrlo dobre,
dobre i dovoljne kvalitete, redom: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4.

Stovise, sto je zemlja kvalitetnija, to je veca i korisnost. Stoga, pretpostavljamo da u
slucaju trazenja poticaja (u slucaju da je on odobren i da ce se saditi vinograd) korisnost
iznosi 100 u slu¢aju izvrsne kvalitete, 90 u slucaju vrlo dobre kvalitete, 60 u slu¢aju dobre
kvalitete i 20 u slucaju dovoljne kvalitete. Takoder, u slucaju trazenja poticaja (u slucaju
da je on odobren) neka korisnost kod nesadnje iznosi 50. Nadalje, u slucaju trazenja
poticaja (u slucaju da on nije odobren) neka su korisnosti za 25% manje u odnosu na
odgovarajuce korisnosti u slucaju odobrenog poticaja.

U slucaju da se donositelj odluke ne prijavi za poticaj, neka korisnost iznosi z, gdje je x
realan broj.

a) Napravite/skicirajte stablo odlucivanja.

b) U ovisnosti o parametru x obrazlozite odluku donositelja odluke.

Zadatak Student (donositelj odluke) bi zelio i¢i u Sloveniju na Erasmus. Buduci da je od-
lazak u Sloveniju financijski zahtjevan, student razmatra mogucnost prijave za dobivanje
stipendije. Dobivanje stipendije ovisi o prosjeku ocjena studenta, a student moze imati
prosjek ocjena: izvrstan (5), vrlo dobar (4), dobar (3) ili dovoljan (2). Prijava zahtijeva
pripremu dokumentacije, a nakon recenzentskog ce postupka student dobiti stipendiju
ili nece. Buduci da su u komisiji za dodjelu stipendija skloniji davanju stipendije studen-
tima koji imaju bolje prosjecne ocjene, neka su dane sljedece uvjetne vjerojatnosti:

« P(odobrena stipendija | student ima prosjek 5) = 0.85
« P(odobrena stipendija | student ima prosjek 4) = 0.6

+ P(odobrena stipendija | student ima prosjek 3) = 0.45
« P(odobrena stipendija | student ima prosjek 2) = 0.3.

Nadalje, neka su procjenjene sljedece vjerojatnosti da student ima prosjek izvrstan, vrlo
dobar, dobar i dovoljan, redom: 0.15, 0.2, 0.3, 0.35.

Stovie, §to student ima bolji prosjek, to je veca i korisnost. Stoga, pretpostavljamo da
u slucaju trazenja stipendije (u slucaju da je ona odobrena i da ce se ici na Erasmus)
korisnost iznosi 120 u slucaju izvrsnog prosjeka, 80 u slucaju vrlo dobrog prosjeka, 60
u slucaju dobrog prosjeka i 12 u slucaju dovoljnog prosjeka. Takoder, u slucaju trazenja
stipendije (u slucaju da je ona odobrena) neka korisnost kod neodlaska na Erasmus iznosi
40. Nadalje, u slucaju trazenja stipendije (u slucaju da ona nije odobrena) neka su koris-
nosti za 20% manje u odnosu na odgovarajuce korisnosti u slu¢aju odobrene stipendije.
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U slucaju da se student ne prijavi za stipendiju, neka korisnost iznosi x, gdje je = realan
broj.

a) Napravite/skicirajte stablo odlucivanja.

b) U ovisnosti o parametru x obrazlozite odluku donositelja odluke.

Zadatak Promotrimo lutriju

1 3
l=(-,200;-,-50).
<4a 74a >

Odredite premiju za rizik ako je funkcija korisnosti u(z) = e!*#/200, Provjerite konveks-
nost funkcije u i odredite stav prema riziku.

Zadatak Promotrimo lutriju

1 2
[={-,300; -, —100> .
(3903
Odredite premiju za rizik ako je funkcija korisnosti u(z) = e!*#/190, Provjerite konveks-
nost funkcije u i odredite stav prema riziku.

Zadatak Pretpostavimo da smo dosli u priliku posjedovanja dionice koja ima jednaku
vjerojatnost osigurati nam profit od 14 000 kuna ili gubitak od 7000 kuna. Ako smo
spremni prodati tu dionicu za 1500 kuna, koliko iznosi sigurni ekvivalent, kakav je nas
stav prema riziku te koliko bi priblizno iznosio R kod eksponencijalne funkcije koris-
nosti?

Zadatak Donositelj odluke sudjeluje u igri na srecu pri ¢emu se baca simetricna kockica
i ako padne jedinica ili dvojka on mora platiti 10 kuna; ukoliko padne trojka, dobiva 15
kuna, a ako padne cetvorka, petica ili Sestica, on dobiva 4 kune. Napisite primjer funkcije
korisnosti tako da je donositelj odluke nesklon riziku (obrazlozite zasto je dana funkcija
dobro definirana). Kako biste izracunali premiju za rizik za navedenu funkciju?
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6. Hijerarhijsko odluc¢ivanje

Tablice odlucivanja, s kojima smo se upoznali na samom pocetku ovog udzbenika, pone-
kad mogu biti neprakticne u situacijama kada treba dati objektivne ocjene vecem broju
alternativa te cemo stoga u nastavku opisati jo$ jednu bitnu vrstu odlucivanja, poznatu
kao hijerarhijsko odlucivanje.

Sama rijec hijerarhija dolazi od grcke rijeci hierarkhia te prema Hrvatskoj enciklope-
diji [100] oznacava klasifikaciju ili poredak na temelju podredenosti, odnosno nadredenosti
(vojna, crkvena hijerarhija, hijerarhija vrijednosti).

Na prvi pogled, ideja je, kao $to smo to i prethodno napomenuli, sli¢cna stablu odluci-
vanja, pogotovo u tome $to problem rasc¢lanjujemo na manje potprobleme koji su medu-
sobno hijerarhijski ovisni. No, ono §to je ovdje bitno drugacije je da ovisnost o hijerarhiji
oznacava tko o kome odlucuje, dok je stablo odluc¢ivanja oznacavalo kronolosku ovisnost
odluka, novih spoznaja i stanja svijeta.

Dekompozicija u hijerarhiju sloZenih sustava jedna je od osnovnih ideja koju ko-
riste pojedinci kako bi se nosili s razli¢itostima jer se na taj nacin faktori organiziraju od
opcih (na vrhu hijerarhije) ka pojedinacnim (koji se nalaze na nizim nivoima). Nakon
konstruiranja hijerarhije, potrebno je u obzir uzeti $to je moguce vise detalja kako bismo
problem prikazali temeljito, ali, s druge strane, ne previse detaljno kako ne bismo izgubili
osjetljivost na promjenu elemenata, o cemu ce viSe rijeci biti u Poglavlju 6.1.1. Precizno
razmatranje ciljeva, kriterija, problema i dionika ima dvije svrhe [60]:

o ono daje Siru sliku slozenih veza medu elementima u procesu procjenjivanja te

o daje odlucitelju procjenu o tome usporeduje li elemente iste relativne velicine.

Naime, zamislimo da vodimo razgovor s kandidatima za neko radno mjesto. Ako pri
tome koristimo tablicu odlucivanja, mi moramo ocijeniti sve kandidate nekom ocjenom
(u nekoj skali, na primjer od 0 do 9). Psiholozi su pokazali da ljudski mozak bolje funk-
cionira na razini usporedbe dvaju objekata, jer je ponekad tesko dati objektivne, od-
nosno postene ocjene vecem broju objekata. Problem se dodatno komplicira uvodenjem
kriterija. Na primjer, ako trazimo novog kandidata za mjesto postara, vazni kriteriji mogu
biti odnos prema ljudima, fizicka spremnost, stav prema postenom dostavljanju novca...
Jedan od nacina kako to rijesiti (posteno donijeti odluku pri izboru kandidata) je taj da za
svaki kriterij damo ocjene svim kandidatima, ali takvo rjesenje povlaci pocetni problem:
ocjenjivanje veceg broja alternativa u odnosu na jedan kriterij.

Za strukturiranje problema odlucivanja, najjednostavnija je forma hijerarhija koja se
sastoji od tri nivoa: cilj na vrhu, zatim kriteriji te alternative na posljednjem nivou [60]

(vidi Sliku 2).
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CILJ

KRITERIJ KRITERIJ KRITERI] KRITERIJ KRITERIJ KRITERIJ KRITERIJ KRITERIJ
1 8

ALTERNATIVA 1 ALTERNATIVA 2 ALTERNATIVA 3

Slika 2. Primjer hijerarhije s tri nivoa

Kriteriji mogu biti razni i njih odreduju stru¢njaci za odredeno podrucje. Skup alter-
nativa je jednoznacno odreden —to su objekti o ¢ijim preferencijama odlucujemo.

Kako interpretiramo hijerarhiju?

o Cilj je ono sto zelimo postici. Hijerarhija uvijek ima jedinstven cilj.

o Kriteriji su ono Sto moramo rangirati. Naime, rangirati ne znaci samo po-
redati, nego i dodijeliti tezine, pri ¢emu sume tezina obi¢no normiramo 1-
normom.

o Alternative su ono Sto treba rangirati nakon rangiranja kriterija, jer njih ran-
giramo u odnosu na svaki kriterij posebno. Naglasimo da rangiranje alterna-
tiva po kriterijima ne mora biti potpuno, odnosno neke alternative mozemo
rangirati po jednom kriteriju, a neke po drugom. Kako u takvom slucaju do-
biti odluku ovisit ¢e o metodi odlucivanja koju primjenjujemo.
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6.1. AHP metoda

AHP metodu, odnosno analiticki hijerarhijski proces (engl. The Analytic Hierarchy Pro-
cess) predlozio je i razradio Thomas L. Saaty 1970-ih godina [7, str. 15]. Prema Saatyju
(vidi [73, 77]) AHP je metoda koja se koristi kako bi osigurala bolju kvalitetu rjesavanja
slozenih problema bilo u fizikalnim domenama (gdje se misli na materijalno te na neku vr-
stu objektivne stvarnosti izvan pojedinca koji provodi zaklju¢ivanje), bilo u psiholoskim
domenama (misli se na nematerijalno, odnosno na ideje, osjecaje i uvjerenja pojedinca
koji donosi odluku te drustva u cjelini). Dakle, radi se o procesu donosenja odluka na
temelju iskustva, intuicije i heuristike struktura dobro definirane metodologije izvedene
iz razumnih matematickih principa.

Ova je metoda vrlo rasprostranjena te najvecu primjenu ima u visekriterijskom odlué¢ivanju
[75], u planiranju [76] te raspodjeli resursa [73, 74]; za viSe detalja vidi [7, 77].

Prilikom primjene AHP metode potrebno je odrediti hijerarhiju promatranog pro-
blema te uspostaviti usporedbe po parovima unutar prethodno spomenute hijerarhijske
strukture. Preciznije, treba se voditi sljedecim koracima:

6.1.1. Koraci AHP metode

Kako bismo $to ispravnije rangirali zadane kriterije i alternative u svrhu donosenja §to
bolje odluke o prioritetima koji nas zanimanju, prilikom procesa odluc¢ivanja moramo
ra$claniti proces donosenja odluke na sljedece korake (vidi npr. [69, str. 85]):

1. Definirati problem i razmotriti sto treba odluciti.

2. Strukturiranje hijerarhije odluc¢ivanja koja na vrhu ima cilj, nakon cega slijede
kriteriji odlucivanja te se na zadnjoj razini hijerarhije nalaze alternative.
Nas je zadatak odluciti se za jednu od alternativa, pri ¢emu nam mogu pomoci raz-
govori s ekspertima u problemskoj domeni, pregled literature, detaljno promisljanje
o problemu i sli¢no.

3. Usporedivanje po parovima odnosno konstrukcija skupa matrica usporedbi za
spomenutu metodu usporedivanja.

U ovom koraku provode se usporedbe po parovima, postujuci hijerarhiju koja je
kreirana u prethodnom koraku i koristenjem prosirene fundamentalne skale koja
ce biti opisana nesto kasnije (vidi Tablicu 54). Svaka dva elementa niZeg nivoa treba
usporediti po svakom od elemenata viseg nivoa ($to ¢e nam biti puno jasnije nakon
sto pogledamo konkretne primjere!).

4. Izracun prioriteta alternativa i tezina kriterija na temelju svake tablice usporedbi
po parovima odabranim matematickim postupkom.
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Neki autori navode i sljedeci, dodatni korak (vidi npr. [46, str. 35]):

5. Analiza osjetljivosti
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Ponekad se u praksi radi ova analiza koja predstavlja ispitivanje osjetljivosti izlaz-
nih varijabli (prioriteta alternativa) na temelju promjena ulaznih varijabli (tezina
kriterija i usporedbi). Ovdje se ispituje hoce li mala promjena u ulaznim procje-
nama (tezinama kriterija) utjecati na konac¢ni poredak i prioritete alternativa i ko-

liko.

U sljedecem, otprije poznatom primjeru pokusat cemo ilustrirati o kakvoj hijerarhij-
skoj strukturi je rije¢, dok ce u Poglavlju 6.2.1. biti detaljno objasnjen postupak usporedi-

vanja po parovima.

PrivjeER. U Poglavlju 2.1. upoznali smo se s paradoksom Minimizacija gubitka, u ko-
jem smo se bavili odlukom koju smo donosili isklju¢ivo po kriteriju dobiti (odnosno gu-
bitka) financijskih sredstava. U stvarnom svijetu, puno bi realisti¢cnije bilo uzeti u ob-
zir POPULARNOST predlozenih aktivnosti, PRIKLADNOST predlozenih aktivnosti zbog
ocekivanih vremenskih (ne)prilika te o¢ekivanu USPJESNOST, jer ukoliko je sli¢na ma-
nifestacija bila nedavno, mozda nova nece biti tako zanimljiva. Ocito je da ce i zabava
i natjecanje po nekim kriterijima biti zanimljivi i znacajni te se mozemo upitati koga
preferirati u takvoj situaciji. Kreirajmo hijerarhijsku strukturu. Najprije treba odrediti

Popularnost

Cilj

Zabava

Uspjesnost

Prikladnost

Natjecanje

Slika 3. Dekompozicija paradoksa Minimizacija gubitka u hijerarhiju

klase objekata koje uobicajeno zovemo nivoi i to ¢e upravo biti nivo Kriterija i nivo
alternativa kao sto smo vec vidjeli na Slici 2. Za promatrani primjer, odgovarajuci nivoi
prikazani su na Slici 3, pri cemu mozemo uociti da ce veze medu ¢vorovima docaravati
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stvarnu povezanost, odnosno nadredenost medu objektima, sto ce nam pogotovo biti ko-
risno u sloZenijim primjerima. O

Prije nego se detaljno upoznamo s prethodno navedenim koracima 3. i 4. koji se
odnose na usporedivanje po parovima i izracun prioriteta, potrebno je osvrnuti se na
teorijske temelje AHP metode.

6.2. Teorijski temelji AHP metode

Neka su aq,...,a, alternative koje dolaze u obzir prilikom zaklju¢ivanja o danom pro-
blemu odlucivanja. Kvantitativne procjene parova alternativa (a;, a;) s obzirom na oda-
brani kriterij mozemo predstaviti matricom A = (a;;), 4, j = 1, ...,n. Cilj je AHP metode
svakoj od n alternativa a4, ...,a, pridruziti tezine wy, ..., w, koje ce odrazavati dane
procjene.
Na primjer, Aristarh sa Samosa pokazao je da je udaljenost izmedu Zemlje i Sunca
19 puta veca nego udaljenost izmedu Zemlje i Mjeseca [32, 60], sto bi znacilo da je na
duzini izmedu Zemlje i Sunca moguce oznaciti 19 crtica. No, ako imamo apsolutnu skalu
imjerimo udaljenost izmedu Zemlje i Mjeseca kao w; jedinica i ws jedinica izmedu Zemlje
i Sunca, onda su relativne udaljenosti (tj. reciprocne vrijednosti)
Wy . W
i —

wq Wa

)

redom. Takva je reprezentacija valjana samo ako w; i w, pripadaju istoj skali, tako da je
> neovisno o mjernoj jedinici [60, 78].

Pogledajmo sada kako izgleda matrica W e R™*™ ¢iji retci sadrze omjere mjerenja wj
za svaku od n alternativa u odnosu na ostalih n — 1 alternativa:

wi owy o, wi 1 wi.. W
w1 w2 Wn w2 Wn
W2 w2 ., W2 w2 1 ... X2 W;

W= wwz wn = wn wn == . (6.19)
: : B : : . w; ij
Wn Wn ,,, Wn Wn Wn ... 1
wy w2 Wn w1 w2

Kako bismo poblize opisali matricu I koja ce nam biti od interesa, u nastavku navo-
dimo odredene pojmove i tvrdnje koji ce nam biti kljucni za bolje razumijevanje materije
koja slijedi.
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DEerINICIJA
Za matricu A e R, A = (a;;), ¢iji elementi zadovoljavaju uvjet

ai; >0, zasve i,7=1,...,n,

kazemo da je pozitivna.

DEFINICIJA
Za matricu A € R, A = (a;;), ¢iji elementi zadovoljavaju uvjet

a;;=—, zasve i,j=1,...,n, (6.20)

kazemo da je reciprocna.

Ukoliko se radi o pozitivnoj recipro¢noj matrici, iz jednakosti (6.20) je jasno da ona
na dijagonali ima elemente a;; = 1,7 = 1,...,n. Dakle, mozemo uociti da je svaka
pozitivna recipro¢na matrica A € R"*" oblika

1 ap - apy
1

—_— cee a
A= | @ 2n
N |
Aln Q2n
L J

DEerFINICIJA
Za matricu A e R, A = (a;;), ¢iji elementi zadovoljavaju uvjet

Qij * ik = A, 0,7,k =1,....n, (6.21)

kazemo da je (Saaty) konzistentna.
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Konzistentnost izrazava dosljednost i preciznost donositelja odluke u usporedivanju;
pod dosljednosti smatramo da se donositelj odluke pridrzava svojih stavova, dok
preciznost znaci da donositelj odluke s velikom to¢noscu i jasnocom izrazava svoje
stavove i preferencije o danom problemu odlucivanja.
Broj a;; izrazava tezinu alternative ¢ mjerenu na odgovarajucoj skali j.
Zahtjev

Qg5 * Qi = Qik, i,j,kzl,...,n,

iz definicije konzistentnosti, govori o proporcionalnosti j—te i k-te skale, a faktor

proporcionalnosti je a;y.
L J

U nastavku navodimo jo$ neke bitne tvrdnje koje povezuju prethodne pojmove vezane
uz kvadratne matrice.

TEOREM
Pozitivna matrica A € R, A = (a;;), je konzistentna ako i samo ako postoje pozitivni
brojeviw;, i =1,...,n takvi da vrijedi
w; .
a;;=—,1,7=1,...,n.
wj

Dokaz. Pretpostavimo najprije da vrijedi
w; ..
aij:—z, ,7=1,...,n
J

te pokazimo da je matrica A konzistentna. Iz danog je uvjeta ocito

w; w;  w; .
aZ]a]k:_Z_J =— = ik, 27]71{::17"'7”
w; Wy W
te vrijedi jednakost (6.21), sto je ekvivalentno trazenoj tvrdnji.
Pretpostavimo sada da je matrica A konzistentna te treba pokazati da postoje w; > 0 takvi
da je

Wi
ajj = —.
Wj
Definirajmo pozitivne brojeve
Qij .
w; = —2, za fiksni s.

Clsj
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Kako je matrica A konzistentna, iz jednakosti (6.21) slijedi
Qij * Qjk = Qiks

$to zbog definicije od w; daje

Qik
Qi Qskp Qg Wy
Qi =" BT
Qi Qgk = W
Qsk
odnosno vrijedi Zeljena tvrdnja. a

U nastavku ce ¢itatelj moci uociti kako ce svojstvene vrijednosti i pripadni svojstveni
vektori igrati vaznu ulogu u postavljanju teorijskih temelja AHP metode za promatranu
(konzistentnu) matricu te cemo se stoga, u nastavku, najprije prisjetiti same definicije
svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora (za vise detalja vidi [1, 45]).

DEerFINICIJA

Neka je A € C™n". Za skalar \y € C™*" kazemo da je svojstvena (karakteristi¢na ili
vlastita) vrijednost matrice A ako postoji vektor w # 0 takav da je Aw = \gw. Nadalje, za
takav vektor w # 0 kazemo da je svojstveni (karakteristicni ili vlastiti) vektor matrice A
pridruzen svojstvenoj vrijednosti \g.

Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A naziva se spektar od A i oznacava sa o(A).

DEFINICIJA
Neka je A € C**". Polinom
ka(\) = det(A - D)

naziva se svojstveni (karakteristicni ili vlastiti) polinom matrice A.

Primijetimo da je svojstveni polinom matrice A € C»*" upravo n-tog stupnja te su nje-
gove nultocke zapravo svojstvene vrijednosti matrice A; takoder, moze se pokazati [92,
str. 124] da za svaki polinom mozemo naci matricu kojoj je taj polinom svojstveni,
$to povlaci da je problem odredivanja svojstvenih vrijednosti ekvivalentan problemu
odredivanja nultocaka polinoma.

Prije nego pogledamo rezultate koji se odnose na svojstvene vrijednosti i pripadne
svojstvene vektore konzistentne matrice, navedimo jos jedan bitan rezultat vezan uz
slicne matrice A, B € R"", odnosno matrice za koje postoji regularna matrica S € R"*"
tako da je

B=S"1AS:;
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ili ekvivalentno

A=8BS™.

TEOREM
Slicne matrice imaju jednake svojstvene vrijednosti.

Dokaz. Vidi [1, str. 144, Propozicija 5.5.6]. -

U nastavku pogledajmo kako mozemo konstruirati proizvoljnu konzistentnu matricu.

NAPOMENA w1
Svaka konzistentna matrica W e R™" produkt je jednostupcaste matrice w = | : |i
wn
matrice w’ = [1/wy - 1/w, |, pri ¢emu su svi w; > 0, i = 1,...,n. Drugim rije¢ima,
konzistentnu matricu W mozemo prikazati u obliku
1w, w
wy w2 uf E W:
W=w-w'=|: |-[1jw 1w, ]= W :(—z) , (6.22)
Wy, wo wy .. 1 Wilij
w1 wa

s kojim smo se vec sreli u (6.19).
Nadalje, promotrimo umnozak konzistentne matrice W i jednostupcaste matrice w:

wy wy wi
W-w=w-w-w=| : -[1/w1---1/wn]- Sl=l o rn=n-w.
W, Wnp, Wy

o Iz prethodnog je razmatranja lako uociti da je rang matrice W jednak 1, jer se svaki
redak te matrice moze dobiti mnozZenjem prvog retka s odgovarajucim skalarom.
Prethodno povlaci da su sve svojstvene vrijednosti matrice W (osim jedne) jednake
nula, odnosno nula je svojstvena vrijednost matrice W kratnosti n — 1.

o Suma svojstvenih vrijednosti matrice jednaka je njenom tragu, odnosno, ako sa \;,
t=1,...,n oznac¢imo svojstvene vrijednosti matrice W, vrijedi

M+ o+, =ttW=1+1+---+1=n,

$to povlacdi da je n svojstvena vrijednost matrice W kratnosti 1, kojoj pripada svoj-
stveni vektor w; to je ocCito i najveca svojstvena vrijednost konzistentne matrice
W, koju cemo u nastavku, zbog jednostavnosti zapisivanja, oznacavati s Ay ax.
Dakle, A\ = n.
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Sljedeci teorem daje bitnu karakterizaciju konzistentnosti pozitivne reciprocne ma-
trice (kakva ¢e nam biti od interesa prilikom konstrukcije matrice usporedbi alternativa),
preko njezine svojstvene vrijednosti.

TEOREM
Pozitivna reciprocna matrica A € R, A = (a;;), je konzistentna ako i samo ako je njena
maksimalna (po modulu) svojstvena vrijednost

Amax = M.

Dokaz. 1z prethodne napomene odmabh slijedi da ako je matrica A konzistentna, onda je
A =W, sto daje A\pax = 1.

Obratno, neka je A\, = n maksimalna, po modulu, svojstvena vrijednost i w pripadni
svojstveni vektor. Tada vrijedi

Aw = A\paxw, w + 0,
odnosno ) o )
a1l a2 = A1p w1 AmaxW1
A21 Q22 *** Agp Wa AmaxW2
Qi1 Qg2 *** Aip wy AmaxW;
| nl Ap2 " Qpp | | Wn | | )‘maan i

Sada je i—-ta komponenta prethodne jednakosti

n

Zaijwj:)\maxwi, 1= 1,...,71

J=1

te kada je pomnozimo s w; ! i zatim sumiramo po svim indeksima i = 1,. .., n, dobivamo
n n n
i_ i
Z Z Qjj— = Z )\max_ - n)\max-
i=1j=1 Wi i3 Wy

Primijetimo da izraz s lijeve strane moZemo raspisati na sljedeci nacin:

MAmax = ) @ij—= + ) G5 = ), Gy~ +n,
w; 4 %

1,7=1 1,7=1
I [
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sto daje

= 1) = 3 al = 3 ot + 3 ay

t,j=1 i dg=1 w; 1,5=1
i#] 1<j i>7

wy
Z alj + Z aJZ - Z (a’lj +a]z ) (623)
i,5=1 w; i,5=1 Wi g j=1 wj

i<J i<j i<j

Uvedemo li oznaku
Wi
T = ij—=,
(2
gdje je x > 0 jer se radi o pozitivnoj recipro¢noj matrici A, zbog svojstva konzistentnosti

matrice A zakljucujemo

= aj;
X Qi Wy W

te izraz (6.23) mozemo zapisati u obliku

1
n()\max—l)=2(x+—)=2f(x), x>0, (6.24)

i<y z i<y
gdje je f(z) = x + 1. Uz pomo¢ diferencijalnog racuna (vidi [17, Poglavlje 6.7]) lako je
odrediti stacionarne tocke funkcije f, odnosno x; = +1, no zbog uvjeta na domenu funk-
cije f imamo samo jednu stacionarnu tocku z; = 1 u kojoj funkcija f postize minimum,

t.
flx)>f(1)=2, za sve x > 0. (6.25)

Kombinacijom (6.24) i (6.25) dolazimo do ocjene
n(Amax-mzzzzz-(g):n(n-n, (6.26)
i<j
$to nakon sredivanja postaje Ayax > 1. Ako je A\pax = 1, onda u (6.26) vrijedi jednakost,
$to vodi i na jednakost u (6.25), odnosno

w; W;
1:$:aij_ fr— aij:_7
w; W

$to znaci da je matrica A konzistentna (vidi Teorem 6.5.). -
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Iz dokaza prethodnog teorema mozemo uociti da za maksimalnu (po modulu) svoj-
stvenu vrijednost pozitivne reciprocne matrice A € R™*" uvijek vrijedi

/\max 2 n’

dok je jednakost zadovoljena ako i samo ako je matrica i konzistentna.

6.2.1. Usporedivanje po parovima

Pojam usporedivanja po parovima kljucan je za visekriterijsko odlu¢ivanje pomocu
hijerarhija. Naime, Zeljene prioritete, o kojima ce biti vise rije¢i u Poglavlju 6.3., dobit
cemo upravo uz pomoc usporedivanja po parovima koji ¢e biti zapisani u pozitivnu reci-
pro¢nu matricu A, pri ¢emu ce a,; predstavljati prosudbu o odnosu prioriteta elemenata
11 j, dok iskazani prioriteti mogu predstavljati vaznost, preferencije (kazemo jos i pre-
ference ili sklonost) ili vjerodostojnost, ovisno o tome koji se aspekti odluke razmatraju
prilikom rjesavanja problema odlucivanja. U tu svrhu, bitno je definirati sljedece:

DEeFINICIJA
Neka su a; i a; alternative koje Zelimo usporediti u odnosu na kriterij c;. Tada postoje
sljedece mogucnosti:

o donositelj odluke je indiferentan, tj. alternative a; i a; su jednako preferirane u
odnosu na kriterij cx;

o donositelj odluke preferira alternativu a; pred a; u odnosu na kriterij cy;

o donositelj odluke preferira alternativu a; pred a; u odnosu na kriterij c.

Dodatno, nije dovoljno rec¢i koju alternativu preferiramo nego je potrebno odrediti i
tezinu preference. Saaty je predlozio sljedece vrste preferencija s obzirom na tezinu:
slaba, jaka, vrlo jaka i apsolutna prednost.
Preferencama pridruzujemo odgovarajucu skalu (numericku reprezentaciju) koristeci slje-
dece oznake: u usporedbi alternativa a; i a; u odnosu na kriterij ¢, pridruzujemo broj
ag.:’“ ) ili samo a;; ako je iz konteksta jasno o kojem kriteriju ¢, je rijec.

U nastavku navodimo fundamentalnu skalu vrijednosti koja predstavlja intenzitet
prosudbi te uz pomocu koje zapisujemo preferencije koje predstavljaju vrijednosti ma-
trice usporedbi, a punim je nazivom zovemo fundamentalna skala apsolutnih bro-

jeva (vidi [73, str. 3, Tablica 1]).
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Intenzitet Definicija Objasnjenje
vaznosti
1 ako su ¢; i a; jednako prefe- | dvije alternative jednako doprinose
rirane s obzirom na kriterij
3 ako alternativa a; ima slabu | iskustvo i prosudba blago favorizi-
prednost pred a; raju jednu alternativu pred drugom
5 ako alternativa a; ima jaku | iskustvo iprosudba jako favoriziraju
prednost pred a; jednu alternativu pred drugom
7 ako alternativa a; ima vrlo | jedna je alternativa vrlo jako favo-
jaku prednost pred a; rizirana u odnosu na drugu; domi-
nantnost je vidljiva u praksi
9 ako alternativa a; ima apso- | favoriziranje jedne alternative u
lutnu prednost pred a; odnosu na drugu je na najvecoj
mogucoj razini

Tablica 53. Fundamentalna skala

Iz prethodne skale moZemo primijetiti da nije zadana skala koja mjeri prednost a;
nad a;, no taj je dio skale jednozna¢no odreden na temelju danih vrijednosti, sto cemo
opravdati u nastavku.

Bez obzira na odabranu skalu, usporedivanje po parovima mora zadovoljavati dva
osnovna principa:
o Reciproc¢nost: Donositelj odluke mora biti u stanju usporedivati alternative i
iskazati snagu svojih prioriteta. Jacina tih prioriteta mora zadovoljavati uvjet

o Homogenost: Prioriteti su predstavljeni ogranicenom skalom te ako je do-
nositelju odluke potrebna dodatna preciznost u izrazavanju, mozemo uvesti
i meduvrijednosti 2, 4, 6, 8 elemenata a;;, $to nas vodi na ideju o prosirenju
fundamentalne skale.
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Dakle, Tablica 53 moze se prosiriti na sljedeci nacin (vidi npr. [60, str. 8], [69, str. 86], [73,
str. 3, Tablica 1]):

Intenzitet Definicija
vaznosti
1 ako su q; i a; jednako preferirane

ako alternativa a; ima jednaku do slabu prednost pred a;

ako alternativa a; ima slabu prednost pred a;

ako alternativa a; ima slabu do jaku prednost pred a;

ako alternativa a; ima jaku prednost pred a;

ako alternativa a; ima jaku do vrlo jaku prednost pred a;

ako alternativa a; ima vrlo jaku prednost pred a;

ako alternativa a, ima vrlo jaku do apsolutnu prednost pred a;

© |00 [ | O | O | = | W | N

ako alternativa a; ima apsolutnu prednost pred a;

Tablica 54. Prosirena fundamentalna skala
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Kao $to smo naveli, donositelj odluke, prema Saatyju, svoje preference moze zapisati
pomocu ogranicene skale s numerickim vrijednostima 1-9. Iako je ta skala u velikoj mjeri
prihvacena i zastupljena u literaturi, pojedini autori predlozili su i druge numericke skale
[22, str. 166] koje navodimo u Tablici 55, pri cemu matematicki opis predstavlja veze medu

alternativama:

Tip skale Matematicki opis | Parametri Aproksimativne
vrijednosti skale

Linearna x x=A{1,2,...,9} 1;2;3;4;5;6; 7;

(Saaty, 1997.) 8;9

Kvadratna x? x=A{1,2,...,9} 1; 4; 9; 16; 25; 36;

(Harker, Vargas, 49; 64; 81

1987.)

Kvadratni korijen || \/z x={1,2,...,9} 1; V2 V3; 2: V5,

(Harker, Vargas, V6; VT V/8; 3

1987.)

Geometrijska 2e-1 x={1,2,...,9} 1; 2; 4; 8; 16; 32;

(Lootsma, 1989.) 64; 128; 256

9

Inverzna line- 10 x=A{1,2,...,9} 1; 1.13; 1.29; 1.5;

arna (Ma, Zheng, -t 1.8;2.25; 3;4.5; 9

1991.)

-1

Asimptotska tanh™ (332 14) x=A{1,2,...,9} 0; 0.12; 0.24; 0.36;

(Dodd, Donegan, ' 0.46; 0.55; 0.63;

1995.) 0.7;: 0.76

Balansirana 1L w ={0.5,0.55,0.6,0.65, | 1; 1.22; 1.5; 1.86;

(Sal Hamalainen, v 0.7,0.75,0.8,0.85,9} 2.33; 3; 4; 5.67; 9

1997.)

Logaritamska logy(z+1) x=A{1,2,...,9} 1; 1.58; 2; 2.32;

(Ishizaka, Bal- 2.58; 2.81; 3; 3.17;

kenborg, Kaplan,
2010.)

3.32

Tablica 55. Numericke skale koristene u AHP metodi
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Pogledajmo sada ilustraciju novouvedenih pojmova te prosirene fundamentalne skale.

6.12. PRIMJER. Marija je maturantica i razmislja u kojem gradu upisati studij. Ona bira izmedu
Zagreba, Osijeka i Rijeke, u odnosu na kriterij opce zadovoljstvo. S obzirom na Marijine

Opce zadovoljstvo

Zagreb Osijek Rijeka

Slika 4. Problem odabira mjesta studiranja

preferencije, Zagreb ima vrlo jaku prednost nad Osijekom te apsolutnu prednost pred
Rijekom, a Osijek ima slabu prednost u odnosu na Rijeku. Napravimo matricu usporedbi.

Rjesenje. Iz fundamentalne skale (vidi Tablicu 53), svojstva recipro¢nosti koje mora za-
dovoljavati matrica usporedbi i podataka poznatih iz danog primjera, dobivamo pripadnu

matricu usporedbi
ZG OS RI

7zG[ 1 7 9
A=os|1/7 1 3
RI[1/9 1/3 1

(»)-3

usporedbe kako bismo popunili cijelu matricu, pri ¢emu je ocito n = 3 broj alternativa.
Nadalje, mozemo uociti da je A pozitivna recipro¢na matrica, ali nije konzistentna;
na primjer

Uocimo da je bilo dovoljno

Ao Qo3 =7-3=21+#a;3=9.

Uvjerimo se u nastavku da je, prema Teoremu 6.10., zaista A,y > 3.
U tu svrhu, prisjetimo se da su svojstvene vrijednosti matrice nultocke karakteristicnog
polinoma, odnosno dobivamo ih kao rjesenje jednadzbe

1-X 7 9 16
det(A-M)=|1/7T 1-X 3 :—)\3+3)\2+£:0.
1/9 1/3 1-A
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U nastavku cemo, radi ilustracije, pokazati kako mozemo pronaci nultocke polinoma 3.
stupnja, dok cemo numericku proceduru dati naknadno u okviru metode potencija.
Prethodnu jednadzbu nije jednostavno rijesiti s obzirom da nisu svi njezini koeficijenti
cijeli brojevi; naime, poznato je da ako su svi koeficijenti algebarske jednadzbe cijeli bro-
jevi, a korijen te jednadzbe i v # O cijeli broj, onda je « djelitelj njezinog slobodnog ¢lana.
Ipak, rjesenje mozemo dobiti, npr., uz pomoc¢ takozvane Cardanove formule za jednadzbe
treceg stupnja (pri Cemu bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ona nor-
mirana)

2> +ar?+br+c=0,

na nacin da uz uvedenu supstituciju = = y — § ona poprima oblik

Yy +py+q=0,

1
3

A O AV

koja se naziva Cardanova formula; dodatni uvjet

ALV V6o

koji mora biti zadovoljen garantira da iz Cardanove formule dobivamo tri rjesenja; dana
je formula ponekad komplicirana za racunanje te se u literaturi moze naci i njezina mo-
difikacija (za vise detalja vidi npr. [48, 86]).

Nasu jednadzbu —\3 + 3)\2 + % = () lako mozemo zapisati u normiranom obliku

gdjejep =b- %aQ iq= 2%@3 —zab+c; moze se pokazati da su rjeSenja prethodne jednadzbe

dana formulom

Nogazo 0
21

pa uz supstituciju A = y + 1 ona prelazi u oblik

58
3_3 ——:O'
Y Yy 21 ;

uvrstavanjem u Cardanovu formulu dobivamo

#29 (29)2 3| 29 (29)2
y=\| ==+ — | -1+\|=—=- —] -1
21~V \21 21 21
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iz cega (koristeci kalkulator) dobivamo rjesenja y; = 2.0803, y2 3 = —1.04+0.4961i, odnosno
A1 =3.08031 Ag 3 = —0.04 + 0.4961, pri ¢emu je | A2 3| = 0.498 te je zaista

Amax = 3.0803 > n = 3.

Danu smo jednadzbu, umjesto uz pomoc Cardanove formule, mogli rijesiti u nekom od
paketa numericke matematike. O

PriMjER. Promotrimo pozitivnu reciprocnu matricu

1 3 =z
A=|1/311/5
l/z 5 1

te odredimo vrijednost varijable = tako da ona bude konzistentna.

Rjesenje. Kako bi dana matrica bila konzistentna, prema definiciji mora vrijediti

12 Qg3 =3+ = =T = a3,

bt

$to daje vrijednost x = % Dakle, polazna je matrica oblika

1 33/5
A=|1/311/5
5/35 1

Uo¢imo da ni x = 3/5 ni 1/z = 5/3 nisu elementi fundamentalne skale. Drugim rije¢ima,
mozemo zakljuciti da, koristeci ¢ak i prosirenu fundamentalnu skalu, odnosno Tablicu 54,
Cesto nije moguce postici konzistentnost.

Nadalje, lako je odrediti svojstvene vrijednosti matrice A. Rjesavanjem jednadzbe

1-1 3 3/5
det (A-AI)=|1/3 1-X 1/5 |=-A3+3)2=0
5/3 5 1-A

dobivamo A; = 3, Ay 3 = 0 te je zaista (vidi Teorem 6.10.)

Amax = 3 = T.
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6.2.2. Indikatori konzistentnosti

Kako bismo bolje razumjeli pojam konzistentnosti, promotrimo sljedeca dva primjera.

PriMJER. Marko viSe voli banane (B) nego jabuke (.J), a takoder vise voli jabuke nego
tresnje (7). Branka je pitala Marka preferira li onda vise banane od tresanja i on je rekao:
Dal.

Dakle, kako je iz prethodnog

B>J i J>T te B>T,

mogli bismo zakljuciti da je Markova prosudba konzistentna.
Da je Marko kojim sluc¢ajem odgovorio kako vise voli tresnje od banana (7" > B),
onda njegova odluka ne bi bila konzistentna. O

Problemi se javljaju zbog toga $to nase procjene ¢esto nisu konzistentne. Naime, iz pret-
hodnog primjera mogli bismo naslutiti da je tranzitivnost nuzan uvjet za konzistentnost.
Pokazimo da je zaista tako (vidi, na primjer, [60]). Promotrimo pozitivnu recipro¢nu ma-
tricu A € R™" te bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je

a;; 21, zasve 1<7.

Dakle, za7 < jjea;; > 1iza j < k je aj, > 1 te prema definiciji konzistentnosti (vidi
Definiciju 6.4.) slijedi da je
CLij . &jk = ik > 1

te je oCito i ¢ < k, iz cega dolazimo do Zeljene tvrdnje.

Iako se moze pokazati da tranzitivnost nije i dovoljan uvjet za konzistentnost, to se
ne kosi s principima AHP metode jer ona ne zahtijeva da prosudbe budu konzistentne pa
cak ni tranzitivne [60, 70].

Promotrimo i sljedeci primjer:

PrivmjeR. Ako Dunja preferira bicikl kao prijevozno sredstvo trostruko vise od automo-
bila, a automobil preferira dvostruko vise od autobusa, koliko ona preferira bicikl u od-
nosu na autobus?

Rjesenje. Ako Zelimo biti potpuno matematicki konzistentni, odgovor bi trebao biti da
Dunja preferira bicikl Sesterostruko u odnosu na autobus. O

Zakljucak donesen u prethodnom primjeru nije uvijek moguce postici, sto zbog sa-
mog misaonog procesa prilikom usporedbe postojecih alternativa, $to zbog same funda-
mentalne skale koja ne garantira konzistentnost (vidi Primjer 6.12.).
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Na srecu donositelja odluke, doza nekonzistentnosti (kazemo jos$ i inkonzistent-
nosti, nedosljednosti) dozvoljena je i ocekivana u AHP metodi. Naime, buduci da su
numericke vrijednosti izvedene iz subjektivnih preferencija pojedinaca, tesko je izbjeci
neke nedosljednosti u kona¢noj matrici usporedbi.

Prirodno pitanje je u kojoj je mjeri nedosljednost prihvatljiva. U tu svrhu, vecina
metoda daje neki nacin mjerenja (in)konzistentnosti, pri Cemu se interpretacija te mjere
ostavlja na slobodu samoj metodi, no mora vrijediti sljedeci uvjet:

Inkonzistentnost je jednaka nuli ako i samo ako je matrica usporedbi konzistentna.

Ipak, mjeru inkonzistentnosti precizno je definirati na sljedeci nacin:

DEFINICIJA
Mjera inkonzistentnosti matrice A € R, s najvecom (po modulu) svojstvenom vrijed-
nosti Ay, definira se kao razlika

/\max —n.

Uocimo da je mjera inkonzistentnosti A, —n = 0 ako i samo ako je matrica konzistentna.
Takoder, mozemo uociti da s§to je A\ bliza dimenziji matrici n, kazemo da je pro-
sudba konzistentnija.

Razliku A\, —n mozemo shvatiti kao mjeru odstupanja reciproc¢ne matrice od kon-
zistentnosti.

Kako bi odgovorio na pitanje o dopustivoj mjeri nekonzistentnosti, Saaty je definirao nesto
drugaciju mjeru od prethodne, koja se cesto koristi u praksi, a naziva se omjer konzis-
tentnosti.

Naime, AHP metoda izracunava omjer konzistentnosti (CR) usporedujuci takozvani
indeks konzistentnosti (CI) promatrane matrice usporedbi s prosjecnim indeksom kon-
zistentnosti (RI), kao $to cemo opisati u nastavku.

DEFINICIJA
Indeks konzistentnosti (engl. consistency index), u oznaci C'I, matrice A € R™*", s najvecom
(po modulu) svojstvenom vrijednosti A;,,x, definira se kao omjer

)\max -n

CrI = (6.27)

n-1
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Prosjecni indeks konzistentnosti (engl. random consistency index), u oznaci RI, izra-
¢unao je Ernest H. Forman [21] za dimenzije matrice n < 7 na nacin da je sluc¢ajnim oda-
birom generirao velik broj matrica usporedbi, preciznije pozitivnih recipro¢nih matrica
reda n > 3 koristeci fundamentalnu skalu te je zatim racunao aritmeticku sredinu njiho-
vih najvecih svojstvenih vrijednosti. Na isti je nac¢in R/ moguce izracunati i za matrice
dimenzije n > 7 [60].

U literaturi postoji nekoliko tablica u kojima su, do na razliku u decimalama, dane
vrijednosti prosjec¢nih indeksa konzistentnosti, no u upotrebi je u velikoj mjeri zastup-
ljena sljedeca tablica (vidi [62, 99]):

RI 0 0 0.58 {090 | 1.12 | 1.24 | 1.32 | 1.41 | 1.45 | 1.49

Tablica 56. Formanova tablica vrijednosti R/

Iz Tablice 56 mozemo isc¢itati da je R/ = 0, za n = 1,2. Naime, pozitivna reciprocna
matrica dimenzije 1 je trivijalno konzistentna te je stoga i indeks konzistentnosti C'I = 0.
Takoder vrijedi i sljedeca bitna tvrdnja:

TEOREM
Svaka pozitivna reciprocna matrica A € R?*? je konzistentna.

Dokaz. Neka je A proizvoljna pozitivna recipro¢na matrica reda 2. Tada je A oblika

Az[l x]’ x>0

1/z 1
te je
|1I-A x| 9 I
det(A—)J)_‘ e 122 =(1-)) —:L'-;-O.

Iz prethodne jednadzbe dobivamo da su svojstvene vrijednosti matrice A A\ =01 Ay = 2,
odnosno
)\max =n= 27

$to znaci da je A konzistentna matrica (vidi Teorem 6.10.). -
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Napokon, Saaty promatra omjer konzistentnosti (engl. consistency ratio), u oznaci C'R.

DEFINICIJA
Omjer konzistentnosti definira se kao kvocijent

_cI

CR=—.
RI

(6.28)

Jasno je da, ako je osoba dosljedna, onda bi promatrani omjer konzistentnosti trebao
biti manji nego $to bismo dobili u slu¢aju kada su u matricu usporedbi uneseni podaci do-
neseni nasumic¢nim odabirom preferencija pojedinaca. Saaty tvrdi da bi prihvatljiv omjer
konzistentnosti trebao biti manji od 0.1, premda se prema mnogim autorima i omjer kon-
zistentnosti manji od 0.2 smatra prihvatljivim [99].

o Prema Saatyju, podatke cemo smatrati konzistentnima ako je CR < 0.1. Stoga,
ako je C'R < 0.1 kazemo jos da su podaci (Saaty) konzistentni.

o Nekonzistentnost moze biti znak da treba prilagoditi prosudbe. No, prilagodbe
ne bi smjele biti toliko velike da sama prosudba gubi smisao, ali ni premale da
nemaju uéinka.

PriMJER. Odredimo indeks konzistentnosti i omjer konzistentnosti za matricu A iz Pri-
mjera 6.12.

Rjesenje. U Primjeru 6.12. vec¢ smo odredili \,.x = 3.08 te je prema formulama (6.27) i
(6.28) indeks konzistentnosti

3.08-3
Cl=—=0.04
3-1 ’
a omjer konzistentnosti
CR =22 _0.069<0.1
S 058 ‘

te nase podatke smatramo konzistentnima. a
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6.3. Izracun prioriteta: Saatijeva metoda svojstvenog vektora

Kao sto smo vec spomenuli, u procesu zaklju¢ivanja kod AHP metode javlja se matrica
usporedbi po parovima koja je pozitivna i reciprocna. Bitno je istaknuti da ako imamo n
alternativa, uz pretpostavke pozitivnosti i recipro¢nosti promatrane matrice usporedbi,

koja je tada tipa n x n, trebamo to¢no (Z) usporedbi.

Primjer. Ukoliko promotrimo matricu

gdje je n = 4, mozemo primijetiti da je broj usporedbi, prilikom usporedivanja po paro-

vima, jednak
n 4.3
= — = 6
( 2 ) 2 ’

koliko kruzica « imamo na mjestima ¢iji podaci su zadani. O

Bitno je istaknuti i da rezultat usporedivanja i—te alternative a; s j—tom alternativom
a; izrazavamo pozitivnim brojem a;; koji iskazuje preferenciju jedne od alternativa, kao
Sto je vec opisano u Poglavlju 6.2.1.
Na primjer, ako je u matrici A element a;; = 5, to znaci da ¢—ta alternativa a; ima jaku
prednost pred j—tom alternativom a; (vidi skalu prikazanu u Tablici 54).

AHP metoda procjenjuje vektor prioriteta promatranih faktora oslanjajuci se na ma-
tricu usporedbi. Odredivanje takvog vektora bazira se na takozvanoj Saatijevoj metodi
svojstvenog vektora [82, str. 404].

Vec smo ponovili da se odredivanje svojstvenih vrijednosti matrice A € R™" svodi
na trazenje nultocki (svojstvenog) polinoma n-tog reda

ka(\) = det (A - \I),

a one, opcenito, mogu biti i realne i kompleksne (u tom slucaju dolaze u kompleksno
konjugiranim parovima), sto smo mogli i vidjeti na Primjeru 6.12. Sa stajalista AHP me-
tode zanimaju nas upravo realna rjeSenja te koji su uvjeti njihove egzistencije [46, str.
40], a kao odgovor na to pitanje namece se Perron—Frobeniusov teorem koji navodimo u
nastavku.
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TEOREM (PERRON-FROBENTUSOV TEOREM)
Neka je A e Rv", A = (a;;), pozitivna matrica. Tada A ima svojstvenu vrijednost Apax > 0
koja zadovoljava i

Amax > | M|, za sve k #max.

Nadalje, postoji jedinstveni svojstveni vektor w' = [w1 wn] pridruzen svojstvenoj vrijed-
nosti Amax te za njega vrijedi

n
szcl, w; >0, 1=1,...,n.
i=1

Dokaz. Vidi [35]. -

Lako uocavamo da matrica usporedbi alternativa zadovoljava pretpostavke Teorema 6.22.
iz Cega slijedi da je svojstveni vektor w pridruzen najvecoj svojstvenoj vrijednosti takve
matrice pozitivan. Dakle, iz prethodnog razmatranja zakljucujemo da je vektor tezina
matrice usporedbi A € R™" rjesenje sustava

Wil =1 (6.29)

{Aw = AmaxW
pri ¢emu je I1,, =[1 ... 1]7.

U kontekstu AHP metode vektor tezina nazivamo i vektor tezina Kkriterija, vektor
prioriteta ili cak Perron-Frobeniusov vektor [82].

Jasno je da ponekad nije jednostavno naci rjeSenje sustava (6.29) jer se ono Cesto
odnosi na rjeSavanje algebarske jednadzbe viseg reda. S druge strane, tom problemu
prethodi odredivanje svojstvenih vrijednosti, Sto takoder povlaci odredene komplikacije
za matrice viseg reda, kao $to tvrdi sljedeci teorem (vidi [92, str. 124]):

TEOREM (ABEL, 1824)

Za svakin > b postoji polinom p stupnja n s racionalnim koeficijentima koji ima realnu
nultocku koja se ne moze izraziti koristeci samo racionalne brojeve, zbrajanje, oduzimanje,
mnozenje, dijeljenje i vadenje n—tog korijena.

Naime, iz prethodnog je teorema ocito da svaki algoritam za odredivanje svojstve-
nih vrijednosti matrice reda n > 5 mora biti iterativan, buduci da ce se rjesenje, bilo
ono izracunato uz pomoc olovke i papira ili pomocu racunala, temeljiti na operacijama
spomenutim u teoremu te stoga, u tim slucajevima, nije moguce naci algoritam koji ce
izracunati svojstvene vrijednosti u konacno mnogo koraka.
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Buduci da Saatyjeva metoda svojstvenog vektora zahtijeva samo svojstveni vektor
koji pripada najvecoj svojstvenoj vrijednosti matrice usporedbi, najcesce se u tu svrhu
koristi metoda potencija, koja pretpostavlja da je matrica s kojom radimo dijagonalizi-
bilna, drugim rijecima, da se moze dijagonalizirati te da je najveca svojstvena vrijednost
jedinstvena o cemu cCe biti rijeci u sljedecem poglavlju (vidi Poglavlje 6.4.). Specijalno,
bitno je naglasiti da su i simetricne, antisimetricne te unitarne matrice dijagonalizibilne.
Vise o metodi potencija zainteresirani Citatelj moze pogledati u [26, 60, 84, 89, 92].

6.4. Metoda potencija

I ovdje cemo, zbog jednostavnosti i za potrebe nasih primjera, pretpostaviti da je matrica
A koju promatramo realna. Materija iz ovog poglavlja preuzeta je, gotovo u potpunosti,
iz [84], Sto su materijali s kojima su se studenti 1. godine diplomskog studija Odjela
za matematiku, smjera Matematika i racunarstvo ve¢ upoznali na kolegiju Primijenjena
linearna algebra i znanstveno racunarstvo.

Pretpostavimo, zatim, dodatno da je matrica A € R»" dijagonalna, odnosno

A0 0
A= 0 >\1 . :diag(/\17)‘27"'7/\n)7
0 - 0\,

uz uvjet da za svojstvene vrijednosti matrice A vrijedi
A Ao] 2 2 |An].

Kako je
A=SAS™

gdje je S regularna matrica ¢iji su stupci svojstveni vektori matrice A, a A matrica koja
na dijagonali ima pripadne svojstvene vrijednosti (sjetimo se Teorema 6.8.)

A 00
a=| QA O
0 -0\,

lako je uociti da su, s obzirom na dijagonalnu formu matrice, njezini svojstveni vektori
zapravo vektorie;, ¢ = 1,...,n, tj. svi vektori kanonske baze.
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Uz pretpostavku da je zadan polazni vektor xy,

S|
&2

&n

pri ¢emu zahtijevamo da je &; # 0, pogledajmo $to mozemo zakljuciti o normiranim vek-
torima (kako ne bismo imali problem s velikim vrijednostima, vektor cemo uvijek normi-
rati)

To = s (630)

_ Akl'o
| AFao]2°
Naime, kako bismo opravdali naziv Metoda potencija promotrit cemo kako neka potencija

matrice A djeluje na proizvoljan vektor x.
Iz dijagonalne forme matrice A zakljucujemo da je

T

AF = diag(AF, M5, .. 0F)

te je ocito

al [Ma L

Ak _Ak 52 _ )‘1552 _)\k (i_?) g_i
Lo = o : = A1 :

k ke,

&n Anén (%) g—l

Po pretpostavci da je svojstvena vrijednosti \; jedinstvena najveca po apsolutnoj vrijed-
nosti, iz prethodnog zakljuc¢ujemo da je

A\ & ,
lim (—) é;zO, zasve 1=2,...,m.
k=0 \ N1/ &
Drugim rijecima,

. Az

lim

k—oo HAkLL’()HQ - en

$to znaci da A*z, konvergira prema svojstvenom vektoru koji pripada svojstvenoj vri-
jednosti A;.

Pogledajmo u nastavku op¢eniti slucaj, odnosno umjesto pretpostavke da je A dija-
gonalna, pretpostavimo da se A moze dijagonalizirati, odnosno da vrijedi

A=S8SAS™ (6.31)
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pri cemu stupci matrice S (oznacimo ih sa sq, sz ..., s,,) predstavljaju svojstvene vektore
od A, a elementi od A pripadne su svojstvene vrijednosti poredane kao prije, tj.

dakle,
A 00
0 A 0
Als1 82 ... 8] =[5152 ... 8] 1 S

tj. As; = \jsi, i =1,...n $to jeijasno iz forme 6.31.

U nastavku ¢emo ponovno promotriti iterativni postupak u kojem promatramo poten-
cije matrice A te kako one djeluju na neki proizvoljni vektor z, te cemo bez smanjenja
opcenitosti pretpostaviti da su stupci matrice S normirani.

Pretpostavimo da smo izabrali

&1
&2

57’7,

napomenimo da pretpostavku &; # 0 u praksi mozemo lako zadovoljiti; takoder, primije-
timo da je matrica S regularna te stoga Sy ne umanjuje proizvoljnost od y, tj. za svaki y
mozemo pronaci S tako da je xg = Sy.

Tada je

o =Sy, gdjeje y= ;& #0;

&1
2o =Txg= (5SS VNag=5(S"z) =S f?

&n
Iz jednakosti (6.31) zakljucujemo da je

A = (SAS™)(SAS™1)-(SASY) = SAFS

te promotrimo $to se dogada s potencijama matrice A, tj. ponovimo isti postupak kao u
prethodnom slucaju kada smo imali dijagonalnu matricu:

a1 [Ma ke

b rankennal & ol M& | e of () 2
AFgy = (SAFSTHS| 52 | =5] 722 | = Mg :

k k¢,

& AL, ()&
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te opet zakljucujemo da ce posljednji vektor konvergirati prema e, odnosno

AkIO
1' T S = R
kgg HAkJJoHQ “ o1
jer je
1
0
S€1=[8182...Sn] . =3S51.

0

Iz prethodnog zakljuc¢ujemo da potencije ponovno konvergiraju prema svojstvenom vek-
toru koji pripada svojstvenoj vrijednosti A;.

Dakle, metodom potencija uspjeli smo izracunati svojstveni vektor koji pripada je-
dinstvenoj, po apsolutnoj vrijednosti najvecoj svojstvenoj vrijednosti matrice A.
Nadalje, kao $to je prije opisano, ukoliko je svojstveni polinom stupnja manjeg od 5,
svojstvene vrijednosti (pa tako i najvecu po apsolutnoj vrijednosti \;) pronaci cemo kao
nultocke svojstvenog polinoma, dok u suprotnom \; nalazimo kao rjesenje jednadzbe

Asy = A8y,
jer, buduci da je s; normiran, mnozenjem prethodne jednakosti slijeva sa sT dobivamo

S{ASl = )\15{81 = )\1H81H% = )\1.
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[¢]

nekoliko osobina metode potencija:

prethodna analiza nece raditi ako je najveca (po apsolutnoj vrijednosti) svoj-
stvena vrijednost promatrane matrice kompleksna; naime, tada ona ima svoj
kompleksno—konjugirani par

/\1=a+ib, /\Q:a—ib
te je
] = [Aof >,
odnosno ne mozemo provesti prethodno opisan postupak;
brzina konvergencije ovisi 0 omjeru \y/\; te je sporija sto je taj omjer veci;

dakle, ako je
A

2211
A1 ’

onda ¢e metoda biti spora;

metoda uvijek konvergira samo prema (po apsolutnoj vrijednosti) najvecoj
svojstvenoj vrijednosti (Sto upravo odgovara teoriji koja stoji iza AHP metode
te to u nasem slucaju ne uzimamo kao problem).

Dodatno

Istaknimo, takoder, da bismo koriStenjem realnog pomaka o (engl. shift) za matricu
A mogli dobiti samo jos po apsolutnoj vrijednosti najmanju svojstvenu vrijednost,
ali ne i one izmedu, jer naime, svojstvene vrijednosti matrice A—o/ su upravo \;-o.
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Sada smo spremni navesti algoritam metode potencija za matricu A € R™" koja nije
nuzno simetricna te cemo njega koristiti prilikom odredivanja vektora tezina za matrice
usporedbi koje ce nam biti od interesa.

Algoritam: Metoda potencija

ulaz: matrica A € R™", pocetni vektor xy € R" i dana tolerancija ¢
izlaz: aproksimacija svojstvenog para (\, x)

Y = Top;

A= <y,[)30) = yTxo;

converged=false

while not converged do

z =y/|yllas
y = Ax;
A=(z,y);
converged = (|y — x|z <€)
end
_ J
NAPOMENA

Primijetimo da prethodni algoritam kao rezultat daje aproksimaciju svojstvenog para
(A, x), pri ¢emu je vektor x k—ta aproksimacija svojstvenog vektora, dok vektor y, takoder
dobiven u prethodnom algoritmu, predstavlja (k + 1)—vu aproksimaciju.
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6.4.1. Implementacija AHP metode uz pomoc¢ Metode potencija

U ovom poglavlju ilustrirat cemo, kroz nekoliko primjera, AHP metodu uz pomo¢ Metode
potencija, koju je lako implementirati u nekom od paketa numericke matematike poput
C-a, Python-a itd.

Prvi dio sljedeceg primjera rijesit cemo korak—po-korak, promatrajuci svaku poje-
dinu iteraciju, kako bismo se bolje upoznali s prethodno navedenim algoritmom Metode
potencija, dok cemo nadalje rjesenja pronaci uz pomoc¢ implementacije u nekom od lako
dostupnih programa.

PriMJER. Jedna poslovna banka raspisala je natjecaj za posao. S obzirom na iskustva i
stavove donositelja odluke, kriteriji prema kojima ce vrednovati kandidate su sljedeci:
obrazovanje i dodatne kvalifikacije, intervju te duljina prethodnog radnog iskustva. Pri
tome, obrazovanje i dodatne kvalifikacije imaju jaku prednost nad intervjuom te vrlo
jaku prednost nad duljinom radnog iskustva, a intervju ima slabu prednost nad dulji-
nom radnog iskustva. Za posao se prijavilo tri kandidata: Mia, Klara i Luka te su nakon
svih prikupljenih podataka i razgovora za posao donositelji odluke donijeli odredene za-
kljucke koje navodimo u nastavku.

S obzirom na obrazovanje i dodatne kvalifikacije: Mia je zavrsila studij Financijske ma-
tematike i statistike na Odjelu za matematiku u Osijeku te ima poloZen tecaj programi-
ranja, §to je dodatna prednost jer bi na tom poslu trebala i programirati. Klara je takoder
zavrsila studij Financijske matematike i statistike te govori tri strana jezika, sto bi banci
moglo biti korisno jer imaju medunarodne klijente. Luka je zavrsio preddiplomski studij
Matematike i preddiplomski studij Ekonomije. Donositelji odluke donijeli su sljedece za-
kljucke: Mia ima jaku prednost pred Klarom i apsolutnu prednost pred Lukom, dok Klara
ima slabu do jaku prednost pred Lukom.

S obzirom na intervju: Mia je imala tremu pa nije ostavila najbolji dojam, Klara se po-
kazala iznimno proaktivnom i spremnom na daljnje ucenje i obrazovanje, dok je Luka
pokazao kako ima ideje kojima moze poboljsati profitabilnost firme. S obzirom na pret-
hodno, donositelji odluke odlucili su da Klara ima vrlo jaku do apsolutnu prednost nad
Miom te slabu do jaku prednost nad Lukom, a Luka ima vrlo jaku prednost nad Miom.

S obzirom na duljinu prethodnog radnog iskustva: Mia je odradila stru¢nu praksu u jed-
noj firmi za vrijeme studija, koja je trajala mjesec dana, Klara je pola godine radila u
jednoj firmi, dok je Luka radio godinu i pol.

Uz pomoc Metode potencija odgovorite za kojeg kandidata se banka treba odluciti. Pri
tome, neka je zadana tolerancija € = 0.1. Takoder, odgovorite jesu li u banci konzistentni
pri usporedivanju kriterija.

Rjesenje. Na Slici 5 prikazana je struktura hijerarhije odlucivanja.
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Odabir novog zaposlenika

obrazovanje intervju prethodno radno iskustvo

Mia Klara Luka

Slika 5. Dekompozicija problema iz Primjera 6.25. u hijerarhiju

Odredimo najprije najznacajniji kriterij:

Iz danih podataka i fundamentalne skale, odnosno Tablice 53, dobivamo sljedecu matricu
usporedbi kriterija

obrazovanje intervju radno iskustvo

obrazovanje 1 5 7

A= intervju % 1 3
. it 1

radno iskustvo 7 3 1

U nastavku ¢emo, imajuci na umu zadanu toleranciju € = 0.1, pronaci aproksimaciju
najvece svojstvene vrijednosti i pripadnog svojstvenog vektora metodom potencija:
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1. iteracija

zo=[111]"
=0.1
Y=%To
A=(y,x0) =3
L[] [0-577
S PRV H I
157|[0577] [7.501
y=Ax=|[%13[[0.577]|=|2.423
2+ 1[0.577] ]0.852

A=(y,x)=6.218
ly = Az|s = [(3.913,-1.165, -2.736)||» = 4.915 > 0.1,

stoga pogledajmo i sljedecu iteraciju.

2. iteracija

. [7.501] [0.946]
Y —o30 | 2423 = | 0-306
Iyl 792900 852| [0.107)
157][0.946] [3.225]
y=Ar=|%13[[0.306|=]0.816
75 1[[0.107] ]0.344]

A= (y,x)=3.337

ly = Az = [ (0.068,-0.205,-0.013)» = 0.216 > 0.1

te je potrebno promotriti i trecu iteraciju.
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3. iteracija

 [3-225] [0.964]

- Y 337 |0-816] = (0244

lylo 3344 344] [0.103)

15 7][0.964] [2.905]

y=Ax=|113[]0.244|=]0.746

i1][o.103] [0.322
A=(y,z)=3.016

ly = Az|l2 = [ (=0.002,0.01,0.011)]5 = 0.015 < 0.1.
Zaklju¢ujemo da je aproksimacija svojstvenog vektora [0.964 0.244 0.103]7, odnosno

obrazovanje intervju radno iskustvo

obrazovanje 1 5 7 0.964
intervju % 1 3 0.244 y
radno iskustvo % % 1 0.103

iz Cega mozemo zakljuciti da kriterij obrazovanje i dodatne kvalifikacije ima najveci pri-
oritet.

Takoder, treba odgovoriti jesu li u banci konzistentni pri usporedivanju kriterija. S obzi-
rom na izracunatu svojstvenu vrijednost A, = 3.016, dobivamo indeks konzistentnosti

3.016 -3
Cl =———=0.008
3-1
i omjer konzistentnosti
CI 0.008
=—=—-=0.014<0.1
CR T 058 0.014<0

te mozemo zakljuciti da su podaci (Saaty) konzistentni.
Odredimo najznacajniju alternativu:

S obzirom na obrazovanje i dodatne kvalifikacije, matrica usporedbi je sljedeca:

Mia Klara Luka

Mia 1 5 9
Klara % 1 4
1 1 1

Luka 9 1
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Implementacijom algoritma Metode potencija u nekom od paketa numericke matematike
uz o = [1 1 1]7 i zadanu tocnosti ¢ = 0.1, nakon 4 iteracije pogreska je 0.014, dok su
aproksimacije svojstvene vrijednosti i svojstvenog vektora

MAnaz = 3.0157, 2 =1[0.966 0.247 0.079]7,

odnosno
Mia Klara Luka
Mia 1 5 9 0.966
Klara % 1 4 0.247 s
Luka % le 1 0.079

iz cega zakljucujemo da je Mia najbolji izbor s obzirom na obrazovanje i dodatne kvalifi-
kacije.

S obzirom na intervju, matrica usporedbi dana je sa

Mia Klara Luka

. 1 1
Mia 1 3 7
Klara 8 1 4
Luka 7 ;11 1

te uz iste ulazne podatke pocetnog vektora z i tolerancije € nakon 4 iteracije pogreska
je 0.033 te dobivamo aproksimacije Ay,q, = 3.04 12 = [0.068 0.938 0.34]7; sada prema

Mia Klara Luka

Mia 1 % % 0.068
Klara 8 1 4 0.938
Luka 7 %1 1 0.34

slijedi da je Klara najbolji izbor s obzirom na intervju.

S obzirom na duljinu prethodnog radnog iskustva (u mjesecima rada), imamo sljedecu
matricu usporedbi:

Mia | 1
Klara 6
Luka 18

te ukoliko svaki element podijelimo 1-normom prethodnog vektora, dobivamo vektor
tezina [0.04 0.24 0.72]7, odnosno prema duljini radnog iskustva Luka ima najveci pri-
oritet.
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Na kraju, vektore tezina alternativa, s obzirom na svaki od kriterija, trebamo poredati
u matricu (kao stupce) te tu matricu pomnoziti s vektorom tezina kriterija, pa onda do-
bivamo sljedece:

obrazovanje intervju radno iskustvo

Mia 0.966  0.068 0.04 0.964 0.952
Klara | 0.247  0.938 0.24 0.2441=10.4921.
Luka 0.079 0.34 0.72 0.103 0.233
Iz prethodnih rezultata vidimo da se donositelji odluke trebaju odluéiti za Miu. O

PriMJER. Lucija zeli otici na ljetovanje sa svojom prijateljicom Majom koja jako voli ro-
niti. Trebaju se odluciti gdje ce otici tako da im objema bude odli¢no i da se dobro odmore.
Lucija je osmislila tri kriterija koja su joj najznacajnija: kvaliteta morskog dna pogodnog
za ronjenje (laka dostupnost, postojanje koraljnih grebena, prisustvo najfascinantnijih
zivotinjskih vrsta), postojanje suma i Setnica (priroda) i napucenost.

Njezine su preferencije: postojanju suma i Setnica daje slabu prednost pred kvalitetom
morskog dna te vrlo jaku prednost pred napucenosti, a kvaliteti morskog dna daje jaku
do vrlo jaku prednost pred napucenosti.

Nakon sto je Lucija pretrazila veliku vecinu destinacija, svidjele su joj se tri alternative:
Rovinj, Krk i Cres.

S obzirom na postojanje Suma i Setnica, Krk ima vrlo jaku prednost pred Rovinjom te
jaku prednost pred Cresom, dok Cres ima slabu prednost pred Rovinjom.

S obzirom na kvalitetu morskog dna, Krk ima vrlo jaku prednost pred Cresom te slabu
do jaku prednost pred Rovinjom, a Rovinj ima jaku prednost pred Cresom.

S obzirom na napucenost, Krk ima slabu prednost pred Rovinjom te jaku prednost pred
Cresom, a Rovinj ima slabu do jaku prednost pred Cresom.

S obzirom na dane podatke, gdje bi Lucija i Maja trebale otici na ljetovanje? Je li Lucija
konzistentna pri usporedivanju kriterija?

Takoder, neka je zadana tolerancija ¢ = 0.00001.

Rjesenje. Hijerarhija odlu¢ivanja ima strukturu prikazanu na Slici 6.
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Ljetovanje

kvaliteta morskog dna Sume i Setnice napucenost

Krk Rovinj Cres

Slika 6. Dekompozicija problema iz Primjera 6.26. u hijerarhiju

Najprije odredujemo najznacajniji kriterij:
Matrica usporedbi kriterija dana je sa

morsko dno duma napucenost

morsko dno 1 % 6
A = Suma 3 1 7
napucenost % % 1

Kako bismo pronasli aproksimacije najvece svojstvene vrijednosti te pripadnog svojstve-
nog vektora, uz pomoc algoritma Metode potencija, kao polazni vektor ponovo odabi-
remo xo = [1 1 1]7, dok je zadana tolerancija € = 0.00001; nakon 10 iteracija pogreska je
1.8773 x 1079, dok su zeljene aproksimacije

Amaz = 3.0999, = [0.4135 0.9056 0.0944]7,

odnosno
morsko dno suma napucenost
morsko dno 1 % 6 0.4135
suma 3 1 7 0.9056
napucenost % % 1 0.0944

te iz dobivenih vrijednosti mozemo zakljuciti da je kriterij postojanje Suma i setnica pre-
feriran nad ostalim kriterijima.

Nadalje, kako je C'I = % = 0.0499 te CR = % = 060_‘5129 = (0.086 < 0.1, mozemo
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zakljuciti da je Lucija (Saaty) konzistentna pri usporedivanju kriterija.
Odredimo najznacajniju alternativu:

S obzirom na kvalitetu morskog dna matrica usporedbi dana je sa

Krk Rovinj Cres

Krk 1 4 7
Roving % 1 5 )
c T |
res 7 5

teuzzg=[111]7ie =0.00001 nakon 10 iteracije pogreska je 3.9418x 1076, a aproksima-
cije svojstvene vrijednosti i svojstvenog vektora A\, = 3.1237, x = [0.9382 0.3328 0.0945]7".
Dakle, s obzirom na kvalitetu morskog dna, Krk je najbolja alternativa.

S obzirom na postojanje suma i Setnica, matrica usporedbi je

Krk Rovinj Cres
Krk 17 5
1
3

Roving % ;
Cres 1

U=

uz isti g i € kao prije, nakon 8 iteracija pogreska je 9.2797 x 1076, dok su aproksimacije
Amaz = 3.0649 i x = [0.9628 0.1067 0.2483]7; s obzirom na postojanje Suma i Setnica,
Krk je opet najbolja alternativa.

S obzirom na napucenost, iz zadanih podataka isc¢itavamo matricu

Krk Rovinj Cres

Krk 1 3 )
Rovinj % 1 4 ;
1 1 1
Cres 5 1

nakon 9 iteracija pogreska je 6.1489 x 1076 te su aproksimacije A\, = 3.0858, z =
[0.9048 0.4038 0.1352]. Prema dobivenim vrijednostima, s obzirom na napucenost, po-
novno je Krk najbolja alternativa.
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Ukoliko pogledamo krajnju matricu, zajedno s vektorom tezina kriterija

morsko dno Suma napucenost
Krk 0.9382 0.9628 0.9048 0.4135 1.3453
Roving | 0.3328 0.1067 0.4038 0.9056 [ =10.2724 ],
Cres 0.0945 0.2483 0.1352 0.0944 0.2767

mozemo zakljuciti da bi Lucija i Maja trebale ljetovati na Krku. O

PriMjER. Kako bi potisnuo razocarenje zbog diskvalifikacije na natjecanju u amaterskom
slikanju, iako je od tada proslo puno godina, Cvjetko se prijavio na natjecanje Artists Ma-
gazine Annual Art Competition na kojem novcana nagrada za 1. mjesto iznosi 24 000$ te
je pobijedio! Kako je osvojio veliku svotu novca, odlucio je kupiti auto. Prilikom kupnje,
u obzir je uzeo tri kriterija: stil, pouzdanost i potrosnju. Poucen iskustvima poznanika koji
su kupovali auto, on ima sljedece preferencije: stil ima slabu prednost pred potrosnjom,
pouzdanost ima jednaku do slabu prednost pred stilom, a takoder i slabu do jaku prednost
pred potrosnjom. U odnosu na dane kriterije, Cvjetko promatra cetiri marke vozila: Ford,
Nissan, Toyota i Peugeot, pri cemu, s obzirom na savjete stru¢nih osoba iz autosalona s
kojima je razgovarao, ima sljedece preferencije:

s obzirom na stil, Ford ima slabu do jaku prednost pred Toyotom, Nissan ima slabu do
jaku prednost pred Fordom i Toyotom, dok Peugeot ima jaku do vrlo jaku prednost pred
Fordom, slabu do jaku prednost pred Nissanom i, takoder, jaku prednost pred Toyotom.
S obzirom na pouzdanost, Ford ima jednaku do slabu prednost pred Nissanom, jaku pred-
nost pred Toyotom te je jednako preferiran kao Peugeot. Nadalje, Nissan ima slabu pred-
nost pred Toyotom te jednaku do slabu prednost pred Peugeotom, dok Peugeot ima slabu
do jaku prednost pred Toyotom.

Sto se ti¢e potrosnje goriva, za 10 litara goriva Ford moze prijeci 150 kilometara, Nissan
170, Toyota 162 te Peugeot 185 kilometara.

S obzirom na dane podatke, za koji bi se auto Cvjetko trebao odluciti? Obrazlozite je
li Cvjetko konzistentan pri usporedivanju kriterija. Pri tome, neka je zadana toc¢nost
€ =0.00005.

Rjesenje. Hijerarhija odlu¢ivanja ima strukturu prikazanu na Slici 7.
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Kupnja auta

pouzdanost potrosnja

Nissan Ford Toyota Peugeot

Slika 7. Dekompozicija problema iz Primjera 6.27. u hijerarhiju

Odredimo najznacajniji kriterij:
Matrica usporedbi kriterija dana je sa

stil pouzdanost potrosnja

stil 1 % 3

A= pouzdanost 2 1 4

trosn;j 1 1 1
potrodnja 3 1

Uz pomoc Metode potencija, pri cemu za toleranciju odabiremo ¢ = 0.00005, a za xy =
[1 11 1]7 nakon 6 iteracija pogreska je 4.5186 x 10~° te kao rjesenje dobivamo sljedece
aproksimacije svojstvenog vektora i svojstvene vrijednosti:

x=[1.4731 2.5738 0.5621]7,  \az = 3.0183,

dok je CI = 0.0092 te CR = 0.0158 < 0.1, odnosno podatke smatramo (Saaty) konzis-
tentnima. Nadalje,

stil pouzdanost potrosnja

s [1 1 3 J[1.4731
pouzdanost 2 1 4 2.5738
potrosnja % le 1 0.5621

te iz dobivenih vrijednosti mozemo zakljuciti da je kriterij pouzdanost preferiran nad os-
talim kriterijima.
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Odredimo najznacajniju alternativu:

S obzirom na stil, iz pripadne matrice usporedbi

Ford Nissan Toyota Peugeot

Ford 1 éll 4 %
Nissan 4 1 4 i
Toyota 411 411 1 % ’

Peugeot 6 4 5) 1

nakon 11 iteracija pogreska je 1.8669 x 10-5 te dobivamo

2 =[0.8013 1.7071 0.415 3.9922]7,  \0e = 4.4346.

Dakle, iz
Ford Nissan Toyota Peugeot
Fod [ 1 2 4 3 0.8013
Nissan | 41 4 % 1.7071
Toyota | 7 3 1 % 0.415
Peugeot | 6 4 5 1 3.9922

zakljucujemo da Peugeot ima najveci prioritet s obzirom na stil.

S obzirom na pouzdanost, matrica usporedbi je

Ford Nissan Toyota Peugeot

Ford 1 2 5 1
Nissan % 3 2
1 1 1

Toyota 5 % 1 1
Peugeot 1 5 4 1

te je nakon 9 iteracija pogreska 2.7901 x 1075, a aproksimacije svojstvenog vektora i
svojstvene vrijednosti

7 =[2.9014 2.2235 0.5684 1.97]%,  Apnaw = 4.1913,

$to znaci da je Ford preferiran nad ostalim alternativama s obzirom na pouzdanost.
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S obzirom na potrosnju iz danih podataka dobivamo matricu usporedbi

Ford 150
Nissan 170
Toyota 162

Peugeot 185

te ukoliko svaki element podijelimo 1-normom prethodnog vektora, dobivamo vektor
tezina x = [0.2249 0.2549 0.2429 0.2774]7, odnosno Peugeot ima najveci prioritet s ob-
zirom na potrosnju. Iako se kao prirodan odabir, iz prethodno dobivenih zakljucaka,
namece Peugeot, pogledajmo i krajnju matricu

Stil  Pouzdanost Potroinja
Ford [ 0.8013 2.9014 0.2249 1.4731 8.7744
Nissan | 1.7071 2.2235 0.2549 2.5738 _ 8.3809
Toyota | 0.415 0.5684 0.2429 0.5621 2.2108 |’
Peugeot | 3.9922  1.97  0.2774 i 11.1072

$to znaci da bi se, prema opisanim preferencijama, Cvjetko trebao odluciti za kupnju
Peugeota. O

6.5. Zadaci za vjezbu

Zadatak Ana vise voli i¢i u toplice nego na more te vise voli ici na more nego u planine.
Voli li Ana vise ici u toplice ili u planine ako je ona konzistentna pri donosenju odluka?

Zadatak Navedite primjer jedne pozitivne reciprocne matrice (reda 3) koja nije konzis-
tentna te jedan primjer pozitivne recipro¢ne matrice (reda 3) koja jeste konzistentna te
za svaku od njih izracunajte svojstvene vrijednosti i objasnite jesu li rjesenja (tj. dobi-
vene svojstvene vrijednosti) opravdana nekom prethodno dokazanom tvrdnjom (nave-
dite tvrdnju koju koristite).

Zadatak Magdalena razmislja gdje i¢i na more: u Pulu, Rijeku ili Makarsku. Makarska
ima vrlo jaku do apsolutnu prednost pred Rijekom i slabu prednost pred Pulom, dok Pula
ima vrlo jaku prednost pred Rijekom. Napravite matricu usporedbi. Jesu li dani podaci
konzistentni?

Zadatak Cvjetko razmislja hoce li i¢i na ispit iz Teorije odlucivanja (TO), Konveksnih
funkcija (KF), Linearnog programiranja (LP) ili Statistickog praktikuma (SP). Cvjetko daje
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apsolutnu prednost TO pred KF te jaku prednost nad LP i vrlo jaku prednost pred SP.
Takoder, on je indiferentan izmedu ispita iz KF i LP te ispitima iz KF i LP daje slabu
prednost pred SP. Napravite matricu usporedbi. Jesu li dani podaci konzistentni?

Zadatak Grupa studenata odlucila je otici na apsolventsko putovanje.

Kriteriji s obzirom na koje donose odluku su troskovi, mogucnost zabave i ostali sadrzaji.
Studenti troskovima daju slabu prednost pred zabavom i jaku prednost pred ostalim
sadrzajima, dok zabavi daju slabu prednost pred ostalim sadrzajima.

Takoder, oni razmatraju tri destinacije: Spanjolsku, Gréku i Italiju. U Spanjolskoj studenti
zele posjetiti poznato odrediste Lloret de Mar, u kojem su brojne mogucnosti zabave po
pristupacnim cijenama, ali da bi se dozivjelo nesto drugo, treba planirati dodatne troskove
puta u Barcelonu ili druga mjesta s vise kulturnih sadrzaja. Odrediste na koje se putuje u
Grcku je Atena koja je skuplja od prethodne destinacije, ali ima vise kulturnih sadrzaja.
Putovanje u Italiju ukljucuje boravak u Rimu i Firenci - mogucnosti zabave postoje, ali
su najslabije u odnosu na ostale razmatrane destinacije, dok ovaj aranzman odskace po
velikoj ponudi kulturnih sadrzaja.

Dakle, s obzirom na troskove, studenti daju jaku prednost Spanjolskoj i Italiji pred Grékom
te Italija ima jednaku do slabu prednost pred Spanjolskom.

S obzirom na mogucnosti zabave, Spanjolska ima jaku prednost pred Grékom i vrlo jaku
prednost pred Italijom, dok Grcka ima slabu prednost pred Italijom.

Sto se tice ostalih sadrzaja, studenti Grékoj daju jaku prednost pred Spanjolskom, a Italiji
daju vrlo jaku prednost pred Spanjolskom i slabu prednost pred Grékom.

a) Skicirajte strukturu hijerarhije odlucivanja.
b) S obzirom na dane podatke, koju bi destinaciju studenti trebali odabrati?
c) Obrazlozite jesu li studenti konzistentni pri usporedivanju kriterija.

Takoder, putovanje ce se realizirati u doba kada nema korone i sigurno je putovati! ©
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7. O visekriterijskom odlucivanju

U ovom, zadnjem poglavlju, dat cemo kratak osvrt na sam pojam visekriterijskog odlu-
¢ivanja te pregled, u danasnje vrijeme, najcesce koristenih metoda za visekriterijsko
odlucivanje, s pripadnim referencama koje mogu posluziti zainteresiranom citatelju uko-
liko pozeli saznati vise o ovom podrucju.

Visekriterijsko odluc¢ivanje (engl. Multi-criteria decision making — MCDM), poznato
je i kao analiza viSestrukih kriterija (engl. Multiple-criteria decision analysis - MCDA).

S. Zionts je 1979. godine u velikoj mjeri popularizirao kraticu MCDM svojim ¢lankom
za menadzere: MCDM - Ako ne rimski broj, sto onda? (engl. MCDM — If not a Roman
numeral, then what?) [97].

R. A. Howard je 1966. godine [36] prvi upotrijebio pojam analiza odluke, zbog cega
ga se Cesto naziva ocem analize odluka [101] te je poznat njegov rad o postupcima uzas-
topnog odlucivanja [44]. U Americi su R. Keeney i H. Raiffa 1976. objavili knjigu Odluke
s vise objekata: preferencije i vrijednosni kompromisi koja je postala standardna referenca
za sve buduce generacije koje se bave analizom odluka i visekriterijskim odluc¢ivanjem.

S druge strane, europski predstavnik B. Roy je sa suradnicima sredinom 1960-ih ra-
zvio i danas vrlo zastupljenu obitelj ELECTRE metoda o kojoj ce biti nesto vise re¢eno
kasnije te je 1975. osnovao i Europsku radnu skupinu s ciljem pomoci pri visekriterijskom
odlucivanju (engl. EURO Working Group on Multicriteria Decision Aiding) koja svoje sas-
tanke ima i danas [102].

Metode za visekriterijsko odlucivanje objedinjuju matematiku, menadzment, infor-
matiku, psihologiju, drustvene znanosti i ekonomiju te njihova primjena seze u bilo koju
od navedenih grana gdje postoji problem vezano uz koji treba donijeti znacajnu odluku
[39]. Razvoj tih metoda konstantno je prisutan te svakim danom potencijalni donositelj
odluke moze pronaci nove znanstvene clanke na tu temu, dok su i postojeci softveri, dos-
tupni na webu ili u obliku aplikacija za pametne telefone, ucinili te metode dostupnijima,
Sto je svakako doprinijelo njihovom razvoju.

S obzirom na velik broj metoda za visekriterijsko odlucivanje, donositelj odluke se po-
nekad suocava s ne tako lakim zadatkom koju metodu primjeniti? jer ni jedna od metoda
nije savrSena i ne moze se primijeniti na sve moguce probleme; naime svaka metoda ima
svoja ogranicenja i posebnosti [39, str. 6]. A. Guitouni i suradnici [29] predlazu donosi-
telju odluke da prije odabira metode napravi kratko istrazivanje o tome koja bi metoda
bila najprikladnija, no taj je pristup namijenjen iskusnim istrazivacima.

Pored AHP metode, koju smo detaljno obradili u Poglavlju 6.1., u nastavku navodimo
neke od popularnijih i danas najcesce koristenih metoda za visekriterijsko odluc¢ivanje o
kojima zainteresirani Citatelj moze pronaci vise, npr., u ([3, 34, 44]).
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« MAUT - visekriterijska teorija korisnosti (engl. Multi-Attribute Utility Theory)

Ako je, za svaki od zadanih kriterija, poznata funkcija korisnosti, onda se preporucuje
koristiti metodu MAUT. Ta je metoda Siroko zastupljena u anglosaksonskom dijelu i te-
melji se na glavnoj hipotezi da svaki donositelj odluke pokusava svjesno ili implicitno
optimizirati funkciju koja objedinjuje sva njegova stajalista o danom problemu. Preciz-
nije, to znaci da donositelj odluke svoje preferencije moze predstaviti funkcijom koja se
naziva funkcija korisnosti i ona nije nuzno poznata na pocetku postupka odlucivanja te
je on najprije mora konstruirati.

« MAVT - viSekriterijska teorija vrijednosti (engl. Multi-Attribute Value Theory)

Usko povezana teorija s MAUT-om je MAVT, metoda koja se najcesce koristi za rjesavanje
problema koji ukljucuju konacan ili prebrojiv skup alternativa koje se moraju evaluirati
na temelju konfliktnih ciljeva [3, 34]. Za bilo koji dani cilj, odnosno problem o kojem
treba donijeti odluku, promatra se kako jedan ili vise razli¢itih kriterija (atributa) utjece
na njega, pri cemu se procjene donose uz pomoc razli¢itih mjernih skala te se zapisuju
u takozvane tablice procjene koje olaksavaju donosenje odluke. Ova metoda nalazi na
teskoce ukoliko je u danom problemu ukljucen veliki broj kriterija razli¢itog tipa.

« MACBETH - mjerenje atraktivnosti tehnikom kategoriziranja na temelju evalu-
acije (engl. Measuring Attractiveness by a Categorical Based Evaluation Technique)

Radi se o metodi koja je kao i AHP bazirana na usporedbi po parovima izmedu danih
kriterija i alternativa, dok je glavna razlika izmedu tih metoda sto MACBETH koristi
takozvanu intervalnu skalu [39, Chapter 5], a AHP metoda koristi (prosirenu) fundamen-
talnu skalu s kojom smo se vec¢ detaljno upoznali.

« ANP - analiticki mrezni proces (engl. The analytic network process)

ANP je generalizacija AHP metode, koja se bavi ovisnostima [39, Chapter 3]. Naime, dok
kod AHP metode pretpostavljamo da su kriteriji neovisni, ANP metoda dopusta ovisnosti
medu kriterijima; na primjer, ako Zelimo kupiti automobil, kriteriji brzine i snage motora
su ovisni, odnosno kazemo da su oni u korelaciji.

« WSM - model ponderiranog zbroja (engl. Weighted Sum Model)

Radi se o jednostavnoj metodi koja se temelji na ponderiranom prosjeku, koristenjem
aritmetickih sredina svake od danih alternativa (za vise detalja vidi [16]).

« TOPSIS - tehnika poretka preferencija slicna idealnom rjesenju (engl. Technique for
Order Preference by Similarity to Ideal Solution)
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Ovu su metodu razvili C.-L. Hwang i K. Yoon 1981. godine [38] te ona pretpostavlja da se
kriteriji unutar nje jednoliko povecavaju ili smanjuju, $to dovodi do definiranja idealnog
i negativnog idealnog rjesenja, a temelji se na konceptu da je najbolja alternativa ona koja
je najslicnija idealnoj, a najmanje sli¢na onoj koja nije idealna (tzv. negativno idealno
rjesenje) [30]. Pri tome su se autori, u analizi odluke uz pomoc te metode, odlucili uvesti
negativno idealno rjesenje zbog nastojanja da se u poslovnom odlucivanju donose odluke
kojima se maksimizira profit, a minimizira rizik.

« GP - ciljno programiranje (engl. Goal Programming)

GP metoda koristi se u specijalnim slucajevima jer je glavna ideja te metode da pos-
toji idealan cilj koji se treba postici, dok se istovremeno trebaju ispostovati zahtjevna
ograniCenja. Spomenuti se cilj takoder sastoji od nekoliko povezanih ciljeva koji mogu
biti medusobno konfliktni te je zapravo najveca poteskoca u samom modeliranju pro-
blema pronaci koji je cilj i pripadna ogranicenja [39].

Za kraj navodimo metode koje se, uz AHP, najcesce koriste u praksi, zbog svoje pri-
lagodljivosti stvarnim problemima i zbog ¢injenice da su razumljivije donositelju odluke,
u usporedbi s ostalim metodama [33].

« ELECTRE - eliminacija i izbor izrazavanja stvarnosti (franc. Elimination Et Choix
Traduisant la Realite, engl. Elimination and Choice Translating Reality)

ELECTRE metode [11, 65, 67] pojavile su se kao odgovor na poteskoce na koje su donosi-
telji odluke nailazili koristenjem ordinalne funkcije vrijednosti (vidi Poglavlje 4.). Stoga,
kao i u pristupu koji smo upoznali u Poglavlju 4., te metode ukljucuju relaciju preferencije
medu alternativama, koja se u ovom slucaju naziva relacija viseg ranga (engl. outranking
relation) te se stoga i same metode ponekad nazivaju metode viseg ranga (engl. outran-
king methods). Kod tih se metoda pripadna relacija gradi na osnovu usporedivanja po
parovima, kao $to je bio slucaj i kod AHP metode [43, 66, 93].

Metoda ELECTRE razvila se 1965. godine kao metoda koja bira najbolju akciju iz danog
skupa akcija te je ubrzo preimenovana u ELECTRE I (electre one); od pocetka se poka-
zala dobrom u praksi, a postala je poznata tek 1968. objavljivanjem u ¢asopisu RIRO
[64] od kada se razvila i do nesluzbene verzije ELECTRE Iv (electre one vee) te zatim i
do ELECTRE IS (electre one esse) koja je koristena u svrhu modeliranja situacija u ko-
jima su podaci nesavrseni (engl. imperfect). ELECTRE IS je i danas najzastupljenija medu
svim metodama iz ELECTRE obitelji. U meduvremenu se pojavilo jos metoda iz te obite-
lji: kasnih 60-ih godina javila se potreba rjesavanja problema odlucivanja u medijskom
planiranju, sto je dovelo do pojave ELECTRE II (electre two), a nekoliko godina kasnije



152

osmisljen je novi nacin rangiranja akcija ELECTRE III (electre tree), koji koristi nove
ideje kao Sto su pseudo—kriteriji [63] i fuzzy binarne relacije viSeg ranga [28, str. 157].
Zatim, iz potrebe za rjesavanjem problema vezanog uz mrezu podzemnih Zeljeznica u Pa-
rizu, razvila se metoda ELECTRE IV (electre four), a nesto kasnije, kako bi se pomoglo u
donosenju odluka u velikoj banci, i metoda ELECTRE TRI (electre tri). O primjeni metoda
iz obitelji ELECTRE citatelj moze pogledati u [11, 28], gdje moze pronaci i algoritme koji
opisuju implementaciju svake od navedenih metoda.

« PROMETHEE - metoda organizacije rangiranja preferencija za obogacivanje pro-
cjene (engl. Preference Ranking Organization Method for Enrichment Evaluation)

PROMETHEE metode se takoder baziraju na usporedbi po parovima te se smatraju me-
todama viseg ranga jer ukljucuju tzv. relaciju preferencije viseg ranga medu alternati-
vama [28]. Obitelj PROMETHEE metoda ima nekoliko inacica koje su u stalnoj upotrebi
prilikom procesa donosenja odluka u visekriterijskom odlucivanju. J. P. Brans je 1982.
predstavio metodu PROMETHEE I, koja se koristi za parcijalno rangiranje alternativa i
PROMETHEE II koja sluzi za potpuno rangiranje, a nekoliko godina kasnije J. P. Brans i B.
Mareschal razvili su metodu PROMETHEE III koja se temelji na intervalnom rangiranju
alternativa i PROMETHEE IV koja predstavlja odredeno prosirenje prethodne metode na
neprekidne skupove alternativa; npr. dimenzije nekog proizvoda, vrijednosti ulaganja
itd. [49, str. 36]. Isti su autori 1988. godine predstavili vizualni interaktivni modul GAIA
(engl. Geometrical Analysis for Interactive Aid) koji daje geometrijsku prezentaciju rezul-
tata PROMETHEE metode te osigurava dovoljno informacija kako bi donositelj odluke
mogao bolje sagledati dani problem i dobiti potpuni uvid u odnose izmedu alternativa i
kriterija.

Nadalje, godine 1992. te 1994. spomenuti autori predlozili su dva prosirenja pret-

hodnih metoda: PROMETHEE V, koja podrzava visekriterijsko odlu¢ivanje temeljeno na
tzv. segmentacijskim ogranicenjima, i PROMETHEE VI, nastala kao odgovor na pitanja
koja se ticu ljudskog mozga. Poznat je znatan broj uspjesno rijesenih problema uz pomoc
PROMETHEE metodologije i to u raznim poljima kao $to su bankarstvo, industrija, vo-
deni resursi, investicije, medicina itd. (za vise detalja vidi [28, str. 189]).
Na kraju, spomenimo da su i PROMETHEE metode i GAIA implementirane u softwerima
PROMCALC, D-Sight i Decision Lab (vidi [28, str. 193]), od kojih je najzastupljeniji po-
sljednji, razvijen od strane kanadske kompanije Visual Decision u suradnji s autorima
PROMETHEE metoda [52], kao naprednija verzija softvera PROMCALC kojeg su pret-
hodno razvili Brans i Mareschal. Mnostvo primjera iz svakodnevnog Zivota, rijeSenih u
Decision Lab-u, zainteresirani Citatelj moze pronaci u [33, 52, 54, 90].
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