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1 Uvod i povijesni osvrt

Analiticka geometrija bavi se proucavanjem (klasi¢ne) euklidske geometrije ravnine i
prostora koriste¢i algebarske metode. Njen tvorac, René Descartes (1596-1650, lat. Rena-
tus Cartesius), u svom djelu ! napisanom 1619., a objavljenom tek 1637. godine, nazvao ju
je i metodom koordinata. Osnovna ideja analiticke geometrije je da se tocke ravnine i
prostora opisuju koordinatama, dakle, parovima ili trojkama realnih brojeva, a ostali ob-
jekti (pravci, ravnine, krivulje, plohe, itd.) jednadzbama. Prema tome, ispitivanje odnosa
medu objektima svodi se na rjeSavanje algebarskih jednadzbi.

Analiticka geometrija je vrlo ragirena metoda proucavanja euklidske geometrije i prisutna je
u mnogim granama matematike. Povijesno, imala je velik utjecaj i na razvoj diferencijalnog
racuna.

Polaziste za uvodenje analiticke geometrije su euklidska ravnina ili prostor koje ¢emo ozna-
cavati sa B2 1 E3 i koji su aksiomatski zasnovani. Osnovne elemenate, tocku i pravac za
E?, te jos ravninu za E®, ne definiramo, nego aksiomima, tj. prihvaéenim istinama, opisu-
jemo njihove osnovne medusobne odnose. Ostale odnose dokazujemo koristeéi aksiome.
Starogréki matematicar Euklid (330 - 275 pr. Kr.) jos je u 3. stoljeéu pr. Kr. u svom
djelu Elementi aksiomatski zasnovao ravninu koju po njemu i nazivamo euklidskom ravni-
nom. Euklid je pokusao ’definirati’ i osnovne objekte u smislu da intuitivno objasni njihov
smisao, pa je tocku ’definirao’ kao ono $to nema dijelova, krivulju kao duljinu bez Sirine,
pravac kao krivulju kojoj su sve tocke jednako rasporedene, a plohu kao ono $to nema samo
duljinu, veé tma i Sirinu. Euklidovi osnovni aksiomi su:

1. Od svake tocke do svake druge tocke moze se povuéi pravac.

2. Omeden dio pravca moze se neprekidno produziti po pravcu.

3. Iz svakog sredista sa svakim polumjerom moze se opisati kruznica.
4. Svi su pravi kutovi jednaki.

5. Ako dva pravca presjecemo tre¢im pravcem i ako on s njima zatvara s jedne svoje

dovoljno produzena sijeku, i to upravo s te strane.

Peti navedeni aksiom ima vrlo vazno povijesno znacenje - zbog svoje neobi¢ne duljine
smatralo se da je mozda ve¢ on posljedica ostalih aksioma. Taj je problem bio nerijesen
skoro 2000 godina, tek se u 19. stolje¢u dokazalo da je on zaista aksiom karakteristi¢can za

! Rasprava o metodi pravilnog upravljanja umom i traZenje istine u znanostima, s dodatkom Geometrija



euklidsku geometriju, a njegovim negiranjem dobivamo nove geometrije, tzv. neeuklidske
geometrije.

Danas postoje i preciznije aksiomatike, kao primjerice aksiomatika njemackog matematicara
Davida Hilberta (oko 1900. godine) i mnoge druge ekvivalente aksiomatike (vidi knjige
Pavkovi¢, Veljan Elementarna matematika 1, 2).

Nase polaziste je, dakle, aksiomatski zasnovana euklidska ravnina ili prostor, pri ¢emu
koristimo bez dokaza neke Cinjenice klasicne geometrije izvedene iz aksioma. Tek ¢emo
povremeno naznaciti posljedice koristenja nekih (Euklidovih) aksioma.

Recimo jos par rije¢i o tvorcu metode koordinata - Renéu Descartesu. Osim $to je bio
vrstan i vrlo cijenjen matematicar, poznat je i po svom doprinosu filozofiji. Vrlo je ¢uvena
njegova misao Mislim, dakle jesam. Predlagao je i univerzalnu metodu rjesavanja problema
koja se sastojala od sljedeca tri koraka:

1. Zadadéu bilo koje vrste svesti na matematicku.
2. Matematicku zadacu svesti na algebarsku.

3. Algebarsku zadacéu svesti na rjesavanje jedinstvene jednadzbe.

No, i sam je uvidao njene granice. Prilagodujuéi tu ideju, uvodenje metode koordinata
zamislio je na sljede¢i nacin:

1. Geometrijsku zadacu algebarski formulirati.
2. Algebarsku zadacu rijesiti.

3. Algebarsko rjeSenje geometrijski interpretirati.

Uz metode analiticke geometrije u uzem smislu, koje uvodimo od sedmog poglavlja, usko
je vezan pojam vektora. Njega uvodimo u drugom poglavlju, a u sljedeé¢im poglavljima
definiramo i operacije s vektorima: zbrajanje, mnozenje skalarom, skalarno mnozenje, te
vektorsko i mjeSovito mnozenje. U sedmom poglavlju odredujemo razne oblike jednadzbe
pravca u ravnini, a u narednom poglavlju jednadzbe pravca i ravnine u prostoru. Zatim
definiramo elipsu, hiperbolu i parabolu i opéenito krivulje zadane algebarskom jednadzbom
drugog stupnja. Koristeéi geometrijske transformacije, svaku krivulju drugog reda pre-
vodimo na normalan oblik. Na kraju, ukratko razmatramo i plohe 2. reda.



2 Vektorski prostori V!, V2, V3

Vektor ¢esto zamisljamo kao duzinu sa strelicom:

/

Matematicka definicija vektora je ipak nesto slozenija, a ova intuitivna predodzba viSe
odgovara pojmu usmjerene ili orijentirane duzine. No, i tu trebamo biti precizniji: usm-
jerena ili orijentirana duzina je ureden par tocaka (A, B), A, B € E3, dakle, element
skupa E? x E3. Tu usmjerenu duzinu ozna¢avamo sa /TB), tocku A nazivamo pocetkom
(pocetnom tockom), a tocku B zavrSetkom ili krajem (zavrsnom ili krajnjom tockom) usm-
jerene duzine AB. Usmjerenoj duzini pridruzujemo i duzinu AB kojoj pri crtnji stavljamo
i strelicu:

A, A

Iz pojma usmjerene duzine gradi se pojam vektora. Jednostavno receno, vektor je skup
svih paralelnih usmjerenih duzina jednake duljine:

S

Da bismo precizno definirali pojam vektora, uvedimo najprije sljede¢u relaciju na skupu
svih usmjerenih duzina u E? x E3.

Definicija 2.1 Za usmjerene duZine AB i CD kazemo da su ekvivalentne ako duzine
AC i BD imaju zajednicko poloviste. Pisemo AB ~ OD.

Na sljedecoj su slici prikazane ekvivalentne usmjerene duzine ABiCD. Moguce su situacije:
tocke A, B,C, D ne leze na istom pravcu ili tocke A, B, C, D leze na istom pravcu.

D




U prvoj situaciji mozemo primijetiti da je ¢etverokut ABDC paralelogram. Zaista, sjetimo
se da je paralelogram ¢etverokut kojemu oba para nasuprotnih stranica leze na paralelnim
pravcima, a to je ako i samo ako se dijagonale tog Cetverokuta raspolavljaju. Prema
tome, usmjerene duzine AB i CD su ckvivalentne ako i samo ako je cetverokut ABDC
paralelogram ili ako i samo ako tocke A, B,C, D leze na istom pravcu i duzine AC i BD
imaju zajednicko poloviste. Odavde slijedi da je definicija relacije ~ dobra i na pravcu E',
u ravnini E? i u prostoru E3. Mi éemo je razraditi samo za E3.

Propozicija 2.2 Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu E® x E3.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost relacije ~ su o¢ite. Pokazimo tranzitivnost. Neka
je AB ~ C—D), CD ~ EF. Pretpostavimo da usmjerene duzine A—B), CD i EF leze na
tri razlicita pravca u E3. Koristimo i sljedeéu karakterizaciju paralelograma: ¢etverokut
ABDC paralelogram, ako i samo ako je |AB| = |CD| i pravci AB i CD su paralelni (|AB|
oznacava duljinu duzine AB, a AB pravac odreden tockama A, B). Kako iz pretpostavke
slijedi da je ¢etverokut ABDC paralelogram, to je pravac AB paralelan pravcu C'D i duljina
duzine AB je jednaka duljini duzine C'D. Analogno, iz pretpostavke slijedi da je ¢etverokut
CDFE paralelogram, pa je |CD| = |[EF| i CD || EF. No, kako su relacije paralelnosti
i jednakosti duljina duzina tranzitivne, slijedi |AB| = |EF| i AB || EF, tj. ¢etverokut
ABFE je paralelogram. Prema tome je AB ~ EF. Slicno se pokazuje tranzitivnost i u
ostalim slucajevima. O

Svaka relacija ekvivalencije rastavlja skup na kojem je definirana na disjunktne podskupove
koje nazivamo klasama ekvivalencije. Svaka klasa ekvivalencije sastoji se od elemenata
skupa koji su medusobno ekvivalentini i od samo njih. Primijenimo li te ¢injenice na skup
E3 x E3, imamo sljedeéu definiciju:

Definicija 2.3 Vektor je klasa ekvivalencije po relaciji ~ na skupu svih usmjerenih duzina
E3 x E3. Skup svih vektora oznacavamo sa V3.

Klasu ekvivalencije odredenu usmjerenom duzinom AB oznacavat éemo sa [ﬁ] Dakle,

vrijedi
‘] 48| - (PO € B x 13|PG ~ AB).

Kazemo da je usmjerena duzina AB predstavnik ili reprezentant vektora [A_B)] Pisemo

AB € [AB].

, . . . . . . —
Vektore kraée oznac¢avamo i malim latinskom slovima sa strelicom @, b,7¢,..., 7V, W, T, V.
Napomena 2.4 Promatrali smo prostor E3 s tockovnom strukturom i u njemu definirali
vektore. Da smo krenuli od E', odnosno E?, i na njima podrazumijevali tockovnu strukturu,
te da smo definirali usmjerene duZine i relaciju ~ na isti nacin kao uw E®, definirali bismo
vektore na pravcu, odnosno u ravnini. Odgovarajuce skupove vektora oznacavamo s V1, V2.

Uvedimo sad neke istaknute vektore. Promotrimo najprije klasu [ﬂ] Koje usmjerene
duzine pripadaju toj klasi? Neka je ]@ € [ﬂ] Tada je A4 ~ ]@, pa duzine AP i AQ
imaju zajednicko poloviste. To je moguce ako i samo ako je P = (). Dakle,

[A4] = {P—fﬂp € E3} :



Vektor [M] nazivamo nulvektorom i oznaéavamo 0 .

Nadalje, za vektor @ = [E], definiramo vektor —@ kao vektor s predstavnikom BA.

Vektor —@ nazivamo suprotnim vektorom vektora @. Ocito vrijedi —(—@) = @.

Vektorima mozemo birati predstavnike. Vrijedi sljedeé¢a tvrdnja:

Propozicija 2.5 Neka je @ = [ﬁ] i C € E3. Tada postoji jedinstvena tocka D € E>
takva da je @ = [C—'B]

Dokaz. Akoje @ = ﬁ), tada je B = A, paje D = C. Neka je @ # 0. Ako tocke A B,C
leze na istom pravcu, onda je tocka D ona (jedinstvena) tocka tog pravca takva da duzine
AC i BD imaju zajedni¢ko poloviste. Ako tocka C ne lezi na pravcu AB, tada slijedi (po
5. Euklidovom aksiomu) da postoji jedinstveni pravac koji prolazi tockom C' paralelno s
pravcem AB i jedinstveni pravac koji prolazi tockom B paralelno s pravcem AC. Presjek
tih pravaca je trazena tocka D. Kako je zbog konstrukcije dobiveni cetverokut ABDC
paralelogram, to je CD ~ AB. O

Za vektor @ iz propozicije kazemo da smo ga nanijeli iz tocke C € E3.

Za vektor definiramo i pojmove modula, smjera i orijentacije. Neka je @ = [A—B)] Modul
ili duljina vektora @ je duljina duzine AB. Modul oznacavamo |@|, dakle, | @| = |AB|.
Ocito je definicija dobra, tj. ne ovisi o izboru predstavnika za vektor @. Naime, ako je C'
neki drugi predstavnik od @, tada je ¢etverokut ABDC' paralelogram, pa su duzine AB
i CD jednakih duljina. Sliéno razmisljamo i ako tocke A, B,C, D leze na jednom pravecu.
Uoc¢imo da je nulvektor jedini vektor modula 0.

Smjer vektora @ je smjer pravca AB. Pritom je smjer pravca definiran kao klasa ekvi-
valencije na skupu svih pravaca u E® s obzirom na relaciju ekvivalencije ”biti paralelan”.
Dakle, smjer pravca je klasa (skup) svih medusobno paralelnih pravaca. Ocito definicija
smjera vektora ne ovisi o izboru predstavnika vektora. Za nulvektor smjer ne definiramo (i
to je jedini takav vektor).

. . _> . . . . . .
Kazemo da su vektori @ i b kolinearni ako su istog smjera. Dogovorom usvajamo da je
nulvektor kolinearan sa svakim vektorom.

Orijentacija vektora je "relativan” pojam, tj. definiramo je s obzirom na druge vektore
(kolinearne s promatranim vektorom). Neka su @, D kolinearni vektori. Po propoziciji
(2.5) mozemo odabrati njihove predstavnike s pocetkom u istoj tocki O, @ = [OA], b =
[O—B)] Kazemo da su vektori @, v jednako orijentirani ako tocke A, B leze s iste strane
tocke O, a suprotno orijentirani ako leze s razli¢itih strana.

B B

Ocito vrijedi sljedeé¢a tvrdnja:



Propozicija 2.6 Vektor je jednoznacno odreden svojim modulom, smjerom i orijentaci-
jom.

Sljedeé¢i nam je cilj definirati neke operacije s vektorima - pritom definiramo novi vektor
kojeg opisujemo na jedan od dva moguca nacina, ili preko predstavnika (koristeéi definiciju
vektora), ili modulom, smjerom i orijentacijom (koristeéi propoziciju (2.6)).

Definicija 2.7 Neka su@, b € V3, @ = [AB], b = [BC]. Zbroj vektora @ i b je
vektor @ + b odreden predstavnikom AC:

@+ b =[AC]

KazZemo da smo vektore zbrojili po pravilu trokuta.

Pokazimo da definicija zbroja ne ovisi o izboru predstavnika. Neka su @, b dani i svojim
_—
predstavnicima A’B’, B'C’. Tada su ¢etverokuti ABB'A’ i BCC'B’ paralelogrami

C/

pa su duzine AA’ i BB’ paralelne i jednake duljine. Dakle, i duzine AA’ i1 C'C’ su paralelne i

—
jednake duljine. Stoga je cetverokut ACC’A’ paralelogram. Odavde je AC ~ A'C". Sliéno
se tvrdnja pokazuje i u slucaju kad izabrane tocke leze na pravcu.

Zbrajanje vektora moze se definirati i na sljedeéi na¢in: neka je O € E? po volji izabrana
tocka i neka su @ i b dani svojim predstavnicima s pocetkom u tocki O, @ = [(ﬂ],
b = [O_B)] Zbroj vektora @ i b je vektor € = [O?], pri ¢emu je C jedinstvena tocka u
E3 takva da je etverokut OAC B paralelogram:

@+ b =[0C]



Ovakav na¢in zbrajanja vektora nazivamo zbrajanje vektora po pravilu paralelo-
grama.

Ni ova definicija zbrajanja vektora ne ovisi o izboru predstavnika za vektore @, b, Dokaz

se provodi na analogan nacin kao za pravilo trokuta.
Nadalje, izborom drugog predstavnika za vektor ?, b = [ﬁ], lako se je uvjeriti da su
definicije zbrajanja vektora po pravilu trokuta i paralelograma ekvivalentne.

Sljedeca operacija koju definiramo je mnozenje vektora skalarom:

Definicija 2.8 Mnozenje vektora skalarom je operacija : R x V3 — V3 koja uredenom
paru (o, @) pridruiuje vektor u oznaci '@ kojemu je

1. modul: |a@| = |o|| @],

2. smjer: isti kao smjer od @, ako su oba vektora @ i a’@ razliciti od nulvektora,

3. orijentacija: jednaka kao @ ako je a > 0 i suprotna od @ ako je a < 0.
Primijetimo da vrijedi: a'@ = 0 ako i samo ako je « = 0 ili @ = 0. Zaista, ako je a = 0
ili @ =0, iz definicije odmah slijedi

la@| = |af||@]| = 0. (2.1)

Obratno, ako vrijedi (2.1), tada je jedan ili drugi faktor tog izraza jednak 0, tj. |a| = 0 ili
|@| = 0. Iz prve relacije slijedi « = 0, a iz druge @ = 0.

U ovom kontekstu, realne brojeve nazivamo skalarima.

T=-a

Propozicija 2.9 (—1) —-a.

Dokaz. Kako je vektor jednoznacno odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom,

usporedimo te veli¢ine za vektore (—1)@ i —@: modul vektora (—1)@ je | — 1||@| = | @],
smjer vektora (—1)@ jednak je smjeru od @, a orijentacija je suprotna, jer je —1 < 0.
Prema tome, navedeni vektori su jednaki. O



Napomena 2.10 Razliku vektora @ — b definiramo kao @ + (—3})

Napomena 2.11 Uocimo da su vektori @ i b = a@ kolinearni, $to slijedi')z‘z definicije
mnoZenja vektora skalarom. Pokazat éemo 14 obmﬁ) ako su vektori @ # 0D kolinearnt,
tada postoji jedinstveni skalar o € R takav da je b = @ .

Teorem 2.12 Ako su vektori @, 7, T po volji izabrani vektori iz V3, a, 3 realni brojevi,
tada vrijedi

1. a+b eV

2. (@+0)+C =7+ (D +7), asocijativnost

3.9+ 0=0+a=1a, 0 jeneutralni element za zbrajanje

4. @+ (—a@)=(—a@)+a =0, —a jesuprotni element od @ za zbrajanje
5. @+ 0 =047, komutativnost

6 eV

7. a(f@) = (af)@, kvaziasocijativnost

8. a(@ + 7) =aa + a?, distributivnost u odnosu na zbrajanje vektora

9. (a+p)@ =aa@+ pa, distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara

10. 1@ =@.

Uz navedena svojstva zbrajanja i mnozenja skalarom na skupu V3, kazemo da je V3 jedan
vektorski prostor nad R. Opcenito, skup na kojemu su definirane operacije zbrajanja
elemenata i mnozenja elemenata skalarima iz R koje zadovoljavaju svojstva teorema 2.12
nazivamo vektorski prostor nad R. Takve apstaktne strukture proucavat ée se u kolegiju
Linearna algebra.

Dokaz. Tvrdnje 1.1 6. su posljedice definicije.

2. Neka je @ = [zﬁ], B? —D)] Tada po pravilu trokuta imamo
(@ + b)+ ¢ = ([AB] + [BC)) + [CD] = [AC] + [CD) = [AD)],
¥ +7) = [AB] + ([BC| + [CD)) = [AB] + [BD) = [AD].
3. Neka je @ = [A—B)], [ﬂ] Tada je
0 +@ =[A4] + [AB] = [AB] =
Sli¢no, za drugi dio tvrdnje uzimamo 0 = [B_B)], pa je

= [AB] + [BB] = [AB] =@

@+ (

4. Neka je @ = [AB], —@ = [BA]. Tada je
@+ (—@) = [AB]+ [BA| = [AA] =0
~@+@ = [BA| +[AB) = [BB| = 0.



5. Neka je @ = [A—B> B? Tada je
= [AC].
S druge strane, neka je D € E3 tocka takva da je AD ~ BC. Tada je i AB ~ le,
o b +@ =[BC) + [4B] = [AD] + [DC] = [AC).
7. Ako je a ili B jednako 0 ili @ = 6), tvrdnja je oCita. Stoga, neka su « i [ razliciti

od 0, @ # 0. Tvrdnju ¢emo pokazati tako da ispitamo modul, smjer i orijentaciju
vektora s lijeve i desne strane jednakosti:

(i) Modul: |a(8@)| = |af|5a@| = |e/(I8][@]) = (lal|B)[@] = (las])]

(ii) Smjer: po definiciji, smjer oba vektora jednak je smjeru vektora

al;
@
(iii) Orijentacija: Postoje ¢etiri moguénosti
(a) Akoje a >0, 8> 0, tada je 3@ orijentiran kao @, pa je a(37@) orijentiran
kao @. S druge strane je a3 > 0, pa je vektor (af3)@ orijentiran kao @

s

(b) Ako je a > 0, 3 < 0, tada su vektori a(3@) i (af)@ orijentirani suprotno
od @

(c) Ako je a < 0, 8 > 0, tada su vektori a(3@) i (af)@ orijentirani suprotno
od @

(d) Ako je a < 0, f < 0, tada su vektori a(f@) i ()@ orijentirani jednako
kao @

8. Ako je a = 0, tvrdnja je ocita. Neka je stoga a # 0. Pretpostavimo najprije da @ i
b nemaju isti smjer. Neka je @ = [(ﬂ], b = [/ﬁ] Tada je @ + b = [O_B)] Neka
je nadalje a@ = [O—f?] Kako su vektori @ i a@ istog smjera, to su tocke O, A, A’
na istom pravcu. Odaberimo toéku B’ na pravcu OB tako da su trokuti AOAB i
AOA'B’ sliéni.

B/

@) A Al

Iz sli¢nosti Slljedl da je AB | A’B" i |A'B'| = |a||AB|, te zakljuéujemo [A'B'] =
a[AB] = ab. S druge strane takoder je |OB’'| = |a||OB| i totke O, B, B’ leze na
istom pravcu, pa je [O’ =qf @ Prema tome, dobili smo

a(@+ D) = alOB],

a@+a'b =[0A+[A'B] = 0B = o[OB].



9. U dokazu ove tvrdnje, opet razmatramo razli¢ite moguénosti za predznake od «, .
Primjerice, pokazimo tvrdnju u sluéaju a > 0, 5 < 0, |a| > |S], te je o+ 3 > 0.
Neka je a@ = [AB], 3@ = [BC]. Kako su ti vektori kolinearni, tocke A, B, C leze
na istom pravcu. Nadalje, jer je a > 0, 6 < 0, ti su vektori suprotnih orijentacija.

Kako je |a] > |4], to je
|AB| = |a@| = |of[@| > |B]|@]| = |8@]| = |BC|,
pa tocka C lezi izmedu tocaka A i B.
Stoga je @ + @ = [A—d] i vrijedi da se sljedecée velicine podudaraju:

(i) moduli vektora: |a@ + f@| = |AC| = |of|@| — |8]|@| = «o|@| + BT =
(a+B)[@] = |a+pla@|=|(a+p)al,
(ii) smjerovi vektora: a@ + @ i (a+ ()@,

(iii) orijentacije vektora: a@ + @ i (o + ()@, jer su jednako orijentirani kao @ .

10. Vektori 1@ i @ ocito imaju isti modul, smjer i orijentaciju.

10



3 Baza vektorskog prostora V3. Koordinatizacija

Ve¢ smo definirali kolinearne vektore kao vektore istog smjera. Uocili smo i da su vektori
@ iaa@, ac R kolinearni. Vrijedi i ovakav obrat:

Propozicija 3.1 Neka sziﬁ), € V3 kolinearni vektori, @ # 0. Tada postoji jedinstven
skalar X € R takav da je b = \a.

Dokaz. Ako je b = 6), stavimo A = 0. Ocito je A = 0 jedini takav skalar.

— —

Ako b % U), uo¢imo skalar % # 0 i usporedimo vektore i Lg:?. Oni imaju jednak
modul . R

2= ) = 17)

@ @ ’
. o b o .
i jednak smjer, jer je vektor Mﬁ po definiciji mnozenja vektora skalarom kolinearan s
a.
Njihove orijentacije ne moraju biti jednake, vektor Lﬂﬁ’ ima istu orijentaciju kao @, dok

—

vektor b ne mora imati. No, izborom predznaka skalara A = ig, postizemo da su vektori

B iNT i jednako orijentirani. Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da se oni podudaraju

=

D=+

2.

2l

Pokazimo jos di je skalar i} iz tvrdnje jednoznac¢no odreden. Pretpostavimo da postoje dva
takva skalara, b =A@, b = N@. Tada vrijedi A@ = N@, odnosno (A — )@ = 0, iz

Gega slijedi, zbog @ # 0, A— N =0. O

Sad smo kolinearnost vektora (geometrijski pojam) uspjeli realizirati algebarski. Malu
smetnju u prethodnoj propoziciji ¢ini nesimetriénost pretpostavke @ # 0. No, to mozemo
rijesiti na sljedeéi na¢in. Uvjet iz prethodne propozicije mozemo zapisati i kao

AT —b=0. (3.2)
Ako vektorima @, b zamijenimo uloge, tada imamo

T+ =0. (3.3)
Ovo vodi na promatranje opéenitije jednadzbe za zadane vektore @, b

a@+p5b =0. (3.4)

Trazimo skalare «, B za koje je ta jednadzba ispunjena. Jedna moguénost kada je ta
jednadzba svakako ispunjena je « = # = 0. Takav izbor skalara nazivamo trivijalnim. Iz
jednakosti (3.2), (3.3) slijedi da je u sluc¢aju kad su vektori @, b kolinearni jednakost
ispunjena i za a = A, § = —1 za (3.2), odnosno a = —1, # = A za (3.3). Dakle, u slucaju
kad su vektori @, b kolinearni, jednakost je ispunjena i za netrivijalni izbor skalara.
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Obratno, ako je primjerice o # 0, tada je moguée pisati

=73

- )
(0%

iz ¢ega slijedi da su vektori @, D kolinearni. Analogno vrijedi u situaciji ako je 3 # 0.
Time smo dokazali sljede¢u propoziciju:

Propozicija 3.2 Vektori 7,3} SU koliﬁeami ako i samo ako postoji netrivijalan izbor
skalara o, 8 € R tako da vrijedi '@ + b = 0.

. oo . . 0 o H
Definicija 3.3 Izraz oblika a'@ + 3@ zove se linearna kombinacija vektora @, b s
koeficijentima o, 3. Analogo i za k vektora, izraz oblika o @1+. ..+ @) zove se linearna
kombinacija vektora @1,..., @) s koeficijentima o, ..., ag.

Definicija 3.4 Za vektore @1,..., @ kaZemo da su nekolinearni ako nisu kolinearni.
Iz prethodnih propozicija slijedi:

Propozicija 3.5 Vektor: @, b su nekolinearni ako i samo ako je jednakost a?—{—ﬁ? =0
ispunjena samo za trivijalan izbor skalara o, 8 € R.

Drugacije receno:

Propozicija 3.6 Vektor: @, b su nekolinearni ako i samo ako iz jednakosti aﬁq—ﬂ? =0
slijedi o« = 3 = 0.

Ili:

Propozicija 3.7 Vektori @, b su nekolinearni ako i samo ako jednadzba o'@ + ﬁ? =0
ima jedinstveno rjesenje a = 3 = 0.

Definicija 3.8 Kasemo da je vektor @ = [AB| paralelan s ravninom II C E3, @ ||
I1, ako je pravac AB paralelan sa I1 (pravac je paralelan s ravninom ako je paralelan s
nekim pravcem u ravnini). Za vektore koji su paralelni s istom ravninom, kaZemo da su
komplanarni.

Definicija parelelnosti vektora oc¢ito ne ovisi o izboru predstavnika.

Propozicija 3.9 Neka su@, b € V3, a,8 € R i neka je @ = a'@ + 80D . Tada su vektori

- .
@, b, komplanarni.

Dokaz. Po definiciji zbrajanja vektora (pravilom trokuta ili paralelograma) slijedi da je
zbroj vektora paralelan s ravninom odredenom zadanim vektorima. O

Zanimljiv je obrat prethodne propozicije:
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Propozicija 3.10 Neka su @, b € V3 nekolinearni vektori, te neka je © € V3 s njima
komplanaran vektor. Tada postoje jedinstveni skalari a, 3 € R takvi da je

@ =aa+80.

Doli)az. Neka je O € E3 bilo koja totka, @ = [OA], b = [OB], ?’j [OC]. Kako su
@, b, komplanarni, tocke O, A, B,C leze u istoj ravnini, a jer @, b nisu kolinearni,

tocke O, A, B ne leze na istom pravcu.

B’ ¢

5/

O A A

Projicirajmo paralelno tocku C na pravac OA i na pravac OB. Dobivamo tocke A’ na
pravcu OA i B’ na pravcu OB. Iz definicije zbrajanja vektora po pravilu paralelograma
slijedi

[0C] = (04 + [OB.

Vektor [OA'] je kolinearan s vektorom [(ﬁl], pa primjenom propozicije 3.1 zaklju¢ujemo
—

da postoji a € R takav da je [OA"] = a[Oj]. Analogno postoji § € R takav da je

—

[OB'] = BlO §] Time smo dobili

2 =ad+80.

Dokazimo jos jed_il)lstvenost prikaza. Ne_lga je takoder @ = od'@ + b, Tada slijedi (o —
aAYa+B-p0)b = 0. Kako su @, b nekolinearni vektori, to je moguée jedino ako je
o =a, /= (3 (propozicija 3.6). O

Osvrnimo se na trenutak na V2. Uoéimo da u V2 uvijek mozemo naéi dva nekolinearna vek-
tora (posljedica aksioma, u ravnini postoje tri nekolinearne tocke). Prethodna propozicija,
adaptirana za V? glasi:

Propozicija 3.11 Neka su @, b € V2 nekolinearni vektori, te neka je @ € V2 po wolji
odabran vektor. Tada postoje jedinstveni skalari o, B € R takvi da je

@ =aa@+80.

Uo¢imo dva momenta: postojanje (egzistencija) rastava i jedinstvenost rastava. Ako
bismo odabrali tri vektora 7,7,? € V? (mogu li oni biti nekolinearni?) i vektor d
kojeg zelimo napisati kao njihovu linearnu kombinaciju, tada bi prikaz postojao, ali ne bi
bio jedinstven (ispitajte na primjeru). Sliéno, samo s jednim vektorom ne bismo mogli
prikazati sve druge vektore iz V2, prikaz ne bi postojao. Dakle, skup od dva kolinearna
vektora je najmanji moguéi koji zadovoljava oba svojstva. U tom smislu definiramo:

Definicija 3.12 Baza vektorskog prostora V? je skup {@, ?} od dva nekolinearna vek-
tora.
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Uocimo da postoje mnoge razli¢ite baze, ali svima je zajednicko da sadrze to¢no dva vektora.
Kazemo da je V? dvodimenzionalan vektorski prostor. Pisemo dim V? = 2.

U V3 dva vektora nisu dovoljna za prikaz po volji odabranog vektora. Uo¢imo i da u V3
uvijek mozemo naci tri nekomplanarna vektora.

Propozicija 3.13 Neka su 6),7,? € V3 tri nekomplanarna vektora. Ako je d e V3
bilo koji vektor, onda postoje jedinstveni skalari o, 3,y € R takvi da je

d=ad+p8b +~7.

Dokaz. Neka je O € E® bilo koja totka, @ = [OA], b = [0B], © = [0C], d = [OD).
Kako 7,7, ¢ nisu komplanarni, tocke O, A, B,C ne leze u istoj ravnini. Uoc¢imo i da
nikoja dva medu vektorima @, D, nisu kolinearna.

Projicirajmo tocku D paralelno s pravcem OC na ravninu OAB i ozna¢imo projiciranu
tocku s D’. Projicirajmo jos tocku D paralelno s ravninom OAB na pravac OC' i ozna¢imo
projiciranu tocku sa C’. Ocito je

(0D = [0D'] + [0C7).

— e
Vektori @, b, [OD'] su komplanarni, te po propoziciji 3.10 postoje skalari a, 8 € R takvi
da je .

[OD'] =aa@ + B0
—

Nadalje, vektor [OC’] je kolinearan s vektorom [O?’], pa po propoziciji 3.1 postoji skalar
~v € R takav da je

A

[OC' | =~7C.
Prethodna tri z_a)kljuéka, daju tvrdnju. Dokazimo jo§ jedinstvenost prikaza. Ako vrijedi i
d=a@+ 8D ++'7C ikad bi bilo v # 7/, slijedilo bi

- (a-a)T+(B-97).

—

Sto bi znacilo da su 7,?,? € V3 komplanarni, suprotno pretpostavci. Analogno se
iskljuéuju moguénosti a # o', B # 3. 0

Sada definiramo:

Definicija 3.14 Bilo koji skup {@, ?, T} od tri nekomplanarna vektora nazivamo bazom
od V3. Kazemo da je V3 trodimenzionalan vektorski prostor.

Zadatak. Sto je baza vektorskog prostora V1?7 Kolika je njegova dimenzija?

Pogledajmo jos jednom propoziciju 3.10. Jednakost iz te propozicije mozemo zapisati i na
sljedeci nacin
N

ad@+Bb —1¢=0.
Dakle, u ovom je slu¢aju jednadzba

a@+Bb +9¢ =0
ispunjena na netrivijalan nacin. Sli¢nim razmatranjem kao i u slu¢aju dva nekolinearna
vektora, pokazat ¢emo:
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Propozicija 3.15 Vektori @, b, @ € V3 su nekomplanarni ako i samo ako jednakost
a@+Bb +79¢ =10 (3.5)

povladi o = =~ =0.

. . — . L
Dokaz. Pretpostavimo da su vektori @, b, ¢ nekomplanarni. Dakle, oni ¢ine bazu za

V3. Tada se svaki vektor, pa i 6), moze na jedinstveni nacin prikazati kao njihova linearna
kombinacija. Kako je za 0 svakako jedan prikaz

0@ +00 +0¢ =0,

jedinstvenost nam daje da je to upravo trazeni prikaz, dakle, « = 3 =~ = 0.

Obratno, neka je ispunjen uvjet propozicije, iz jednadzbe (3.5) slijedi @ = 8 = v = 0.
Uocimo najprije da je svaki od vektora @, 3}, ¢ razli¢it od nulvektora. Naime, kad bi neki
bio nulvektor, npr. @ = ﬁ), tada bismo mogli uzeti bilo koji skalar razli¢it od 0 i pritom
bi jednadzba (3.5) i dalje bila ispunjena, ali uvjet da iz nje slijedi « = = v = 0 ne bi bio
ispunjen, sto je kontradikcija s pretpostavkom.

Sliéno, nikoja dva vektora nisu kolinearna. Naime, kad bi @, D bili kolinearni, tada bi
postojao A # 0, takav da je b = A@, pa bi uz v = 0 mogli naé¢i netrivijalne skalare a, 3
tako da je jednadzba (3.5) zadovoljena, ali uvjet iz propozicije opet ne.

Pretpostavimo jos na kraju da je @ # 0 komplanaran s @, b, Tada bi postojali skalari
a, f € R koji nisu istovremeno 0, te bismo mogli pisati

a@+Bb +(-1)¢ =70,

Sto je opet kontradikcija s pretpostavkom. O
Napomena 3.16 U kolegiju Linearna algebra definirat ée se: Skup vektora {@q,..., @}
je linearno nezavisan ko a1 @1 + ... + ap @ = 0 povlaci oy = ... = a = 0. U

suprotnom se kaZe da je skup linearno zavisan (dakle, vrijedi prva jednadzba i postoje
netrivijalni skalari za koje je ispunjena). Specijalizacijom te definicije za k = 2 dobivamo
da je skup vektora u V? linearno nezavisan ako i samo ako su vektori nekolinearni, a za
k = 3 skup vektora u V3 je linearno nezavisan ako i samo ako su vektori nekomplanarni. U
V2 skup od bilo koja tri vektora je linearno zavisan, a u V3 skup od bilo koja cetiri vektora
je linearno zavisan.

Neka je u V3 zadana baza { @1, @2, @3} i neka je @ € V3 neki vektor. Tada po propoziciji
3.11 postoje jedinstveni skalari a1, as, ag € R takvi da je

3
T = 05171 + oo @y + 06373 = E 04171
=1

Sljedeée preslikavanje nazivamo koordinatizacija prostora V3

E:V3 S R3 K@) = (a1, az,a3),
gdjeje R? =R xR xR = {(,y,2) : ,y, 2 € R} skup svih uredenih trojki realnih brojeva.
Ocito vrijedi:
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Propozicija 3.17 Preslikavanje k je bijekcija.

Ovim je postupkom vektor predstavljen (na jednoznacan nacin) kao uredena trojka realnih
brojeva. Skalare oy, s, a3 nazivamo koordinatama vektora @ u odnosu na zadanu bazu,
a uredenu trojku (o, ag, a3) koordinatnim prikazom vektora @. Uo¢imo da koordinate
odnosno koordinatni prikaz vektora ovisi o zadanoj bazi! Pisemo @ = (a1, a3, as) kad
znamo s obzirom na koju bazu smo koordinatizirali V3.

Sliéno bismo koordinatizirali V' i V2. Za V2 definiramo
k:V? =R k(@)= (o, 00),

gdje je @ = a1 @1 + as@a za bazu {@1, @2}, a R? je skup svih uredenih parova realnih
brojeva R2 =R x R = {(z,y) : z,y € R}.

Za V! definiramo
k:VI SR, kK@) = o,

gdje je @ = a1 @1, a {@1 # 0} baza od V1.
Promotrimo kako se zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom realiziraju u njihovim

koordinatnim prikazima. Neka je u V3 zadana baza {@1, @2, @3} i neka su @, U= V3,
A € R. Tada je

-
T+ b=0@1+mdr+taz@s+ i @1+ 002+ B3as=

(a1 + 1) @1+ (a2 + B2) @2 + (a3 + (3) @3,
te je koordinatni prikaz vektora @ -+ b jednak

(0 + B1, 0 + Po, a3 + B3).

Slicno A@ = Aa1 @1 + Aas @2 + Aag @3, te je koordinatni prikaz vektora A@ jednak
()\041, )\042, )\Ozg).

Specijalno —@ = (—ay, —a9, —as).

Kada su vektori kolinearni? Po propoziciji 3.1 za kolinearne vektore @ # W, b postoji
—
X € R takav da je b = \@ iz cega slijedi da za koordinate vektora dobivamo

ﬂi = )\Oéi, 1= 1,2,3.
Dakle, vektori su kolinearni ako za njihove koordinate vrijedi 81 : a3 = B2 : ae = (3 : ag ili

drugacije zapisano oy : ag : a3 = (1 : [o 1 Os.

Napomena 3.18 Ako u R? definiramo zbrajanje uredenih trojki i mnoZenje uredene trojke
skalarom formulama

(a1, a2,a3) + (61, B2, B3) = (1 + B1, g + B, a3 + B3)

/\(al, a9, 043) = ()\041, )\042, )\043),

tada R3 ispunjava uvjete teorema 2.12, te postaje vektorski prostor nad R. Sliéno vrijedi
za R? i R.
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4 Skalarni produkt. Ortonormirana baza

Da bismo definirali skalarni produkt dvaju vektora, prvo trebamo uvesti pojam kuta. Pod
kutom dvaju ne-nulvektora podrazumijevamo mjerni broj manjeg od dva kuta polupravaca
odredenim tim vektorima. Prema tome, kut dvaju vektora je element segmenta [0, 7r].

Ako je jedan od vektora @ b nulvektor, tada kut izmedu njih ne definiramo.

Ocito je kut dvaju vektora dobro definiran pojam, tj. ne o ovisi o 1zi)>oru predstavnika, vegcora
(kutovi s paralelnim kracimal). Nadalje vrijedi i (@, v ) _)( b,a@). Akoje Z(@, b) =
/2, tada kazemo da su vektori @ b okomiti, pisemo @ L b.

Uotimo da su vektori @, b kolinearni ako i samo ako je (@, v )=0ili (@, v
prvom su slucaju Vektorl jednako, a u drugom suprotno orljentlrani.

)=m. U

Definicija 4.1 Skalarno mnozenje vektora je operacija - : V3 x V3 — R koja vektorima
—
@, b razlicim od nulvektora pridruzuje skalar

@b =@ |coss(@, D).
Ako je neki od vektora @, b nulvektor, tada definiramo @ . =0.

Vrijednost @ - b € R nazivamo skalarnim umnogkom i produktom vektora @, .
Pomocu skalarnog produkta mozemo karakterizirati okomitost vektora:

Propozicij_a) 4.2 Neka su @ # 6), b # 0 € V3. Vektori @ ) b su okomiti ako i samo
ako je @ - b = 0.

Dokaz. Kakosu @ # 0, b #+ 0, ocito je
3

@b =[a||b|cos (@, b) =0
ako i samo ako je cos Z(@, ?) =0, Sto znaci Z(@, 7) =m/2. 0

Pomnozimo li skalarno vektor @ sa samim sobom, dobivamo skalarni kvadrat vektora

@, pisemo @ - @ = @2

Skalarno mnozenje ima sljede¢a svojstva:
Teorem 4.3 Za sve @, B eViileR vrijedi
1. @?>0,
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2. @2 =0 ako i samo ako je @ = 0,

3. a-b=">b-a, komutativnost
=7 - ?), kvaziasocijativnost
v

5. - (0 +T)=a-b+a-7, distributivnost prema zbrajangu.

Prva dva svojstva skalarnog produkta nazivaju se pozitivna definitnost.

Dokaz.

—

@2 = @@ cos £(T, @) = | T2 > 0.

)

2. @2 =0 ako i samo ako je |@| = 0, dakle, ako i samo ako je @ = 0.

3. @b =|a@||D|cosL(@, b)) =|b||@|cos (b, @)= - @.
4. Akoje A=01ili @ = 0 ili b = 6_:, tvrdnja je ocita.
Uzmimo zato A # 0, @ £ 0, b # 0. Ako je A > 0, tada je |A\@| = \@] i
-
AP N ,b) Z(@, b), paje

—

A@)- b =|\@||D|cosZAT, b)) = \@|| b |cos £(@, D) =\T - D).
v

Ako je A < 0, tada je [N\@| =M@ |iZ(\@, b)) =7 —ZL(@, b), paje
A@)- B =|A@||D|cos ZAT, D) = —N@||D|(—cos £(@, D)) =A@ - D).
O

Za dokaz tvrdnje 5. treba nam sljedec¢a lema:

Lema 4.4 Za sve @, b € V3 i eR vrijedi

Dokaz (a)_dUzmlmo da @ i b nisu kolinearni. Neka je @ [E], b = [Eé], tada je
[AC]

A - B
Primjenom kosinusovog poucka na trokut AABC dobivamo
(@+0) =2 =[P =[TP+|bP 2@V |cosp =
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TR +|T 24217 T | cos(r—p) = [@P+|T 2+2@|| D) cos £(T, T) = @2+ +2a- D
b

Ako su @ i b kolinearni vektori iste orijentacije, @ = [AB, b = [BC), @ + b = [AC),
tada je

2
(@+0)2=72=12P =T+ = [@P+|b >+2|T||D|cos0 = a>+ b +2a-b

Sli¢no se pokazuje ako su @ i b kolinearni vektori suprotne orijentacije.
(b) Tvrdnja se dokazuje analogno. O

Dokaz. Nastavak dokaza Teorema 4.3, tvrdnja 5:

A@+D) T=4T - (T+b)=Q2C+(@+b))*—4c?>—(a+ )=
QT+ (T +b))2—4e>+(a— b)2—2a2-20b =
(T+)+ (T +)+(T+2)— (T +2)2 2020 472 =
2T+ )2 +20D + )2 2?20 —4e=47 - +4D - 7.
0
Iz tvrdnji prethodne propozicije odmah slijedi i:
Korolar 4.5 Za sve @, b € V3 i AeR vrijedi
4@ -(Ab)=XNa- D),
5(@+0)-¢=a-T+b-C.
Dokaz. 1z teorema 4.3 slijedi
T-AD)=0\b)-a@=AD-@)=Na D).
Analogno se dokazuje tvrdnja 5’. O

Ako u nekom vektorskom prostoru nad R definiramo mnozenje vektora s vrijednostima u R
koje zadovoljava svojstva 1 do 5 teorema 4.3, tada se taj vektorski prostor naziva unitarni
prostor. Prema tome, V3 je jedan unitarni prostor.

Definicija 4.6 Neka je {7), 7), ?} baza vektorskog prostora V3 sa svojstvom da su vektori
baze jedinicni i medusobno okomiti (ortogonalni) tj. vrijedi

— — = —

T=171=1%kl=17-7=0, 7 k=0 7-%=0.
Takvu bazu nazivamo ortonormiranom.

Navedimo jo§ jednom: vektor @ za koji je |@| = 1 nazivamo jedini¢nim ili normiranim
vektorom.

Koordinate vektora u odnosu na ortonormiranu bazu nazivamo ortogonalnim ili pra-
vokutnim koordinatama.

Izvedimo sada formulu za skalarni produkt vektora koji su zadani svojim koordinatnim
prikazima u ortonormiranoj bazi.
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Propozicija 4.7 Neka je {7,7,? ortonormirana baza za V>, a koordinatni prikazi
—
vektora @, b su @ = (a1,a9,a3), b = (01, P2,03). Tada je

3
—
@b =+ agfe+ azfs = E a;if3;.
i=1

Dokaz. Iz tablice mnozenja

E
il 1 0 0
Tlo 1 0
Tlo o 1

i svojstava skalarnog mnozenja slijedi

@b = (7 +aaj + 043?) (BT 45T+ ﬁsﬁ) = o151 + azf + asfs.

Sljededi korolari vrijede za vektore zadane pravokutnim koordinatama:
Korolar 4.8 Ne-nulvektori @ i b su okomiti ako i samo ako je

a1 + azfz + azfs = 0.
Korolar 4.9 |@|> = a? + a3 + a3,

?) a11 + aef2 + azf3

Korolar 4.10 cosZ(@, b ) = :
Vai+ a3 +a3\/6} + B3 + 53

Posebno, pogledajmo kosinuse kutova §to ga vektor zatvara s vektorima ortonormirane baze
{7.7.%)

e o «
cos (@, 7 ) = jl, cos (@, j) = jQ, cos 4(7,?) = j3 (4.6)
@ @ @
Te vrijednosti nazivamo kosinusi smjera vektora @ . Za kosinuse smjera vrijedi:

Korolar 4.11 Neka je @ € V3. Tada je
cos> (@, 7 ) +cos® (@, ] ) + cos® £(@, ?) =1.
Dokaz. Zbrajanjem formula (4.6). O

Zadatak. Dokazite nejednakost Schwarz-Cauchy-Bunjakowskog: Za (aq, g, a3), (51,52, 03) €
R? vrijedi

la1B1 + agfs + azfs| < \/a% + o3 + ag\/ﬁ% + 85 + 3.

Rjesenje. Uvedimo vektore @, b eV kojima su prikazi u nekoj ortonormiranoj bazi
dani s

T = (a1, 00,03), b = (51, B2, B3)-
i 5 =0, tvrdnja o¢ito vrijedi. Za @ # 0, b + 0 imamo
@B | =D |cos£(@, D) < | @] D]

jer je | cos 4(?,3})] <1.

Akoje @ =10

Uoc¢imo da u prethodnoj tvrdnji jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori kolinearni.

20



5 Vektorski produkt

Vektorski produkt vektora definiramo samo u vektorskom prostoru V3. Operacijom vek-
torskog mnozenja dva vektora opet dobivamo vektor kojeg opisujemo pomocéu njegovog
modula, smjera i orijentacije. Da bismo definirali orijentaciju vektorskog produkta, uvodimo
pojam desno orijentirane ili desne baze prostora V3. Za bazu {@, ?, <} od V3 kazemo
da je desno orijentirana ili desna ako promatrajuéi s vrha vektora @ uocavamo obilazak
od vektora @ do vektora b kradim putom kao obilazak u smjeru suprotnom od kazaljke
na satu. Za baze za koje je taj obilazak u smjeru kazaljke na satu, kazemo da su lijevo
orijentirane ili lijeve. Tipican primjer des_cr,le baze prikazan je na slici

N
= b

Je li baza desna ili lijeva mozemo odrediti i pravilom desne ruke odnosno desnog vijka.
Kod pravila desne ruke ispruzeni palac pokazuje prvi vektor, ispruzeni kaziprst pokazuje
drugi vektor, a savinuti srednji prst tre¢i vektor. Kod pravila desnog vijka zaokruzenim
prstima od kaziprsta do malog prsta pokazujemo obilazak od prvog do drugog vektora, a
tre¢i vektor je odreden ispruzenim palcom.

Vektorsko mnozenje definiramo na sljede¢i nacin:
Definicija 5.1 Vektorsko mnozenje je operacija x : V3 x V3 — V3 koja paru vektora
— —
(@, b) pridruzuje vektor © = @ x b definiran na sljedeéi nacin:
1. ako su vektori @, b kolinearni, tada je @ = 0;
2. ako su vektori @, b nekolinearni, tada je
(a) modul | €| = |@||b |sinZ(a@, D),
(b) smjer od € je smjer okomit na smjer od @ i na smjer od b,

(c¢) orijentacija od € je takva da je uredena trojka {@, 3}, T} jedna desna baza od

V3.
Slikg> @ x b vektora a, D nazivamo vektorskim umnoskom ili produktom wektora
@, b

Zadatak. Zasto vektori {@, b, @ x b} ¢ine bazu?

Modul vektois)kog produkta nekolinearnih vektora ima i geometrijsku in_)terpretaciju:
skalar |@ x b | jednak je povrsini paralelograma odredenog vektorima @, b .

=

g
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Zaista, P = |@|v= ||| D |sin£(@, D)= |a x b|.
Propozicija 5.2 Vrijedi @ x b =70 ako i samo ako su vektori @ , Y kolinearni.

Dokaz. Ako su vektori @, s kolinearn_)i, tada je @ x D=0 po definiciji. Obratno, neka
j =0. Pretpostavimo da @, b nisu kolinearni. Tada bi bilo

=

12| |sin£(@, D) =
7| = 0ilisin 4(@, ?) = 0. Iz prve jednakosti slijedi @ = 0, iz druge

odakleje|a|—0111| =
b) =0 ili 7. Svaka od tih moguénosti suprotna je pretpostavci.

b =0, aiz trece (@,
u

Korolar 5.3 Za svaki @ € V3 wvrijedi @ x @ = 0.

Vektorsko mnozenje ima ova svojstva:

Teorem 5.4 Za svaki @, 3}, T € V3, X e R wrijedi:

1. @x b=—-bx7a, antikomutativnost

2. AN@)x b =A@ x D), kvaziasocijativnost

3. @x(bV+7T)=Txb+ax7C, distributivnost prema zbrajanju.
Dokaz.

1. Slijedi direktno iz definicije.

2. Za A = 0 tvrdnja o¢ito vriedl Neka j je, sad X\ > 0. Tada su vektori @ i )\6_1 jednako
orijentirani, pa je Z(\@, b) = Z(@, b ). Sada za modul vektora (A\@) x b vrijedi
I(A@) x | =A@V |sinZ(A@, D) = A(|@|| b |sin (@, D)) =
AT x D=\ x b|=|\Tx D).

Nadalje, smjer vektora (A\@) x Y jegnak je smjeru vektora \(@ x 7), naime oba
vektora imaju smjer kao vektor @ X b . Takodei> orijentacije tih vektora su jednake,

vektori su jednako orijentirani kao vektor @ x b .
Ako je A < 0, uo¢imo da je Z(\@, 3)) =r—Z(@, ?), te tvrdnju dokazujemo na
slican nagcin.

3. Vidi knjigu: Horvati¢ Linearna algebra.

Za vektorsko mnozenje takoder vrijedi:

Korolar 5.5 Za sve (@, bV, e eV Ne R) wvrijedi:

—

27 @ x ()\?) = \N@ x b) kvaziasocijativnost

3 (@ + ?) XT=7x7C+ b x ¢ distributivnost prema zbrajangu.
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Dokaz.

2’ Koristeéi antikomutativnost vektorskog mnozenja zaklju¢ujemo

TxAD)=-AD)xT=-ANb x@)=AXT x b).

3’ Analogno, koristeéi antikomutativnost vektorskog mnozenja.

|

Vektorsko mnoZzenje nije asocijativno, tj. opéenito vektorl ( a X ?) cTia (7 X ) nisu

jednaki. Pokazimo to primjerom: neka su vektori @, b © € V3 komplanarni (oznacnno
s | IT ravninu s kojom su paralelni) i neka_), ¢ nisu kohngarm. Tada su vektori @ x b i
b x7¢e okomiti na II, te su Vektori (@x b)x7€iax(bx7)paralelni s II. No vektor
(@ x ?) < okomit je na @, dok je vektor @ (7 X ) okomit na @

Nadalje, vektorsko mnoZenje ne posjeduje neutralni element tj. vektor & € V3 za koji bi
bilo

€ =7

Naime, zbog antikomutativnost ne moze biti @ x X @ = @ ne moze

vrijediti za svaki @ € V3 jerje @ x € L @

Propozicija 5.6 Za @, v, e eV’ vrijedi

L.L(@xb)yxe=(a- -7)

v
bV x7?)=(T 7)

2. @ x(

T

Dokaz. Dokazimo tvrdnju 1. Neka je d = (@ x
d1laxb, dLlLe

Iz prve relacije slijedi da je d komplanaran s vektorima @ ? Tada prema propoziciji
3.10 postoje jedinstveni skalari o, 8 € R tako da je d =a7d + B . Da dokazemo tvrdnju,
trebamo odrediti skalare «, 8. Kako je d 172, to je d- 7= (@ + b )@ =0, paje

) x €. To znadi

a(@-e)+8(b -2)=0.

Dakle, vrijedi o = —/\(? - 7C), = XN -7), za neki skalar A € R. Treba jos pokazati
A = 1. Vidi knjigu Horvati¢ Linearna algebra. O

Korolar 5.7 (Jacobijev identitet) Za @, b, € V3 vrijedi

(@xb)xC+(DxC)xaT+(TxT)xb=0.
Dokaz. Iz propozicije 5.6 slijedi
(@xV)xT=(T )b — (b -2)a,
(VU xe)xa@=(b -a)e—(c-a)b,
(Cxa)xb=(¢-b)a—(a-b)e.



Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo tvrdnju. O

—

?)x?,(b X )X @,

Uocimo da Bl:ethodni identitet pokazuje da su vektori (@ x
(¢ x @) x b komplanarni.

Vektorski prostor V3 uz operaciju vektorskog mnozenja koja zadovoljava svojstva 1, 2,3, 2/, 3/,
i Jacobijev identitet postaje primjer strukture koja se naziva Liejeva algebra nad R.

Zadatak. Pokazite Lagrangeov identitet

Rjesenje. - .

N

bIP= (@[ b]sinL(@, b))* =
@

) =TPV)? (- )%

Cilj nam je sada naci formulu za vektorski produkt vektora koji su zadani svojim koordi-
natama u nekoj (desnoj) ortonormiranoj bazi. U tu svrhu, uvedimo pojam determinante
drugog i treceg reda.
Determinanta drugog reda je funkcija koja brojevima a, b, c,d € R pridruzuje realan broj
zapisan na sljedeéi nacin

b
d ‘—ad—bc.

a
C

Determinanta treeg reda je funkcija koja brojevima ai,as,as, 81,52, 83,71,72,73 € R
pridruzuje realan broj zapisan na sljedec¢i na¢in

a1 (g Q3
Bi B2 B3 | = a1f2y3 + a3y + azfBiye — aszfayr — a3 — a1 fB3ve.
Y1 2 73

Izlu¢ivanjem «q, ao, ag iz prethodnog izraza, determinantu treéeg reda mozemo zapisati i
drugacije

a1 a2 Q3

B B2 B3 |=o
Y1 Y2 73

B2 f3
Y2 3

oy B Bs

+as Br P
Y103

Y12

§to nazivamo razvojem determinante po prvom retku.

Formalno, u retku determinante pisat ¢emo i vektore. Primjerice,

T
- =
‘12‘—21—3.

Lakim ra¢unom mogu se dokazati sljedeta svojstva determinante drugog i treéeg reda:

1. Ako je jedan redak (stupac) determinante jednak 0, tada je determinanta jednaka 0.
2. Zamjenom dva retka (stupca) determinanta mijenja predznak.

3. Ako su reci (stupci) determinante proporcionalni, tada je determinanta jednaka 0.
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Propozicija 5.8 Neka je {7, 7, ?} desna ortonormirana baza vektorskog ﬂ’ostom V3
—

neka su @ = (a1, 9,a3), b = (b1, 02, 03) koordinatni prikazi vektora @, b u toj bazi.

Tada vrijeds

e e

R i j k
ax b= o] g a3 |- (57)
B B2 Bs

Dokaz. Tablica vektorskog mnozenja za elemente baze izgleda ovako

«|7 7 R
T g
-7 v 7
Ty -7 v

Koristedi tablicu i svojstva vektorskog mnozenja sada imamo
Tx D =(n T+ +a3k)- (B 7 + 027 + k)=
(23 — a3fa, a3 — a103, 0102 — a21),

§to mozemo napisati u obliku determinante (5.7). 0

Zadatak. Kako glasi odgovagljuéa tablica mnozenja, a kako formula za vektorski produkt,
ako je polazna baza { i, j, k } lijeva?
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6 Mjesoviti produkt

Definicija 6.1 Operacijum : V3 x V3 x V3 — R koja trojci vektora (@, b, <) pridruZuje
— —

skalar (@ x b)-€ nazivamo mjeSovitim mnozenjem. Rezultat (@ xb )¢ eR nazivamo

mjeSovitim umnoskom ili produktom. Koristimo i oznakum(@, b,¢)=(a, b,7).

Propozicija 6.2 Mjesoviti produkt triju vektora jednak je 0 ako i samo ako su vektori
komplanarni.

Dokaz. Neka su vektori @, b, ¢ komplanarni. Ako su @ X bl e jednaki 0, tada je
(@, 7, <) = 0. Uzmimo zato da su oni razli¢iti od nulvektora. Kako je @ x b + 70, to
vektori @, b nisu kolinearni, nego su paralelni s nekom ravninom, nazovimo je II. Vektor
T je po pretpostavci takoder paralelan s tom ravninom. No, po definiciji vektorskog
produkta, vektor @ x b je okomit na II, pa je @ X D L. Dakle, @ x BT =0.

Obratno, ako je mjeSoviti produkt vektora @, ?, ¢ jednak 0, to znaci da je @ X b =10
lie=0iiadxb L@ U prva dva sluc¢aja vektori @, ?, ¢ su komplanarni. U treéem
slucaju vektor € je paralelan s ravninom odredenom sa @, s O

I za mjeSoviti produkt mozemo izvesti formulu u slu¢aju kada su vektori dani svojim ko-
ordinatnim prikazima u desnoj ortonormiranoj bazi. Neka je, dakle, {7,7,?} desna
ortonormirana baza i neka su @ = (a1, ag, as), D= (61, B2, 83), € = (71,72,73) koordi-
natni prikazi vektora s obzirom na tu bazu. Iz propozicija 4.7 i 5.8 slijedi

(@, b, )= (@ x 7) - = (af3 — agfa, azf — anf3, 02 — azfr) - (71,72,73) =

a1 8273 + 371 + azfiye — azBayr — a1y — a1B372.
Dokazali smo:
Propozicija 6.3

- a; G2 Q3
(@, b,C)=| B P2 [3
7o Y2 8

Korolar 6.4 Tri vektora su komplanarna ako © samo ako za njihove koordinatne prikaze
u desnoj ortonormiranoj bazi vrijeds

a1 @z Qg

B1 B2 B3 |=0.
7oo2 3

Iz propozicije 6.3 i svojstva determinante da zamjenom redaka mijenja predznak, za-

klju¢ujemo
Propozicija 6.5 Za @, b, ¢ € V3 vrijedi
(@, 0, ¢)=(b,e,a)=(¢, @, b)=—(b,a,¢)=—(a, e, b)=—(¢,b,a).

Dokazimo i svojstvo mjesovitog produkta da operacije mogu zamijeniti uloge:
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Korolar 6.6 Za @, b, ¢ eV vrijedi

(@xb)-e=a-(b x7).

Dokaz.

)

(@xT) ¢=(a

CcC =

Sljedeca svojstva mjeSovitog produkta posljedica su definicije:

Propozicija 6.7 Za @, @1, @2, b, € € V3, A € R, vrijedi

L. (ﬁl + ?27?7?) = (E> 3)7?>) + (E)Qa?:?) ’

[y

2. \@,D,C) =\, b,7).

Neka su sada @, ?, TeVa= @i, b = O.B>, < = OC tii nekomplanarna vektora. Oni
u plgstoru odreduju jedan paralelepiped. Kazemo da je paralelepiped razapet vektorima
a,b,7C.

al

I
a
Mjesoviti produkt ima sljedeé¢u geometrijsku interpretaciju:
@

Propozicija 6.8 Volumen paralelepipeda razapetog vektorima ,7, T jednak je apsolut-

noj vrijednosti mjesovitog produkta (@, b, 7).

. - .. . . - -
Dokaz. Neka vektori {@, b, ¢} ¢ine desnu bazu od V3. Kako i vektori {@, b, @ x b}
. . . - . . -
¢ine desnu bazu od V3, to su vektori © i @ x b s iste strane ravnine razapete s @, b,

pa je Z(@ X ?,?) < /2, odnsono cos Z(@ x v, ) > 0. Nadalje

—

V=Bh=|axblh=|ax b||T|cosL(@x b,C)=(axb)-¢=(a,b,¢)>0,

jer je h = || cos £L(@ x v, ). Zalijevu bazu je V = —(@,
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7 Koordinatni sustav u E', E?, E?

U vektorskim prostorima V!, V2, V3 izborom baze bili smo u moguénosti definirati koordi-
nate prozvoljnog vektora (koordinatizacija). Sada nam je cilj odrediti koordinate proizvoljne
tocke na pravcu E', u ravnini E? ili u prostoru E3.

U tu svrhu zadajmo najprije tocku O u E', E? ili E3. Svakoj tocki T pravca E', ravnine
E? ili prostora E3 mozemo pridruziti jedinstvenu usmjerenu (orijentiranu) duzinu OT s
pocetkom u O, a krajem u 7T, koju nazivamo radijvektorom tocke T'. I obratno, tocka
T je jednoznacno odredena zadavanjem radijvektora s obzirom na neku tocku O. Time je
zadano bijektivno preslikavanje izmedu tocaka iz E', E? ili E3 i skupa radijvektora koje
oznacavamo s V1(0), V2(0), ili V3(O) redom.

Nadalje, skupove V1(0), V2(0), V3(O) mozemo organizirati u vektorske prostore, uz
definirane operacije zbrajanja radijvektora (pravilom paralelograma) i mnozenjem radi-

jvektora skalarom (kao i za vektore). Osim toga, u njima mozemo definirati i skalarno
mnozenje (kao za vektore).

Neka su sad u vektorskim prostorima V!(0), V2(0), V3(0O) izabrane baze. Koordinate
tocke T definiramo kao koordinate radijvektora OT s obzirom na te baze.

Preciznije, ako je {07, 07)} baza za V?2(0) primjerice, tada postoji jedinstveni rastav

O_T:xO—I)—i-ij.

Ureden par (z,7) € R? su koordinate tocke T. Ako je izabrana baza ortonormirana, koor-
dinate tocke T' zovemo pravokutnima. Tada skup {0; 01 , 0J } nazivamo pravokutnim
ili Kartezijevim koordinatnim sustavom u E?. Toc¢ku O nazivamo ishodistem, a
pravce odredene tockama OI, OJ koordinatnim pravcima. Pravac OI je os apscisa ili
x-08, a pravac OJ os ordinata ili y-os.

Ako je totka T € E3, tada su njene koordinate dane kao uredena trojka (x,y,2) € R? s
obzirom na bazu {67 ,0J,0K } vektorskog prostora V3(0). U tom slu¢aju jos definiramo
koordinatnu os OK kao os aplikatu ili z-os i koordinatne ravnine zy, zz, yz odredene
odgovarajué¢im pravcima.

8 Pravac u E?

Propozicija 8.1 Neka su A, B € E%, A= (a1,a2), B = (b1,bs) tocke dane svojim koordi-
natama (s obzirom na neku bazu koja ne mora biti ortonormirana). Tada vektor [E] ima
koordinate

[AB] = (b1 — a1, by — as).

Dokaz. Za vektore u V2 vrijedi

[OA] + [AB] = [0B),

pa je [@] = [@] - [07} Radijvektor [m] ima u ba21 (7,7, 7 [6?]
[W}, I,J € E?, koordinate a1, as, tj. [Oj] = a1 +asj, analogno [O_B)] =bi +by
Oduzimanjem navedenih vektora, slijedi tvrdnja.

b5
J -

O
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Propozicija 8.2 Neka su A, B € E?, A = (a1,a2), B = (by,b2) tocke dane svojim pra-
vokutnim koordinatama. Tada je udaljenost od A do B dana sa

d(A, B) = \/(bl — CL1)2 + (bg — a2)2.

Dokaz. Kako je d(A,B) = |AB| = HEH, tvrdnja slijedi primjenom Pitagorinog poucka.
a

Odredimo sada jednadzbu pravca u pravokutnom koordinatnom sustavu {O;O_f , 0.J }u
ravnini E2.

Neka su zadani tocka T} € E? i vektor 5 € V2, 5 # 0. Tada postoji jedinstveni pravac p
kroz tocku T} paralelan vektoru § (Euklidov 5. postulat). Kazemo da je vektor 5 vektor
smjera pravca p. Neka su koordinate tocke T}, vektora 5 i po volji odabrane tocke T
pravca p redom 11 = (z1,y1), § = a’i + b7, T = (z,y). Kako je vektor [ﬁ] kolinearan
s vektorom ', to postoji (jedinstveni) skalar A € R takav da je

[T = 23,

odakle je [0T] — [OT}] = A3, tj.

Cesto pisemo
T=T+AS, AeR (8.8)

—

pri éemu je 7 = [OT), 71 = [OT3).

Uocite da je za svaku izabranu to¢ku T' pravca p skalar A jedinstveno odreden, te da je za
razne tocke skalar A razli¢it, tj. pridruzivanje to¢aka T pravca p i brojeva A € R je bijekcija.
Jednadzbu (8.8) nazivamo parametarskim vektorskim oblikom jednadzbe pravca
p. Raspisujuéi jednadzbu (8.8) u koordinatama, dobivamo

r = x1+ A

y = y1+Ab, NER, (8.9)

§to nazivamo parametarskim koordinatnim oblikom jednadzbe pravca p.

1

Ako je s1 # 0, tada iz prve jednadzbe od (8.9) slijedi A = —(z — x1), $to uvrsteno u drugu
a

jednadzbu daje

y—y1= S(x_$1)~ (8.10)

b
Koeficijent — ima i geometrijsko znacenje — jednak je tangensu kuta Sto ga pravac p odreduje
s pozitivnim dijelom z-osi

b
tgax = —.
a
. b . .. . : y y .
Broj — naziva se koeficijent smjera pravca p i oznacava s k. Jednadzba (8.10) prelazi u
a

y—y1 = k(z —x1), (8.11)

jednadzbu pravaca zadanog koeficijentom smjera i to¢kom.

29



Ako je a =0, tada je « = w/2, a broj k nije definiran. Takav je pravac paralelan s y-osi, a
njegova jednadzba glasi

r =1.
Ako je b= 0, tada je « = 0, k = 0. Takav je pravac paralelan s z-osi, a njegova jednadzba
glasi

Yy=u.

Pravac mozemo zadati dvjema tockama T7 = (x1,y1), T2 = (x2,y2). Ako za vektor smjera
uzmemo vektor (svi medusobno kolinearni vektori razli¢iti od nulvektora su vektori smjera
zadanog pravca) .

[TT3] = (w2 — 21,92 — Y1),
dobivamo sljedeée jednadzbe pravca:
parametarski vektorski oblik jednadzbe pravca

[OT] = [OT}] + M[OTs] — [OT3]), A€R

odnosno
T =T+ —-7), NeR;

i parametarski koordinatni oblik jednadzbe pravca

r = 131—1—)\(1’2—1'1)
y = yn+Ay2—w1), AeR
Akojexl#xg,tadajek::y2_y1,teje
o — 1
Y2 — Y1
Yy—hn= (x — 1)
To9 — I

jednadzba pravca kroz Ty, T5.

Posebno, ako pravac presjeca x odnosno y-os u tockama M = (m,0) i N = (0,n), tada
dobivamo segmentni oblik jednadzbe pravca

£+E:1.
m n

Brojevi m, n nazivaju se odsjecci (odresci, segmenti) na osima z i y.

Ako pravac presjeca y-os u tocki L = (0,1) i ima koeficijent smjera k, tada (8.11) prelazi u
y=kr+I

Sto se naziva eksplicitnim oblikom jednadzbe pravca. Broj [ zove se odsjecak (odrezak)
na osi y.

Pravcu umjesto vektora smjera mozemo zadati i vektor normale @ = (A, B) koji je
okomit na vektor smjera. Neka je T' = (x1,y;) zadana tocka pravca, a T' = (z,y) po volji
odabrana tocka pravca. Tada je vektor [ﬁ] = (r — x1,y — y1) okomit na 7, te je njihov
skalarni produkt jednak 0. Prema tome,

Alx —21) + By — 1) = 0.
Iz prethodnog mozemo uotiti da se jednadzba pravca u E? moze napisati u obliku
Az + By + C =0, (8.12)
gdje je C = —(Ax1 + By1). Jednadzbu (8.12) nazivamo implicitnim oblikom jednadzbe

pravca.
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9 Udaljenost tocke od pravca i kut dvaju pravaca u E?

Opéenito, ako su A, B skupovi to¢aka na pravcu, u ravnini ili u prostoru, tada se udaljenost
izmedu tih skupova definira kao

inf{d(A,B): Ac A, BeB}.
Nas je cilj odrediti formulu za udaljenost d(7p, p) tocke od pravca. Sljedeéa propozicija nam

kaze da je tu udaljenost moguce odrediti kao udaljenost dviju tocaka, N noziste normale
(pravca okomitog na p kroz Tp) na p i tocke Tp:

Propozicija 9.1 Neka je Ty tocka, a p pravac v E?. Neka je N noziste normale kroz Ty
na pravac p i neka je P po volji odabrana tocka pravca p. Tada vrijeds

d(To, N) < d(Tp, P), P €p.
Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom Pitagorinog poucka. O

Izvedimo sada formulu za d(Tp,p). Neka je Ty = (x0,y0), a pravac p dan jednadzbom
Az + By 4+ C = 0. Neka je W = (A, B) vektor normale pravca p. Tada vrijedi

[ON]-m - [OTo] - ®| _ |Awo + Byo + C|
7l VAL B

Koristili smo da za tocku N na pravcu p vrijedi [_O—Nz] - =-C.

Dakle, dokazali smo

Propozicija 9.2 Udaljenost tocke Ty = (x0,yo) od pravea p...Ax + By +C =0 je

_ \Ax0+Byo+C\

W N) == e

Odredimo jo$ kut Sto ga zatvaraju dva pravca koji su zadani jednadzbama y = k;x + [;,
i = 1,2. Kut dvaju pravaca poprima vrijednosti u [0,7/2]. Poznato je da su koeficijenti
smjera pravaca tangensi kuteva @1, o Sto ga pravci zatvaraju s pozitivnim dijelom x-osi

k1 =tgp1, ko =tgyo.

Nadalje, kut izmedu pravaca ¢ jednak je razlici kuteva ¢1 — w2 € [0,7/2]. Iz adicijskih
formula za tangens slijedi

ko — k1
tgp=|—-—|. 9.13
g ‘1 ik (9.13)
Pravci su paralelni ako i samo ako je kut izmedu njih jednak 0, te je k1 = ko. Pravci su
okomiti ako i samo ako je kut izmedu njih jednak 7/2, a to je ako i samo ako je k1 = —1/ks

(tangens nije definiran, nazivnik izraza (9.13) je 0).
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Uocimo da smo do istog zakljucka mogli doé¢i i ako kut odredujemo kao kut vektora smjera
31, 33 pravaca p1, p2. Kut dvaju pravaca jednak je manjem od dvaju kutova Sto ga zatvaraju
njihovi vektori smjera

|

=l
3l

3 (9.14)

cosp =
|s1l/53]
Ako pravac p;, i = 1,2, zapiSemo parametarskim koordinatnim jednadzbama
r =t
y = k‘it + l

tada mozemo ocitati vektore smjera 57 = (1,k1), 53 = (1, k2).

10 Ravnina u E3
Kao i u E?, mozemo dokazati sljedeée dvije propozicije:

Propozicija 10.1 Neka su A, B € E3, A = (ay,az,a3), B = (b1, ba,b3) tocke dane svojim
koordinatama (s obzirom na neku bazu koja ne mora biti ortonormirana). Tada vektor [E]
ima koordinate

[E] = (b1 — a1,b2 — az, b3 — as).

Propozicija 10.2 Neka su A, B € E3, A = (ay,az,a3), B = (b1, ba, b3) tocke dane svojim
pravokutnim koordinatama. Tada je udaljenost od A do B jednaka

d(A, B) = \/(bl — CL1)2 + (b2 — CLQ)Q + (b3 — CL3)2.

U prostoru E? cilj nam je odrediti jednadzbe pravaca i ravnina.

Odredimo najprije jednadzbe ravnine u E3. Kao posljedica aksioma euklidske geometrije
u prostoru, postoji jedinsglena ravnina u E? koja prolazi tockom Tj i paralelna je s dva
nekolinearna vektora @, b € V3. Kazemo da je ravnina odredena ili razapeta vektorima

oli
@, b

Neka je Ty zadana tocka, a T’ po volji odabrana tocka ravnine 7. Tada su vektori [To7T], @, s

komplanarni, pa po propoziciji (3.10) postoje skalari A, u € R takvi da vrijedi
[ToT] =A@ +p'b.
Ako uvedemo T = [O—T) ], 6 = [041%], prethodni izraz mozemo napisati i kao
T=T+\T+ub, \,ucR (10.15)

Sto predstavlja parametarski vektorski oblik jednadzbe ravnine 7. Uo¢imo da su za
svaku to¢ku ravnine skalari A\, u € R jedinstveno odredeni. Ako su tocke T', Ty i vektori
a, b dani pravokutnim koordinatama Ty = (o, y0,20), T = (z,y,2), @ = (a1, a2, as),
D = (b1,ba,b3), ista jednadzba zapisana koordinatno glasi

x xo + Aay + pby
Yy = Yo+ Aag+ pubo (10.16)
z = zo+ das+ ubs, A\, ueR.

To je parametarski koordinatni oblik jednadzbe ravnine.
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Nadalje, ¢injenicu da su vektori [Tﬁ}, @, b komplanarni, mozemo karakterizirati i preko
njihovog mjesovitog produkta (koji mora biti jednak 0). Dakle,

r—Zo Y—Yo =z— %0
aq a as =0 (10.17)
b1 ba bs

je takoder jednadzba ravnine odredene tockom T} i dvama nekolinearnim vektorima @, .

Ravnina moze biti zadana i trima tockama T; = (x;,v:,2i), ¢ = 1,2,3, koje ne leze na
— — —
istom pravcu. Ako definiramo @ = [T17T»], b = [T1T3] i uvrstimo u prethodnu jednadzbu,

dobivamo
r—xr1 Y—Yyi z—21
o —T1 Y2 — Y1 22— 21 =0. (1018)
I3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

Posebno, ako izaberemo tocke ravnine u kojima ona presjeca koordinatne osi T} = (m, 0, 0),
T, = (0,n,0), T3 = (0,0, p), razvojem prethodne determinante dobivamo segmentni oblik
jednadzbe ravnine

z

p

X
Ti¥iiog
m n

Nadalje, ravninu mozemo zadati i vektorom normale W = (A, B,C) # 0 i tockom Tpy =
(z0, Y0, 20). Tada je toctka T' = (x,y, z) tocka ravnine ako i samo ako su vektori [’_]TOT"] i
okomiti. Kako su ne-nul vektori okomiti ako i samo ako je njihov skalarni produkt jednak
0, dobivamo jednadzbu

A(x — z9) + B(y —yo) + C(z — 29) = 0. (10.19)
Prethodnu jednadzbu mozemo napisati i u obliku
Ax+ Bx+Cz+ D =0, (10.20)

gdje je D = —(Axg + Byo + Czp). Jednadnakost (10.20) nazivamo opéim ili implicitnim
oblikom jednadzbe ravnine.

Jednadzbu (10.19) mozemo zapisati i kao
(7 —75) - =0, (10.21)

gdje je 7 radijvektor tocke T, a 7§ radij-vektor tocke Tj.
11 Udaljenost to¢ke od ravnine i kut dviju ravnina u E3

Odredimo udaljenost tocke Ty = (x0, Yo, z0) od ravnine .

Propozicija 11.1 Neka je Ty tocka, a m ravnina u E3. Neka je N noziste normale (pravea
okomitog na p) kroz Ty na ravninu w i neka je P po volji odabrana tocka ravnine w. Tada
vrijedi

d(To,N) < d(To,P), Pem.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom Pitagorinog poucka.

Izvedimo sada formulu za d(Tp, 7). Neka je Ty = (zo,y0,20), @ ravnina 7 je dana jed-
nadzbom Az+ By+Cz+ D = 0. Vektor W = (A, B, C) je vektor normale ravnine 7. Tada

je
7 ON|-[OTy) - 7
T, ) = d(Ti, N) = [ToV| = [T | = (O = L0
_|[ON]- 7 —[OT] - 7| _ |Awo + Byo + C20+ D)
7| VAZ+ B>+ C?
pri ¢emu smo koristili da tocka N ravnine 7 zadovoljava [(W |-mw=-D.

Dokazali smo

Propozicija 11.2 Udaljenost tocke Ty = (0, Yo, 20) od ravnine 7w ... Ax+By+Cz+D =0

Je
Azg+ B D
ATy, ) = A%+ By + C20 + D (11.22)
VA% + B2+ (C?

Ako je Ti(x1,y1,21) totka ravnine, a W = (A, B,C) vektor normale ravnine, tada ko-
risteéi (10.21) jednadzbu iz prethodne propozicije mozemo zapisati ovako:
7T

q=! =] r (11.23)

Odredimo jos kut izmedu dviju ravnina. Neka su dane dvije ravnine ;... A;x + By +
Ciz+ D; =0, i=1,2, pri ¢emu su n; = (A;, By, C;) njihove normale. Kut dviju ravnina je
uvijek € [0,7/2] i jednak je manjem od dvaju kuteva njihovih vektora normala

Ravnine su o¢ito paralelne ako i samo ako su im vektori normala kolinearni

3
3

CoSp =

El}
3l

AliBlicleleQICQ,
a okomite su ako i samo ako su im vektori normala okomiti

A1As + B1By + C1Cy = 0.

12 Pravac u E°

Neka je p pravac u E? zadan tockom Ty = (o, %0, 20) i ne-nul vektorom 5 (vektor sm-
jera). Neka je T po volji odabrana toc¢ka pravca p. Parametarske jednadzbe pravca u E3
izvodimo analogno kao takve jednadzbe u E2.

Vektor [TyT] je kolinearan s vektorom 5, pa postoji skalar A € R tako da vrijedi

[T0T] = A5



—

Ako ozna¢imo 7 = [07 |, 76 = [OTp], tada je prethodna jednakost jednaka
T =T0+AS, NeR. (12.24)

Prethodna jednadzba naziva se parametarskim vektorskim oblikom jednadzbe pravca
p C E3 koji je odreden sa Tp i 5.

Neka su sad tocka Ty i vektor 8 zadani svojim pravokutnim koordinatama, Ty = (zo, Yo, 20),
S = (o, 3,7). Iz (12.24) slijede parametarski koordinatni oblik jednadzbe pravca

T = Zo+ A\
Yy = Yo+ A8 (12.25)
z = 2o+ Ay, AeR

Eliminacijom parametra A dobivamo kanonsku jednadzbu pravca

w—wozy—yozz—zo(
o B g

= ).

Ako pravac zadamo dvjema tockama T; = (x4, i, 2:), ¢ = 1,2, tada njegove parametarske
jednadzbe glase
x = zo+ Ma2— 1)
Y Yo + A(y2 — y1) (12.26)
z = zo+ANz2—21), AeER.

Kanonska jednadzba sada glasi

r—I _ y—u _ Z—Zz (:)\)
T2 — X1 Y2 — 1 zZ2 — 21

I na kraju, pravac mozemo zadati i kao presjec¢nicu dviju neparalelnih ravnina 7y, mo. Neka
su ravnine dane svojim implicitnim jednadzbama

Az +Biy+Ciz+ D1 = 0

Aox + Boy +Coz+ Dy = 0, (12.27)

pri ¢emu vrijedi A; : By : C1 # Az : By : Cy. Pravac je zadan sustavom jednadzbi (12.27).

Primjer. Odredimo jednadzbe koordinatne osi . Os z zadana je tockom (0,0,0) i vek-
torom smjera 7= (1,0,0). Njene koordinatne parametarske jednadzbe glase x = t,t € R,
y = 0, z = 0. Kanonska jednadzba glasi

Y z

x — R
1 0 0

a sustav y = 0, z = 0 predstavlja z-os kao presjek dviju ravnina, primjerice koordinatne
xz-ravnine i koordinatne xy-ravnine.
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13 Udaljenost tocke od pravca i kut dvaju pravaca i pravca
i ravnine u £3

Kao i u E? mozemo pokazati sljedece:

Propozicija 13.1 Udaljenost tocke od pravea v E? jednaka je udaljenosti tocke od njene
ortogonalne projekcije na pravac (nozista normale na pravac).

Izvedimo sad formulu za udaljenost tocke Ty (s radijvektorom T§) od pravea u E3. Neka
je pravac p dan vektorskom jednadzbom
T =71+ A7, (13.28)
gdje je T radijvektor po volji odabrane tocke T na pravcu p, a 77 radijvektor tocke Tj
s
pravca p. Neka je Ty tocka pravea p za koju vrijedi [T1T5] = 5.

Povrsinu trokuta ATyTi7T5 racunamo na dva nacina. Vrijedi

1
P = baza - visina = §|§>|d, (13.29)
odnosno ) )
P = S|[ITh] x [LT2]] = 5[(77 — )| x 5. (13.30)
Iz (13.29), (13.30) slijedi
=) x 7
E

Dokazali smo:

Propozicija 13.2 Udaljenost tocke Ty (s radijuektorom 7g) od pravea p u E3 danog jed-
nadzbom (13.28) je
(77 —76) x 5|

5]

d=

Iduéi nam je cilj odrediti udaljenost dvaju pravaca. U tu svrhu konstruirajmo zajednicku
normalu dvaju pravaca. Zajednicka normala dvaju pravaca je pravac koji sijece oba
pravca i na njih je okomit.

Neka su p;, dva mimosmjerna pravca zadana jednadzbama

T =T L AF, i=1,2. (13.31)

Vektor smjera 7 zajednicke normale je vektor okomit i na 37 i na 33, pa je primjerice dan

s
o

5 X 5. (13.32)

Nadalje, kako se pravci p; 1 pg sijeku, to oni odreduju ravninu ;. Ta ravnina prolazi tockom
T i razapeta je vektorima 57 i 7. Stoga je njena jednadzba dana mjeSovitim produktom

(7 —7,51, ) =0. (13.33)
Analogno, tockom T i vektorima 33 i T razapeta je ravnina o kojoj je jednazba

(7 — 73,53, 7) = 0. (13.34)
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Zajednicka normala mimosmjernih pravaca p; i p2 odredena je kao presje¢nica ravnina m;
i g, dakle sustavom jednadzbi (13.33), (13.34).

Odredimo sada udaljenost mimosmjernih pravaca p; i p2. Pokazimo najprije da udaljenost
opet mozemo racunati kao udaljenost izmedu odredenih tocaka.

Propozicija 13.3 Ako su Ny, No nozista zajednicke normale n na pravcima p1, p2, onda
vrijedi
d(p1,p2) = d(N1, Na).

Dokaz. Treba pokazati da je udaljenost tocaka N, No najmanja mogué¢a od svih udal-
jenosti tocaka Py € p; i Py € pa. Zaista

[P1P3] = [PyN1] + [N1 N3] + [N2P]

——

= M57 + [N1N2] + Ao57.

Prema tome je

[PLP]|*> = [PLPs] - [P P3) = [N1NoJ? + (M137 + Xa53)2 + 20157 - [N1 No] + 2X953 - [N1 Vo).
Kako je 37 - [N1No] = 53 - [N1N2] = 0, to je
d(Py, P2)* = [P B2 = d(Ny, No)% + (M5 + Xe53)? > d(Ny, Ny)2.

O

Izvedimo sada formulu za udaljenost mimosmjernih pravaca p; i po. UocCimo da postoje
paralelne ravnine 71, 7o koje sadrze pravce pi, pa (vektor normale tih ravnina je upravo 7).
Ocito je udaljenost tocaka Ny i Ny jednaka udaljenosti ravnina 71, mo. Udaljenost ravnina
w1, w2 jednaka je udaljenosti, primjerice, tocke 75 od ravnine m;. Jednadzbu ravnine m;
mozemo zapisati kao (7 — 77) - W = 0. Koristeéi formulu (11.23) za udaljenost tocke od
ravnine, dobivamo

d(TQ,ﬂ'l) =

te koristedi (13.32) dobivamo

d(plup?) =

(13.35)

Dokazali smo

Propozicija 13.4 Udaljenost mimosmgernih pravaca p1 i p2 zadanih jednadzbama (13.31)
je

(7 71, .5

[\

d(p1,p2) = i
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Analizirajmo kada je d(p1, p2) = 0. Tada je brojnik izraza (13.35) jednak 0, odnosno vektori
T3 — 71, 51, S3 su komplanarni, a to je moguée ako i samo ako pravci pi, ps leze u istoj
ravnini. Dakle, (73 — 77,57, 53) = 0 je nuzan i dovoljan uvjet da pravci p1, pe leze u istoj
ravnini.

Odredimo sada kut dvaju pravaca u E3. Kut dvaju pravaca jednak je manjem od dvaju
kutova $to ga zatvaraju njihovi vektori smjera, te se odreduje takoder formulom (9.14).
Uocimo da se pravci ne moraju sjeéi (primjerice, okomiti pravei su upravo oni kojima su
vektori smjera okomiti, pravci mogu biti i mimoilazni).

Nadalje, kut izmedu pravca i ravnine definiran je kao kut izmedu pravca i njegove ortog-
onalne projekcije na ravninu, dakle, kao kut dvaju pravaca. Ako oznac¢imo kut izmedu
pravca i ravnine sa 1, tada je oCito ¢ = /2 — 1), gdje je ¢ kut izmedu vektora smjera
pravca i normale ravnine. Sada je

S
cos(m/2 =) = €086 = 51
pri cemu je

Iz prethodnog slijedi
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14 Kruznica u E?

Definicija 14.1 Krusnica je skup tocaka u ravnini E? jednako udaljenih od curste tocke u
TaUNINA.

Tu ¢vrstu tocku nazivamo srediStem kruznice, a udaljenost od sredista do bilo koje tocke
kruznice polumjerom ili radijusom.

Izvedimo jednadzbu kruznice u Kartezijevom sustavu. Neka je S = (p, ¢) srediste kruznice,
r njen polumjer, a 7' = (x,y) po volji odabrana tocka kruznice. Tada je tocka T tocka
kruznice ako i samo ako je d?(S,T) = R?, pa jednadzba kruznice glasi

(—p°+@y—a?=r"

Nadalje, ispitajmo moguce polozaje pravca i kruznice. Neka su zadani pravac y = kx + [ i
kruznica (z — p)? + (y — q)? = r2. Odredivanje zajednickih tocaka pravca i kruznice svodi
se na odredivanje rjeSenja sustava

y=kx+I1

(z—p)°+y—q?=r>=

Uvrstavanjem jednadzbe pravca u jednadzbu kruznice, dobivamo sljede¢u kvadratnu jed-
nadzbu za z koordinatu tocke presjeka

A+kH2? +20(k(l—q)—p)+ (1 —q)* +p* -2 =0. (14.36)

Kako prethodna jednadzba moze imati dva, jedno ili niti jedno (realno) rjesenje, to se
pravac i kruznica sijeku u dvije tocke (pravac je sekanta kruznice), u jednoj tocki (pravac
je tangenta kruznice) ili se ne sijeku (pravac je pasanta kruznice).

Pravac je tangenta kruznice ukoliko je diskriminanta jednadzbe (14.36) jednaka 0. Tada je
0=(—qk-p)*—1+k)((-q)+p*—r?) =0,
odakle slijedi uvjet dodira (tangencijalnosti) pravca i kruznice
r2(1+ k) = (¢ —kp—1)° (14.37)

Uoc¢imo da se prethodni uvjet moze izvesti i na sljede¢i na¢in. Pravac p je tangenta kruznice
ako i samo ako je njegova udaljenost do srediSta kruznice jednaka polumjeru kruznice.
Dakle, pravac p je tangenta ako i samo ako je

o la—kp—1
VI+E?2

Kvadriranjem prethodnog izraza dobivamo uvjet (14.37).
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15 Polarni koordinatni sustav u E?

U ravnini E? mozem uvesti i sljedeé koordinatni sustav. Neka je O évrsta tocka i polupravac
o ¢vrsti polupravac s pocetkom u tocki O. Tada je tocka T € E?, T # O, jednoznaéno
je odredena svojom udaljenosti r = d(O,T) od tocke O i kutom ¢ §to ga polupravac OT
zatvara s polupravcem o, ¢ € [0,27). Uvedeni koordinatni sustav nazivamo polarnim
sustavom, a uredeni par (r,p) polarnim koordinatama tocke 7.

Odredimo vezu medu pravokutnim i polarnim koordinatama tocke 7', pri ¢emu pravokutni
koordinatni sustav ima ishodiSte u tocki O, a polarna os se podudara s osi apscisa. Ocito
je

T=rcosp, y=rsine.

Obratno,
r=+z2+y? p= arctgg.
x
Pri odredivanju kuta ¢ uzimamo u obzir u kojem kvadrantu lezi tocka T

Kako glasi jednadzba kruznice u polarnom sustavu? Ako je to kruznica sa sredistem u
ishodistu polumjera rg, tada je njena jednadzba izrazito jednostavna

r=To.

16 Elipsa

Definicija 16.1 Neka su Fy, F» dvije curste tocke u E? udaljene za 2e > 0 i neka je a
zadani realan broj a > e. Elipsa je skup tocaka u E? za koje je zbroj udaljenosti od Fy i Fy
konstantan i jednak 2a

E={Te€E*:dT F)+dT,F,) =2a}.
Tocke FY, I, nazivamo zaristima ili fokusima elipse.

Odredimo jednadzbu elipse. Postavimo pravokutni koordinatni sustav tako da tocke Fi,
F5 leze na osi x i da je poloviste O duzine Fy F ishodiste sustava. Tada tocke Fy, Fy imaju
koordinate

Fy = (—e,0), Fy = (e,0).

Neka je T po volji odabrana tocka elipse. Tada je

d(T,F1) +d(T,Fy) = /(z+e)2 + 132+ /(z —e)2 + 12 = 2a. (16.38)

Pomnozimo tu jednadzbu sa v/(z +¢€)2 + y2 — \/(x — €)2 + y2, te sredivanjem dobivamo

2
VateZ+yi—/(@—el+y2= % (16.39)
Zbrajanjem (16.38), (16.39) slijedi
2 2 _ e\ 2
(x+e)+y° = <a+ a) ;
tejeuz b =a®> —e? >0
2 2
2—2 + %2 ~1. (16.40)



Vrijedi i obratno: tocka koja zadovoljava jednadzbu (16.40) je tocka elipse. Zaista, ako
definiramo €? = a? — b?, F} = (—e,0), Fy = (e,0), tada su Fy, F trazene tocke iz definicije
elipse. Treba pokazati da je d(T', F1) 4+ d(T, F3) = 2a = konst. Vrijedi

d(T,F) =/ (z+e)2+y2 dT,F)=+(r—e)?+y?

2
pri cemu je y? = b? <1 — 3:2> Stoga je
a

d(T, Fy) = ‘a—i—%x

,ﬂﬂFQ:P—Sﬂ.

2

. .. T . ;. g X . 1

Kako za apscisu z mora uvijek vrijediti —a < 2 < a (inace je ve¢ pribrojnik — u jednadzbi
a

(16.40) vedi od 1), to je
e e
dT,F)=a+ -z, d(T,F1) =a— —x,
a a
te je d(T, F1) + d(T, F1) = 2a.

Jednadzba (16.40) naziva se kanonskom jednadzbom elipse. Ona se naziva i sredisnjom
(centralnom) jednadzbom jer je ishodiste koordinatnog sustava smjesteno u srediste ili
centar elipse (elipsa je centralno simetrican skup tocaka sa sredistem simetrije u tocki O).

Broj e zove se linearni ekscentricitet elipse, ¢ < a, a broj ¢ = e/a, 0 < € < 1,
numericki ekscentricitet elipse. Kada je € blizak 0, veli¢ine a i e su bliske, pa je elipsa
bliska kruznici. Jo$§ kazemo da kruznica ima numericki ekscentricitet jednak 0. Ako je
numericki ekscentricitet blizak 1, tada je elipsa ”jako spljostena”.

Oznac¢imo A = (—a,0), B = (a,0), C = (0,-b), D = (0,a). Te tocke se zovu tjemena
elipse. Duzina AB zove se glavna (velika) os, duzina OA, OB glavne poluosi, a duzina
CD sporedna (mala) os, OC, OD sporedne poluosi elipse. Prema tome, a je duljina
glavne, a b sporedne poluosi.

2 2
Pravac y = kx + [ i elipsa % + 'Z—Q = 1 imaju dvije, jednu ili niti jednu zajednicku tocku.

Pravac je tangenta elipse, ako je diskriminanta kvadratne jednadzbe
(k% 4 b?) + 2kla*z 4+ a*(I> = b*) = 0 (16.41)
jednaka 0. Dobivamo uvjet dodira (tangencijalnosti) pravca i elipse
kPa® +b* =12

Odredimo jednadzbu tangente u tocki elipse D1 = (x1,y;) (diraliste tangente). RjeSenja
jednadzbe (16.41) uz uvjet D =0 su

_ ke W
xr1 = l’ylil'

Iz te dvije jednadzbe odredujemo koeficijent smjera k i odsjecak [ trazene tangente

521‘1

b2
T

k= l=—.
Y1
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Uvrstavanjem u jednadzbu y = kx 4 [ i sredivanjem dobivamo jednadzbu tangente elipse s
diralistem u tocki D1 = (x1,y1)
iz Y1y 1
a2 e
Direktrisa elipse je pravac p za koji vrijedi da je za svaku tocku T elipse omjer udaljenosti
od jednog zarista elipse i od tog pravca konstantan realan broj ¢ > 0, tj. vrijedi

d(T,F)
d(T',p)

Postoji li direktrisa elipse? Ako postoji, ona ne smije sjeéi elipsu (tada bi postojale tocke
elipse ¢ija je udaljenost od direktrise jednaka 0). Takoder, kako su tocke koje su simetri¢ne
s obzirom na veliku os elipse, jednako udaljene od jednog fokusa, to moraju biti jednako
udaljene i od direktrise. Dakle direktrisa mora biti okomita na veliku os elipse.

= (16.42)

Uocimo jos kako je elipsa centralnosimetrican skup tocaka, ako postoji jedna, onda postoje
i dvije direktise, p1, pa (koje odgovaraju dvama zaristima). Iz dosad recenog slijedi da
njihove jednadzbe glase x = +xy. Odredimo xy > 0.

Kako je
C- (d(Tapl) + d(T7p2)) = 2cxo = d(Tv Fl) + d(Tv FZ) = 20’5

to je g = a/c. Nadalje, za tjeme elipse B posebno vrijedi d(B, Fy) = cd(B,p2) iz ¢ega
slijedi @ — e = ¢(zg — a) = c(a/c — a), te je ¢ = e/a. Drugim rije¢ima, ¢ je upravo
jednako numerickom ekscentricitetu 0 < € < 1. Pokazano je da elipsa ima dvije direktrise
s jednadzbama

x = *+a/e.
Direktnom provjerom mozemo se uvjeriti da sve tocke elipse zadovoljavaju uvjet (16.42), pri
¢emu za F'(e,0) treba uzeti direktrisu p...z = a/e, a za F(—e,0) direktrisu p...xz = —a/e.

Vrijedi i obratno, ako tocka 7" ravnine ispunjava uvjet (16.42), tada je to tocka elipse. Stoga
uvjet (16.42) uz ¢ < 1 karakterizira tocke elipse. Ta karakterizacija elipse poznata je kao
Pappus-Boskoviéeva definicija (karakterizacija) elipse.

Polazec¢i od Pappus-Boskoviceve karakterizacije elipse, izvedimo polarnu jednadzbu elipse.
Polarni sustav uvodimo tako da je fokus elipse F' pol polarnog sustava, a polupravac s
pocetkom u F' okomit na direktrisu p polarna os. Tetivu elipse koja prolazi fokusom i koja
je paralelna s direktrisom elipse nazivamo latus rectum. Oznac¢imo njenu duljinu s 2p, a
tocke koje ona odsjeca na elipsi s L, L. Kako je L tocka elipse, vrijedi

d(L,F) = ed(L,p).
Neka je sada T neka tocka elipse, a (r, ¢) njene polarne koordiante. Takoder vrijedi
d(T,F) =ed(T,p).
Prema tome
p=d(L,F)=ed(L,p) =¢€(rcosp+d(T,p)) =ercosp+d(T,F)=ercosp+r.

Polarna jednadzba elipse, dakle, glasi

p

= — 16.43
1+ €ecosp ( )

r

Veli¢inu p nazivamo i parametrom elipse.

Ako elipsu zamislimo kao zrcalo, tada vrijedi sljedecée zrcalno (opticko) svojstvo elipse:
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Teorem 16.2 Ako zraka svjetlosti izlazi iz jednog fokusa i reflektira se od elipse, tada
reflektirana zraka prolazi drugim fokusom.

To je razlog odakle poti¢e naziv za fokuse (zarista).

Dokaz. Ako u tocki Tj elipse u kojoj se zraka reflektira povucemo tangentu na elipsu,
tada moramo dokazati da je kut « Sto ga zatvara tangenta sa spojnicom Ty F) jednak kutu
0 sto ga zatvara tangenta sa spojnicom Ty Fb.

Kut izmedu pravaca racunamo po formuli (9.13). Ako je Ty = (zo,yo0), tada je koeficijent

smjera tangente elipse u toj tocki jednak — , a koeficijent smjera pravca TpF} jednak

G2y0
Yo . Dobivamo
o+ e
b2
tga = |—
Yoe
Slicno dobivamo i )
tgB=|—
Yoe

17 Hiperbola

Definicija 17.1 Neka su Iy, Fy dvije ¢urste tocke u E? udaljene za 2e > 0 i neka je a
zadani realan broj a < e. Hiperbola je skup tocaka u E? za koje je apsolutna vrijednost
razlike udaljenosti od F1 i Fy konstantna i jednaka 2a

H={T¢€E*:|dT,F)—dT,F)|=2a}.

Tocke FY, F5 nazivamo zaristima ili fokusima hiperbole.

Jednadzbu hiperbole izvodimo analogno kao jednadzbu elipse. Dobivamo

2 2
z Y
gdje je b?> = e? — a®. Analogno kako kod elipse provieravamo da sve tocke skupa pisanog

jednadzbom (17.44) su tocke hiperbole opisane definicijom.

Totke A = (—a,0), B = (a,0), C = (0,=b), D = (0,a) zovemo tjemena hiperbole.

Duzinu AB zovemo realna os, duzine OA, OB realne poluosi, a duzinu C'D imaginarna
os, OC, OD imaginarne poluosi hiperbole.

Jednadzba (17.44) takoder se naziva kanonskom jednadzbom hiperbole. Naziva se i
srediSnjom (centralnom) jednadzbom jer je ishodiste koordinatnog sustava smjestemo
u srediste ili centar hiperbole (hiperbola je centralno simetrican skup toc¢aka sa sredistem
simetrije u toc¢ki O). Veli¢ina e naziva se linearni ekscentricitet, a ¢ numericki eks-
centricitet hiperbole. 1z e > a slijedi € > 1.

Pravac i hiperbola mogu imati dvije, jednu ili niti jednu zajednicku tocku. Uvjet da je
pravac tangenta hiperbole dobivamo na analogan nac¢in kao kod elipse (uvjet dodira ili
tangencijalnosti)

Ka® — b =17,
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Analogno se odreduje jednadzba tangente u tocki hiperbole D = (x1,y;) (diraliste tan-

gente). Dobivamo

Tr1x yly—l
W@ e

Za razliku od elipse, hiperbola ima asimptote. Asimptote hiperbole su odredene kao
granic¢ni polozaj tangente kada se diraliste tangente giba po grani hiperbole u beskonac¢nost.
Odredimo jednadzbe asimptota. Tangenta dira hiperbolu u tocki s koordinatama

a’kl b2l

M= 2 T e

Diraliste je beskonacno daleka totka hiperbole ako i samo ako je b? — a?k? = 0, odakle

b
slijedi £ = +—. Uvjet tangencijalnosti povlaci da je tada [ = 0, pa su jednadzbe asimptota
a

b
Yy ==x-—x.
a
Direktrisa hiperbole je pravac p za koji vrijedi da je za svaku tocku T hiperbole omjer

d(T, F)
d(T,p)’

(17.45)

konstantan realan broj ¢ > 0. Kao i kod elipse, pokazuje se da hiperbola ima dvije direktrise

dane jednadzbama
a a®
r==x—==x—.
€ e

Nadalje, za hiperbolu takoder vrijedi Pappus-Boskovié¢eva karakterizacija: Neka je F
¢érsta tocka, p évrsti pravac u E2. Skup toc¢aka T u E? koji zadovoljava uvjet

d(T, F)
d(T,p)

=€ €>1

je hiperbola.

Polarna jednadzba hiperbole dana je s (16.43) uz uvjet € > 1.
Izrecimo joS i zrcalno svojstvo za hiperbolu:

Teorem 17.2 Ako zraka svjetlosti izlazi iz jednog fokusa i reflektira se od hiperbole, tada
reflektirana zraka izgleda kao da izlazi iz drugog fokusa.

18 Parabola

Definicija 18.1 Neka je p cvrsti pravac i F ¢vrsta tocka uw E? koja ne pripada pravcu p.
Parabola je skup tocaka u E? koje su jednako udaljene od p i F

P={TeE?: dT F)=dT,p)}.
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Pravac p nazivamo ravnalicom ili direktrisom, a tocku F' zariStem ili fokusom parabole.

Uoc¢imo odmah da je ova definicija jednaka Pappus-Boskovi¢evoj uz zahtjev e = 1. Polarna
jednadzba hiperbole dana je s (16.43).

Izvedimo sada direktno jednadzbu parabole u Kartezijevim koordinatama. Prije nego Sto
izaberemo pravokutni koordinatni sustav, definirajmo tjeme i os parabole. Ako oznacimo
noziste okomice iz F na p sa N, tada je tjeme parabole poloviste duzine FN, ozna¢imo
ga s A. Tjeme ocito pripada paraboli. Povu¢enu okomicu kroz F' (stoga i kroz A) nazivamo
os parabole.

Neka je ishodiste pravokutnog koordinatnog sustava u A, a xz-os neka se podudara s osi
parabole. Neka je p parametar parabole, tj. polovina duljine tetive latus rectum (tetive
koja prolazi fokusom i koja je paralelna s direktrisom). Krajnje tocke te tetive, kao tocke
parabole, udaljene su jednako od F'i od p i ta je udaljenost jednaka p. Prema tome, udal-

jenost fokusa od direktrise jednaka je p, pa su koordinate fokusa F' = (g, 0), a jednadzba

direktrise p je z = —g. Sada za neku tocku T' parabole vrijedi

_ p\? 2 _ b
te kvadriranjem dobivamo
y? = 2pu. (18.46)

To je tzv. kanonska jednadzba parabole. Nazivamo je joS i tjemenom.

Vrijedi i obratno, tocke koje zadovoljavaju jednadzbu (8.8) su tocke parabole. Zaista, kako
je x uvijek nenegativan broj, to vrijedi

_ AR _ p
d(T, F) = (m 2) +y2 dTp) =3 +¢.
Nodal: L . _ AT Py?
adalje, kako vrijedii (18.46), dobivamo d(T, F') = z-5 +y? = T+ 5) odakle

jeid(T,F)::U—l—g.

Pravac i parabola mogu imati dvije, jednu ili niti jednu zajednicku tocku. Uvjet da je
pravac tangenta parabole dobivamo na analogan nacin kao kod elipse (uvjet dodira ili
tangencijalnosti)

p = 2kl.

Odredimo jednadzbu tangente u tocki parabole Dy = (z1,y1) (diraliste tangente). Koordi-
nate diraliSta se dobivaju kao korijeni kvadratne jednadzbe

k2% 4+ 2(kl —p)x +12=0

— Kkl
uz uvjet da je diskriminanta jednaka 0. Dobivamo x; = pT, Yy = P Odavde je k = g,
n
l= oy Uvrstavanjem u jednadzbu y = kx + [ dobivamo
Y1

yyr = p(x + x1).
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Zrecalno svojstvo za parabolu glasi:

Teorem 18.2 Ako zraka svjetlosti izlazi iz fokusa i reflektira se od parabole, tada je reflek-
tirana zraka paralelna s osi parabole i obrnuto.

Dokaz. Neka je Ty tocka parabole u kojoj se zraka reflektira i neka je u njoj povucena

tangenta na parabolu. Treba dokazati da je kut sto ga tangenta zatvara sa spojnicom F'Tj

jednak kutu Sto ga tangenta zatvara s osi parabole. Oznac¢imo s P tocku u kojoj tangenta

presjeca z-os. Tada je tvrdnja ekvivalenta s tvrdnjom da je trokut ATy PF' jednakokracan.

U tu svrhu dovoljno je pokazati da je d(F, P) = d(F,Ty). Kako je Ty tocka parabole, to je
2

Ty = (;/0’ y0>. Tangenta s jednadzbom yyy = p(x+z) presjeca x-os u tocki P = (—x,0).
P

Dakle

2
d(F,P):‘g—s—xo‘, d(F,T)? = (§+x0) .
O

Napomena. Presjek uspravnog kruznog stoSca i ravnine nazivamo konusnim pres-
jekom. Razlikujemo degenerirane i nedegenerirane presjeke. Degenerirane presjeke do-
bivamo kad presje¢na ravnina prolazi vrhom stoSca. Oni su sljedeé¢i skupovi tocaka: sam
vrh stoSca (tocka), jedna izvodnica (ravnina je tangencijalna ili dirna) i dvije izvodnice.
Nedegenerirani presjeci su sljededi:

1° elipsa (presjecna ravnina sijeCe sve izvodnice); specijalno ako je presjeéna ravnina
okomita na os stosca presjek je kruznica,

2° parabola (presjecna ravnina je paralelna s jednom izvodnicom),
3° hiperbola (presje¢na ravnina je paralelna s dvije izvodnice).

Sljedeéi teorem nam govori da su svi (nedegenerirani) konusni presjeci upravo elipsa, hiper-
bola i parabola (dane Pappus-Boskovi¢evom karakterizacijom). Stoga se te krivulje zovu i
konike.

Teorem 18.3 Neka je K krivulja dobivena kao presjek uspravnog kruznog stosca i ravnine.

d(T, F)

konstantan,
d(T,p)

Tada u ravning postoji tocka F' i pravac p takvi da je omjer udaljenosti

gdje je T € K po volji odabrana tocka krivulje K.
Vidi sliku:
e T je presjeCna ravnina
e o sfera upisana u stozac koja dira ravninu 7w u F'
e k kruznica diranja sfere o i stoSca
e Il ravnina u kojoj lezi k

e d je pravac presjeka ravnina 7 i II

« je kut izmedu ravnina 7 i IT

0 je kut izmedu izvodnice i ravnine II.

(T,F) sina
d(T,p)  sinf’

Moze se pokazati
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19 Geometrijske transformacije ravnine E?

Geometrijske transformacije ravnine su preslikavanja ravnine E? na samu sebe. Pritom se
tocka T' = (z,y) zadana koordinatama u nekom koordinatnom sustavu preslikava u tocku
T = (2',y') s koordinatama u istom koordinatnom sustavu. Navedimo neke geometrijske
transformacije:

Translacija za vektor @ = (v,w) tocki T = (x,y) pridruzuje tocku 77 = (z + v,y + w).

Rotacija za kut ¢ u pozitivhom smjeru tocki T' pridruzuje tocku 7" pri ¢emu njihove
koordinate najlakse zapisujemo u polarnom sustavu: T = (r,¢), T' = (r,o + ¢). U
Kartezijevom sustavu, primjenom adicijskih teorema, dobivamo

2’ =rcos(p+ @) =rcospcosd — rsinpsing = xcos P — ycos P
y = rsin(p + ¢) = rsinpcos ¢ + 7 cospsin g = xsin ¢ + y cos ¢.

Centralna simetrija sa sredistem u O tocki T' = (z,y) pridruzuje tocku 77 = (—x, —y).
Centralnu simetriju mozemo dobiti kao poseban slucaj rotacije (za kut ).

Osna simetrija (zrcaljenje) s obzirom na z-os tocki 7' = (z,y) pridruzuje tocku 7" =
(z,—y). Osna simetrija s obzirom na y-os tocki T' = (x,y) pridruzuje tocku 7" = (—z,y).
Opdenitije, osna simetrija s obzirom na os y = kx toc¢ki T' s polarnim koordinatama (r, )
pridruzuje tocku 7" = (r,2¢ — «), gdje je o kut $to ga os simetrije zatvara s pozitivnim
dijelom z-osi.

Napomena. Rotacija, centralna i osna simetrija su tzv. linearna preslikavanja. Vise o
takvim preslikavanjima na kolegiju Linearna algebra.

20 Transformacije koordinata

Cilj poglavlja Krivulje drugog reda je prepoznati krivulju koja je zadana op¢om algebarskom
jednadzbom drugog stupnja u varijablama z, y. U tu svrhu, promjenom koordinatnog sus-
tava (tj. rotacijom i translacijom polaznog koordinatnog sustava) naéi ¢emo nove koordi-
nate u kojima ¢e zadana jednadzba imati prepoznatljiv (kanonski) oblik — kao jednadzba
kruznice, elipse, hiperbole, parabole ili kao jednadzba pravca ili para pravaca, odnosno kao
koordinate jedne tocke ili (.

21 Koordinatni sustavi u prostoru: Sferni koordinatni sus-
tav

Definirajmo najprije sferu:

Definicija 21.1 Sfera je skup tocaka u prostoru E® jednako udaljenih od neke cvrste tocke
prostora.
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Tu ¢vrstu tocku zovemo srediStem sfere, a udaljenost od srediSta do neke tocke na sferi
polumjerom sfere.

Izvedimo jednadzbu sfere u Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru. Neka je S =
(p,q,r) srediste sfere, R njen polumjer. Tocka T' je tocka sfere ako i samo ako vrijedi

d(S,T)? = R%
Prema tome, jednadzba sfere glasi

(x—p)P+y—q)?+(z-1)7°=R".

Sferni koordinatni sustav uvodimo na sljedeéi nac¢in: neka je O évrsta tocka u E3 i 7
¢vrsta ravnina kroz O. Pravac z neka je pravac okomit na ravninu 7 u tocki O, a pravac z
pravac u ravnini 7 kroz tocku O. Neka je T” ortogonalna projekcija tocke T na ravninu 7.

Tocku T € E3 mozemo na jednozna¢an nacin opisati sljede¢om uredenom trojkom 7 =
(r,,0), gdje je r = d(O,T), ¢ kut $to ga spojnica OT" zatvara sa pozitivnim dijelom
x-0si, ¢ € [0,27), 0 kut §to ga spojnica OT zatvara sa pozitivnim dijelom z-osi, 6 € [0, 7).

22 Cilindri¢ni koordinatni sustav

U prostoru mozemo uvesti i cilindriéni koordinatni sustav koji je zadan je sljede¢im
elementima: Neka je O évrsta tocka u E® i 7 évrsta ravnina kroz O. Pravac z neka je
pravac okomit na ravninu 7 u tocki O. Neka je u ravnini 7 s polom u tocki O zadan polarni
sustav, te neka je T” ortogonalna projekcija tocke T' na ravninu 7.

Tocku T € E? mozemo na jednoznacan nacin opisati uredenom trojkom 7' = (r, ¢, 2), gdje
su (r,¢) polarne koordinate tocke T” u ravnini 7, a z (pozitivna ili negativna) udaljenost
tocke T' od ravnine 7.

48



