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Rang

Lema 3.3.20.

Neka su A = [a;j], B = [b;;] € M,, donjetrokutaste
(gornjetrokutaste) matrice. Tada je i AB donjetrokutasta
(gornjetrokutasta) matrica.




Sustavi linearnih jednadZbi

Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Definicija 4.1.1.

Linearna jednadZzba nad poljem F u nepoznanicama x1,xa, ..., %y,
je jednadzba oblika

a171 + asxe + -+ apxy, = b
pri emu su ay,...,a,,b € F.

Opdi sustav linearnih jednadzbi nad poljem F sastoji se od m
linearnih jednadZbi s n nepoznanica, m,n € N:

01171 + 012T2 + -+ A1pTy, = by
a21x1 -+ a22x9 + -+ aAonLn = bQ (1)
Gm1T1 + amaZ2 + -+ amn®n = by
Skalari a;j, 1 =1,2,...,m, j =1,2,...,n, zovu se koeficijenti

sustava, a by, ..., by, slobodni &lanovi.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Definicija 4.1.2.
Rjesenje sustava (1) je svaka uredena n-torka

(Y1y---y7n) € F"
za koju supstitucija
=7, T2=72, -5 Tn ="7n

zadovoljava sve jednadzbe (tj.ta supstitucija sve jednadZbe prevodi
u numericke identitete).




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Uz sustav (1) uobi&ajeno veZzemo sljede¢e matrice:

ail v aip 1 b1
A= , X = , B=
am1 Amn Tn b
air o ai | b
Ay =
am1 -+ Gmn bm

One se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica,
matrica slobodnih ¢lanova i proSirena matrica sustava.



Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Uz sustav (1) uobi&ajeno veZzemo sljede¢e matrice:

aip - aip 71 by
A= , X = , B= ,
am1 Amn T bm
aiz 0 ai | b
Ay =
Gm1 - Amn bm

One se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica,
matrica slobodnih ¢lanova i proSirena matrica sustava.
Uz pomo¢ uvedenih matrica sustav (1) moZzemo pisati u
ekvivalentnom obliku

AX = B. (2)



Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Napomena 4.1.3.
Sustav (1) i matri¢na jednadzba (2) ekvivalentni su, ne samo po
zapisu, nego i u sljede¢em smislu: uredena n—torka (1,72, ...,Vn)
Y1
zadovoljava (1) ako i samo ako jednostuptana matrica :
Y
zadovoljava (2). Drugim rije¢ima, prirodna identifikacija
71
(1,725 ) = |
Tn

predstavlja bijekciju skupa svih rjeSenja sustava (1) na skup svih
rjeSenja matri¢ne jednadzbe (2).




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Propozicija 4.1.4.

Uredena n—torka (1,72, -..,7n) € F" je rjeSenje sustava (1) ako i
samo ako vrijedi

B =81 +%5+ -+ 7mSn

gdje je {S1,S52,...,5,} stuptana reprezentacija matrice A.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Propozicija 4.1.4.

Uredena n—torka (1,72, -..,7n) € F" je rjeSenje sustava (1) ako i
samo ako vrijedi

B =81 +%5+ -+ 7mSn

gdje je {S1,S52,...,5,} stuptana reprezentacija matrice A.

Teorem 4.1.5. (Kronecker-Capelli)

Sustav AX = B je rjesiv ako i samo ako vrijedi

r(A) =r(Ap).




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Definicija 4.1.6.

KaZe se da je sustav linearnih jednadZbi (1) homogen ako vrijedi

by = = by = 0.

Op¢i oblik homogenog sustava je dakle

a11ry + a2x2 + -0+ A1pTy
a91T1 + a22x9 + - - - + ATy

Am1T1 + Am2T2 + - + Ty

odnosno
AX =0.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Propozicija 4.1.7.
Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Skup svih rjeSenja homogenog
sustava (3) je vektorski prostor.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Propozicija 4.1.7.
Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Skup svih rjeSenja homogenog
sustava (3) je vektorski prostor.

Napomena 4.1.8.

Prostor rjesenja €2 homogenog sustava AX = 0 je uvijek
kona¢nodimenzionalan. Ako ozna¢imo

dim Q = d,

pokazat e se da vrijedi d = n — r gdje je r = r(A). Ovaj rezultat
¢emo dobiti u sljedeéoj tocki kao direktnu posljedicu opisa
Gaussove metode eliminacije.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Napomena 4.1.9.
Uz oznaku
dimQ = d,

neka je skup {C1,...,Cy} baza prostora rjeSenja 2 homogenog
sustava AX = 0. Tradicionalno, ovo se zove fundamentalni skup
rjeSenja. Svako rjesenje je sada oblika

C=MC14+ X0+ -+ XgCy

za neke Ay, ..., A\g € F. Ovo, medutim, nije nova ¢injenica, nego
svojstvo (svake) baze (bilo kojeg) vektorskog prostora.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Propozicija 4.1.10.

Neka je dan proizvoljan sustav AX = B, neka je Cj bilo koje
njegovo rjedenje, te neka je €2 prostor rjeSenja pridruzenog
homogenog sustava AX = 0. Tada je

Co+Q:={Co+C : CeQ}

skup svih rjeSenja sustava AX = B.




Rjesivost i struktura skupa rjesenja

Napomena 4.1.11.

C) iz teksta prosle propozicije zovemo partikularnim rjeSenjem.
Ukoliko opet, za d > 0, s {C4,...,Cy} oznaimo bazu za 2 onda
je proizvoljno rjesenje sustava oblika

d
CO+Z)\iCi, Ay Ag ETF.

=1

Ako je d = 0 onda je 2 = {0} i oba sustava, AX = Bi AX =0,
imaju jedinstveno rjesenje.




