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1 Uvod

Neka je E skup tocaka u prostoru, a A, B € E dvije proizvoljne tocke. Tada skup svih
tocaka na pravcu odredenom tockama A, B, a koje leze izmedu tocaka A i B zovemo
duZinom i ozna¢avamo s AB. Ako primjerice, tocku A proglasimo pocetnom, a tocku B
zavrsnom, onda takvu duzinu nazivamo usmjerenom duzinom i oznacavamo s E :

—
Definicija 1. Kazemo da su dvije usmjerene duzine zﬁ , A’B’ ekvivalentne i pisemo
z@ ~ A'B’ onda ako postoji translacija prostora koja tocku A prevodi u A’, a tocku B u
B’

Primjedba 1. Primijetimo da za dvije ekvivalentne usmjerene duzine 1@ i 1@ vrijedi
° @ i ﬁ su paralelne;
« ABi AB imaju istu orijentaciju';
« ABi A imaju istu duljinu?, koju ¢emo oznaditi s HEH, odnosno s HWH

Primjedba 2. Primijetimo jos da je ekvivalencija usmjerenih duzina jedna relacija ekvi-
valencije, tj. da vrijedi

1. AB ~ AB (refleksivnost)

ili da imaju isti smjer, odnosno da imaju isti vizualni smisao kretanja od pocetne prema zavrinoj
tocki
2u literaturi se za duljinu usmjerene duzine pojavljuju jo$ i izrazi: norma, intenzitet, modul



2. AB ~ CD = CD ~ AB (simetri¢nost)
3. AB ~CDANCD ~ EE = AB ~ EF (tranzitivnost)

Sada mozemo definirati osnovni pojam — pojam vektora:

Definicija 2. Vektor a je klasa ekvivalencije svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih

i = [AB] = {PQ : PG ~ AB}

Svaku usmjerenu duzinu P(§ ekvivalentnu usmjerenoj duzini Ag nazivamo reprezentant

duzina,

vektora a@. Pri tome pod normom vektora podrazumijevamo duljinu bilo kojeg repre-
zentanta, a oznacit éemo ju s ||d||.

U daljnjem tekstu ¢esto ¢emo govoriti o vektoru, a crtat ¢emo neki njegov reprezentant.

Primjer 1. Nulvektor je klasa ekvivalencije svih usmjerenih duZina koje imaju istu pocetnu
i zavrinu tocku. Oznacavat éemo ga s 0, pri cemu je ||0] = 0.

Jedini¢ni vektor zvat ¢emo svaki vektor € za koga je ||€]] = 1.

Suprotni vektor vektora @ je klasa ekvivalencije svih usmjerenih duZina koje imaju su-
protnu orijentaciju od orijentacije usmjerenih duzina vektora @ i oznacavamo ga s (—@).

Uocimo da vrijedi sljede¢a vazna cinjenica:
Primjedba 3. Ako je O proizvoljna, ali fiksna tocka u prostoru E, a @ dani vektor, onda
postoji jedinstvena tocka P € E, takva da je d = [O?] (Slika 1).

oL
|

(@)
Slika 1: Jedinstveni reprezentant s fiksnom pocetnom tockom
Navedimo jos nekoliko ¢esto koristenih pojmova.

— kazemo da su dva ili vise vektora kolinearni ako njihovi reprezentanti leze na istom
ili na paralelnim pravcima;

— kazemo da su tri ili vise vektora komplanarni ako njihovi reprezentanti leze u istoj
ili u paralelnim ravninama.

U daljnjem tekstu koristit ¢emo sljedeé¢e oznake:

X (E) — skup svih vektora u prostoru E;
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X (M) — skup svih vektora u ravnini M;
X(p) — skup svih vektora na pravcu p.

Ako izaberemo jednu fiksnu tocku O € E, onda svakoj tocki P € E pripada jedinstveni
vektor OP, koji zovemo radijvektor ili vektor polozaja. Skup svih ovakvih radijvektora
oznacit ¢emo s

Xo = Xo(E) := {OP : P € EV.

Ocigledno postoji bijekcija (obostrano jednoznacéno preslikavanje) izmedu skupova E i Xj.
Zadaci

Zadatak 1. Napisite definiciju realacije ekvivalencije.
a) U skupu Z definirana je relacija “djeljivosti" na sljedeci nacin: Cijeli broj a je u relaciji
p s cijelim brojem b i pisemo apb ako je a djeljiv s b. Zasto relacija p nije relacija

ekvivalencije?

b) Koje od sljedecih relacija nisu relacije ekvivalencije u skupu Xo(E)? Zasto?
a) paralelnost — b) okomitost  ¢) kolinearnost — d) komplanarnost

Zadatak 2. Zasto skup NU{0}, snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja i skup cijelih
brojeva snabdjeven binarnom operacijom mmnozZenja nisu grupe?

Zadatak 3. Neka je G skup svih kompleksnih brojeva razlicitih od nule oblika a 4 ibv/2,
gdje su a i b racionalni brojevi, tj. G = {2 € C:z=a+ibV2, a,b€ Q}. PokaZite da
je G Abelova grupa s mnozenjem kompleksnih brojeva kao binarnom operacijom. Sto je
neutralni element u ovoj grupi? Sto je inverzni element elementa z = a +ibyv/2 ?

-1 _ a _ s b
T a2+2b2 Za2+2b2\/§

Zadatak 4. Neka je G = {1, —1, i, —i} C C podskup u skupu kompleksnih brojeva. Po-
kaZite da je G Abelova grupa s mnoZenjem kompleksnih brojeva kao binarnom operacijom.

Rjesenje: e =1; =z

Sto je neutralni element u ovoj grupi ? Napravite tablicu mnoZenja za ovu grupu.
Rjesenje: e =1

2 Operacije s vektorima

2.1 Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora je binarna operacija, tj. funkcija dviju varijabli + : X(F) x X(E) —
X(E). Za dva vektora @,b € X (E) definiramo novi vektor & := @ + b pravilom trokuta
(vidi Sliku 2.a) ili pravilom paralelograma (vidi Sliku 2.b).

Binarna operacija zbrajanja vektora ima svojstvo zatvorenosti ili grupoidnosti, tj. re-
zultat operacije zbrajanja dva vektora opet je jedan vektor. Pored toga,
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a) Pravilo trokuta b) Pravilo paralelograma

b

QU
N
Xd“

Slika 2: Pravila za zbrajanje vektora

(i) vrijedi svojstvo asocijativnosti, tj. za svaka tri vektora @, b,C € X (E) vrijedi:

-,

(@+b)+E=a+ (b+0);
(ii) postoji neutralni element 0, tako da za proizvoljni vektor @ € X (E) vrijedi: @+0 = @
(iii) za svaki vektor @ € X (F) postoji inverzni element — suprotni vektor (—@), takav da
vrijedi:
a+(—a) =0,
(iv) vrijedi zakon komutacije, tj. za svaka dva vektora @,b € X (E) vrijedi: @+ b = b+ a;

Navedena svojstva lako se mogu ilustrirati. Primjerice, svojstvo asocijativnosti ilus-
trirano je na Slici 3.

Slika 3: Tlustracija svojstva asocijativnosti zbrajanja vektora

Skup svih vektora u prostoru snabdjeven racunskom operacijom zbrajanja i pretho-
dno navedenim svojstvima nazivamo komutativna ili Abelova grupa?® i ozna¢avamo s

(X(E),+).

3Niels Abel (1802-1829), norveski matematicar.




Primjer 2. Odaberimo reprezentante vektora d, g, C tako da oni leZe na stranicama trokuta
i da bude ¢ = d+b (vidi Sliku 4.a). Kako je u svakom trokutu duljina jedne njegove stranice
manja od zbroja duljina preostale dvije, vrijedi tzv. nejednakost trokuta

18 = lla -+ oll < lall + [l®]].

Pri tome jednakost vrijedi u slucaju ako su vektori a, b kolinearni.

a) Nejednakost trokuta b) Oduzimanje vektora

Slika 4: Tlustracija nejednakosti trokuta (lijevo) i oduzimanja vektora (desno)

Primjedba 4. Oduzimanje vektora mozemo definirati preko zbrajanja, koriste¢i inverzni
element (suprotni vektor — vidi Sliku4.b):
a—b=d+(=b).

Primjedba 5. Mnozenje vektora prirodnim brojem mozemo definirati induktivno:

n-a=(n-1)-a+a, l-a=ad.
Zadaci
Zadatak 5. Zadan je trapez cije su stranice usmgjerene duzZine 1@, B?, lﬁ, zﬁ kao
na slici, pri cemu je AB = 2 DC'. Prikazite usmjerenu duzinu BC' pomocu usmjerenih
duzina AB i AD. [B?:E—%ﬁ]
/D—\
A B

Zadatak 6. Matematickom indukcijom dokazZite generaliziranu nejednakost trokuta
Yol <> lldill-
=1 =1

Kada ée u ovoj nejednakosti vrijediti jednakost?




2.2 Mnozenje vektora skalarom

Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija dviju varijabli - : R x X (F) — X (F). Za realni
broj A € R i vektor @ € X (F) definiramo novi vektor b := \ - @ kao na Slici 5.

Qy

b
[Co ]

b=\d (A <0)

Slika 5: Mnozenje vektora sa skalarom

Zadatak 7. Za zadane vektore @,b € X (M) nacrtajte vektor @ — 2b.
Zadatak 8. PokaZite da se dijagonale paralelograma medusobno raspolavljaju.

Primjer 3. Treba dokazati da postoji trokut sa stranicama koje su jednake i paralelne s
tezisnicama bilo kojeg zadanog trokuta (vidi Sliku 6).

Slika 6: Slika uz Primjer 3

Koristec¢i prethodni zadatak, dobivamo:

i, = (AB+4C),
i, = L(BA+BO),
i, = LCA+CB),

odakle zbrajanjem dobivamo t, + &, + . = 0.
U kontinuitetu sa svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora, navedimo i svojstava
koja vrijede za mnozenje vektora sa skalarom:



(v) za dva vektora d, be X(E) i\ € R vrijedi distributivnost obzirom na vektorski faktor:
A(@ + b) = Ad + \b;

(vi) za dva skalara A, u € R i vektor @ € X (F) vrijedi distributivnost obzirom na skalarni
faktor: (A + p)d = Aa + pd;

(vii) za dva skalara A, ;€ R i vektor @ € X(F) vrijedi svojstvo kvaziasocijativnosti:
(Ap)d = Mpd);

(viii) za bilo koji vektor @ € X(FE) vrijedi: 1-d = a.

Svojstvo (v) proizlazi iz sli¢nosti trokuta i ilustrirano je na Slici 7

Slika 7: Tlustracija distributivnosti mnoZenja sa skalarom

Svojstva (vi) i (vii) dokazuju se posebno za svaku kombinaciju predznaka skalara \ i
p (vidi [11]).

Skup X (FE) snabdjeven binarnim operacijama zbrajanja i mnozenja sa skalarom, koje
imaju navedenih osam svojstava nazivamo vektorski prostor i ozna¢avamo s (X (F), +, -).
Analogno se definiraju i vektorski prostor (X(AM),+,-) u ravnini i vektorski prostor
(X(p),+,:) na pravcu. Kako je X (M) C X(FE), reéi éemo da je vektorski prostor
(X(M),+,-) vektorski potprostor u (X(£),+, ). Nadalje ¢emo ove vektorske prostore
oznacavati samo s X (F), X (M), X(p).

b

Primjedba 6. Akgu a,
takve da je @ = OA,b =

dva kolinearna vektora, tada postoji pravac p i tocke O, A, B € p
OB, pri ¢emu je

F—2d  edicje A= |61 /11a]l, b imaju isti smjer
’ b

a,
—lo|l/ @], a,b su suprotnog smjera

Matematicku strukturu (Xo, +, -) zovemo vektorski prostor radijvektora, pri ¢emu
je + : Xy x Xo — Xj zbrajanje sa svojstvima

(i) (Va,b,ée Xy) (@+b)+é=a+(b+7) [asocijativnost]
(i) (30€ Xo) (Vae Xo) @a+0=0-+ad=a [0 je neutralni element za zbrajanje]

(iii) (Vde Xo)(3d € Xy) @+d =d+d=0 [inverzni element: o/ = — |

oo



— —

(iv) (Va,be Xy) @a+b=b-+a [komutativnost]
- R x Xy — Xy mnoZenje sa skalarom sa svojstvima

(v

) (Va,be Xo)(VAER) ANa@+b)=Aai+ b [distributivnost u vektorskom faktoru]
(vi) (Vde Xo) (VA peR) (A4 pu)d=Ad+pa [distributivnost u skalarnom faktoru]
) (
) (

(vii) (Va € Xo) (VA p€R) (Au)d = A(pd) [kvaziasocijativnost]

(vii) (Vae Xy) 1l-a=a

3 Linearna zavisnost 1 nezavisnost vektora

Definicija 3. Ako su dy,...,a, € Xo vektori, a A;..., A\, € R skalari, tada vektor
a= \d+---+\,d, € Xy nazivamo linearna kombinacija vektora ay, ..., d,. Kazemo

jos da je vektor @ rastavljen (razvijen) po vektorima di, ..., @,.
Pogledajmo dva jednostavna fizikalna primjera (vidi Sliku 8):

- na tljelo na kosini dJeluJe sila teza F koju po pravilu paralelograma rastavljamo na
sile F1 1F2 F F1+F2,

- na tijelo u vodi dJeluJe vucna sila F koju takoder rastavljamo po pravilu paralelo-
grama na sile F1 i F2 F=F 1+ Fg,

0N
A
F
S  C— ]
| A o ,
Iy F

Slika 8: Rastav sile

Navedene rastave mozemo zapisati kao 1- F + (=1) - Fy + (—=1) - Fy = 0.

Definicija 4. Kazemo da je skup vektora di,...,d, € Xy linearno nezavisan ako
njihova proizvoljna linearna kombinacija iS¢ezava jedino na trivijalan nacin:

M+ 4+ MA@, =0= X\ =--- =)\, =0.

U protivnom kazemo da je skup vektora linearno zavisan, tj. postoji barem jedna njihova

linearna kombinacija koja iSc¢ezava na netrivijalan nacin, tj.

Mai 4 -+ M@, =0 pri Gemu N #0.



Primjer 4. Ako skup vektora a.,...,d, sadrzi nulvektor, on je linearno zavisan.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je bas prvi vektor a; nulvektor.
Tada mozemo utvrditi da vrijedi:

1.6+0.d’2+...+0.d’n:6’

pa smo na taj nacin pronasli jednu linearnu kombinaciju vektora ds, ..., d,, koja iS¢ezava
na netrivijalan nacin.

Primijetite da su sile ]3, ]31, F, iz fizikalnih primjera s pocetka odjeljka takoder linearno
zavisne. Sljededi teorem ukazuje nam kako se na jedan operativniji nac¢in moze ustanoviti
je 1i skup vektora linearno zavisan ili nezavisan.

Teorem 1. Skup vektora dy,...,d, € Xq je linearno zavisan onda i samo onda ako se
barem jedan od mjih moZe prikazati kao linearna kombinacija ostalih.

Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je skup vektora ajy, ..., a, € X, linearno zavisan.
Po prethodnoj definiciji to znaci da postoji njihova linearna kombinacija koja iS¢ezava na

netrivijalan nacin. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je Aj@; + - -+ + A\,d, = 0,
a da je pri tome \; # 0. Tada mozemo pisati

i=(=2) a4t (=) a
1 — )\1 2 )\1 n -

(Dovoljnost) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je d; = Salda + - - -+ fndy
iz Cega slijedi
L-d+ (=Pe)az + - + (=), = 0.

Po definiciji to znaci da su vektori @y, ..., d, € Xq linearno zavisni. 3

Primjer 5. Bilo koja dva vektora da, b e Xo(p) su linearno zavisna (maksimalni moguci
broj linearno nezavisnih vektora u Xo(p) je jedan).

Slika 9: Linearna zavisnost dvaju vektora d, be Xo(p)

Primjer 6. Bilo koja tri vektora @,b,¢ € Xo(M) su linearno zavisna (maksimalni moguci
broj linearno nezavisnih vektora uw Xo(M) je dva).

Primjer 7. Bilo koja Cetiri vektora @,b,c,d € Xo(E) su linearno zavisna (maksimalni
moguci broj linearno nezavisnih vektora u Xo(E) je tri).
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Slika 10: Linearna zavisnost triju vektora @, b, € Xo(M)

Zadatak 9. PokaZite da su dva vektora @,b € Xo(E) kolinearna onda i samo onda ako
su linearno zavisna.

Zadatak 10. Pokazite da su tri vektora d, 5, ¢ € Xo(E) komplanarna onda i samo onda
ako su linearno zavisna.

Teorem 2. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora u ravnini, tada se svaki
vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin moZe prikazati (rastaviti) kao linearna kombinacija
vektora a,b.

Dokaz. Prema Primjeru 6 vektori a, l;, ¢ su linearno zavisni pa prema Teoremu 1 vrijedi
=i+ pb. (1)

U svrhu dokaza jedinstvenosti ovog rastava, pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo
da se vektor ¢ barem na jos jedan nacin moze prikazati pomocu vektora a i b:

= Na+u'b (2)
Oduzimanjem jednakosti (1), (2) dobivamo
(A= X)a+ (u— )b =0.
Kako su vektori a, b linearno nezavisni, slijedi: A= X & p=p'. s

Teorem 3. Ako su d, l;, ¢ € Xo(F) tri linearno nezavisna vektora u prostoru, tada se svaki
vektor d € Xo(F) na jedinstven nacin moZe prikazati (rastaviti) kao linearna kombinacija
vektora a, b, C.

Zadatak 11. Neka je O € E fiksna tocka i neka tocka C € E dijeli duZinu AB u omjeru
3:1, t. d(A,C):d(C,B)=3:1. Vektor &; prikazite kao linearnu kombinaciju vektora
_) i

OA i OB. .

Rjesenje: O? = iOA—/—%O?.

Zadatak 12. Provjerite jesu li vektori: d = 5i — j‘+ 3k, b = 5i + 2}' — E, c =
—5i — 8}—1— 9k linearno zavisni.
Rjesenje: Jesu, ¢ = 2a — 3b.
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4 Baza vektorskog prostora. Koordinatni sustav

Definicija 5.

Uredena trojka (€1, @, €3) linearno nezavisnih vektora iz Xo(F) zove se baza vek-
torskog prostora X(F).

Ureden par (€}, €) linearno nezavisnih vektora iz Xo(M) zove se baza vektorskog
prostora Xo(M).

Svaki nenul vektor (€) iz Xo(p) ¢ini bazu vektorskog prostora Xg(p).

Neka je @ € Xo(F), a (€, s, €3) baza u Xo(FE). Tada vektor @ na jedinstven nacin
mozemo zapisati
a= Glgl + aggz + a3€3.

Brojeve ay, as, az zovemo koordinate (komponente) vektora @ u bazi (€, €, €3).
Sada prirodno slijede pravila za zbrajanje vektora i mnozenje vektora sa skalarom ako
su oni zadani sa svojim koordinatama:

—

Ei—i- g: (CLl -+ bl)él + (0,2 -+ bg)gg —+ (CL3 -+ 63)63 [zbrajanje]
Ad = (Aay)é) + (Aa2)é + (Aaz)és  [mnozenje vektora skalarom]

Definicija 6. Par (O; (€}, €, €3)) fiksne tocke O i baze (€, €, €3) zovemo Kartezijev?
koordinatni sustav u prostoru F£.

Posebno je pogodno ako za bazu prostora Xo(F) izaberemo uredenu trojku medusobno
okomitih i jedini¢nih (dugackih 1!) vektora, koje obitno oznacavamo s (i, ], k). Tako
dobivamo pravokutni Kartezijev koordinatni sustav (O;Z, 7, E) Pravac odreden
vektorom 7 oznadavamo sa z i zovemo os apscisa, pravac odreden vektorom j oznacavamo
sa y i zovemo os ordinata, a pravac odreden vektorom k oznadavamo sa z i zovemo os
aplikata.

Slika 11: Pravokutni Kartezijev koordinatni sustav

4Rene Descartes (1596-1650), francuski filozof i matemati¢ar. Njegovo latinizirano ime je Cartesius
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Primjedba 7. Ranije smo utvrdili da postoji bijekcija (obostrano jednozna¢no preslikava-
nje) izmedu skupova F i Xy. Primijetite da takoder postoji bijekcija izmedu skupa svih
uredenih trojki realnih brojeva R? i vektorskog prostora Xo(F) jer svakoj uredenoj trojki
(71,22, 73) € R3 na jedinstven nacin mozemo pridruZiti vektor @ = T1i 4 x9] + 13k iz
prostora Xo(E) i obrnuto. Zato ¢emo ¢esto po potrebi povezivati, pa neki puta i poisto-
vje¢ivati pojmove: skup E, vektorski prostor Xo(E) i R?.

Zadatak 13. Provjerite cine li vektori d = 3i + 2;, b= —i+ 2;' bazu u vektorskom
prostoru Xo(M). Ako cine, vektor ¢ = —117 + 6] prikaZite u toj bazi.
Rjesenje: cine, ¢ = —2a + 5b.

5 Norma vektora

Pretpostavimo da je u ravnini M definiran pravokutni Kartezijev koordinatni sustav
(0:1,7) i neka je @ = ayi + asj. Sada moZemo izra¢unati (vidi Sliku 13 ) duljinu ovog

vektora ||@|| = \/a? + a3.

L ith

QU
\

AN

Slika 12: Norma vektora (lijevo) i nejednakost trokuta (desno)

Primjetite da za ovako definiranu duljinu vektora vrijedi
i) lal >0 & (Jal =0« a=0),
(i) [[Aall =[ A[llall, XeR.

(iif) @+l < [lal| + 5]

Duljina (norma, intenzitet) vektora moze se i opéenito definirati:

Definicija 7. Neka je X, vektorski prostor. Funkciju || - || : Xo — [0, 00), koja svakom
vektoru @ € Xy pridruzuje nenegativni realni broj (koji ¢emo oznaditi s ||@]| ili jednostavno
a zovemo norma vektora a@ ako vrijedi

(i) ||@|| = 0 < @ =0 [pozitivna definitnost],

(ii) [A@]| =| A | ||@|| za svaki A € R i za svaki @ € X,
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(iii) ||@+ b]| < ||@|| + ||| za svaki @,b € X, [nejednakost trokuta].

Najéescée koristene vektorske norme su®

lall; =l ar |+ a2 |+ | as |, (; norma)
lall, = \/m, (I ili Euklidova norma)
@]l = max{| a1 |,| a2 |,| as [}, (I mnorma ili Cebisevljeva norma)

Zadatak 14. PokaZite da spomenute norme imaju sva svojstva navedena u prethodnoj
definiciji.

5.1 Udaljenost dviju tocaka

Udaljenost dviju tocaka A = (z1,v1), B = (x2,y2) € M u ravnini M u kojoj je uveden
pravokutni Kartezijev koordinatni sustav mozemo izracunati (vidi Sliku 13) po formuli

d(A, B) = \/($2 —21)? + (Y2 — n)* (3)

Ako definiramo radijvektore 74,75 € Xo(M),

B(Mayz)

Slika 13: Udaljenost tocaka u ravnini

A = T1t + Y17, B = Tl + Y2,

onda udaljenost zapisanu formulom (3) mozemo zapisati kao

-

dy(A, B) = ||Fp — 7all2,  gdjeje 7z —7a = (x2 —21)i + (y2 — 11)]- (4)

Na slican nacin moze se definirati i udaljenost dviju tocaka preko [; ili I, norme
sljede¢im formulama:

di(A,B) = |r'p = 7alli  duo(A, B) = || — 7al|os (5)

Koji je geometrijski smisao dy, odnosno d,, udaljenosti dviju tocaka A, B € M?

5U programskom sustavu Mathematica ly-normu vektora @ dobivamo naredbom Norm[al, gdje je a
lista
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Zadatak 15. Pokazite da funkcije d;, i = 1,2, 00 definirane s (4)—(5) zadovoljavaju slje-
deca svojstva

(¢) d;(A,B)>0, VA BeM,
(i1) d;(A,B)=0 < A=B,
(i) di(A,B) = di(B,A), YA BeM,
(iv) d;(A,B) <d;i(A,C)+d;i(C,B), VA B,C e M.
Zadovoljava li funkcija dps(A, B) = ||Fg — 7|3 navedena svojstva?

Zadatak 16. Jedinicna "kruznica” sa sredistem u O € R? definira se kao skup OK =
{T € M : d(O,T) = 1}. Nacrtajte jedinicne kruznice ako se udaljenost definira s dy, ds
ili doo -

Zadatak 17. [25 bodova] Zadan je trapez ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4),
C(5,2,—3). Odredite cetorti vrh D ako vrijedi AB =3DC.
Rjesenje: 7p = 1o — %FB + %FA, D(3,3,—4).

Zadatak 18. [25 bodova] Zadan je trokut ABC' s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—2,2),
C(5,2,—4). Odredite duljinu tezisnice iz vrha A.

. . - - - -
Rjesenje: P4(4,0,—1), APy =Ti—2j — 2k, d = +/57.

Zadatak 19. Zadan je paralelogram ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4), C (5,2, —3),
D(—1,5,—6). Izracunajte udaljenost tocke A do sjecista njegovih dijagonala.
Rjeéenje: 5(1,2, —1), FS - %(FC - FA> = %(’FD — FB),d(A,S) - 2\/5

—
Zadatak 20. DokaZite da vektor @ = 1(OA + @) s pocetkom u tocki O ima vrh u
polovistu duzine AB.

6 Cauchy — Schwarz — Buniakowsky (CSB) nejedna-
kost

Lema 1. Neka je f : R — R kvadratna funkcija f(z) = ax?+2bx+c, a,b,ceR, a>
0. Tada vrijedi:

(i) V¥»—ac<0 < f(z)>0 VzeR
(it) ¥ —ac=0 < f(-2)=0 & f(z)>0 VzeR\{-2}.
Dokaz. Nultocke kvadratne funkcije f dobiju se iz dobro poznate formule

—b++vD

a

D =1%— ac.

T2 =

15



Bududi da je a > 0 graf ove kvadratne funkcije (parabola) okrenut je prema gore i odi-
gledno vrijedi
f(z)>0+= D<0+=b—ac<0.

Ako je D = b* — ac = 0, onda za xo = —2 vrijedi f(z9) =01 f(z) > 0Vz € R\ {xo} i
obrnuto. &

Teorem 4. (Cauchy — Schwarz — Buniakowsky). Za proizvoljne realne brojeve ay, ..., a,,
by, ..., b, € R vrijeds

(z akbk> <Y z B (©)
k=1 k=1 k=1
pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda
-akojeay=---=a,=0idliby=---=b,=0ili
- ako je barem jedan a; # 0 ali postoji A € R, takav da je by = Aap Vk=1,....,n
Dokaz.
1. Akojea; =---=a, =0 (odnosno by = --- = b, = 0), teorem oc¢igledno vrijedi.

2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0 i definirajmo pomoénu funkciju

Z arx + bk s
k=1

koju mozemo zapisati u obliku
f(z) = ax® + 2bx + ¢, a:Zai, b:Zakbk, c:Zbi.
k=1 k=1 k=1
Kako jea > 01 f(z) > 0Vz € R, onda prema prethodnoj lemi mora biti

b2 —ac< 0, (7)

sto je zapravo nejednakost (6).

Jos je preostalo dokazati da u (6) stoji jednakost onda i samo onda ako postoji

A € R, takav da bude b, = Aax Vk=1,...,n

(=) Pretpostavimo da u (6), odnosno (7), stoji jednakost. Prema prethodnoj lemi
tada je f(z) =0 za x = zo = —2, tj. vrijedi

b n b 2
1(-2) =% (o) =0
b

b
——ap +b, =0= b, = —qay ‘v’k;zl,,n
a a

iz ¢ega slijedi
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(<=) Pretpostavimo da postoji A € R, takav da bude b, = Aax VEk = 1,...,n.
Tada je specijalno

a= i ai, b= i apby, = 3. apda, = \a,
k=1 k=1 k=1
c= i b = i (Aax)® = Ma,
F=1 k=1

pa imamo
D=bt—ac= M)’ —a-N -a=0,

sto daje jednakost u (7), odnosno (6).

Korolar 1. (Hoélderova nejednakost). Za proizvoljne realne brojeve ay, ..., an, by, ... by,
€ R vrijedi

$§:(ak+bk)2§d§:@i+\l§bi> (8)

k=1

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda

-akojeay=---=a,=0idliby=---=b,=0ili
- ako je barem jedan a; # 0 i ako postoji A > 0!, takav da bude by = Aap Vk =
1,...,n.
Dokaz.
1. Akojea; =---=a, =0 (odnosno b; = --- = b, = 0), korolar oc¢igledno vrijedi.

2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0. Buduéi da uz ranije oznake iz (7)
slijedi b < |b] < /a+/c, imamo

n n n n 2
S (ak+be)* =Y af42 ) arbp+ Y] b} = a+2b+e < a+2Vavete = (Va+ve)
k=1 k=1 k=1 k=1

(9)
sto daje (8).

Jos je preostalo dokazati da u (6) stoji jednakost onda i samo onda ako postoji
A >0, takav da bude by = Aap Vk=1,...,n.

(=) Pretpostavimo da u (8), stoji jednakost. To znaci da i u (9) stoji jednakost, a
to znaci da je b = \/a+/c, odnosno b*> — ac = 0. Prema Lemi 1 vrijedi

n

0= 7(=2) = 2 o (=) + )

=1

Q|

iz ¢ega slijedi by = Aay, za svaki k =1,...,n, pri ¢emu je A = 2 > 0.
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(<=) Pretpostavimo da postoji A > 0, takav da bude by = \ay, Vk=1,...,n. Kako

je
e D S
i=1 i=1
Zn:(ak +bi)? = zn:(ak + Aag)? = (14 X)’a
i=1 =1
vrijedi

k=1 k=1

sto znaci da u (8) vrijedi jednakost.

Korolar 2. (Nejednakost trokuta). Za proizvoljne realne brojeve ay, . ..

Cly ..., Cn € R vrijedi

\Jki (bk - CLk)2 S \lki (Ck —ak)Q + \Jki(bk —Ck)Q,

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda

- ako je ¢, = ay ili cp = by, za sve k. =1,...,n ili

B (- (0o

y An, bla'--abn;

(10)

- ako je barem jedan c¢; # a; i ako postoji A > 0, takav da bude by — cx = MNeg —

ag) Vk=1,...,n

Dokaz ovog korolara neposredno slijedi iz prethodnog korolara uz zamjenu

Q. = bk — Ck, bk = C — ag.

Primijetite specijalno ako su zadane tocke A(ay,as,as), B(by, b, b3), C(c1,ca,c3) € R3 i

ako se udaljenost dviju tocaka definira sukladno formuli (3), odnosno (4), onda nejedna-

kost (10) daje nejednakost trokuta u R3:
d(A, B) < d(A,C) + d(C, B),

pri ¢emu jednakost vrijedi ako tocka C' leZi na spojnici AB.

Primjer 8. Neka su x iy realni brojevi takvi da je 3z + 7y = 1. DokaZzite da je



Primjenom CSB nejednakosti uz n = 2 i primjerice a; = x, as =y, by =3 iby =7,
dobivamo da je
(32 +Ty)* < (2 +y*) (3 + 7°),

tj.

Zadaci

Zadatak 21. Neka su z,y,z € [—},400) takvi da je x+y+ z = 1. Odredite maksimalnu
vrijednost izraza

Vir +1+ Ay +1+Vaz +1

Zadatak 22. Neka su xq,xs,...,T, nenegativni realni brojevi takvi da je
1+ 2o+ - +x, = 1. DokaZite:

VI VT2 4 o <V
Zadatak 23. DokaZite da za svaki a € R\{1} vrijedi nejednakost
(14+a+a*? <3(1+a*+a*).

Zadatak 24. Neka su dana dva trokuta: trokut Ty sa stranicama a,b,c i trokut Ty sa
stranicama x,vy, z. DokaZite da su trokuti T 1 Ty slicni ako i samo ako vrijedi

(Vaz + /by +cz)> = (a+b+c)(z+y+2).
Zadatak 25. Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi. DokaZite:
abc(a+ b+ c) < a’b+ b’c+ ca.

Zadatak 26. Neka su a,b, c duljine stranica pravokutnog trokuta (a,b - katete, ¢ - hipo-
tenuza). Dokazite:
ab + be + ca < 2¢*

7 Skalarni produkt

Motivacija za uvodenje pojma skalarnog produkta vektora je fizikalna definicija rada sile
F na putu 5. Ako rad obavlja sila F koja djeluje u smjeru puta s, onda je rad zadan s
(vidi Sliku 14 (lijevo))

W =|IF| -5l = F's,
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Rl

&y

Slika 14: Rad sile F na putu §

a ako sila F ne djeluje u smjeru puta S, onda rad obavlja samo komponenta F, sile u
smjeru puta § (vidi Sliku 14 (desno)), tj.

ﬁ = ﬁs + ﬁna
W = [[E[| - |3] = (Feosp)s = Fscos
Primijetite da je sila F, ortogonalna projekcija sile Fu smjeru vektora puta S.

Opcéenito ¢emo projekciju vektora @ u smjeru vektora b oznaciti s a,. Pod skalarnom
projekcijom vektora @ u smjeru vektora b podrazumijevamo (uz oznaku a := ||a@||)®

ap=acosp, 0<p<m.

Primijetite da broj a cos ¢ moZe biti pozitivan (¢ < 7) ili negativan (¢ > 7).

a

Y

Sl

Slika 15: Projekcija vektora @ u smjeru vektora b

Zadatak 27. Pokusajte geometrijski opravdati niZe navedena svojstva projekcije vektora

a) Projekcija produkta skalara s vektorom jednaka je produktu tog skalara i projekcije
vektora
(Ad), = Ay,

b) Projekcija zbroja dva vektora jednaka je zbroju projekcija tih vektora

(6+5)c:56+50.

6U nekim knjigama se broj a;, naziva "projekcija vektora @ u smjeru vektora b (on"
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Definicija 8. Skalarni produkt u X, (F) je operacija - Xg x Xy — R koja paru vektora
a, b € Xy priduzuje broj (skalar), kojeg ¢emo oznaciti s @ - b, tako da je
s 0eR, akojeﬁz@iligza,
a - = - —
abcosp € R, akojed, b#0, 0<¢p<m,

pri ¢emu je obic¢aj da se i rezultat operacije naziva skalarni produkt.”

Koristedi ranije uveden pojam projekcije vektora, skalarni produkt mozemo zapisati

kao
- a(b cosp) = ab,, ili
a-b=abcosp =
b(a cos ) = bay.

Navedimo neka svojstva skalarnog produkta
i+b)-=a-c+b-¢ (slijedi iz Zadatka 27h)
A@)-b=A(@-b) (slijedi iz Zadatka 27a)

> W e
QL
>
|
Sall

a
2>0 i G-da=0<=a=0.

QL
U
I
S

Svojstva 3. i 4. slijede direktno iz Definicije 8.
Primjer 9. Lako se na osnovi Definicije 8 vidi da vrijedi
2= (@+0b)-(@+b) =a2+2a-b+ b2,
(@—Db)=a2—2a-b+ 1
ab+£0) cos/(@b) =2 Gb#£0

b#

<L

ab’
0) @a-b=0<=a.lb.

—

Primjer 10. (Poudak o kosinusima). Oznacimo vektore @, b, ¢ i kut ¢ u kosokutnom
trokutu kao na Slici 16. Mnozeci skalarno vektor

F=a—b
s vektorom ¢ dobivamo
A2 = (@—b2=a2—2G-b+b?
= a® —2abcosp + b2
Slicno pokusajte izvesti formule i za druge stranice kosokutnog trokuta.

Primjer 11. Treba dokazati da se dijagonale romba raspolavijaju i da su medusobno
okomite.

Tengl.: scalar (dot) product, njem.: Skalarprodukt (Ineresprodukt)
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d 1

>

A @ B

Slika 16: Slika uz Primjer 10 (lijevo) i Primjer 11 (desno)

1. Iz slike se vidi da je dy =d+0bidy=a—b. Skalarni produkt

- -

dl‘dzz(c_i—i-g - ( —_'):a2_b2:0’

ST

~—

iS¢ezava jer su duljine stranica a, b romba jednake.

2. Primijetite da su pravokutni trokuti AASD i ASDC sukladni.

Primjer 12. Nacinimo tablicu skalarnog mnozZenja za ortonormiranu bazu i, j, k vektor-

skog prostora Xo(F)

Direktnom provjerom uz koristenje tablice mnozenja iz Primjera 12 dobivamo

Teorem 5. Za vektore . . .
ali + agj + agk

= byi+byj + bk

vrijedi formula®
a-b= CL1b1 + a2b2 + (Igbg. (11)

Iz definicije skalarnog produkta i norme vektora koristenjem formule (11) dobivamo

ld|| = Va-a=+/a} + a3 + a3, (12)

o a-b b b b -
cos /(@ h)= L0 G T@hass o apg (13)
ab \Ja? + a3+ ad\/bF + b3 + B3

Primjer 13. Pokazimo da su dijagonale cetverokuta ABC'D s vrhovima A(1,—2,2), B(1,4,0),
C(—4,1,1), D(=5,—5,3) medusobno okomite.

8U programskom sustavu Mathematica skalarni produkt vektora @ - b dobivamo naredbom a.b ili

Dot[a . b], gdje su a, b liste
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Kako je 1@ =Toc—Ta = —5;+3;—/;i3? =7rp—Tp = —65—9}'+3E, imamo
AC - BD = 0.

Primjer 14. Zadan je trokut ABC' s vrhovima A(—1,-2,4), B(—4,-2,0), C(3,-2,1).
Treba odrediti unutrasnji kut tog trokuta pridruZen vrhu B.

— . - R -
Kako je BA:FA—FB:3i+4kiB?:Fc—FB:7i+k, dobivamo

BA .- BC 2 V2
- — B:

=P BANBe] VAWE | 2

Zadaci

T
T

Zadatak 28. Pokazite da je zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma jednak dvo-
strukom zbroju kvadrata duljina njegovih stranica.

Uputa: stranice i dijagonale paralelograma orijentirajte tako da bude: dy =a+ , dy =
i—b.

Zadatak 29. Pokazite da su nasuprotni bridovi pravilnog tetraedra ABCD medusobno
okomiti.
Uputa: primijetite da je kut izmedu susjednih bridova 60°.

Zadatak 30. Odredite kut nasuprot osnovice jednakokracnog trokuta ako su teZisnice na
krakove medusobno okomite.
Rjesenje: o ~ 37°.

Zadatak 31. Ako je vektor a + 3b okomit na vektor 7@ — 5b i vektor @ — 4b okomit na

vektor 7a — 25, odredite kut izmedu vektora @ i b.

RjeSenje: @1 =%, ¢ = 2.

Zadatak 32. Odredite kut izmedu jedinicnih vektora a i b ako se zna da su vektori @+ 2b
1 5d — 4b medusobno okomiti.
Rjesenje: ¢ = Z.

Zadatak 33. Pokazite da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki (ortocentar).

Zadatak 34. Pokaite da su vektori @(b- &) — b(@- @) i @ medusobno okomiti.

7.1 Kosinusi smjerova

Promatrajmo najprije vektor @ = ai + asj € Xo(M) u ravnini, koji u pravokutnom
koordinatnom sustavu zatvara kut « s pozitivnim smjerim osi x, a kut § s pozitivnim
smjerom osi y.
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Slika 17: Kosinusi smjerova

Ocigledno je
a; = acosa,
ag =acos3, (odnosno zbog B =7 —a, ay=asina),
iz Cega slijedi
a3 + a5 = a*(cos® a + cos® B),
odnosno zbog (12)
cos’a +cos’ B =1.

Primijetite da je @ - i =a cos o, pajea =a-i.

Neka je sada @ = aii + asj + ask € Xo(E) proizvoljni vektor u prostoru, koji u
pravokutnom koordinatnom sustavu zatvara kut a s pozitivnim smjerom osi x, kut g s
pozitivnim smjerom osi y i kut v s pozitivnim smjerom osi z. Mnoze¢i redom vektor a s
baznim vektorima Z, f, k dobivamo

E-i:al, &'~j:a2, d’~k:a3,

iz ¢ega koristeci definiciju skalarnog produkta dobivamo

a1 = @ Ccos o cosa =

as = acosf — cosff =2

I — as

a3 = a oSy cosy = %

odnosno
a? a3 a’
cos’ a4 cos® B+ cos’y = = + —= + = = 1. (14)
a?  a®  a?

7.2 Vektorski prostor R"

Skup uredenih n-torki realnih brojeva R™ mozemo interpretirati kao tocke u n dimenzi-
onalnom prostoru ili kao radij-vektore. Za dva vektora xz = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,---,Yn) €
R™ mozemo definirati sljedece racunske operacije.
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e Zabrajanje +: R" x R" — R",
T4y = (T1+ Y1, T+ Yn);

e MnozZenje sa skalarom -: R x R" — R"

Az = Az, .., Ay);

Provjerite da skup vektora R" snabdjeven ovakvim zbrajanjem i mnozenjem sa skalarom
ima strukturu vektorskog prostora.
U vektorski prostor R™ mozemo uvesti skalarni produkt (,): R" x R" — R dva vektora
x,y € R",
<x7@/> =T1Y1 + -+ TpYn,
¢ime vektorski prostor R™ postaje unitarni vektorski prostor.
Euklidska norma || - ||: R — R, vektora x € R™ definira se kao

lells = iz, 2) = a3 + - + 22.

Euklidsku udaljenost d: R" x R" — R, dviju tocaka a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) € R"
definiramo kao,

d(a.b) = [[b—al| = /(b — a1)2 + -+ (b, — a,)?.
U ovom kontekstu Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost mozemo zapisati na slje-
ded¢i nacin.
Teorem 6. Za proizvoljne vektore a,b € R™ vrijedi
[(a, b)| < [lalll|?]l,
pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori a,b € R"™ linearno zavisni.
Zadatak 35. Direktno dokaZite Teorem 6 i navedite njegovo geometrijsko znacenje.

Zadatak 36. Primjenom Teorema 6 dokaZite sljedeci korolar i navedite njegovo geome-
trijsko znacenje.

Korolar 3. (Hélderova nejednakost) Za proizvoljne vektore a,b € R™ vrijedi
la+ 0] < [[all + [[o],
pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0 takav da je b = \a.

Zadatak 37. Primjenom Teorema 6 i Korolara 3 dokaZite sljedeci korolar i navedite
njegovo geometrijsko znacenje.

Korolar 4. (Nejednakost trokuta) Za proizvoljne tocke a,b,c € R™ vrijedi
d(a,b) < d(a,c) + d(c,b),

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0 takav da je b = Aa.
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8 Projekcija vektora na pravac i ravninu

8.1 Projekcija vektora na pravac

Na pravcu p izaberimo fiksnu tocku O i jedini¢ni vektor @. Orogonalnu projekciju
OB’ vektora b = O? na pravac p dobit ¢emo tako da ortogonalno proiciramo tocku B na
pravac p.

ST

Y

Slika 18: Projekcija vektora na pravac

Ako je vektor b linearno zavisan s vektorom i, onda se projekcija vektora b podudara
sa samim vektorom b i vrijedi b = (b - u)u.
Ako su vektori b i @ linearno nezavisni, onda su vektori OB’ i @ kolinearni, pa postoji

A € R, takav da bude
—

OB' = \.

Iz slike se vidi da vrijedi
—
OB’ + B'B odnosno

Sl
I

— (15)
= M+ B'B.

I
Mnozeéi skalarno ovu jednakost s vektorom # i koristeci ¢injenicu da su vektori B'B i

medusobno okomiti, dobivamo
b-u=M\.

H -
Dakle, orogonalna projekcija OB’ vektora b na pravac p odreden vektorom d zadana je s
___>/ - L
OB = (b-1u)u. (16)

—
Primijetite da je vektor B'B okomit na pravac p, a da iz (15) slijedi

- — - -
V:=DBB=bt—(b-i)i. (17)

Primijetite da ako su @,b € Xo(M) linearno nezavisni vektori, onda vrijedi
(i) U #0,
(i) ¥ L 4,
(iii) & -b > 0, tj. kut izmedu vektora & i b je Siljasti.
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Prve dvije tvrdnje lako se mogu provjeriti. Treca tvrdnja slijedi iz

- = —

V-b=0b"—(b-%)*=b*sin’a,

gdje je a kut izmedu vektora @ i b. Ista tvrdnja moze se pokazati i tako da drugu jednadzbu
iz (17) pomnozimo s ¥'.

Primjedba 8. Neka je (O,;,;) pravokutni koordinatni sustav u ravnini M. Ako su d, be
Xo(M) dva linearno nezavisna vektora, onda postoje ortonormirani vektori @, v € Xo(M),

Sl
Il
1§‘@1

. (18)

<y
I
fIEN
<y
I
]
|
—
S
S
N~—
&

pri ¢cemu vrijedi
(i) a

(i) b=(b-@) i+ (b-0)7, b-7>0.

@-a@)d, d-ia>0,

Jednakost (i) slijedi iz (18) i ¢injenice da su @ i i kolinearni vektori jednake orijentacije,
pajed-u=|dl|. B )

Jednakost (i7) slijedi iz (18) i ¢injenice da b’ mozemo gledati kao projekciju vektora b’
na vektor ¢. Nadalje, iz (17) slijedi: b- 0 =10 -4 = ||V'|| > 0.

Primjer 15. Treba odrediti orogonalnu projekciju vektora b= 25—&7—1—/3 na pravac odreden

vektorom @ = 31 + 4;.

Dobivamo: B s 4o
[l = 5, U= qar = 50+ 35J
— —> —
bl =2, OB = (b- )i =2i=5%+8j

. . DD
Izracunajte || B'B]|.

8.2 Projekcija vektora na ravninu

Slicno kao u prethodnoj tocki, u ravnini M izaberimo fiksnu tocku O i dva linearno
nezavisna vektora da, b. Time smo u ravnini M uveli koordinatni sustav s baznim vektorima
a, b. Ortogonalnu projekciju OC’ vektora ¢ = OC na ravninu M dobit ¢emo tako da
ortogonalno proiciramo tocku C' na ravninu M.

Ortogonalnu projekciju OC” vektora ¢ prikazat ¢emo pomocéu vektora @, bic U tu
svrhu prema Primjedbi§ od vektora da, b nacinit ¢emo novu ortonormiranu bazu U, U.
Vektor OC” prikazimo kao linearnu kombinaciju vektora u, ¥

—
OC" = ati + BT
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o

EC’

Slika 19: Projekcija vektora na ravninu

Iz slike se vidi da vrijedi

s

¢ = OC’—%—% odnosno
—
= au+ B+ C'C.

Mnozedi skalarno ovu jednakost redom s vektorima , v i koristeci ¢injenicu da je vektor

(19)

C'C' okomit na vektore 4 i ¥, dobivamo

a=c-u f=c-v.
—% Ed . v . . .
Dakle, orogonalna projekcija OC" vektora ¢ = O? na ravninu M moze se odrediti iz
formule
___>/ ol ool
OC" = (¢-u)u+ (¢- V). (20)

Primijetite da je vektor C’ (2 okomit na ravninu M, a da iz (19) slijedi

sl
=

— - (¢-@)i — (¢ V)7 (21)

QUL

Sli¢no kao u prethodnoj tocki, ako su da, l;, ¢ € Xo(FE) linearno nezavisni vektori, onda

vrijedi
(i) & #0,
i) dLd & & L7,
(iii) ¢-@> 0, tj. kut izmedu vektora ¢ i & je &iljasti.
U cilju dokaza tvrdnje (iii) iz (21) mnoZeéi s ¢, dobivamo

- i) =9 @)
d.& L dr S o

Primjer 16. Treba odrediti ortogonalnu projekciju vektora d=17+ 2}4— 3k na ravninu
odredenu vektorima @ = 2i + 7, b = 21 + 47.
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Dobivamo: B ~ .
) = V5, i= ik = &+ &

=\ = 6 12
b'—b—(b U)U——gl—i—?’j
6 b/ 1 - 2
Hb/” — N U= TGl — _7@ + =3

9 Gram — Schmidtov postupak ortogonalizacije

Neka je (O;Z,j’, l;:) pravokutni koordinatni sustav u prostoru. Na osnovi razmatranja
u prethodnoj tocki mozemo ustanoviti da je za dani skup linearno nezavisnih vektora

a, I;, ¢ € Xo(F) moguée definirati ortonormiranu bazu (@, ¥, W) u Xy, gdje je

o

U= >
ﬁ:ﬁ, V=0b—(b-u)d, (22)
=2, d=c—(¢-0)i— (¢-7)7.

[k
Zbog toga i vektore (@, b, ¢) mozemo prikazati u bazi (i, ¥, ), pri ¢emu su kutevi izmedu

vektora /(@ @), Z(b,7), Z(Z, @) siljasti i vrijedi

i=(a )i, (@-@) >0
b=(b-0)i+(b-7)7, (b-7) >0 (23)
w) >0

(@ @) i+ (¢ )T+ (&%) @, (¢

¢
Prva formula u (23) slijedi iz prve formule u (22) i ¢injenice da su @ i @ kolinearni

vektori jednake orijentacije, zbog cega je
(@-a) =[] > 0.

Druga formula u (23) slijedi iz druge formule u (22) i ¢injenice da je v projekcija
vektora b na u smjeru vektora v. Nadalje,
b-T=0U-7=|V|>0.
Treca formula u (23) slijedi iz treée formule u (22) i ¢injenice da je & projekcija vektora

¢ u smjeru vektora w. Nadalje,

W =d @ =||d| > 0.

QL

U programskom sustavu Mathematica na¢init ¢emo modul GS[a b c| koji ¢e prethodno
opisanim Gram — Schmidtovim postupkom ortogonalizacije od zadanih linearno nezavisnih

vektora (@, b, €) sagraditi ortonormirani sustav (i, ¥, @)
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In[1]:= GS[a_, b_, c_]:= Module[{u, v, w},
u = a/Norm[a];
v=b-(b.u u; v=v/Norm[v];
=c-(c.uu- (. vVv) vy
= w/Norm[w];

{u, v, w}]

W
W
Tako primjerice za vektore

modul GS daje
a za vektore

modul GS daje

<y

U= = —1

2 . 3 - 3. 2 . B}
72 77 _7’
v /13’ 3 V13’

10 Determinante drugog i treceg reda

Za nekoliko sljede¢ih pojmova vezano uz vektore u ravnini i prostoru nuzno je potreban
pojam determinante matrice drugog, odnosno trec¢eg reda. Zato najprije uvodimo ovaj
pojam promatrajuéi sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice

a1171 + a1pTe = by (24)
a91T1 + A929T9 = b2.

Koeficijente uz nepoznanice a;; mozemo zapisati u obliku tablice, koju nazivamo matrica
sustava — u ovom slucaju matrica drugog reda

11 Q12
Q21 A22

Primijetite da prvi indeks i koeficijenta a;; oznacava redak matrice (redni broj jednadzbe),

A:

a drugi indeks j oznacava stupac matrice (redni broj nepoznanice) u kome se element
nalazi.

Sustav ¢emo rijesiti metodom suprotnih koeficijenata. Mnozeéi prvu jednadzbu sus-
tava (24) brojem ag, a drugu brojem (—aj2), nakon zbrajanja tako pomnozenih jednadzbi
dobivamo

(a11a20 — agra1a) 1 = biagy — beass. (25)
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Ako sada prizvoljnoj matrici A pridruzimo broj det A na sljedeéi nacin

a b b
A= det A = = ad — be, (26)
c d c
onda (25) mozemo zapisati
a; a by a
e T = b , odnosno Dz = Dy, (27)
ay1 G99 by ag
. , app a2 . _ s
pri ¢emu broj D = zovemo determinanta sustava. Pokusajte sami sli¢no
Q21 A22
dobiti da je
L ap; by
Dy = Dy gdje je Dy = (28)
ag by
Ureden par (71, 22) € R? je rjeSenje sustava (24). Iz (27) i (28) moZzemo zakljuciti:
e ako je D # 0, sustav (24) ima jedinstveno rjesenje
D D
T = ﬁa To = 527 (29)

e akoje D =01 D; = Dy =0, sustav je rjesiv i ima beskonacno mnogo rjesenja;

e ako je D = 0, a pri tome barem jedan od brojeva D;, Ds razli¢it od nule, sustav
nema rjesenja.

Zadatak 38. Prethodno navedene tvrdnje u literaturi su poznate kao Cramerovo pra-
vilo. Pokusajte dati njihovu geometrijsku interpretaciju.

Primjer 17. Primjenom Cramerovog pravila diskutirat éemo sljedeci sustav jednadzbi u
ovisnosti o parametru A € R

)\LL’l + 3?[)2 =1

31 + A\xg = 1.

Dobivamo

D=X—-9 D, =X-3 Dy=X\-3.

Prema Cramerovom pravilu sustav ima jedinstveno rjesenje x, = x5 = )\%L:s za A € R\
{-3,3}, za A\ = 3 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja koja leze na praveu 3z;+3x2 = 1,
a za A = —3 sustav nema rjesenja.

Pod determinantom matrice drugog reda mozemo podrazumijevati funkciju koja svakoj
kvadratnoj matrici A drugog reda pridruzuje realan broj det A definiran s (26). Uobi-
cajeno je da se i vrijednost te funkcije takoder naziva determinanta matrice. Istaknimo

posebno sljedeca svojstava determinante matrice definirane s (26):
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1. ako dva retka (odnosno stupca) determinante promijene mjesta, determinanta mi-
jenja predznak;

2. determinantu mnozimo brojem tako da bilo koji redak ili stupac pomnozimo tim
brojem;

3. ako bilo koji redak (odnosno stupac) determinante, prethodno pomnozen nekim
brojem, dodama nekom drugom retku (odnosno stupcu), determinanta ne mijenja
vrijednost.

Sva navedena svojstava lako se provjeravaju na osnovi definicije (26). Takoder vrijede

a b AT:ac
c d|’ b d

Matrica AT, koja se dobije zamjenom redaka i stupaca u matrici A naziva se transpo-

i sljedeca svojstva
1.
det AT =det A, gdjeje A=

nirana matrica.

2. ako su svi elementi nekog retka (odnosno stupca) determinante jednaki nuli, njezina
vrijednost jednaka je nuli;

3. ako determinana ima dva jednaka retka (odnosno stupca), njezina vrijednost jedna-
ka je nuli;

4. ako su retci (odnosno stupci) determinante linearno zavisni, njezina vrijednost jed-
naka je nuli;

5. ako se dvije determinante razlikuju samo u elementima jednog retka (odnosno

stupca), mogu se zbrojiti na sljedeéi nacin
1" / "

a1 A12 aqq + a1 A12

1"

Q91 A22

!
Ay Q12

/ / 1"
Ay A2 (g + Qg 22

Sli¢no kao $to smo uveli pojam matrice (odnosno determinante) drugog reda, mozemo
promatrati i matrice (odnosno determinate) treceg (ili opéenito n-tog reda)

a1; Aaiz2 Qi3 @11 a2 i3
A= | an axp axs |, det A= | as ae ass |,
31 Aaz2 as3 31 Aazz G33

pri tome vrijednost determinante dobivamo snizavanjem reda primjenom tzv. Laplace-
ovog razvoja determinante po elementima nekog retka ili stupca (detaljnije vidi u [9]):
det A = a;; A + aipAis + a;zAis (razvoj po elementima i-tog retka)

30
det A = ay;A1; + agjAsj + asjAs; (razvoj po elementima j-tog stupca) (30)

32



gdje je A;; tzv. algebarski komplement ili kofaktor determinante, a definira se kao
Ajj = (=1)™ My,

gdje je M;; subdeterminanta (ili minor) elementa a;;, koja se od determinante det A dobiva,
ispustanjem i-tog retka i j-tog stupca.

Primjer 18. Laplaceovim razvojem po elementima 2-og retka sljedece determinante, do-

bivamo
2 -1 3
1 0 -3 1()3_13 0(1)423 (3)(1)52_1 6
3| = _ +0-(— +(=3)-(— = 0.
1 -2 3 -2 1
-2 1 3

Provjerite da bi se isti rezultat dobio ako bi primijenili Laplaceov razvoj determinante po
nekom drugom retku ili stupcu.

Primjedba 9. Moze se pokazati (vidi primjerice [9]) da i za determinante treceg reda
takoder vrijede sva svojstva koja su navedena za determinante drugog reda. Primijetite
da bi se racunanje vrijednosti determinante znatno pojednostavilo kad bi se u nekom retku
ili stupcu pojavilo vise nula, Sto mozemo posti¢i primjenom spomenutih svojstava. Tako
primjerice ako bi u prethodnoj determinanti tre¢i redak dodali prvom retku, determinanta
nebi promijenila vrijednost, ali bi izracunavanje njene vrijednosti razvojem po elementima
prvog retka ili drugog stupca bilo puno brze

2 -1 3 0 0 6
1 0 0 6

1 0 -3|=|1 0 -3|=6 = | odnosno (—1)-1 =6
-2 1 1 -3

-2 1 3 -2 1 3

Primjedba 10. Moze se pokazati (vidi primjerice [9]) da se Cramerovo pravilo moze ana-
logno primijeniti i za rjesavanje sustava od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice, ali
takoder i za rjesavanje ve¢ih kvadratnih sustava linearnih jednadzbi. Pri tome ova metoda
ima samo teorijsku vrijednost jer je njena efikasnost vrlo niska.

Nize navedenim Mathematica-programom izracunava se vrijednost determinante n-tog
reda ¢iji su elementi slucajni realni brojevi na intervalu [0, 100] i pri tome se mjeri vrijeme
rada racunala.

In[1]:=n = 3;
a = Table[Random[Real, {0, 100}, {i, n}, {j, n}];
Timing[Det [a]]
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Zadatak 39. Primjenom Cramerovog pravila rijesite sljedeci sustav

Ty — X+ 3x3 =19
3x1 — 5x9 + 23 = —4
4:B1 :7232—1-.%3 =5
Rjesenje: D = —2, Dy =168, Dy =93, D3 = —31, =84, w=-2, a3=

31
5 -

Primjedba 11. Linearnu zavisnost vektora dy,...,d, € Xy na vektorskom prostoru Xy,
na kome je definiran skalarni produkt, mozemo ispitati na sljede¢i nacin. Mnozenjem
jednakosti
Ay + -+ Ay =0

redom vektorima ay, k = 1, ..., n dobivamo sustav linearnih jednadzbi s matricom sustava

(@1 - dy) (@1 - @)

G(alu SR an) =

@Gy @) - (G- )

Matricu G zovemo Gramova matrica. Moze se pokazati da je skup vektora ay,...,d, € Xj

linearno nezavisan onda i samo onda ako je det(G) # 0. Obrazlozite ovu tvrdnju za slucaj
n = 2, odnosno n = 3.

Zadatak 40. Na osnovi Primjedbe 11 ispitajte linearnu zavisnost vektora @ = —i+ 2}—1—
3k,b=1+2k,c=—2i+] € Xo(E).
Rjesenje: Bududi da je det(G) =9, vektori su linearno nezavisni.

11 Orijentacija koordinatnog sustava

Neka su (O; €1, €5, €3) i (O’; f:,f;, f§,) dva pravokutna koordinatna sustava u prostoru,

pri ¢emu su (€7, €3, €3), odnosno ( ﬁ, f;, f;:,) njihove ortonormirane baze. Kazemo da su
navedeni sustavi jednako orijentirani ako postoji kruto gibanje koje tocku O prevodi
u tocku O’, a vektore €; u odgovarajuée vektore ﬁ za 1,7 = 1,2,3. Na taj nacin skup
svih pravokutnih koordinatnih sustava u prostoru dijeli se na dva disjunktna skupa. Sve
koordinatne sustave koji su jednako orijentirani kao i sustav (O;Z, ;’, l;), gdje se smjer

vektora k dobija pravilom desnog vijka zvat ¢emo desni koordinatni sustavi, a one
druge, lijevi koordinatni sustavi.

Navedimo jedan kriterij (vidi [11]) na osnovi kojeg mozemo ustanoviti jesu li sustavi
(O; €1, ey,€3) i (O’;f:,fé,ﬁ:,) jednako ili suprotno orijentirani. Bududi da je (€}, és, €3)

baza u prostoru, onda svaki od vektora ( f1, f2, fg) mozemo na jedinstven nacin prikazati
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u toj bazi
fi=a1€1 + biés + ci€3

fo = ag€y + ba€s + co€3
fs = aséy + b3y + c3€3

S D ozna¢imo determinantu

ap as as
D=1|b by b3
Ci Cy C3

Moze se pokazati da je uvijek D # 0. Ako je D > 0, navedeni sustavi su jednako

orijentirani, a ako je D < 0, sustavi su suprotno orijentirani.
Sli¢no, dva koordinatna sustava u ravnini (O; €7, é;) i (O’ 1, fg) su jednako (odnosno

suprotno) orijentirana ako je D > 0 (odnosno D < 0), gdje je

ay as

by by

f1 = a1€1 + biés

fo = ag€1 + baéy

)

i takoder dva koordinatna sustava na pravcu (O;é) i (O’ ; fl) su jednako (odnosno su-
protno) orijentirana ako je D > 0 (odnosno D < 0), gdje je fi = Dé,.

Primjer 19. Sustavi (O; i 7, /;) i (O;;’, /;,Z) jednako su orijentirani, a sustavi (O;;,f, l;)
i (O,;,;,E) suprotno.

Naime, u prvom slucaju imamo

J=0-1+1-740-k 01 0
k=0-i40-7+1-k —  D=|001|=1>0.
i=1-7i40-7+0-k 100

a u drugom
i=0-i41-74+0-k 01 0
i=1-i40-740-k —  D=[100|=-1<0
k=0-74+0-7+1-k 001
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12 Vektorski produkt

Definicija 9. Vektorski produkt dva nenulvektora @,b € Xo(E) je vektor & € Xo(E) koji
ozna¢avamo® s ¢ = @ X b, a koji ima sljedeéa svojstva:

(i) norma vektora ¢ = a X b jednaka je povrsini paralelograma odredenog vektorima a
i b, tj.

-

c= (el =llax b)) =a-bsing, o= Lab);
(ii) vektor ¢ okomit je na ravninu odredenu vektorima @, b;
(iii) smjer (orijentacija) vektora ¢ odreden je pravilom desnog vijka

Ako je jedan od vektora d, b nulvektor, vektor ¢ takoder je nulvektor.
A
axb
b

ibsing

Ay

S
X
ST

Slika 20: Vektorski produkt

Primijetite da je vektorski produkt binarna operacija x : Xo(E) x Xo(E) — Xo(F), ali
je uobicajeno da se i rezultat ove binarne operacije naziva vektorski produkt. Iz prethodne
definicije neposredno slijede sljedeéa svojstava vektorskog produktal®:

1° Gxb=—-bxd antikomutativnost

distributivnost s desna
distributivnost s lijeva

Primjer 20. Iz definicije vektorskog produkta neposredno slijedi turdnja da su nenul vek-
tori @ i b kolinearni onda i samo onda ako je @ x b = 0.

Primjer 21. Koristeéi Pitagorin teorem za trigonometrijske funkcije: sin? o+ cos? p = 1,
lako se pokaZe da vrijedi formula, koja povezuje vektorski i skalarni produkt

l@x Bl =a*- 4> — (a-5)°

9engl.: cross product, vector product njem.: Vektorprodukt, Kreuzprodukt
0Dokaz svojstav 3° nije trivijalan, a moze se vidjeti u Dodatku 5 u [9)
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Primjer 22. (Poucak o sinusima) U kosokutnom trokutu sa stranicama a,b,c i odgovara-
juéim kutovima nasuprot njih o, 3,y vrijedi

b
sina sinf  sinvy’

a:b:c=sina:sinf:sin-y, odnosno

Slika 21: Poucak o sinusima
Ako stranice trokuta orijentiramo kao na slici, vrijedi
i=b—2 (¥
Mnozeéi vektorski s desna ovu jednakost vektorom ¢ dobivamo

=bXC—CXPC.

Oy

a x
Kako je @ x &= 0, ra¢unajuéi norme vektora na lijevoj i desnoj strani, dobivamo
|@ x &| = ||b x & = asin(r — 8) = b sina.

Kako je (koriste¢i primjerice adicioni teorem za trigonometrijsku funkciju sinus)

sin(m — ) = sin 3, dobivamo
a:b=sina:sinp. ()
e Mnozeci vektorski s desna jednakost (%) vektorom b na slican nadin pokazite da
vrijedi
a:c=sina:sin~y. ( * %)
e Koristedi jednakosti (%) i (% * %) pokazite da vrijedi i tre¢i omjer

b:c=sinf :sin~y.

—

Primjer 23. Nacinimo tablicu mnoZenja (vektorski produkt) za ortonormiranu bazu i, j’, k

vektorskog prostora Xo(E).

TS sy X
|
S IO
Ol TSy
|
Ol = Sy T

L

w
J



Teorem 7. Za vektore a, be Xo(F) zadane u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; i j, E) :

cz alz—i- agj + Clg_l;
b = bii+byj + bk
vrijedi formula't L
7k
@xb= a1 as as |- (31)
by by b3

Dokaz. Primjenom tablice mnozenja iz prethodnog primjera dobivamo
a x g = (alf+ aﬁ—l— aglg) X (bﬁ—l— bgj—F ng)
= —a2b1E + a3blj+ albglg — agbgg— albgj—F agbgz

= i (asbs — aghs) — j (arbs — asby) + k (a1bs — asby)

L as ag S| ap as - ap Az
b2 b3 bl b3 b1 bg
iz, ¢ega neposredno slijedi formula (31) s

13 Mjesoviti produkt

Mjesoviti produkt tri vektora d, 5, ¢ € Xo(E) je realni broj koji ozna¢avamo

(@,b,8):= (@xb)-¢ (32)
Pokusajmo geometrijski interpretirati mjesoviti produkt. Pretpostavimo da su zadana tri
linearno nezavisna vektora @, b, @ € Xo(F) kao na slici.

Vektorski produkt a x b je vektor okomit na ravninu odredenu vektorima a i l;, a
njegova duljina (norma) jednaka je povrsini paralelograma kojeg odreduju ti vektori.
Skalarni produkt naznacen u (32) mozemo shvatiti kao produkt norme vektora @ x b (tj.
povrsine paralelograma) i projekcije vektora ¢ na vektor a X b. Ovu projekciju mozemo
shvatiti kao visinu paralelepipeda odredenog vektorma d, g, ¢, a onda mjesoviti produkt
vektora @, l;, ¢ predstavlja (do na predznak) volumen tog paralelepipeda.

Iz prethodne definicije i njene geometrijske interpretacije neposredno slijedi da svaka
ciklicka promjena redosljeda vektora @, 5, ¢ ne mijenja vrijdnost njihovog mjesovitog pro-
dukta:

(@,b,) = (b,¢a) = (¢.a,b).

17U programskom sustavu Mathematica vektorski produkt dobivamo naredbom Cross[a, bl, gdje su
a, b liste

38



Caxb

a

Slika 22: MjeSoviti produkt

S druge strane, svaka neciklicka promjena redosljeda vektora da, I;,E mijenja predznak
njihovog mjesovitog produkta.

Primjer 24. Iz definicije mjesovitog produkta i njene geometrijske interpretacije nepo-

sredno slijedi tvrdnja da su tri vektora a, Z;,E komplanarni onda i samo onda ako je
(@,b,7) = 0.

Teorem 8. Za vektore d, 5,5 € Xo(E) zadane u pravokutnom koordinatnom sustavu

(O; i j, E) :

a = aJ—i—aJ—l—aﬁ
b = byi+boj+bsk
c = 01?+02;+03E
vrijedi formula
a; as as
(@0,0)=| by by by |. (33)
¢y C3

Dokaz. Na osnovi definicija za skalarno i vektorsko mnozenje vektora dobivamo

7k €1 Cy C3
(El:, g, 8) = (6 X g) C= ap as as |- (01;%— ng—i- CgE) = | a a9 das
by by bs by by b3

Sukcesivnom izmjenom prvog i drugog, te drugog i treceg retka ove determinante, do-
bivamo trazenu formulu (33). Sjetite se da svaka izmjena redaka determinante mijenja
njezin predznak. )
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14 VisSestruki produkt

Pod viSestrukim vektorsko — vektorskim produktom tri vektora @,b,¢ € Xo(E)
podrazumijevamo produkt @ x (b x €) ili (@ x b) x ¢.
Odmah primijetimo da za viSestruki produkt ne vrijedi zakon asocijativnosti

Ako je primjerice

onda vrijedi

Ax(bxd) = jx(Fxk)=jxi=—Fk,
(@xb)yxé = (jxj)xk=0.
Zadatak 41. Pokaite da za tri vektora @,b,é € Xo(E) vrijedi formula

ax (bxd) = (a-ab—(a-b)e (34)

Uputa: Ako stavimo @ = alf—i— Clgj—i— Gglg, b= bJ+ bgf+ ngi c= clf—i— cﬁ%— 035, direktnim
izracunavanjem lijeve i desne strane dobivamo trazenu formulu.
Ciklickom promjenom vektora a, b, ¢ u (34) dobivamo jos dvije formule

bx (Exad) = (b-a)c—(b-3)a (35)
Ex (@xb)=(¢-b)a— (¢-a)b (36)

Zbrajanjem jednakosti (34, 35, 36) dobivamo poznati Jacobijev identitet
Ax (bx3)+bx (Exad)+ex(@xb)=0. (37)

Stavimo li u (34) &= @ # 0, dobivamo formulu

1

- b1 -
b:?a—i—jax (bXCI/). (38)

a
Kako je vektor @, = a x (l; x @) okomit na vektor d@, onda formula (38) daje prikaz
vektora b kao linearne kombinacije vektora a i vektora @, okomitog na vektor a. Posebno
¢e nam biti interesantan slucaj kada je @ := « jedinicni vektor. Tada prethodna formula
postaje jednostavnija
b= (- b)i+1i x (bx ). (39)
Prvi vektor na desnoj strani prepoznajemo kao projekciju vektora b na pravac odreden
jedini¢nim vektorom @ (vidi (17), str.26). Drugi vektor prema (34) mozemo zapisati kao

Vektor V/ prpoznajemo kao projekciju vektora b na vektor @ 1, koji je okomit na vektor u
(vidi (18)).
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a)

Slika 23: Prikaz vektora b kao linearne kombinacije vektora @ i vektora a

15 Pravac i ravnina u prostoru

15.1 Pravac u prostoru

Neka je (O; i 7, E) pravokutni koordinatni sustav u prostoru. Pravac p u prostoru moze

biti zadan
(i) tockom Py € E i vektorom a € Xo(E) ili

(ii) s dvije tocke Py, P, € E.

Py

/ r
T

@

£

Slika 24: Zadavanje pravca u prostoru s tockom Py € E i vektorom d@ € Xo(E)

(i) Neka je zadana tocka Py = (g, vo,20) € R? s radijvektorom 7 i vektor @ = ari +
agf+ ask € Xo(F). Pravac p definirat éemo kao skup svih tocaka P € FE, ¢iji radij

vektor 7 mozemo zapisati kao

F=7y+\d, AeER. (40)
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Prikaz (40) obi¢no zovemo parametarski oblik jednadzbe pravca p. U koordi-

natnom obliku to je
r =29+ Aay

Y =yo + Aay (41)
z = 29+ Aas

Eliminacijom parametra A dobivamo kanonski oblik jednadzbe pravca p

r—T — 2 — Z
0 = Y L = 0, ai, Gz, as 7é 0. (42)
aq a9 as

Primjer 25. Ako je a3 =0, onda iz (41) slijedi
zZ = 20.

To znaci da sve tocke pravca p imaju istu aplikatu zy, odnosno da je pravac paralelan
s (x,y)-ravnine.

Primjer 26. Ako je ay = a3 =0, onda iz (41) slijedi

Y = Yo, Z = 20-

To znaci da sve tocke pravca p imaju istu ordinatu yy @ aplikatu zg, odnosno da je
pravac paralelan s 0si x.

(ii) Pretpostavimo da su zadane dvije razlicite tocke Py = (¢, Yo, 20), P1 = (21, 41,21) €
E.

z
P

1
=y

s
/r

T

Slika 25: Zadavanje pravca u prostoru s dvije tocke Py, P| € E.

—
Uz oznaku @ = PyP; ponovo smo u situaciji opisanoj pod (i). Ako s 7y ozna¢imo
radij-vektor tocke Fy, a s 77 radij-vektor tocke P;, tada je @ =} — 7y, pa parame-
tarski oblik jednadzbe pravca p u ovom slucaju glasi

F: _)() + )\(771 - 7?0), /\ S R, (43)
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odnosno
r =z + Az — 20)

Y =1y + Ay — yo)
z=2zy+ Az — 20)

Eliminacijom parametra A dobivamo kanonski oblik jednadzbe pravca p, koji

prolazi tockama Py, P, € E

T—Zo Y=Y _ Z— %

= ) T # To, Y1 F Yo, 2 F 20
1 — Zo Y1 — Yo 21 — 20

Zadatak 42. Kako glasi jednadzba pravca odredenog s dvije tocke Py, P, € E, koje
a) leze u ravnini paralelnoj nekoj od koordinatnih ravnina?

a) leze na pravcu paralelnom nekoj od koordinatnih o0si?

Primjer 27. Pravac p prolazi ishodistem O pravokutnog koordinatnog sustava (O;f,f, l;)

1 zadan je vektorom a = i+ j Treba izracunati udaljenost tocke Q = (1,3,0) do pravca p.

Oznacimo s u jedini¢ni vektor u smjeru vektora d i ¢ := 0(5

i= iy i=00=i+3]
lal  v2 V2

Q\

oL

\"Q’

<
o1

CH |

Slika 26: Udaljenost tocke do pravca kroz ishodiste

Neka je @' ortogonalna projekcija tocke @) na pravac p (odreden vektorom d, tj. jedi-
ni¢nim vektorom @). Prema (17) str. 26 udaljenost d(@Q’, Q) tocke @ do tocke Q" odredena

je normom vektora

vy QAN
Q'Q=c—(¢-u)u
Kako je
4 - S
c U= —=, c-u)u =2+ 27,
) (¢ 4) J
imamo
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Primjer 28. Pravac p prolazi tockom Py = (2,1,0) € E i zadan je vektorom d = i+ 7.
Treba izracunati udaljenost tocke Q@ = (1,3,0) do pravca p.

Oznacimo s 4 jedini¢ni vektor u smjeru vektora @, a s ¢ := Poijz
a 1 - 1

- = e
== ity E=RO=04-0R =i+
a

Slika 27: Udaljenost tocke do pravca

Neka je @' ortogonalna projekcija toc¢ke @) na pravac p (odreden vektorom a, tj. jedi-
ni¢nim vektorom ). Prema (17) str. 26 udaljenost d(Q’, @) tocke @ do docke @’ odredena
je normom vektora

Kako je
oo 1 @ D)t 17+ 15
C-U=——= U= —1+ —
\/57 2 2]7
imamo
— 3—,' 3—3 — 3
QR'Q = —51 + 50 dQ',Q) = 1Q'Q| = 5\/5

Isti problem mozemo rijesiti primjenom formule (39) str. 40:

&= (G- )i+ x (& x i)

Pri tome

Slika 28: Udaljenost toc¢ke do pravea primjenom formule (39)
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e (¢-u)u je projekcija vektora ¢ na pravac p (vidi takoder (17), str. 26);

——
e vektor @ x (€x @) je okomit na u i jednak vektoru Q'Q), a njegova duljina predstavlja
udaljenost tocke ) do pravca p. Kako je @ L (& x @), imamo

d(Q,p) = [|i x (Ex @)|| = ||&x al|.
Zadatak 43. Na osnovi ovog pristupa izradite Primjer 27 i Primjer 28.

15.2 Ravnina u prostoru

Primjer 29. Neka je (O,ZJ) pravokutni koordinatni sustav u ravnini u kome je pomocu
tocke Py = (x0,y0) 7 normale 1 = ai + bj_" zadan pravac p. Napist cemo jednadzbu tog
pravea 1 izvesti formulu za udaljenost tocke Q) = (zg,yg) do pravea p.

T

Slika 29: Udaljenost tocke do pravca

Neka je P = (x,y) proizvoljna tocka na pravcu p. Tada su vektori Poﬁ i 7 okomiti,
tj.

iz ¢ega dobivamo jednadzbu pravca p

a(xr — xo) +b(y — yo) = 0,
odnosno
ar +by+c=0, c = axg + byp.

U cilju odredivanja udaljenosti tocke @ do pravca p, primjenom formule (39), str. 40
vektor ¢ rastavit ¢emo u smjeru jedini¢nog vektora

. it ai +bj

Nnop = - = s
Pl Ve R

i okomito na njega

Cc = (Eﬁo)ﬁo-i—ﬁo X (EX ﬁo)
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Tako dobivamo

d(Q,p) = ||(Z- 7)Tio|| = |(- 7o)| = la(zg — x0) + b(yg — y0)|'

Va? + b?

Primjerice za pravac 3z + 4y — 1 = 0 i tocku @ = (1, 1) dobivamo d(Q, p) = %.

Specijalno, ako je pravac p zadan u eksplicitnom obliku y = kx + [, dobivamo

kxg + 1 —
a(Q.p) = et val

VvVE2Z+1

* % %k k% ok

Prijedimo sada na odrdivanje opc¢e jednadzbe ravnine u prostoru i udaljenosti neke
tocke @@ do ravnine. Neka je Py = (zo,v0,20) € M tocka koja lezi u ravnini M, a
it = Ai+ Bj + Ck # (0 normala na nju.

oy

@
M

Slika 30: Zadavanje ravnine u prostoru

Tada je za svaku tocku P = (z,y,2) € M vektor ]3;? okomit na normalu 77, tj. vrijedi
A(z — 9) + B(y — yo) + C(2 — ) =0,

odnosno
Ar+ By+Cz+ D =0, gdje je D = —Axy— Byy— Cz. (46)

Jednadzbu (46) zovemo opéa jednadzba ravnine zadane tockom Py i normalom 7.
Ako je A-B-C-D # 0, onda jednadzba (46) prelazi u segmentni oblik jednadzbe

ravnine D D D
r Yy oz .
p+q+r , gdje je p T 4 7 T o (47)

Primjer 30. Zadana je opca jednadzba ravnine 6x + 3y + 2z — 6 = 0. Njezin segmentni
oblik je 7+ % + 2 =1, a odgovarajuca ravnina prikazana je na Slici 51.
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Slika 31: Ravnina 6x + 3y + 2z —6 =0

15.3 Projekcija vektora na ravninu i udaljenost tocke do ravnine

Neka je Py = (x0, Yo, 20) tocka u ravnini M, a 1 = Ai+ Bj + Ck normala na nju. Neka je
nadalje 77y jedini¢ni vektor u smjeru normale, a () € E tocka izvan ravnine M. Oznac¢imo
c:= PO S X()(E)
Prema (39) str.40 vektor ¢ rastavit ¢emo na dva vektora: jedan u smjeru normale 77, a
drugi okomito na nju (lezi u ravnini M!):

Ai+ Bj + Ck

¢ = (C-mip)iip + 1o X (C % M), Tig = , 43
(€ 7o) iio + 7o X ( 0) 0 1B rCe (48)

pri cemu je

1

R < N

M

Slika 32: Udaljenost tocke @ do ravnine M

e (- 1ig)rip projekcija vektora ¢ na normalu odredenu vektorom 7iy;

|(¢- 7ig)To|| = |(C- 7ig)| je udaljenost tocke @ do ravnine M:;

e 7y X (C X 7ip) projekcija vektora ¢ na ravninu M;

|7io X (¢ % 7p)|| = ||& X 7ip]| je udaljenost tocke @ do normale (g L (& X 7p)).
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Neka je Q :ﬁ(a:Q,yQ,zQ) i Py = (%0,Y0,20). Tada je ¢ = ]@ = (vg — x0)i + (yo —
Y0)j + (20 — 20)k, a udaljenost tocke @) do ravnine M zadana je s
_ |A(zq — o) + Blyq — o) + C(2q — 20)| _ |Azq + Byq + Czq + D

4Q. M) = |(&o)| VAL B0 VAL

(49)

nge je D = —AIO — Byo — OZ().

Primjer 31. Izracunajmo udaljenost ishodista O = (0,0,0) pravokutnog koordinatnog
sustava do ravnine zadane jednadzbom 6x 4+ 3y + 2z — 6 = 0.

fmamo 6-0+3-0+2-0-6] 6
d(O, M) = —_
(0. M) V6% + 32 + 22 7

16 Hesseov normalni oblik jednadZbe pravca i ravnine

16.1 Hesseov normalni oblik jednadzbe pravca u ravnini

Neka je (O;i, j) pravokutni koordinatni sustav u ravnini i 77 jedini¢ni vektor koji s pozi-
tivnim smjerom osi x zatvara kut «

My = cos ot + sin .

Nekom tockom Py i vektorom 7ig potpuno je odreden pravac p koji je okomit na vektor 7
i prolazi tockom P, (Slika 33).

Il
!

Slika 33: Hesseov normalni oblik jednadzbe pravca u ravnini

Oznacimo s 7y radij vektor tocke Py. Neka je nadalje P = (z,y) proizvoljna tocka na

pravcu, a 7 = 2+ yj njezin radij vektor. Vektor PyP = ¥ — 1 okomit je na normalu 7i,
pa vrijedi

(7 — 7o) - 7 = 0, (50)
odnosno



odakle uz oznaku
To " TNo = (To)no =:0,

dobivamo Hesseov normalni oblik jednadzbe pravca
rcosa+ysina — o6 = 0. (51)

Primijetite da apsolutna vrijednost |§| predstavlja udaljenost ishodista O do pravca p.
Obratno, ako je zadan pravac p u ravnini

ar+by—c=0, a®+b*+#0, (52)

onda na jedinstven nacin mozemo izabrati vektor 77y i tocku Ty € p s radijvektorom 77
tako da je s

0= FO : T_?:() > 0,
odredena udaljenost pravca p do ishodista O.

Pretpostavimo da je ¢ > 0 (ako nije, jednadzbu (52) pomnozimo s (—1)) i jednadzbu
(52) podijelimo s va? + b2. Dobivamo

a b c
- Va2 + b2’ b= VaZ + b2’ “a= Va2 + b2 >0,

pri ¢emu je a? + b? = 1. Zato postoji « € [0,27] i 6 > 0, tako da bude

ax + by — ¢ =0, a; (53)

a _ b o c _
e = cos = = sina, = = 0 >0,

a jednadzbu (52), mozemo zapisati u Hesseovom normalnom obliku (51).

Zadatak 44. Pravac p zadan je u Hesseovom normalnom obliku tockom Py i normalom
fto, koja s vektorom i (pozitivnim smjerom osi x) zatvara kut .. Ustanovite odnos kuta o
1 kuta ¥ sto ga pravac p zatvara s pozitivnim smjerom osi x.

16.1.1 Udaljenost tocke do pravca

Jednadzba pravca p u Hesseovom normalnom obliku zadana je tockom F, i normalom
fy. Neka je Q = (zg,yg) tocka izvan pravca p smjestena tako da se tocke O i () nalaze
u suprotnim poluravninama u odnosu na pravac p. Neka je nadalje 7o = :EQZ+ ny
odgovarajuéi radij vektor tocke ), a @' ortogonalna projekcija tocke ) na pravac p i
¢ = QQ'. Tada vrijedi (vidi Sliku 34.a)

g Ay g

TQ+QQ + QP —10=0.
Skalarnim mnozenjem s 7y dobivamo

’I?Qﬁo—q—f-o—??gﬁo:o
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(a) O i @ na suprotnim stranama pravca (b) O 1 Q s iste strane pravca

Py Py

> Q'

Slika 34: Udaljenost tocke do pravca u Hesseovom normalnom obliku

odnosno
rgcosa+ ygsina —d = q. (54)

Ako je Q = (z¢,yqg) tocka izvan pravca p smjestena s iste strane pravca p kao i
ishodiste O, ponavljajuci prethodnu proceduru dobivamo

— ——>/ / —
TQ+QRQ + QL —70 =0,
FQ'ﬁ0+q+O—Fo'ﬁ0:0,
odnosno
TgCosa + yosina — 6 = —q. (55)
Na osnovi (54)-(55) zakljucujemo da je formulom
dg = xgcosa+ ygsina — 4, (56)

do na predznak odredena udaljenost tocke ) do pravca p. Ako je dg > 0, onda se tocke
@ i O nalaze s razlicitih strana pravca p, a ako je g < 0, onda se tocke @) i O nalaze s
iste strane pravca p.

Udaljenost tocke ) do pravca p odredena je s

d(Q,p) = |rg cosa+ ygsina — 9. (57)

Ako je pravac zadan implicitno ax + by — ¢ = 0, a® + b*> # 0, onda za ¢ > 0 dobivamo
Hesseov normalni oblik

a b c
+ — =0,
\/a2+62x \/a2+b2y Va2 + b?

a udaljenost tocke @ = (z4,y,) do pravca jednaka je

c >|_|axq+byq—c]

a b
d(Q’””Qm*"JQm‘<m - verwE
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16.2 Hesseov normalni oblik jednadzbe ravnine u prostoru

Neka je (O; i 7, IZ) pravokutni koordinatni sustav u prostoru i
ity = cos ai + cos ] + cos vlg

jedini¢ni vektor. Nekom tockom F, i vektorom 7y potpuno je odredena ravnina koja
prolazi tockom Py i ima normalu 7.

Slika 35: Sliku treba promijeniti !!!

Neka je P = (x,y, z) proizvoljna toc¢ka u ravnini, a 7 = zi+ y]_"—l— 2k odgovarajuci radij
vektor. Iz uvjeta okomitosti vektora 77 i vektora Py ?’ dobivamo vektorski zapis jednadzbe
ravnine M

fig - (F—7p) = 0,
gdje je 1y radij vektor tocke Fy. Prethodnu jednakost mozemo pisati
Mg+ T — Tig - 7o = 0,
odakle uz oznaku (udaljenost tocke O do ravnine)
0 <779 = (ro)n, =: 9,
dobivamo Hesseov normalni oblik jednadzbe ravnine M u prostoru
xcosa+ycosf+ zcosy— 0 =0. (59)

Primjedba 12. Postoji direktna veza izmedu implicitnog oblika jednadzbe ravnine

ar +by+cz—d=0, a*+b+c*#0. (60)

i Hesseovog normalnog oblika (59).
Ako je d > 0, jednadzbu (60) podijelimo sa 0 = v/a? + b + ¢? i dobivamo

b d
wmr+by+caz—d =0, a1=g7 b =—, 01=E, dy = —,
o
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pri cemu je a? + b? + ¢ = 1. Zbog (14), str.24. parametar a; moZemo shvatiti kao cos «,
by kao cos 8 a ¢; kao cosvy, a § kao (dy) > 0.

Slicno kao u prethodnoj tocki, formulom

d

Ag =xgcosa+yocosfS+zpcosy —0, 6=——=oo--u >0, 61

Q Q Yo g Q v e e (61)

do na predznak odredena je udaljenost tocke Q = (z¢g,yq, 2¢) do ravnine M zadane u

Hesseovom normalnom obliku. Udaljenosti tocke @ = (x,, Yy, 2,) do ravnine M jednaka
je

Q. 7) lazq + byg + cyq — d|

sto se podudara s formulom (49). Veli¢ina (61) je pozitivna (odnosno negativna) ako su

(62)

tocke O i @ s raznih strana (odnosno s iste strane) ravnine M.

Zadatak 45. PokaZite da je normala na pravac ax + by + ¢ = 0,a,b,c € R u ravnini
zadana s 7 = ai + bj.

12
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