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Linearni operatori u ravnini

Rudolf Scitovski, Dragana Jankov MaSirevié

1 Uvod i motivacija

U ravnini M uvedimo pravokutni koordinatni sustav (O;é7,é;). Neka je f: M — M
funkcija koja preslikava ravninu M u ravninu M. Primjerice, takva preslikavanja su razli-
cite geometrijske transformacije: translacija, osna simetrija, centralna simetrija, rotacija,
homotetija. Za proizvoljnu tocku P € M, preslikavanjem f dobivamo novu tocku P’ € M,
tj. f(P) = P’ (vidi Slikul).
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Slika 1: Geometrijska transformacija

Ranije smo ustanovili da izmedu skupa toc¢aka ravnine M i vektorskog prostora Xo(M)
postoji bijekcija, pa ¢emo svakoj tocki P pridruziti njezin radij-vektor OP. Definirajmo
sada preslikavanje A : Xy — X, koje ¢e radij-vektor OP preslikati u radij-vektor OP’, tj.

A(OP) = OP = 0f(P".

Preslikavanje A zvat ¢emo operator. Primijetite da smo na taj nacin konstruirali jos
jednu bijekciju: bijekciju izmedu svih preslikavanja f : M — M i skupa svih operatora
A Xo — X,. Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 1. (Simetrija ravnine M u odnosu na prvu koordinatnu os). Ako je P € M
proizvoljna tocka s koordinatama (x1,x3), onda je njena osno simetricna slika obzirom na
prou koordinatnu os tocka P' s koordinatama (x1, —x2) (vidi sliku Sliku 2).

o - 53 OF A
Prikazimo odgovarajuce vektore OP, OP’ u bazi (€}, €5):
57 —
OP = $1€1 + $2€2, OP/ = x1€1 - I2€2.

Sada operator osne simetrije obzirom na prvu koordinatnu os A : Xy — Xy mozemo
definirati kroz njegovo djelovanje na proizvoljno izabrani vektor OP = x1€] + x9€5 € X
na sljedeci nac¢in

A(IL‘151 + 1'252) = x1€1 — 13252.

Primijetite da je na taj nacin definirana vrijednost ovog operatora za svaki vektor x € Xj.
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Slika 2: Simetrija obzirom na prvu koordinatnu os
Zadatak 1. Na slican nacin definirajte operator osne simetrije obzirom na drugu koor-

dinatnu os.

Primjer 2. (Centralna simetrija ravnine M u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava).
Ako je P € M proizvoljna tocka s koordinatama (x1,z3), onda je njena centralno si-
metricna slika w odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava tocka P’ s koordinatam

(—x1, —x9) (vidi Sliku 3 ).

P(xl, (L‘Q)
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Slika 3: Centralna simetrija obzirom na ishodiste

. ., —}; — .o o
Prikazimo odgovarajuce vektore OP, OP’ u bazi (€}, €5):

? — — / — —
OP = ri1€1 + To€9, OFP = —X1€1 — T9€a.
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Sada operator centralne simetrije u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava A :
Xo — Xo mozemo definirati kroz njegovo djelovanje na proizvoljno izabrani vektor OP =
x1€1 + 1265 € Xy na sljededi nacin

A(m1€1 + 1’252) = —$1€1 — 23252.
Primijetite da je na taj nacin definirana vrijednost ovog operatora za svaki vektor z € Xj.

Zadatak 2. Na slican nacin pokusajte definirati operator centralne simetrije u odnosu na
tocku T = (2,1).

Primjer 3. (Homotetija ravnine M u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava). Ako
je P € M proizvoljna tocka s koordinatama (z1,x2), onda je njena homoteticna slika u

odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava tocka P' s koordinatama (Axy, Axe), A € R
(vidi Sliku 4).

A>0 A<0
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Slika 4: Homotetija
s ., ? — .o o
Prikazimo odgovarajuce vektore OP, OP’ u bazi (€, €s):

—
O_}>) = 1€ + T9€y, OP' = \zié) + ALo€s.

Sada operator homotetije u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava A : Xy — X
mozemo definirati kroz njegovo djelovanje na proizvoljno izabrani vektor OP = €] +
2265 € Xy na sljedeéi nacin

A(:clgl + ngg) = )\.1’151 -+ )\%252.

Primijetite da je na taj nacin definirana vrijednost ovog operatora za svaki vektor x € Xj.
Ako je |A| < 1, govorimo o kontrakciji (stezanju), a ako je |A| > 1, govorimo o dilataciji
(rastezanju).

Zadatak 3. Pokusajte na slican nacin definirati operator koji ée u smjeru prve koordi-
natne o0si dvostruko rastegnuti ravninu, a u smjeru druge koordinatne osi upola stegnuti
TAUNINY.
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Primjer 4. (Ortogonalna projekcija ravnine M na prvu koordinatnu os). Ako je P € M
proizvoljna tocka s koordinatama (x1,x2), onda je njena ortogonalna projekcija na prou
koordinatnu os tocka P’ s koordinatama (x1,0) (vidi sliku).

T

Slika 5: Ortogonalna projekcija na prvu koordinatnu os

Zato se operator projekcije na prvu koordinatnu os A : Xqg — X definira na sljedeéi
nacin
A(mlé’l + xggg) = 1‘151.
Zadatak 4. Zadan je operator A : Xg — Xy formulom
A($1€1 + 1’252) = [E151 + 7&7252, v e R.
Za razlicite vrijednosti od v € R opisite djelovanje operatora A.

Primjer 5. (Rotacija ravnine M za kut ¢ oko ishodista O koordinatnog sustava). Ako je
P € M proizvoljna tocka s koordinatama (x1,x3), moZe se pokazati da rotacijom za kut
¢ oko ishodista O koordinatnog sustava dobivamo tocku P’ s koordinatama (x1cos@ —
Tosin g, xq sin @ + x cos ) (vidi Sliku 6).

Zato se operator rotacije ravnine M za kut ¢ oko ishodista O A : Xy — X, definira
na sljedec¢i nacin

A(x1€] + 1965) = (11 cosp — Tasinp)é] + (1 8in ¢ + x5 coS ) Es.
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Slika 6: Rotacija

2 Linearni operatori u ravnini

Definicija 1. Kazemo da je operator A : Xy — X, linearan operator ako (VA u €
R) (Vz,y € Xp) vrijedi!
A(Az + py) = A(z) + pA(y).

Nadalje, kad god to ne¢e dovoditi do nesporazuma, djelovanje linearnog operatora A na
vektor x jednostavno ¢emo oznacavati s Azx.

Primjer 6. PokazZimo da je operator simetrije ravnine M u odnosu na prvu koordinatnu
0s (opisan u Primjerul) linearan operator.

Neka su z,y € X, proizvoljni vektori. Tada mozemo pisati

T = T1e] + Toey Ax = 2161 — x9€9
—_—

Y ="tvie1+ Y262 Ay = yie1 — yaeo

Kako je Az + py = (A\xy + pyr)er + (Aza + pys)es, djelovanje linearnog opratora A na
linearnu kombinaciju Ax + uy daje

Az +py) = (Az1+pyr)er — (Aza+pya)es = A(x1e1 —9e2) +p(yre1 —yaez) = AMr+pAy.

Dakle, operator A ima svojstvo linearnosti navedeno u Definiciji 1, pa je on linearni ope-
rator.

Zadatak 5. PokaZite da su i drugi operatori navedeni u prethodnim primjerima linearani
operatorti.

17Zbog jednostavnosti pisanja, a i pretpostavke da su studenti u meduvremenu usvojili osnovna pred-
znanja, u daljnjem tekstu vise ne¢emo na vektore stavljati "strelice"
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2.1 Svojstva linearnih operatora

S L (Xy) ozna¢imo skup svih linearnih operatora A : X, — Xy. Navedimo najvaznija
svojstva ovog skupa.

1% (homogenost) A(0) = 0;

20 (jednakost) Dva linearna operatora A, B : Xy — X su jednaka ako za svaki x € X
vrijedi Ax = Buz;

3% (zbrajanje) Za dva linearna operatora A, B : Xy — X, na uobicajen nacin definiramo
njihov zbroj C = A + B,

(Ve € Xo) C(zx):= A(zx) + B(z);

4% (mnoZenje sa skalarom) Za realni broj A € R i linearni operator A : Xy — Xj
na uobicajen nac¢in definiramo produkt linearnog operatora sa skalarom (brojem)
F =X
(Vo € Xo) F(z):= (M) (z) = \A(x);

Lako se moze provjeriti da su prethodno definirani operatori C i F linearni operatori i da je
skup £ (Xj) svih linearnih operatora na X, snabdjeven binarnim operacijama zbrajanja
i mnozenja sa skalarom jedan novi vektorski prostor. Pri tome neutralni element za
zbrajanje je tzv. nul-operator O, koje definiramo s O(z) = 0, x € Xj.

Takoder jednostavno se pokazuje da je kompozicija linearnih operatora opet linearni
operator.

5° (produkt) Za dva linearna operatora A, B : Xy — Xj na uobicajen nacin definiramo
kompoziciju C = Ao B

C(z) = (Ao B)(z) = A(B(2));

Uobic¢ajeno je da se kompozicija A o B jos naziva i produkt linearnih operatora i
oznacava s: A - B ili samo s AB.

6° (svojstva produkta) Lako se moZe provjeriti da za produkt linearnih operatora vrijedi
o (AB)C = A(BC) [zakon asocijacije]
e linearni operator Z, Z(z) = x, sa svojstvom

AL =TA = A,

predstavlja neutralni element za mnozenje linearnih operatora i naziva se je-
dini¢ni linearni operator.
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e Skup svih linearnih operatora £ (Xj) snabdjeven binarnom operacijom mnoze-
nja nije grupa jer svakom linearnom operatoru .4 nije moguce pronadi inverzni
element.

e Za dva linearna operatora A, B opéenito ne vrijedi zakon komutacije
AB # BA

Primjer 7. Prethodno navedenu tvrdnju moZemo pokazati kontraprimjerom.
Neka je A linearni operator projekcije na prvu koordinatnu os, a B linearni
operator simetrije obzirom na simetralu 1. ¢ I11. kvadranta (vidi Sliku7):

Pl(.'L'Q,fIJl)

45°

Slika 7: Simetrija obzirom na pravac zo = 1

A(mlel + .TQ@Q) = T1€q, B(xlel + 1'262) = I92€1 + T1€9.
LIzracunajmo djelovanje produkata AB i BA na proizvoljni vektor x = x1eq +
To€a!

AB(xlel + 1’262) = A (8(1'161 + ZL‘Q€2)) = A(Igel + Ileg) = T2€1 + 0- €9
BA(x1e1 + x9e9) = B (A(x161 + x9€9)) = B(x161 +0-€3) =0+ €1 + z1e9.

Ocigledno je AB(x) # BA(z) za sve x # 0. Sto geometrijski predstavljaju
operatori AB i BA?

Zadatak 6. PokaZite da za linearni operator simetrije obzirom na prvu koordinatnu os
(vidi Primjer 1) vrijedi AA = T. Geometrijski obrazloZite ovo svojstvo.

7% (distributivnost) Za zbrajanje i mnozenje linearnih operatora vrijedi zakon distribu-
cije, koji povezuje ove dvije binarne operacije
(A+B)C=AC+ BC
AB+C)=AB+ AC
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Primjer 8. Moze se pokazati da ako je A = O ili B = O, onda je AB = O, ali obrat
opcenito ne vrijeds.

U tu svrhu dovoljno je pronaéi jedan kontraprimjer. Neka je A linearni operator
projekcije na prvu koordinatnu os, a B linearni operator projekcije na drugu koordinatnu
os. Tada vrijedi

AB(a:lel + $2€2) = A(B(xlel + 33'262)) = A(O -e1 + 1'262) =0- €1 = 0.
Sliéno pokazite da vrijedi BA = 0. Razmislite o geometrijskom znacenju ovog svojstva.

Primjer 9. Za linearni operator A moZemo definirati operator A?, tako da za proizvoljni
r € Xg bude A*(x) = A(A(x)). MoZe se pokazati da ako je A= O, onda je A* = O, ali
obrat opcenito ne vrijedi.

Naravno, u tu svrhu mozemo se pozvati na prethodni primjer, ali tvrdnju je moguce
i direktno dokazati pronalazenjem jednog kontraprimjera. Provjerite da je za to dobar
kontraprimjer operator A definiran s A(z) = A(z1e1 + x262) = x9e;. Najprije provjerite
da se radi o linearnom operatoru.

8% Kao $to smo ranije utvrdili, za mnoZenje linearnih operatora ne vrijedi zakon ko-
mutacije. Ipak u nekim specijalnim slucajevima za dva linearna operatora moze se
dogoditi da vrijedi zakon komutacije. Tada kazemo da oni komutiraju.

Zadatak 7. Pokazite da su nize navedeni operatori A, B linearni i da komutiraju.

A(mier + x0e3) = (71 + 22)e1 + 12e9

8(13161 + 13262) = (131 — xg)el + Zoeo

Zadatak 8. Matematickom indukcijom pokaZite da ako linearni operatori A,B €
L (Xo) komutiraju, onda vrijedi

(AB)" = B"A", n=0,1,...

Takoder, na kontraprimjeru pokaZite da navedena formula ne mora vrijediti ako
linearni operatori A, B ne komutiraju.

9P Akoje P:R — R, P(A) = agp+ aiA+ -+ a,\", X € R polinom, onda operator
PA)=ay+a A+ -+ a, A", A e L(Xy)

zovemo vrijednost polinoma P na operatoru A. Pokazite da je operator P(A)
linearan operator.

Zadatak 9. Ako je A € L(Xy) linearan operator pokaZite da za operator P(A)
vrijedsi
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o AP(A)=P(A)A,
e akojea,b € R i Py(N\) = (A—a)(A=D), onda vrijedi Py(A) = (A—aZ)(A—bI),

e ako su a,b € R realne nultocke polinoma Py(\) = A* — (a + b)X\ + ab, pokaZite
da vrijedi Po(A) = (A — oZ)(A — bI).

3 Algebra matrica drugog reda

Lema 1. Ako se linearni operatori A, B € L (Xo) podudaraju na bazi vektorskog prostora
Xo, onda su oni jednaks.

Dokaz. Neka je (e, e3) baza u Xy. Po pretpostavci je
Ael = 861 & A€2 = 862.

Neka je x = x1e1 + woey proizvoljni vektor. Tada, koriste¢i svojstvo linearnosti operatora
A, B i prethodne jednakosti dobivamo
AIL‘ = ./4($161 + ZL‘QGQ) = 1‘1./461 + ZL‘Q.AGQ =
= x1Be; + xoBey = B(z1e1 + x9e5) = Bu.

&

Teorem 1. Neka je (e, es) baza u vektorskom prostoru Xy, a vi,ve € Xq bilo koja dva
vektora. Tada postoji jedinstveni linearni operator A € L (Xy), takav da bude

A61 = U1 & Aeg = V2. (1)

Dokaz. Konstruirajmo najprije operator A, koji ima svojstvo (1). U tu svrhu izaberimo
proizvoljni x € X,. Tada postoje jedinstveni realni brojevi z1,x, € R, takvi da je x =
xr1e1+x9e9. Takoder, na taj nacin jednoznacno je odreden vektor xiv; +x9v9. Definirajmo
sada operator A formulom

A(a:lel + $2€2) = T1V1 + T2Va. (2)
(i) Najprije, lako je (odgovarajuéim izborom brojeva zy, x2) provjeriti da vrijedi (1).

(ii) Pokazimo da je operator A, definiran formulom (2), linearan. Za x = x1e; + x2e,
Y =111+ Yee2 i A\, p € R vrijedi:

Ae+py = Az + pyi)er + (Azz + pys)es,
Az +py) = (Azy + pyr)vr + (A2 + pyz)ve =

= ANz1v1 + 2202) + u(y1v1 + Yov2) = Nx + pAy
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(iii) Pokazimo jedinstvenost ovako definiranog linearnog operatora A. Posluzit ¢emo
se metodom kontradikcije. Pretpostavimo da je B € L£(X,) neki drugi linearni
operator sa svojstvom: Be; = v; & Bey = ve. Usporedujudi ove jednakosti s (1)
dobivamo Ae; = Be; & Aey = Besy, $to prema Lemil znadi da je A =B

Time je dokaz teorema kompletiran. )

Lema 1l zapravo pokazuje da je neki linearni operator A : Xo — Xy potpuno odreden
ako je poznato njegovo djelovanje na bazu (eq, e5) vektorskog prostora Xy. Djelovanjem
linearnog operatora A na bazne vektore eq, e; dobivamo nove vektore Aeq, Aes € X, koje
takoder mozemo na jedinstven nacin prikazati u bazi (e, es)

Aey = ajieq + ages
.A€2 = Q1261 + 9269
gdje su (a1, as ), odnosno (a9, ags), odgovarajuée koordinate vektora Ae;, odnosno Aes.

Pamtit ¢emo ih tako da nacinimo kvadratnu tablicu u ¢ijem prvom stupcu ¢e se nala-

ziti koordinate vektora Ae;, a u drugom stupcu koordinate vektora Aey. Tablicu ¢emo

oznaéiti velikim stampanim slovom A i uglatim zagradama.?

a1; a2
Q21 Q22

Primjer 10. Neka je (O;ey,es) pravokutni koordinatni sustav u ravnini, a A € L (Xo)

A=

linearni operator simetrije obzirom na prvu koordinatnu os
A(l‘1€1 + 1’262) = T1€1 — T2€9.

Kako je specijalno (za x1 = 1,290 = 0) Aey = 1-e1 —0-eq, te Aeg = 0-¢1 —1-ey (za
1 = 0,29 = 1), odgovarajuca matrica A linearnog operatora A u bazi (eq,es2) zadana je s

1 0
A= .
0 -1
Obrnuto, ako je poznata matrica A i baza (e, es) vektorskog prostora Xy, time je

potpuno odreden linearni operator A : Xg — Xj:

e najprije definirajmo vektore

U1 = a11€1 + G169, Uy = Q12€1 + A22€3.

2U literaturi se matrice jo§ oznacavaju ili parom okruglih zagrada ( ) ili s dva para okomitih crta
Il ||, ali nikako s dvije okomite crte | | jer je ta oznaka rezervirana za determinantu.
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e Prema Teoremu 1, str. 9 postoji jedinstveni linearni operator A : X, — X, takav da
je
.A61 =1 & ./462 = V2

odnosno,
Ael = ai1e1 + as1€2

./462 = 12€1 + a92€9

Budu¢i da je poznato njegovo djelovanje na bazne vektore, prema Lemil, str.9 linearni

3 -1
1 2

matrica drugog reda. Treba odrediti linearni operator A € L (Xy) kome u bazi (eq,es)

operator A : Xy — Xy potpuno je odreden.

Primjer 11. Neka je (O; ey, e2) pravokutni koordinatni sustav u ravnini i A =

pripada matrica A.
Matricom A zadan je linearni operator A, za kojeg vrijedi

.A@l = 361 + €9
./462 = —e1 + 262.

Za proizvoljni x € X, postoje jedinstveni x1,zo € R, takvi da je v = x1e; + z9e9, a
djelovanje linearnog operatora A na vektor z je

Axr = x1Ae; + x9hdes = 11(3e1 + e3) + xo(—e1 + 2e5) =
= (35(]1 — x2)61 -+ (131 + 21’2)62
3.1 Svojstva matrica
S My oznacimo skup svih kvadratnih matrica drugog reda. Navedimo najvaznija svojstva

ovog skupa.

19 (jednakost) Dvije matrice A =

a1 CL12] B [bn b12

Q21 A22 ba1 oo
samo onda ako su im jednaki svi odgovarajuéi koeficijenti, tj.

] su jednake onda i

A:B<:>{ ap; = b1, a2 = bio

ag1 = b21> Az = by

Ovo svojstvo direktno slijedi iz ¢injenice (Lema 1,str. 9) da su dva linearna operatora
jednaka ako se podudaraju na baznim vektorima.

Prenoseéi direktno strukturu vektorskog prostora £ (Xj) svih linearnih operatora iz
Xo u Xp, mozemo definirati zbrajanje, odnosno mnozenje sa skalarom na skup matrica
M.
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20 (zbrajanje matrica) Neka matricama A, B € M, pripadaju odgovarajuéi linearni ope-
ratori A, B € L (Xy). Tada mozemo definirati matricu C' := A+ B, kao zbroj matica
A1 B na sljedeéi nacin

Cij ‘= aij+bij7 Z,j: 1,2
11 a2 bi1 big

+ g
Q21 A22 ba1  ba

Naime, djelovanje linearnog operatora C na bazni vektor e; je

aj1 + b1 aig + bio
a1 + ba1  age + boo

A+ B = =C

Cel = <A+B)€1 = A61+861 = (a1161+a2162)—|—(b11€1+621€2> = (a11+b11)61+(a21+621)62

Sli¢cno pokazite djelovanje linearnog operatora C na bazni vektor e;. Dakle, matrice
se zbrajaju tako da im zbrojimo sve odgovarajuce elemente.

3% (mnoZenje matrica skalarom) Neka matrici A € M, pripada odgovarajuéi linearni
operatori A € L (Xy). Tada mozemo definirati matricu F' := AA, na sljedeéi nacin

fij == Aaij, i,j=1,2
AA — ) air Q12 _ Aaiy Aap _.r
Q21 Q22 Aagr  Aago
Naime, djelovanje linearnog operatora F na bazni vektor e je

.7-"61 = ()\A)Gl = )\(Ael) = /\(&1161 + &2162) = ()\all)el + ()\&21)62.

Sliéno pokazite djelovanje linearnog operatora F na bazni vektor e;. Dakle, matricu
mnozimo skalarom tako da sve njezine elemente pomnozimo tim skalarom. Sjetite
se kako se mnozi determinanta nekim brojem !

Lako se moze provjeriti da je skup M, svih kvadratnih matrica snabdjeven binarnim
operacijama zbrajanja i mnozenja sa skalarom jedan novi vektorski prostor. Pri tome
neutralni element za zbrajanje je tzv. nul-matrica O, kojoj su svi elementi jednaki nuli.

4% (mnoZenje matrica) Produkt dviju matrica A, B opet je matrica D := AB definirana
na sljedec¢i nacin

2
dij == > by, i,7=1,2
=1

AB =

ail Az bi1 bio . a11011 4+ a12ba1  a11b12 + ajoba _.D
bar bao '

Qo1 A2 a21011 4 ax2bar  ag1b1a + ageba
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Neka matricama A, B u bazi (e, e2) pripadaju linearni operatori A, B. Neka je
nadalje D = AB. Djelovanjem linearnog operatora D na bazni vektor e; dobivamo

Del = (AB)61 = A(Bel) = A(b1161 + 62162) =
= b Aey + borAes = bii(arier + agiez) + bog(arzer + ages) =

= (anbi + aizbar)er + (az1bir + asnbo)es
Na slican nacin pokazite da je
Dey = (a1bia + aiabas)er + (a21bia + asnbas)es.
Time je obrazlozena formula (3).

2
-2

Zadatak 10. Za matrice A = 1 B =

1
5 ] izracunajte produkt
C = AB.

5% (svojstva produkta) Lako se moZe provjeriti da za mnoZenje matrica vrijedi

e (AB)C = A(BC) [zakon asocijacije]

10
e matrica [ = 01 ] predstavlja neutralni element za mnozenje matrica i

naziva se jedini¢na matrica.

e Skup svih kvadratnih matrica M, snabdjeven binarnom operacijom mnozenja
nije grupa jer svakoj matrici A nije mogucée pronadi inverzni element. Ako za
danu matricu A € M, postoji takva matrica B € Ms, da bude AB = BA =1,
onda kazemo da je matrica B inverzna matrica matrice A i oznacavamo je s

AL
1 2
Zadatak 11. PokaZite da matrica A = 9 nema tnverznu matricu, te
11 2 —1
da je inverzna matrica matrice C = - zadana s C~' = . .

e Za dvije kvadratne matrice A, B opc¢enito ne vrijedi zakon komutacije
AB # BA

Ako za dvije matrice vrijedi zakon komutacije, kazemo da one komutiraju.

Zadatak 12. Pronadite primjer dviju matrica za koje vrijedi zakon komutacije,
te primgjer dviju matrica za koje ne vrijedi zakon komutacije.
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0 1
Zadatak 13. PokaZite da za matricu A = 0 0 ] vrijedi A2 = A- A= 0.
Pronadite takvu matricu za koju vrijedi A% = I.

6° (distributivnost) Za zbrajanje i mnoZenje matrica vrijedi zakon distribucije, koji po-
vezuje ove dvije binarne operacije
(A+ B)C = AC + BC
AB+C)=AB+ AC

7% Kao §to smo ranije definirali pojam determinante, sada mozZemo definirati i deter-
minantu kvadratne matrice drugog reda

ailz Az
det A =

= a11Q22 — Q12021
21 Q22

Provjerite da za dvije kvadratne matrice A, B vrijedi (Binet-Cauchyjev teorem)

det(AB) = det A - det B.

3.2 Kontrakcija i dilatacija ravnine

Neka je (O;eq, e5) pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Linearni operator C € £ (Xj)
definirajmo na sljedec¢i nacin

C(xie1 + woen) = 161 + YT, v € R. (4)
Primijetite da je linearni operator C specijalno
e za v = 1 jedini¢ni linearni operator (C = Z);
e za v = ( projekcija na prvu koordinatnu os;

e za v = —1 simetrija obzirom na prvu koordinatnu os;

10
U opéem slucaju linearnom operatoru C u bazi (e, e5) pripada matrica C' = 0 ] .
Y
Pogledajmo kako linearni operator C djeluje na neke geometrijske objekte u ravnini.

e (kruznica) Jedini¢énu kruznicu sa sredistem u tocki O
K={(r1,25) € R*: 2% + 25 =1}

preslikava u elipsu

2

C(K) =K' = {(&,n) eR2:52+22=1}.
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Naime, tocka T' = (x1,z5) € K prelazi u tocku 7" = (£, 1), pri cemu je
E=x1,  n=712
=1 = E+5L=1
e (pravokutnik) Pravokutnik
P={(r,25) €ER*: -1 <2, <1, —1<mx,<1}

preslikava u pravokutnik

CP)=P ={(En)eR*:-1<£<1, —y<n<y}

Slika 8: Kontrakcija jedini¢ne kruznice i kvadrata

Iz prethodnih primjera moglo se vidjeti da linearni operator C steze (odnosno rasteze)
geometrijske objekte u smjeru druge koordinatne osi. To su razlozi zbog kojih linearni
operator C

e za |y| < 1 zovemo kontrakcija (stezanje) prema prvoj koordinatnoj osi;
e za |y| > 1 zovemo dilatacija (rastezanje) prema prvoj koordinatnoj os;

Definirajmo sada linearni operator A, koji steze (rasteze) ravninu u smjeru prve koor-
dinatne osi i linearni operator As, koji steze (rasteze) ravninu u smjeru druge koordinatne

osi
Al(xlel + 33262) = (1xr1€1] + Toly, 1 > O,
As(z1e1 + 2069) = 1101 + Q9€3, g > 0,
3 . o . a; 0 L0
kojima u bazi (e1,es) pripadaju matrice A; = 0 , odnosno A, = 0 .
Q9
a1
Linearni operator A, kome u bazi (e, e2) pripada matrica A = A; Ay = zadan
(%)

je s
A(mel + ZL’Q@Q) = qiT161 + Qoxsey, Qq,ap > 0.
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On jedini¢nu kruznicu K = {(z1,z2) € R?: 27 + 23 = 1} preslikava u elipsu

2 2
A R
2 2
a7 o5

Naime, tocku T' = (x1,x2) € K preslikava u tocku 77 = (£, n), pri Cemu je
§ =z, T = Qa2
2 2
=1 = (5) + (%) =1

Primjerice, za a; > 11 ag < 1 rasteze kruznicu I u smjeru prve koordinatne osi i steze u
smjeru druge koordinatne osi.

Primjenom programskog sustava Mathematica pomocu kratkog nize navedenog pro-
grama pogledajte djelovanje linearnog operatora kontrakcije za razli¢ite vrijednosti para-
metara oy, ao.

In[1]:= all = 3; al2 = .5;
ContourPlot [{x"2 + y~2 == 1, (x/all)"2 + (y/al2)"2 == 1}, {x, -3, 3},{y, -1,
Axes -> True, Frame -> False, AspectRatio -> Automatic]

Slika 9: Djelovanje linearnog operatora kontrakcije na jediniénu kruznicu

Primjer 12. Zadan je linearni operator C, kome u bazi (ey,es) pripada matrica
o 2 1 y

Razmotrimo djelovanje ovog linearnog operatora na jedinicnu kruznicu K = {(x1,z3) €
R?: 2% + 22 =1}.

C(.CC1€1 + 1'262) = (233'1 + £C2)€1 —+ (.’L’l -+ 21’2>€2.

Linearni operator C vektor xie; + zqey, gdje je (x1,z2) € K preslikava u neki novi
vektor e; + ney, tako da je

(221 + xa)er + (21 + 222)es = Eeq + nea.

Iz jednakosti
21’1"‘%2:5, x1+2x2:7]’
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dobivamo ) _25_1 ) __}§+2
1 — 3 3777 2 — 3 377

Zato jedini¢na kruznica K djelovanjem linearnog operatora C prelazi u elipsu (vidi sliku):

R o

N

Ve

Slika 10: Djelovanje linearnog operatora C na jediniénu kruznicu

4 Svojstveni problem

Definicija 2. Kazemo da je kompleksni broj A € C svojstvena (karakteristi¢na)
vrijednost? linearnog operatora A: Xy — X ako postoji ne-nul vektor x # 0, takav da
bude

Ax = Az, (5)

pri ¢emu vektor x nazivamo svojstveni (karakteristi¢ni) vektor koji pripada svojstve-
noj vrijednosti .

Primijetite da su vektori x i Ax kolinearni, a da svojstveni vektor x, koji pripada
svojstvenoj vrijednosti A, nije jedinstven. Naime, svaki vektor oblika az, o € R\ {0}
takoder je svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti A:

Alax) = aAz = a(Az) = M ax).

Sta vise skup svih vektora, kojima pripada svojstvena vrijednost A, a kome je jos dodan
nulvektor, ¢ine vektorski potprostor u Xy, koji zovemo svojstveni potprostor linearnog
operatora A, koji pripada svojstvenoj vrijednosti .

3eng.: eigenvalue — eigenvector, njem.: eigenwert — eigenvektor
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aq 0
Primjer 13. Neka je (O; ey, e3) pravokutni koordinatni sustav w ravnini i A = 0
Q9

dijagonalna matrica drugog reda. Time je u skladu s Teoremom 1, str.9 na jedinstven
nacin odreden linearni operator A zadan svojim djelovanjem na bazne vektore:

Aer = aqeq, Aey = ases.

Primijetite da su u ovom slucaju brojevi oy i ag svojstvene vrijednosti, a bazni vektori eq,
odnosno ey, odgovarajuci svojstveni vektori.

Pretpostavimo da je A € C svojstvena vrijednost linearnog operatora A: Xy — X,.
Tada postoji ne-nul vektor x = &1e; + &seq, takav da je Ax = Az, tj.

&1 Ae + EAes = Mieg + Aaey

= &i(aner + agez) + &aaner + ages) = e + Aaes
= (&anr + &2a12 — A )er + (§1a21 + Eaa9n — As)ea =0

odakle dobivamo homogeni sustav linearnih jednadzbi

(a1 —N& + a§a = 0 (6)
anéi + (a—N& = 0

Matrica ovog sustava je A — A\I, gdje je A matrica linearnog operatora A, a I je odgo-
varajuca jedinicna matrica. Buduéi da vektor x = &1e1 + 65 treba biti ne-nul vektor,
potrazit ¢emo netrivijalno rjeSenje prethodnog sustava, tj. zahtijevat ¢emo da matrica
sustava bude singularna. To ¢e biti ispunjeno ako vrijedi (vidi Cramerovu metodu)

det(A — AI) = 0. (7)

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su svojstvene vrijednosti linearnog operatora A. Ozna-
¢imo ih s A1, A\o. Ako u sustav (6) umjesto A uvrstimo \;, i = 1,2 i rijeSimo sustav, dobit
¢emo odgovarajuci svojstveni vektor v;, i = 1, 2.

Primjer 14. Neka je (O; ey, es) pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Odredimo svoj-
stvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore linearnog operatora A: Xo — X koji je
zadan svojim djelovanjem na bazne vektore na sljedeci nacin:

Aey = —eq + 4dey, Aey = 4e; + Hes.

U bazi {ey, e} linearnom operatoru A pripada matrica A = . Odgovarajuéi

sustav linearnih jednadzbi (6) glasi

(—1-=N& + 46 = 0 (8)
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—1—=A 4

4 5-—X
M) = \? —4)\ — 21 = 0, odakle dobivamo svojstvene vrijednosti A\; = —3, Ay = 7. Ako
u (8) umjesto A redom uvrstimo A;, i = 1,2 i rijeSimo sustav, dobivamo odgovarajuce

Matrica ovog sustava je A — A\ = [ ] , a jednadzba (7) postaje det(A —

svojstvene vektore x1 = —2e; + ey 1 19 = €1 + 2es.

Primjer 15. Neka je (O;eq,es) pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Odredimo svoj-
stvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore linearnog operatora A: Xg — Xo koji je
zadan svojim djelovanjem na bazne vektore na sljedeci nacin:

A61 = €1, ./462 =e1 + ea.

U bazi {e1, es} linearnom operatoru A pripada matrica A = . Odgovarajuéi
sustav linearnih jednadzbi (6) glasi
(1-XN& = 0.
1-X 1
Matrica ovog sustava je A— A\l = 0 1.l a jednadzba (7) postaje det(A—\I) =

(1-X)? = 0, odakle dobivamo dvostruku svojstvenu vrijednost A\; = Ay = 1. Uvrtavanjem
u sustav (9) A\; = 1, umjesto A, dobivamo jedan jedini¢ni svojstveni vektor v; = e;. Kako
ovaj linearni operator A djeluje na jedini¢nu kruznicu K = {z = (u1,uz) € R?: v +u3 =
1} 7
Moze se postaviti ovakvo pitanje:
Ako je A : Xo — Xo linearni operator, kome u bazi ey, es pripada matrica
ai; Q12
A= , postoji li neka nova baza €}, €, u kojoj ¢e tom linearnom
Q21 Q22
operatoru pripadati dijagonalna matrica ?
Odgovor na ovo pitanje potrazit ¢emo u jednom specijalnom sluc¢aju: u slucaju kada

je matrica A simetri¢na matrica.

4.1 Simetricni linearni operatori u ravnini

Definicija 3. Kazemo da je linearni operator A : Xqg — X, simetrican ako vrijedi

Arz-y=x- Ay, Vz,ye€ X,. (10)
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Zadatak 14. Direktnom provjerom pokaZzite da za funkciju F : Xy X Xg — R definiranu
formulom F(z,y) = Ax -y, gdje je A linearni operator kome u bazi ey, es pripada matrica
iz Primjera 13, str. 18 vrijedi "svojstvo simetrije’:

F(Q?,y)zF(y,l’>, vw,Z/GXO;
tj. linearni operator iz Primjera 13, str. 18 je simetricni linearni operator.

Zadatak 15. Pokazite da simetricnom linearnom operatoru u nekoj bazi pripada sime-
tricna matrica.

Zadatak 16. Neka je A : Xog — Xy simetricni linearni operator. PokaZite da
e ako je o € R iZ jedinicni operator, onda je i operator (A — o) takoder simetrican;

e ako je 01,00 € R, a T jediniéni operator, onda operatori (A — o1Z) i (A — 05T)
komutiraju.

U sljedec¢em teoremu pokazat ¢emo da za proizvoljni simetri¢ni linearni operator moze
pronaci takva ortonormirana baza u kojoj tom linearnom operatoru pripada dijagonalna
matrica s realnim elementima. Takoder mozemo re¢i da simetri¢ni linearni operator ima
realne svojstvene vrijednosti, pri cemu su odgovarajuci svojstveni vektori medusobno oko-
miti.

Teorem 2. Ako je A : Xo — Xy simetricni linearni operator na vektorskom prostoru
Xo = Xo(M), onda postoje realni brojevi A1, Ay € R i ortonormirana baza (€}, e) vektor-
skog prostora Xy, tako da bude

/ / / /
Ael = \e, Aesy, = \aes,.

Dokaz. Za proizvoljni vektor e € Xo(M) u vektorskom prostoru Xo(M) tri vektora
e, Ae, A%e su linearno zavisna. Razlikovat éemo pri tome slucajeve kada su vektori e, Ae
linearno zavisni ili linearno nezavisni.

e Slucaj 1. Pretpostavimo najprije da je e # 0 i da su vektori e, Ae linearno zavisni.
Tada postoji skalar \; € R, takav da bude Ae = A;e.

Djeljenjem s ||e||, uz oznaku €} := e/||e|| dobivamo
Ae = \el.
Neka je nadalje €}, jedini¢ni vektor okomit na €}. Pokazimo da je Ae, L ef:
e} - Aey = Ael ey = (M\ie]) - ey = Ai(e] - e5) = 0.
To znaci da je Ae, kolinearan s €5, tj. da postoji Ay € R takav da je

/ !/
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e Slucaj 2. Pretpostavimo da su vektori e, Ae linearno nezavisni. Zbog linearne
zavisnosti vektora e, Ae, A%e postoje skalari o, 8 € R takvi da je

A?e = aAe + Be, odnosno <A2 —aAd— BI) e=0.

Ako definiramo polinom — kvadratnu funkciju u A: P(\) = A\? — a\ — 3, onda
prethodnu jednakost mozemo pisati:

P(A)e = 0.

Tvrdimo da su nultocke polinoma P realne!

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da su nultocke polinoma P konjugirano-
kompleksni brojevi:

o+it, o —it, ot eR, t#£0.
Faktorizirani zapis polinoma P glasi
PN =A—(c+it) (A=(c—it)=A—0)? +t

Zbog P(A)e = 0 slijedi
(A—o0I)’e+t*e=0

Kako je A — ¢Z simetri¢ni linearni operator (Zadatak 16, str. 20)
(A—0)e-e=(A—0I)(A—0l)e-e=(A—ol)e- (A—oT)e
i kako je |le]|> = e - e, mnozeéi skalarno prethodnu jednakost vektorom e, dobivamo
I(A = oT)el” + ¢*[le]|* = 0.
Odavde slijedi
[(A—oZ)e] =0 & te]| =0,

iz ¢ega zbog pretpostavke da je e # 0 slijedi ¢ = 0, a ovo se protivi polaznoj pret-
postavci. Zbog toga mozemo tvrditi da su nultocke polinoma P realne. Oznac¢imo
ih s )\1, )\2.

Tvrdimo da je \; # \5!

Pretpostavimo suprotno, tj. da je Ay, = A\;. Tada bi faktorizirani oblik polinoma P
bio
PO\ =(A—\)°.

Zato iz
PAe=0 = (A-\NI)’e=0,
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pa mnozenjem ove jednakosti sklarno s e dobivamo
[(A—XZe|]*=0 odnosno Ae— A\e=0,

iz Cega proizlazi da su Ae i e linearno zavisni, Sto se protivi polaznoj pretpostavci.

Sada jos treba pokazati da su i u ovom slucaju odgovarajuéi svojstveni vektori
medusobno okomiti.

Kako je, dakle
P(A)e=0 gdjeje PA)=A=A)A—=A)
slijedi

Ako stavimo
vy = (A= XT)e=Ae — le #0,

vy :=(A—MNTZ)e=Ae— \ie #£0,
onda iz prethodne jednakosti slijedi
(A-—MZ)vy =0 & (A—XI)vy =0, odnosno
AUl = )\17)1 & AUQ = )\21)2.
Dakle, vq, v9 su svojstveni vektori linearnog operatora A, koji pripadaju svojstvenim
vrijednostima Aq, As.
Tvrdimo da su svojstveni vektori v, v, medusobno okomiti !
Kako je
A'Ul Vg = )\11)1 * Vg & ./4.’02 U = )\Q'UQ U1
zbog simetri¢nosti linearnog operatora A vrijedi
OZA'Ul'UQ_AUQ'Ul :/\1’01 ‘U2_>\2U2'U17
iz ¢ega slijedi
()\1 — )\2)’01 Vg = 0,
a kako je A\ # )Xo, slijedi vy - v = 0. Na taj nacin i u ovom slucaju pronasli smo
trazene ortonormirane svojstvene vektore

/. (%1 /. V2

el T el

&

Primjer 16. Linearni operator A : Xq — Xo zadan je svojim djelovanjem na vektorima
baze: Aeq = 2e1 + ey, Aey = 1 + 2es.
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Buduéi da u bazi (eg, e5) ovom linearnom operatoru pripada simetricna matrica
2 1
Ale) = [ L9 ] , ovaj linearni operator je simetrican.

Pronadimo njegove svojstvene vrijednosti i odgovarajuce svojstvene vektore. Prateci
tijek dokaza teorema uzmimo primjerice e = e; i izraCunamo:

Ae; = 2e; + ey A’e; = A(Aey) = A(2e; + e3) = ey + 4ey
Kako su e; i Aey ocigledno linearno nezavisni, pronadimo «, 3, tako da bude
A’e; = adey + Pe.
Dobivamo: a =4, 8 = —3 i svojstveni polinom
PA) =X -4 +3=\—-1)(A-3),

i svojstvene vrijednosti

Svojstvene vektore vy, vy dobivamo iz

7

Slika 11: Rastezanje ravnine u smjeru svojstvenih vektora

v = ./461 — 361 = —e1 + €9,
vy := Ae; — leg = e + es.
Nova ortonormirana baza (¢}, €},) odreena je s

’ U1 1 ; U2 1

€, = —— = —=(—€e1 +e3), e = —(e1 + e9).
: AT AT et

[l

U novoj bazi (€}, €)) matrica linearnog operatora A postaje dijagonalna matrica

10
A(e’):{o 3].
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Korolar 1. Svojstvene vrijednosti simetricnog linearnog operatora A: Xo — Xy su realne,
a odgovarajuci svojstveni vektori medusobno okomiti.

Dokaz. Dokaz neposredno slijedi iz Teorema 2. Ipak, iz prakti¢nih razloga navest ¢emo
alternativni - konstruktivni dokaz ovog korolara.

Svojstvene vrijednosti simetricnog linearnog operatora A rjesenja su kvadratne jed-
nadzbe (7), gdje je A simetricna matrica drugog reda koja u bazi {e;, ea} pripada linear-

nom operatoru A. Zbog jednostavnosti ozna¢imo: A = Z ZC) .
Kvadratna jednadzba (7) tada postaje
N — (a+c)A+ac—b* =0, (11)
i ima rjeSenja
Ao = (‘“Lc);\/ﬁ, D = (a—c)* + 4b*.

Kako je D > 0, svojstvene vrijednosti A;, Ao su realne.

Ako je D > 0, svojstvene vrijednosti medusobno su razli¢ite (A; # A2). Svojstvene
vektore vy, vy, koji pripadaju tim svojstvenim vrijednostima A;, Ay dobit ¢emo tako da
svojstvene vrijednosti A, Ay redom uvrstimo u (6). Pokazimo da su u tom slucaju odgo-
varajuci svojstveni vektori medusobno okomiti.

Neka je vy, odnosno vy, svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A,
odnosno \p. Tada vrijedi

.A’Ul = /\1’01, (12)
.AUQ = /\1U2. (13)

Mnozeéi (12) s vy, (13) s vy i koristedi svojstvo simetri¢nosti linearnog operatora A,
dobivamo
0= AUl c Vg — AUQ U1 = Uﬂ)g(/\l — /\2) (14)

Kako je A1 # )Xo, mora biti v;vy = 0, tj. u tom slu;aju odgovarajéi svojstveni vektori
medusobno su okomiti.
Ako je D = 0, mora biti
c=a & b=0,

i postoji samo jedna realna svojstvena vrijednost (dvostruka nultocka jednadzbe (11))
A= “T“ U tom sluc¢aju matrica simetricnog linearnog operatora A je oblika A = al, a
svaki ne-nul vektor x € X je svojstveni vektor operatora A. I u tom sluc¢aju za svojstvene
vektore vy, vo mozemo izabrati bilo koja dva medusobno okomita vektora. O]

Zadatak 17. Linearni operator A: Xo — Xo zadan je svojim djelovanjem na vektorima
baze: Aey = 9e; + 12e9, Aey = 12e1 + 16e5. PokaZite da je ovaj linearni operator sime-
trican. Pronadite njegove svojstvene vrijednosti i odgovarajuce svojstvene vektore.
Rjesenje: \y = 25, Ay =0, v1 = 3eq + 4ey, vy = —4deq + 3eq,
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5 Ortogonalni operatori u ravnini

Zadan je pravokutni koordninati sustav (O; ey, e5) u ravnini M, gdje je (e, e2) ortonormi-
rana baza. Definirajmo novi pravokutni koordninati sustav (O; e/, €},) u ravnini koji ¢emo
dobiti rotacijom koordinatnog susatava (O; ey, e2) za kut ¢ u pozitivnom smjeru oko tocke

0.

%62

<X

€1

Slika 12: Rotacija koordinatnog sustava

Proizvoljni vektor x € Xo(M) u bazi (e, e2), odnosno bazi (€], €}) mozemo zapisati

kao
r = Tie1+ xqes, odnosno

T = yiey + yach
Primijetite da zbog svojstva ortonormiranosti baza vrijedi
r = (x-e1)er + (x-eg)es, odnosno
r = (z-e))e)+ (z-ée)el.
gdje je (+) oznaka za skalarni produkt. Buduéi da vrijedi tablica mnozZenja

/ /
: ‘ €1 €9
ey |cosp —sing

ey | siny  cosp

specijalno za z = €/, odnosno = = €}, dobivamo

= (€] -e1)e; + (€] - ea)ea = cose; + sin pes, odnosno

= (eh-e1)er + (eh - ex)es = —sinpe; + cos pey

Na taj nacin nove bazne vektore €, e}, prikazali smo u staroj bazi (eq, e3). Sliéno za x = eq,
odnosno x = ey, dobivamo

er = (e1-€))e] + (ex - eh)el, = cospe) — sinpe, odnosno

e = (ex-€))el + (ex- eh)el, = sinpe] + cos pél.
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Na taj nacin stare bazne vektore es, e5 prikazali smo u novoj bazi (€}, ¢e}). Prema Te-
oremu 1, str.9 za bazu (e, ey) i vektore €], €}, postoji jedinstveni linearni operator U : Xy —

X, takav da je
Uey =€) = cospe; + sin pes,

Uey =€, = —sinype; + cos pes,

s pripadnom matricom u bazi (eq, e)

CcoSs —sin
U:[ 4 ‘p].

singp cosg

Kako je det(U) = 1 > 0, linearni operator U prevodi desnu ortonormiranu bazu (e;,es) u
desnu ortonormiranu bazu (¢}, €}).

Zadatak 18. Provjerite da za proizvoline x,y € Xo(M) vrijedi
o (Uzx,Uy) = (2,y)
o |[Ux| = |||
Ovo je motivacija za sljede¢u definiciju

Definicija 4. Kazemo da je linearni operator U : Xy — X, ortogonalan operator ako
je
(Z/{I,uy) = (xay) V%?JEXO-

Zadatak 19. Provjerite je li linearni operator V : Xo — Xo koji bazu (€}, ey) preslikava
u bazu (e1,e) ortogonalan ¢ Napisite matricu operatora V u bazi (€], ¢e,). Kakvu vezu
primjecujete izmedu operatora U ¢V ?

Neka je P € M, tocka koja u sustavu (O;ey,ey) ima koordinate (xq,x2), a u sustavu
(O;¢€),¢ey) koordinate (), x)). lzrazit ¢emo koordinate (2, z)) preko koordinata (xy,x2).
Kako je

T = O_f’ = 161 + X269, odnosno

_ ! ] ! 7
= Ij€] + Tyey,

vrijedi
) = (x-€)) = ((zr1e1 + 22e2) - €]) = x1(e1 - €]) + xa(ea - €]) = x1 cos v + xg8in @, odnosno
xh = (x-ey)) = ((zr1e1 + z2e2) - €5) = wq(eg - €) + xa(en - €) = —xq 8in + x5 cos .

(15)

FIRE (0

Zadatak 20. Izrazite koordinate (x1,x5) preko koordinata (x), ).

ili u matri¢cnom obliku
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Zadatak 21. Kako ce se transformirati zadani geometrijski objekt u ravnini ako na njega

sukcesivno djeluju simetricni i ortogonalni operatori ? Izradite odgovarajuci program.

Zadatak 22. Pokazite da je linearni operator H : Xo — Xo, kome u bazi (e1, e3) pripada
9 —12

matrica H =1— 2 sitmetrican i ortogonalan. Operator H u literaturi (vidi
#1216

primjerice [5], [11], [21], [23], [24], [25] ) se naziva Householderov operator. Za vektor
x = 3e1 + 4dey izracunajte Hx. Rezultate prikazZite © objasnite geometrijskim prikazom.

6 Kvadratne forme

Definicija 5. Kvadratnu funkciju dviju varijabli ¢ : R? — R,
q(71,2) = a1 2] + 2a12%122 + 2273,  Q11,a12, a2 € R (17)
nazivamo kvadratna forma dviju varijabli.

Definirajmo sada linearni operator A : Xy — X, kome u bazi (ej, e5) pripada matrica

11 Q12
Q12 A22

Matricu A zovemo matrica kvadratne forme. Primijetite da je A simetri¢ni linearni

A=

operator.
Pokazimo da se kvadratna forma ¢(x1, zo) moze prikazati kao skalarni produkt Az - x, pri
cemu je x € Xy, x = x1€1 + T269. Naime, kako je
.AJZ = 131./461 + ZEQA@Q = I ((11161 + CL1262> + X9 (CL1261 + CL22€2)
= (71011 + T2012) €1 + (T1a12 + T2a22) €2,

imamo
Az -z = x1(z1011 + T2a12) + X2 (1012 + Toas9)

= ana? 4 24127179 + anrs = q(x1, T2).
Nadalje, prema Teoremu 2, str. 20 za simetricni linearni operator A postoji desna ortonormirana
baza (e}, €5) i realni brojevi Aj, Ay € R, tako da bude
Ae = \iel, Aely, = \gél,

tj. u novoj bazi (¢}, €) linearnom operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag (A1, Aa).
Pri tome se baza (¢}, €},) od baze (ey, e2) dobiva rotacijom za kut ¢ (cos¢ = e; - €}) u pozi-
tivnom smjeru. U novoj bazi (¢}, ¢)) vektoru x pripadaju nove koordinate = = y,¢] + y2€, a
skalarni produkt Azx - x postaje

Az -z = (y1Ae) + y2Aey) (1€ + y26€5)

= (y1ha€] + yadae)) (y1€] + ya2€))

= M () + X2 (o).
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Kako prema (15, str.26) izmedu starih i novih koordinata vektora = postoji ovakva veza

Y1 = X1 COS © + T SIn p,

Yo = —T1 Sin @ + T2 COS ,
onda za svaki z1, x5 € R vrijedi
a1 T2 + 20190109 + ax3 = A (21 cos @ + T, sin @)2 + Ao (—xy sin p + 25 cos g0)2 .
Na osnovi definicije jednakosti polinoma dobivamo sljedece jednakosti

a;;y = M cos?p+ Agsin?

ass = M sin?@ 4+ A\ycos? (18)
aia = (A — Ag)sinpcos,
Iz ovih jednakosti raCunamo:
det A = ajyag — a2, = (A2 4+ A2)sin? pcos? o 4+ Mg (sin ¢ + cos? ) — (A\; — Ap)?sin? p cos? ¢

= ()\f + A5 — (M — )\2)2> sin? p cos? p + A\ Ao (sin? o + cos? )

=2X1)2
= A2 (2sin2 o cos? ¢ + sin® ¢ + cos® @) = M Ay (sin? ¢ + cos? @)

= )\1>\27

Tr A= ail + @y = )\1 +)\2.

Zato koriste¢i Vieteove formule svojstveni polinom linearnog operatora A sa svojstvenim vri-
jednostima A1, A\ moZemo zapisati kao
PA) = (A=X)(A—=A)
= N =1+ X)X+ A\
= A - ATrA+detA

Primjer 17. Zadan je pravokutni koordinatni sustav u ravnini (O;eq,es) i matrica A =

2 1
kvadratne forme.
1 2

Odgovarajuca kvadratna forma je
q(z1,15) = 202 + 23115 + 223

Kako je Tr A = 4 i det A = 3, svojstveni polinom simetricnog linearnog operatora .4, kome u
bazi (e1, e5) pripada zadana matrica A, glasi

P(\) = A\ — 4\ + 3.
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Svojstvene vrijednosti (nultocke polinoma P) operatora A su: A\ = 1, Ao = 3. Odgovarajui
svojstveni vektori prema Teoremu 2, str. 20 dobivamo iz jednadzbe

v = A61 — )\261 = —eq + €9, Vg = .A61 — )\161 = e1 + eo.

Da bismo dobili desno orijentieani koordinatni sustav (O;¢€},¢e)), umjesto vektora vq, uzet
cemo vektor (—vy) (jednadzbu (19) pomnozimo s (—1)). Zato je nova ortonormirana baza, u
kojoj linearnom operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag(1,3) zadana s

/ 1 / -1
61:ﬁ(_61+62)’ 62:E(61+62).

Kako je prema tablici skalarnog mnozenja na str.25 cos p = ey - €} = \_/—% kut ¢, koji pakazuje
-1 _ 3w

veli¢inu zakreta u pozitivnom smjeru stare baze prema novoj, iznosi arccos 5 4

Kvadratna forma ¢ sada glasi

4(y1,92) = 1- 47 +3- 3,
gdje je © = yy €} + yo€h, prikaz vektora x u novoj bazi.

Zadatak 23. Kut ¢ zakreta u pozitivnom smjeru stare baze (e1,es) prema novoj bazi
(€], €5), odredenoj smjerom svojstvenih vektora linearnog operatora A kome u bazi (eq, e3)
pripada matrica A, odredite samo na osnovi poznavanja elemenata matrice A. Pri tome
koristite jednakosti iz (18)

Rjesenje: ctg2p = 41—922

2a12

6.1 Ispitivanje definitnosti kvadratne forme
Definicija 6. KaZemo da je kvadratna forma dviju varijabli ¢ : R? — R,
q(x1,2) = an@] + 2a1971%5 + a3, 11,412,093 € R
e pozitivno semidefinitna ako prima samo nenegativne vrijednosti (q(z1,x2) > 0);

e pozitivno definitna ako je pozitivno semidefinitna i ako je g(z1,x2) = 0 <= x; =
xy = 0;

e negativno semidefinitna ako prima samo nepozitivne vrijednosti (¢(z1,x2) < 0);

e negativno definitna ako je negativno semidefinitna i ako je q(z1,22) = 0 <
T1 = Ty = O;

e indefinitna ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti.
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Neka je (O; ey, es) pravokutni koordinatni sustav u ravnini, a (e, e5) ortonormirana baza.
Kao $to smo vidjeli u prethodnim razmatranjima, za kvadratnu formu ¢ : R? — R vrijedi*

q(z1,22) = Az - x,

gdje je x = x1eq + x9eq, a linearni operator A u bazi (e;,e2) zadan je matricom A =

ain a1z , : U L , ,
[ Osim toga, u novoj ortonormiranoj bazi (€}, e5) definiranoj preko svojstvenih
aiz2 Q22

vektora linearnog operatora A, vrijedi

q(y1, 42) = Myi + Xays, (20)
gdje je . = yr€} + y2€h, a A1, Ay € R za koje vrijedi
MAy = det A = aj1a99 — Q%Q, M+ A =TrA=ay + asn.
Sada mozemo navesti jednostavne kriterije za ispitivanje definitnosti kvadratne forme.

e Kvadratna forma ¢ je pozitivno definitna onda i samo onda ako je a;; > 0idet A >
0.

Naime, ako je kvadratna forma ¢ je pozitivno definitna, onda prema (20) mora biti A\; >
0& \a > 0. Zbog toga je det A > 0. Nadalje, iz toga slijedi da je aj1az > a?y > 0, tj.
ajraze > 0, Sto znadi da su aj; i age razliCiti od nule i istog predznaka. Taj predznak zbog
Tr A = a11 + ass = A1 + A2 > 0 mora biti pozitivan.

Obrnuto, ako je a;1 > 0 & det A > 0, najprije primijetimo da zbog det A > 0 vrijedi
aiiage > a%Q > 0, tj. aj1a99 > 0, Sto znadi da su aj1, a9 istog predznaka, a kako je po
pretpostavci a;; > 0, mora biti i ase > 0. Zbog det A = Ao > 0, A1 i Ao razliciti su od nule
i istog predznaka. Taj predznak zbog A1 + Ao = Tr A = ay1 + a2 > 0 mora biti pozitivan.

e Kvadratna forma ¢ je pozitivno semidefinitna onda i samo onda ako je a;; > 0,
929 2 Oi detAZO

Dokaz ove tvrdnje moZe se pokazati na slican nacin kao u prethodnom slucaju.

e Kvadratna forma ¢ je negativno definitna onda i samo onda ako je a;; < 0idet A >
0.

Dokaz ove tvrdnje moZe se pokazati na slican nacin kao u slu¢aju pozitivne definitnosti.

e Kvadratna forma ¢ je negativno semidefinitna onda i samo onda ako je a;; < 0,
929 SO i detAZO

Naime, ako je kvadratna forma ¢ je negativno semidefinitna, onda prema (20) mora biti
A1 < 0& \g < 0. Zbog toga je det A > 0. Nadalje, iz toga slijedi da je ajiazs > a2y > 0, $to

4Zato se Sesto u literaturi govori o definitnosti linearnog operatora ili definitnosti matrice
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znadi da su aq1 i aog istog predznaka. Taj predznak zbog A\ + Ao = TrA = a1 + age <0
mora biti negativan.

Obrnuto, zbog det A = A1 Ao > 0, A1 i A\ istog su predznaka. Kako je a1 < 0& age < 0, taj
predznak zbog A1 + Ao = Tr A = a11 + a2 < 0 mora biti negativan.

e Kvadratna forma ¢ je indefinitna onda i samo onda ako je det A < 0.
Dokaz ove tvrdnje moze se pokazati na slican nacin kao u prethodnim slucajevima.

Primjer 18. Ispitajmo definitnost kvadratne forme q(zy, ) = 923 — 621209 + 3. Matrica

9 -3
ove kvadratne forme je A = ok Kako je a;7 =9 >0, aso =1>0idet A =0,

ova kvadratna forma je pozitivno semidefinitna.

Zadatak 24. Ispitajte definitnost kvadratnih formai
a) q(z1,x9) = =922 + 63179 — 73, b) q(x1,22) = 27 + 2129 + 513,
¢) q(w1,x9) = 223 + 22129 + 222, d) q(z1,79) = 523 + 62179 — 323,
e) q(x1,2) = 922 + 24x129 + 1622 f)  q(x1,22) = —H2? + 63179 — 523,

Pokusajte primjenom Mathematica-naredbi P1ot3D ¢ ContourPlot skicirati grafove odgo-
varajucih kvadratnih funkcija.
Rjesenje: a) negativno semidefinitna,  b) pozitivno definitna,  c) pozitivno definitna,  d)

indefinitna,  e) pozitivno semidefinitna,  f) negativno definitna

Zadatak 25. Za n = 2 pokaZite da je Grammova matrica G(dy,...,d,) iz Primjedbe ??
pozitivno definitna odna i samo onda ako su vektori d,...,ad, linearno nezavisni

7 Krivulje drugog reda

Obi¢no se u literaturi pod krivuljom drugog reda u ravnini M podrazumijeva takva krivulja
koju proizvoljni pravac sijeCe najvise u dvije tocke. Najpoznatije krivulje drugog reda u ravnini
su: kruznica, elipsa, hiperbola i parabola.

Za svaku od navedenih krivulja moguce je izabrati takav pravokutni koordinatni sustav
(O; e, e2) u ravnini M da su one opisane sljede¢im jednadzbama:

2?2+ y* =r? (kruZnica radijusa r sa sredistem u tocki O)

Zé + 3;—; =1 (elipsa s poluosima a > 0i b > 0 sa sredistem u tocki O)

& — g—i =1 (hiperbola s poluosima a > 0 i b > 0 sa srediStem u tocki O)

y? = 2px (parabola s parametrom p i tjemenom u tocki O)

Grafove ovih krivulja moZzemo lako nacrtati primjenom programskog sustava Mathema-
tica. U verziji Mathematica 6 crtanje implicitno zadanih krivulja radi se primjenom naredbe
ContourPlot
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In[1]:= (* Kruznica radijusa 2%)
slk = ContourPlot[x72 + y~2 ==

(* Elipsa s poluosima a=3, b=2 *)

32

2A2, {X, _2, 2}, {y, _2: 2},
Axes -> True, Frame -> False];

sle = ContourPlot[x"2/372 + y~2/272 == 1, {x, -3,

AspectRatio
(* Hiperbola s poluosima a=b=1 x)
slh = ContourPlot[x"2 - y~2 ==
AspectRatio

(* Parabola s parametrom p=1 *)

-> Automatic, Axes

1, {X’ _3, 3}, {y,v
-> Automatic, Axes

slp = ContourPlot[y~™2 == 2 x, {x, -3, 3}, {y, -2,

AspectRatio

-> Automatic, Axes

Print [GraphicsGrid[{{slk, sle}, {slh, slp}}]]

1
-
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Slika 13: Kruznica, elipas, hiperbola i parabola

3}; {Y, _21 2}’
-> True, Frame -> False];

-2, 2},
-> True, Frame -> Falsel;

2},

-> True, Frame -> False];

Krivulje drugog reda u teoriji se obi¢no definiraju kao skup svih nultoc¢aka polinoma drugog

reda dviju varijabli P : R? — R,

2 2
P(I‘l, (L’Q) = Q1174 +2a12x1x2 +CL22I2 +(11$1 +Cl2.§(32 +a0,

pri ¢emu matrica prisutne kvadratne forme A =

a1 a2

ain, a1z, Az, a1, a2, ap € R, (21)

nije nul-matrica, Sto znaci da je

Q12 A2

barem jedan od koeficijenata koji stoje uz potencije reda 2 razlicit od nule.

Tocka P(z1,x2) € M je nultocka polinoma P onda ako vrijedi P(x1,22) = 0. Skup svih
nultocaka S polinoma P je podskup u M. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ey, e3)
u ravnini M skup svih nultocaka polinoma P identificira se sa skupom svih rjeSenja jednadzbe

2 2
1177 + 20120172 + Q2275 + 171 + a2 + ag = 0, aii, G2, 2, a1, 02,09 € R, (22)
Primjenom Teorema 2,str. 20 moze se pokazati da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 3. Neka je S C M skup svih nultocaka polinoma P u pravokutnom koordinatnom
sustavu (O ey, es) @ neka je A # O matrica pripadne kvadratne forme. Tada
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1° ako je det A > 0, onda je S elipsa ili jednoclan ili prazan skup;
20 ako je det A < 0, onda je S hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku;

3% ako je det A = 0, onda je S parabola ili unija dvaju paralelnih pravaca ili jedan
pravac ili prazan skup.

Dokaz. Ako uvedemo vektore = = x1e1 + x9ey | @ = ajeq + azeq, jednadzbu (22) mozemo
zapisati kao
Ar-x+a-x+ag=0, (23)

gdje je A simetri¢ni linearni operator kome je u bazi (e, ) pridruzena matrica A. Prema
Teoremu 2,str. 20 moze se pronaci nova ortonormirana baza (€], €}) u kojoj je matrica linearnog
operatora A dijagonalna, Ciji su elementi realne svojstvene vrijednosti A, Ao operatora A.
Vektori x i a dobivaju nove koordinate

T = 11€] + Y26, a = bie] + boey,
a jednadzba (22), odnosno (23) prelazi u
MYT + Aoys + biys + bays + ag = 0, A1, A2, b, ba, a0 € R. (24)

Primijetite da u ovoj jednadzbi, za razliku od ekvivalentne jednadzbe (22) vis§e nema mjeovitog
¢lana.

Kako je A # O, barem jedna svojstvena vrijednost linearnog operatora A je razli¢ita
od nule. Bez smanjenja opcCenitosti mozemo pretpostaviti da je A\; # 0. Sada mozemo
pretpostaviti i da je \; > 0°!

U nastavku dokaz ¢emo podijeliti u tri koraka

I, XA #0
II. =0 & by#£0
IIT. My=0 & by=0

Slucaj I. Pretpostavimo da je Ay # 0. Kako je u ovom slucaju Ai, Ay # 0, vrijedi

2 2
Ayt + by = M (yl + 2%) - 4bT117

b

2
Aoys + bayz = Ao (yz + 2%) ~ Iy

pa uz oznake

2y = — 29 1= —
1= Y 2= Y2 My’
jednadzba (24) prelazi u
Mzt + Nozs = dje je = —b% + —bg a (25)
121 229 =7, gdeje v ISV 0-

Sako nije, jednadzbu (24) moZemo pomnoziti s (—1)
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Na pocetku smo utvrdili da smijemo pretpostaviti da je A; > 0. Obzirom da je u ovom
sluaju Ao # 0, moguce su dvije situacije:

(i) A > 0. Zbog det A = My > 0, ova situacija karakterizirana jednostavnim
kriterijem: det A > 0.
Kako je u ovom slucaju A\; > 0i Ay > 0, jednadzba (25) moze predstavljati: elipsu
(za v > 0, vidi Primjer19, str.35) ili jedno¢lan skup (za v = 0, vidi Primjer 20,
str. 36) ili prazan skup (za v < 0, vidi Primjer 21, str. 37).

(i) A2 < 0. Ova situacija karakterizirana je kriterijem: det A < 0.
Kako je u ovom sluéaju A\; > 0, a Ay < 0, jednadzba (25) moze predstavljati:
hiperbolu (za v # 0, vidi Primjer22, str. 37) ili unija dvaju pravaca koji se sijeku
(za v =0, vidi Primjer 23, str. 38).

Slucaj II. Pretpostavimo da je Ay = 0, ali da je by # 0.
U ovom slucaju jednadzbu (24) mozemo zapisati u obliku

M2; + bezg + 8 =0, (26)

gdje je
bi
22 = Y2, p=ay—

1=y + BV
1

el
2)\;
JednadZba (26) predstavlja parabolu (vidi Primjer 24, str. 40).

Slucaj III. Pretpostavimo da je Ay = 0 i da je by = 0.
Sada je jednadzba (24) sasvim jednostavna

Myt + by +ap =0,

i nakon dijeljenja s A; i svodenja na potpuni kvadrat postaje

bl 2 b% Qo
o 0y — L 120 _
(yl * 2)\1> U T

i moze se zapisati u obliku

gdje je
L b 1 [ b2
= _— Zo = = — — — Q, .
Z21=MU Y% 2 = Y2, Y A\ 1), 0

Skup svih rjesenja jednadzbe (27) za v < 0 je prazan skup, za v = 0 to je pravac
21+ 025 =0, aza~ >0 to je unija paralelnih pravaca (vidi Primjer 21, str. 37).

21+ 020 = /7, 21 +0-20 = —/7.
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Time je dokaz teorema kompletiran. &

Primjer 19. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq,es) treba odrediti skup svih
rjesenja jednadzbe
21;% + 2x129 + 2x§ +4x, 4+ 8x9 — 1 =0.

Kako je u ovom slucaju matrica prisutne kvadratne forme A = [ L 9 1 vektor a = 4eq + 8eq,

ap = —1, a vektor x = x1e1 + xoeo, zadanu jednadzbu u pravokutnom koordinatnom sustavu
(O; e1, e2) mozemo zapisati kao

Az-z+a-xz+ag=0, (%)

gdje je A simetri¢ni linearni operator kome u bazi (e1,e2) pripada matrica A. Svojstvene vrijednosti
ovog linearnog operatora su A\ = 3 i A2 = 1. Odgovarajuéi ortonormirani svojstveni vektori prema
Teoremu 2, str. 20 su

(e1 +e2), ey = —=(—e1+e).

, 1
61 = E
Prikazi vektora a i  u novoj bazi (¢}, €) su:

/

a=(a-e))e) + (a-eh)ehy = \%e’l + \%6’2 = 6v/2¢] + 2v/2¢},
T = y1€] + Ya€h.
2 2
Kako je det A =3 > 0, a broj v = 4bT11 + 4% —ap = 9, u ovom slucaju skup svih rjeSenja zadane
jednadzbe je elipsa. Poku$ajmo je nacrtati.
Kvadratna jednadzba (*) u novom pravokutnom koordinatnom sustavu (O; €], €5) glasi

3y2 4+ 92 +6v2y1 + 2V2y0 — 1 =0, (2+)

§to mozemo zapisati u obliku
2 2
3(m+v2) + (e +v2) =9 (3

Ovo je elipsa s centrom u tocki O1 = (—+/2,—/2) i poluosima v/3 i 3. Ako ishodiste O novog
koordinatnog sustava (O; e}, €5) pomaknemo tu tocku, onda jednadzba elipse (3%) u koordinatnom
sustavu (Oq; €}, €) glasi

323422 =0, (4x)

S
Kako je 001 = —/2¢} —\/2¢, = —2e,, veza izmedu koordinata neke tocke 7' € M u koordinatnom
sustavu (O;e1, e2) i koordinatnom sustavu (O1; €], €5) dana je sljedecom vektorskom jednako$cu

z1
V2

z
=2 (—61 + 62) ,

V2

——
T = x101 + Toe3 = Q07 + 21€)| + 29€h, = —2e9 + (e1 + e2) +

odakle dobivamo 1
x9 = =24+ —(21 + 22),

V2

1
T = \ﬁ(zl — 22),
odnosno
2+ 21 +22), zg =

z1 = (2+$2*$1).

Sl
Sl
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Zato jednadzba elipse (4x) u koordinatnom sustavu (O;eq,e2) glasi
32421 +x0)? + 2+ —21)? =18,  (5%)

$to odgovara polaznoj jednadzbi. Primijetite da se ova formula takoder moze dobiti iz formule (3*)
koristenjem veze (16), str. 26

| _pyr| _Q 1+ T2
Y2 T2

2 —T1 + X9

Slika 14: Skup svih rjesenja jednadzbe 222 + 2x129 + 223 + 421 + 829 — 1 =0

Primjedba 1. Sva navedena izracunavanja i izradu odgovarajuceg crteza moze se napraviti
primjenom programskog sustava Mathematica — vidi program Krivulja2 na
http://www.mathos.hr/~geometrija.

Primjer 20. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;ey,eq) treba odrediti skup svih
riesenja jednadzbe

Qm% + 2x129 + 21‘3 + 2\/5351 + 4\/§x2 +4=0.

Kako su u ovom primjeru matrica prisutne kvadratne forme i odgovarajuéi linearni operator isti
kao u prethodnom primjeru, i svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori su isti®. U novoj bazi je
a = 6€) + 2¢f. Kako je u ovom sluéaju det A =3 > 0 i~y = 0, skup svih rjeSenja zadane kvadratne
jednadzbe "stegao se" na jednu tocku.

Polazna kvadratna jednadzba u novom koordinatnom sustavu (O; €], €5) transformira se u

32 +y2 4+ 6y1 +2y2 +4 =0, odnosno 3 (y1 +1)° + (y2 +1)* =0,

tije je rjeSenje jedna to¢ka T = (—1, —1), &ije koordinate u sustavu (O;eq,e2) su (0, —v/2) .

SPotrebna izra¢unavanja i izradu odgovarajuéeg crteza napravit ¢éemo primjenom programa Krivulja2
sa http://www.mathos.hr/ geometrija


http://www.mathos.hr/~geometrija
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2 3

Slika 15: Skup svih rjesenja jednadzbe 222 + 2x129 + 223 + 2v/211 + 4209 +4=0

Primjer 21. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq,eq) treba odrediti skup svih

rjesenja jednadzbe
2:15% + 2x119 + 23@3 + 222, + 4V 225 + 5 = 0.

Kako su u ovom primjeru matrica prisutne kvadratne forme i odgovarajudi linearni operator isti
kao u prethodnim primjerima, i svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori su isti. U novoj bazi je
a = 6¢} + 2¢,. Kako je u ovom slu¢aju det A = 3 > 0, a v = —1, skup svih rjeSenja zadane
kvadratne jednadzbe je prazan skup.

Polaznu kvadratnu jednadZbu u novom koordinatnom sustavu (O; ¢}, €) transformira se u

3yf +ys + 6y +2y2 +5=0, odnosno 3 (y; + 1)2 + (y2 + 1)2 = -1
Ocigledno, ne postoje takvi realni brojevi y1,y2 koji bi zadovoljavali ovu jednadZzbu.

Primjer 22. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq,eq) treba odrediti skup svih
rjesenja jednadzbe
527 + 62179 — 325 + 621 + 229 — 1 = 0.

3

Kako je u ovom slu¢aju matrica prisutne kvadratne forme A = l ] , vektor a = 6Ge; + 2eg,

ap = —1, a vektor x = x1e; + xoeo, zadanu jednadzbu u pravokutnom koordinatnom sustavu
(O; e1, e2) mozemo zapisati kao

Ax-z+a-x+ay =0, ()

gdje je A simetri¢ni linearni operator kome u bazi (e, e3) pripada matrica A. Svojstvene vrijednosti
ovog linearnog operatora su A\; = 6 i Ay = —4. Odgovarajudi ortonormirani svojstveni vektori prema
Teoremu 2, str. 20 su

1

6,1 = (361 + 62) , 6/2 = — (—61 + 362) .

E

1
v/ 10
Prikazi vektora a i  u novoj bazi (¢}, €) su:
a=(a-€e))e)+ (a-eh)ehy =2/10€],

x = yr1€] + y2eh.
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2 2
Kako je det A = —24 < 0, a broj v = lel + 4% —ag = %, u ovom slucaju skup svih rjeSenja zadane

jednadzbe je hiperbola.
Kvadratna jednadzba (*) u novom pravokutnom koordinatnom sustavu (O; €], €5) glasi

6y% — 4y§ +2v10y; — 1 =0, (2:x)

§to mozemo zapisati u obliku

2
10 8
S PR I

U koordinatnom sustavu (O; €], €5) ovo je hiperbola s centrom u to¢ki O = (—@, 0). Ako ishodiste
O novog koordinatnog sustava (O; e, €5) pomaknemo tu to¢ku, onda jednadzba hiperbole (3x) u

koordinatnom sustavu (O1; €], €5) glasi
8
627 — 425 = 3’ (4x)

. . . v .
Kako je OO; = —@e’l = —%61 — éeg, veza izmedu koordinata neke tocke T' € M u koordinatnom
sustavu (O; e, e2) i koordinatnom sustavu (O1; €], €5) dana je sljedeCom vektorskom jednako$cu

— 1 1 21 z2
x = x1e1 + xoes = 001 + 216 + 20eh = —=e1 — —eg + —— (3e1 + €2) + ——= (—e1 + 3ea),
1€1 + T2e 1+ z1€] + 22€5 561~ 2 m(l 2) \/E(l 2)
odakle dobivamo
1 N 321 29 1 n 21 + 22
r=——4+—=—- —, Ty = —— + —— —
T2 I00 VIO 776 V10 V10
odnosno
L (54 921 + 322) L (a1 +3m)
7= —— T T9), 20 = — (—x T9) .
1 3v10 1 2 2 /10 1 2
Zato jednadzba hiperbole (4x) u koordinatnom sustavu (O;eq, e2) glasi

(54921 + 322)% — 6 (—x1 + 322)° =40,  (5%)
Sto odgovara polaznoj jednadzbi.

Primjer 23. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq,eq) treba odrediti skup svih
riesenja jednadzbe

5
522 + 62,29 — 323 + 621 + 279 + 3 =0

Kako su u ovom primjeru matrica prisutne kvadratne forme i odgovarajuéi linearni operator isti
kao u prethodnom primjeru, i svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori su isti. U novoj bazi je
a = 24/10¢}. Buduéi da je u ovom sludaju det A = —24 < 0 i v = 0, skup svih rjeSenja zadane
kvadratne jednadzbe je unija dvaju pravaca koji se sjeku.

Polazna kvadratna jednadzba u novom koordinatnom sustavu (O; €}, €,) transformira se u

2
) 10
6y — 4y3 + 2v/10y; + 3= 0, odnosno 3 <y1 + \C) —2y5 =0, ()
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-2
-3

Slika 16: Skup svih rjesenja jednadzbe 522 + 6122 — 323 + 621 + 222 — 1 =0

Cije je rjesenje unija pravaca

y2=—\/§ <y1+\?>, Yo =+ ;’(ymt\/go) (2%).

koji se u koordinatnom sustavu (O; e}, €}) sijeku u tocki T = (—@,0).

Ako ishodiste O novog koordinatnog sustava (O; e, e5) pomaknemo tu to¢ku, onda jednadzba
(%) u koordinatnom sustavu (Oq; €], €}) glasi

32 — 222 =0, (3%)

Iskoristivsi veze izmedu koordinata neke to¢ke T' € M u koordinatnom sustavu (O; e1, e2) i koordinat-
nom sustavu (Oq; €}, €}) iz prethodnog primjera jednadzba (3x%) u koordinatnom sustavu (O;eq, e2)
glasi

(54 9x1 + 3x2)? — 6 (—x1 + 3x2)? = 0,

Sto odgovara polaznoj jednadzbi.

™

Slika 17: Skup svih rjesenja jednadzbe 522 + 6122 — 323 + 671 + 272 + % =0
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Zadatak 26. Kako glase jednadzbe pravaca (2x) iz prethodnog primjera i u kojoj se tocki
sijeku u koordinatnom sustavu (O;eq,eq) ?

Primjer 24. U pravokutnom koordinatnom sustavu (O;eq,eq) treba odrediti skup svih
riesenja jednadzbe

922 + 24z, 29 + 1623 + 5021 — 10029 + 25 = 0.

9 12

12 16
100e2, ag = 25, a vektor x = x1e1 + xoe9, zadanu jednadzbu u pravokutnom koordinatnom sustavu
(O;e1, e2) mozemo zapisati kao

Kako je u ovom slucaju matrica prisutne kvadratne forme A = [ ] vektor a = 50e; —

Az -x+a-x+ a9 =0, (%)

gdje je A simetri¢ni linearni operator kome u bazi (e, e3) pripada matrica A. Svojstvene vrijednosti
ovog linearnog operatora su Ay = 25 i Ay = 0. Odgovarajuci ortonormirani svojstveni vektori prema
Teoremu 2, str. 20 su

el = % (3e1 + 4ea), ey = % (—4e; + 3ea) .
Prikazi vektora a i  u novoj bazi (¢}, €,) su:
a=(a-e€))e) + (a-eh)ey = —50e) — 100€),
x = y1€] + yaeh.
Kako je det A =0, a broj 8 = % = —4 # 0, u ovom slucaju skup svih rjeSenja zadane jednadzbe je

parabola. Pokusajmo je nacrtati.
Kvadratna jednadzba (*) u novom pravokutnom koordinatnom sustavu (O; €], e5) glasi

2517 — 50y — 100y2 + 25 = 0, (2%)

$to mozemo zapisati u obliku
(1 —1)° =4y =0. (3%

Ovo je parabola s tjemenom u toc¢ki O1 = (1,0) i parametrom 2. Ako ishodiste O novog koordinatnog
sustava (O; €], e)) pomaknemo tu tocku, onda jednadzba parabole (3%) u koordinatnom sustavu
(O1: ¢4, ¢b) glasi

22— 42y =0, (4%)

S
Kako je 001 = —V/2¢] — V25 = 1 (3e1 + 4dez), veza izmedu koordinata neke totke T € M u
koordinatnom sustavu (O; ey, e2) i koordinatnom sustavu (Oq; €], €5) dana je sljede¢om vektorskom
jednakos¢u

— 1 z z
T = x101 + 1903 = OO0 + 21€] + 2965 = £ (3e1 + 4ea) + 31 (3e1 + 4dea) + 32 (—4dey + 3ea),

odakle dobivamo 1 ]
331:5(34-321—422), $2:g(4+421+322),
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odnosno 1 1
21 = g (3331 +4z9 — 5) , 29 = g (—4171 + 31‘2) .

Zato jednadzba parabole (4x) u koordinatnom sustavu (O;eq, e2) glasi

(3x1 + 4z — 5)% — 20 (—4xy 4+ 322) =0,  (5%)

Sto odgovara polaznoj jednadzbi.

PN Wb O

3251 1

-1

Slika 18: Skup svih rjesenja jednadzbe 922 + 24x129 + 1623 + 5021 — 10022 + 25 =0
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