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1 Uvod

Neka je (O; ey, eg, e3) pravokutni koordinatne sustav u prostoru Xo(F£). Analogno kao i u
ravnini M definira se i linearni operator u prostoru A : Xy — X, za kojeg vrijedi

Az + py) = MNA(x) + pA(y) YA\ pneR Vi, ye Xo. (1)

Slicno kao sto smo pokazali u sluc¢aju linearnih operatora u ravnini i ovdje se moze
pokazati da je dovoljno linearni operator definirati samo na baznim vektorima i da se
tada njegovo djelovanje moze prikazati kvadratnom matricom

ailz a2 as

A= ag1 Qg2 Q23 |,

azyp azz2 as3

gdje i-ti stupac predstavlja djelovanje linearnog operatora A na i-ti bazni vektor.
I obrnuto, ako je (e, eq,e3) baza u Xy, a vy, vs,v3 bilo koja tri vektora iz X, onda
postoji jedinstven linearni operator A : Xy — Xy, takav da je

.A@l = 1, .A€2 = Vg, A€3 = V3.

Primjer 1. (Centralna simetrija obzirom na ishodiste koordinatnog sustava). Ako je P € E
proizvoljna tocka s koordinatama (xy,x2,23), onda je njena centralno simetricna slika
u odnosu na ishodiste O koordinatnog sustava tocka P’ s koordinatam (—xy1, —xo, —x3).
Tocki P pridruzimo radijuektor x = x1e1+x2e9+x3€3, 0 tocki P’ radijvektor ¥’ = —xie; —
Toey — w3e3. Sada mozZemo definirati operator centralne simetrije A : X9 — Xq

A(x1e1 + x99 + x3€3) = —T1€1 — To€ — T3€3.

Primgjetite da je na taj nacin definirana vrijednost ovog operatora za svaki vektor x € Xy,
da je tako definirani operator linearan, tj. vrijedi (1) i da mu u bazi (eq, ez, e3) pripada

maltrica
-1 0 0

A=] 0 -1 0
0o 0 -1
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Primjer 2. (Simetrija u odnosu na zix2 ravninu). Ako je P € E proizvoljna tocka s
koordinatama (x1,x2, x3), onda je njena simetricna slika u odnosu na ravninu xixy tocka
P’ s koordinatam (x1,x9, —x3). Tocki P pridruzimo radijvektor x = xieq + xoe + x3€3, 0
tocki P' radijvektor ' = x1e1 + x99 — x3€3. Sada mozZemo definirati operator simetrije u
odnosu na x1xy ravninu A : Xg — Xp

A(z1e1 + zoeg + T3€3) = 11 + T20 — T3€3.

Primijetite da je na taj nacin definirana vrijednost ovog operatora za svaki vektor x € X,
da je tako definirani operator linearan, tj. vrijedi (1) i da mu u bazi (eq,es, e3) pripada
matrica

10 0
A=101 0
00 -1
Naka je £ (Xj) skup svih linearnih operatora na prostoru Xy. Takoder slicno kao u
slu¢aju linearnih operatora u ravnini i na skupu £ (X,) moze se definirati mnozenje sa
skalarom a € R zbrajanje i kompozicija (mnozenje) dva linearna operatora A, B € L (Xy):

(aA)x = a(Ax),
(A+ B)z = Ax + Bz,
(AB)z = A(Bx),

i da za ovako definirane operacije vrijede sva ona svojstva koja smo naveli u slucaju
linearnih operatora u ravnini.

Takoder, i za kvadratne matrice treceg reda kojima prikazujemo djelovanje linearnog
operatora u nekoj bazi, vrijede sve operacije i svojstva kao i u slucaju kvadratnih matrica
drugog reda (detaljnije vidi primjerice u (13)).

Analogno kao i u ravnini mozemo definirati i svojstvene (karakteristi¢ne) vrijed-
nosti i svojstvene (karakteristi¢ne) vektore linearnih operatora iz £ (X))

Definicija 1. Kazemo da je kompleksni broj A € C svojstvena (karakteristicna) vrijednost
linearnog operatora A : Xy — X, ako postoji nenul vektor x # 0, takav da bude

Ax = Az, (2)

pri ¢emu vektor x nazivamo svojstveni (karakteristicni) vektor koji pripada svojstvenoj
vrijednosti A.

Moze se pokazati da vrijedi (vidi (13))

Teorem 1. Za linearni operator A € L (Xo) postoji realni broj N\g € R i vektor x # 0
takvi da je Ax = M.



Linearni operatori u prostoru 3

2 Simetricni linearni operatori u prostoru
Definicija 2. Kazemo da je linearni operator A : Xy — X, simetrican ako vrijedi
Az -y =x-Ay, Va,ye Xo. (3)

Primjer 3. Neka je (e) = (e1,€eq,€3) baza u Xy i neka je ay,as, a3 € R. Definirajmo
linearni operator propisivanjem njegova djelovanja na bazne vektore

./461 = (x1€1, ./462 = (¥g€2, A€3 — (¥3€3

Direktno se moze provjeriti da je ovo simetri¢ni linearni operator. Njegova matrica u
bazi (e) je dijagonalna matrica D = diag (aq, ag, a3). Djelovanje linearnog operatora .4
mozemo shvatiti kao djelovanje kompozicije A;.43.43, gdje je

Ajx = ayxieg + xoeg + x3e3  (kontrakcija u smjeru prve koordinatne osi)
Aox = z1€1 + aaxaes + x3e3  (kontrakeija u smjeru druge koordinatne osi)

Asx = x1e1 + x9e9 + azxges  (kontrakcija u smjeru treée koordinatne osi)

Ako je aq,az, a3 > 0, onda linearni operator A preslikava jedini¢nu sferu sa srediSem u
ishodistu
oK(0,1) = {(931,$2:v3) €cE: oi+ai+ai= 1}

u elipsoid s centromu ishodistu i poluosima «q, s, ag

$2 1.2 .TQ
E(O;O{ha27a3):{(xl7x2w3>GE : %—l_%—f—%:l

ay  a; a3

Naime, djelovanjem linearnog operatora A neka tocka na sferi T'(z1, xox3) € OK preslikava
se u tocku T'(zf, zhxh), pri cemu je

Ar = 21 Aey + 19 Aes + w3 Aes = 10161 + Xo0aey + T3zes.

ve 9. zh
Ako komponente novog vektora Az oznacimo s (7, 75, 73), onda vrijedi: x1 = 1, 2 =
!

! T .
Z2 — 23
T3 = 2, paiz

ag’?

2 2 2
x x x
taitai=1 = L4+ 24+3 =1
a7 Qy a3
Teorem 2. Ako je A : Xy — X, simetricni linearni operator na vektorskom prostoru
Xo = Xo(E), onda postoje realni brojevi A1, Ay, A3 € R i ortonormirana baza (€}, €}, €4)

vektorskog prostora Xg, tako da bude

!/ / / / / /
Ae| = e, Aey = el Aes = \ej.



Linearni operatori u prostoru 4
Drugim rije¢ima za simetri¢ni linearni operator mozemo pronaéi takvu desnu ortonormi-
ranu bazu u kojoj tom operatoru pripada dijagonalna matrica.

Primjer 4. Linearni operator A : Xo — Xo u bazi (e) = (e1,eq,€3) definiran je s:
Aei = eq, Aey = e + e3, Aeg = es.

010
Matrica ovog linearnog operatora u bazi (¢) je A= | 1 0 1 |, a svojstveni polinom
010
prema (13) ili (14) mozemo izrac¢unati po formuli
3
i=1

gdje su M;; glavni minori determinante det A. U nasem slucaju dobivamo
PA) =N =0-M+(=14+0—-1DA=0=X1—2X = A\ — vV2)(A + v2),

pa dobivamo svojstvene vrijednosti A\; = —v/2, A» = /2, A3 = 0. Odgovarajude svojstvene
vektore dobivamo iz jednakosti (vidi (13))

P(A)e; = (A=MI)(A—XAT)(A—AT)er =0  (Sto mozemo pisati:)
P(A)e; = (A—M\T)wy,

no= (A= NT) (A= NT)er = (A= V2I) Aey = (A= V2T) er = €1 + €5 — V2,
P(A)er = (A= \T) s,

vy = (A=MI) (A= XT)er = (A+V2I) Aey = (A+V2T) ea = e1 + €5+ V263,
P(A)e; = (A—AsT)ws,

v = (A=MNI)(A=XT)er = (A+V2I) (A= V2I) ey = (A* = 2T) ey = —e1 + 65

Primijetite da je prilikom izracunavanja trec¢eg svojstvenog vektora bilo potrebno pozna-
vati samo prvi stupac matrice A%2. Desnu ortonormiranu bazu sada lako dobivamo

, V1 1 , V2 1 , U3 1
€] = = —(e1 —V2e+ez), €= =—(e1+V2e+tez), €3=—"=—F1
F 3 (6= Viata), 4 [l (4 Vaata), o losll - V2

U bazi (¢/) = (€}, €}, €4) linearnom operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag(—+/2,v/2,0)

(—e1 +e3).

jer je
Ael = —v/2a€, Aey = /2¢), Aey =0 - ej.
Sada mozemo definirati i ortogonalni linearni operator U : Xy — X, koji staru bazu

(e) prevodi u novu (e’)
Uey =€, Uey=¢,, Uez= ey,
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kome u bazi (e) pripada ortogonalna matrica

) 1 1 =2
Ule)=5| —v2 —V2 }
1 1 2

Primijetite da ako retke, odnosno stupce, ove matrice shvatimo kao komponente nekih
vektora, onda lako mozemo provjeriti da su ti vektori ortonormirani.

Zadatak 1. Po definiciji provjerite da je operator U ortogonalan, tj. da vrijeds

Uz - Uy =x-y Vx,y € X,
U] = |[z]].

3 Plohe drugog reda

Plohe drugog reda u teoriji se obi¢no definiraju kao skup svih nultocaka polinoma drugog
reda triju varijabli Py : R? — R,

7)2(151, T2, .1'3) = anx% + aggfﬂg + Clggi[f% —+ 2&12.’13'1.772 -+ 2@131}15E3 + 2@23$2.’E3 + a1x1 + asx9 + asxrs + ag,

Q; 5, i, Qo € Ra Z?] = 1a273
(5)
@11 a2 Qi3

pri ¢emu matrica prisutne kvadratne forme A = nije nul-matrica, Sto

iz G2z a23
Q13 Q23 433
znaci da je barem jedan od koeficijenata koji stoje uz potencije reda 2 razli¢it od nule.

Tocka Ty = (29,29, 23) € F je nultocka polinoma P, onda ako vrijedi Po(29, 29, 23) =
0. Skup svih nultocaka S polinoma Ps je podskup u F. U pravokutnom koordinatnom
sustavu (O;eq, ez, e3) u prostoru E skup svih nultocaka polinoma P, identificira se sa
skupom svih rjesenja jednadzbe

a4 a3 + assai + 20107172 + 20132125 + 20937223 + a121 + aoxs + azrz + ag = 0,

aivj,ai,ao GR, Z,]: 1,2,3
(6)
Neka je nadalje A simetri¢ni linearni operator kome u bazi (e) = (ey, es, e3) pripada
matrica A(e). Ako joS oznafimo a = aje; + agses + ages i x = x1e1 + xaes + x3e3, tada
prethodnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku

Az -z +a- 2+ ap. (7)

Sukladno Teoremu 2 postoje realni brojevi A1, A2, A3 € R i nova ortonormirana baza (¢’) =
(€], €h,€4), tako da je

/ / / / / /
Ae] = A\e, Ael, = ey Aely; = \es.
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Ako jos u toj novoj bazi prikazemo i vektore = i a,

T = y1€] + yach + yses, a = bie)| + byely + bsel,
onda jednadzba (7), odnosno (6) postaje jednostavnija

Myi 4 Aoy + Asys + biyr + bays + bsys + ag = 0 (8)
Primjer 5. Treba pronaci skup svih rjesenja jednadzbe

723 + 625 + 535 — 4x179 — 42973 — 671 — 2475 + 1873 + 30 = 0.

7T -2 0
Matrica prisutne kvadratne forme je A = | =2 6 —2 |. Svojstveni polinom
0 -2 5

pridruzenog linearnog operatora A prema (4) je P(A\) = A3 — 18\? 4+ 99\ — 162. Nje-
gove nultocke su svojstvene vrijednosti linearnog operatora A

A =9, Ay =6, A3 = 3.
Odgovarajuéi svojstveni vektori redom su

v = (A - )\QI) (A - )\31-) €1 = 4 (261 — 262 + 63) s
Vg = (./4 - )\1.’[) (A - )\31—) €1 = 2 (—261 — e9 + 263) s
V3 = (./4 — )\11) (./4 — )\QI) €1 = 2 (61 + 262 + 263) s

odakle dobivamo novu ortonormiranu bazu

1 1 1
e) = 3 (2¢7 — 265 +€3), €)= 3 (—2e; —eg +2¢e3), ey = 3 (€1 + 2eq + 2e3) .
Vektor a u staroj bazi (e) glasi @ = —6e; — 24e5 + 18e3. Oznacimo njegove komponente

u novoj bazi (¢’) s by, be,b3. Kako je b; = a - €}, i = 1,2,3, dobivamo prikaz vektora a u
novoj bazi (¢’)

a=(a-e))e] + (a-ey)ey + (a-ey)ey = 18] + 24e), — 6el.
Zato polazna jednadzba postaje
9y} + 613 + 3y3 + 18y; + 24ys — 6y3 + 30 = 0,

Sto mozemo zapisati u obliku

(h+1)?2  (y2+2)?  (y3—1)°
=1
23 1 T 2 !

sto predstavlja jednadzbu elipsoida s centrom u tocki (—1,—2,1) s osima paralelnim
koordinatnim osima i duljinom poluosi: \/g . 1,v/2.
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Primjenom programskog sustava Mathematica nacrtat ¢emo plohu ovog elipsoida nize
navedenim naredbama. Najprije napisimo njegovu jednadzbu u parametarskom obliku

y1 = —1+4/2/3cosucoswv, Yo = —2 +sinwucos v, y3 = 1 ++/2sinv,

we0,2n], vel[-% 7]

Naime, lako se vidi da odavde kvadriranjem slijedi

(1 +1)7°  (12+2)?  (y3—1)°
23 1 T 2

= cos? ucos® v + sin? u cos® v + sinv = 1.

Nize navedenim Mathematica programom nacrtat ¢emo odgovarajucu plohu ovog elip-
soida.

In[1] := ParametricPlot3D[{-1 + Sqrt[2/3]Cos[u]Cos[v],
-2 + Sin[u]Cos[v],
1 + Sqrt[2]Sin[v]},
{u, 0, 2Pi, Pi/20}, {v, -Pi/2, Pi/2, Pi/20},
Shading -> False]

Slika 1: Elipsoid: (y12'}'§)2 + (92‘1‘2)2 + (9351)2 =1

Zadatak 2. Na slican nacin uz primjenu Mathematica-naredbe ContourP1lot3D pokuSajte
nacrtati nize navedene plohe drugog reda
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1. Elipticki valjak
% + %2 +0-2=1, a,b>0 (nastaje gibanjem elipse *

ol

2. Hiperbolicki valjak

z2 y2 22

a? b2

3. Parabolicki valjak
y> =2pr+0-z, p+#0 (nastaje gibanjem parabole y* = 2px uzduZ osi z)

4. Elipsoid
g—i—z—;—i—'z—izl, a,b,c>0
Specijalno, za a = b, to je rotacioni elipsoid, a za a = b = ¢, to je sfera.

5. Jednokrilni hiperboloid
22 Y2 22
StE—-%=1, abc>0
Specijalno, za a = b, to je rotacioni elipsoid, a za a = b = ¢, to je sfera.

6. Dvokrilni hiperboloid
—”C——yj—l—%:l, a,b,c>0

7. Elipticki stozac (konus)
§é+g§—§:0, a,b,c >0

8. Elipticki paraboloid
z—j—k%—j =2cz, a,b,c#0

9. Hiperbolicki paraboloid

2

%_%:2292) aabvp#o
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