Pismeni ispit iz kolegija
Uvod u teoriju mjere
10.02.2011.

. Neka je (X,.A) izmjeriv prostor. Dokazite ili opovrgnite:

a) [10 bod.] Ako je D C X,ondaje DNA={DnNA:Ae A} o—algebra (na skupu D).
b) [10 bod.] Ako je f: X — Y funkcija, onda je ¥ = {C C Y : f~1(C) € A} o—algebra na Y.

. [20 bod.] Neka je (X, A, v) prostor mjere, te neka je funkcija u : A — [0, 00] definirana s
u(A) =sup{v(B): BC A, Be€ A, v(B) < co}.

Dokazite da je p mjera na izmjerivom prostoru (X, A).

. Neka je p* : 2% — [0, 0o] vanjska mjera na skupu X i neka su A, E, F C X.

(a) [15 bod.] Neka je (E,) niz p*—izmjerivih skupova. Pokazite da je

oo

M*( (AﬂEn)) - iu*(AﬂEn).

n=1

(b) [5 bod.] Ako je EC F, p*(F\ E) =01 E p*—izmjeriv, onda je F' takoder p*—izmjeriv skup
i vrijedi p*(E) = p*(F). Dokazite.

. [20 bod.] Neka je p pravac u ravnini zadan jednadzbom y = ax + b, a # 0. Dokazite da je p
Lebesgueove mjere nula.

. [20 bod.] Dokazite da ako zbrojimo Cantorov skup K sa samim sobom, dobivamo segment [0, 2].
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