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. [20 bod.] Dokazite da je skup X konacan ako i samo ako postoji surjekcija f : Ny — X, gdje je
k € N i skup N se sastoji od prvih k£ prirodnih brojeva.

. Neka je A € Bg it > 0 realan broj.

(a) [10 bod.] Dokazite da je F; := {B € Br : tB € Br} o—algebra na R.
(b) [10 bod.] Dokazite da je tA = {ta : a € A} Borelov skup.
(a) [10 bod.] Neka je (X,2%, ) prostor mjere. Za mjeru p kazemo da je 0-1 mjera na X ako je

w(2%) ={0,1}, p({x}) = 0 za svaki x € X, te u(X) = 1. Ispitajte da li postoji 0-1 mjera na
N.

(b) [10 bod.] Neka je (X,.A,v) prostor mjere, te neka je mjera v* : A — [0,00] definirana
formulom
v*(A) =sup{v(B): BC A, Be A&v(B) < o}.

Ako je v oc—konacna mjera, dokazite da je tada v* = v.

(a) [10 bod.] Dokazite: Ako su F,G C R disjunktni, A*~izmjerivi skupovi, onda vrijedi:

NAN(GUE) =X (ANG)+ X (ANF),VACR.

(b) [10 bod.] Konstruirajte otvoren, neomeden i putevima povezan skup u R, sa strogo pozitiv-
nom i kona¢nom Lebesgueovom mjerom.

(a) [10 bod.] Dokazite da je svaka c—algebra na X, ujedno i Dynkinova klasa i m—sistem.

(b) [10 bod.] Neka su u i v mjere na (R, Bg) takve da vrijedi u(R) = v(R) = 1, te neka je familija
C ={(a,b): a,b € R, a < b} m—sistem, a familija D = {B € Bg : u(B) = v(B)} Dynkinova
klasa. Ako je p((a,b)) =v((a,d)), zasve a,b € R, dokazite da je tada u(B) = v(B), VB € Bg.
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