Pismeni ispit iz kolegija
Uvod u teoriju mjere
06.09.2011.

. [10 bod.] Neka su dani skupovi E, F, G C X. Dokazite da vrijedi sljedeca jednakost:
(EA\F)U(F\EYU(F\G)U(G\F)=(FUFUG\ENFNG).

(a) [5 bod.] Neka je X = {7,8,9,10}. Nadite trivijalne o—algebre na skupu X, te barem dvije
o—algebre koje nisu trivijalne.

(b) [5 bod.] Neka je M monotona klasa na X. Dokazite da je tadai BAM = {BNM : M € M}

monotona klasa.

. [10 bod.] Neka je (X,.A,v) prostor mjere i B € A. Pokazite da je i (B, A|p,v|g) prostor mjere,
ako je Ap ={ANB: Ac A} Typ(A)=v(ANB), Ac A

. [10 bod.] Neka je v* aditivna vanjska mjera na skupu X, tj. vrijedi
v'(AUB) =v*(A)+v*(B),
za svaka dva disjunktna skupa A, B C X. Dokazite da je v* mjera.

. [15 bod.] Neka je skup A C R A*—izmjeriv i neka je A\*(A) < oo, pri ¢emu je A* Lebesgueova vanjska
mjera. Dokazite da tada za svaki € > 0 postoji otvoren skup A C U tako da je A*(U\A) < co.

(a) [5 bod.] Konstruirajte otvoren i neomeden skup u R, sa strogo pozitivhom i kona¢nom
Lebesgueovom mjerom.

(b) [10 bod.] Neka je A C R Lebesgueov skup za koji je A(4) > 0. Pokazite da za svaki 8 € (0,1)
postoji otvoren interval O tako da je A(ANO) > BA(O).

. [10 bod.] Dokazite ili opovrgnite: Svaka o—algebra na X je ujedno i Dynkinova klasa i m—sistem.

(a) [5 bod.] Neka je dana funkcija

_ x, ako je x < 0,
F(x)—{ 1+xz, akojex>0

Ispitajte da li su Lebesgueova i Lebesgue—Stieltjesova mjera jednélanog skupa {0} jednake.
(b) [15 bOd.] Nekaje A1UA2UA3 :R, te A1 ﬂAQ :®7 AlmAg :Q) i AgﬂAg :m Akoje

wrp =pr(AN Al) + MF(A N Az) +ur(ANAs), VAR,

gdje je up Lebesgue—Stieltjesova mjera, dokazite da je skup Ao pp—izmjeriv.
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