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Sazetak

Proslo je preko pedeset godina od D. M. Youngova rada o metodi sukcesivne nadrelak-
sacije (eng. successive overrelaxation method). Ova metoda se danas pojavljuje u svim
udzbenicima u kojima se obraduju iterativne metode.

U ovom radu se naglasak stavlja na SOR metodu, ali obradene su i srodne iterativne
metode poput Jacobijeve metode i Gauss-Seidelove metode. Iterativne metode se koriste
pri rjeSavanju velikih rijetkih sustava linearnih jednadzbi.
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Abstract

It has been over fifty years since D.M. Young’s original work on the successive overrelax-
ation (SOR)methods. This fundamental method now appears in all textbooks containing
an introductory discussion of iterative solution methods.

In this survey, the accent is at SOR method, but we considered some other related methods.
Iterative methods are used for solving large sparse linear systems.
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1 Uvod

U svojem dosadasnjem radu smo vjerojatno mnogo puta naisli na problem
rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi

Az =b. (1)

Svi smo upoznati s direktnim metodama rjesavanja sustava (1). U slucéajevima
kada je broj jednadzbi i nepoznanica malen, ovaj problem smo u stanju rijesiti
vrlo brzo i pouzdano. U sluc¢aju da je rijec o vrlo velikim sustavima linearnih
jednadzbi dolazi do vrlo velikih problema, cak i uz danasnja racunala ovaj
problem moze postati vrlo tezak.

Stoga su se vremenom razvile mnoge razli¢ite metode za rjesavanje sus-
tava (1), a u ovom radu ¢emo se osvrnuti na grupu metoda koje se nazivaju
stacionarne iterativne metode. Kao Sto samo ime kaze, iterativnim meto-
dama pokusavamo poboljsati neku pocetnu aproksimaciju, tako da u svakoj
iteraciji greska bude Sto manja. Primjenom odgovarajuceg kriterija zaus-
tavljanja, nakon odredenog broja iteracija, dobiveni vektor smatrat ¢emo
dovoljno dobrom aproksimacijom.

Postavlja se pitanje zasto se pored prilicno djelotvorne metode Gaussovih
eliminacija (vidi [3]) za rjesavanje linearnih sustava razvio i veliki broj iter-
ativnih metoda? Opce je poznato da rjesavanje linearnog sustava pomocu
Gaussovih eliminacija, u op¢enitom slucaju, zahtijeva zalihu u memoriji za
skladistenje svih n? elemenata matrice A i broj potrebnih operacija reda n?.
Matrice koje se pojavljuju u praksi cesto imaju posebna svojstva. Najcesce
se to svodi na veliki broj elemenata koji su jednaki nuli, pa govorimo o
rijetko popunjenim matricama. Takoder je Cesto raspored netrivijalnih ele-
menata pravilno rasporeden, pa govorimo o vrpéastim matricama. Gaussove
eliminacije obi¢no su u stanju samo djelomicno iskoristiti ta svojstva. Ako
primijenimo Gaussove eliminacije na takve matrice, u rezultirajué¢im troku-
tastim faktorima pojaviti ¢e se mnogi netrivijalni elementi na mjestima gdje
je originalna matrica imala nule. Nadalje, vrlo cesto se rijetka popunjenost
matrice moze iskoristiti pri mnozenju matrice s vektorom.

Zato su se razvile iterativne metode za rjeSavanje sustava (1) koje koriste
samo mnozenje matrice i vektora, uz mali broj jos dodatnih operacija. Takve
metode mogu prilicno nadmasiti Gaussove eliminacije i u memoriji i po broju
izvrSenih operacija.

Osnovni nedostatak iterativnih metoda je u tome Sto je klasa sustava
linearnih jednadzbi za koje pojedine metode konvergiraju dosta uska. No, s
druge strane, sreca je sto u praksi mnogi sustavi linearnih jednadzbi spadaju
u klasu za koju iterativne metode konvergiraju.



2 Spektralni radijus

Spektralni radijus, ili najve¢a apsolutna vrijednost svojstvenih vrijednosti
matrice, je od velike vaznosti u analizi odredenih iterativnih metoda. Sa
o(A) oznacavamo skup svojstvenih vrijednosti od A.

Definicija 2.1 Spektralni radijus matrice A € R"*" je

A) = Al
p(A) = max |A

Teorem 2.1 Ako je || - || bilo koja matricna norma i A € R™", tada je

p(A) < ||A]l.

Dokaz: Neka je X svojstvena vrijednost od A, za koju je |A| = p(A) i neka
je v # 0 odgovarajuci svojstveni vektor. Neka je V € R™™" matrica kojoj je
svaki stupac jednak v. Tada je AV = AV i vrijedi

AL VI = 1AV = [[AV]] < [JA][ - [V

Buduéi da je V. # 0, imamo da je |[V| > 0, odakle slijedi da je
p(A) < [JA]l. m

Teorem 2.2 Neka je A € R™™ i e > 0 dani broj. Tada postoji matricna
norma || - || inducirana nekom vektorskom normom takva da je

[Aflea < p(A) +e.

Dokaz: Neka je ST'AS = J Jordanova forma matrice A. Definirajmo

D. = diag(l,e,...,e" ),

J. =D 'JD,,
tako da vrijedi

Je)ii = 5_(i_1)Ji,i5i_1 =Jii
(Jo)iipr = e V. 1. =¢



Matriénu normu, za proizvoljnu matricu B € R"*", definirat ¢emo na sljedeci
nacin.
—1gq-1
||BH5,A = ”De S BSD€||1,
pri cemu je odgovarajuca vektorska norma koja ju inducira za proizvoljan

vektor v, oblika
[v]lea = [IDZ'S7 v,

Sto se lako moze provjeriti iz niza jednakosti

ID-!S™'Bv||; |ID-'S™'BSD.w||;
max = max
vZ£0  [[DZ1STv|y w0 Wl
= |ID;'S™'BSD.|;
= |IBll-.a,

pri cemu je w = D-!S™'v. Napokon, vrijedi
[Alle,a = [t < p(A) +&.
]

Teorem 2.3 Neka je A € R™". Tada je klim A* = 0 ako i samo dako je
p(A) < 1.

Dokaz: Prvo pretpostavimo da je lim A¥ = 0. Neka je \ svojstvena vri-

k—o00

jednost od A sa svojstvenim vektorom v # 0. Bududi da je AFv = My, za
proizvoljnu normu || - || slijedi

0= lim [|N*v]| = [[v[ lim [A"].

Kako je ||v]| > 0, vrijedi da je klim |\*| = 0, odakle slijedi da mora biti || < 1

i to za proizvoljnu svojstvenu vrijednost od A. Dakle, vrijedi i p(A) < 1.
Obrnuto, pretpostavimo da je p(A) < 11 tada prema Teoremu 2.2 postoji
matri¢na norma || - ||, takva da jeza 0 <e <1 — p(A)

JA] < p(A) + ¢ < 1.

Odatle slijedi da je
lim [[AY] < lim [[A]* = 0.

Buduéi da su na R™*" sve matri¢ne norme ekvivalentne, znaci dajei lim ||A¥||p =
k—oo

0, odakle slijedi da svi elementi od A* moraju teziti k nuli. O
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Korolar 2.1 Neka je || - || matricna norma na R"™*"™. Tada je
p(A) = Jim AR
za svaki A € R™".

Dokaz: Bududi da je prema definiciji i Teoremu 2.1 p(A)* = p(A*) < ||A¥]],
imamo da je p(A) < ||A*||V/* zasve k = 1,2, ... Za proizvoljni £ > 0, matrica
A= [p(A)+¢e]tA ima spektralni radijus strogo manji od jedan, pa je prema
Teoremu 2.3 klgg(} HA’“H = 0. Dakle, postoji broj K koji ovisi o ¢, takav da je

za svaki k > K, |A¥|| < 1. sto je ekvivalentno tvrdnji ||A¥|| < [p(A) + &]*
ili [|A®(|}* < p(A)+ € za sve k < K. Prema tome imamo

p(A) < AFIVE < p(A) +e

za sve k < K, a bududi da to vrijedi za sve ¢ > 0, slijedi da klim | AR L/

postoji i da je jedak p(A). O

3 Opdi iterativni postupak
Neka je dana regularna matrica A € R™*" i neka su N, P € R™*" takve da

Je

A=N+P.

Tada dani sustav Ax = b mozemo zapisati u obliku
Nx = —Px + b,

pri ¢éemu je matrica N regularna. Ako nam je dana aproksimacija x®, novu
aproksimaciju x**Y mozemo dobiti kao rjesenje jednadzbe

Nx*D) = —px® 4+ b, k=0,1,2,... (2)
U tom slucaju imamo iteracije oblika
xFD = _N7'Px® + N~'b

kod kojih se trazi fiksna tocka (vidi [3]). Ovako dobiveni iterativni postupak
mozemo opcenito zapisati kao

xD = Mx® 1 d,

gdjejeM=N"'Pid=N"'b.



Teorem 3.1 Neka je M € R™™ ™ matrica takva da za neku matricnu i s njom
kompatibilnu vektorsku normu vrijedi

My —Mz|| < ally —zl|, zasvakiy,zeR",

pri ¢emu je a € [0,1). Tada sustav x = Mx+d, d € R", ima jedinstveno
riesenje x* € R™ i to rjesenje je granicna vrijednost niza vektora x©, x1)
x®) ... odredenog prema

x*D = Mx® +d, k=0,1,2,... (3)
za proizvoljan x© € R™.
Kako za kompatibilne vektorske i matricne norme vrijedi
My — Mz < [M[llly — 2], y,zeR"
slijedi

Teorem 3.2 Neka je za neku matricnu normu ||M|| > 1. Tada sustav
x = Mx + d ima jedinstveno rjesenje koje je granicna vrijednost iterativnog

niza (3), za proizvoljan x\°).
Dokaz: Uzmemo « = |[M] i tvrdnja teorema slijedi direktno iz
Teorema 3.1. O

Uvjet |[IM]|| < 1 je samo dovoljan za konvergenciju iterativnog postupka
(3) za proizvoljni x(*)| tj. ako za neku normu vrijedi ||M]| > 1 to ne znaci da
iterativni postupak ne konvergira.

Teorem 3.3 Neka je niz vektora x©, x| x®) . generiran s
x* ) = Mx® +d, k=0,1,2,...,

gdje je M € R™" x € R™. Dani niz konvergira prema jedinstvenom rjesenju

x*sustava x = Mx + d za svaki pocetni vektor x© ako i samo ako je
p(M) < 1.

Dokaz: Najprije pretpostavimo da je p(M) < 1. Tada postoji € > 0 takav
da je p(M) 4 ¢ < 1. Prema Teoremu 2.2 postoji matri¢na norma || - || takva
da je

M| < p(M) +& <1,

pa prema Teoremu 3.2 slijedi da metoda konvergira.
Pretpostavimo sada obrat, to jest, da niz x*) konvergira za svako x(® i d.
Sljedece, pretpostavimo da je u tom slucéaju p(M) > 1. To znaci da postoji
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svojstvena vrijednost A od M, takva da je |A| > 1. Neka je d # 0 svojstveni
vektor od M, koji pripada X i x(¥ = 0. Tada imamo

xV = Mx©4+d=M.-04+d=d

x? = MxW4+d=Md+d=(\+1)d

x® = Mx®P4+d=A+1)Md+d=(\+X+1)d
x® = Mx® P pd=N"T4+. 4 A+1)d

Prema tome za iteraciju u k-tom koraku vrijedi

b A A#£1
M, A=1

Sto u oba slucaja divergira kada k tezi ka beskonac¢nosti. Dakle, nasli smo niz
koji za odredene x(© i d divergira, §to je u kontradikciji sa pretpostavkom.
Znadci, da mora biti p(M) < 1. O

4 Jacobijeva metoda
Neka je dan sustav linearnih jednadzbi
Ax = b, (4)
gdje je matrica A € R™" regularna i
a; #0, 1=1,2,...,n.
Jacobijev iterativni postupak za rjesavanje sustava (4) definiran je sa
xt) = (L+U)x® + Db, k=0,1,2,...,

odnosno
(k1) — BJX(k) +d, k£=0,1,2,...,
gdje je
D = diag(an, a2, . . . 7a7’m)7
B, = —(L+U), (5)
d = Db



: -1 _ 73; -1 1
kako je D™ = diag(a,', ay , .- .,a. 1), to je
_a12 Ce _n b1
O a1l 11 a_ll
_2 0 : 2
BJ = 22 ) d= 0?2
N _ _OGn-1,n .
: an—1,n—1 b
— G, _%mnod 0 —
ann Gnn Gnn

Prema tome, komponente vektora x*+1) izra¢unavaju se prema sljedecoj
formuli

1 n
k+1 k .
.T,E+):a— bZ—Za”a:;) s Z:L...,Tl. (6)
0 -
G
Primijetimo da kod skladistenja vektora u memoriji, novi vektor x**1) ne
moze se prepisati preko starog vektora x*) sve dok sve komponente vektora

x(#+1) nisu izra¢unate. Dakle, prije kraja jedne iteracije, oba vektora moramo
posebno skladistiti.

U nastavku ¢e nas zanimati konvergencija Jacobijeve metode, medutim,
samo za matrice s posebnim svojstvima postoje rezultati koji govore o tome.
Stoga definirajmo pojam strogo dijagonalne dominantnosti.

Definicija 4.1 KaZemo da je matrica A strogo dijagonalno dominantna ako

vrijedi
laal > lagl, i=1,...,n.
J#
Za takve matrice vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 4.1 Neka je A strogo dijagonalno dominantna matrica. Tada Ja-
cobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu aproksimaciju x© .

Dokaz: Prema Definiciji 4.1 1 (5) vrijedi

IBylloc = max Z| (By);j| = max n |Z|%| <1,
1

pa prema Teoremu 3.3, Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu aproksi-
maciju x(©. 0



5 Gauss-Seidelova metoda

Jacobijevu metodu mozemo modificirati tako da tekuée aproksimacije pre-

thodnih komponenti od x*+1 koristimo da bi se izra¢unala njegova sljedeéa

komponenta. Time se omoguc¢ava da komponente od x*+1) prebrisu stare

vrijednosti komponenata od x*), ¢im se izra¢unaju. Stoga nam nije potre-

ban dodatni pomo¢ni vektor za pamcéenje komponenti prethodne iteracije. S

takvim modifikacijama Jacobijeve metode, dobivamo Gauss-Seidelovu metodu.
Dakle, dan je sustav jednadzbi

Ax =D, (7)

gdje je matrica A € R™ " regularna i
a; #0, 1=1,2,...,n.
Gauss-Seidelov iterativni postupak za rjeSavanje sustava (7) definiran je sa
x*D) = _x*D) _Ux® + Db, £ =,0,1,2,...,

odnosno sa
xF+D) BGSX(k) +d, k£=,0,1,2,...,

gdje je
Bgs = —(I+L)"'U
d = D'I+L)"'b.

k-+1)

Prema tome komponente vektora x! izracunavaju se na sljede¢i nacin

1—1 n
et1) _ 1L (k+1) (k) -
xi _a_” (bZ—ZaZJQjJ — Z CLU.’L'j > s 2—1,2,...,77,.

j=1 j=i+1

Stoga kazemo da je Jacobijeva metoda totalno koracna, dok se za Gauss-
Seidelovu metodu kaze da je jednokoracna.

Uzevsi u obzir navedene razlike izmedu Jacobijeve i Gauss-Seidelove meto-
de, razumno je ocekivati da Gauss-Seidelova metoda konvergira brze od Ja-
cobijeve. U veéini slucajeva to je tocno, ali ne uvijek.

Primjer 5.1 Neka je

1 -2 2
A= -1 1 -1
-2 =2 1



dana matrica. Tada matrice By 1 Bgg glase

02 -2 02 —2
B,=|10 1]|i Bags=]0 2 —1
2.2 0 08 —6

Slijeds
p(By) =0, p(Bas)=2(1+v2),
§to znaci da Jacobijeva metoda konvergira, a Gauss-Seidelova divergira (vidi

[2])-

Primjer 5.2 Neka je

1 L _1

2 2

A=|-11 -1
1 1

-3 2 1

dana matrica. Tada za matrice By i Bgg vrijedi

1
p(By) =1, p(Bgs) = 37

pa se sada lako vidi da Gauss-Seidelova metoda konvergira, a Jacobijeva
metoda divergira.

O konvergenciji Gauss-Seidelove metode govore sljedeéi teoremi.

Teorem 5.1 Neka je A strogo dijagonalno dominantna matrica ili ireducibilna
digagonalno dominantna matrica. Tada Gauss-Seidelova metoda konvergira
za proizvoljan pocetni vektor x(©)

Teorem 5.2 Ako je matrica A € R™" simetricna i pozitivno definitna,
onda Gauss-Seidelova metoda za riesavange sustava (7) konvergira za svaki
pocetni vektor x(0).

Teorem 5.3 Neka je A trodijagonalna matrica. Tada i © Jacobijeva i
Gauss-Seidelova metoda za rjesavange sustava (7) konvergiraju ili obje di-
vergiraju. Ako obje konvergiraju, Gauss-Seidelova metoda konvergira brze.
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6 SOR metoda

Zacetnik metode sukcesivne nadrelaksacije (engl. successive overrelaxation
method), skra¢eno SOR, je svakako D. M. Young koji je 1950. u svojoj
doktorskoj disertaciji ukazao na prednosti dobivene u nekim slucajevima
koristenjem fiksnog relaksacijskog parametra w (vidi [4]). Svakako treba nagl-
asiti da se pojam relaksacijskog parametra mogao naci i u ranijim radovima.

Od svih stacionarnih iterativnih metoda, SOR metoda se najcesée ko-
risti. U danasnje vrijeme su stacionarne iterativne metode veé¢inom zami-
jenjene nestacionarnim iterativnim metodama. No, mnoge stacionarne iter-
ativne metode se koriste kod prekondicioniranja. Prekondicioniranje je bilo
kakvo modificiranje originalnog linearnog sustava, koje na neki na¢in olaksava
rjeSavanje danog sustava. Odnosno, zeli se postojec¢i sustav transformirati
u ekvivalentan sustav koji ima npr. bolja spektralna svojstva. I do sada
smo vidjeli kako je spektralni radijus kod stacionarnih iterativnih metoda
vrlo vazan. Njegova vaznost je vrlo velika i kod nestacionarnih iterativnih
metoda.

SOR metoda je modifikacija Gauss-Seidelove metoda sa svrhom poboljsanja
konvergencije. Cilj tih modifikacija nije u tome da prosiri klasu matrica za
koje iterativna metoda konvergira, ve¢ da ubrza konvergenciju. Kasnije ¢emo
na primjerima vidjeti koliko se znacajno konvergencija moze ubrzati.

Ponovno promatramo sustav

Ax = b, (8)
gdje je A € R™" uz pretpostavku
aii%O, i:1,2,...,n.

Matricu A rastavimo na

A=N+P
gdje je
1 -
N = —-D+L,
w
1 -
S 1 3
w
Pri tome su matrice D, L i U definirane kao D = diag(aq1, azs, - - ., ann), L je

strogo donji trokutasti dio, a U strogo gornji trokutasti dio. Dok je w realan
broj razli¢it od nule koji zovemo relaksacijski parametar.
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Sada iz (8) dobivamo

Nx = -Px+b
odnosno
1 1
D (—I + L> xFD — _D (—” I+ U) x®) + b
w w
I+wL)x* = (1-w)I-wU)x® +D wb,
pa je

xH = T+ wL) (1 - )l -wU)x® + 1 +wL)'D'wb, k=0,1,2,...
Uvedimo oznake

B, = I+wL)™((1-wlI-wl)
d = (I+wL)'Dwb,

te slijedi
sk +D) BX —l—d, k=0,1,2,...
Slijedi
b
ii o= =it Qi

Razlikujemo tri slucaja koja ovise o broju w. Izbor w = 1 daje Gauss-
Seidelovu metodu, w < 1 se zove podrelaksacijski parametar (engl. underre-
lazation), a w > 1 nadrelaksacijski parametar (engl. overrelazation).

Teorem 6.1 (Kahan) Za proizvoljnu matricu A vrijedi
p(By) = w—1]
za svaki w.

Dokaz: Posto su svojstvene vrijednosti Ay, ..., A, od B, nultocke karakter-
isticnog polinoma, vrijedi

ﬁ )‘j = det Bw-
j=1

Odavde, zbog pravila za mnozenje determinanti i posto su I + wL i
(1 —w)I — wU trokutaste matrice, slijedi

ﬁ et(I +wL) tdet((1 — w)I —wU) = (1 —w)™
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Nadalje slijedi
p(By) = |w —1].

O

Teorem 6.2 (Ostrowski) Neka je A € R™™ simetricna pozitivno definitna
matrica 1 pretpostavimo da je 0 < w < 2. Tada SOR metoda konvergira
prema jedinstvenom rjesenju od (8).

Dokaz: Neka je )\ proizvoljna svojstvena vrijednost matrice B, i neka je
y # 0 odgovarajuci svojstveni vektor. Tada vrijedi

(1-—wI—-wU)y=AI+wlL)y. (9)
Za lijevu stranu jednakosti (9), direktnim racunom dobivamo
2-wl-wA—-w(lU-L)=2(1-wI-wU),
a za desnu stranu vrijedi
2-—wl—-wA—-wU-L)=2(I+wL).
Poslije skalarnog mnozenja sa y, iz (9) dobivamo

\ = (2 —w)d — wa + ws
(2 —w)d 4 wa +ws

gdje je
a:=(Ay,y), d:=(Dy,y), s:=1(Uy—Ly,y).
Posto je A pozitivno definitna, imamo a > 01 d > 0 i posto je A simetricna,
seR. Iz
(2 —w)d —wa| < |(2 —w)d + wa

za 0 < w < 2 sada mozemo zakljuéiti da je |\ < 1|. Stoga konvergencija SOR
metode za 0 < w < 2 slijedi iz Teorema 3.3. Il

Teorem 6.3 SOR metoda ne konvergira za w <0 1w > 2.
Dokaz: Ocito je da za matricu koraka

B, = I+ wL) (1 —w)I-wlU)
SOR metode vrijedi

det B, = (det(I+wL)) det((1—w)I—wU)
= (detI)'(1 —w)"detI
= (1 - w)n’
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jer su I+ wLi (1 —w)I—wU donja i gornja trokutasta matrica, a L i U
strogo donja odnosno strogo gornja trokutasta matrica. Kako je

j=1
gdje su A; svojstvene vrijednosti matrice B,,, slijedi
p(By) = 1 —wl.

Prema Teoremu 3.3 SOR metoda ¢e konvergirati ako i samo ako je p(B,,) < 1,
pa ako imamo da je |1 —w| > 1, tada SOR metoda nece konvergirati. Ovaj
uvjet biti ¢e ispunjen ako i samo ako je w <0iw > 2. U

6.1 Odredivanje relaksacijskog parametra

Odredivanje optimalnog relaksacijskog parametra wg, je u pravilu dosta
komplicirano. U mnogim prakticnim sluc¢ajevima odredivanje optimalnog
relaksacijskog parametra bi zahtijevao vise rada racunala nego provodenje
iterativnog postupka. Srecom, pokazalo se da je i relativno dobra procjena
vrijednosti relaksacijskog parametra i vise nego dovoljna da se konvergencija
iterativne metode znacajno ubrza. Nadalje, za neke klase matrica se zna
vrijednost optimalnog relaksiraju¢eg parametra, dok se za neke druge klase
matrica eksperimentalno utvrdila vrijednost relaksiraju¢eg parametra koja
znacajno ubrzava konvergenciju.

Pokazati ¢emo kako se relaksacijski parametar w racuna za klasu konzis-
tentno uredenih matrica (engl. consistently ordered matrices).

Definicija 6.1 Matrica T ima “svojstvo A” ako postoji matrica permutacija
P takva da je

(10)

PTP” = { D, M, ]

M, D,

gdje su Dy 1 Dy dijagonalne matrice.

Mnoge matrice dobivene diskretizacijom parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi zadovoljavaju “svojstvo A”. Na primjer, takva matrica je matrica
koja dolazi iz aproksimacije s pet tocaka Poissonove jednadzbe na kvadratu,
pomocu konacnih diferencija. Ako ¢vorove na mrezi numeriramo na crveno-
crni naé¢in (vidi [4]), poput polja na sahovskoj ploéi, tada dobivamo matricu
oblika (10). Dakle, isplati se posebno promatrati matrice sa “svojstvom .4”
i njihovo ponasanje u SOR procesu.
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Definicija 6.2 Neka je B;(a) = —aL—a~'U. Tada je B;(1) = B; matrica
koraka za Jacobijevu metodu.

Najvaznija Cinjenica o matricama sa “svojstvom A” dana je sljede¢im
teoremom.

Teorem 6.4 Za svaku n X n matricu sa “svojstvom A”, za koju je a; #
0, ¢=1,2,...,n, postoji matrica permutacija P takva da je dekompozicija

A = D(I+ L+ U), permutirane matrice A = PAPT ima sljedece svojstvo:
Svojstvene vrijednosti matrice

Bj(a)=—-aL—-a'U, a€C, a#0,
ne ovise o .

Dokaz: Po Definiciji 6.1 postoji matrica permutacija P takva da je

T __ Dl Ml _
PAP _[Mz D, =D(I+L+U),
Dy, O B 0 0 [0 D'M,
D—[ 0 DJ’ L_[DglMg 0}’ U_{o 0 }

Ovdje su Dy i Dy regularne dijagonalne matrice. Za « # 0 sada imamo

0 Oé_lDl_lMl - _§ 0 Dl_l].\/.[l
= a| p

_ -1 _ -1
BJ(CY) = |: O[D2_1M2 0 2_11\/_[2 0 :| Sa SaBJ(l)S

o )

gdje je S, regularna dijagonalna matrica
Sa = [ I01 04(;2 } ’
a I i I, jedini¢ne matrice. Matrice By(«) i By(1) su sliéne, pa slijedi da
imaju jednake svojstvene vrijednosti. O
Definicija 6.3 Neka je A bilo koja matrica takva da je A =D + L+ U i
B,(a)= —aD™ 'L — o 'D'U = —aL — o~ 'U.

Ako svojstvene wvrijednosti matrice Bj(a) ne ovise o «, tada matricu A
zovemo konzistentno uredena matrica.

Teorem 6.5 (Young, Varga) Neka je A konzistentno uredena matrica i
w # 0. Tada vrijedi:
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(a) Svojstvene vrijednosti matrice By = —L—U pojavljuju se u £ parovima.
(b) Ako je p svojstvena vrijednost matrice By i
A +w—1)? = 2, (11)
tada je A svojstvena vrijednost matrice B,,.

(c) Obratno, ako je X\ # 0 svojstvena vrijednost matrice B, i vrijedi (11),
tada je p svojstvena vrigednost matrice B .

Dokaz:

(a) Konzistentna uredenost povlaci da svojstvene vrijednosti matrice B ;(«)
ne ovise o «, pa matrice By = B;(1) i B;(—1) = B;(1) imaju iste svo-
jstvene vrijednosti. Stoga se one pojavljuju u + parovima.

(b) Jer je det(I + wL) = 1 za svaki w, slijedi

det(\Ml — B,) = det (I +wL)(\I - B,))
= det (\I+ AL — (1 —w)I +wU) (12)
= det (A +w—1)I+ ML +wU).

Neka je p svojstvena vrijednost matrice By = —L — U i A rjeSenje
jednakosti (11). Tada je

A—l—w—l:\/Xw/,c i Aftw—-1= —\/qu.
Zbog (a), a bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je
Adw—1= \/qu.
Ako je A =0, tada je w =1, pa iz (12) slijedi
det(0-I—By))det(U) =0,
tj. A je svojstvena vrijednost matrice B,,. Ako je A # 0 iz (12) slijedi

da je

det(\I —B,) = det <()\ +w—DI+Vaw <\/XL + %U))

= (Vow)" det <uI + (\/XL + %U» (13)

= (Vaw)"det(pd + (L + U))
= 0,
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jer matrica B;(vA) = —VAL — (1/v/A)U ima iste svojstvene vrijed-
nosti kao matrica By = —L — U i u je svojstvena vrijednost matrice
B;.

(c) Neka je A # 0 svojstvena vrijednost matrice B,,, i p broj koji zadovol-
java (11), odnosno A+w — 1 = +wv/Ap. Zbog (a), dovoljno je dokazati
da je broj p uz A +w — 1 = wv/Au svojstvena vrijednost matrice B.
Ovo, medutim, slijedi odmah iz (13).

0J

Korolar 6.1 Neka je A konzistentno uredena matrica. Tada za matricu
koraka Bgs = By = —(I1+ L)~'U Gauss-Seidelove metode imamo

p(Bgs) = (P(BJ))2 :
Ovo znaci da je Gauss-Seidelova metoda dva puta brza od Jacobijeve.
Dokaz: Izbor w = 1 je ekvivalentan Gauss-Seidelovoj metodi, pa je A2 = \u?
ili A = 2. OJ
Sljedeéi teorem nam daje wey koji minimizira p(B,,).

Teorem 6.6 Neka je A konzistentno uredena matrica, neka matrica By ima
realne svojstvene vrijednosti, i neka je p = p(By) < 1. Tada je

2
Wo,
v 14+ /1 12
2
L
p(BUJopt> = w()pt - 1 = 27
(1 + 41— ,u2)
w—1, Wopt T w < 2
p(Bw> - 1_w+lw22 1_ 1 2,2 < )
W Wi wt gwip®, 0 <w < wopr
(vidi sliku 1).
Dokaz: (vidi [1]) O

7 Ocjena greske

Racunala su strojevi koji ¢e ponavljati jednu te istu radnju proizvoljno puta,
a danasnja su racunala vrlo brza i moc¢na. No, u praksi se moze obaviti samo
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(] 1.5 1 Wopt 1.5

Slika 1: Spektralni radijus matrice B,

konacan broj iteracija, pa je vrlo vazno znati kada je aproksimacija dovoljno

dobra.

Proces se zaustavlja poslije konaénog broja koraka k, pa je vektor x*)
tada priblizno rjeSenje danog sustava. Pitanje koje se prirodno namece je
ocjena veli¢ine tako nastale pogreske ||x* — x®||. U tu svrhu promatrati

¢emo sustav
x = Mx +d,

odnosno iterativni postupak
x*) = Mx® +d, k=0,1,2,...
Teorem 7.1 Neka za matricu M € R™"™ vrijeds
My — Mz|| < ally —z||, =za svakiy,z € R"*",

za neki a € [0,1). Ako je (15) za proizvoljni x°) € R", onda je

It = x® < @ - XD, k=12,
—

gdje je X* toéno rjesenje sustava (14).
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Dokaz: Rjesenje x* sustava (14) postoji i jedinstveno je i klim x®) = x*

(Teorem 3.1). Za svaki prirodan broj m i k vrijedi

HX(ker) - X(kerfl)H _ HMX(k—i-m—l) . Mx(k+m—2)H

< aHX(k—l—m—l) . X(k+m—2)||

o [x® - x|

Nadalje imamo

x® — xEFm | < [x® x| g [xEFD o FED | g | rmeD) g (em)
< OcHx(k) _ X(kfl)” + aQHX(k) _ X(kfl)H RS amHX(k) _ X(kH)H
< @t O )
l -«

Kako je klim x*+m) — x* i o < 1 slijedi

I = < T - x Y, k=12

-«
OJ
Teorem 7.2 Neka je
[M]| <1,
x*) = Mx® +d, k=0,1,2,...
i
lim x® = x*.
k—o0
Tada je
. MLy ke
[x* — x®| < L |x®) - xED) 0 E =12,
1— M|
Dokaz: Dokaz slijedi neposredno iz Teorema 7.1 i
IMx — My|| < [[M][lx -yl
sa o = [|[M]|. O

Dobivene ocjene pogreske ||x* —x*)|| mogu se koristiti za svaki iterativni
postupak oblika (15) bez obzira na naé¢in na koji smo iz sustava Ax = b
dobili ekvivalentan sustav oblika (14).

19



Do sada smo pretpostavljali da se sva racunanja izvode tocno, odnosno
da nema pogresaka pri zaokruzivanju. U praksi uvijek dolazi do pogreske
zaokruzivanja, jer racunala imaju svoja ogranic¢enja. Vrlo vazna stvar kod it-
erativnih metoda je da greska zaokruzivanja ne utjeCe mnogo na njih. Razlog
tome je Sto iterativne metode u svakoj iteraciji nastoje poboljsati trenutnu
aproksimaciju i nije vazno koliko je to¢na ta aproksimacija. Problem se
javlja kada iterativna metoda konvergira previse sporo, sto ima za posljedicu
da zbog pogreske zaokruzivanja aproksimacija x*) bude jednaka sljedecoj
aproksimaciji x*).

Primjer 7.1 Neka je dan sustav

1.00000x; 4+ 0.70710z, = 0.29290
0.70710z, + 0.50000x, = 0.20711.

Matrica koraka Bgs Gauss-Seidelovog iterativnog postupka ima spektralni
radijus p(Bgs) = 0.99998. Polazeéi od x®) = [0.00000, 0.00000]” i racunajuci
s pet myesta iza decimalne tocke dobivamo
0)

)

lim = x{
k—o0
§to nije toéno, jer rjesenje danog sustava glasi x* = [0.26267 ...,0.04275...]T.
Oc¢ito, spora konvergencija Gauss-Seidelovog iterativnog procesa i pogreske
zaokruzivanja su uzrok tome.

Sljedeé¢i teorem govori o iterativnom postupku kod kojeg se u svakom
koraku pojavljuje pogreska koja je posljedica pogreske zaokruzivanja.

0) 2)

Teorem 7.3 Neka se vektori niza x\0, x(V x®) _ koji zadovoljavaju uvjet

x*D = Mx® +d, k=0,1,2,...

gdje je |[M|| < 1, izracunavaju s pogreskama zaokruzivanja tako da se dobiva

niz X, x1, %

Ako je
>—((k+l) — M)—((k) + d + rk’ k= 07 1, 27 Ce
||r(k)|| <e k=0,1,2,...
7
X(O) :}—((0)’

onda je
® _x®) < S p_0.1,2,...
15 =P = T
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_ 1 1+ || M| —(k) =(k—1
I — =] < ( T M%) — g6
T T

gdje je X* = klim x®) tocno rjesenje sustava (14).
—0Q

8 Jacobijeva, Gauss-Seidelova i SOR metoda
u programskom paketu Mathematica

Jacobijeva metoda

Jacla_, b_, n_, it_, gr_] :=
Module [
{i, k, xs, xn},

xs = Table[0, {i, n}];

Xn = Xs;
k=1;
r = -b;
PNormaVektoralr, n, 2];
Whilel
(No > gr) && (k <= it),
Do [

xn[[i]] = (b[[il] - Sum[alli, j1] xs[[jl], {j, i - 1}] -
Suml[al[i, j1] xs[[jl], {j, i + 1, n}])/alli, il],

{i, n}
1;
r = a.xn - b;
PNormaVektoral[r, n, 2];
XS = Xn;
pr = k;
k=k + 1;
1;
Print["It_", pr, "=", N[xn]];

]

Gauss-Seidelova metoda

GSla_, b_, n_, it_, gr_] :=
Module [
{i, k, xs, xn},
xn = Table[0, {i, n}];
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k=1;

r = -b;
PNormaVektoralr, n, 2];
While[
(No > gr) && (k <= it),
Do [

xn[[i]] = (b[[i]] - Sum[alli, j11 =nl((jl], {j, i - 1}] -
Sum[al[i, j1] xnl[[j1], {j, i + 1, n}])/alli, il],

{i, n}

1;

r = a.xn - b;

PNormaVektoralr, n, 2];

pr = k;
k=k+ 1;
1;
Print["It_", pr, "=", N[xnl];
]
SOR metoda
SOR[a_, b_, n_, it_, gr_, om_] :=
Module[

{i, k, xs, xn},
xs = Table[0, {i, n}];

Xn = Xs;
k=1;
r = -b;
PNormaVektoralr, n, 2];
Whilel
(No > gr) && (k <= it),
Dol

xn[[i]] = (1 - om)xs[[i]] + (b[[i]l] -
Sum(al[i, jl] znl([j1], {j, i - 1}] -
Sumlal[i, j1] xs[[j1], {j, i + 1, n}])(om/alli, i11),
{i, n}
1;
r = a.xn - b;
PNormaVektoralr, n, 2];

XS = Xn;
pr = k;
k=k + 1;
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1;
Print["It_", pr, "=", N[xnl]];
]

Ostali moduli

P-norma vektora

PNormaVektora[x_, n_, p_] :=
Module [

{i},

Clear[No];

If[
(IntegerQlpl) && (p > 0),
No = N[(Sum[Abs[x[[1]1]1]"p, {i, n}])~(1/p)]
1;

]

Generiranje podataka

GenPod[n_] :=
Module [
{a},
a = Table[-1, {i, 1, n - 2}];
a = Insertla, 0, n/2];
A =

Table[Switch[i - j, n/2, -1, 1, alli - 111, O, 4, -1,
allill, -n/2, -1, _, 0], {i, n}, {j, n}];
bo = Table[1, {i, n}];
1;

B; matrica

MatricaBJ[a_, n_] :=
Module[
{i, j},
BJ = Table[0, {i, n}, {j, n}];
Do[
Do[
BJ[[i, jl] = -alli, jll/alli, 111, {j, 1 - 1}
1;
Do [
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BJ[[i, j1] = -alli, jl1/alli, i11, {j, i + 1, n}
]’
{i, n}
1;
]

Spektralni radijus

SpecRadla_, n_] :=
Module [
{i},
Sv = Eigenvalues[a];
Ro = N[Abs[Sv[[1]11]1];
Do[
If([
Ro < Abs[Sv[[i]]], Ro = N[Abs[Sv[[i]]]], Ro = Ro
1,
{i, n}
15
]

Testiranje

velicina = 50;

GenPod[velicinal;

Timing[Jac[A, bo, velicina, 200, 0.0001]]
Timing[GS[A, bo, velicina, 200, 0.0001]]
MatricaBJ[A, velicinal];

Timing[SpecRad[BJ, velicinal;]

om = N[2/(1 + Sqrt[1 - (Ro"2)1)]
Timing[SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, om]]

Testiranje

velicina = 50;
GenPod[velicinal;

Timing [SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, 0.5]]
Timing [SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, 0.8]]
Timing [SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, 1.2]]
Timing [SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, 1.5]]
Timing[SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, 1.8]]

MatricaBJ[A, velicinal;
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Timing[SpecRad[BJ, velicinal];]
om = N[2/(1 + Sqrt[1 - (Ro"2)])]
Timing[SOR[A, bo, velicina, 200, 0.0001, om]]
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