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UuvoOoD

Doktorski rad je organiziran u 2 bitna dijela: u prvom dijelu istra-
Zuju se problemi ¢uvanja na terenima kao kombinatorni optimizacij-
ski problemi vidljivosti, te u drugom dijelu, implementacijski model
problema c¢uvanja za 1.5D terene na temelju brzih aproksimativnih
rjeSavatelja linearnih programa.

U nastavku, predstavlja se motivacija za probleme vidljivosti u iz-
racunljivoj geometriji te se definiraju problemi ¢uvanja koji se razma-
traju u doktorskom radu. Osnovni pregled pojmova iz teorije sloZe-
nosti i rezultati iz linearne optimizacije predstavljeni su kao temelj za
analizu algoritama koje ¢e bit predstavljeni u sljede¢im poglavljima.
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1.1 PROBLEMI VIDLJIVOSTI
1.1.1  Motivacija

Problemi vidljivosti predstavljaju posebno podrugje proucavanja u iz-
racunljivoj geometriji (engl. computational geometry). Pod pojmom vid-
liivosti u geometriji podrazumijeva se odnos izmedu dvije tocke u
prostoru tako da se kaZe da dvije tocke vide jedna drugu ukoliko
ne postoji prepreka izmedu njih. Pojam vidljivosti moze se shvatiti
u opcenitom smislu kao relacija izmedu 2 tocke koja je uvjetovana
geometrijskim svojstvima prostora u kojem se tocke nalaze (npr. Sire-
nje signala izmedu 2 tocke u nekom mediju se u ovom smislu moze
interpretirati kao vidljivost). Mnogi problemi u robotici i planiranju
putanje usko su vezani s pojmom vidljivosti [64], postavljanje komu-
nikacijskih antena [24] i sustava za nadziranje [35] itd. Motivacija ¢e
zapoceti s klasi¢nim problemom ¢uvanja galerije kao jednim od prvih
formuliranih problema vidljivosti.

U pregledu [71] predstavljen je problem ¢uvanja galerije s umjetni-
nama zajedno s jo$ nekim varijacijama.

1.1.2  Problemi vidljivosti u poligonu

Problem ¢uvanja galerije (engl. Art Gallery problem) jedan je od klasic-
nih geometrijskih problema vidljivosti i dodirna tocka robotike, izra-
¢unljive geometrije i optimizacije. Motiviran je problemom smjeStanja
minimalnog broja ¢uvara u galeriju s umjetninama tako da svi ¢uvari
zajedno promatraju Citavu galeriju. Slika 1 [3] pokazuje jednu takvu
galeriju s pripadnim tlocrtom. Ova motivacija nasla je daljnje primjene
u stvarnom svijetu kao $to je postavljanje senzora i kamera za pokri-
vanje interijera neke zgrade [35], pokrivanje telekomunikacijskim an-
tenama [24] nekog planinskog podrucja, postavljanje izvore svjetla za
osvjetljavanje neke pozornice [82] itd. U novije vrijeme zabiljeZena je
primjena u industriji [62] za mjerenje interijera zgrada koristedi staci-
onarne laserske citace.

Prema [12], Viktor Klee je 1976. godine postavio sljedece pitanje na
jednoj konferenciji:

Koliko je ¢uvara nuzno, a koliko dovoljno da ¢uvaju umjet-
nine u galeriji s n zidova?



1.1 PROBLEMI VIDLJIVOSTI

Slika 1: Galerija s umjetninama i njen tlocrt

Upravo ovo, naoc¢igled, naivno pitanje, otvorilo je podrugje istra-
Zivanja u kombinatornoj geometriji sto je rezultiralo velikim brojem
radova na tu temu i na varijacijama koje su proizasle iz tog problema.
Neke od problema bit ¢e i ovdje predstavljeni.

Galerija se kao geometrijski lik predstavlja kao jednostavni poligon
kojeg je potrebno ¢uvati ¢uvarima postavljenima u to¢kama unutar
poligona.

DEFINICIJA 1: Poligon P &ini uredeni niz tocaka V = (P, P, ..., Py)
za n > 3 Euklidske ravnine IR? koji se zovu vrhovi poligona P zajedno
sa skupom duzina 6P = {P1 P, P,Ps, ..., P,_1P,}, koje se zovu bridovi.
Poligon P je jednostavan ako se nikoja dva nesusjedna ruba ne sijeku.

Jednostavan poligon, prema [81, str. 37], je Jordanov luk te stoga di-
jeli ravninu u 3 podskupa: sam poligon s bridovima P U P, omedeno
podrugje unutradnjosti poligona (interijer) u oznaci IntP i vanjsko neo-
medeno podrudje (ekterijer) u oznaci ExtP.

U daljnjem kontekstu, pod pojmom jednostavnog poligona P, sma-

trat ¢e se skup V U P U IntP koji je zatvoren i ogranic¢en skup u rav-
nini.
DEFINICIJA 2: Za tocke v € P se kaZe da je vidljiva iz tocke u € P
u odnosu na P i piSe se u ~p v ukoliko je duzina 0 u potpunosti
sadrzana u poligonu P, odnosno uv € P. Za skup Q C P kaZe se da
vidi skup tocaka R C P u odnosu na P ukoliko za svaki r € R postoji
tocka g € Q tako daje g ~p ripiSe se Q ~p P.

Relacija vidljivosti je simetri¢cna s obzirom na pojedinacne tocke.
Za relaciju vidljivosti medu skupovima tocaka to opcenito ne mora
vrijediti, stoga ce se tocke iz skupa Q zvati cuvari, a toc¢ke iz R klijenti.
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P u U~ w,u g v

{v,w} ~u % u it {v,w}

Pnfl

Slika 2: Vidljivost u poligonu

Ukoliko Q ~ R kaze se da Q cuwa ili pokriva R. Slika 2 daje primjer
koja pokazuje kako relacija vidljivosti nije opéenito simetri¢na.

Radi jednostavnosti oznaka, ispusta se ‘u odnosu na’ u definiciji re-

lacije vidljivosti, jer ¢e se iz konteksta podrazumijevati o kojem je po-
ligonu rijec.
PRIMJEDBA 1: Pojam ¢uvanje koje se koristi u nazivu "problemi ¢uva-
nja" predstavlja posebnu vrstu pokrivanja. Naime, u pojmu pokrivanje
podrazumijeva se da su dani skupovi koji imaju pokriti neke elemente,
formulacija koja moZe biti vrlo opcenita. Pojam cuvanje podrazumi-
jeva pokrivanje u kojem su skupovi definirani na temelju podrugja
vidljivosti ¢uvara, a elementi su sami klijenti. Relacija incidencije je
onda relacija vidljivosti izmedu ¢uvara i klijenata.

Shermer isti¢e u svom pregledu problema vidljivosti [77] koriStenje
razlic¢itih tipova poligona te pripadne rezultate vezane uz njih od kojih
¢e biti istaknuti poligon s rupama, ilustriran na Slici 4(a).

DEFINICIJA 3: Jednostavni poligon P s rupama sastoji se od konac-
nog k broja jednostavnih poligona Py, P,, ..., P sa svojstvom P; C P i
PNP=Q,i#jgdjesuije{1,2,...k}

Osim varijacije u tipu poligona, Shermer [77], Urrutia [82] i O’'Rourke
[74] isticu odredene restrikcije na ¢uvare, pa primjerice ¢uvari mogu
biti smjesteni isklju¢ivo u vrhovima odnosno bridovima poligona ili
mogu biti smjesteni u interijeru poligona kao stacionarni ¢uvari. Neki



1.1 PROBLEMI VIDLJIVOSTI

1y

(a) ¢uvari u interijeru IntP (b) ¢uvari u bridovima 6P

e

(c) &uvari u vrhovima V(P) (d) odredwan]e puta 6 € IntP
za koje 6 ~

Slika 3: Razli¢iti pristupi postavljanja ¢uvara u galeriju

autori povezuju probleme ¢uvanja poligona s optimizacijom rute gi-
banja robota kao mobilnog ¢uvara [75]. Cuvanje poligona u tom kon-
tekstu je definirano kao pronalaZenje puta u kojem je svaka tocka
poligona vidljiva na nekom dijelu puta. Ilustracija je prikazana na
Slici 3(d).

U doktorskom radu je od koristi sljede¢i spomenuti problem: za
neki jednostavni poligon P i podskup G C P pronaci minimalni pod-
skup S C G koji ¢uva poligon P. Valja naglasiti kako ¢uvanje poligona
podrazumjeva i pokrivanje njegovog interijera, $to ne mora biti slucaj
ukoliko se Zeli pokriti samo bridove poligona.

LeMA 1.1. Ukoliko neki skup tocaka Q poligona P ¢uva IntP, onda skup Q
¢uva i bridove poligona 6P. Obrat opéenito ne vrijedi.

Dokaz. Na Slici 4(b) vidljivo je da obrat opcenito ne vrijedi, dakle,
totku p ne vidi niti jedan ¢uvar iz Q = {91, 92,93}, a Q ~ éP.
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a) poligon P s "rupama" P; i (b) pokrivenost bridova poligona ne im-
poug p p polg
b,. plicira pokrivenost interijera

Slika 4: Poligon s "rupama" i nepokriveni interijer poligona

Pretpostavimo da postoji neki proizvoljni skup to¢aka Q C P za
koje Q ~ IntP i neka tocka p € 6P za koje p ¢ Qi Q # p. Neka
je g € Q. Kako g # p, onda po definiciji vidljivosti, gp N ExtP # @.
Jednostavni poligon P tvori Jordanov luk, sto za posljedicu ima da je
ExtP povezan, implicira da postoji neka tocka r € IntP koja leZi na
spojnici gp za koje je g7 N ExtP # @i Q\ {gq} +# r. Drugim rije¢ima,
Q A r sto je kontradikcija s pretpostavkom da Q ~ IntP. O

Prema slici 3 moZze se definirati sljedeée varijante ¢uvanja poligona:

DEFINICIJA 4: Neka je dan jednostavni poligon P s n vrhova. Pro-
blem VERTEX-POLYGON-GUARD je problem pronalaZenja minimalnog
skupa ¢uvara S iz skupa vrhova poligona P tako da S ¢uva P.

DEFINICIJA 5: Neka je P jednostavni poligon s n vrhova. Problem
EDGE-POLYGON-GUARD je problem pronalaZenja minimalnog skupa ¢u-
vara S iz bridova poligona od P tako da S ¢uva P.

DEFINICIJA 6: Neka je P jednostavni poligon s n vrhova. Problem
PoINT-POLYGON-GUARD je problem pronalaZenja minimalnog skupa
¢uvara S iz interijera poligona od P tako da S ¢uva P.

1.1.3 Problemi vidljivosti na terenima

Problemi ¢uvanja terena nalaze motivaciju u postavljanju beZi¢ne ko-
munikacijske mreZe na nekom reljefnom podrucju kao $to je prika-
zano na slici 5.

Motivacija 1: Tvrtka investitor Zeli postaviti komunikacijske antene
na takav nacin da je svaka tocka tog reljefnog podrugja pokrivena, ilus-
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Slika 5: Reljefno podruéje pokriveno komunikacijskim antenama

tracija prikazana na slici 5. Kako reljef utjee na Sirenje signala, firma
Zeli osigurati dovoljan broj antena te signalom pokriti interesno po-
drugje. U obzir se moZe uzeti cijena postavljanja tih antena i robusnije
pokrivanje podrucja: neku tocku podrucja trebaju pokrivati signali iz
viSe izvora (npr. to¢ku x pokrivaju 3 antene A, B, C na slici 5).

Antene se mogu isto tako intepretirati kao postavljanje promatrac-
nica na tom podrudju i cilj je da svaka tocka tog podrucja bude videna.

Motivacija 2: Za neku cestu na reljefnom podrudju treba postaviti
nadzorne kamere tako da svaka dionica ceste bude pokrivena nad-
zornim kamerama. Na slici 5 je prikazan put st koji predstavlja cestu
od nekog mjesta s do mjesta t. Nadzorne kamere D i E pokrivaju tu
cestu.

Geometrijski gledaju¢i, reljefno podrudje se moZe opisati kao poli-
edarska ploha, a tocke koje treba ¢uvati kao tocke te plohe. Pokriva li
neka tocka plohe neku drugu to¢ku na toj plohi moZe se modelirati
kao duzina koja spaja te 2 tocke. Ukoliko ta duZina ne sijee nigdje
teren kaZe se da tocke vide jednu drugu. Cesta se moze modelirati
kao poligonalna linija koja leZi na poliedarskoj plohi.

U daljnjim razmatranjima, promatrat ¢e se 2 tipa formulacije terena,
naime, 2.5D teren i 1.5D teren od kojeg ¢e ovaj zadnji biti predmet
interesa ovog doktorskog rada. Oba terena su ilustrirani na slici 6.
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DEFINICIJA 7: Neka je n broj proizvoljnih toaka u R3 koje zovemo
vrhovi. Ploha T := {(x,y,2z): z = f(x,y)} C R3 gdjeje f: R? - R
funkcija linearne interpolacije izmedu vrhova zove se 2.5D teren sloZe-
nosti n.

(a) 2.5D teren (b) 1.5D teren

Slika 6: Dva osnovna tipa terena

Intuitivno, svaki vertikalni pravac sijece 2.5D teren u najvise jednoj
tocki.

Nadalje, neka je IR? euklidska ravnina. To¢ke ravnine predstavljaju
uredeni parovi u oznaci p = (xp,yp). Za dvije tocke p,q € R%,p # g
definira se skup {p +t(p —q): t € [0,1]} koji se zove segment izmedu
p i g te oznacava s pg. Ukoliko u definiciji segmenta pg se dozvoli
t € R onda se govori o spojnici tocaka p i q i oznacava s pq.

U ovom doktorskom radu promatrat ¢e se uredaj na 1.5D terenu:

DEFINICIJA 8: za tocku p kaZe se da je lijevo od q ukoliko x, < x4
za bilo koje tocke p,q € IR?. Relacija "bit strogo lijevo" se definira na
slican nacin i pise p < ¢q ako i samo ako x), < x4, Vp,q € R>.

Relacije "biti desno" i "biti strogo desno" se definiraju simetri¢no.

DEFINICIJA 9: Neka su dane tocke P, P,,..., P, € R%,1 < n < . Za
skup segmenata T = {P, P, P;P;, ..., P,_1P,} kaZe se da je x-monotona
poligonalna linija ukoliko vrijedi P; < P, < ... < P,. Poligonalna linija
T zove se 1.5D teren sloZenosti n.

Odgovarajuci problemi vidljivosti na terenima su definirani na slje-
dedi nadin:
DEFINICIJA 10: Nekaje dan 2.5D teren T dimenzije n. Problem ZVERTEx-

2.5D-TERRAIN-GUARD jest problem pronalaZenja minimalnog skupa
¢uvara iz vrhova od T koji ¢e cuvati T.
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DEFINICIJA 11: Nekaje dan 2.5D teren T dimenzije n. Problem PoInT-
2.5D-TERRAIN-GUARD jest problem pronalaZenja minimalnog skupa
¢uvara s terena T koji ¢e cuvati T.

U vecini rezultata za ¢uvanje 1.5D terena ([51], [7], [24]), promatraju
se 2 osnovna problema:

DEFINICIJA 12: Nekaje dan 1.5D teren T dimenzije n. Problem VERTEX-
1.5D-TERRAIN-GUARD jest problem pronalaZenja minimalnog skupa
¢uvara X iz vrhova od T koji ¢e ¢uvati T.

DEFINICIJA 13: Neka je dan 1.5D teren T dimenzije n. Problem 1.5D-
TERRAIN-GUARD jest problem pronalaZenja minimalnog skupa ¢uvara
X s terena T koji ¢e cuvati T.

U ovom doktorskom radu promatraju se problemi ¢uvanja 1.5D te-

rena koji, osim ¢isto geometrijskog gledista, imaju i kombinatorni as-
pekt. Naime, promatraju se proizvoljni podskupovi terena G odnosno
N, iz kojih se odabiru ¢uvari odnosno klijenti. Dopusta se da ¢uvari
imaju cijenu i klijenti mogu imati zahtjev na broj ¢uvara koji ih trebaju
¢uvati.
DEFINICIJA 14: Neka je dan teren T sa skupom c¢uvara G C T i
skupom tocaka koje treba ¢uvati N C T te neka tezinska funkcija
w: G — Q4 definirana nad G. TeZinsko cuvanje 1.5D terena u oznaci
WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD jest problem u kojem treba odrediti
skup minimalne tezine X C G takav da ¢uva N, odnosno

X = argmin{w(S): SC G,S ~ N}
gdje w(S) = Lges w(g)-

Robusnija inacica ¢uvanja klijenata:

DEFINICIJA 15: Neka je dan 1.5D teren T sa skupom ¢uvara G C T
i skupom klijenata N C T te funkcija zahtjeva d: N — Z defini-
rana na klijentima N. Cuvanje 1.5D terena s visestrukim pokrivanjem u
oznaci 1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD jest problem odredivanja najma-
njeg skupa ¢uvara X C G takav da ¢uva N s obzirom na zahtjeve,
odnosno, za svaku totku p € N postoji barem d(p) ¢uvara u X koji
cuvaju p.

Analiza koja bude predstavljena ukljucuje i inacicu parcijalnog ¢u-
vanja 1.5D terena:

DEFINICIJA 16: U parcijalnoj inacici problema ¢uvanja 1.5D terena u oz-
naci PARTIAL-1.5D-TERRAIN-GUARD dan je profit p: N — Q4 za skup
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klijenata N C T i ogranicenje na nepokrivenost terena (engl. budget) b.
Cilj je pronadi skup ¢uvara minimalne teZine X iz T tako da ukupan
profit od nec¢uvanih klijenata najvise b.

Ukoliko u problemu WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD skup ¢uvara
G i skup klijenata N je konacan, govori se o diskretnoj varijanti pro-
blema. Problem ima oznaku D1sCRETE-1.5D-TERRAIN-GUARD ukoliko
su teZine na ¢uvarima jedini¢ne, u protivhom problem se oznacava
D1SCcRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD.

U jednostranoj varijanti problema ¢uvari vide samo u jednom smjeru:
ili lijevo ili desno. To¢nije, za dana 3 skupa toc¢aka terena N, G, Gr
Zeli se pronaci skupovi ¢uvara X; C Gp i Xg C Gg tako da za svaki
p € N postoji ¢ € X takodaje g < pig~ pili g € Xy tako da je
g > pig ~ p.Dakle, skupovi G, i Gg, odnosno Xy i Xg ne moraju
biti disjunktni.

Posebni slucaj jednostrane varijante predstavlja lijevo odnosno desno
¢uvanje 1.5D terena gdje ¢uvari u G mogu vidjeti samo na lijevo, od-
nosno samo na desno (drugim rije¢ima, postavljaju¢i Gy, = GiGgr = @
dobiva se problem lijevog ¢uvanja terena odnosno za Gg = Gi Gy = @
dobiva se problem desnog ¢uvanja terena).

1.2 OPTIMIZACIJSKI PROBLEMII RAZREDI APROKSIMABILNOSTI

U ovom uvodnom dijelu uvest ¢e se osnovni pojmovi iz teorije slo-
Zenosti koje su potrebne u ovom radu. Svi ovi pojmovi su uvelike
poznati i mogu se naci u npr. [84], te [44] i [78].

1.2.1  Razredi sloZenosti

Standardna podjela optimizacijskih problema na temelju vremenske
sloZenosti mogu se podijeliti u 3 osnovne skupine: P, NP i NPC. Ne-
formalno, kaZe se da razred sloZenosti P sadrZi sve one optimizacij-
ske probleme koji su rjeSivi u polinomnom vremenu, odnosno, za
problem u P postoji rjesenje koje se moze izra¢unati u O(n*) za neku
konstantu k > 0 gdje je n veli¢ina ulaza problema. Za problem se kaZe
da pripada razredu NP ukoliko postoji algoritam koji u polinomnom
vremenu moZe provjeriti korektnost rjeSenja za taj problem. Za neki
optimizacijski problem kaZe se da pripada klasi NPC odnosno kaze
se da je NP-kompletan ukoliko je u NP i ujedno je NP-tezak. Pro-
blem je NP-teZak ukoliko se svaki problem iz NP moZe reducirati u
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polinomnom vremenu na taj problem. Pod pojmom redukcije u poli-
nomnom vremenu podrazumijeva se da se bilo koja instanca a nekog
problema Q moZe transformirati u polinomnom vremenu u instancu
B nekog drugog problema Q' ije rjeSenje daje rjeSenje za a. Odnos
razreda sloZenosti vidljivo je na slici 7.

e >

NP

P £ NP

Slika 7: Razredi sloZenosti

Iz ovih neformalnih definicija jasno je da je svaki problem iz P
ujedno u NP, dakle, P C NP. Vrijedi li stroga inkluzija jest otvoren
problem. Ono $to je zanimljivo, ukoliko se pokaZe da se neki problem
koji je u NPC moZe rijeSiti u polinomnom vremenu, onda se svaki
problem u NP moZe rijeSiti u polinomnom vremenu [78]. Upravo
ova ¢injenica daje uvjerenje da je mala vjerovatnost za P = NP. Uz
pretpostavku P # NP, problemi koji pripadaju NPC klasi zbog svoje
vaznosti rjeSavaju se ili raznim heuristikama ili algoritmima u poli-
nomnom vremenu koji nalaze aproksimativno rjeSenje unutar neke
teorijske granice u odnosu na optimalno rjeSenje.

Prosirivajudi teoriju sloZenosti s pristupom od [39] za paralelno ra-
¢unanje, razred NC predstavlja sve one probleme koji se mogu rijesiti
u polilogaritamskom vremenu na paralelnom ra¢unalu s polinomno
mnogo procesora. Kako se paralelna racunala mogu simulirati na sek-
vencijalnom ra¢unalu, vrijedi inkluzija NC C P. Vrijedi li stroga ink-
luzija jest otvoreno pitanje. Stovige, PC razred ili P-kompletan razred
sluZi za proucavanje problema koji su teski za efikasnu paralelizaciju.
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Za neki problem kaZe se da je P-kompletan ukoliko je u P i svaki pro-
blem u P se moZe transformirati u polilogaritamskom vremenu na
paralelnom racunalu s polinomno mnogo procesora na taj problem.
Ukoliko vrijedi NC # P, onda svi problemi koji se nalaze u PC se ne
nalaze u NC. S druge strane, ukoliko bi se za neki PC problem poka-
zalo da se moZe pronadi rjeSenje na efikasan paralelan nacin onda bi
to znacilo da je P = NC.

1.2.2  Aproksimacijski algoritmi

U ovom doktorskom radu promatrat ée se optimizacijski problemi, dakle,
problemi ¢ije se optimalno rjeSenje odabire iz skupa svih dopustivih
rjeSenja. Ukoliko skup rjeSenja je konacan govori se o kombinatornim
optimizacijskim problemima.

NP optimizacijski problem I je predstavljen instancom I. Skup svih
valjanih instanci problema I1 neka je oznacen s Dry. Veli¢inu instance
I mjeri se koli¢tinom bitova za prezentiranje |I| uz pretpostavku da
su brojevi u I pisani binarno. Neka je Sry(I) skup svih dopustivih rje-
Senja za instancu I problema IT i neka je dana funkcija cilja fr1(1,s)
izra¢unljiva u polinomnom vremenu koja svakom paru (I,s) pridru-
Zuje racionalni broj. Svako dopustivo rjesenje s € Syy(I) je polinomne
veli¢ine u ovisnosti o |I| i postoji algoritam u polinomnom vremenu
koji za dani par (I,s) utvrduje je li s € Sri(I). Vrijednost optimalnog
rjeSenja za instancu I oznacava se sa OPTy(I). Dopustivno rjeSenje s*
za koje je fri(I,s*) = OPTyi(I) zove se optimalno rjeSenje instance I za
problem I1.

Problem IT se moZe promatrati kao minimizacijski problem odnosno
maksimizacijski problem, drugim rije¢ima, fri(I,s) > OPTyi(I) za svaki
s € Sri(I) odnosno f1(I,s) < OPTyy(I) za svaki s € Syp(I).

PRIMJEDBA 2: U formalnoj definiciji razreda NP i NPC koriste se
problemi odlucivanja cije rjeSenje je ili DA ili NE koji se interpretiraju
kao formalni jezici, odnosno podskup od {0,1}* (vidjeti npr. [84],[78]).
Jezik se sastoji od svih stringova koji kodiraju DA instance problema
odlu¢ivanja. Turingov stroj sluZi kao verifikator koji odreduje pripada
li neki string tom jeziku ili ne. Svi NP optimizacijski mogu se svesti na
probleme odlucivanja, naime, problem odlucivanja nekog IT optimiza-
cijskog problema sastoji se od parova (I, B) gdje je I instanca od I, a
B neki racionalni broj. Ukoliko je IT minimizacijski problem tada je od-
govor za pripadnu inadicu problema odlu¢ivanja DA ako i samo ako
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postoji I € Dry cijene < B. Analogno se formulira za maksimizacijski
problem. U tom slucaju, kaze se da je (I, B) DA instanca, inace je NE
instanca. TeZina nekog NP optimizacijskog problem je pokazana tako
da se pokaZe da je pripadni problem odlucivanja NP-tezak. Stoga,
kad kaZzemo da neki optimizacijski problem pripada nekom razredu
sloZenosti, u principu, podrazumijevamo da se formalno moze poka-
zati da njegova inacica kao problem odlucivanja pripada tom razredu
sloZenosti.

Nekoliko kombinatornih optimizacijskih problema bit ¢e od koristi
u ovom doktorskom radu:

DEFINICIJA 17: Neka je dan skup od n elemenata U = {ey1,¢e,...,en}
i familija podskupovaod U, S = {S51,S2,...,S,} tako daje Uses S = U.
Instancu sljedeé¢ih problema predstavlja sustav skupova (U, S).

SET-COVER problem predstavlja pronalaZenje najmanjeg pokri-
vaca C C S tako da je Ugee S = U.

SET-MULTI-COVER problem predstavlja pronalaZenje najmanjeg
pokrivaca C C S tako da za svaki element e € U postoji d. razli-
¢itih skupova u C za koje e € S.

HITTING-SET problem predstavlja pronalaZenje najmanjeg pod-
skupa elemenata E C U takvog da za svaki S € S postoji e € E
za koje e € S.

PRrR1ZE-COLLECT-SET-COVER problem predstavlja pronalazak po-
krivaca C C S i podskup elemenata E C U koji minimiziraju
broj skupova u pokrivacu C zajedno s brojem nepokrivenih ele-
menata U \ E.

U prethodnoj definiciji, svi definirani problemi imaju teZinske ina-
¢ice, odnosno umjesto nalaZenja pokrivac¢a s najmanjim kardinalite-
tom traZi se pokriva¢ najmanje teZine. U problemu HITTING-SET te-
zinska je funkcija definirana na elementima U, a u problemu Prize-
CoLLECT-SET-COVER 0sim teZine na skupovima, elementi mogu imati
pridruzen profit te je onda cilj minimizirati teZinu pokrivaca zajedno
s profitom koji se pla¢a za nepokrivene elemente.

Ilustracije radi, SET-COVER problem je NP optimizacijski problem
I1, instancu problema I &ini par (U, S). Skup svih dopustivih rjesenja
St1(I) jest skup svih podfamilija F od S koji pokrivaju U. Ukoliko
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je dana teZinska funkcija na skupovima c: § — Q4 onda ona ¢&ini te-
zinsku funkciju optimizacijskog problema, dakle, za s € F, fr1(I,s) =
Y vesc(x). Vrijednost optimalnog rjeSenja SET-COVER je OPTyi(I) =
Mminge 7 ZXES C(x)'

Uz uvrijezenu hipotezu P # NP, mnoge NP-teske optimizacijske
probleme se zbog svoje neprivla¢nosti, pokusava aproksimirati algo-
ritmom u polinomnom vremenu uz teorijsku garanciju kvalitete aprok-
simacije. Iscrpan pregled metoda za dizajn aproksimacijskih algori-
tama moze se nadi u [84] i [41].

DEFINICIJA 18: Nekaje Il optimizacijski probleminekaa: Z, — Q,
a(n) > 1,Vn € Z,. Algoritam A je a-aproksimacijski algoritam za I1
ukoliko za svaku instancu I problema IT algoritam A vra¢a dopus-
tivo rjeSenje s za I tako da je

fu(ls) < a([I]) - OPTri(I)
u slucaju minimizacije, odnosno
fri(Ls) > «(|I]) - OPTy(I)

u slu¢aju maksimizacije.
Vrijeme izvrSenja od A je ograni¢eno fiksnim polinomom u ovisnosti
o |I].

Sljedeti pojmovi su definirani za minimizacijski optimizacijski pro-
blem, definicije su analogne za maksimizacijski optimizacijski pro-
blem.

Neka je A aproksimacijski algoritam za minimizacijski problem I1
i neka je A(I) dopustivo rjeSenje koje vraca A za neku instancu I
problema IT.

Prema definiciji, za aproksimacijski algoritam .4 problema IT ka-
Zemo da ostvaruje aproksimacijski omjer R 4 ukoliko

OPTy(I)
Ra = B 7T, A(T))

Iz definicije od R4 moZe se primjetiti da R4 > 1 u slu¢aju minimi-
zacije.

KaZe se da optimizacijski problem IT se ne moZe aproksimirati unu-
tar aproksimacijskog omjera R ukoliko za svaki aproksimacijski algo-
ritam A za I1 postoji instanca I od IT tako da je

OPTy(I)

K< @A)
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U tom slucaju govorimo o neaproksimabilnosti problema unutar R fak-
tora pod pretpostavkom P # NP.

Neki aproksimacijski algoritmi dopustaju proizvoljnu aproksima-
bilnost:
DEFINICIJA 19: Neka je I1 optimizacijski minimizacijski problem s
funkcijom cilja fr1. Za A kaZe se da je aproksimacijska shema za I uko-
liko za ulaz (I, €) gdje je I instanca od ITi e > 0 parametar pogreske,
vraca rjeSenje s za koje je

fri(Ls) < (1+4€)-OPTy(I)

Za A kaze se da je aproksimacijska shema u polinomnom vremenu, u oz-
naci PTAS, ukoliko za svaki fiksni € > 0 vrijeme izvrSenja od A je
ograni¢eno polinomom u ovisnosti o veli¢ini instance I.

Ukoliko se u prethodnoj definiciji zahtjeva da vrijeme izvrSenja al-
goritma bude ograni¢eno polinomno u ovisnosti o veli¢ini instance
I i parametru 1/€ tada se A zove aproksimacijska shema u potpunom
polinomnom vremenu i skraceno pisSe FPTAS.

1.2.3 Razredi aproksimabilnosti

Promatrajuéi karakter aproksimabilnosti NP optimizacijskih problema
mogu se podijeliti u nekoliko istaknutih razreda, kako je predloZeno

u [23]:

* NP — OPT razred — razred koja predstavlja skup svih kombina-
tornih optimizacijskih problema u NP.

* n€ razred — optimizacijski problem se nalazi u razredu n® uko-
liko postoji € > 0 takav da se problem moZe aproksimirati unu-
tar aproksimacijskog omjera O(n€) gdje je n veli¢ina instance
problema. Za problem se kaze da je n®-tezak ukoliko postoji
€ > 0 takav da ne postoji aproksimacijski algoritam koji postize
©(n°) aproksimacijski omjer.

* log n razred — problem se nalazi u klasi log n ukoliko se mozZe
aproksimirati unutar aproksimacijskog omjera O(logn) gdje je
n veli¢ina instance problema. Za problem kaZemo da je log n-
tezak ukoliko ne postoji aproksimacijski algoritam za problem
koji ostvaruje aproksimacijski omjer R za R € ©(logn).

15
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@ PTAS | APX | logn n°

Slika 8: Inkluzija aproksimacijskih klasa

* APX razred - optimizacijski problem se nalazi u APX klasi uko-
liko se moze aproksimirati unutar 1 + € aproksimacijskog omjera
za neki € > (. Za problem kaZemo da je APX tezak ukoliko pos-
toji € > 0 za kojeg se problem ne moze aproksimirati unutar
1 + € aproksimacijskog omjera.

* PTAS razred — optimizacijski problem se nalazi u PTAS ukoliko
se moZe aproksimirati unutar 1 + € aproksimacijskog omjera za
bilo koji € > 0.

¢ P razred - optimizacijski problem se nalazi u razredu P ukoliko
se moZe optimalno rijeSiti u polinomnom vremenu.

Za razrede aproksimabilnosti vrijedi inkluzija:
P C PTAS C APX C logn C n° C NP — OPT.

Primjerice, problem SET-COVER pripada log n razredu i on je log n-
tezak [27]. D1sCRETE-1.5D-TERRAIN-GUARD problema pripada PTAS
razredu [33]. U ovom doktorskom radu cilj je pokazati da problemi
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WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD i 1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD pripa-
daju barem APX klasi. Uz pretpostavku P # NP, FPTAS iz klase
PTAS je algoritamski najpozeljnije rjeSenje koje se moZe ostvariti za
NP-tezak problem jer se garantira proizvoljna aproksimabilnost pro-
blema i poznata je eksplicitna zavisnost vremenske sloZenosti o € pa-
rametru.

Mjera za slozenost sustava skupova SET-COVER problema (U, S) se
pokazala u novije vrijeme bitna komponenta u aproksimabilnosti ge-
ometrijskih SET-COVER problema [11], [16]. Jedna od takvih mjera dali
su Vapnik i Chervonenkis u [83]:

DEFINICIJA 20: Neka je dan sustav skupova (U, S). Za sustav sku-
pova (U, S) kazemo da ima VC-dimenziju k ukoliko je k kardinalitet
najveceg podskupa X od U takav da za svaki podskup Y C X postoji
SeSzakojeYCSiSN(X\Y)=0.

1.3 LINEARNA OPTIMIZACIJA

Linearno programiranje ima znacajnu ulogu u dizajnu kombinator-
nih optimizacijskih algoritama. Dobar uvod u podrugje linearne op-
timizacije moze se naci u [9] ili u kontekstu konveksne optimizacije
[10]. Tehnike temeljene na teoriji linearnog programiranja za dizajn
aproksimacijskih algoritama se moZe naci u [84].

1.3.1 Linearno programiranje

Linearno programiranje predstavlja problem uvjetne optimizacije linear-
nog funkcionala (minimizacija ili maksimizacija) gdje su uvjeti formu-
lirani kao linearne nejednakosti.
Minimizacijski linearni problem (LP) postavljen je u jednostavnom
obliku na sljedeéi nacin:
n
min ) _¢;x; (LP1)
j=1
uz uvjete

n
ai,]-ijbi i:1,2,...,m (1)
j=1

xj>0 i=12,...,n (2)

17
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gdje je x = (x1,x2,...,%4),%; € R vektor varijabli po kojem se vrsi
optimizacija, varijable uvjeta 4;; € R zajedno s vrijednostima b; € R
odreduju linearne uvjete koje mora zadovoljiti neko rjeSenje x te vek-
tor c = (c1,¢2,...,¢n), ¢ € Ropisuje funkciju f koju treba optimizirati,
dakle, f(x) = Yi_; cjx; koja se zove funkcija cilja.

Linearni program LP1 se moze krace zapisati kao:

min{cTx: Ax > b,x > 0} (3)
xeR"

gdje je A matrica uvjeta i b, c vektori:

a1 a2 ... Ay c1 by
El2/1 arnz ... Elz,n (0] bz
A g , C = , b = ,
L amll am,z . e am,n ] | Cn i | bm ]

a operator nejednakosti > u matri¢nom smislu podrazumijeva nejed-
nakost po komponentama vektora.

Za bilo koje rjeSenje x = (x1,X2,...,%,) za koje vrijede linearni
uvjeti (1) i (2) kaZe se da je dopustivo rjesenje za LP1, inace, rije¢ je o
nedopustivom rjesenju za LP1.

DEFINICIJA 21: Neka je P = {x: Ax > b,x > 0} skup dopustivih
rjeSenja za LP1, odnosno skup svih to¢aka u IR" koje se nalaze u pre-
sjeku poluprostora /., {alx > b;} s poluprostorom Ni{x; = 0} kojeg
zovemo poliedar.

Za tocku x € P kaZemo da je vrh poliedra P ako postoji a € IR" takav
dajea’x < aly zasvakiy € P,y # x.

DEFINICIJA 22: Problem linearnog programiranja predstavlja problem
pronalaZenja x* € P tako daje f(x*) < f(x) za sve x € P gdje je P
pripadajudi poliedar, a f pripadajuca funkcija cilja.

NuzZan i dovoljan uvjet za postojanje i nalaZenje rjeSenja problema
linearnog programiranja okarakterizirana je sljede¢im teoremom:

TEOREM 1.1 ([10]). Problem linearnog programiranja LP1 ima rjeSenje ako
i samo ako je poliedar ‘P neprazan i ako je funkcija cilja f omedena odozdo na
tom poliedru. Ako rjesenje postoji, postiZe se na barem jednom vrhu poliedra

P.

Koriste¢i Lagrangeovu metodu multiplikatora za uvjetnu optimiza-
ciju formulira se sljededi linearni program:
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m
max ) biy; (LP2)
i=1
uz uvjete
m
Zai,j]/igcj j:1/2/"'1n (4)
i=1
y; >0 i=1,2,...,m

Problem LP1 zove se primalni, a problem LP2 dualni linearni pro-
gram. U skladu s tim nazivima, varijable x se zovu primalne varijable,
a linearni uvjeti (1) uvjeti primala odnosno varijable y zovu se dualne
varijable, a linearni uvjeti (4) uvjeti duala.

Jedan od centralnih rezultata linearnog programiranja jest teorem
LP dualnosti:

TeorREM 1.2 (Teorem LP dualnosti). Primalni program ima konacan op-
timum ako i samo ako njegov dual ima konacan optimum. Stovise, ako su
x = (x],x5,...,x0) iy = (Y1, Y5, .- ., Yy) optimalna rjeSenja za primalni
odnosno dualni program tada vrijedi

n m
Y cixi =) biy;.
=1 i=1

i njegova slabija varijanta:

TeEOREM 1.3 (Slabi teorem LP dualnosti). Ako su x = (xq,x2,...,%,)
iy = (Yy1,Y2,...,Ym) dopustiva rjeSenja primalnog odnosno dualnog pro-
grama, tada vrijedi sljedeca nejednakost:

n m
IR
j=1 i=1

Jednakost vrijedi jedino u slucaju kad su x i y optimalna rjeSenja,
StoviSe, optimalna rjeSenja imaju odgovaraju¢a komplementarna svoj-
stva:

TEOREM 1.4 (Primal-dual komplementarnost). Neka su x i y primalna
odnosno dualna dopustiva rjesenja. Rjesenja x i y su optimalna ako i samo
ako su zadovoljena oba sljedeca svojstva:

UVJETI PRIMALNE KOMPLEMENTARNOSTI
. . e eem
Zasvakil < j<mnilix;=0ili } ;7 a;;y; = c;.
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UVJETI DUALNE KOMPLEMENTARNOSTI
Zasvakil <i<miliy; =0ili 2;121 a;jx; = b;.

1.3.2  Cjelobrojno linearno programiranje

Nemali broj NP optimizacijskih problema se mogu formulirati kao
linearni program u kojima varijable moraju biti cjelobrojne.

DEFINICIJA 23: Neka je dana racionalna matrica A i racionalni vek-
tori b i c. Problem cjelobrojnog linearnog programiranja (ILP) jest odredi-
vanje minimizatora x € Z'l za minimizacijski problem

min {cTx: Ax > b}. (5)
xeZ’
Relaksacija cjelobrojnog linearnog programa predstavlja linearni pro-
gram definiran kao (5) u kojem uvjet x € Z' supstituiran s x € R",..

U kontekstu dualne relacije, za cjelobrojno linearno programiranje
opcenito vrijedi nejednakost u Teoremu 1.2 ¢ak i u slucaju optimalnih
rjeSenja:

min {cTx: Ax > b} > max{bTy: ATy <} (6)
xeZ yeZl}

PRIMJEDBA 3: Ukoliko se uzme A = [2],b = [1],c = [1] cjelobrojno
optimalno rjeSenje primala jest 1, dok za dualni problem cjelobrojno
optimalno rjeSenje jest 0. Dakle, optimalna rjeSenja se razlikuju. Opti-
malna vrijednost LP relaksacije jest u slucaja primala i duala 1/2.

PRIMJEDBA 4: Zahtjev da ulazi cjelobrojnom linearnom programu
budu racionalni ima svoju opravdanost u tome $to postoje primjeri
cjelobrojnih formulacija linearnog programa sa iracionalnim vrijed-
nostima ¢ija optimalna vrijednost jest ogranicena, ali se ne moZe os-
tvariti u nijednoj cjelobrojnoj vrijednosti. Ilustracija takvog primjera
moZe se naéi npr. u [76].

Opéenito rjeSavanje cjelobrojnih linearnih problema je tezak pro-
blem:

TeOREM 1.5 ([76]). Problem cjelobrojnog linearnog programiranja je NP-
kompletan problem.
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Dakle, prethodni teorem kaZe da problem rjeSavanja ILP-a spada
medu najteZze probleme klase NP i kao takav opcenito je nerjesiv u
polinomnom vremenu pod pretpostavkom P # NP. U posebnim slu-
¢ajevima, ILP problemi se mogu rjesiti u polinomnom vremenu. Do-
bar pregled takvih slucaja i metoda daje [76].

Od predmeta interesa za ovaj doktorski rad bit ¢e klasa cjelobrojnih
linearnih programa s posebnim tipom matrice uvjeta.

1.3.3 Neke specijalne klase cjelobrojnih linearnih programa

Neki specijalne klase ILP-a mogu se rjesiti optimalno u polinomnom
vremenu uz odredene uvjete. Primjerice, ukoliko ILP ima matricu
uvjeta koje ima svojstvo da je svaka poddeterminanta jednaka 0, —1
ili 1 onda se ILP moZe cjelobrojno rijesiti u polinomnom vremenu
[76]. U ovom radu promatraju se razredi ILP ¢ije matrice uvjeta imaju
svojstvo uravnoteZenosti.

DEFINICIJA 24: Za binarnu matricu A kaZemo da je uravnoteZena®
ukoliko ne sadrZi kvadratnu podmatricu neparnog reda s dvije 1 po
retku i po stupcu.

UravnoteZene matrice je promatrao Berge [8] kao poopcenja ma-
trice incidencije vrhova-bridova u bipartitivnim grafovima i odredio
karakter pripadnog poliedra.

TeorEM 1.6 ([8]). Neka je dan LP oblika minycgs{c’x: Ax > 1,x > 0}
gdje je A uravnoteZena matrica. Pripadni poliedar P = {x: Ax > 1,x > 0}
sadrzi cjelobrojne vrhove.

Drugim rije¢ima, ILP problem s matricom uvjeta koja je uravnote-
Zena moZe se rjeSiti direktno rjeSavajuci LP relaksaciju.

Hoffman i ostali u [42] proucavajuéi lokacijske probleme na mre-
zama koje imaju strukturu stabla prosiruju pojam uravnotezenih ma-
trica na totalno uravnoteZene matrice:

DEFINICIJA 25 ([42]): Za uravnoteZenu matricu A kaZemo da je to-
talno uravnoteZena ukoliko ne sadrZi kvadratnu podmatricu ¢ija suma
po recima odnosno po stupcima je jednaka 2 i nema identi¢nih stu-
paca.

U pregledu [58] Kolen i Tamir pokazuju korespondenciju totalno
uravnoteZenih matrica s matricom incidencije klijenata i postrojenja

1 engl. balanced
2 engl. totally balanced matrices
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koji ih moraju posluZivati u tzv. lokacijskim problemima na mrezZzama
i daju optimalne algoritme u polinomnom vremenu koji rjeSavaju
ILP formulaciju tih problema. Algoritmi su temeljeni na primal-dual
tehnikama i pretpostavljaju da je matrica incidencije stavljena u stan-
dardni pohlepni oblik.

TeorEM 1.7 ([58]). Matrica A je totalno uravnoteZena ako i samo ako se
moZe permutirati u standardni pohlepni oblik, odnosno, ako se permutaci-
jom redaka i stupaca ne moZe dobiti podmatrica

o)

Upravo prethodni teorem ¢e biti od klju¢nog znacaja za nalaZenje
cjelobrojnih rjeSenja problema koje su predstavljeni u ovom doktor-
skom radu.

1.4 DOPRINOS DOKTORSKOG RADA

Koriste¢i jedinstveni matematicki aparat predstavlja se 4-aproksima-
cijski algoritam za skoro sve varijante problema teZinskog ¢uvanja
1.5D terena. Za razliku od dosadasnjih geometrijski temeljenih pris-
tupa, koriste se kombinatorne tehnike temeljene na linearnom progra-
miranju i tehnike zaokruZivanja koje iskoristavaju strukturalno svoj-
stvo 1.5D terena koje ima korespodenciju s totalnom uravnoteZenoscu
matrice uvjeta pripadne LP formulacije. Pristup je stupnjevit: svaka
varijanta problema reducira se na jednostavniji problem za kojeg se
nalazi cjelobrojno optimalno rjeSenje u polinomnom vremenu. Aprok-
simacijski omjer za svaku varijantu ovisi o na¢inu podjele problema.
Rezultati za teZinsko i parcijalno ¢uvanje 1.5D terena su objavljeni u
[25].

Problem ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem slijedi sli-
¢an okvir kao i prethodno opisana inacica te se moZe aproksimirati
s aproksimacijskim faktorom 5. Klju¢na ideja postupka je podijeliti
zahtjeve klijenata koje za posljedicu ima definiranje jednostavnijih va-
rijanti koji se mogu optimalno cjelobrojno rijesiti. Konacan rezultat, a
i time aproksimacijski omjer, definiran je kombiniranjem rjeSenja tih
varijanti. Rezultati za ¢uvanje 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem
su objavljeni u [26].

Prednost ovog matematickog aparata i algoritama iz njega izvede-
nih su vrlo jednostavne primjene linearnog programiranja. Sami algo-



1.5 ORGANIZACIJA DOKTORSKOG RADA

ritmi su esencijalno jednostavni za analiziranje za razliku od prijas-
njih pristupa s relativno kompliciranim slucajevima [7], [51] ¢iji opis i
analiza ukljucuje relativno poduZzu listu slucajeva. Kao dodatak, ovaj
pristup omogucuje rjeSavanje opcenitijih inacica problema nego onih
koji su predstavljeni u tim radovima: ¢uvari mogu imati teZine te se
Zeli minimizirati teZina odabranih ¢uvara, varijanta u kojoj potrebno
pokrivati ¢itav teren ve¢ samo predefinirani dio ili kad se Zeli robus-
nije ¢uvati 1.5D teren - svaka tocka koja treba biti cuvana ima zahtjev
na broj ¢uvara koji ju trebaju ¢uvati. Cini se da su ovakve inatice
teZe za analizirati ukoliko se koriste samo geometrijske tehnike ko-
riStene u [7], [51] za osnovni problem. Valja naglasiti da za mnoge
geometrijske probleme skupovnog pokrivaca (npr. pokrivanje tocaka
s proizvoljnim diskovnim radijusima [11]) za koje postoje aproksima-
cijski algoritmi konstantnog faktora je vrlo nejasno kako te rezultate
prosiriti na inacice s teZinama ili zahtjevima $to u pristupu koji ¢e biti
predstavljen nije slucaj.

Kako algoritmi prezentirani u ovom radu koriste zaokruzivanje
frakcionalnog rjeSenja odgovarajuce formulacije linearnog programa
predstavlja se model implementacije rjeSavatelja linearnog programa.
Jedan od alata za rjeSavanje opcenitih linearnih programa jest sim-
pleks metoda koja u praksi radi dobro, premda ima losu teorijsku
granicu za najgori slucaj izvrSavanja. Ovaj doktorski rad predstav-
lja model implementacije aproksimativnog rjeSavatelja linearnih pro-
grama koji opisuju probleme pakiranja i pokrivanja izvorno danog
u [31] temeljen na CUDA platformi. Model je testiran na jednopro-
cesorskom sustavu i CUDA omogucenoj platformi. U ovisnosti o pa-
rametru aproksimacije, primje¢uje se ubrzanje CUDA implementacije
u uspredbi s implementacijom na jednoprocesorskom sustavu te us-
poreduje sa simpleks rjeSavateljem iz GLPK [68] biblioteke. Rezultati
implementacije su dani u [69]. Dodatno, sekvencijalna i CUDA imple-
mentacija aproksimacijske sheme zajedno s GLPK implementacijom
simpleks metode su usporedeni na instancama 1.5D terena u kojem
se i dalje primje¢eno ubrzanje CUDA implementacije.

1.5 ORGANIZACIJA DOKTORSKOG RADA

U poglavlju 1 predstavljeni su problemi vidljivosti u poligonima i te-
renima. Osnovni pregled teorije sloZenosti i linearnog programiranja
daju pripremu za alate koje ¢e se koristiti u kasnijim poglavljima.

23
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U poglavlju 2 iznose se neka geometrijska svojstva terena te se daje
kratak pregled dosadasnjih pristupa u dizajnu aproksimacijskih algo-
ritama za probleme vidljivosti u poligonima i terenima.

Kombinatorni aspekt ¢uvanja 1.5D terena proucava se u poglavljima
3, 4 1 5. Inacica problema u kojem ¢uvari mogu imati teZine rijeSen je
u poglavlju 3 u kojem je, kao krajni rezultat, dan aproksimacijski algo-
ritam konstantne aproksimacije za nekoliko varijanti tog problema.

U poglavlju 4 pristup se prilagodava za inacicu kada klijenti na te-
renu zahtjevaju odredeni broj ¢uvara da ih pokrivaju te kao rezultat
dan je aproksimacijski algoritam konstantne aproksimacije.

U poglavlju 5 proucava se parcijalna inacica problema u kojem se
pokazuje kako se problem moZe svesti na problem parcijalnog po-
krivanja u kojem matrica uvjeta ima svojstvo totalne uravnoteZenosti.
Aproksimacijski algoritam temeljen je na rezultatu iz [72] za opcenite
probleme parcijalnog pokrivanja.

Implementacija brzih aproksimativnih rjeSavatelja linearnih progra-
ma problema pakiranja i pokrivanja istraZena je u poglavlju 6. Model
implementacije se temelji na aproksimacijskoj shemi danoj u [31] te
je dana paralelna implementacija za CUDA platformu. Ekperimental-
nom analizom usporedena je sekvencijalna i CUDA implementacija
aproksimacijske sheme u usporedbi sa simpleks metodom iz GLPK
paketa. Ulazi za ekperimente su kvadratne matrice razli¢itih gustoca
koje sadrZe racionalne odnosno binarne brojeve. Na takvim uzorcima
eksperimenata primjeceno je dva reda veli¢ine ubrzanje CUDA im-
plementacije aproksimacijske sheme naspram sekvencijalne inacice
aproksimativnog rjeSavatelja i simpleks metode.

U poglavlju 7 predlozen je implementacijski model algoritama za te-
zinski problem ¢uvanja 1.5D terena i problem ¢uvanja 1.5D s viSestru-
kim pokrivanjem koriste¢i optimalni rjeSavatelj temeljen na simpleks
metodi i aproksimativni rjeSavatelj temeljen na paralelnoj CUDA im-
plementaciju za rjeSavanje linearnih programa problema pakiranja i
pokrivanja.



Dio I

PROBLEMI CUVANJA TERENA






CUVANJE TERENA

Problem ¢uvanja terena se mozZe interpretirati kao posebna vrsta pro-
blema ¢uvanja poligona te se stoga daje pregled osnovnih rezultata za
probleme vidljivosti u poligonima koji su bitni za sloZenost i aprok-
simabilnost problema ¢uvanja na 1.5D i 2.5D terenima. Za problem
¢uvanja 1.5D terena predstavit ¢e se razvoj dizajna aproksimacijskih
algoritama te ce se istaknuti neka geometrijska svojstva koje ¢e biti od
bitne koristi za algoritme koje ¢e biti predstavljeni. Neki od problema
vidljivosti za poligone i terene su predstavljeni u pregledu [71].
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CUVANJE TERENA

2.1 CUVANJE POLIGONA

Povijesno gledajuci, prve formulacije problema vidljivosti definirani
su na jednostavnim poligonima i razvojem tehnika za rjeSavanje pos-
tupno su se uvodile razli¢ite varijacije poligona.

2.1.1  Nuzni i dovoljni broj ¢uvara za cuvanje poligona

Jedan od prvih rezultata po pitanju dovoljnog broja ¢uvara je dao
Chvétal u [18] kao odgovor na pitanje V. Klee za varijantu ¢uvanja
jednostavnog poligona iz njegovih vrhova.

TeoreM 2.1 (Chvatalov teorem). Neka je V(P) skup vrhova nekog jednos-
tavnog poligona P s n vrhova. Za cuvanje P dovoljno je, a ponekad i nuzZno
|n/3] ¢uvara iz V(P).

Elegantniji dokaz Chvatalovog teorema ponudio je Fisk koristeci
svojstvo kromatskog broja grafa induciranog trianguliranjem poligona
[28]. Dokaz je konstruktivan u smislu sto direktno opisuje algoritam
postavljanja ¢uvara. Tek do novijeg vremena, veéina algoritama je te-
meljena na postavljanju gornje granice na broj ¢uvara potrebnih za
¢uvanje poligona. Avis i Toussaint u [4] su pokazali kako, oponasa-
ju¢i Fiskov dokaz, mogu rijesiti problem u O(nlogn) vremenu.

Nuznost |n/3] ¢uvara se ogleda u primjeru "¢esalj" poligona Coms,,
na slici 9(a) gdje svaki dZep poligona (trokuti na gornjem dijelu poli-
gona) ¢uva najmanje jedan ¢uvar iz vrha.

(a) Coms, poligon sa sivo oz-  (b) trianguliranje poligona
nacenim dZepom

Slika 9: Nuznost /3 ¢uvara i Fiskov dokaz
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FISKOV DOKAZ I ALGORITAM ZA POSTAVLJANJE CUVARA Trian-
quliranje poligona P je podjela poligona P u skup trokuta koji su u pa-
rovima disjunktni i vrhovi tih trokuta su vrhovi poligona P, a stranice
trokuta su rubovi poligona P ili dijagonale koje spajaju 2 nesusjedna
vrha u poligonu P.

Za dano trianguliranje T poligona P definira se graf GT(P) na nacin
da su mu vrhovi upravo vrhovi poligona P, a bridovi stranice trokuta
iz trianguliranja.

Kromatski broj grafa G je najmanji prirodni broj k razli¢itih boja za
kojeg je bojanje tog grafa moguce u smislu da nikoja 2 susjedna vrha
nisu obojana istom bojom. U tom slucaju, kaZe se da G ima kromatski

broj k.

Fiskov dokaz temeljen je na sljede¢im ¢injenicama:

Lema 2.1 ([82]). Svaki se jednostavni poligon moZe triangulirati. Stovise,
svaka triangularizacija jednostavnog poligona od n vrhova sadrZi n — 2 tro-
kuta.

LeMA 2.2 ([82]). Neka je P jednostavni poligon i T triangularizacija poli-
gona P. Tada GT(P) ima kromatski broj 3.

FISKOV DOKAZ Neka je P jednostavni poligon s n vrhova. Vrhove
induciranog grafa trianguliranja GT(P) po Lemi 2.1 i Lemi 2.2 moZe se
klasificirati u 3 disjunktna skupa Cy, C;, C3. Neka su {1,2,3} oznake
tih klasa. Ocito, jedna od particija, npr. C; sadrzi |5 | totaka. Kako
svaki trokut u trianguliranju sadrzi sve 3 oznake, dovoljno je staviti
¢uvara na vrhove iz C;. Tvrdnja teorema dalje slijedi iz ¢injenice da se
svaki trokut moZe ¢uvati ¢cuvarom iz jednog vrha i da vrhovi poligona
tvore vrhove grafa GT(P).

Direktno iz ovog rezultata moze se dati algoritam postavljanja ¢u-
vara u vrhove jednostavnog poligona:

ALGoriTAM 1 Algoritam pokrivanja poligona od n vrhova s |n/3]
Cuvara
1: procedure POLYGON-VERTEX-COVER((P))

2: G < TRIANGULATE(P)
3: {C1,Cy,C3} + 3-CoLor-GrAPH(G)
4 return C;

5: end procedure
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TEOREM 2.2. Algoritam 1 se moZe implementirati u O(nlogn) vremenu
gdje je n broj vrhova jednostavnog poligona P.

Dokaz. Ucinkovita implementacija u linearnom vremenu procedure
TRIANGUALATE za trianguliranje jednostavnog poligona s n vrhova
dano je u [15]. Procedura 3-CoLorR-GRAPH(G) definira 3 particije vr-
hova G := GT(P) na temelju 3-obojivosti tog grafa, koja se, prema
[4], moZe odrediti podijeli-pa-vladaj strategijom u O(nlogn) vremenu.
Algoritam vraca jednu od particija vrhova grafa na koje se mogu pos-
taviti cuvari u pripadnom poligonu. O

2.1.2  NalaZenje optimalnog broja cuvara za cuvanje poligona

Optimizacijski problemi za ¢uvanje poligona, dakle, MIN-VERTEX-PoLY-
GON-GUARD, MIN-EDGE-POLYGON-GUARD i MIN-POINT-POLYGON-GUARD
gdje je pripadni poligon jednostavni ili sadrzi rupe pripada razredu
NP-teskih problema pokazano je u [65] i [2]. Dokaz je temeljen na re-
dukciji problema ¢uvanja poligona u polinomnom vremenu na 3-SAT
problem. Eidenbenz, Stamm i Widmayer su u [24] pokazali da su va-
rijante problema MIN-VERTEX-POLYGON-GUARD, MIN-EDGE-POLYGON-
GUARD i MIN-POINT-POLYGON-GUARD u kojima poligon ne sadrZi rupe
APX-teski odnosno log n-teski ukoliko poligon sadrZi rupe.

Jedan od prvih aproksimacijskih rezultata dao je Ghosh u [32]
koji koristi tehniku podjele danog poligona (bez rupa ili s rupama)
u polinomno mnogo komponenti sa svojstvom da svaka tocka unutar
neke komponente jest videna istim skupom ¢uvarima iz vrhova. Ovaj
nacin diskretizacije svodi problem na instancu SET-COVER problema
koje standardnim tehnikama rjeSavanja za takvu vrstu problema na-
lazi aproksimativno rjesenje unutar O(log n) aproksimacijskog omjera
gdje je n broj vrhova poligona. Algoritam radi u O(n*) vremenu. Ne-
davno su, neovisno, Kwon et al u [47] i King [53] ubrzali vrijeme
izvr§avanja na O(n?). King je aproksimacijski faktor za jednostavni
poligon s n vrhova poboljsao na O(loglog OPT) za ¢uvanje iz vrhova
gdje je OPT broj optimalnih ¢uvara koji pokrivaju poligon.

Premda aproksimacijski omjer O(logn) dolazi iz opcenite formu-
lacije SET-COVER problema zbog razloga sto pokriva¢ skup moze biti
bilo koji podskup elemenata, Ghosh u [32] smatra da se taj aproksima-
cijski omjer ne moZe niti ostvariti zbog geometrijskih restrikcija samog
poligona. Prvi egzaktni algoritam temeljen na realnoj algebarskoj ge-
ometriji dali su Efrat i Har-Peled [22] koji radi u O((nOPT)3(20PT+1))
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vremenu gdje OPT predstavlja optimalni broj ¢uvara proizvoljno pos-
tavljanjih unutar poligona. Dodatno, daju aproksimacijski algoritam
temeljen na redukciji problema s proizvoljnim lokacijama cuvara u
poligonu na inacicu u kojoj su ¢uvari smjesteni na gustoj mreZi unu-
tar poligona te dobivaju O(log OPT) aproksimaciju u o¢ekivanom vre-
menu O(nOPT? log nlog(nOPT) log? A) u ovisnosti o omjeru dijame-
tra poligona i veli¢ini mreze A.

Kroller et al u [62] su dali kombinatorni algoritam temeljen na line-
arnom programiranju u kojem ¢uvari u poligonu s rupama mogu biti
postavljeni na proizvoljnim lokacijama unutar poligona i potrebno je
¢uvati ¢itav poligon. Njihov pristup reducira linearni program s ne-
prebrojivo mnogo uvjeta na diskretni linearni program te rjesavaju
iterativno separacijske probleme tako da utvrduju tocke koje naru-
Savaju uvjete primala i duala. Te tocke definiraju nove separacijske
probleme za primal i dual. Postupak se zaustavlja kada nema tocaka
koji narusavaju uvjete. Vra¢eno rjeSenje primala i duala predstavlja
donju i gornju medu na optimalno rjeSenje ¢uvanja poligona.

2.2 éUVAN]E 2.5D TERENA

Eidenbenz i ostali [24] razrijesili su problem neaproksimabilnosti ¢u-
vanja 2.5D terena. Pokazuju kako se ¢uvanje 2.5D terena ne moze
aproksimirati bolje od logaritamskog faktora. Pristup baziraju na re-
dukciji problema RESTRICTED-SET-COVER, odnosno SET-COVER u ko-
jem sustav skupova (U, S) ima svojstvo |S| < |U|, na problem PoInT-
PoLYGON-GUARD u kojem poligon ima rupe. Poligon trianguliraju i
oblikuju tako da dobiju 2.5D teren.
Cjelovit rezultat je izraZen teoremom:

TEOREM 2.3. [24] Problem POINT-2.5D-TERRAIN-GUARD i problem VERTEX-
2.5D-TERRAIN-GUARD se ne moZe aproksimirati algoritmom u polinomnom
vremenu unutar ((1 —€)/12) Inn za bilo koji € > 0, gdje je n broj vrhova
2.5D terena.

2.3 CUVANJE 1.5D TERENA

Kako je predstavljeno u prethodnom odjeljku, rjeSavanje problema
¢uvanja 2.5D terena je jednako teSko kao i rjeSavanje opcéenitog SET-
Cover problema. Ukoliko se problemi ¢uvanja na terenu promatraju
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na 1.5D terenima pokazuje se da se ti problemi mogu dobro aproksi-
mirati.

2.3.1 Neka svojstva 1.5D terena

Neka je dan 1.5D teren T predstavljen poligonalnom linijom P P, ... P,
s n vrhova. Uvodenjem dodatne 2 tocke na T moZe se formirati jed-
nostavni poligon. Dakle, u ravnini se odaberu 2 tocke "vertikalno do-
voljno daleko" od P; i Py, odnosno Py = (xp,, Yeo) te Pyi1 = (Xp,, Yeo)
za Yoo > max{y;: P; = (x;,y;),i = 1,2,...,n}. Definiran je jednostavni
poligon Pr s n + 2 vrha na sljede¢i nacin: vrhovi poligona ¢ini uredeni
skup Py, P1, P, ... Py, ... Py4q s bridovima

O0Pr = {PyPy, P1Py, PoPs, ..., Py_14Pynt1, Pus1Po}-

IntPr je zatvoren i omeden povezan skup.

I Py

Py Py

Slika 10: x-monotona poligonalna linija T s 13 vrhova kao dio jednostavnog
poligona Pr

Gornja ograda na broj potrebnih ¢uvara iz vrhova 1.5D terena moze
se na¢i u O(nlogn) vremenu gdje je n broj vrhova terena. Zaista, neka
je dan teren T dimenzije n i pridruZeni mu poligon Pr. Po Teoremu
2.1 poligon Pr uvijek mogu ¢uvati |(n+2)/3| = [n/3] Cuvara iz
vrhova. Odnosno, postoji 3 disjunktne particije C;,C,, C3 vrhova od
Pr koja svaka ima najvise [n/3] elemenata. Ukoliko se uzmu ¢uvari
na vrhovima isklju¢ivo iz jedne particije, recimo C;, onda ¢e poligon
Pr biti pokriven. Ukoliko neki vrh iz C; nije iz T moZe se zamijeniti
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sa susjednim vrhom iz druge particije koji se nalazi u T. Takav vrh
postoji zbog Leme 2.1 i konstrukcije poligona Pr. Ti ¢uvari mogu se
nac¢i u O(nlogn) vremenu koristeci Algoritam 1.

Prorozicija 2.1. Postoji algoritam u O(nlogn) vremenu koji nalazi do-
pustiv skup ¢uvara veli¢ine [n /3] za problem VERTEX-1.5D-TERRAIN-GUARD
za 1.5D teren sloZenosti n.

Neka je dan 1.5D teren T veli¢ine n i neka je Pr poligon koji opi-
suje teren T. Uvjet x-monotonosti daje nuZan i dovoljan uvjet ¢uvanja
unutrasnjosti poligona Pr:

LEMA 2.3. Skup tocaka S C T ¢uva ¢itav Pr ako i samo ako S ¢uva Citav T.

Svojstvo x-monotonosti 1.5D terena pokazalo se od presudne vaz-
nosti za geometrijske algoritme opisane u [51] i [7] te u isto tako u
ovom doktorskom radu za definiranje kombinatornih algoritama u
iduéim poglavljima.

LeMA 2.4 (Turdnja uredaja). Neka su a < b < ¢ < d cetiri tocke koje
pripadaju 1.5D terenu T. Akoa ~cib ~dtadaa ~ d.

Slika 11: Segmenti a@c i bd se sijeku u tocki p unutar jednostavnog poligona
abcd

Dokaz. Neka su a,b,c,d € T tocke tako da jea < b < ¢ < d. Slucaj
a = b je trivijalan jer a ~ d jer b ~ d. Simetri¢an argument i za c = d.
Neka je a < bic < d. Tocka b se mora nalaziti ispod ili na segmentu
ac (inace, b bi smetao vidljivosti izmedu a i c). Sli¢no, to¢ka ¢ mora
lezati ispod bd. Stoga, segmenti ac i bd se moraju sije¢i u barem jednoj
tocki, recimo, p (vidjeti sliku 11). Primjecuje se sada kako nijedna toc¢ka
terena ne moZe biti iznad segmenata ap i pd $to implicira da a vidjeti
d. O
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..... . B
St S € e

. ; . y b4 /Xj ¢ ZZ

(a) Cetvorka to¢aka (b) nedopustiv 1.5D teren

Slika 12: Cetvorka to¢aka ravnine koja ne kontradiktira Tvrdnji uredaja, a nije
instanca 1.5D terena

Valja naglasiti kako svaka instanca problema ¢uvanja 1.5D terena
za koje ¢uvari i klijenti u relaciji vidljivosti ne kontradiktiraju Tordnji
uredaja ne mora nuzno biti instanca 1.5D terena. Upravo iz slike 12(a)
mogu se vidjeti tocke a,b,c,d za kojea < b <c<dia~Db b~y
c~d,a ~ d.Na slici 12(b) moZe se vidjeti nemoguénost implemen-
tacije u 1.5D teren: toc¢ke a,d moraju biti ispod spojnice bc kako bi
vrijedilo a # ¢, b # d $to je u kontradikciji da a ~ d jer bi barem jedan
od a ili d morao biti iznad spojnice bc.

Za svaku to¢ku g 1.5D terena T definira se podrucje vidljivosti

V(q) ={p € Pr:q ~p},

odnosno, ukoliko toc¢ka vidi samo lijevo

Vi(q)={pePrig~pp<q}

i ukoliko vidi samo desno

Vr(q) ={p€Pr:q~pp>q}

Neka je N skup tocka 1.5D terena T koje trebaju biti pokriveni (kli-
jenti) i skup G to¢aka terena na koje se Zeli postaviti ¢uvare. Cuvanje
klijenata iz N sa G je ekvivalentno SET-COVER problemu gdje je sustav
skupova dan kao (N, {V(g): g € G}).

King je u [52] pokazao kako VC dimenzija sustava skupova induci-
rani problemom ¢uvanja 1.5D terena ima ograni¢enu VC dimenziju:

LEMA 2.5 ([52]). VC-dimenzija sustava skupova (N,{V(g): g € G}) in-
duciranim skupom cuvara G i skupom klijenata N u problemu ¢uvanja 1.5D
terena je najvise 4.

Stovige, King je u [52] koriste¢i redukciju poligona s rupama na
2.5D teren pokazao kako sustav skupova induciran 2.5D terenom ima
neograni¢enu VC-dimenziju.
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2.3.2  Aproksimacijski rezultati za Cuvanje 1.5D terena

Od 1995. god kad je predloZen prvi dokaz za NP kompletnost pro-
blema, premda nedovrSen, ali naslu¢ivan, stvorilo je niz aproksima-
cijskih algoritama za problem. Ovdje ¢e se dati kratak pregled algori-
tamskih tehnika koje su koristene, kao svojevrsni pregled prethodnog
rada na problemu ¢uvanja 1.5D terena.

2.3.2.1  O(log OPT) aproksimacija

Koriste¢i rezultat od Bronemanna i Goodricha [11] zajedno s Lemom
2.5 ¢uvanje 1.5D terena kao SET-COVER problem moZze se determi-
nisticki aproksimirati unutar O(dlog(dOPT)) faktora, gdje je d VC-
dimenzija pripadnog sustava skupova. Dakle, pristup je baziran na de-
finiranju HITTING-SET problema za sustav skupova (N, {V(g): g € G})
za koje se onda moZe primjeniti aproksimacijska tehnika e-mreze za
HITTING-SET probleme ograni¢ene VC-dimenzije d $to u kona¢nici im-
plicira O(log OPT) aproksimaciju za problem ¢uvanja 1.5D terena.

Za geometrijske SET-MULTI-COVER probleme rezultat od Chekuri i
ostalih [16] pokazao je da postoji O(logz*) aproksimacija u kojima je
sustav skupova ograni¢ene VC-dimenzije, a z* predstavlja optimalnu
vrijednost LP relaksacije odgovarajuce ILP formulacije SET-MuLt1-Cov-
ER problema. Zbog Leme 2.5 slijedi da postoji O(logz*) aproksimacija
i za problem ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem.

2.3.2.2 Aproksimacije konstantnog faktora

Prvi rezultat konstantnog faktora dali su Ben-Moshe i ostali [7] ko-
riste¢i podijeli-pa-vladaj strategiju za rjeSavanje DOMINATING-SET pro-
blema u grafu induciranim vidljivo$¢u vrhova na 1.5D terenu. Aprok-
simacijski omjer nisu iskazali eksplicitno, premda se u nekim rado-
vima tvrdilo da je 6 [51]. King je u [51] aproksimacijski faktor za
¢uvanje 1.5D terena spustio na 5. Clarkson i ostali u [19] pokazali
su kako se tehnika e-mreZa predstavljena za geometrijske SET-COVER
probleme moze primjeniti na ¢uvanje 1.5D terena i dobiti konstantu
aproksimaciju za ¢uvanje 1.5D terena. Valja naglasiti kako je nejasno
kako ovi pristupi mogu rjeSavati teZinsku inacicu problema ¢uvanja
1.5D terena.

35



CUVANJE TERENA

2.3.2.3 PTAS koristenjem metode lokalne pretrage

Prvi PTAS za ¢uvanje 1.5D terena na kojem je dan skup cuvara G i
skup klijenata N dali su Gibson i ostali [33] koriste¢i metodu lokalne
pretrage. Algoritam zapocinje s dopustivim skupom cuvara koji ite-
rativno, ukoliko je moguce, popravlja skup ¢uvara tako da zamjeni
najvise b ¢uvara s nekim manjim brojem ¢uvara. Vrijeme izvrSenja je
u ovisnosti o b i asimptotski je n°®) gdje je n broj vrhova 1.5D te-
rena. Algoritam je baziran na ideji od Chana i Har-Peleda [13] te od
Mustafe i Raya [73]. Analiza je temeljena na sljedecoj pretpostavci: za
povoljno odabrani b = O(1/€?) lokalna pretraga s najvise b zamjena
po iteraciji vraca (1 + €)-aproksimaciju. Dokaz ove tvrdnje temeljen
je na pokazivanju egzistencije planarnog grafa koji povezuje skup ¢u-
vara X s optimalnim skupom Y. Neka je X' = X\YiY =Y \X.
Promatrajuci bipartitivni graf s vrhovima X’ U Y’ u kojem svaki vrh
x € X' &ini brid s nekim y € Y’ ako i samo ako x,y vide neku tocku
koja nije ¢uvana od X NY. Pokazujudi da je taj graf planaran, koriste¢i
analizu iz Mustafa i Ray [73], slijedi da X’ nije proizvoljno veci od Y’
Sto implicira da X nije puno vedi od Y. Proizvoljnu 1 + € aproksima-
ciju dobivaju primjenom separatorskih teorema za planarne grafove
iz Fredrickson [30]. Za sada je nepoznato moZe li se pristup prositi i
na tezinsku inacicu problema.

2.3.3 NP teZina problema ¢uvanja 1.5D terena

Prvi pokusaji dokazivanja NP teZine problema ¢uvanja 1.5D terena
zapoceli su Chen i ostali [17] tvrdedi kako se rezultat moZe postiéi ko-
riste¢i ideju dokaza od Lee i Lin [65] za pokazivanje NP-teZine ¢uvanja
poligona reduciraju¢i problem ¢uvanja 1.5D terena na 3-SAT problem.
U radu su osim ovog rezultata dali optimalni algoritam za lijevo od-
nosno desno ¢uvanje. Kompletan dokaz nije nikad publiciran, i svaki
pokusaj redukcije nailazio je na prepreku Tordnje uredaja. Nedavno
su King i Krohn [54] uspjeli pokazati NP teZinu problema koristeci
redukciju PLANAR-3-SAT problema na problema ¢uvanja 1.5D terena.
Njihova analiza ukljucuje diskretnu i neprekidnu inacicu problema.
Stovise, NP-teZina dopusta postojanje PTAS-a (pokazano u [33]), ali
ne i FPTAS ukoliko P # NP.

TEOREM 2.4. [54] Problem ¢uvanja 1.5D terena je NP-teZak problem.
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2.4 OSVRT NA PROBLEME VIDLJIVOSTI
Doprinos

Ovo poglavlje predstavlja svojevrstan pregled dosadasnjeg rada na
problemima ¢uvanja na 1.5D terenima. U [71] je publiciran pregled
problema vidljivosti na razli¢itim tipovima poligona.

Daljni rad

Kako je problem ¢uvanja 1.5D terena prakticki rjeSeno s dokazom NP-
teZine i danim PTAS-om za problem, postavlja se pitanje moze li se
Sto re¢i o aproksimabilnosti maksimalnog cuvanja 1.5D terena? Dakle,
za dani 1.5D teren T i parametar k € Z, treba odrediti skup ¢uvara
G velic¢ine najvise k tako da je duljina pokrivenog terena maksimalna.
Kao instanca MAx-k-COVERAGE problema postoji ve¢ pohlepni algori-
tam koji vraca 1 — 1/e aproksimaciju. MoZe li se faktor aproksimacije
popraviti ostaje otvoreno pitanje.
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U ovom poglavlju predstavlja se opéenito prvi 4-aproksimacijski algo-
ritam za problem tezinskog ¢uvanja 1.5D terena. Metodologija rada
se temelji na formulaciji linearnog programa problema teZinskog ¢u-
vanja 1.5D terena te koriste¢i rjeSenje tog linearnog programa pro-
blem se razdvaja na lijevi i desni potproblem koji se mogu rijeSiti
optimalno zahvaljujuéi svojstvu potpune uravnotezenosti. Nekoliko
varijanti izvornog problema se uzima u obzir i daju aproksimacije.
Diskretizacijski postupak pokazuje kako ¢uvanje ¢itavog 1.5D terena
se moZe reducirati na konacan skup toc¢aka koje treba pokriti. Rezul-
tat predstavlja unaprijedivanje rezultata iz [51] u kojem je promatrana
klasi¢na geometrijska inacica problema. Napominjemo da za aproksi-
macijsku shemu predstavljenu u [33] nije jo$ jasno moZe li se poop¢iti
i za tezinsku inacicu problema.
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3.1 FORMULACIJA LINEARNOG PROGRAMA

Neka je zadana instanca 1.5D terena T, skup ¢uvara G C T i skup
tocaka koje treba ¢uvati N C T (klijenti). Neka je dana tezinska funk-
cijia w: G — Q4 na ¢uvarima s vrijednostima w(g) — wg i funkcija
zahtjeva d: N — Z,, d(p) — dp, na klijentima. Problem utvrdivanja
skupa X ¢uvara iz G minimalne teZine u kojem svaki klijent p iz N
ima barem d, ¢uvara iz X koji ga pokrivaju naziva se WEIGHTED-1.5D-
TERRAIN-MULTI-GUARD problem.

Odgovarajuca ILP formulacija za problem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-
MuLti-GUARD dana je s

min ) | wex, (LP3)
g€G
uz uvjete
Z Xg > dp VpeN (7)
geV(p)
xg € {0,1} Vge G

Odabir ¢uvara ¢ € G u optimalno rjeSenje je predstavljeno indikator
varijablom x, € {0,1}. Uvjet (7) zahtjeva da nekog klijenta p € N
¢uva barem d, ¢uvara. Tezina skupa odabranih ¢uvara modelirano
je funkcijom cilja. Dakle, optimalno cjelobrojno rjeSenje LP3 ¢inio bi
skup optimalnih ¢uvara X C G ¢ija je ukupna vrijednost OPT .

Instanca WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD problema jest ins-
tanca SET-MULTI-COVER problema sa sustavom skupova (N, V), teZin-
skom funkcijom w: V — Q4 i funkcijom zahtjeva d: N — Z, gdje
V = {V(g): g € G}. Prema poznatom rezultatu iz aproksimacije SET-
MuLt1-CovER problema:

TEOREM 3.1. [84] Problem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD kao
SET-MULTI-COVER instanca se moZe u polinomnom vremenu aproksimirati
unutar O(logn) faktora.

Za sada, pripada li problem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD
barem APX razredu ostaje i dalje otvoreno pitanje. Zanimljivo, ako se
promatraju restrikcije problema ili na jedini¢ne teZine ili na jedini¢ne
zahtjeve, problem pripada razredu APX. Stovige, ukoliko su teZine i
zahtjevi jedini¢ni, problem pripada PTAS klasi prema [33].
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Problem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD predstavljen kao problem
cjelobrojnog linearnog programiranja moze se formulirati kao LIP3
uz jedini¢ni zahtjev, tj. u (7) d, = 1,Vp € N. Cilj je rijeSiti problem
WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD kad su G = N = T. Valja primjetiti
da ILP formulacija LP3 daje jednu vrlo opcenitu formulaciju: u pr-
vom redu, moZe imati neprebrojivo mnogo uvjeta u (7), a u drugom
slucaju, rjeSavanje ILP-a je opéenito NP-tezak problem. Ispostavlja se
da se ILP moZe rijeSiti s kona¢no mnogo uvjeta i proSiriti na opceniti
slucaj kad G = N = T. Glavni izazov je definirati strategiju zaokru-
zivanja LP relaksacije pripadnog ILP-a. Ispostavlja se da ukoliko se
problem podijeli u lijevi i desni problem ¢uvanja, onda se pripadne
ILP formulacije mogu rijesiti cjelobrojno direktno rjesavajuci njihove
relaksacije $to je posljedica potpune uravnoteZenosti njihovih matrica
uvjeta. RjeSenje lijevog i desnog problema ¢uvanja 1.5D terena defini-
raju dopustivo rjeSenje za polazni problem za koje ¢e se pokazati da
nije proizvoljno daleko od optimalnog rjeSenja.

U nastavku postupno ¢ée se krenuti od najjednostavnijih varijanti
problema i postupno graditi rjeSenje za problem kad G = N = T. Al-
goritmi koji budu bili predstavljeni bit ¢e definirani za lijevo ¢uvanje
1.5D terena gdje algoritmi za desno ¢uvanje slijede simetri¢no.

3.2 LIJEVO éUVAN]E 1.5D TERENA

Promotrimo prvo problem lijevog ¢uvanja 1.5D terena u oznaci WE-
IGHTED-1.5D-TERRAIN-LEFT-GUARD problem, u kojem je skup cuvara
i skup klijenata konacan (u slucaju desnog ¢uvanja, problem se ozna-
¢ava s WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-RIGHT-GUARD). Napomenimo da za
slucaj s jedini¢nim teZinama postoji optimalni algoritam opisan u [17].
Ovdje se daje prvi optimalni algoritam za slucaj s teZinama.

Neka je dan teren T sa skupom potencijalnih ¢uvara G C T i sku-
pom klijenata N C T te svaki klijent mora biti ¢uvan s barem jednim
¢uvarom iz G koji se nalazi strogo lijevo od nj.

Pripadni frakcionalni linearni program za problem lijevog ¢uvanja
glasi:

min Z WeXg (LP4)
g€G

uz uvjete

41



42 TEZINSKI PROBLEM éUVAN]A 1.5D TERENA

Y xe>1 VpeN (8)
gEVL(P)
xg >0 Vge G

gdje varijabla x, oznacava koliko je ¢uvar g frakcionalno izabran za
lijevog ¢uvara. Vrijednost z* oznacava frakcionalnu optimalnu vrijed-
nost od LP4.

Neka je A € {0,1}INI*IGl binarna matrica. Matrica A se zove ma-
trica lijeve vidljivosti ukoliko odgovara matri¢cnom opisu relacije vid-
ljivosti izmedu ¢uvara i klijenata za neku instancu lijevog problema
cuvanja, tj.

Al )= QY KOG PGNP <<
0, inace

stoga matri¢ni zapis od LP4 glasi:

min{wa: Ax>1,x >0}
x€R"

Kljuéno svojstvo koje se Zeli pokazati u ovom poglavlju jest da ma-
trica vidljivosti A ima svojstvo potpune uravnoteZenosti.

LEMA 3.1. Neka je A matrica lijeve vidljivosti. Tada je A potpuno uravno-
teZena.

Dokaz. Neka je dana matrica lijeve vidljivosti A veli¢ine m x n. Poka-
zat Ce se kako se ona moze staviti u standarnu pohlepnu formu $to je
ekvivalentno da je matrica potpuno uravnoteZena prema Teoremu 1.7.

Retci i stupci matrice A se permutiraju tako da retci poredani odozgo
prema dolje odgovaraju klijentima presloZenima slijeva na desno od-
nosno stupci poredani slijeva na desno odgovaraju ¢uvarima preslo-
Zenima s desna na lijevo.

Dakle, retci i stupci od A su permutirani tako da za proizvoljne
retke i,j € {1,2,...,|N|}, i proizvoljne stupce k,I € {1,2,...,|G|}
vrijedi:

i<j=pi<p & k<l=g <g

Pretpostavimo da postoji inducirana podmatrica 2 x 2 oblika

[t
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Ciji retci i stupci su indeksirani s py, p2 € N odnosno s g1, %2 € G.
Stoga, poredak g» < g1 < p1 < p2 oznacava elemente inducirane
podmatrice

g2 g1
1 1 D1
1 0 y2)

Primjenjujuéi Turdnju uredaja za a = g2,b = g1,c = p1id = p2
zakljuCuje se go ~ po Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da A
sadrzi H. Dakle, A je potpuno uravnoteZena.

O

Prema [58], poliedar P = {x: Ax > 1,x > 0} gdje je A potpuno
uravnoteZena ima cjelobrojne vrhove.

Hoffman i ostali u [42] daju efikasni kombinatorni algoritam u
O(mn) vremenu za probleme pokrivanja na mreZama u kojima se ma-
trica uvjeta moZe permutirati u standardni pohlepni oblik. Dodatno,
pokazuju kako svaka matrica koja se moze staviti u standarni po-
hlepni oblik ujedno potpuno uravnoteZena i obrnuto. Primal-dual al-
goritam iz [42] zahtjeva da matrica A bude permutirana u standardni
pohlepni oblik, stoga daju algoritam koji prepoznaje potpunu urav-
noteZenost matrice i permutira istu u standardni pohlepni oblik u
vremenu O(mn + mlogm).

Nadalje, pokazat ¢e se da problem lijevog ¢uvanja se prevede u vrlo
jednostavnu proceduru kad je wg = 1,Vg € G u kojem nije potrebno
permutiranje u standardni pohlepni oblik.

3.2.1  Uniformno lijevo Cuvanje

Za svaku to¢ku p € N neka L(p) oznalava najljevijeg ¢uvara koji
vidi p. Uniformno (netezinsko) lijevo ¢uvanje je opisano algoritmom 2.
Klju¢na ideja algoritma jest dodavanje najljevijeg ¢uvara L(p) u skup
¢uvara X ukoliko klijent p jos$ nije pokriven s X.

LEMA 3.2. Postojialgoritam koji u O((|G| + |N|) log(|G| + |N|)) vremenu
vraéa optimalno rjesenje za problem uniformnog lijevog cuvanja 1.5D terena.
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ALGORITAM 2 NalaZenje lijevih ¢uvara za 1.5D teren

1: procedure LEFT-GUARDING(T, N, G)

2 X+

3 for p € N obraden s lijeva na desno do
4 if p nije viden od X then
5 X« XU{L(p)}
6 end if

7 end for

8 return X

9: end procedure

Dokaz.

Kako bi se uvjerili da algoritam vraéa optimalno rjeSenje, oznacimo
s N’ C N one klijente koje ¢ine algoritam da doda nove ¢uvare. Pret-
postavimo, radi kontradikcije, kako postoje 2 klijenta p’ i p” u N’ koji
su videni slijeva istim ¢uvarom g € G, drugim rije¢ima, ¢ < p’ < p”
ig~{p,p"} Nekajeg = L(p’)imorabiti g’ < g. Akojeg =g
tada ¢’ ~ p”, i stoga p” ne bi bio ne¢uvan kad je obraden. Dakle,
¢ < ¢, ali Tordnja uredaja kaZe da onda ¢’ ~ p” $to vodi kontradik-
ciji. Zaklju¢ujemo, svaki ¢uvar u G moze vidjeti najvise jednog kijenta
u N’ §to znadi da je |N’| donja ograda na optimalno rjeSenje. Kako
kardinalnost of X je jednaka onoj od N’ slijedi da je X optimalan.

Koriste¢i Graham [37] ideju iz algoritma za ra¢unanje konveksne
ljuske od n totaka u ravnini u O(nlogn) vremenu, algoritam 2 se
moZe implementirati u O((|G| + |N|) log(|G| + |N|)) vremenu. Tocke
G U N se obraduju slijeva na desno. Koristeci strukturu stoga prati
se u svakoj iteraciji kandidate za L(p) prilikom obradivanja klijenta
p. Vidljivost izmedu tocaka se moZe Citati iz matrice lijeve vidljivosti
koja se moze izra¢unati u koraku prije same obradbe. O

PRIMJEDBA 5: U definiciji lijevog i desnog ¢uvanja 1.5D terena ¢uvar
ne moZe vidjeti tocku na kojoj lezi. Upravo primjer u Slici 13 pokazuje
da bez tog kriterija poliedar {x: Ax > 1,x > 0} ne mora imati sve vr-
hove cjelobrojne. Cuvari G = {g1,2,¢3} i klijenti N = {p1, p2, p3} su
prikazani na Slici 13. Matrica vidljivosti A prikazana je desno od pri-
mjera. Cuvar g1 ¢uva to¢ku na kojoj lezi, tj. g; ¢uva p;. Vrhovi poliedra
{xeR": Ax>1,x>0}su(0,1,1),(1,1,0), (1,0,1), (1/2,1/2,1/2).
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g1 92 g3

1 10 P1
A=|10 11| p

011 D3

e ps
g1 =D

"Pz

Slika 13: Cuvar g i klijent p; se nalaze na istoj tocki terena pa po definiciji
vidljivosti g1 ~ p1

3.3 JEDNOSTRANO CUVANJE 1.5D TERENA

Analizu se nastavlja na poopcenju lijevog ¢uvanja, konkretno, dan
nam je konacan skup klijenata N te 2 konac¢na skupa ¢uvara Gr i
Gr gdje svaki ¢uvar u Gr, (odnosno, Gr) moZe vidjeti klijenta iz N
strogo s lijeva (odnosno, strogo s desna). Intuicija iza algoritma jest
koristiti LP rjeSenje koje ¢e pomoc¢i u odredivanju onih klijenata koji
¢e biti ¢uvani s lijeva, odnosno s desna. Bez smanjenja opcenitosti
pretpostavlja se da svaki klijent u N moze biti viden slijeva ili sdesna.
Inace, mora biti ¢uvan samim sobom $to daje nedopustivu instancu
problema, situacija koje se moze otkriti u predobradnom koraku.

TEOREM 3.2. Postoji 2-aproksimacijski algoritam za diskretnu varijantu jed-
nostranog cuvanja 1.5D terena.

Promotrimo sljedeéi LP za nalaZenje optimalnog skupa lijevih i des-
nih ¢uvara:

min Z We Xg I + Z Wg Xg R (LPs5)
g€Gr 8€Gr
uz uvjete
L gLt ), e =l VpeN 9)
8EVL(P)NGL 8E€VR(p)NGR
XgL >0 Vg e G (10)
Xq R >0 Vg € Gr

U uvjetu (10) varijabla x, ; ukazuje koliko je frakcionalno g izabran u
skup lijevih ¢uvara Xp, a x¢ g ukazuje koliko je g frakcionalno izabran
u skup desnih ¢uvara Xg. Uvjet (9) traZi da je svaka tocka videna
nekim ¢uvarom, bilo slijeva ili sdesna.
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Algoritam prvo pronade optimalno frakcionalno rjeSenje x* za LPs5.
Koriste¢i x*, klijenti se podijele u 2 skupa

N = {P € N | Xgevi (e, ¥gr = %}

NR = {p €N | ZgGVR(p)ﬂGR x;,R > %} :

Intuitivno, Zeli se utvrditi klijenti ¢iji je frakcionalni doprinos lijevih
¢uvara znacajniji nego desnih i ti klijenti trebaju biti ¢uvani s lijeva, a

one ¢iji je frakcionalni doprinos ¢uvara vedi s desna bit ¢e ¢uvani s
desna. Skupovi Ny i Ng ne moraju biti disjunktni.

(11)

Optimalno rjeSenje X; za lijevo ¢uvanje daje WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-
LEFT-GUARD problem za parove (N, Gr) i optimalno desno rjeSenje
X} daje WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-RIGHT-GUARD za par (Ng, Ggr). Po-
trebno je pokazati kako par (X;, X}) ¢ini dopustivo rjeSenje za LPs.
Koriste¢i frakcionalno rjeSenje od LP5 odreduje se gornja meda na
cijene od X7, X%:

LEMA 3.3. Neka su X}, X optimalna rjesenja parova (N, Gr) odnosno
(Ng, GRr). Tada je w(X}) <2 occ, WXz i w(XR) < 2Y occy We Xg-

Dokaz. Pokazuje se prva nejednakost. Uzevsi xg; = 2x; konstruira
se dopustivo rjeSenje x; od LP4 za G = Gr i N = Nj. RjeSenje x| je
dopustivo po definiciji od N, i njegova cijena je 2} .cc, wgx,. Opti-
malno frakcionalno rjeSenje moze biti samo manje. Lema 3.1 kaze da
cijena optimalnog frakcionalnog rjeSenja z; od LP4 je jednaka cijeni
optimalnog cjelobrojnog rjesenja, naime, w(X; ). Dakle,

w(Xy) =21 <2 ) wexg
8cGr

Druga nejednakost ide simetri¢no. Konstruira se dopustivo rjeSenje
xR gdje xgr = 2xy za LP relaksaciju ILP formulacije desnog ¢uvanja
za G = Ggr i N = Ng. RjeSenje xr je i gornja meda za optimalno
rjeSenje ILP-a desnog branjenja. Dakle,
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Kako je Y oec, g Xy + Ygegy Wg Xg g donja granica na cijenu op-
timalnog ¢uvanja klijenata iz N, slijedi da je cijena rjeSenja (X}, X%)
najvise 2 puta veca od optimalnog OPT :

w(Xp) +w(Xg) <2( ), wexy, + Y wgxgr) < 20PT
8eGr g€Gr

Kako bi se uvijerili da je par (X}, X}) dopustivo rjeSenje za LPs5,

promotrimo nekog klijenta p € N. Zbog (9) i pretpostavke da je svaki
klijent viden od barem jednog ¢uvara s lijeva ili desna, mora biti slucaj
daje p € Np ili p € Ng. Stoga, p mora biti cuvan s lijeva s X; ili s
desna s X5.
PRIMJEDBA 6: Racunati X7 i X; se moze tako da se nade frakci-
onalno optimalno rjeSenje za LP5 koriste¢i LP rjeSavatelj te onda ko-
ristiti primal-dual algoritme dane u [58] za potpuno uravnoteZene
matrice za parove (Gr, Np) i (Gg, Ng).

S ovim je dokaz Teorema 3.2 zavrSen.

Radi kompletnosti, predstavit ¢e se kombinatorni algoritam u O (mn)

vremenu za nalaZenje optimalnih ¢uvara Xj kao alternativa Primjedbi 6.

LEMA 3.4. Algoritam WEIGHTED-LEFT-GUARDING nalazi u O(mn) vre-
menu optimalni skup lijevih cuvara X7.

Dokaz. Neka X oznacava skup cuvara koji ¢e vratiti algoritam, s Y
skup klijenata koje ¢e dodavati cuvare u X. S g, je oznacen cuvar koji
je pridruZen klijentu p. Algoritam 3 nalazi optimalno rjeSenje za pro-
blem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-LEFT-GUARD za skup ¢uvara G i skup
klijenata N.

Optimalnost rjeSenja X pokazat ¢e se koriStenjem Teorema 1.4.

Dualni program od LP4 je dan s LP6.

max 2 Yp (LP6)
peEN
uz uvjete
Y.y <wg Vg e G
rlgeVi(p)
yp =20 VpeN

Radi analize, promotrimo primalne i dualne vrijednosti koje su de-
finirane na temelju algoritma:
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ALGORITAM 3 NalaZenje lijevih ¢uvara za 1.5D s teZinama

[
=

Juy
N

Juy
»

14:
15:
16:
17:
18:

L XN 2 hA W N

=
P Q

: procedure WEIGHTED-LEFT-GUARDING(T, G, N, w)

OBRADA S LIJEVA:
X—Q, Y+
w'(g) < w(g), V§EG
for p € N obraden s lijeva na desno do
if Vi(p) N X = @ then
gp < argmin{w'(g): g € Vi(p)}
w'(g) < w'(g) —w'(gp), Vg € Vi(p) \ {8p}
X<+ XU{gp}, Y<+<YU{p}
end if
end for
KORAK ELIMINIRANJA:
for p € Y obraden s desna na lijevo do

if (X\ {gp})NVL(p) # @ then

X+ X\{gp}
end if

end for
return X

19: end procedure
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1 X
Xg = ! _ge ,8€G
0, inace

odnosno

L, peEY
yp — { wgli p 5 ,p c N.
0, inace

Inicijalno, dualne varijable su y, = 0,Vp € N. Treba argumentirati
da par (x,y) na kraju Algoritma 3 &ni optimalno rjeSenje za primal
LP4 i dual LP6.

primalna dopustivost: Treba pokazati da je x dopustivo rjeSenje pri-
mala. U tu svrhu, promotrimo klijenta p; i radi kontradikcije, pretpos-
tavimo da ¢e klijent p ostati necuvan nakon koraka eliminacije. Neka
je gp, Cuvar kojeg je aktivirao klijent p1 i gp, ~ p, ilustracija prikazana
na Slici 14. Prilikom koraka eliminacije, postoji neki klijent p, € Y za
kojeg je aktiviran cuvar g,, € X koji zamjenjuje g, prema koraku 14
algoritma. Primjecuje se da g, < gp,- Kako g,, ~ p1, gp, ~ p slijedi
da g, ~ p sto je kontradikcija s polaznom pretpostavkom.

Vi(p1)

Slika 14: Argument primalne dopustivosti

dualna dopustivost: Za dopustivost dualnog rjeSenja y, promotrimo
k klijenata iz Y, p1 < p2 < ... < pi i neki ¢uvar g < p;, g ~ p; za
i=1,2,...,k Kako su yp, € Y postoje ¢uvari g1,¢2, ...,k tako da je
8i = §p;- Zadnii klijent p; prema algoritmu moZe odabrati g ili g.

Promotrimo oba slucaja:
Sy 7 8- U i-toj iteraciji u koraku 7 algoritam je odabrao povoljnijeg
¢uvara prema rezidualnoj teZini:
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Y w,. (12)

gy, = & Ukoliko py aktivira g, onda u tom slucaju korak eliminacije
iskljucuje gp, iz X za i < k. Dakle,

k k—1 k—1
/ / /
Y = ) Wt (we— ) wp)
——— ——
Ypy

_ !
= Wy < wyq.

uvjeti primalne komplementarnosti: Neka je x; # 0 i argumentirajmo
dajeonda ) . ¢cy, (p) Yp = Wg. Dovoljno je argumentirati za ¢ € X jer
inace x, = 0. Koristedi slican argument iz dualne dopustivosti, neka
su p1,p2,--.,px € Y k klijenata koje vidi g. Kako je g uzet za ¢uvara
nakon koraka eliminacije, mora biti da ga je odabrao klijent py, inace
biy, ¢ Y.Stoga,

k—1

k k—1
2%9:‘: le(/g,_{_(wg_ Zwigi):wg‘
i= i=

i=1

uvjeti dualne komplementarnosti: Neka je p € Y i Zelimo argumenti-
rati da vrijedi },cy, () ¥¢ = 1. Radi kontradikcije, pretpostavimo da
postoje 2 aktivirana ¢uvara g1, g2 koji vide p. Prilikom obrade s lijeva
algoritam odabire Cuvara g, i poveca dualnu vrijednost varijable y,.

Ukoliko je gy = ¢1 tada u koraku eliminacije, ¢uvar g1 ¢e biti za-
mjenjen s ¢». Analogno bi se dogodilo ukoliko g, = g>. Promotrimo
situaciju kad g, # g1. Po pretpostavci, ¢uvari g1, g su aktivirani pri-
likom obrade klijenata p1, p2, dakle, ¢1 = ¢p,,$2 = $p,- Po relaciji
9 <& < gip < p1 < p2 (vidjeti sliku 15) vrijedi go ~ p1 §to
implicira, da u koraku eliminacije, prilikom obrade p;, g1 bi bio za-
mjenjen s g. Posebno, prilikom precesuiranja p, ¢, bi bio zamjenjen s
<> i dolazimo do kontradikcije da p vide barem 2 ¢uvara iz X NV (p).
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D p1 P2

Slika 15: Argument dualne optimalnosti

Vrijeme izvrsenja algoritma. Obrada klijenata s lijeva na desno i obr-
nuto moZe se implementirati u O(|N|) vremenu kao obrada redaka
matrice vidljivosti na temelju informacije o poloZaju klijenata i ¢uvara
koja moZe biti kodirana u nekom pomoénom polju ili povezanoj listi.
Provjera Vi (p) N X = @ se implementira jednostavnim obradivanjem
retka u matrici vidljivosti za p §to je O(|G|) vrijeme. Za nalaZenje mi-
nimuma i aZuriranje teZina potrebno je O(|G|) vremena. U koraku
eliminacije, korak 14 predstavlja obradu ¢uvara i moZe se implemen-
tirati u O(|G|) vremenu skeniraju¢i takoder redak matrice koje odgo-
vara skupu vidljivosti Vi (p). Dakle, ukupna vremenska sloZenost je
asimptotski O(mn) za |G| = n,|N| = m.

O]

PRIMJEDBA 7: Iz Slike 16 lako je vidjeti nuznost podjele to¢aka na
one koje Ce biti cuvane s lijeva odnosno s desna. Ako se rjeSava odvo-
jeno lijevi i desni problem ¢uvanja 1.5D terena te uzimanjem mini-
malnog rjeSenja od njih moZe biti proizvoljno daleko od optimalnog
rjeSenja. Zaista, WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-LEFT-GUARD za par (G, N)
vraca rjeSenje s cijenom w({g1,¢2}) = 1+ €. S istom cijenom vraca
i WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-RIGHT-GUARD, w({g2,¢3}) = 1+ €. Kako
u oba slucaja mora se odabrati ¢uvar teZine € zakljucuje se da mini-
malno rjeSenje (koje je 1 4 €) moZe biti proizvoljno daleko od OPT za
e > 0 gdje je OPT = 1.

S druge strane, ukoliko se podjele klijenti u skupove N i Ng prema
(11) dobiva se N; = {p2} i Nr = {p1}. Nadalje, medu lijevim i desnim
¢uvarima Gp = {¢1, 2} i Gr = {<2, g3} pronalazi se optimalni ¢uvari,
X = Xi = {g2} za koje w(X]) + w(X}) < 2, dakle, unutar faktora 2
aproksimacije.
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a1 g3
92

p1 P2

Slika 16: Instanca 1.5D terena u kojem samo lijevo ili samo desno rjeSenje
moZe biti proizvoljno daleko od optimalnog rjeSenja

3.4 OBOSTRANO CUVANJE 1.5D TERENA

Problem DisCRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD je problem cuva-
nja 1.5D terena T u kojoj je dan konacan skup ¢uvara G C T te kona-
¢an skup klijenata N C T. Cuvari mogu vidjeti u oba smjera.

TEOREM 3.3. Za problem DI1sCRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD pos-
toji 4-aproksimacijski algoritam kad G NN = Q. Inace, dobiva se aproksima-
cija s faktorom 5.

Dokaz. Slucaj GN N = @ je jednostavno rijeSen tako da svakog ¢uvara
koji moZe vidjeti u oba smjera zamijeni se s lijevim i desnim ¢uvarom.
Dakle, uzima se G = Ggr = G i rijeSava se problem jednostranog
¢uvanja 1.5D terena. RjeSenje (X;,X}) jest najvise 4OPT gdje OPT
predstavlja optimalno rjeSenje za problem DISCRETE-WEIGHTED-1.5D-
TERRAIN-GUARD:

w(Xy) + w(Xg) YgeG WeXg,L Y gec WeXg R

*

2) 0ccWeXg +2) 0cc Weky
40PT

IN N IA

Intuitivno, u najgorem slucaju svaki ¢uvar moze biti 2 puta oda-
bran, stoga, faktor 2 je induciran redukcijom problema na jednostrani
problem.

Isti pristup za slu¢aj G NN # @ implicira da redukcija mora in-
ducirati dodatni faktor 3 jer klijent koji je sam sebi ¢uvar mora se
zamijeniti s jednim ili lijevim ili desnim ¢uvarom Sto bi u konacnici
rezultiralo s faktorom aproksimacije 6 za diskretan slucaj. PaZljivim
odvajanjem klijenata iz N moZe se dobiti faktor aproksimacije 5.

U tu svrhu promatra se dodatni linearni program:
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min 2 We Xg (LPy)
gcG
uz uvjete
Y xg >1 VpeN
geV(p)
xg >0 VgeG

Neka je x* optimalno frakcionalno rjeSenje od LP7. Kao i u jed-
nostranoj varijanti, koristit ¢e se rjeSenje x* da diktira koji klijenti ¢e
¢uvati sami sebe (eventualno jo3 neke druge klijente), a koji ¢e biti
¢uvani od ostalih ¢uvara.

Skup ¢uvar-klijenata definiran je kao

Xg:{geNmG]xg,z%}. (13)
Cija je teZina najviSe
w(Xg) <5 ) wexg. (14)
8€X5

Neka je N’ skup to¢aka u N koji nisu videni od X}, dakle, N’ =
N\{p: X} ~ p} inekaje G' = G\ Xj. Konstruirat ¢e se frakcionalno
rjeSenje x za jednostrano ¢uvanje klijenata u N’ za skupove lijevih
odnosno desnih ¢uvara G = Ggr = G'. Za svaki ¢ € G’ neka je
X = XgRr = 5/4xg. Frakcionalno rjeSenje x je dopustivo za LP5 jer
zasvaki p € N/

Y, X+ ), Xgr =

gEVL(p)NGL g€Vr(p)NGR

x§ + x;
geV(p)\{r}

(-3

Problem je sveden na jednostrano ¢uvanje uz skup ¢uvara G’ i skup
klijenata N’ za koje G' "N’ = @. Neka su (X}, X}) rjeSenja vracena
problemom WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-LEFT-GUARD 0dnosno WEIGHTED-
1.5D-TERRAIN-RIGHT-GUARD. Cijena tih rjeSenja je garantirana da je 2
puta veca od cijene za x, 0dnosno 5/23 ¢ wgx

OOl ] O

(15)

*
g
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Skupovi ¢uvara X;j, X, X imaju cijenu
53 gexs WgXg +5) gecr WXy
50PT.

w(Xg) + w(Xp) + w(Xg)

<
- (16)
<

gdje je OPT optimalna cijena ¢uvanja za problem WEIGHTED-1.5D-
TERRAIN-GUARD kad GN N # @.
O

VREMENSKA SLOZENOST ALGORITMA  Aproksimacijski algoritam

za problem D1sCRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD kad G N # @
se sastoji od nekoliko rutina. U prvom redu, rjeSavatelj LP relaksacije

originalnog problema [Py nalazi frakcionalno rjeSenje na temelju ko-
jeg se definira podjela na potprobleme: nalaZenje ¢uvara-klijenata te

problemi ¢uvanja slijeva odnosno sdesna. Vrijeme potrebno za nalaze-
nja klijent-¢uvara i redukciju problema na sluc¢aj G' "N’ = @ moze

se izvesti u O(|G||N|) vremenu. Algoritam dalje rjeSava problem lije-
vog i desnog ¢uvanja koristeéi optimalni algoritmom WEIGHTED-LEFT-
GUARDING za input (T, G/, N], w) odnosno WEIGHTED-RIGHT-GUARD

za input (T, G’, Ng, w) $to je asimptotski O(|G||N|). Ukupno vrijeme

algoritma je O(|G||N|) - Tep(|N|, |G]|) gdje je Trp(|N|, |G|) asimptot-
sko vrijeme potrebno za rjeSavanje LP problema pakiranja opisanog s

LP7.

3.5 CUVANJE CITAVOG 1.5D TERENA

U opcenitom problemu 1.5D-TERRAIN-GUARD, pretpostavlja se da se
¢uvari uzimaju proizvoljno s terena, i skup klijenta pretpostavlja ¢itav
teren. Pokazat ¢e se kako iskoristiti diskretizacijski postupak predlo-
Zen u [7] za svodenje problema na diskretnu varijantu.

3.5.1 Diskretizacijski postupak

Dan je 1.5D teren T sloZenosti n s vrhovima V(T) = {P, P,,..., P}
i pripadnim nizom segmenata 6T = {P,P,, P,DPs, ..., P,_1P,}. Neka je
r € T proizvoljna tocka s terena. Tocka r moze biti ili ¥ € V(T) ili
repg\{p,q},pq9 € 6T. 1z geometrijskih svojstava 1.5D terena lako se
zakljucuje sljedece svojstvo vidljivosti iz proizvoljne tocke terena:

LEMA 3.5. Neka je dan 1.5D teren T. Vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji:
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a) ukolikor ¢ V(T) ir € pg tada V(r) C Vr(p) UVL(q).
b) ukoliko v € V(T) tada Vi(r) UVgr(r) = V(r) \ {r}.

Dakle, svaki se ¢uvar na terenu moZe zamjeniti s lijevim i desnim
¢uvarom u odgovaraju¢im vrhovima terena koji zajedno vide barem
koliko vidi taj ¢uvar (Slika 17).

Vr(p) UVeL(q)

Slika 17: Lijevi ¢uvar u p i desni ¢uvar u g vide zajedno barem $to vidi r

PRIMJEDBA 8: Zahtjev u formulaciji problema da se pokriju svih
neprebrojivo mnogo to¢aka terena predstavlja pravi izazov, prvens-
tveno Sto bi odgovarajuéa formulacija problema kao linearni program
imalo neprebrojivo mnogo uvjeta na koje ne moZe primjeniti stan-
dardne metode za rjeSavanje linearnih programa. S druge strane, ne
postoji trivijalni podskup tocaka terena koje, kad pokrijemo, implicira
pokrivenost ¢itavog 1.5D terena. Upravo na slici 18 je prikazana ins-
tanca terena u kojoj su cuvari i klijenti ogranic¢eni na vrhove terena
G = N = V(T). RjeSenje problema je X = {p,q} $to je nedopustivo
za Citav T odnosno, X # T.

p V({p,qa}) g

Slika 18: Cuvanje isklju¢ivo vrhova terena ne implicira nuzno pokrivenost
¢itavog terena

55



TEZINSKI PROBLEM éUVAN]A 1.5D TERENA

Sljedecom tvrdnjom pokazat ¢e se da postoji postupak koji u poli-
nomnom vremenu vra¢a kona¢an skup M C T ¢ija pokrivenost garan-
tira i pokrivenost od T.

TEOREM 3.4. Neka je dan 1.5D teren T sloZenosti n. Postoji konacan skup
tocaka M C T takav da za bilo koji G C T za koje G ¢uva M onda G ¢uva
Citav T. Stovie, |M| = O(n?) i M se moZe izraunati u O(n?) vremenu.

Dokaz. Konstruktivnim dokazom pokaZzimo da takav skup postoji. Pro
motrimo proizvoljna 2 vrha v1,v, € V(T) i uvedimo sve to¢ke t € T
za koje vrijedi t € V(v1) N V(v2) Nv1oa N T. Takvih toaka ima naj-
vise dvije za fiksni par v, v;. Oznatimo sa N’ skup svih takvih to-
¢aka. Obradivajudi teren s lijeva na desno, totke iz V(T) U N’ ozna-
¢imo redom tq, t, ..., t na temelju x-monotonog uredaja. Za segment
ti_1t;, i =2,3,...,k kazemo da je esencijalni segment.

Klju¢no svojstvo koje proizlazi iz tvrdnje uredaja, jest ukoliko pos-
toji neki ¢uvar g € T koji vidjeti neku tocku r iz esencijalnog segmenta,
recimo pq, tada vidjeti sve tocke iz pg.

Dovoljno je pokazati za vidljivost slijeva, gdje se za vidljivost sdesna
pokazuje simetricno. Neka je ¢ € T neki ¢uvar s terena T za koje
g < p za neki esencijalni segment pg i neka ¢ ~ r za neki r u interi-
jeru segmenta pg. Radi kontradikcije, pretpostavimo da postoji tocka
' iz segmenta pg koju ne vidi g. Ukoliko r < 7’ tada iz definicije
esencijalnog segmenta i tvrdnje uredaja zaa = g, b = p,c=r,d =7
imamo g ~ ' §to je kontradikcija s polaznom pretpostavkom. Neka
je r' < r.Kako g % r’ mora postojati neki vrh terenav € T, g < v < p
koji se nalazi iznad spojnice gr’, a ispod spojnice gr. To znaci da spoj-
nica v presjeca esencijalni segment pg u tocki t za koje r' < t < r §to
je kontradikcija s konstrukcijom od pq (slika 19).

U najgorem slu¢aju mora se uzeti 3(5) sjecista $to implicira O(n?)
esencijalnih segmenata. Svaki esencijalni segment moZe se predstaviti
proizvoljnom tockom iz svog interijera, stoga se odabire poloviste kao
predstavnik (tocka r na slici 20). SjeciSte para pravaca se moZze izracu-
nati u O(1) vremenu koriste¢i tehnike iz analiticke geometrije. Sjecista
svih pravaca se skeniraju s lijeva na desno i odabiru se odgovarajuca
sjecista koja leZe na terenu, korak koji je izvediv u O(n?) vremenu.

O
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<0

Slika 19: Ukoliko neki ¢uvar vidi tocku unutar esencijalnog segmenta, onda
vidi ¢itav segment.

Slika 20: Diskretizacija 1.5D terena, tocka r je predstavnik esencijalnog seg-
menta pq.

3.5.2 Aproksimacijski algoritam za Cuvanje Citavog 1.5D terena

Neka je dan problem ¢uvanja ¢itavog 1.5D terena i radi jednostavnosti
analize, promatra se problem s jedini¢nim teZinama. Koriste¢i diskre-
tizacijski postupak opisan Teoremom 3.4 pokazuje se kako se problem
moZe svesti na diskretnu varijantu problema.

TEOREM 3.5. Za 1.5D-TERRAIN-GUARD problem postoji 4-aproksimacijski
algoritam.

Dokaz. Neka je X* optimalni skup ¢uvara za ¢uvanje 1.5D terena T u
kojem se mora pokriti ¢itav T.

Promotrimo nekog ¢uvara ¢ € X*. Ukoliko ¢ nije vrh od T tada
mora leZati na nekom segmentu pg od T, po definiciji. Pretpostavimo
bez smanjenja opcenitosti da p < ¢, tada, prema Lemi 3.5, lijevi ¢uvar
u tocki p i desni ¢uvar u g vide barem koliko vidi g. Ukoliko je ¢ vrh
od T tada lijevi i desni ¢uvar u g zajedno vide koliko i g, ali ne vide
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. Stoga, postoji rjeSenje X’ koji koristi isklju¢ivo lijeve i desne ¢uvare
na vrhovima od T koji pokriva T \ V(T) tako da je | X'| = 2| X*|.
Kako bi se nosili s ¢injenicom da svaka toc¢ka terena mora biti po-
krivena, iskoristimo skup tocaka M koje vraca Teorem 3.4. Stoga, do-
pustivo rjeSenje za jednostrani problem ¢uvanja s G = Gg = V' i
N = M takoder ¢ini dopustivo rjeSenje za problem ¢uvanja T \ V(T).
Neka je X" optimalno rjeSenje za ovaj jednostrani problem i neka je
X"" rjeSenje vraceno Teoremom 3.2. Kako je X’ dopustivo rjeSenje za
jednostrani problem, vrijedi |X"'| < 2|X"| < 2|X'| = 4]|X*| sto daje
ukupni aproksimacijski omjer 4. Skup ¢uvara X" pokriva M $to po
njegovo konstrukciji, omogucava da vidi i ¢itave segmente na kojima
se nalaze elementi od M, $to uklju¢uje i vrhove V(T). O

PRIMJEDBA 9: U slucaju kad teZine nisu jedini¢ne koriste se stan-
dardne diskretizacijske tehnike na ustrb dodatnog faktora 1+ € u
aproksimaciji. Promotrimo neki segment pg i pretpostavimo da te-
zinska funkcija w(x) za x € pg ima r lokalnih minimuma u tom in-
tervalu. Tada za svaki segment st C pg na kojem w monotono raste
ili pada, recimo od t; do t; (odnosno, od t; do t; ukoliko monotono
pada) mozZe se podijeliti na log, , .(t2/t1) podsegmenata, gdje je € > 0
proizvoljno mala konstanta. Ukoliko se na nekom od tih segmenata
nalazi optimalni ¢uvar g, onda, zamjenjujudi ¢ s lijevim ¢uvarom gy i
desnim ¢uvarom gr na krajevima podsegmenata osigurava se da ta za-
mjena nije proizvoljno velika, odnosno w(gr) + w(gr) < (2+€)w(g)
(u slucaju jedini¢nih teZina, faktor je 2). Za fiksni segment pg uvodi se
dodatno najvise 2rlog; , .(t2/t1) ¢uvara, s dodatnim faktorom u op¢oj
aproksimaciji 1 + €.

Kako bi se uvijerili u to svojstvo promotrimo slucaj kad t; < t,, gdje
obrnuti slu¢aj ide analogno.

Definirajmo niz to¢aka intervala [t1, ;] kao

a) :=tq,ap := a1(1+e),...,ah+1 = (11(1—|—€)h <t,, helN (17)

Neka je w(g) cijena optimalnog Cuvara koji se nalazi na nekom
podintervalu [a, ar1] C [t1,t2] definiranom kao u (17). Neka je ¢u-
varu g1, pridruZena teZina ay, a ¢uvaru gr tezZina ay, 1. Primjetimo da
g1 < &r iz konstrukcije. Zbrajanje tezZina lijevog i desnog ¢uvara ne

mozZe biti proizvoljno vec¢e od w(g). Zaista,

w(gL) + w(gr) _ ax+ ki ax

w(g) wg) S wg Pt =2Te
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Ukoliko se & racuna kao h = log;, . (t2/t1) onda se definira najvise
h+ 1 pointervala [ty,a3], [a2,a3], . . ., [an, ap41], [an41, £2] &ija je relativna
veli¢ina unutar €.

Iskazimo konacan rezultat,

TEOREM 3.6. Za WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD postoji (4 + €)-apro-
ksimacijski algoritam za proizvoljni € > 0.

3.6 OSVRT NA PROBLEM TEZINSKOG CUVANJA 1.5D TERENA
Doprinos

U ovom poglavlju predstavljen je opéenito prvi aproksimacijski al-
goritam konstantne aproksimacije za inacicu problema ¢uvanja 1.5D
terena u kojem ¢uvari imaju teZine/cijenu. Koriste¢i linearno progra-
miranje dano je nekoliko aproksimacija varijanti osnovnog problema.
Za lijeve i desne probleme ¢uvanja 1.5D terena dani su optimalni algo-
ritmi kao alternativa opcenitim primal-dual algoritmima za probleme
pokrivanja s potpuno uravnoteZenim matricama uvjeta, danih u [42].
Rezultati su kompletno objavljeni u [25].

Daljni rad

Gibson i ostali u [33] su pokazali da se problem ¢uvanja 1.5D terena
bez teZzina moZze proizvoljno aproksimirati generickom rutinom lo-
kalne pretrage. MoZe li se ista metodologija primjeniti i na proizvoljnu
aproksimaciju za ina¢icu problema s teZinama ostaje otvoren problem.
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PROBLEM CUVANJA 1.5D TERENA S VISESTRUKIM
POKRIVANJEM

U ovom poglavlju predstavlja se problem viSestrukog pokrivanja klije-
nata na 1.5D terenu i daje 5/2(1 + 1/dmin)-aproksimacijski algoritam
gdje je dmin minimalni zahtjev. Glavna ideja pristupa je na temelju
izracunatog optimalnog rjeSenja pripadne LP relaksacije odluciti za
svakog klijenta koli¢inu zahtjeva koji se mora ispuniti s lijeve strane i
koli¢inu zahtjeva s desne strane. Na takav nacin formuliraju se 2 pot-
problema, naime, lijevi i desni problem viSestrukog pokrivanja cije je
rjeSenje cjelobrojno i njihovim kombiniranjem dobiva se rjeSenje koje
je unutar konstantne aproksimacije. Predstavljeni rezultat je opcenito
prvi aproksimacijski algoritam konstantne aproksimacije za problem
koji poboljSava rezultat za geometrijske SET-MULTI-COVER probleme
[16] s ogranicenom VC dimenzijom. Rezultat je kompletno objavljen
u [26].

SADRZAJ
4.1 ViSestruko pokrivanje 1.5D terena . . . . .. ... .. 62
4.2 Cuvanje 1.5D terena s viSestrukim kopijama . . . . . 69

4.3 Osvrtna problem ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim
pokrivanjem . . . ... ... 70
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PROBLEM éUVAN]A 1.5D TERENA S VISESTRUKIM POKRIVANJEM

4.1 VISESTRUKO POKRIVANJE 1.5D TERENA

U problemu ¢uvanja 1.5D terena s visestrukim pokrivanjem u oznaci 1.5D-
TERRAIN-MULTI-GUARD dan je 1.5D teren T s konac¢nim skupom cu-
vara G C T jedini¢nih teZina i kona¢nim skup klijenata N C T za-
jedno s definiranim zahtjevima na klijentima d,: N — Z,d(p) — d,.
ILP formulacija problema ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokriva-
njem je oblika LP3 gdje wy, = 1,Vg € G i op¢i oblik uvjeta (7). Kao
i dosada, oznacava se s x* optimalno rjeSenje ILP relaksacije od LP3
koja glasi

min ) | xg (LP8)
g€G
uz uvjete
Y, xg>d, VpeN (18)
geV(p)
0<x, <1 Vge G (19)

Uvijet (19) stavlja ograni¢enje na broj kopija ¢uvara g koje mogu
sudjelovati u rjeSenju problema.

Linearni program LP8 predstavlja posebni tip problema mijeSanog
pakiranja i pokrivanja koje ¢e se u ovom kontektu zvati problem ogra-
nicenog visestrukog pokrivanja.

Koriste¢i rjeSenje x* definirat ¢e se 3 skupa klijenata koje trebaju
biti pokriveni.

4.1.1  Klijenti koji su ujedno i cuvari

Fiksira se parametar a € (0,1/2) koji ¢e biti definiran kasnije. Neka je
X skup ¢uvara-klijenata za koje je frakcionalni doprinos x; dovoljno
velik, odnosno X5 = {g € G: x; > a} koje se uzima u kona¢no
rjeSenje. Problem se sada reducira na sljede¢u instancu: redefinirani
zahtjevi dj, = d, — [V(p) N Xj| za sve p € N, i skup N’ predstavlja
klijente koji nisu pokriveni s X, dakle, N' = {p € N:d), > 1} te
dmin = min{d},: p € N'}. U obzir se uzimaju ¢uvari koji imaju malu
frakcionalnu vrijednost, dakle, G’ = G\ X3, V'(p) = V(p) NG, te
sli¢no, Vy (p) = Vi(p) NG i V(p) = Vr(p) NG
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4.1.2  Lijevi i desni problem ¢uvanja s viSestrukim pokrivanjem

Formulacija linearnog programa lijevog i desnog problema ¢uvanja
1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem dano je kao:

min ) xg (LP9) min ) x;  (LP10)
geG’ g€G’
uz uvjete uz uvjete
Y, xg >d,; VpeN Y, xg >dpr VpeN
§€VL(p) §EVr(p)
0<x, <1 Vge G 0<x, <1 Vge G

gdje sud, | id,r nenegativne cijele vrijednosti

1 1
dp,L: <1+ ) Z x+§

dmm gEV/ p)

odnosno,

1 1
dpr = (1+ ) ) x+2xp

dmll’l ge V;{ ( )

definirane kao koli¢ine zahtjeva 4}, za klijenta p € N’ koje se mora
osigurati slijeva odnosno sdesna. Za sve ostale p ¢ G’ postavlja se
x, = 0.

Neka su z*, z], z; optimalne vrijednosti za LP’8, LP9 odnosno LP10.
Matrice uvjeta za LP9 i LP10 su potpuno uravnotezene prema Lemi 3.1.
Cjelobrojnost rjeSenja je garantirana za poliedar {x: Ax > 1,x > 0}
no rezultat ne vrijedi opcenito za poliedar {x: Ax > d,x > 0}. Ko-
len i Tamir [58] su pokazali da se problem viSestrukog pokrivanja s
jedini¢nim teZinama moZe ipak svesti na ekvivalentan problem s tezi-
nama i da LPg i LP10 imaju optimalna cjelobrojna rjeSenja.

U usporedbi s njihovim pristupom i radi kompletnosti analize, pred-
stavlja se jednostavna procedura koja radi u O(mn) vremenu i ne pro-
lazi takvu redukciju. Algoritam vracéa optimalni skup ¢uvara za lijevi
problem ¢uvanja (simetri¢no se formulira za desni problem). Analiza
algoritma se bazira na argumentima iskazanima u Teoremu 1.4.

LEMA 4.1. Neka su Xj i Xy skupovi optimalnih Cuvara za problem lije-
vog odnosno desnog ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem. Tada

63



64

PROBLEM CUVANJA 1.5D TERENA S VISESTRUKIM POKRIVANJEM

x| . ok x| _ % & ‘y . * 2 * . ¥ .
| X7| =z i |X}| = z}. Stovise, skupovi X} i X} se mogu izracunati u
O(mn) vremenu.

Dokaz. Formulira se dualni linearni problem od LPg za lijevo ¢uvanje
1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem:

min Y dpiyp— Y Zg (LP11)
peN’ geG’
uz uvjete
Y yp—zg <1 Vg e G
p:8€Vi(p)
yp >0 Vpe N
zg >0 Vg e G

Nadalje, radi jednostavnosti notacije, pretpostavlja se da Xj = @
i stoga G’ = G,N’ = N. Opisujemo prvo kombinatorni algoritam u
O(mn) vremenu za problem ¢uvanja klijenata iz N s lijeva.

ALGORITAM 4 Algoritam viSestrukog pokrivanja 1.5D terena s lijeva

1: procedure LEFT-MULTI-GUARDING(T, G, N, d[)
2 X+ Q

3 for p € N obraden s lijeva na desno do
4 while [ XNV (p)| < d,1 do
5 X < XUL(p)
6 end while
7 end for
8 return X
9: end procedure

U algoritmu, s L(p) oznacava se najljeviji cuvar u skupu Vi (p) \ X.

Radi svrhe analize, definira se algoritam dualnih aZuriranja DuAL-
UPDATES u kojem se sa X(p) oznacava skup aktiviranih ¢uvara u X
koji su odabrani u rjeSenje prilikom obradbe p u koraku 5 algoritma
LEFT-MULTI-GUARDING.

Inicijalno, svi su ¢uvari neoznaceni. Treba pokazati da primalno x
odnosno dualno rjeSenje (y, z) algoritma je dopustivo.

Primalna dopustivost: Slijedi iz koraka 5 LEFT-MULTI-GUARDING algo-
ritma.
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ALGORITAM 5 Kombinatorna procedura za pokazivanje optimalnosti
rjeSenja algoritma LEFT-MULTI-GUARDING

1: procedure DuarL-urpATES(T, {X(p)})
2 yp < O, \V/p € N
3: zg < 0, Vge G

1, g€ X =UpenX(p)

4: Xg < )
0, inace
5: for p € N obraden s desna na lijevo do
6: if X(p) ima neoznacenog ¢uvara then
7: oznadi &uvare u Vi (p)
8: yp <1
o: end if
10: end for

11 Zg < ZP\gEVL(P) Yp — 1, Vg e X
12: end procedure

Dualna dopustivost: Dovoljno je pokazatikako },. ¢cy, () Yp = 1, Vg € X
1Y) gev,(pYp < 1,Vg € G\ X. Za prvu tvrdnju, pretpostavimo da
¢uvar ¢ € X(p) iy, = 0. Tada mora postojati neki p’ > p tako da je p’
oznatio g te stoga y,y = 1i g € Vi(p') (vidjeti Sliku 21(a)).

Za drugu tvrdnju (Slika 21(b)), promotrimo nekog ¢uvara § ¢ X i
pretpostavimo da postoje 2 tocke p < p’ tako daje g € Vi.(p) N Vir(p)
iyp =yp = 1. Kako je yp, = 1 postoji cuvar g < g tako daje g € X(p)
i g je bio neoznacen kad je Algoritam 5 obradivao p. Po Tordnji uredaja
slijedi da ¢ mora vidjeti p’ i stoga ne moZe biti neoznaceno.

Dakle, x,(y,z) su dopustiva cjelobrojna rjeSenja za primalni od-
nosno dualni linearni program. Ostaje pokazati da su rjeSenja ujedno
i optimalna. Za analizu se koristi Teorem 1.4.

Uvjet primalne komplementarnosti: Treba pokazati da vrijedi

yp=1 = ) x=dy
geVi(p)
Zg > 0 = Xg = 1.

Ukoliko je zg > 0 tada, iz konstrukcije, ¢ € X i stoga x; = 1.
Pretpostavimo da je vy, = 1. Zelimo pokazati da Ygevy(p) Xg = dp,L-
Kako je y, = 1, postoji ¢uvar ¢ € X(p) koji je bio neoznacen kad je
p bio obraden od Algoritma 5. Pretpostavimo da } ey, () Xg > dpL.
Tada postoji ¢uvar ¢’ > ¢ koji ¢’ ~ pi g € X(p') za neki p’ > p.
Pretpostavimo da je ¢uvar ¢’ oznacen. Ali tada klijent koji je ozna&io
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p
yp:0 yp/zl

Xy

Yp = Yp = 1

S
=

(b)

Slika 21: Argumenti dualne dopustivosti

¢’ mora isto tako oznactiti § po Tordnji uredaja. S druge strane, ukoliko
¢’ nije oznacen, tada to¢ka p’ koja je desno od p (dakle, obradena prije
p) bi oznacila g’ jer ¢’ € X(p’) i nije oznacen zajedno s g.

Uvjet dualne komplementarnosti: Treba pokazati

plgeVi(p)

Implikacija slijedi direktno iz koraka 11 Algoritma 5 jer x; = 1 ako i
samo ako g € G.

Dakle, konstruirano cjelobrojno primalno rjeSenje x i cjelobrojno du-
alno rjesenje (y,z) su dopustiva i zadovoljavaju uvjete komplemen-
tarnosti $to po Teoremu 1.4 implicira da su oni optimalna rjeSenja za
primal LPg i dual LP11.

O

4.1.3 Aproksimacijski algoritam za cuvanje 1.5D terena s viSestrukim po-
krivanjem

Koriste¢i ¢uvare vraéene u zaokruzivanju velikih vrijednosti frakci-
onalnog rjeSenja x* i ¢uvare vracene u lijevom odnosno desnom pro-
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blemu ¢uvanja s viSestrukim pokrivanjem moZe se formulirati ko-
nacno rjeSenje za izvorni problem.

TEOREM 4.1. Postoji 5/2(1 + 1/dmin)-aproksimacijski algoritam za pro-
blem 1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD.

Dokaz. Pokazujemo prvo da skup ¢uvara Xj U X; U X je dopustivo
rjeSenje za izvorni problem, tj. svaki klijent p je viden s d, ¢uvara iz
tog skupa. Zaista, ukoliko je p ¢ N’ tada je p ve¢ ¢uvano d, puta
od X{. Stoga, pretpostavlja se nadalje da je p € N’ i argumentira da
bilo koje cjelobrojno dopustivo rjeSenje za problem lijevog i desnog
¢uvanja s viSestrukim pokrivanjem, recimo xy i xgr, vraéa barem d;?
¢uvara za sve p € N'. To¢nije, za svaki p € N’ dobiva se

deVi(p) Xo,L + EgeV&(p) X¢R = dp L+ dp,R
[t (Beevyn % + 35p)
+

[t (Ceyy ) 25 + 33 ) |

po konstrukciji dp,r 1 dp,r-
Stovige, zbog |a| + |b| > |a+b]| —1,Va,b € R vrijedi:

\_dmzljl_l(ZgEV’ X3 +ZgEV’ X —|—X J_l
dy

[+ | 1

d;,—l—l—l

= d’p

ZgéVi(p) Xg,L + deVz’{(P) Yg.R

(VAR AVARRLY,

Sto zajedno, d, 1 +d, g+ |V(p) N X;| > dp implicira daje X5 U X7 U X}
dopustiv skup ¢uvara za izvorni problem.

Treba pokazati da vraceno rjeSenje nije proizvoljno daleko od opti-
malnog rjeSenja. IZ definicije skupa Xj, broj ¢uvara u Xj je omeden,
odnosno |Xj| < 1  Lgex; Xg- Pokazat Ce se u nastavku da je restrikcija
od (1+B)x*na G dopustiva za LPg, za neku konstantu g > 0. Poslje-
dica toga je nejednakost z; < (1+ B) decl x;. Koristedi isti argument
za LP10, moZe se pokazati nejednakost z < (1 + B) Lgec X3
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Za Vp € N’ vrijedi:

1 *
dP,L = (1+d i ) Z 7P
min g V
1
< (1+d ) Z x —|——
min gGV’ )
< (14+8) Y, x (20)
gEVL(p)

gdje zadnja nejednakost vrijedi ukoliko

o 1 1 1
> - — |1+ + . 21
‘B 2 devi(P) x§ ( dmin) Armin ( )

Isti argument se moZe primjeniti i za dj, g. U slucaju d, . = 0 ne-
jednakost (20) je trivijalno istinita za bilo koju B > 0, dok inace, za
dp,r > 1 treba vrijediti }ocyr () X5 = min 5 iz definicije od d, 1.

8§ = dmintl
Stoga, nejednakost (21) vrijedi ukoliko je sljede¢i uvjet na B zadovo-
ljen:
« 1 1 1
> L. 14 )+
‘B 2 ddf“iil — % ( Amin dmin
& (dmin +1)? 1

Zdrzmn Amin (dmin +1 ) & dmin ‘ (22)

Isto tako, za sve ¢ € G’ treba vrijediti
(1+B)x; <1

koje, zajedno s ¢injenicom x, < a daje gornju medu na §, naime

1
<--1
p= (23)
U kona¢nici, moZe se sada ograniciti cijena vra¢enog skupa ¢uvara:
[Xol + [XL| +|Xk| = IXSI +z+2g
< - Z xp+2-(1+8) Y x
8€X; geG’

IN

max{%,Z -(1+pB)}z*

< max{%,2 - (14 B)}OPT
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gdje OPT predstavlja cijenu optimalnog rjeSenja izvornog problema
1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD.
Uvjet (22) na B ukazuje da je aproksimacijski faktor ogranicen s

. 2
Y = min max 1, 5 2(dumin + 1) + 2 +25.
ac(0,a") o dein — dmin(dmin + )& dmin

Usporedujudi (22) i (23) dobiva se gornja meda na odabir &, odnosno
o' = min{3, 33t ).

Promatrajudi izraze u definiciji 7y kao funkcije ovisne o « primjecuje
se da je jedna funkcija monotono padajuca, a druga rastuca na inter-
valu (0,a"). Ukoliko grafovi tih dviju funkcija se sijeku na intervalu
(0, ") njihovo sjeciste moZe posluZiti za dobivanje vrijednosti za 7.
Stoga, izjednatavanjem ta 2 izraza dobiva se a* = 2dmin/5(dmin + 1)
Sto je dopustivo rjesenje za 7y jer a* € (0,4’). Konacno, 7y se moZe iz-
raziti eksplicitno kao v = 5/2(1 + dpmin) / dmin ¢ime je dokaz teorema
zavrsen.

O]

VREMENSKA SLOZENOST ALGORITMA  Aproksimacijski algoritam
za problem 1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD prati slican okvir kao i algo-
ritam za DISCRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD. U prvom redu,
rjeSavatelj LP relaksacije originalnog problema LI’8 nalazi frakcionalno
rjeSenje u vremenu Trp(|N| 4 |G|, |G|) na temelju kojeg se moze raditi
podjela problema. ZaokruZzivanje velikih vrijednosti frakcionalnog rje-
Senja od LP8 te zatim redukcija na problem s ulazom (T,G’, N’,d’) se
moze napraviti u O(|G||N|) vremenu. Kombinatorni algoritam LEFT-
MULTI-GUARDING uzima ulaz (T,G’,N’,d}) odnosno simetri¢no de-
finirani RIGHT-MULTI-GUARDING ulaz (T,G’,N’,d%) i vracaju celo-
brojno optimalno rjeSenje u O(|G||N|) vremenu. Dakle, ukupna vre-
menska sloZenost algoritma jest O(|G||N|) - Trp(|N| + |G|, |G]).

4.2 CUVANJE 1.5D TERENA S VISESTRUKIM KOPIJAMA
Problem 1.5D-TERRAIN-MULTISET-GUARD jest problem 1.5D-TERRAIN-

MuLtI-GUARD u kojem se dopusta odredeni broj kopija nekog ¢uvara,
te kao takav se moze formulirati kao cjelobrojni linearni program:

min Z Xg (LP12)
geG
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uz uvjete
Z xg > dp VpeN
8€S(p)
xg €{0,1,...,ug} Vge G (24)

gdje (24) dopusta da u rjeSenju bude odabrano najvise u, kopija sva-
kog ¢uvara g iz G. Tretiraju¢i svaku kopiju ¢uvara g kao novog cuvara,
LP12 ima LP relaksaciju oblika LP8 gdje ¢uvari pripadaju multiskupu
I' = {g¢"s: ¢ € G}. Ova redukcija predstavlja instancu 1.5D-TERRRAIN-
MuLtI-GUARD problema s m klijenata i ukupno } .c¢ 1y ¢uvara. Uko-
liko se uy ne specificira, dakle, izraz (24) se zamijeni s x, € Z,
moZe se definirati i dalje problem s kona¢nim brojem kopija, dakle,
za ug > maxyen{dp: g ~ p} dobiva se ekvivalentni ILP.

Zaklju¢ujemo sa zavrsnim rezultatom:

TEOREM 4.2. Postoji 5/2(1 + 1/ dmin)-aproksimacijski algoritam za 1.5D-
TERRAIN-MULTISET-GUARD problem.

4.3 OSVRT NA PROBLEM éUVAN]A 1.5D TERENA S VISESTRUKIM
POKRIVANJEM

Doprinos

U ovom poglavlju predstavljen je prvi aproksimacijski algoritam kons-
tantne aproksimacije za ¢uvanje 1.5D terena s viSestrukim pokriva-
njem. Analiza se temelji na linearnom programiranju i podijeli pro-
blema na lijeve i desne potprobleme koji se mogu rjesiti optimalno.
Za lijeve i desne potprobleme dani su kombinatorni algoritmi koji ih
rjeSavaju optimalno. Rezultat se prosiruje na varijantu problema u ko-
jem svaki ¢uvar moze imati nekoliko kopija. Rezultati su objavljeni
u [26]. Premda se problem ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokri-
vanjem moZe svesti na geometrijski SET-MULTI-COVER s ograni¢enom
VC dimenzijom i kao takav imati O(logz*) aproksimaciju prema [16],
ispostavilo se da dodatna struktura problema kao Sto je Tvrdnja ure-
daja moze dovesti do konstantne aproksimacije.

Daljni rad

Ostaje istraziti kako se diskretizacijski postupak dan Teoremom 3.4
moZe primjeniti za ¢uvanje 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem.
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Problem WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD se moZe podijeliti na
potprobleme koji imaju potpuno uravnoteZenu matricu uvijeta, u tre-
nutku pisanja doktorskog rada, nepoznato je postojanje optimalnog
algoritma koji daje cjelobrojno rjeSenje tih podproblema.
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U ovom dijelu predstavit ¢e se aproksimacijski algoritam za parcijalnu
inacicu ¢uvanja 1.5D terena koji se temelji na aproksimacijskom algo-
ritmu od Mestre [72] za probleme parcijalnog pokrivanja koje sadrze
svojstvo potpune uravnotezZenosti. Jedno od nedostataka standardne
formulacije SET-COVER problem jest da postoje odredeni elementi koji
su skupi za pokrivanje (engl. outliers, [14]) gdje onda optimalno rje-
Senje moZe biti vrlo skupo. Parcijalna ina¢ica SET-COVER problema
bi zahtjevala da se ne pokrije ¢itav skup elemenata ve¢ samo k njih.
U kontekstu ¢uvanja 1.5D terena primjenu moZe naci u nadgledanju
autoceste nadzornim kamerama u kojima neke dionice ceste su od
vele vaznosti (npr. dionice s intenzivnijim prometom ili ve¢om frek-
ventnos¢u prometnih nesreca). U tom slucaju modelira se njihova vri-
jednost s ve¢im prihodom, dok dio autoputa koji nije od interesa moze
imati manju vrijednost prihoda. Klju¢na ideja analize jest pokazati da
parcijalno ¢uvanje 1.5D terena predstavlja problem parcijalnog pokri-
vanja u kojem matrica uvjeta odgovarajuce LP formulacije sadrZi svoj-
stvo potpune uravnoteZenosti. Aproksimacijski algoritmi temeljeni na
Lagrangeovoj relaksaciji za parcijalno pokrivanje su uvelike rijeSeni u
[56] i za za probleme pokrivanja koje sadrZe svojstvo potpune urav-
notezenosti u [72].

SADRZAJ
5.1 Problem parcijalnog pokrivanja . .. ... ... ... 74
5.2 Problem parcijalnog ¢uvanja 1.5D terena . . . . . . . 79
5.3 Osvrt na parcijalno ¢uvanje 1.5D terena . . . . . . . . 82
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5.1 PROBLEM PARCIJALNOG POKRIVANJA

Neka je S = {S51,52,...,5,} familija podskupova elemenata od U =
{e1,€2,...,em} ineka je dana tezinska funkcija c: S — Q- nad skupo-
vima i funkcija profita r: U — Q4 koja svakoj tocki e € U pridruzuje
profit 7t(e). Problem PARTIAL-SET-COVER za dano ogranicenje pokriva-
nja b predstavlja odredivanje pokrivaca najmanje teZine C C S takav
daje m(U\C) < b gdje m(S) = Y es (e).

Neka x(S) oznacava indikator varijablu pripada li skup S rjeSenju
C ineka r(e) oznatava indikator varijablu je li neki element e ostao ne-
pokriven od C. Formulacija problema kao cjelobrojni linearni program
opisan je s LP13.

min ) _ ¢(S) x(S) (LP13)
s5e8

uz uvjete

Y m(e)r(e) <b (25)

ecU
Y x(S)+r(e) >1 Vee U
ees

x(S),r(e) €{0,1} VS e S, Vee U

Primal i dual LP relaksacije od LP13 dano je u matri¢cnom obliku

min ¢’ x (LP14) min 1Ty —bA  (LP15)
uz uvjete uz uvjete
'y <b (26) ATy <c (27)
Ax+1Ir > 1 y <Am
Xs,Te >0 yS/)L >0

gdje je relacija incidencije elemenata i skupova opisana matricom
A =la,s] € {0,1}""" zam = |U| in = |S| u kojoj vrijednost a,5 = 1
ako i samo e € S. Varijabla xgs = 1 indicira je i S € C te varijabla
re = 1 ukoliko e ¢ C.

Ponekad se umjesto ogranic¢enja b definira ciljani profit P koji se
mora ostvariti pokrivenim elementima, dakle, P = 7(U) — b uko-
liko je zadano ogranicenje b. U LP14 uvjet (26) se formulira onda kao
nlr < m(U) - P.
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Problem parcijalnog pokrivanja opisan s [LP13 moZe se svesti na
problem Prize-CoLLECT-SET-COVER s profit funkcijom A7 tako da se
uvede Lagrangeov multiplikator za uvjet (25) i doda funkciji cilja. Pro-
blem ima formulaciju cjelobrojnog linearnog programa LP16.

minc x + ATy — Ab (LP16)

uz uvjete

Ax+1Ir > 1
xs, 7. € {0,1}

Neka je OPT cijena optimalnog parcijalnog pokrivanja za problem
PARTIAL-SET-COVER i OPT-PC(A) cijena pokrivanja za Prize-COLLECT-
SET-COVER za dani A.

Neka je A a-aproksimacijski algoritam za Pr1ze-COLLECT-SET-COVER
problem. KazZe se da A ¢uva svojstvo Lagrangeovog multiplikatora
odnosno A ima a-LMP svojstvo ukoliko .4 vraéa pokrivac¢ C za kojeg
vrijedi:

c(C) +ar(m(U) — (C)) < aOPT-PC(A) (28)

Kako je OPT-PC(A) < OPT + Ab iz (28) dobiva se nejednakost

c(C) < a(OPT + A(t(C) — (7r(U) —b)))
Sto, ukoliko se nade A takav da
n(C) = n(U) — b, (29)

implicira da je algoritam A a-aproksimacija. Za neke A mozZe se dogo-
diti 77(C) < 7t(U) — b $to je unutar a aproksimacije, ali je nedopustivo
rjeSenje. Nadalje, za neke A vrijedi 71(C) < 7(U) — b §to je dopustivo
rjeSenje, ali ne daje nikakvu garanciju na gornju granicu cijene pokri-
vata C. Stovise, za neke A postoje pokrivadi koji ne daju jednakost
n(C) = n(U) — b [72].

Konemann i ostali u [56] predlazu metodu za rjeSavanje parcijalnog
pokrivanja tako da koriste a-LMP algoritam za Prize-COLLECT-SET-
Cover kao rutinu ‘crne kutije” za aproksimaciju parcijalnog pokriva-
nja.

Njihov rezultat je iskazan sljede¢im teoremom:

TEOREM 5.1 ([56]). Neka je dana instanca PARTIAL-SET-COVER problema
definirana sustavom skupova (U, S) i teZinskom funkcijom c: S — Q. te
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profit funkcija 7t: U — Q. i ogranicenjem b sa svojstvom da postoji a-LMP
algoritam za odgovarajuc¢u PrizE-COLLECT-SET-COVER inacicu problema.
Tada, za svaki € > 0 moZe se pronaci dopustivo rjesenje za danu instancu
PARTIAL-SET-COVER problema Cije rjeSenje je najvise 4/3u + € od optimal-
nog rjesenja u polinomnom vremenu ovisno o velicinama |U|,|S|'/¢.

5.1.1 Pristup ‘crne kutije’

Koristeci ILP formulaciju s Lagrangeovim multiplikatorom LP16 defi-
nira se za svaki A > 0 instanca PR1ze-COLLECT-SET-COVER problema
Cije je optimalno rjesenje OPT-PC(A). Koriste¢i a-LMP algoritam za
Pr1ze-COLLECT-SET-COVER problem kao podrutinu, binarnim pretraZi-
vanjem nalazi se dovoljno blizu Ay, A; za koje A1 daje rjeSenje C; C S
tako da je ukupan profit od pokrivenih elemenata manji od 7r(U) — b,
dok za Aj, nalazi se pokriva¢ C; € S u kojem je ukupni profit od
pokrivenih to¢aka barem 7r(U) — b.

RjeSenje C; ne mora biti dopustivo, dok rjesenje C; jest dopustivo,
ali moZe biti proizvoljno daleko od optimalnog rjeSenja. U tu svrhu,
definira se novo rjesenje C3 tako da rjesSenje C, se prosiri s pazljivo
odabranim skupom iz rjeSenja C;. Strategija takvog odabira temelji se
na pristupu od Levin i Segev [66] za parcijalne multirezove u stablu.

Bez dodatnih pretpostavki na strukturu sustava skupova ova strate-
gija ne moze dati bolji aproksimacijski faktor:

LemaA 5.1 ([56],[72]). Problem PARTIAL-SET-COVER se ne moZe opcenito
bolje aproksimirati od 4 /3w koriste¢i Lagrangeovu relaksaciju i x-LMP algo-
ritam A kao podrutinu ‘crne kutije’.

5.1.2  Parcijalno pokrivanje sa svojstvom potpune uravnoteZenosti

Mestre u [72] daje aproksimacijski algoritam koji koristi 1-LMP algo-
ritam iz [57] za Prize-COLLECT-SET-COVER problem opisan s LP16 u
kojem ja matrica uvjeta A potpuno uravnoteZena. Algoritam za par-
cijalno pokrivanje temelji se na ¢injenici da postoji kriti¢na vrijednost
A koje ima svojstvo da za svaki infinitezimalno mali 6 > 0 vrijednosti
AT =A—=461iAT = A+ daju rjeSenja koja pokrivaju manje odnosno
vie od 7t(U) — b. Neka je A oznaka za 1-LMP algoritam. Neka su
C-=AA)iC" = A(AT) pokrivadi vraceni od algoritma A i bez
smanjenja opdenitosti neka C~ pokriva manje od 7r(U) — b profita, a
C™ vise od 7t(U) — b profita. Definirajuéi graf spajanja izmedu rjesenja
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C" i C~ na temelju svojstva potpune uravnoteZenosti moze se odre-
diti pravilo kako spojiti pokrivac¢e C~ i C™ da tvore dopustivo rjeSenje
C* za PARTIAL-SET-COVER problem za koje vrijedi ocjena

N 1

gdje je DLP frakcionalno optimalno rjeSenje duala LP15 i cmax pred-
stavlja najvecu cijenu skupa iz S. Kompletan postupak spajanja se
moZe pronadi u [72].

Nadalje, koriste¢i pristup od [34] i [40] pokazuje kako se ocjena
(30) moze iskoristiti za dizajn (p + €)OPT + kcmax aproksimacije za
problem parcijalnog pokrivanja gdje se matrica incidencije A moZe
prikazati kao kombinacija p potpuno uravnotezenih matrica za € > 0.
Dodatno, aditivni ¢lan kcmax Se moZe apsorbirati u aproksimaciji iz-
dvajanjem k/(« — 1) najskupljih skupova u vracenom rjeSenju i po-
novnim rjeSavanjem reducirane inacice problema.

DEFINICIJA 26: Za binarnu matricu A € {0,1}"*" kaZe se da je
p-odvojiva® ukoliko postoje binarne matrice Ay, Ay, ..., A, tako da je
A= ZZ:l Ag i svaka matrica B koja se dobije uzimanjem redaka iz
A1, Ay, ..., Ay na nacin da i-ti redak od B je i-ti redak od Aj za neki
1 <j < pje potpuno uravnotezZena.

Klju¢an rezultat iz [72] za probleme parcijalnog pokrivanja u ko-
jem je matrica uvjeta p-odvojiva predstavlja temelj analize koje ¢e biti
predstavljeno u ovom poglavlju:

TeEOREM 5.2 ([72]). Neka je A p-odvojiva matrica. Tada postoji (p + €)-
aproksimacija u polinomnom vremenu za problem parcijalnog pokrivanja opi-
san s LP13.

Postupak za rjeSavanje PARTIAL-SET-COVER problema koji imaju svoj-
stvo p-odvojivosti saZet je u algoritmu 6.

Algoritam zapocinje tako da rjeSava primal LP14 u koraku 2. U ko-
raku 3 slijedi konstrukcija potpuno uravnotezene matrice B koja se sas-
toji od redaka pripadnih p odvojivih matrica A,. Binarnim pretraZiva-
njem u unaprijed odredenom intervalu (Ar, Ag) i koristenjem 1-LMP
rutine moZe se naci kriticna vrijednost A* (korak 4) i u skladu s time
odrediti A=, A" za koje vrijedi ili A~ < A* =: AT ili A7 := A* < AT,
Algoritam 1-LMP moze biti Kolenova procedura za problem LP16 opi-
sana u [57] gdje je matrica A potpuno uravnoteZena. Neka za A~ 1-

1 engl. p-separable
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ALGORITAM 6 Algoritam parcijalnog pokrivanja za p-odvojive pro-
bleme

1: procedure p-SEPERABLE-PARTIAL-COVER(U, S, ¢, 7T, b)

2: (x*,r*) < LP-SoLvE(A, ¢, 7, b)

3: definiraj matricu B tako da b, = al’ za koje a;’ Ty >

1—ry
0
zae € Uia,” odgovara retku od matrice A;, za element e

4 A" <= SEARCH(AL, AR)

5: C~ < 1-LMP(A7),C" < 1-LMP(AT)

6:  C*+ MErGe(C—,C*, [log; 2 +17)

7 if X # NiL then

8: return X U C*

9: end if

10: odaberi X kao % najskupljih skupova iz optimalnog rjeSenja

11: reduciraj instancu:
U+ U\{e:ec X}, S"=8\{S:¢(S) > mingcyc(S")}
b =b+ n(X)

12: return p-SEPARABLE-PARTIAL-COVER(U', S, ¢, 71, b')

13: end procedure

LMP vraca nedopustiv pokriva¢ C~, a za AT 1-LMP vrada dopustiv
pokriva¢ C*. Procedura MERGe(C~,C™, k) nalazi dopustiv pokrivac
C* za problem parcijalnog pokrivanja za koje vrijedi ocjena (30). Kako
je svako dopustivo rjeSenje za problem parcijalnog pokrivanja s matri-
com uvjeta B ujedno dopustivo i za problem parcijalnog pokrivanja s
matricom uvjeta A, vrijedi:

c(C*) < (14347 c(ox*) + kemax
1+ 5
< (p+¢€)OPT + kcmax

pc(x*) + kemax

gdje prva nejednakost dolazi od dopustivosti (px*,7*) rjeSenja, a
zadnja nejednakost zbog k > [log, g +1].

Kako bi se uklonio aditivni ¢lan kcmax u aproksimaciji, instanca pro-
blema se reducira na temelju koraka 10-12. Optimalno rjeSenje reduci-
rane instance je OPT' = OPT — ¢(X).

U koraku 8 rjeSenje X se vraca zajedno s C* koje je a aproksimacija:

a—1
k

aOPT + kel +c(X) < aOPT + k

maX

c(X)+c(X) = aOPT.
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Nazalost, ne zna se koji skupovi iz optimalnog rjesSenja ¢ine X stoga
se algoritam u koracima 10-12 mora izvrSavati za svaki odabir X iz
S i najbolje rjeSenje se zatim vracéa. Broj poziva algoritma za odabir
najboljeg rjesenja je ( |i[| ).

a—T1
5.2 PROBLEM PARCIJALNOG (V?UVAN]A 1.5D TERENA

Problem parcijalnog ¢uvanja 1.5D terena moZe se formulirati kao pro-
blem parcijalnog pokrivanja gdje elemente c¢ine klijenti s 1.5D terena,
dakle, U = N, a skupovi S; = {V(g): ¢ € G} &ine familiju pokri-
vaca S na kojima je definirana teZinska funkcija w: & — Q4. Re-
lacija incidencije elemenata-skupova opisana je matricom vidljivosti
A = [ap,] € {0,1}™" gdje m = |U| in = |S| u kojoj vrijednost
ap,e = 1 ako i samo ¢ ~ p. Varijabla x; pokazuje pripada li cuvar ¢
u rjeSenje C, varijabla r, ukazuje je li klijent p nepokriven. Vrijednost
b € Q4 predstavlja ogranicenje za nepokrivanje terena i za svakog
klijenta p € N dana je vrijednost profita 7t(p).

PRIMJEDBA 10: Parcijalno ¢uvanje 1.5D terena se ogleda u primjeru
ilustriranom na slici 22 u kojoj je prikazana situacija gdje ¢uvar g;
moZe biti proizvoljno skup, stoga ¢uvar g, pokriva 3 klijenta p3, ps, ps
dok klijenti p1, p2 nisu ¢uvani premda ih g; vidi. Optimalno rjeSenje
parcijalnog ¢uvanja je 1 dok ¢uvanje svih klijenata kosta 2 + e za€ > 0
proizvoljno velik.

Slika 22: Parcijalno ¢uvanje 1.5D terena u kojem je b = 21i 7t(p) = 1, te teZine
Cuvara w(g1) =1+e€w(g) =1
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5.2.1 Parcijalno jednostrano ¢uvanje 1.5D terena

Za matricu A kaze se da je matrica jednostrane vidljivosti ukoliko od-
govara matrici incidencije ¢uvara-klijenata problema pokrivanja opi-
sanog s linearnim programom LP5 za neku instancu jednostranog
problema ¢uvanja 1.5D terena.

Parcijalna inacica jednostranog problema ¢uvanja 1.5D terena je pro-
blem pokrivanja u kojoj je matrica incidencije upravo matrica jednos-
trane vidljivosti. Dovoljno je pokazati da je ona 2-odvojiva i aproksi-
macijski faktor slijedi direktno iz Teorema 5.2.

LEMA 5.2. Bilo koja matrica jednostrane vidljivosti je 2-separabilna.

Dokaz. Neka je A matrica jednostrane vidljivosti i pretpostavimo, bez
smanjenja opcenitosti, da A ima oblik [ C; C, ] gdje stupci od C;
odgovaraju lijevim ¢uvarima iz Gy, i stupci od C, odgovaraju desnim
¢uvarima iz Gg.

Matrica A se moZe zapisati kao A = Ap + Argdje AL =[ C; 01
AR =[0 C, |. Pretpostavimo da je matrica A’ formirana tako da se
uzimaju retci od Ay, i Ag. Neka je N, skup klijenata kojima odgova-
raju retci u matrici Ap i Ng skup klijenata kojima odgovaraju retci iz
ARg. Permutiranjem redaka od A’ na nacin da se klijenti iz Ny nalaze
prije klijenata iz Ng daje permutiranu blok matricu

D, 0
0 Dg

A// —

¢iji se blokovi Dy, i D sastoje od redaka koji odgovaraju klijentima iz
N, i stupcima koji odgovaraju G, odnosno retcima iz Ny i stupcima
iz Gg. Po Lemi 1.6 matrice D i Dg su potpuno uravnoteZene (odgo-
varaju relacijama vidljivosti u problemima lijevog ¢uvanja za (G, N1 )
odnosno desnog ¢uvanja za (Gg, Nr)) stoga permutiranjem redaka i
stupaca matrice A” formira se nova blok matrica

D, 0
0 Dj

A —

u kojoj su blokovi D] i Dy u standardom pohlepnom obliku. Iz defi-
nicije standardnog pohlepnog oblika primje¢uje se da je A" ujedno u
standardnom pohlepnom obliku. Kako je matrica A”’ formirana per-
mutacijom redaka i stupaca iz A slijedi da je A potpuno uravnoteZena
matrica.
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]

TEOREM 5.3. Za parcijalni problem jednostranog ¢uvanja 1.5D terena pos-
toji (2 + €)-aproksimacijski algoritam u polinomnom vremenu za € > 0.

5.2.2  Diskretno parcijalno ¢uvanje 1.5D terena

Neka je dan 1.5D teren T te skup ¢uvara G s teZinskom funkcijom
w: G — Q4 i skup klijenata N s funkcijom profita 7: N — Q4
te ogranic¢enje na nepokrivenost b. Problem DISCRETE-PARTIAL-1.5D-
TERRAIN-GUARD trazi utvrdivanje ¢uvara najmanje teZine X tako da je
profit od nec¢uvanih toc¢aka najvise b. Problem se moZe svesti na parci-
jalno jednostrano ¢uvanje 1.5D terena. Pretpostavlja se da GN N = @.
Svaki se ¢uvar ¢ € G zamijeni s lijevim i desnim ¢uvarom. Na ta-
kav nacin definira se problem parcijalnog jednostranog ¢uvanja 1.5D
terena za lijeve Cuvare Gy i desne ¢uvare Gg Cije je rjeSenje 2 + €
od optimalnog rjeSenja parcijalnog jednostranog ¢uvanja 1.5D terena.
Kako G = Gr = G, vraceno rjeSenje je dopustivo za problem koje
je dodatno faktor 2 gore od njegovog optimalnog rjeSenja. U slucaju
G NN # @ potrebno je izdvojiti ¢uvare koji imaju velik frakcionalni
doprinos i njih zaokruziti. Tako reducirana instanca predstavlja ins-
tancu problema parcijalnog jednostranog ¢uvanja s 2-odvojivom ma-
tricama uvjeta. Slijedec¢i analogiju iz dokaza za Teorem 3.4 dobiva se
faktor 5 + €.
Konacan rezultat je iskazan teoremom:

TEOREM 5.4. Za problem DISCRETE-PARTIAL-1.5D-GUARD postoji (4 + €)-
aproksimacijski algoritam ukoliko G NN = @. Inace se dobije (5+ €)-
aproksimacijski algoritam.

5.2.3 Parcijalno ¢uvanje 1.5D terena

U parcijalnom pokrivanju ¢itavog 1.5D terena u oznaci PARTIAL-1.5D-
TERRAIN-GUARD treba se pokriti dio terena T tako da najvise duljine
b terena je nepokriveno. Koriste¢i diskretizacijski postupak iz Teorema
3.4 dovoljno je svakom klijentu iz p € M pridjeliti duZinu esencijalnog
segmenta, 7t(p) = I(st) za p € st. U realisti¢noj postavci, dijelovi te-
rena mogu imati razli¢ite vrijednosti profit funkcije. Uz pretpostavku
da postoji posebna rutina (oracle) koji ¢e davati profit za esencijalni
segment analiza vrijedi i za proizvoljno definirane profit funkcije. Dis-
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kretizacijski postupak reducira problem parcijalnog pokrivanja ¢ita-
vog terena na diskretnu inacicu parcijalnog pokrivanja te kao poslje-
dica slijedi:

TEOREM 5.5. Za PARTIAL-1.5D-TERRAIN-GUARD problem postoji (4 + €)-
aproksimacijski algoritam.

5.3 OSVRT NA PARCIJALNO CUVANJE 1.5D TERENA
Doprinos

U ovom poglavlju formuliran je problem parcijalnog ¢uvanja 1.5D te-
rena i dan prvi aproksimacijski algoritam konstantne aproksimacije
za nj. Temelj analize predstavlja pokazivanje 2-odvojivosti matrice jed-
nostrane vidljivosti, koje zbog [72] ima (2 + €)-aproksimacijski algori-
tam. Pokazuje se kako se parcijalno jednostrano ¢uvanje 1.5D terena
moze iskoristiti za nalaZenje (4 + €)-aproksimacijskog algoritma za
diskretnu inacicu parcijalnog ¢uvanja 1.5D terena i parcijalno ¢uvanje
¢itavog 1.5D terena. Rezultati su objavljeni u [25]. Ovo poglavlje poka-
zuje prakti¢nu primjenu rezultata za probleme parcijalnog pokrivanja
sa svojstvom p-odvojivosti razvijenih u [72].

Daljni rad

Problem parcijalnog ¢uvanja 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem
ostaje otvoreno pitanje. Po svemu sudecdi rezultat iz [56] zahtjeva pos-
tojanje a-LMP za odgovarajuci PrRize-COLLECT-SET-MULTI-COVER pro-
blem. Jedna od ideja bi svakako bila probati iskoristiti svojstvo pot-
pune uravnoteZenosti kao u slucaju [72] i pokusati dati analogon tog
rezultata.
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BRZI RJESAVATELJI ZA PROBLEME PAKIRANJA I
POKRIVANJA

U ovom poglavlju proucava se brza implementacija aproksimativnog
rjeSavatelja linearnih programa posebne klase problema pakiranja i
pokrivanja. Pored slijedne implementacije istraZuje se paralelna CUDA
implementacija za aproksimativni rjeSavatelj izvorno opisan u [31].
Motivacija za promatranje CUDA platforme kao ra¢unalnog resursa
za masivni paralelizam temeljeno na nitima izvrsenja dijelom je mo-
tivirano rezultatima koje su promatrani za mnoZenje matrica u viSe-
nitnom okruZenju u [5]. CUDA implementacija aproksimativnog rje-
Savatelja usporedena je sa slijednom implementacijom na jednopro-
cesorskom sustavu te se obje implementacije usporeduju sa simpleks
metodom iz GLPK (GNU Linear Programming Kit) biblioteke. Rezul-
tati su u pripremi za publiciranje u [69].
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6.1 UVOD U R]EéAVAN]E PROBLEMA PAKIRANJA I POKRIVANTJA

Problemi pakiranja/pokrivanja je $iroko poznata klasa kombinatornih op-
timizacijskih problema koje se moZe opisati kao linearni program:

max{cTx: Ax <b,x >0} = min{bTy: ATy > c,y >0} (31)
xeR" yeR™

gdje je A nenegativna m X n matrica, b i ¢ su nenegativni vektori. Pod
pojmom primalnog linearnog programa u ovom kontekstu podrazumi-
jeva se maksimizacijski problem i pridruZeni minimizacijski problem
kao dualni linearni program. Opravdanost pisanja (31) je temeljeno na
Teoremu 1.2. Kako su elementi matrice A, vektora b i ¢ svi nenegativni
brojevi, primal LP se zove problem pakiranja i dualni LP kao problem
pokrivanja.

6.1.1 Rjesavanje problema linearne optimizacije

Linearna optimizacija postavila je ¢vrste temelje u mnogim proble-
mima koje proizlaze iz operacijskih istrazivanja u zadnjih 7o godina.
Khachiyan [50] i Karmarkar [49] pokazali su da problem linearnog
progamiranja pripada klasi P i providjeli algoritam u polinomnom
vremenu za nj. Dodatno u [39] pokazuje se da linearno programiranje
pripada PC klasi za koje se ¢ini da su inherentno slijedni, u smislu da
je nalaZenje njihova rjeSenja krajnje slijedni postupak. Bez obzira na
relativnu neparalelizibilnost rjeSavanja problema linearnog programi-
ranja, postoje istraZivanja na tom podrudju [80] koji zapravo pokazuju
da se odredeni dijelovi metoda za rjeSavanje tih problema mogu efi-
kasno paralelizirati.

Jedno od motivacija koriStenja grafickog programiranja opée namjene
(GPGPU) u implementaciji paralelnih algoritama je upravo koristenje
grafickih procesora kao matematickog koprocesora, u smislu, inten-
zivnija racunanja koje bi zahtjevalo vedi broj slijednih koraka mapiraju
se na GPU platformu i koristi veliki broj optimiranih niti izvrSavanja
(engl. threads of execution) za pristupanje i ra¢unanje na podacima, gdje
i dalje glavna kontrola toka programa je pridruzena jednom samo pro-
cesoru. Dovoljno sazrijevanje API-a za koristenje GPGPU platformi je
jedan od velikih razloga popularizacije istih. Platforme koje imple-
mentiraju takav nacin paralelnog racunanja mogu se naci u osobnim
racunalima koji dolaze s grafickom karticom NVIDIA ili ATI familije
te u novije vrijeme GPGPU racunanje sluzi kao servis unutar HPC
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sustava. O iskoriStenosti GPGPU paradigme kao servisa u grozd ra-
¢unalima moZe se pogledati u [21].

U nastavku se daje pregled paralelnih implementacija potpomog-
nute grafickim procesorom za metode rjeSavanja problema linearne
optimizacije.

6.1.1.1  Simpleks metoda

Jedno od prvih rezultata implementacije simpleks metode potpomog-
nute grafickim koprocesorom predstavljeno je u [38] za implementa-
ciju revidirane simpleks metode koriste¢i Cg i OpenGL graficke bibli-
oteke. Implementacija se prilagodava grafickom cjevovodu i program-
ski model je graficki orijentiran. Razvojem CUDA API-a pojavile su se
nekoliko implementacija simpleks metode: Spampinato i Elster [80]
su implementirali CUDA verziju revidirane simpleks metode koris-
te¢i pritome NVIDIA CUBLAS i NVIDIA LAPACK graficki ubrzane
rutine matri¢nog racuna koje dolaze u CUDA Toolkit-u [1]. Lalami i os-
tali [63] daju CUDA implementaciju dvostruke preciznosti simpleks
metode u kojima ne koriste CUDA grafi¢ki ubrzane rutine matri¢nog
rac¢una. Njihova implementacija cilja na LP sustave u kojima je matrica
uvjeta gusta.

6.1.1.2 Metode unutrasnje tocke

Koriste¢i CUDA biblioteku Jung i O’Leary [48] daju implemenataciju
LP rjeSavatelja temeljenog na metodi unutrasnje tocke. Ra¢unalno zah-
tjevnije dijelove rjeSavatelja kao $to je slaganje matrica, Cholesky fakto-
rizacija te slijedna i povratna supstitucija mapiraju na GPU. Nedavno
su Smith i ostali [79] predloZili GPU implementaciju metode unutras-
nje tocke koriste¢i strategiju matri¢no slobodnih metoda. Algoritam se
moZe prilagoditi za koriStenje oracle rutina ukoliko A nije eksplicitno
dana.

6.1.1.3 Aproksimacijske sheme za linearne programe

Ponekad LP rjeSavatelj moZe biti sastavni dio nekog drugog algoritma
(u nasem slucaju, algoritma zaokruzivanja LP-a) i optimalno rjeSenje
se moZe zamjeniti s aproksimativnim rjeSenjem unutar neke garancije
na dobit efikasnosti.
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Luby i Nissan [67] predstavili su brzi paralelni aproksimacijski al-
goritam za LP probleme pakiranja i pokrivanja. Njihov algoritam radi
u polilogaritamskom vremenu e~ koristeéi linearni broj procesora.

Young [85] opisuje slijedni i paralelni algoritam koji aproksimiraju
opcenitije inacice - problem mijeSanog pakiranja i pokrivanja. Njegov
sekvencijali algoritam radi u O(mdlog(m)/€?) vremenu, gdje je m
broj uvjeta, a d najveci broj uvjeta u kojoj se pojavljuje bilo koja vari-
jabla, dok je slozenost paralelnog algoritma polilogaritamska u veli-
¢ini inputa s faktorom 1/€* koristeéi linearni broj procesora. Ukupni
broj operacija paralelnog algoritma je usporediv sa sekvencijalnim.
Kourogiannakis i Young [61] su dali randomizirani aproksimacijski
algoritam za linearne programe pakiranja i pokrivanja koji radi u
O(D + (n +m)log D/€?) otekivanom vremenu, gdje D oznacava broj
elemenata razli¢itih od nule u matrici uvjeta A. Valja napomenuti
kako je ovaj algoritam asimptotski brZi od algoritma koji je imple-
mentiran u ovom poglavlju, ali njihov randomizirani pristup ne moze
rijeSavati probleme ukoliko je broj uvjeta eksponencijalan.

6.2 APROKSIMACIJSKA SHEMA ZA PROBLEME POKRIVANJA I PA-
KIRANTA

U ovom poglavlju proucava se brza implementacija (1 + €)-aproksima-
cijskog algoritma za probleme pakiranja i pokrivanja, odnosno algo-
ritam koji vra¢a primalno i dualno rjeSenje ¢iji je omjer cijena unu-
tar 1+ € faktora (a samim time, unutar 1 4 € faktora od optimal-
nog rjeSenja). Algoritam koji se implementira je izvorno dan u Garg
i Koenemann [31] koji je opcenito formuliran za rjeSavanje problema
toka robe'. Primalne i dualne LP formulacije njihovih problema mogu
imati eksponencijalnu veli¢inu, tj. ili u broju varijabli primala odnosno u
broju uvjeta ekvivalentnog dualnog problema. Pokazali su da bez ob-
zira na takve okolnosti, aproksimativno rjeSenje se moZe i dalje naci
u polinomnom vremenu ukoliko postoji oracle rutina u polinomnom
vremenu koje vraca "najviSe naruSeni uvjet" medu eksponencijalno
mnogo uvijeta. Upravo je ovo prednost njihova pristupa. Stovise, pri-
javljeno je kako algoritam radi u O(e~2?mlogm) - T(ORACLE) gdje je
m broj redaka, e >mlogm gornja granica na broj iteracija algoritma
i T(ORACLE) oznalava asimptotsko vrijeme potrebno za oracle rutinu
po iteraciji.

1 engl. multicommodity flow problems
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Algoritam predstavlja Lagrange relaksacijski tip i koristi tehnike
azuriranja primalnih i dualnih varijabli iterativno najve¢im mogudéim
korakom kako bi se ostvario $to bolji napredak algoritma u svakom
koraku. Svaka iteracija algoritma je bazirana racunanju minimalnog
elementa polja i ra¢unanju aZuriranja primalnog vektora x i dualnog
vektora y. Paralelna CUDA implementacija koja bude predstavljena
je upravo bazirana na Cinjenici da se takve operacije mogu efikasno
paralelizirati u CUDA paralelnom okruZzenju.

Definirajmo prvo osnovne pojmove:

DEFINICIJA 27: Neka je € > 0 neka konstanta. Za dopustivi primal-
dual par (x,y) za (31) kaZe se da je (1 + €)-aproksimacija ukoliko

bTy < (1+e)clx

DEFINICIJA 28: FPTAS za (31) je algoritam koji nalazi (1 + €)-aproksi-
maciju u polinomnom vremenu ovisno o veli¢ini inputa m, n i aprok-
simacijskom faktoru 1/e.

6.2.1  Algoritam primalnih i dualnih aZuriranja

Lagrangeova relaksacija linearnog programa pakiranja i pokrivanja
dano je kao:

m
T . . T i a4 .
e €T = mamincTx kv - Ax/b) G2

n
jmin by minmax(b y+]§x(1)(1 y'Al/c(f)) (33)

gdje A; i A/ oznatavaju i-ti redak odnosno j-ti stupac matrice A. Va-
rijable x(j), y(i) se mogu smatrati kao kazne koje se placaju za krsenje
primalnih i dualnih uvjeta. Procedura iterativno konstruira par vek-
tora (xx, yx) kao kazne koje se placaju za krsenje primalnih i dualnih
uvjeta do iteracije k. Inicijalno, procedura zapocinje s xo = yp = 6 > 0
i postupno azurira par vektora (xg, yx) = (Xx_1 + Ak, Yk_1 + Hx) za od-
govarajuci odabrane vektore Ay, pi. U zavrSnom koraku ¢, procedura
zavrSava s primalnim i dualnim parom rjeSenja koji moze biti nedo-
pustiv. Skalirajudi to rjeSenje s vrijednostima M(t) = max;_1, _,{Aixt}
im(t) = minjzl,z,,_.,n{ytT AJ} konstruira se dopustivo primalno i du-
alno rjesenje (x*,y*) = (x¢/M(t),y:/m(t)). Uvjet zaustavljivanja ¢



BRZI R]EEV}AVATEL]I ZA PROBLEME PAKIRANJA I POKRIVANJA

ovisi o tome kako su definirani parove aZuriranja (A, jx) te moraju
biti dovoljno veliki kako bi osigurali by*/cTx* < 1 +e.

6.2.2 Pregled algoritma

Na tragu ovog generickog postupka iterativnih aZuriranja primala i
duala opisuje se algoritam prezentiran u [31] i iskazana je analiza
vremenske sloZenosti. Analiza korektnosti se moze naci u [31]. Algo-
ritam je temeljen na multiplikativnim i aditivnim aZuriranjima primal-
nih i dualnih varijabli odgovarajuc¢e formulacije linearnog programa
problema pakiranja i pokrivanja. Algoritam iterira dok ne dostigne
uvjet zaustavljivanja. Skaliranje parametara osigurava uvjet dopusti-
vosti rjeSenja te omedenost rjeSenja primala i duala s faktorom 1 + €.
Parametar preciznosti € eksplicitno utje¢e na vrijeme izvrSavanja s
1/€2.

AvrcoritaM 7 CPU implementacija aproksimacijske sheme
1: procedure PC-APX(A, b, c,€)
INPUT: A € R, b e R, c e R, e >0
OUTPUT: primal-dual rjesenje (x*,y*) tako da bTy*/cTx* <1+e€

e€+—1-1/V1+¢, 6« (1+€)((1 +e’)m)—1/€’

2:

3: XO(]')%O, jZl,...,Tl

4 yo(i) <= 6/b(i), i=1,...,m

5 D(0) <~ m-6, P(0)<«0

6:  while D(k) <1 do

7: q < argmin; Ly, , (f)

8: p < argmin; b(i)/A(i,q)

9 xie(q) <= x-1(q) + b(P)b/A(E/LI)

o D) ey ) (14 HPARDY
11 P(k) <~ P(k—1)+c(q)b(p)/A(p,q)

12: D(k) <= D(k = 1) +c(q)b(p)/ Alp, q) - 0(Yx-1)
13: end while

14: p < min; Ly, (f)

150 x(j) < xe(j)/ logy (L +€)/0), j=12,....m
16: y(i) < y(i)/p, i=12,...,m

17: return (x,y)

18: end procedure
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m

Koriste se sljedece oznake: s L,(j) := Y121 A(7,j)y(i)/c(j) neka je
oznacena duljina stupca j s obzirom na dualnu varijablu y te mini-
malna duljina stupaca s p(y) = min; L,(j).

Procedura je iterativna. Neka x;_1 i yx_; oznacavaju primalne od-
nosno dualne varijable na pocetku k-te iteracije. Isto tako, neka P
oznacava vrijednost primalnog rjeSenja na pocetku k-te iteracije. S g
je oznacen stupac od A minimalne duljine: g := argmin; Ly, ,(j) te
neka je p minimizator skupa vrijednosti b(i)/A(i,q),i = 1,2,...,m.
Pseudokod algoritma je dan u proceduri PC-APX u Algoritmu 7.

PRIMJEDBA 11: Prednost ovog algoritma Sto ga ¢ini posebno atrak-
tivnim je mogucnost rjeSavanja instanci problema pakiranja i pokriva-
nja koje su eksponencijalno velike u n, gdje n oznacava broj stupaca
matrice A. Ideja je zamijeniti korak 7 u Algoritmu 7 sa oracle rutinom
u koja radi u polinomnom vremenu za nalaZenje stupca od A ¢ija je
duljina najmanja te u koraku 15 aZurirati samo primalno rjeSenje koje
odgovara tom stupcu. Garg i ostali su u [31] pokazali kakve oracle
rutine se koriste za razlic¢ite tipove problema toka robe.

VRIJEME IZVRSAVANJA Vrijeme izvrSavanja sekvencijalnog algori-
tma je O(e~2mDlogm) gdje je D broj elemenata razli¢itih od nula u
matrici A. Kako bi odredili gornju granicu na broj iteracija primjetite
da u nekoj iteraciji k, algoritam odabire neke dualne varijable vy (i) i
aZurira ih faktorom 1+ €/, a ostale dualne varijable s 1 +ze’ <1+ ¢/,

z= %. Uvjet zaustavljivanja zahtjeva (1+€’)/b(i) > y:(i) $to
u najgorem slucaju algoritam mora to uciniti za svih m dualnih vari-
jabli. Stoga, za dualne varijable vrijedi (14 €’)/b(i) > 6/b(i)(1 +€')!
$to daje gornju granicu na ukupan broj iteracija kao m[2/€’log, , . m].
Ovisno o tome je li matrica A dana u gustoj (dense) ili u rijetkoj
(sparse) formi moZe se pronaci stupac minimalne duljine u O(mn)
vremenu odnosno O(D) vremenu. Stoga, ukupno vrijeme potrebno
za pronadi (1 — €') =2 aproksimaciju rjesenja problema pakiranja i po-
krivanja je O(¢'~!Dmlog;, Lo ™M) za eksplicitno dane rijetke matrice
uvjeta odnosno O(e'~1m?nlog, Lo m) za eksplicitno dane guste ma-
trice uvjeta. Dakle, asimptotsko vrijeme izvrSavanja PC-APX proce-
dure za (31) je O(e 2Dmlogm) za € = (1 — €') =2 dovoljno malen.

TEOREM 6.1. Postoji algoritam koji racuna (1 + €)-aproksimaciju za line-
arni program pakiranja i pokrivanja (31) u vremenu O(e >mD logm) gdje
je m broj uvjeta i D je broj elemenata razlicito od nule u danoj matrici uvjeta.
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6.3 CUDA PLATFORMA

CUDA (engl. Compute Unified Device Architecture) predstavlja racu-
nalni pogon za razvijanje na NVIDIA grafickim procesorima (GPU).
Od prve pojave u 2007. god., razne industrijske i privredne grane os-
tvarili su dobit u performancama u razvijanju aplikacija u CUDA-i
u usporedbi s prijasnjim state-of-the-art aplikacijama u nekoliko reda
veli¢ine. Upravo pojava CUDA-e dovelo je do razvoja brzih implemen-
tacija aplikacija opée namjene na GPU. U [59] daje pregled rezultata
za algoritme obrade slika. Algoritmi na grafovima su prijavljeni na
GPU u [43] za velike instance. Postoje radovi koje se ti¢u paralelnih
primitiva kao Sto su prefiks sume, redukcije i sortiranje [59]. GPU su
koriSteni za numericke algoritme [36] te u linearnoj optimizaciji [63] i
[80].

NVIDIA unificirana arhitektura u modernim GPU podrZavaju gra-
ficko i numericko rac¢unanje. Generalno, GPU se moZe promatrati kao
masivna viSenitna arhitektura® koja se sastoji od velikog broja proce-
sorskih ¢vorova. Tipi¢ni graficki procesori Siroke primjene sastoje se
od viSe stream procesora ili CUDA jezgri grupirane u jedinice koje se
zovu streaming multiprocesori (SM). CUDA API omoguéuje implemen-
taciju paralelnog rac¢unanja na ve¢em broju niti koji se izvrSavaju na
GPU jezgrama. API koristi koncept mreze (engl. grid) kako bi grupi-
rao niti u logicke jedinice koje se zovu blokovi niti3 slijedno mapirani
za obradivanje na SM-ovima prilikom izvrSavanja.

Jezgre u SM podrzavaju velik broj niti izvrSenja u usporedbi sa stan-
dardnim CPU jezgrama koje su napravljene za optimalnu paralelnu
obradu do maksimalnog broja CPU jezgri koje je u trenutku pisanja 8.
Dijeljena memorija je posebna vrsta brze memorije koje se nalazi blizu
SM i dostupna je svim nitima u SM i reda je veli¢ine 46 kB po SM-u
na modernim GPU. Stovise, SM dodjeljuje skup privatnih registara
svakoj niti i reda je veli¢ine 32kB po SM-u na modernim GPU. Do-
duse, veli¢ina dijeljenje memorije i broj registara po SM se razlikuje
od arhitekture do arhitekture i do programera je je da prouci arhi-
tekturu platforme koju koristi prije optimizacije programskom koda.
Arhitekturalna organizacija prikazana je na slici 23.

Svaki SM na ve¢ini GPU arhitektura ima jednu instrukcijsku jedi-
nicu. Stoga, sve niti mapirane na neki SM moraju izvrsiti istu instruk-
ciju svaki ciklus, ali na razli¢itim podacima. Svaka logicka grupa od

2 engl. massively multithreaded architecture
3 engl. thread blocks
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blok niti
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‘ registri

‘ registri

‘ registri

SM jedinica, SM jedinica SM jedinica,

kontrolna jedinica |

TEKSTURNA MEMORIJA

Slika 23: CUDA GPU arhitektura

32 razlicite niti koje dijele instrukciju zove se warp. Niti koje pripadaju
razli¢itim warpovima mogu izvrSavati razli¢ite instrukcije ali u razli-
¢itom vremenskom okviru. Drugim rije¢ima, grupa niti u warpu se
ponasa kao SIMD (Single Instruction Multiple Data) jedinica. S druge
strane, svaki warp u bloku se ponasa kao SMT (Simultaneous Multi-
threading) jedinica. Kao rezultat, CUDA provida jednostavne sinkroni-
zacijske primitive koje stvaraju sinkronizacijske toc¢ke za sve niti unu-
tar bloka, to¢nije, izmedu razli¢itih warpova u bloku, koju su pridje-
ljeni nekom SM-u sa sljede¢om svrhom: ukoliko nit izvr$i programski
kod iza te tocke, nijedna nit ne izvrSava kod prije te tocke. Na takav
nacin, niti unutar bloka mogu sigurno dijeli medusobono rezultate.
Moderne GPU arhitekture se tipi¢no zovu SIMT (Single Instruction
Multiple Threads) i smatraju se kao relaksirani SIMD zbog gore navede-
nih razloga da niti u nekom warpu mogu izvrSavati razlicite instruk-
cije. Dakle, razlicite instrukcije se ne mogu konkurentno izvrSavati
pa su vremenski serijalizirani na ustrb performanse. S druge strane,
SIMT performanse uvelike ovise o raspolozivosti velikog broja niti
koje se izvrSavaju i brzog kontekstualnog prebacivanja izmedu niti
(warpova) kako bi se sakrila memorijska latenccija. Jedna od vecih ne-
dostataka SIMT-a je divergencija toka programa. Niti koje izvrSavaju
razli¢ite instrukcije u warpu mogu divergirati prema IF-THEN-ELSE
naredbama. Na primjer, kada niti imaju isti tok - svi rade IF tok, a
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nitko ELSE - tada sve niti imaju maksimalni protok. Nazalost, u situ-
acijama kada jedan ili viSe niti trebaju vrsiti ELSE, moraj ¢ekati da niti
izvrse IF tok.

Performanse CUDA implementacije uvelike ovisi i o kori$tenju me-
morijske hijerarhije. Kao $to je spomenuto ranije, skup od 32-bitnih
registara su ravnomjerno rasporedeni nitima u SM-u i koriste se kao
lokalna memorija neke niti. Niti koriste 49kB dijeljene memorije po SM i
eksplicitno je dostupno programeru. Postoji, off-chip globalna memo-
rija velike veli¢ine kojoj mogu pristupiti sve niti unutar mreze. Glavni
nedostatak globalne memorije je $to zahtjeva znatno viSe ciklusa za
operacije ¢itanja i pisanja (load/store). Postoje posebni tipovi read-only
pri¢uvne globalne memorije koje smanjuju broj potrebnih operacija ¢i-
tanja i pisanja u memoriju koje se zovu teksturna memorija i konstantna
memorija.

CUDA sucelje programiranja provida skoro Parallel Random Ac-
cess Machine (PRAM) arhitekturu ukoliko se koristi isklju¢ivo glo-
balna memorija (pogledati [43]). PRAM apstrakcija je ¢esto koristena
kako bi se istraZila teoretska paralelna performansa algoritama [46]
i kao pretpostavku uzima neograniceni broj procesora i jedinicnom
latencijom zajednicke memorije iz bilo kojeg procesora. Stvarne sklo-
povske implementacije PRAM-a su dosada bile rijetke [45]. Hong i os-
tali su uspostavili direktno mapiranje CUDA nitnog modela s PRAM
apstrakcijom u [43].

CUDA pretpostavlja CPU-GPU hibridnu programersku paradigmu.
Potrebno joj je da CPU i GPU zajedno sudjeluju u obradi podataka.
Terminoloski, CPU zajedno sa svojim memorijskim prostorom se zove
HOST, a GPU sa svojom memorijom se zove DEVICE. Za izvrSavanje
programskog koda potrebno je imati kontrolni tok na CPU, a rac¢una-
nja koje zahtjevaju paralelnu obradu ostvaruju se eksplicitnim pozi-
vima jezgrinih funkcija* unutar kontrolnog toka programa. Prije nego
se ostvaruju jezgrini pozivi svi potrebni podaci nad kojima ¢e se raditi
paralelno ra¢unanje moraju biti u memoriji DEVICE-a. Svaki jezgrin
poziv eksplicitno definira skalabilnost izvrSavanja programa defnira-
ju¢i dimenzije mreZe i blokova. CUDA API nudi dodatne mehanizme
sinkronizacije izmedu GPU i CPU programskog toka. Jedini nacin,
koliko je poznato u trenutku pisanja, da se sinkroniziraju niti u ¢ita-
voj mreZi jest da se paralelna obrada podijeli u viSe jezgrinih funkcija
povezanih s HOST-DEVICE sinkronizacijom.

4 engl. kernel functions
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Prosirivanje sekvencijalnog koda na CPU-GPU platformi podrazumi-
jeva koristenje HOST platforme kao kontrolnu jedinicu racunanja, a
DEVICE platformu kao jedinicu za masivno paralelno racunanje. Srz
ovog algoritma leZi u matri¢no-vektorskom ra¢unu i pretraZivanju
vektora Sto se moZe vrlo efikasno implementirati u CUDA-i (detalj-
nije o tome pogledati u [6]). Jezgra algoritma je iterativna procedura
koja azurira primalno i dualno rjeSenje. Iteracije algoritma su ovisne
o prethodnim iteracijama pa one ostaju sekvencijalne.

6.4.1 PRAM model algoritma

Algoritam je opisan pseudokodom u Algoritmu 8. U PC-APX-CUDA
prosiruje se programski kod iz Algoritma 7 tako da se oznacava di-
jelovi koji se paraleliziraju oznaceni kao jezgrine funkcije. Prije po-
ziva jezgrinih funkcija podaci se kopiraju u DEVICE adresni prostor.
Radi preglednosti, koristi se ista notacija za HOST i DEVICE vari-
jable. Kako bi izbjegli ¢esto kopiranje varijabli iz DEVICE u HOST
memorijski prostor i obratno koriste se jedna varijabla za provjeru
uvjeta zaustavljivanja koja je uvijek prisutna u HOST memoriji (zero-
copy varijabla). Citavo raunanje po iteraciji algoritma se obavlja na
DEVICE-u. Sinkronizacija DEVICE i HOST jedinice osigurava CUDA
mehanizam syNc HosT-DEVICE.

6.4.2 Opis jezgrenih funkcija

kernel 1 - PREDOBRADA: Jezgrina funkcija inicijalizira vrijednosti
primalnih i dualnih rjeSenja x, y i ra¢una pomoéno polje P koje sprema
minimalne vrijednosti od b(i)/A(i,j),j = 1,2,...,n. Za svaki stupac
matrice A pridruZzuje se blok predefiniranog broja niti koji pristupaju
elementima stupaca. U svakom bloku koristi se tehnika logaritamske
redukcije kao standardna rutina za nalaZenje minimalne vrijednosti
po stupcu.

kernel 2 - RACUNANJE VEKTORA R: Jezgrina funkcija treba obra-
diti sve stupce i retke matrice A. Kako bi se iskoristio masivni parale-
lizam, blok niti je pridjeljen stupcu j i ra¢una se L, (j) sumacijskom
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ALGorITAM 8 CUDA paralelna implementacija za PC-APX

1: procedure PC-APX-CUDA(A, b, c,€)
INPUT: A € R, b e RY,c € R, e >0

OuTPUT: primal/dual rjeSenje (x*,y*) za koje bTy*/cTx* <1+¢€

€ 1-1/Vite, 6+ (14+€)((1+€)m)~Ve

2!
3: D) < m-5, P(0)<«0
4 alociraj i kopiraj A, b, c na DEVICE
5: alociraj x, y i inicijaliziraj na DEVICE
6: KERNEL 1: > priprema
7 yo(i) <~ 6/b(i), i=1,...,m
8: x0(j) <0, j=1,...,n
9: P(j) < min; b(i)/A(i,j), j=1,2,...,n
10: end KERNEL
11: sYNC Host-DEevICcE
122 while D(k) <1do
13: KERNEL 2: > ratunaj paralelno R(j)
14: R(j) %Ly(j),j:LZ,...,n
15: end KERNEL
16: sYNC Host-DEvICE
17: KERNEL 3: > nadi g koristeéi logaritamsku redukciju
18: q < argmin; R(j)
19: P R(q)
20 end KERNEL
21: sYNC Host-DEvICE
22: KERNEL 4: > aZuriraj primal/dual rjeSenja
23: x(q) < xx-1(q) + P(q)
24: yi(i) < y_1(i) (1 + e’A(i,q)I;E?))), i=1,...
25: P(k) < P(k—1)+c(q)P(q)
26: D(k) < D(k—1)+c(q)P(q) -p
27: end KERNEL
28: sYNC HosTt-DEVICE
20: end while > stop u iteraciji ¢
30: KERNEL 2&3 poziv za nalaZenje p
31 sYNC HosT-DEVICE > pronadi faktor skaliranja
32: KERNEL 5:
33: xt(j) <= x¢(j)/logy o (1 +€')/5), j=1,2,...,n
skaliraj rjeSenje
34: ye(i) <~ ye(i)/p, i=1,2,...,m
35: end KERNEL
36: sYNC HosT-DEVICE
37: return (x¢, y)

38: end procedure
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tehnikom logaritamske redukcije nitima iz bloka. Postupak se ¢ini za
svaki stupacj =1,2,...,n.

kernel 3 - RACUNANJE VRIJEDNOSTI p, q: Jezgrina funkcija je pri-
marno osmisljena kako bi se sinkronizirali niti u jednom bloku, stoga
ova jezgrina funkcija zapo¢inje s jednim blokom i najve¢im mogudcim
brojem niti po bloku. Iznova, koristi se logaritamska redukcija za na-
laZenje vrijednosti g, p.

kernel 4 - AZURIRANJE PRIMALNIH I DUALNIH RJESENJA: U
ovom koraku, jezgrine funkcije mogu pristupati vrijednostima g, p
koji su nuzni za aZuriranje odredenog elementa u primalnom rjese-
nju. Isto tako, aZuriraju se sve dualne varijable koriste¢i dovoljan broj
blokova s nitima tako da je svaka nit odgovorna za barem jednu vari-
jablu dualnog rjesenja y.

kernel 5 - SKALIRANJE PRIMAL-DUAL RJESENJA: Prije nego Sto
se vrati rjeSenje, primalna i dualna rjeSenja x¢, y; se moraju skalirati
nakon terminacije iterativnog postupka. Kao i u prethodnoj jezgrinoj
funkciji, koristi se mreza s dovoljnim brojem blokova u kojem svaka
nit skalira primalno rjesenje faktorom 1/ log;, . ((1+¢€’)/4) i du-
alno rjeSenje s p koje odgovara posljednjem izra¢unatom dualnom
rjeSenju y;.

Nakon terminacije iterativnog postupka primalno i dualno rjesSenje
se kopira nazad s DEVICE-a na HOST i vraca. Detaljniji opis DEVICE-
HOST komunikacije je pokazano na slici 24.

6.4.3 Vrijeme izvrsavanja

CUDA nitni model je prirodno temeljen na PRAM apstrakciji kao $to
se tvrdi u [43]: svaka nit predstavlja procesor kojem je pridjeljen je-
dinstveni identifikator i svojstven posao te postoji linearno mnogo
N niti koji rade sinkronizirano. Skup tih procesora oznacava se s
{Po, P1, ..., Pn}. Procesori mogu dijeliti (neograni¢enu) vanjsku me-
moriju u jedini¢cnom vremenu i nema koncepta prinudene memorij-
ske koherencije nad nitima koje se izvrSavaju. Ulaz i izlaz za model
predstavlja N predmeta spremljenih u N memorijskih ¢elija. Sve art-
meticke operacije u procesorima zahtjevaju jedini¢no vrijeme i svaki
procesor ima svoju lokalnu memoriju za spremanje i ¢itanje privatnih
podataka. Model izvrSava instrukcije u 3 faze: u svakom koraku, svaki
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HOST

CPU-GPU implementacijski model

LP input

A,b,c

DEVICE

kopiraj na DEVICE

parametri: €€, 6

KERNEL 1 poziv

HOST-DEVICE sinkronizacija

pretprocesuiranje:
racunaj P,
inicijaliziraj x,y

KERNEL 2 poziv

HOST-DEVICE sinkronizacija

kernel racunanja R:
racunaj R

KERNEL 3 poziv

HOST-DEVICE sinkronizacija

kernel racunanja g, p:
odredi g, p

KERNEL 4 poziv

HOST-DEVICE sinkronizacija

kernel azuriranja:
azuriranje primala i du-
ala

i False

kontrolna vrijednost: b7y

KERNEL 5 poziv

kopiraj rjesenja s DEVICE na HOST

return (z,y)

kernel skaliranja:
skaliranje P-D rjesenja

Ty, p

Slika 24: HOST/DEVICE iskori$tenost
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procesor ¢ita iz memorije (lokalne ili zajednicke), napravi lokalno ra-
¢unanje i sprema rezultat u lokalnu ili zajedni¢ku memoriju. Procesori
izvrSavaju trofazne PRAM instrukcije sinkronizirano. Ne postoji di-
rektna interprocesorska komunikacija, ve¢ u posrednom obliku preko
zajednicke memorije. Inicijalni procesor Py se sastoji od aktivacijskog
registra koji definira maksimalni broj aktivnih procesora. Inicijalno,
jedino je Py aktivan koji aktivira preostale procesore. Ra¢unanje traje
dok Py ne zavrsi, u trenutku kad svi ostali procesori su zavrsili. Pa-
ralelna vremenska sloZenost je definirana vremenom izvrSavanja Py
procesora te prostorna sloZenost kao broj koristenih zajedni¢kim me-
morijskih éelija.

Koristenje PRAM apstrakcije na CUDA nitnom modelu ima svoje
nedostatke. Nedostaje koncept warpova, koncept memorijske hijerar-
hije i hijerarhija obradbe (niti izvrSenja organizirani u blokove, blokovi
u mreZu) koje u nekim sluc¢ajevima moZze dovesti do vece degradacije
u performansama zbog divergencije niti u warpu ili rasprSenog me-
morijskog pristupa. Isto tako koriStenje specijaliziranih vrsta memo-
rije (teksturne memorije ili konstantne memorije) umjesto globalne
memorije moZe dati znacajne beneficije. Postoje studije u radovima
[43] i [59] koje promatraju ovakve situacije i adaptiraju PRAM model.
Za nasu aplikaciju PRAM model se pokazao dovoljno dobar sto ce se
pokusati potkrijepiti eksperimentalnim rezultatima.

Iskazujemo konacan rezultat za algoritam PC-APX-CUDA:

TEOREM 6.2. Postoji algoritam na PRAM stroju koji ra¢una (1 + €)-aproksi-
maciju linearnog programa pakiranja i pokrivanja oblika (31) u asimptotskom
O(e2nmlognlogm) vremeni.

Dokaz. Kako bi argumentirali tvrdnju teorema dovoljno je pobrojati

vrijeme potrebno za pozive jezgrinih funkcija algoritma PC-APX-CUDA

i mnoziti s gornjom granicom na broj iteracija algoritma. Pretpostav-
lja se da max{m, n} < N $to je razumno za pretpostaviti zbog velikog
broja dostupnih niti na CUDA platformi koje mogu raditi paralelno.
U Kernelu 1 inicijalizacijski korak kosta O(1) vrijeme. Logaritam-
ska redukcija na linearno mnogo procesora zahtjeva O(lgn) vremena
kako bi se nasao minimum. Ra¢unanje polja R(j),j = 1,2,...,n PRAM
zahtjeva O(lgm) vremena po svakom stupcu u Kernelu 2. Nalazenje
minimalnog indeksa g polja R uzima O(lgn) vremena po iteraciji u
Kernelu 3. Azuriranje primalnih i dualnih rje$enja zahtjeva O(1) vre-
mena u Kernelu 4 kao i skaliranju u Kernelu 5. 1z Teorema 6.1 poznato je
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da najvedi broj iteracija je ograni¢en s O(e¢'~1mlog, , ., m) implicirajuci
~1/2

]

ukupno vrijeme ratunanja O(e'~'nmlog, ., m), € =1— (1+¢)

6.5 EKSPERIMENTI

U eksperimentalnom dijelu prikazuju se empirijski rezultati dobiveni
na odredenoj CUDA platformi s razlic¢itim skupom podataka.

6.5.1  Specifikacija CUDA platforme

Sva mjerenja su uzeta na platformi koja se sastoji od ¢etverojezgrenog
Intel procesora i5 s radnim taktom 2.8 MHz i 8 GB RAM memorije za-
jedno s grafickom karticom TESLA C2070 s 6 GB DDR5 RAM memo-
rije. Graficka kartica C2070 sadrZi 448 masivno nitiranih procesorskih
jezgri s radnim taktom 1.15 GHz koje moZe pokretati oko 30000 niti
te visoka memorijska propusnost od 144 GB/s.

6.5.2  Testovi i usporedbe

Eksperimentalni rezultati se temelje na usporedbi sa simpleks meto-
dom iz GNU Linear Programming Kit (GLPK) i slijedne implementa-
cije algoritma PC-APX odnosno paralelne CUDA implementacije PC-
APX-CUDA. Simpleks metoda racuna LP optimalno gdje slijedna i
paralelna CUDA implementacija aproksimativnog rjeSavatelja nalaze
aproksimativno rjeSenje unutar 1 + € faktora.

Simpleks metoda u GLPK paketu koristi dvofazni pristup: prva
faza simpleks metode moze rijeSavati odgovarajuc¢e formirani LP za
nalazenje pocetnog dopustivog rjeSenja za pocetak simpleks metode
na originalnom LP-u u drugoj fazi. GLPK API provida mehanizme
za rjeSavanje simpleks metoda na primalu ili dualu ili hibridno kako
bi izbjegao moguénosti cikliranja. Vise o implementaciji simpleks me-
tode za GLPK paket moZe se na¢i u [68].

MATRICE UVJETA RACIONALNOG TIPA  Skup test inputa koriStene
u eksperimentu su kvadratne matrice razli¢itog n broja redaka i stu-
paca te razlic¢ite gustoce d (omjer broja elemenata matrice razli¢ito od
nule i ukupnog broja elemenata matrice, d = D/n?). Elementi razli¢iti
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od nule su racionalni brojevi izabrani s vjerovatno$¢u d s vrijednos-
tima uniformno distribuirani na intervalu [0, 1].

Sve testne instance odgovaraju linearnim programima problema pa-
kiranja i pokrivanja s gustoama d = {1/4,1/2,3/4,1}. Vektori b, ¢ su
postavljeni na vektor sa svim jedinicima jer se moze pokazati da opce-
niti oblik linearnog programa pakiranja i pokrivanja se moze ekviva-
lentno rijesiti tako da se rijesi transformirani linearni program oblika
max{cTx: Ax < 1,x > 0} = min{bTy: ATy > 1,y > 0} gdje je ma-
trica A(i,j) = A(i,j)/(bic;),i,j = 1,2,...,n s primal-dual rjeSenjem
(x*,y*). Polazni LP ima rjeSenje onda (x*(i)/c(i),y*(i)/b(i)), i =
1,2,...,n.

Za ovakav poseban tip inputa, moZze se raspisati asimptotska nota-
cija Teorema 6.2 i eksplicitno zapisati vremensko izvrSavanje kao funk-
cije od n,d, €:

T(n,e,d) =C-(de') 'n*log,, nlogyn, € =1—(1+€) % (34)

gdje je C konstanta fiksirana na C = 4.9 x 10712, d je gustoca test
ulazal/4 <d <1.

Na slici 25 prikazano je kako pretpostavljena vremenska funkcija
(34) dobro aproksimira mjerene rezultate za razli¢ite skupove poda-
taka u 4 razli¢ita dijagrama koje odgovaraju vrijednostima od d.

U tablici 1 — 4 redom su predstavljena ukupna vremena izvrSavanja
simpleks algoritma i slijedne (PC-APX) odnosno paralelne (PC-APX-
CUDA) implementacije za razli¢ite ulazne veli¢ine i razli¢ite gustoce
matrice A. Unosi u tablici koje nedostaju ukazuju na vremena iz-
vrSavanja preko 1 sat. Predstavljeni su rezultati relativnhog ubrzanja,
dakle, omjera vremenskog izvrSavanja paralelne implementacije u us-
poredbi sa sekvencijalnom implementacijom te isto tako usporedba
sa simpleks metodom. Promatrajudi tablice, moZe se primjetiti da je
znacajno ubrzanje paralelne implementacije ostvareno za tek relativno
vece ulaze, to¢nije od veli¢ina 1000x1000. Primjecuje se da je to i oceki-
vano, jer CUDA kao paralelna arhitektura jest dizajnirana za masivni
paralelizam (TESLA graficka kartica radi s redom veli¢ine 30000 niti
izvrSenja paralelno i za znacajnije ubrzanje potrebno ih je $to viSe is-
koristiti).

Kao sto se mozZe vidjeti, GLPK rjesavatelj sa implementacijom sim-
pleks metode rjeSeva optimalno LP problem c¢ak i brZe nego predstav-
ljene implementacije koje aproksimiraju rjeSenje za LP instance manje
od 1000x1000, posebno za male vrijednosti €. Primjecuje se takoder
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Slika 25: Eksperimentalno mjerena vremena su dobro predvidena funkcijom

T(n,€e,d) za predstavljeni skup podataka.
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kvadratni utjecaj faktora 1/€? na vremensko izvrsavanje PC-APX i PC-
APX-CUDA algoritama. Sto su vece instance ulaza PC-APX postaje
brzi, a samim time PC-APX-CUDA. Treba napomenuti da efikasnost
simpleks metode uvelike ovisi o broju iteracija. Ukoliko je metoda
pivotiranja koristena u simpleks metodi posebno uspjesna na neke ti-
pove ulaza, onda simpleks metoda moZe vratiti rezultat u nekoliko
iteracija. S druge strane, broj iteracija moze biti relativno velik (Klee
i Minty [55] su dali primjer koji pokazuje vremensku sloZenost u naj-
gorem slucaju koja moze biti eksponencijalna), premda se u praksi ri-
jetko dogada. U usporedbi, PC-APX, PC-APX-CUDA algoritmi imaju
strogu polinomnu granicu na broj iteracija $to objasnjava relativno ve-
like faktore ubrzanja koje se dobije za velike instance u usporedbi sa
simpleks metodom.

MATRICE UVJETA BINARNOG TIPA Dodatno su testirane PC-APX-
CPU i PC-APX-CUDA implementacije na specijalnog klasi input ma-
trica Ciji su elementi ili o ili 1. Binarni tip matrica se pojavljuju kao
strukture podataka koje predstavljaju relaciju incidencije izmedu sko-
pova i elemenata u klasicnom problemu skupovnog pokrivaca (SET-
COVER).

Rezultati u tablici 5—-7 prikazuju vremena izvrSavanja GLPK sim-
pleks implementacije i implementacije PC-APX-CPU i PC-APX-CUDA
algoritama na binarnom tipu matrice uvjeta za d € {1/4,1/2,3/4}.
Slucaj d = 1 se izostavlja zbog trivijalne prirode.

Iz eksperimenata se moZe primjetiti kako koriste¢i GPU implemen-
taciju algoritma moZe se dobiti do 4 reda veli¢ine uvecanja u uspo-
redbi s vremenom potrebno za simpleks metodu u GLPK rjesavatelju
za dovoljno velike input instance i € odgovaraju¢e malen. U eksperi-
mentima GLPK rjeSavatelj je pokazao problem cikliranja pa smo ko-
ristili robusniju verziju metode: dvofaznu primal-dual simpleks me-
toda, koja nacelno, pocne rijeSavati dvofazni dualni linearni program
i ukoliko nastane problem cikliranja prebacuje simpleks metodu na
primalni linearni program.

RJESAVANJE VELIKIH INSTANCI Implementacija PC-APX-CUDA
algoritma trenutno moze aproksimativno rjesiti instance linearnih pro-
grama problema pakiranja i pokrivanja do veli¢ine 35000, granice koja
je odredena test platformom za na$ specifican skup podataka. U im-
plementaciji, matrice i vektori u gustoj formi spremanja zahtjevaju ba-
rem (n? + 2n)-sizeof (float) bajtova DEVICE memorije. Ova gornja
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n e S TEN SR SRSk s
100 0.1 0.006 0.412 0.998 0.41 0.01
100  0.05 0.006 1.538 3.737 0.41 0.00
100  0.02 0.006 9.203 22.488 0.41 0.00
500 0.1 0.868 12.411 1.691 7.34 0.51
500  0.05 0.868 46.488 6.344 7.33 0.14
500  0.02 0.868 278.728 37.560 7.42 0.02
1000 0.1 15.709 54.954 2.623 20.95 5.99
1000  0.05 15.709 206.069 9.880 20.86 1.59
1000  0.02 15.709  1236.360 59.023 20.95 0.27
2000 0.1 450.542 244.676 5.654 43.28 79.69
2000  0.05 450.542 918.324 21.190 4334 21.26
2000 0.02 450.542  5515.120 127.389 43.29 3.54
3000 0.1  1935.900 582.581 10.427 55.88 185.67
3000 0.05 1935.900  2187.450 39.573 55.28 48.92
3000 0.02  1935.900 13120.120  238.472 55.02 8.12
4000 0.1 17467.100  1071.280 18.132 59.08 963.34
4000 0.05 17467.100  4024.790 68.040 59.15 256.72
4000 0.02 17467.100 24178.600  408.599 59.17 42.75
5000 0.1 24161.400  1719.790 27.083 63.50 892.14
5000 0.05 24161.400 6462.780  101.750 63.52 237.46
5000 0.02 24161.400 38764.200  610.820 63.46 39.56
6000 0.1 38.014
6000  0.05 143.755
6000  0.02 866.461
7000 0.1 52.286
7000  0.05 197.216
7000  0.02 1188.190
8000 0.1 69.388
8ooo  0.05 262.144
8000  0.02 1579.800
9000 0.1 91.066
Q000  0.05 343.560
Q000  0.02 2069.620
10000 0.1 111.050
10000  0.05 419.760
10000 0.02 2527.210

Tablica 1: Eksperimenti s racionalnim matricama gustoce 25% (d = 1/4).
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n c GLPK PC-APX PC-APX PC-APX-CPU GLPK-SIMPLEX
SIMPLEX CPU CUDA  PC-APX-CUDA  PC-APX-CUDA
100 0.1 0.011 0.189 0.480 0.39 0.02
100  0.05 0.011 0.708 1.718 0.41 0.01
100  0.02 0.011 4.237 10.301 0.41 0.00
500 0.1 1.649 6.213 0.842 7.38 1.96
500  0.05 1.649 23.285 3.154 7.38 0.52
500  0.02 1.649 139.657 18.862 7.40 0.09
1000 0.1 23.686 27.411 1.308 20.96 18.11
1000  0.05 23.686 102.805 4.906 20.96 4.83
1000  0.02 23.686 617.076 29.390 21.00 0.81
2000 0.1 415.878 122.222 2.822 43.30 147.35
2000  0.05 415.878 458.706 10.587 43.33 39.28
2000 0.02 415.878  2755.020 63.637 43.29 6.54
3000 0.1  2972.220 290.885 5.240 55.52 567.26
3000 0.05 2972.220  1087.010 19.752 55.03 150.48
3000 0.02  2972.220  6549.290  118.956 55.00 24.99
4000 0.1  11474.400 530.200 9.074 58.43 1264.53
4000 0.05 11474.400  2002.380 34.053 58.80 336.96
4000  0.02 11474.400 12068.900  204.558 59.00 56.09
5000 0.1 25921.100 850.370 13.535 62.83 1915.06
5000 0.05 25921.100  3210.990 50.821 63.18 510.05
5000 0.02 25921.100 19163.800  305.484 62.73 84.85
6000 0.1 19.147
6000  0.05 72.071
6000  0.02 432.943
7000 0.1 26.240
7000  0.05 98.750
7000  0.02 594.442
8000 0.1 34.725
8000 0.05 131.065
8000  0.02 790.065
9000 0.1 45.872
9000  0.05 171.690
Q000  0.02 1034.870
10000 0.1 55.490
10000 0.05 209.473
10000 0.02 1262.910

Tablica 2: Eksperimenti s racionalnim matricama gustoce 50% (d = 1/2).
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n c GLPK PC-APX PC-APX PC-APX-CPU GLPK-SIMPLEX
SIMPLEX CPU CUDA  PC-APX-CUDA  PC-APX-CUDA
100 0.1 0.012 0.131 0.323 0.41 0.04
100  0.05 0.012 0.489 1.193 0.41 0.01
100  0.02 0.012 2.926 7.089 0.41 0.00
500 0.1 1.823 4.177 0.566 7.39 3.22
500  0.05 1.823 15.653 2.124 7.37 0.86
500  0.02 1.823 93.867  12.755 7.36 0.14
1000 0.1 25.070 18.352 0.878 20.91 28.56
1000  0.05 25.070 68.856 3.293 20.91 7.61
1000  0.02 25.070 413.291  19.614 21.07 1.28
2000 0.1 450.539 81.519 1.886 43.22 238.86
2000 0.05 450.539 306.196 7.086 43.21 63.58
2000 0.02 450.539 1835580  42.192 43.51 10.68
3000 0.1  2911.700 191.776 3.394 56.50 857.85
3000 0.05  2911.700 724.266  13.162 55.03 221.22
3000 0.02  2911.700  4364.570  79.200 55.11 36.76
4000 0.1  11494.900 353.429 6.048 58.44 1900.69
4000 0.05 11494.900  1334.990  22.669 58.89 507.07
4000  0.02 11494.900  8045.030 136.153 59.09 84.43
5000 0.1 31548.200 566.500 9.025 62.77 3495.82
5000 0.05 31548.200 2140.310  33.889 63.16 930.93
5000 0.02 31548.200 12902.800 203.494 63.41 155.03
6000 0.1 12.071
6000  0.05 47.881
6000 0.02 288.768
7000 0.1 17.499
7000  0.05 65.850
7000  0.02 396.318
8000 0.1 23.156
8000 0.05 87.383
8000  0.02 526.697
9000 0.1 30.054
Q000  0.05 114.435
9000  0.02 690.574
10000 0.1 37.070
10000  0.05 139.800
10000 0.02 842.920

Tablica 3: Eksperimenti s racionalnim matricama gustoce 75% (d = 3/4).
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ne S TEHDOER SREh L
100 0.1 0.012 0.095 0.228 0.41 0.05
100  0.05 0.012 0.353 0.845 0.42 0.01
100  0.02 0.012 2.109 5.040 0.42 0.00
500 0.1 1.730 3.106 0.416 7.46 4.16
500  0.05 1.730 11.642 1.552 7.50 1.12
500  0.02 1.730 69.835 9.336 7.48 0.19
1000 0.1 25.134 13.755 0.652 21.10 38.55
1000  0.05 25.134 51.639 2.443 21.14 10.29
1000  0.02 25.134  310.193  14.573 21.29 1.72
2000 0.1 616.506 61.109 1.409 43.36 437.40
2000 0.05 616.506  229.490 5.277 43.49 116.83
2000 0.02 616.506 1378.690  31.689 43.51 19.45
3000 0.1  3542.230  145.133 2.659 54.58 1332.19
3000 0.05  3542.230  545.302  9.923 5495 356.96
3000 0.02  3542.230 3277.610  59.487 55.10 59.55
4000 0.1 13676.500  267.447 4.532 59.01 3017.84
4000 0.05 13676.500 1005.910  16.984 59.23 805.26
4000 0.02 13676.500 6043.890 102.020 59.24 134.06
5000 0.1 37682.000  429.150 6.769 63.40 5567.25
5000 0.05 37682.000 1614.010  25.394 63.56 1483.89
5000 0.02 37682.000 9700.800 152.544 63.59 247.02
6000 0.1 9.595
6000 0.05 36.032
6000 0.02 216.330
7000 0.1 13.286
7000  0.05 49.660
7000  0.02 297.456
8000 0.1 17.385
8000  0.05 65.490
8000  0.02 394.680
9000 0.1 22.967
9000  0.05 85.875
9000  0.02 518.036
10000 0.1 27.470
10000  0.05 104.840
10000 0.02 631.798

Tablica 4: Eksperimenti s racionalnim matricama gustoce 100% (d = 1.0).
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" c GLPK PC-APX  PC-APX  PC-APX-CPU GLPK-STMPLEX

SIMPLEX CPU CUDA  PC-APX-CUDA  PC-APX-CUDA
100 0.1 0.007 0.201 0.236 0.85 0.03
100  0.05 0.007 0.749 0.875 0.86 0.01
100  0.02 0.007 4.486 5.257 0.85 0.00
500 0.1 0.995 6.240 0.427 14.61 2.33
500  0.05 0.995 23.390 1.583 14.78 0.63
500 0.02 0.995 140.309 9.503 14.76 0.10
1000 0.1 20.543 27.637 0.659 41.94 31.17
1000 0.05 20.543 103.673 2.479 41.82 8.29
1000 0.02 20.543 622.279  14.809 42.02 1.39
2000 0.1 659.014 122.289 2.818 43.40 233.86
2000 0.05 659.014 459.327  10.588 43.38 62.24
2000 0.02 659.014  2758.470  63.411 43.50 10.39
3000 0.1 5103.360 290.687 5.296 54.89 963.63
3000 0.05 5103.360  1092.360  19.893 54.91 256.54
3000 0.02 5103.360  6563.190 119.589 54.88 42.67
4000 0.1 78224.600 535.272 9.205 58.15 8498.06
4000 0.05  78224.600  2012.530  34.587 58.19 2261.68
4000 0.02  78224.600 12090.900 207.629 58.23 376.75
5000 0.1 240766.000 859.343  13.658 62.92 17628.20
5000 0.05 240766.000  3230.270  51.084 63.23 4713.14
5000 0.02 240766.000 19430.400 307.566 63.17 782.81

Tablica 5: Eksperimenti na binarnim matricama s 25% gustoce (d = 1/4).
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e SN TOAX TOAX Joapn s
100 0.1 0.01 0.10 0.337 0.29 0.02
100  0.05 0.01 0.36 0.374 0.97 0.02
100 0.02 0.01 2.17 5.163 0.42 0.00
500 0.1 1.64 3.10 0.425 7.29 3.86
500  0.05 1.64 11.63 1.587 7.33 1.03
500 0.02 1.64 69.79 9.437 7.40 0.17
1000 0.1 29.64 13.76 0.659 20.88 44.97
1000 0.05 29.64  52.196 2.493 20.94 11.89
1000 0.02 29.64  309.86  14.770 20.98 2.01
2000 0.1 728.94 61.13 1.415 43.20 515.15
2000 0.05 728.94  229.58 5.301 43.31 137.51
2000 0.02 728.94 1378.72  31.800 43.36 22.92
3000 0.1 5267.25  145.49 2.660 54.70 1980.17
3000 0.05 5267.25  546.79 9.959 54.90 528.89
3000 0.02 5267.25 3283.88  59.820 54.90 88.05
4000 0.1 84960.30  267.85 4.637 57.76 18322.61
4000 0.05 84960.30 1006.71  17.328 58.10 4903.12
4000 0.02 84960.30 6049.35 104.256 58.02 814.92
5000 0.1 252173.400  429.30 6.815 62.99 37002.70
5000 0.05 252173.400 1614.39  25.546 63.20 9871.35
5000 0.02 252173.400 9701.32 153.646 63.14 1641.26

Tablica 6: Eksperimenti na binarnim matricama s 50% gustoce (d = 1/2).
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e S TR THRX JoARG S
100 0.1 0.01 0.06 0.158 0.41 0.06
100  0.05 0.01 0.24 0.582 0.41 0.02
100 0.02 0.01 1.44 3.467 0.41 0.00
500 0.1 2.13 2.07 0.283 7.33 7.52
500 0.05 2.13 7.77 1.050 7.40 2.03
500 0.02 2.13 46.63 6.282 7.42 0.34
1000 0.1 29.04 9.71 0.443 21.94 65.61
1000 0.05 29.04 34.42 1.643 20.95 17.68
1000 0.02 29.04  206.66 9.897 20.88 2.93
2000 0.1 762.29 40.75 0.947 43.03 804.97
2000 0.05 762.29  153.06 3.518 43.51 216.67
2000 0.02 762.29  919.38  21.179 43.41 35.99
3000 0.1 17482.00 96.86 1.775 54.57 9849.79
3000 0.05 17482.00  364.17 6.646 54.80 2630.56
3000 0.02 17482.00 2187.62  39.811 54.95 439.13
4000 0.1 98651.90  178.44 3.081 57.92 32021.42
4000 0.05 98651.90  670.82  11.601 57.82 8503.45
4000 0.02 98651.90 4031.42  69.337 58.14 1422.79
5000 0.1 256927.000  286.34 4.532 63.19 56694.25
5000 0.05 256927.100 1077.22  17.012 63.32 15102.60
5000 0.02 256927.100 6471.25 102.239 63.30 2513.00

Tablica 7: Eksperimenti na binarnim matricama s 75% gustoce (d = 3/4).
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R
15000 0.10 1/2  139.451 15000 0.10 1/2 70.504
15000 0.05 1/2 526.314 15000 0.05 1/2  264.357
15000 0.10 3/4 93.086 15000 0.10 3/4 46.977
15000 0.05 3/4  350.922 15000 0.05 3/4 70.239
20000 0.10 1/2  229.166 20000 0.10 1/2  117.336
20000 0.05 1/2  863.677 20000 0.05 1/2  436.092
20000 0.10 3/4  152.745 20000 0.10 3/4 77.675
20000 0.05 3/4 577.988 20000 0.05 3/4  291.247
25000 0.10 1/2  281.679 25000 0.10 1/2  213.388
25000 0.05 1/2 1596.990 25000 0.05 1/2  803.009
25000 0.10 3/4  281.634 25000 0.10 3/4  142.444
25000 0.05 3/4 1066.630 25000 0.05 3/4  535.470
30000 0.10 1/2  599.481 30000 0.10 1/2  303.302
30000 0.05 1/2 2267.310 30000 0.05 1/2 1139.810
30000 0.10 3/4  400.400 30000 0.10 3/4  202.499
30000 0.05 3/4 1511.960 30000 0.05 3/4 7760.197
35000 o0.10 1/2  879.068 35000 0.10 1/2  444.616
35000 0.05 1/2 3325.940 35000 0.05 1/2 1672.010
35000 0.10 3/4  586.140 35000 0.10 3/4  296.801
35000 0.05 3/4 2217.210 35000 0.05 3/4 1159.110

Tablica 8: Vrijeme izvrSavanja za racionalne i binarne input matrice veéih

instanci
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granica na veli¢inu inputa u memoriji moZe se malo reducirati tako
da se koristi ekvivalentni linearni program s jedini¢nim vektorima b, c
Sto povlaci suviSnost spremanja vektora b i c za racunanje i time gra-
nicu reduciramo na n?-sizeof (float). Vektori b, c eventualno trebaju
u postprocesirajucoj fazi kako bi dobili rjeSenje polaznog linearnog
programa. Boljoj memorijskoj iskoristenosti bi dodatno doprinjelo po-
daci binarne matrice spremljeni kao jedan bajt (¢ak i jedan bit je do-
voljan). Kako su racunanja obavljena u aritmetici dvostruke preciz-
nosti, dodatni podaci za rac¢unanje zahtjevaju oko 5n-sizeof (double)
DEVICE memorije. Ukupno, za paralelnu implementaciju potrebno
je oko n?- sizeof (float/byte)+ 5n-sizeof (double) DEVICE memo-
rije.

U tablici 8 dani su rezultati PC-APX-CUDA implementacije za raci-
onalni tip matrica i binarni tip matrica do veli¢ine 35000 za relativno
guste matrice i € € {0.1,0.05}.

6.6 OSVRT NA IMPLEMENTACIJU LP RJESAVATELJA
Doprinos

U ovom poglavlju predstavljena je paralelna CUDA implementacija
aproksimacijske sheme izvorno opisane u [31]. Na temelju eksperime-
nata utvrdila se dostatnost PRAM modela za teorijsku analizu vre-
menske sloZenosti algoritma u CUDA okruZenju i prijavljeno je ne-
koliko reda veli¢ine ubrzanje s obzirom na sekvencijalnu inacicu al-
goritma odnosno sa simpleks implementacijom iz GLPK paketa. Im-
plementacija je pokazala izvedivost na velikim instancama problema
pakiranja i pokrivanja sto za GLPK nije bio slucaj.

Buduéi rad

Za probleme pakiranja i pokrivanja postoji randomizirani algoritam
od Koufogiannakisa i Younga [60] za koje bi bilo interesantno pro-
bati efikasno paralelizirati na CUDA-i. Njihov algoritam je asimptot-
ski brzi i trenutni rezultati su vrlo obecavajuci kao $to je pokazano
u [60]. Isto tako, Young u [85] predstavio paralelni algoritam za line-
arne programe problema mijeSanog pakiranja i pokrivanja. Napomi-
njemo da su takvi problemi opcenitiji i primjenjuje se u viSe realnih
scenarija. Npr. nalaZenje aproksimativnog rjeSenja sustava linearnih
jednadZbi Ax = b, za nenegativnu matricu A i vektor b, tako da je
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Ax > b, Ax < (1+ €)b se moZe promatrati kao poseban slucaj mijesa-

nog problema.
Izazov kod implementacije algoritama predstavljenih u [31] i [60]
predstavlja i smanjenje broja iteracija, s time da se po iteraciji napravi

viSe paralelnog posla.






IMPLEMENTACIJSKI MODEL ALGORITAMA ZA
CUVANJE 1.5D TERENA

U ovom poglavlju predstavlja se implementacijski model algoritama
predstavljenih u poglavljima 3 i 4. Glavno teziSte implementacije pred-
stavlja rjeSavanje formulacije linearnog programa odgovarajuce ina-
¢ice problema cuvanja 1.5D terena. Linearni programi su problemi
pokrivanja odnosno problemi ograni¢enog visestrukog pokrivanja ¢ije
se rjeSenje moZe dobiti iz ve¢ postoje¢ih implementacija rjeSavatelja
linearnih programa. Biblioteke koje implementiraju optimalne rjesa-
vatelje linearnih programa pokazuju relativnho dobre performanse na
relativno manjim instancama dok za velike instance nalaZenje opti-
malnog rjeSenja zahtjeva znatno viSe vremena ili ¢ak nemoguc¢nost
zbog memorijskih ogranicenja. U tu svrhu, aproksimativni rjeSavatelji
linearnih programa pokazuju dobre performanse za nalaZenje aprok-
simativnih rjeSenja ¢ak i za velike instance problema. Za predstavljene
algoritme u poglavljima 3 i 4 dopustivo rjeSenje vraceno aproksimacij-
skom shemom moZze posluZiti u algoritmu umjesto optimalnog rjese-
nja linearnog programa, Sto ima utjecaj na aproksimacijski faktor s
dodatnim multiplikativnim ¢lanom (1 + €) gdje € > 0 predstavlja pa-
rametar greSke. Implementacija i primjena algoritama je u pripremi
za publiciranje u [70].
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7.1 GENERICKI ALGORITAM DISKRETNOG éUVAN]A 1.5D TERENA

Kompletan algoritam za teZinsko ¢uvanje 1.5D terena odnosno ¢uva-
nje 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem moZe se saZeti u algoritmu
GENERIC-1.5D-TERRAIN-GUARD.

ALGORITAM 9 Genericki algoritam za implementaciju aproksimacij-
skih algoritama rjeSavanja problema ¢uvanja na 1.5D terenima

1: procedure GENERIC-1.5D-TERRAIN-GUARD(T, G, N, w, d)

2 A < CarcuraTe-VisiBiLtY(T, G, N)

3 (A,w,d,u,m,n) < LP-Form(A, w,d)

4 (x*,y*) < LP-SoLve(A,w,d, u,m,n,€)
5. Xo < FIND-GuarD-PoINTS(G N N, x*, )
6
7
8
9

(G',N',w,d") + ReEDUCE-INSTANCE(Xy,d)
(N}, Ng,d;,dy) < Decomposg(G', N, d’, x*)
X1, < LerFT-Guarps(T, G/, w, Nj,d} )
: Xg + RicaT-GUARDS(T, G, w, N, dy)
10: X +— XoU X UXg
11 return X
12: end procedure

orIs KORAKA Na temelju danog 1.5D terena T odnos izmedu ¢u-
vara G i klijenata N na 1.5D terenu se moZe kodirati na sljede¢i nacin:

L g~ pg<p

0, 7*
Alp.g) = s7F

L 8g~pg>p

(-1, g=p

Racunanje relacije vidljivosti implementira procedura CALCULATE-
VisiBILTY koja za svakog klijenta p € N i za svakog ¢uvara g € G
racuna vidljivost tako da za svaki vrh v iz T koji se nalazi izmedu g
i p (ili obrnuto) utvrdi nalazi li se iznad spojnice pg ili ne. Racunanje
predznaka determinante koje formiraju tocke p,v,g moZe provijeriti
taj uvjet. Na slici 26 je prikazan primjer u kojem p ~ g¢ jer svi tro-
kuti Agyp za vrhove v za koje ¢ < v < p imaju pozitivhu povrsinu,
dok p # ¢’ jer postoji vrh v’ takav da p < v/ < ¢’ za kojeg trokut
Ay ima negativnu povrsinu. Postupak zahtjeva za svaki par p, g
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prolaZenje O(k) vrhova §to ukupno traje O(mnk) vremena. Racunanje
determinante je O(1) vrijeme.

9z gy 1 Pz Dy 1
P(AQW)) = % Uz ’Uy >0 P(Apv’g/) = % ’U;; ’U; 1 <0
Pz Py 1 v’ 9y gy 1

Slika 26: Ra¢unanje vidljivosti izmedu tocaka 1.5D terena preko determi-
nante

Korak 3 definira pripadni linearni program

min{wlx: Ax <d,x <u,x >0} (35)
xeR”

za kojeg se matrica uvjeta A konstruira preko A u O(mn) vremenu

kao A(p,g) = ¢(A(p,g)) gdje je ¢ preslikavanje dano s

1, x=1,-1,-1/1
¢(x) =
0, x=0

LP-ForMm dodatno kao parametar uzima vektor teZina ¢uvara w ve-
licine n, zahtjev klijenata d veli¢ine m te vektor ograni¢enja na broj
dopustenih kopija ¢uvara u velic¢ine n.

Ukoliko je rije¢ o tezinskom problemu ¢uvanja, uzima se d = 1 i
zanemari uvjet x < u (skr. u = NIL). U inacici problema ¢uvanja 1.5D
terena s viSestrukim pokrivanjem, uzima se w = 11i u = 1. Slucaj kad
w = 11id = 1 se kao pretpostavljeno smatra problem ¢uvanja 1.5D
terena s viSestrukim pokrivanjem.

U koraku 4 implementira se rjeSavatelj linearnog programa za (35).
Ukoliko je parametar greSke € = 0 rutina LP-SOLVE nalazi optimalno
rjeSenje, odnosno za € > 0 nalazi se 1 + € aproksimativno rjeSenje.

Slucaj kada ¢uvari mogu biti i klijenti rjeSava se procedurom FIND-
GUARD-POINTS u koraku 6 koje na temelju rjeSenja x* i parametra a
odreduje skup ¢uvara-klijenata. Na temelju tog skupa u koraku 6 po-
lazna instanca problema se reducira na instancu kad ¢uvari ne mogu
biti klijenti.
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Procedura DEcCOMPOSE u koraku 7 dijeli polazni problem na pro-
bleme lijevog i desnog ¢uvanja u ovisnosti je li rije¢ ili o tezinskom
problemu ili o problemu s viSestrukim pokrivanjem.

U koracima 8 i 9 nalaze se optimalna cjelobrojna rjeSenja za odgova-
rajuce probleme lijevog i desnog ¢uvanja 1.5D terena. Konacno rjese-
nje definirano je u koraku 10.

Specifi¢ni detalji implementacije pojedinih koraka algoritma razra-
duju se u nastavku.

7.2 IMPLEMENTACIJSKI MODEL TEZINSKOG POKRIVANJA 1.5D TE-
RENA

7.2.1  Ulazi za algoritam teZinskog pokrivanja

Ulaz problemu predstavlja instanca 1.5D terena T s k vrhova, tocke
terena G veli¢ine n na kojima se nalaze ¢uvari i tocke terena N veli-
¢ine m koji su klijenti. TeZine ¢uvara G predstavlja polje racionalnih
vrijednosti w(i) > 0,i = 1,2,...,n. Zahtjevi definirani za klijente su
definirani poljem d. Iz definicije teZinskog problema, postavlja se da
je d = 1, dakle, vektor svih jedinica. Memorijsko zauzece ulaza je
O(m + n + k). Kako je tezinski problem minimizacija i d = 1 uvjet
u = 1 je suviSan, stoga se uzima oznaka u = NIL.

Rutinom LP-Forwm formira se linearni program (A, w,1,NiL, m,n)
problema pakiranja i pokrivanja oblika LP7. Alternativno, ulaz al-
goritmu mozZe biti LP formulacija koja odgovara instanci problema
D1scRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD. U tom slucaju, LP-Form
provjerava u O(mn) vremenu dopustivost tog LP-a, dakle, moraju vri-
jeditiuvjeti A1 > 1izasvakij=1,2,...,nvrijedi Y"1 A(i,j)y(i) =0
ako i samo ako y(i) = 0. Drugim rije¢ima, svakog klijenta vidi barem
jedan ¢uvar i svaki ¢uvar vidi barem jednog klijenta. Cuvar ¢ € G za
koje je wg = 0 iskljucuje se iz instance problema.

7.2.2  Rjesavanje LP problema pakiranja i pokrivanja

Klju¢ni implementacijski izazov predstavlja brza implementacija LP
rjeSavatelja za problem pakiranja i pokrivanja LP7 u proceduri LP-
SoLvE. Na implementacijskoj razini dopusta se 1 + € aproksimativno
rjeSenje LP-a koristeci ideje iz Poglavlja 6 i provedena je analiza koliko
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parametar utjece u konacan rezultat. Eksperimentalna usporedba s
optimalnim rjeSavateljem dana je u odjeljku 7.2.6.

Procedura LP-SoLve(A, w,1,Nir, m, n,0) predstavlja implementaciju
simpleks metode za traZenje frakcionalnog optimalnog rjeSenja pro-
blema pakiranja i pokrivanja. Pokazano je da bez obzira koja se strate-
gija pivotiranja odabire u simpleks metodi [55] uvijek postoji familija
poliedara na kojoj simpleks metoda napravi eksponencijalno mnogo
koraka. Prosjecno vrijeme trajanja simpleks metode za LP probleme
¢ije matrice uvjeta dolaze iz odredenih vjerovatnosnih distribucija je
pokazano O(m?n) u [20]. Alternativno, za € > 0 procedura LP-SOLVE
implementira aproksimacijsku shemu koja vrati primal-dual dopustiv
par (x,y') koje je 1 + € aproksimacija u vremenu O(e2n*mlogn) na
RAM modelu ra¢unala. Kako ulaz problema moze imati velike ins-
tance, ponajprije zbog definiranja ulaza preko diskretizacijskog pos-
tupka, procedura dodatno implementira paralelnu inacicu aproksi-
macijske sheme koja radi u O(e ~?nmlognlogm) vremenu na PRAM
modelu ra¢unala koja modelira CUDA platformu.

7.2.3 Reduciranje teZinske instance

Uz pretpostavku G NN # @ procedura FIND-GUARD-POINTS utvrduje
skup ¢uvara-klijenata Xy koji imaju znacajnu frakcionalnu vrijednost
u primal rjeSenju x* LP formulacije. Parametar je & = 1/5. Instanca
problema se reducira procedurom REDUCE-INSTANCE tako da se od-
strane svi klijenti iz N koji su videni ¢uvarima od Xj i ti ¢uvari-klijenti
iz G, korak koji je implementiran u proceduri REDUCE-INSTANCE, a
moZe se implementirati poniStavanjem vrijednosti u A koja opisuje
relaciju vidljivosti na T izmedu G i N. Korak ukupno zahtjeva O(mn)
vremena. Ovaj korak algoritma osigurava da je skup preostalih ¢uvara
G’ i preostalih klijenata N’ disjunktan.

7.2.4 Rjesavanje jednostranih problema teZinskog cuvanja 1.5D terena

Procedura DEcomprosg(G’, N',N1L, x*) vraca par (Nj, Ng) klijenata
koji trebaju biti ¢uvani s lijeva odnosno s desna s ¢uvarima iz G'.
Prema definiciji od Ny i Nr korak se moze implementirati u O(mn)
vremenu. Procedure LEFT-GUARDS i RIGHT-GUARDS su implementa-
cije kombinatornih algoritama koja vracaju skup lijevih ¢uvara X; =
WEIGHTED-LEFT-GUARDING(T, Nj, G/, w) odnosno skup desnih ¢uvara
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Xgr = WEIGHTED-RIGHT-GUARDING(T, N, G, w) gdje d] = d = NIiL1i
rade u O(mn) vremenu.

Kona¢no rjeSenje za WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD predstavlja rje-
Senje X koja je unija rjeSenja za ¢uvare-klijente i ¢uvare za lijevi od-
nosno desni problem. Operacija unije rjeSenja je izvediva u O(n) vre-
menu.

7.2.5 Aproksimabilnost teZinskog cuvanja 1.5D terena na temelju imple-
mentacijskog modela algoritma

U ovom dijelu istraZit ¢e se koliko parametar € > 0 u proceduri LP-
SOLVE utjee na aproksimabilnost problema teZinskog ¢uvanja 1.5D
terena. Neka je (x/,y’) par primal-dual rjeSenja vraceni LP-SOLVE pro-
cedurom koje vraca 1 + € aproksimaciju. Optimalno rjeSenje primala
i duala predstavlja par (x*,y*).

Iz Teorema 1.2 i Teorema 1.3 dobiva se sljedeci niz nejednakosti:

Y U< Y yp= Y wexy < Y wexg < (14+€) Yy, <(1+€) Yy

pEN pEN gcG gcG pEN pPEN
(36)

TEOREM 7.1. Za problem DISCRETE-WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD s
m klijenata i n ¢uvara postoji algoritam koji vracéa 5(1 + €) aproksimaciju
ukupnom vremenu O(mnk + e ~2n>mlogn) na RAM stroju odnosno u vre-
menu O(mnk + e >mnlognlogm) ukoliko se odgovarajuéi linearni pro-
gram racuna na PRAM stroju gdje je € > 0 parametar greske.

Dokaz. Uvedimo parametar greske € > 0 u analizu algoritma za jed-
nostrano i obostrano ¢uvanje 1.5D terena. PokaZimo prvo da jednos-
trana ina¢ica ¢uvanja 1.5D terena s ¢uvarima (G, Gg) i klijentima N
ima 2(1 + €) aproksimaciju. Neka je (x’,y’) primal-dual dopustiv par
u 1+ € aproksimaciji za LP5 gdje je Gi = Gr = G, te N i N defini-
rani kao }

b

Vv
N[—=

NL = {P € N | Lgevy(p)nc Xg

Vv
NTE

Ng = {P € N | Lgeve(p)nc g

Iz dopustivosti primal-dual para vrijedi
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!/
2 deGL WeXy

2(1+€) Lpen, ¥p
2(1 + 6) EPENL y;;

w(XF)

IA A IA

Analogno,

w(Xg) <2(1+e€) ) vp
PENR

Ukupno rjeSenje nije proizvoljno daleko od optimalnog rjeSenja:
ZU(X;) +w(X;<{) < 2(1 +€)(ZPENL y; +2p€NR ]/:;)
< 2(1+4¢€)OPT

gdje OPT predstavlja optimalnu vrijednost za problem jednostranog
¢uvanja 1.5D terena.

Neka je (x',y") sada dopustivo primal-dual rjeSenje za LP7 kao
1 + € aproksimacija i OPT predstavlja optimalnu vrijednost za DISCRETE-
WEIGHTED-1.5D-TERRAIN-GUARD kad G NN # @. Nadalje, neka je X
definiran analogno kao u (13) gdje umjesto optimalne vrijednosti x*
koristi se dopustivo rjeSenje x’ iz 1 + € aproksimacije. Neka je N skup
klijenata koji nije pokriven od x;.

Ukoliko se uzme 5/4x’ ono je dopustivo rjeSenje za LP5 prema (15).
Problemi 1.5D-TERRAIN-LEFT-GUARD i 1.5D-TERRAIN-RIGHT-GUARD vra-
¢aju rjeSenja (X;, X}) za ¢uvanje N’ &ija cijena je ograni¢ena odozgo s
5/2 dec/ ngé.

Ogranicenje na konacno rjeSenje je u ovisnosti o parametru greske
€ > 0:

/ /
5)gex; WeXe +5 Y pecr WeXy

5(Lgexs Wexg + Lgecr WeXy)
(1 + 6) ZpEN ]/;7

(1 + 6) EpeN y;;
5(1 + €)OPT

w(Xp) +w(X}) +w(Xg)

5
5

VAN VAN VAR VAR VAN

Ukupna vremenska sloZenost algoritma predstavlja vrijeme potre-
bno za sve korake iz algoritma specijaliziranog za teZinsku inacicu.
Slijedni koraci algoritma su izvedivi u O(mn) vremenu osim rac¢una-
nja matrice vidljivosti koja zahtjeva O(mnk) vremena. Vremenski naj-
zahtjevniji dio algoritma ¢ini LP-SOLVE procedura koja implementira
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optimalni rjeSavatelj simpleks metode (GLPK simpleks implementa-
cija) odnosno aproksimacijsku shemu. Dakle, ukupno vrijeme algo-
ritma je asimptotski O(mnk + e 2n*mlogn) na RAM stroju odnosno
O(mnk + e “2mnlognlogm) na PRAM stroju. Memorijsko zauzece al-
goritma je reda veli¢ine O(mn).

O

7.2.6  Eksperimenti za LP-SOLVE proceduru

U eksperimentalnom dijelu ispituju se performanse implementacij-
skog modela algoritma s naglaskom na LP-SoLvE proceduru. Uzorak
testiranja predstavljaju kvadratne matrice koje odgovaraju relaciji vid-
ljivosti problema ¢uvanja 1.5D terena.

PLATFORMA Mjerenja su uzeta na platformi koja se sastoji od cetve-
rojezgrenog Intel procesora i5 s radnim taktom 2.8 MHz i 8 GB RAM
memorije zajedno s grafickom karticom TESLA C2070 s 6 GB DDR5
RAM memorije. Graficka kartica NVIDIA C2070 sadrZi 448 masivno
nitiranih procesorskih jezgri s radnim taktom 1.15 GHz koje moze
pokretati reda veli¢ine 30000 niti izvrSenja i visoka memorijska pro-
pusnost od 144 GB/s.

TEST ULAZI Instanca teZinskog ¢uvanja 1.5D terena predstavljena
je relacijom vidljivosti opisana matricom A, ;. Radi jednostavnosti,
uzima se w = 1. Matrica uvjeta A, € {—1,0,1}"*" je generi¢ki
definirana matrica ¢ija sporedna dijagonalna vrpca je Sirine & i oblika
je

[ 11 1 -1 0 |
1 1 1 0 I
1 1 0 : 0
An,h_
1 -1 0 -1
-1 0 0 -1
0 0 . -1 —1 -1 |

gdje retci poredani odozgo prema dolje odgovaraju klijentima pore-
danih na 1.5D terenu slijeva na desno odnosno stupci poredani slijeva
na desno odgovaraju ¢uvarima poredani sdesna na lijevo.



7.2 IMPLEMENTACIJSKI MODEL TEZINSKOG POKRIVANJA 1.5D TERENA

Primjerice, za n = 4 i h = 1 matrica A4; predstavlja relaciju vidlji-
vosti na terenu koji je implementiran na slici 2.

1 1 -1 0
1 -1 0 -1
-1 0 -1 -1
0O -1 -1 -1

(@) Relacija jednostrane vidljivosti prikazana matricom Ay 1

-A4,1 =

p2

(b) Isprekidana duZina predstavlja vidljivost izmedu 2 tocke

Slika 27: Teren s relacijom vidljivosti A4 .

Ulaz proceduri LP-SoLVE predstavlja Sestorka (Ay1,1,1,NIL, 1,11, €)
gdje Ay1(i,j) = |An1(i,j)|. Usporedba LP rjeSavatelja za LP-SOLVE
proceduru dano je na slici 28. Veli¢ina n predstavlja broj redaka i stu-
paca matrice A, 1, GLPK SIMPLEX je vrijeme izvrSavanja GLPK sim-
pleks rutine za nalaZenje optimalnog LP rjeSenja zajedno s brojem
iteracija GLPK ITER, vrijeme izvrSavanja sekvencijalne inacice aproksi-
macijske sheme je ozna¢eno s PC-APX CPU odnosno paralelna CUDA
inacica s PC-APX CUDA. Broj iteracija aproksimacijske sheme je ozna-
¢eno PC-APX 1TER. Parametar D/P predstavlja stvarnu aproksimacij-
sku gresku LP rjeSenja kao omjer dualne i primalne vrijednosti. Rela-
tivno ubrzanje izmedu sekvencijalne inacice i paralelne CUDA inacice

aproksimacijske sheme opisano je s % odnosno GLPK rje-

Savatelja i CUDA implementacije s PC_S&%.

Tablica (a) prikazuje rezultate za € = 0.1 odnosno tablica (b) za
€ = 0.05. Oznaka N/A predstavlja nemoguénost izvodenja eksperi-
menta zbog ograni¢enosti memorije test platforme. Vidljivo je iz eks-
perimenata prednost GLPK rjeSavatelja na manjim instancama. Vre-
menska dobit od aproksimacijske sheme uocava se za razumno malen

€ (graficki prikaz vremenske usporedbe je dano na slici (c) za € = 0.1

123
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n GLPK GLPK-sIMPLEX PC-APX PC-APX D/P PC-APX PC-APX CPU GLPK sIMPLEX
SIMPLEX ITER CPU CUDA ITER PC-APX CUDA PC-APX CUDA
100 0.0079 100 0.0926 0.0929  1.0663 1190 0.9966 0.0852
500 0.3969 500 2.9695 0.1819  1.0656 1588 16.3233 2.1817
1000 3.0434 1000 13.1324 0.3211  1.0660 1761 40.8929 9.4768
2000 28.1329 2000 58.1088 0.7762  1.0656 1936 74.8669 36.2462
4000 339.0830 4000 254.9180 2.4991  1.0659 2110 102.0035 135.6815
6000  1619.8100 6000 601.1990 5.7853  1.0659 2210 103.9187 279.9882
8000 N/A N/A  1103.6612 10.1480 1.0657 2,285 108.7564 N/A
10000 N/A N/A 1776.3554 15.7405 1.0659 2341 112.8522 N/A
(a) Ekperimenti za € = 0.1
" GLPK GLPK-SIMPLEX PC-APX PC-APX D/P  PCAPX PC-APX CPU GLPK SIMPLEX
SIMPLEX ITER CPU CUDA ITER PC-APX CUDA PC-APX GPU
100 0.0079 100 0.3446 0.3358  1.0333 4473 1.0261 0.0236
500 0.3969 500 11.1625 0.6730  1.0332 5977 16.5859 0.5897
1000 3.0434 1000 49.4337 1.1912  1.0331 6634 41.4984 2.5548
2000 28.1329 2000 218.6430 2.9032  1.0331 7293 75.3116 9.6904
4000 339.0830 4000 959.8410 9.3651  1.0331 7953 102.4918 36.2073
6000  1619.8100 6000  2264.2600 21.7166  1.0331 8340 104.2640 74.5886
8ooo N/A N/A 41564800 38.0884 1.0331 8614 109.1272 N/A
10000 N/A N/A  6652.6201 59.1534 1.0331 882y 112.4639 N/A
(b) Eksperimenti za e = 0.05
L I R i —7 T T i i b
1500 | —B&=—— GLPK — ——0o—— GLPK
——e—— GKPC-CPU 2000 - —— GKPC-CPU
——2—— GKPC-GPU ——&—— GKPC-GPU
1000 -
T
500 -

A

1000 2000

3000
n

4000

5000 6000

(c) Usporedba vremena za € = 0.1

1000

n | |
2000 3000 4000 5000 6000

n
(d) Usporedba vremena za € = 0.05

Slika 28: Eksperimenti na instanci 1.5D terena s matricom uvjeta A, ;
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odnosno na slici (d) za € = 0.05). CUDA implementacija biljezi oko
100 puta ubrzanje u uspredbi sa sekvencijalnom implementacijom
aproksimacijske sheme i ovisno o odabiru € oko 200 puta za velike
instance u usporedbi s GLPK simpleks metodom. Opravdanost tome
lezi u gustoj popunjenosti matrice uvjeta sto zamjetno utjece na perfor-
manse CUDA paralelne implementacije. Velika popunjenost matrice
uvjeta moZe se opravdati ukoliko je ulaz definiran diskretizacijskim
postupkom ¢itavog 1.5D terena koji inducira dodatnih O(k?) to¢aka u
sloZenost sustava. Sa smanjenjem € evidentna je kvadratna ovisnost o
broju iteracija aproksimacijske sheme. Aproksimacijska shema je po-
kazala manju memorijsku iskoriStenost u usporedbi s GLPK rjeSava-
teljem Sto je pogodno za rjeSavanje velikih instanci 1.5D terena.

7.3 IMPLEMENTACIJSKI MODEL VISESTRUKOG POKRIVANJA 1.5D
TERENA

7.3.1  Ulazi za algoritam viSestrukog pokrivanja 1.5D terena

Kao i u prethodnom, ulaz problemu predstavlja instanca 1.5D terena
T s k vrhova, tocke terena G veli¢ine n na kojima se nalaze ¢uvari i
tocke terena N veli¢ine m koji su klijenti. Zahtjevi klijenata su defini-
rani poljem nenegativnih cijelih brojeva d. Memorijsko zauzece ulaza
je O(m+n+k).

Rac¢unanje jednostrane vidljivosti izmedu ¢uvara G i klijenata N
na terenu T i definiranju klijenata-¢uvara G N N izvodi se u O(mnk)
vremenu i sprema u matricu A procedurom CALCULATE-VISIBILTY.
Rutina LP-ForM formira linearni program ograni¢enog visestrukog
pokrivanja (A,1,d,1,m,n) temeljen na LP8. Alternativno, ulaz algo-
ritmu moZe biti i LP formulacija instance problema 1.5D-TERRAIN-
MuLtI-GUARD za koju LP-Form provjeri u O(mn) vremenu je li do-
pustiva, dakle, A 1 > d.

7.3.2  RjeSavanje LP ogranicenog problema visestrukog pokrivanja

Procedura LP-Sorve(A,1,d,1,m,n,0) implementira simpleks metodu
za LP problem ogranicenog viSestrukog pokrivanja LP8 iz ve¢ posto-
jece biblioteke GLPK. Vektor u = 1 osigurava da najvise jedna kopija
¢uvara bude izabrana u rjeSenje.

Alternativno tome, aproksimacijska shema za probleme ogranice-
nog viSestrukog pokrivanja opisano u Fleischer [29] vraca 1 + € aprok-
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simaciju i predstavlja aproksimativni rjeSavatelj za posebne vrste pro-
blema mijeSanog pakiranja i pokrivanja. Algoritam prati analogiju di-
zajna aproksimacijske sheme za probleme pakiranja i pokrivanja pred-
stavljenih u [31]. Radi kompletnosti iskazat ¢emo algoritam.

7.3.2.1  Aproksimacijska shema za problem ogranicenog viSestrukog pokri-
vanja

Fleischer [29] promatra sljede¢u primal i dual formulaciju za problem
pokrivanja s cjelobrojnim ograni¢enjem na varijablu pokrivanja:

P(x) = min{ch: Ax <b,x <u,x >0}
xelR”

D(y,z) = %ﬁ)ﬁ{bTy_ ulz: ATy—z >cy>0,z>0}

(37)

gdje je matrica uvjeta nenegativna realna matrica veli¢ine m x n

611/1 111,2 e al,n
612’1 le,z e ﬂz,n
A= ,
| am,l ﬂm/Z [ amln ]

nenagativni cjelobrojni vektori cijene i zahtjeva

CZ[cl Cy ... cn]T,bZ[bl by ... bn]T,

te gornje pozitivno cjelobrojno ogranic¢enje na primalnu varijablu
odnosno vektor korekcije

T T
u:|:u1 uz . e un:| IZ:|:Z]_ ZZ . e Zm:| .

Algoritam 10 predstavlja aproksimacijsku shemu koja nalazi primal-
dual rjesenje x*, (v*,z*) tako daje P(x*) < (1+¢€)D(y*,z"):

TEOREM 7.2 ([29]). Algoritam 10 vraéa 1 + € aproksimaciju za (377) vremen-
ske sloZenosti O(e *n*mlog(cTu)).

Za razliku od aproksimacijske sheme za probleme pakiranja i pokri-
vanja opisane u poglavlju 6 algoritam iterira u tzv. a-fazama, u svakoj
iteraciji, algoritam aZurira se primalno rjeSenje x tako da je x(j) < a
osiguravaju¢i tako da skaliranjem s a uvjet x/a < u je zadovoljen.
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ALGORITAM 10 Aproksimacijska shema za ogranic¢eno viSestruko po-
krivanje

1. procedure MULTI-COVER-APX(A, b, c, €)

2: INPUT: A € R\ be Z,ce R, ueZ,e>0

3 outrut: (x*, (v*,z*)), P(x*)/D(y*,z*) <1+e€

S (1+e)((1+e)cTu)-le

4
5 x(j) «—u(j)o, j=12,...,n,x*x, (y,z)=1(0,0)
6 Ly(i) :=X; A(4,7)x(j) /b(i)

7 a* <— min; Ly(i), p < argmin; Ly (i)
8:  whilec’x < 1do
9: a < (14+¢€)Lx(p)

10: while L,(p) < a and c'x < 1 do

11 Qlp) ={1<j<n:x(j) <u(jla}

12: 1 4 minjeg(y) % min{1, %(_]T(])}

13: y(p) < y(p) +1 ‘

" x(j) = x(j) (1 + €240, je Q(p)

15: 2(j) < z(j) +nA(p,j), j & Qlp)

16: p < argmin; Ly (i)

17: end while

18: if c’x/a < cTx*/a* then

19: X x,0" —

20: end if

21: end while

22 x* = x*/at, (Yt z) ln(f%)(y,z)

23: return (x*, (y*,z))

24: end procedure

127
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Algoritam inicijalno zapocinje s x(j) < u(j)a/(1+¢€),j = 1,2,...,n
i Ly(i) > Tie,1 < i < m. Za sve one p za koje je Ly(p) < w algori-
tam uvecava vrijednost Ly (p) odrzavajuci x(j) < a sve dok Ly (i) > «,
i = 1,2,...m. Primalno rjeSenje x se azurira za one vrijednosti za
koje A(p,j) > 01 x(j) < u(j)a tako da barem jedna od varijabli x(j)
ili uveca za 1+ € ili dostigne gornju granicu au(j). Svako povecanje
primalnih varijabli je uravnoteZeno sa aZuriranjima dualnih varijabli
tako da vrijednosti primala i duala mogu biti usporedivi. Sljedeca faza
zapotinje s a := (1 + €)a. Algoritam se zaustavlja kad c'x > 1 gdje
se primalno i dualno rjeSenje skalira s najvise narusenim uvjetom pri-
mala odnosno duala, kako bi se dobilo dopustivo rjeSenje. Vrijednosti
skaliranja odreduju 1 + € aproksimaciju. Kompletan dokaz teorema
sa analizom vremenske sloZenosti moze se naéi u [29]. Algoritam do-
pusta da matrica A bude implicitno dana preko posebne rutine oracle
koja u polinomnom vremenu za dano primalno rjeSenje x i parametar
a vraca i za koje je Ly (i) < a ili potvrduje da ne postoji takav uvijet.

7.3.3 Reduciranje instance s visestrukim pokrivanjem

Uz pretpostavku G NN # @ procedura FIND-GUARD-POINTS nalazi
skup klijenata-¢uvara Xy koji imaju znacajnu frakcionalnu vrijednost

. . v . * . o 2 dmin
u primal rjeSenju x* LP formulacije za a« = 5TaT

Na temelju zaokruZzenih ¢uvara-klijenata Xy REDUCE-INSTANCE pro-
cedura izratuna rezidualne zahtjeve d’ u vremenu O(mn). Instanca
problema se zatim reducira u O(mn) vremenu tako da se aZuriraju
vrijednosti na relacijama vidljivosti s obzirom na Xj. Preostali ¢uvari
G’ i preostali klijenti N’ zajedno s reduciranim zahtjevima d’ definira
instancu problema u kojem je G’ "N’ = @.

7.3.4 RjeSavanje jednostranog visestrukog pokrivanja

Procedura DeEcomprose(G’, N',d’, x*) za svakog klijenta p € N’ de-
finira koli¢inu zahtjeva klijenta (d}, |, d), r) koji treba biti zadovoljen
s lijeva odnosno s desna. Korak se moze implementirati u O(mn)
vremenu. Poziv procedura LEFT-GUARDs za ulaz (T,G’,1,N’,d}) od-
nosno RIGHT-GUARDS za ulaz (T, G/, 1, N’, d}) su implementacije kom-
binatornih algoritama za lijevo i desno viSestruko pokrivanje 1.5D
terena. To¢nije, X; = LEFT-MULTI-GUARDING(T, G, N’,d}) odnosno
Xg = RIGHT-MULTI-GUARDING(T, G/, N’, d% ) su izratunati skupovi ¢u-
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vara za problem lijevog ¢uvanja odnosno desnog ¢uvanja 1.5D terena
s viSestrukim pokrivanjem. Obje procedure ra¢unaju Xy, Xg u O(mn)
vremenu.

7.3.5 Aproksimabilnost problema ¢uvanja 1.5D terena s visestrukim pokri-
vanjem na temelju implementacijskog modela algoritma

Ovdje ¢e se utvrditi aproksimabilnost problema ¢uvanja 1.5D terena
s viSestrukim pokrivanjem ukoliko je € > 0 za proceduru LP-SOLVE.
Optimalno rjeSenje primala i duala predstavlja par (x*,y*). Neka je
(x/,y") par primal-dual rjeSenja vrac¢eni LP-SoLVE procedurom koje
daje 1 4 € aproksimaciju za LP8.

Analogno nejednakosti (36) dobiva se sljede¢i odnos izmedu pri-
mala i duala za (37):

Yodpyy— Y zg =) xg < Y xg < (1+€) Y (dpy;— ) z)

pEN g€G g€G g€G pPEN g€G
Neka je skup ¢uvara-klijenta X definiran preko primalnog dopus-
. . v . / . . . e e ees i . /!
tivog rjeSenja x'. Nadalje, pretpostavimo da je u definiciji d,,; i d,
koristeno primalno dopustivo rjeSenje x’. Vrijedi

Yigevy(p) XYoL + Lgevi(p) XgR = , dp,. +dpr
- L% (deVi(P) xg + %x%)J
+
| (evy % + 3% |
)+ ] 1
d;? +1-1
dj

AVARAY,

po konstrukciji dy, 1 i dyr za bilo koje cjelobrojno dopustivo rjesenje
xr i xg za LP8. Dakle, d,; +dp,r + |V(p) N X5| > dp $to znadi da je
X5 U X] UX% i dalje dopustiv skup ¢uvara za problem.

Sljede¢i analognu analizu iz dokaza Teorema 4.1, X7, Xy se moZe
omediti u ovisnosti o x:

Xl <(1+p) Y xg , [XRI<(1+B) ) xg
geG’ geG’

Za

129
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“(dmin+1)2 1 , [ggl_l
dmin(dmin + 1)06 Amin (44

>
ﬁ—zdz

min

Ogranicenje na kona¢no rjeSenje sadrzi parametar pogreske e:

1
X5+ IXE|+XRl < — ) x+2-(1+B) ) xg
8EX; geG’

< max{%,Z- 1+ A+e)( Y doyp— Y 2)

peN’ geG’

< max{%,Z -(1+B)}(1+¢€)OPT

Kako f ne ovisi o «/, slijedeci analizu za vy iz Teorem 4.1, zaklju¢u-
jemo da je aproksimacijski omjer 5/2(1 + diin) / dmin (1 + €).

Slijedni koraci algoritma predstavljaju operacije koje su izvedive u
O(mn) vremenu. Ra¢unanje matrice vidljivosti u proceduri CALCULATE-
VisBILITY zahtjeva O(mnk) vremens. Implementacijski model za pro-
ceduru LP-SoLvE temelji se na GLPK simpleks rjeSavatelju za € = 0
odnosno na aproksimativnom rjeSavatelju MuLTI-CoveEr-APX za € > 0
koje radi u O(mnk + e >m?nlogn) vremenu.

Zaklju¢ujemo sa teoremom:

TEOREM 7.3. Za problem 1.5D-TERRAIN-MULTI-GUARD s n ¢uvara i m
klijenata gdje je dmin najmanji zahtjev od klijenata, postoji algoritam koji
vraéa 5/2(1 +1/dmin) (1 + €) aproksimaciju u vremenu O(e " *n*mlogn).

7.4 OSVRT NA IMPLEMENTACIJSKI MODEL ALGORITAMA
Doprinosi

U ovom poglavlju predloZen je implementacijski model za teZinsko
¢uvanje 1.5D terena odnosno ¢uvanje 1.5D terena s viSestrukim po-
krivanjem. Oba algoritma su opisana jedinstvenim generi¢ckim algo-
ritmom. Klju¢ni implementacijski izazov problemu predstavlja brzo
rjeSavanje linearnog programa koji odgovara problemu pakiranja i po-
krivanja odnosno problemu ograni¢enog viSestrukog pokrivanja. Na
temelju ekperimenata zakljucuje se da za male instance problema do-
voljno je koristiti optimalni LP rjeSavatelj dok za veée instance para-
lelna aproksimacijska shema pokazuje bolji vremenski rezultat.



7.4 OSVRT NA IMPLEMENTACIJSKI MODEL ALGORITAMA

Buduéi rad

U implementacijskom modelu predloZen je PRAM model aproksima-
cijske sheme za teZinsku inacicu problema ¢uvanja 1.5D terena. Kako
problem cuvanja 1.5D terena s viSestrukim pokrivanjem sadrzi LP for-
mulaciju problema ograni¢enog viSestrukog pokrivanja od interesa
je ispitati adekvatnost PRAM modela za algoritam iz [29] na CUDA
platformi.
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ZAKLJUCAK

Ovaj doktorski rad bavi se problemima vidljivosti na 1.5D terenima.
PredlaZe poboljsane aproksimacije nekoliko inacica problema ¢uvanja
1.5D terena te model implementacije istih.

p1o 1  Glavni doprinos u problemu ¢uvanja 1.5D terena predstavlja
aproksimacijski algoritam konstantne aproksimacije za inacicu pro-
blema u kojem ¢uvari imaju teZine/cijenu i inacici problema u kojem
neka tocka terena koja treba biti ¢uvana ima zahtjev na broj ¢uvara
koju je trebaju pokriti. Aproksimacijski algoritam za nekoliko inacica
tezinskog ¢uvanja 1.5D terena dano je u poglavlju 3, a problem s vises-
trukim pokrivanjem u poglavlju 4. Rezultat predstavlja prvo poopcenje
klasi¢nog problema ¢uvanja 1.5D terena i u trenutku pisanja najbo-
lju aproksimaciju. Treba napomenuti kako je nejasno kako dosadas-
nje algoritme za klasi¢no ¢uvanje 1.5D terena se mogu prilagoditi da
obuhvacdaju teZinsku inac¢icu odnosno inacicu visestukog pokrivanja.
Aproksimacijski rezultat obje inacice problema povezuje se s proble-
mima pokrivanja u kojem je matrica uvjeta potpuno uravnoteZena za
koje ve¢ postoje primal-dual optimalni algoritmi [42]. Alternativno,
u ovom radu se predlazu kombinatorni algoritmi za takve probleme.
TeZinsko ¢uvanje 1.5D terena promatra se dodatno s gledista parci-
jalnog pokrivanja u poglavlju 5 i pokazuje da se problem moZe svesti
na inacicu problema u kojoj je matrica uvjeta 2-separabilna za koje
onda slijede algoritmi iz [72]. TeZinsko ¢uvanje 1.5D terena zajedno s
parcijalnom inac¢icom objavljeno je u [25], te nakon toga, dana je prva
konstanta aproksimacija za inacicu problema s viSestrukim pokriva-
njem u [26].

p10 11 Porastom popularnosti CUDA paralelne platforme kao ma-

sivno paralelni racunalni resurs te razvojem API-a i ekosustava koji
ga prate otvorile su se nove moguénosti u grafickom programiranju
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opce namjene. Proucavajuci brze rjesavatelje linearnih programa u
ovom doktorskom radu predlaZe se paralelna inacica aproksimacij-
ske sheme prilagodena za CUDA platformu za linearne programe
problema pakiranja i pokrivanja u poglavlju 6 koji se moze koristiti i
za probleme pakiranja i pokrivanja s eksponencijalno mnogo uvijeta
uz odredene modifikacije. Na temelju eksperimenata biljezi se ubrza-
nje u usporedbi s RAM modelom implementacije. Implementacija je
usporedena sa simpleks metodom iz GLPK paketa te se primjecuje
nekoliko reda veli¢ine ubrzanje do na faktor aproksimacije. Rezultati
su objavljeni u [69] i u trenutku pisanja se nalazi na recenziji. Pred-
laZze se koristenje RAM i PRAM modela aproksimacijske sheme za
implementaciju algoritama predstavljenih u Dio I.

Neki od nerijeSenih problema vezanih za ¢uvanje 1.5D terena:

® Za tezinski problem 1.5D ¢uvanja s viSestrukim pokrivanjem
moZe li se s istom analizom do¢i do konstantne aproksimacije?
Klju¢ni izazov predstavlja nalazenje optimalnog algoritma za li-
jeve i desne probleme u kojima je matrica uvjeta potpuno urav-
notezana.

® Za tezinski problem ¢uvanja 1.5D terena ostaje rijeSiti moze li
se aproksimirati s aproksimacijskom shemom koristec¢i lokalnu
pretragu kao u npr. [33].

* Moze li se Mestreov pristup [42] za parcijalno pokrivanje s pot-
puno uravnoteZenom matricom uvjeta prosiriti i na problem par-
cijalnog visestrukog pokrivanja na 1.5D terenu?

* Problem k maksimalnog pokrivanja za 1.5D teren predstavlja
odrediti najviSe k ¢uvara s terena 1.5D tako da je teren maksi-
malno pokriven. Kao opéenit problem pokrivanja ima ve¢ aprok-
simaciju 1 — 1/e. MoZe li se kako problem proizvoljno aproksi-
mirati koristeci ideje primjerice iz [33] je otvoren problem.

Primal-dual algoritmi za nalaZenje aproksimativnog rjeSenja poseb-
nih klasa linearnih programa predstavljaju alternativu klasi¢nim me-
todama za rjeSavanje linearnih programa. Osim analitickog naglaska
na smanjivanju ovisnosti vremena izvrSavanja o parametru aproksi-
macije moZe li se na implementacijskoj razini ostvariti bolja paraleli-
zacija tih rjeSavatelja ostaje implementacijski izazov.
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UNAPRIJEDENI APROKSIMACIJSKI ALGORITMI ZA
CUVANJE 1.5D TERENA

SAZETAK

Ovaj doktorski rad proucava poboljSane aproksimacije za nekoliko
inadica problema ¢uvanja 1.5D terena. Ulaz problema je poligonalna
x-monotona linija na kojem je odabran skup ¢uvara i skup klijenata.
Cilj je odrediti optimalni broj ¢uvara koji ¢e pokriti sve klijente. U
doktorskom radu su predstavljeni aproksimacijski algoritmi za va-
rijante kad ¢uvari imaju pridruZene teZine/cijene odnosno kad kli-
jenti zahtjevaju robusnije ¢uvanje, dakle, imaju zahtjev na broj ¢uvara
koji ih moraju pokrivati. U inacici problema s teZinama promatra se
i problem parcijalnog pokrivanja. U svim inacicama problema pred-
stavljen je prvi aproksimacijski algoritam konstantne aproksimacije i
u trenutku pisanja predstavlja state-of-the-art rezultat za te probleme.
Koristenjem tehnike zaokruZivanja rjeSenja linearnog programa odgo-
varajuceg problema ¢uvanja 1.5D terena ispostavlja se da sve inacice
problema promatranih u doktorskom radu mogu aproksimirati unu-
tar faktora 5 do na neku proizvoljno malu aditivnu gresku.

Kako rjeSavatelj linearnog programa predstavlja osnovni dio pred-
stavljenih algoritama za ¢uvanje 1.5D terena, promatra se slijedna i
paralelna implementacija brzog aproksimativnog rjeSavanja linearnog
programa posebne klase problema zvanih problemi pokrivanja i pa-
kiranja. Eksperimentalnom analizom usporeduje se aproksimacijska
shema za rjeSavanje linearnih programa problema pakiranja i pokriva-
nja na nekoliko tipova ulaza na jednoprocesorskoj i CUDA omoguce-
noj platformi te s ve¢ postoje¢im rjeSavateljem linearnih programa. Za
teorijsku analizu vremena izvrSavanja CUDA implementacije uzima
se PRAM model ¢ija se korespondencija s CUDA platformom pot-
vrduje eksperimentima. Kao model implementacije u ovom radu se
predlaze inkorporacija (1 + €) aproksimativnih rjeSavatelja za rjeSava-
nje linearnog programa kao podrutine za aproksimacijske algoritme
¢uvanja 1.5D terena §to uvodi dodatni multiplikativni faktor pogreske
1 + € u aproksimacijskim faktorima, ali daje eksplicitnu ovisnost o pa-
rametru 1/€ u vremenima izvrSavanja aproksimacijskih algoritama.

KLJUCNE RIJECT: aprokimacijski algoritmi, CUDA, ¢uvanje 1.5D terena, pri-
mal-dual algoritmi, problemi pakiranja i pokrivanja, problemi vidljivosti.
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IMPROVED APPROXIMATION ALGORITHMS FOR 1.5D
TERRAIN GUARDING

ABSTRACT

Improved approximations for several versions of the 1.5D terrain gu-
arding problem are presented in this thesis. The input for the problem
is an x-monotone polygonal line, namely 1.5D terrain, with a given set
of points from terrain called guards and a set of points from terrain
called clients. The goal is to find the minimum cardinality set of gu-
ards which will guard all the clients on the terrain. The purpose of
this thesis is to present approximation algorithms for the weighted
version of the problem, i. e. the guards have associated weights/costs
and the robust version respectively, i.e. the clients have a demand
for the certain number of guards that must guard them. Additionally,
we consider a partial variant of the weighted version of problem. In
all the versions of problem the constant factor approximation algorit-
hms are presented and in the time of writing it is the state-of-the-art
result. Using a rounding technique for the solution of the correspon-
ding linear programming relaxation of the 1.5D guarding problems it
is shown that all the versions considered in this thesis can be approxi-
mated within factor 5 up to the small additive error.

In the second part of the thesis, the sequential and parallel imple-
mentations of the fast approximate linear programming solver for
the covering and packing problems are presented. By experimental
analysis we test the approximation scheme on different testbeds and
compare to a linear programming solver toolkit. For the theoretical
analysis of the running time, the PRAM abstraction suffices to mo-
del the CUDA implementation of the approximation scheme. In this
thesis, the RAM and CUDA implementation of the approximation
scheme as a subrutine is suggested to be incorporated in the imple-
mentation model of presented approximation algorithms for 1.5D ter-
rain guarding problems. Using fast (1 + €)-approximate solvers for
solving linear programs, a multiplicative error (1 + €) is incured in
approximation factors, though, on the other hand, the running time
of approximation algorithms is explicitly dependent of 1/e€.

KEYWORDS: 1.5D terrain guarding, approximation algorithms, covering pac-
king problems, CUDA, primal-dual algorithms, visibility problems.
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PRILOG 1

https://code.google.com/p/mpc-apx-solver/

nalazi se implementacija aproksimacijske sheme opisane u poglavlju 6.
Implementacija se moze koristiti za brzo aproksimativno izra¢unava-
nja problema koji se mogu formulirati kao linearni problemi pokriva-
nja i pakiranja. Implementacija dolazi u 2 verzije: C++ kod koji kao
jednoprocesorska implementacija za rjeSavanje linearnog programa i
CUDA 4.0+ programski kod ukoliko platforma na kojoj se kod izvr-
Sava ima CUDA omogucenu graficku karticu.
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